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decompositions

Christian Bessiere

Univ Montpellier, CNRS

(joined work with E. Hebrard, B. Hnich, G. Katsirelos,
Z. Kiziltan, N. Narodytska C.G. Quimper, T. Walsh)



Plan de I'exposé

Programmation par contraintes
Contraintes globales
Decompositions

Resultat de non décomposabilite
Decompositions étendues



Réseau de contraintes

Variables X = {x,,..,X.,}

Domaines D(x;): ensemble fini de valeurs pour x

Contraintes C = {c,,...,C,,...}, OU C; spécifie les
combinaisons de valeurs autorisees sur
X(c)=(X4,---,X), |a portée de c.

112

Exemples 213
— ¢1: x,<x, est 'ensemble de tuples (v,w) in Z2 tels que v<w 342
— €21 X(€3)=(X4..X3) €N EXIENSION: el 353
413

9511




Probleme de satisfaction de
contraintes (CSP)

« Etant donné un réseau (X,D,C),

=» trouver une solution, c’est a dire une
instanciation de X sur D qui satisfait toutes
les contraintes de C

CSP est NP-difficile



Exemple : magic square

* X ={X41, X125+ Xjje -, Xnn}
+ D(x;) = {1 ..n2}
. C:
— sum(X...X;,)=K, Vi (rows)
— sum(Xy;...X ) K,Vj (columns)
— sum(X44...X;...X,)=K (diagonal 1)
— sum(Xy,.. x(n i+1)--Xn1)7K (dlagonal 2)

— Alldlfferent(x11,X12, +Xnn)



Résoudre un probleme a

contraintes
Function Solve (P)
propagate (P)
select variable Xi and value v f" o i T:MM-; -7,-?'; ‘4.71:7{7%‘5;3*‘.; |
if Solve(P + {Xi=v}) then return 1 1“?'?@ 1? hrlfm“ }ufi ,
else return Solve (P + {Xi=v}) R R I

Efficace quand propagate reduit
beaucoup lI'espace de recherche




Propager I'arc cohérence

D(x)={0,2,4}, D(y)={1,2,3}, X
— 011
D(z)={&1,2,3,4,5,6,7 8,4} o
X+ty=2z 033
213
224
235
Arc cohérence sur la contrainte c(x,y,z): 415
Supprimer toutes les valeurs de x,y,z qui 426
ne peuvent pas satisfaire la contrainte c 437




Propager I'arc cohérence

D(x)={0,2,4}, D(y)={1.2;3}, o
D(z)={8(1,2,3 4.58,7 ,84) Lo22 |
X+y=2z7 033
213
y=2 224
235
Arc cohérence sur la contrainte c(x,y,z): | L. 412
Supprimer toutes les valeurs de X,y,z qui 426
ne peuvent pas satisfaire la contrainte c 437




Complexité de I'arc cohérence

Algorithmes optimaux pour I'arc cohérence en
O(d"), ou r est le nombre de variables de la
contrainte et d est la taille des domaines



Contraintes globales

« Contraintes qui peuvent porter sur un nombre
guelconque de variables

— Alldifferent(Xy,..X,) < X=X Vi,]

— sum(Xq,..,.X,K) < 2x =K



Pourquol des contraintes
globales ?

« Utile pour exprimer des relations complexes entre
variables (= frequent patterns in applications)

— Alldifferent : two courses cannot occur simultaneously
— Atleast, , :atleast two hostesses must speak japanese

— Stretch : no more than 5 working days; not morning after
night ->NNRRMMAAA ARNMMRR (nurse rostering)
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Pourquol des contraintes
globales ?

Expressivité, mais aussi propagation forte

=>» Les contraintes globales ont permis de résoudre des problemes
ouverts

— Sport league scheduling, time-tabling, etc.

Les contraintes globales sont une spécificité de la CP

La plupart (tous?) des solvers contiennent des contraintes globales
354 global constraints dans Beldiceanu’s catalog

Mais les algorithmes génériques d’arc cohérence sont en O(d")...

=» On doit implémenter un propagateur ad hoc pour chaque contrainte

du solveur!
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A-t-on besoin de 300
contraintes globales?

 Non!

* On peut les réécrire en CNF (SAT solveurs)

* On peut les déecomposer en contraintes plus
'simples’ (arité fixe, en genéral 2 or 3)

Sol(N)=sol(d,(N))[X]
IX(c)| <k, Vc,e C
1d,(c)| is polynomial

12




Pourquoi les decomposer 7

 Economiser du temps/effort pour le
concepteur du solveur

 |ncrémentalité inhérente

» Perspectives pour les SMT solvers:

— Le solveur SAT recoit des explications des
contraintes globales

=» |l est important d’avoir des explications courtes
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Decompositions

* Que peut-on attendre d’'une decomposition ?

« D’exprimer la méme chose
= Semantic decomposition

* The permettre la méme propagation (e.g., arc
consistency)

=>» Operational decomposition

14



Semantic decomposability
(no extra variables)

e Al1diff
X1 = @X3
3

2 x4
X @ : 2,3 ) x4

X2 1,2,3,4
alldiff

Solutions of the CSP on the right are the same as
the allowed tuples of the A11dif £ on the left

15




Semantic decomposabillity
(extra variables)

* Atleast, ,

X1 X2 X3

Xn-1

Xn

16




Semantic decomposabillity

(extra variables)
* Atleast, ,

x}(xz>§<3>m Xn-1  Xn

AN VvV YV W

BO@@@ ...... J Bn-1 Bn

. (X=v & B=B_,+1)v(X=v & B, = B..,), Vi
| BO — 0, BI"I = k

Solutions of this CSP projected on the Xi’s
are the same as the tuples allowed by Atleast

17



Operational decomposability
(AC-decomposition)
* On veut non seulement exprimer la méme chose que

la contrainte globale, mais aussi preserver le niveau
de propagation (i.e., arc cohérence)

() G
- > T
- 5, S

X, Dy X+Y, Dy+Dy

For any D’y C Dy: AC({c}) = AC(C)|x

18



Example 1

1423 | Al1ldiff
1‘1‘% . 1234 . 23
X
vav
w2 [(TD @) #
» =
DR
2 /3 =
1,2,3,4 2,3

alldiff

This decomposition hinders propagation

19



Example 2

e Atleast

x}(xz>§<3>m Xn-1  Xn

A VW
QO@@@ ...... J Bn-1 Bn

s (Xi=v & B=B_;+1)v(Xzv & B. = B, ;), Vi
| BO — O, Bn = k

. This decomposition preserves
Acyclic hypergraph ;> proppagatioﬁ




‘Chain-like’ AC-decomposition

« Beaucoup de contraintes peuvent étre
décomposees en chaine de contraintes
ternaires qui forment un hypergraphe
Berge-acyclique (= AC est préservee)

« £E.g.,Atleast, Atmost, consecutive-1,
lex, stretch, reqular
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Taxonomie (de ces 354) ?

* A l'aide des outils de théorie de la complexité

« Soit ¢ une contrainte globale sur X(c)=(x,...X,)

» checker(c) < "existe-t-il un tuple de D(x;) x...x D(X,)
satisfaisant c?”

 Si checker(c) est NP-complet
alors propager c est NP-difficile
alors pas de AC-decomposition pour ¢
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Contraintes NP-difficiles

« Elles peuvent étre detectees par réduction
polynomiale... et il y en a beaucoup !

 Exemples:
— Nvalue(N,Xq,..,X,) (N =number of values used by X4,..,X,)
- Sum(X1,,Xn,K)

« (Cette technique permet de découvrir que certains
propagateurs ne sont pas complets (= ils ne
suppriment pas toutes les valeurs arc incohérentes)
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Relaxer la propagation:
borne coherence (BC)

D(x)={0,2,4}, D(y)={1.23},

D(2)={8;1(2,3(4)5(6 7 59§
X+y=2z
Y2

X+y=z

011
022
033
213
224
235
415
426
437
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BC-decompositions

* Plusieurs contraintes importantes pour
lesquelles AC est NP-difficile ont des BC-
decompositions en contraintes ternaires
structurées en chaine (sum) ou en pyramide

(Nvalue)

S

25



Attention: taille de la decomposition
Exemple: sum(x4,..,X.,K)

L

= Y,=0,Y, =K

= D(Y,)= 7?7
D(X,)={0,1,...9}; D(X,)={0,10,...90}; D(X5)={0,100,...900};
D(X,)={0,1000,...9000} . . .

=> For AC, D(Y,) must contain 10 values =» exponential size
=» BC can use the interval domain [0,..,999]

26



Etat des lieux

» Contraintes NP-difficiles a propager

=» pas de AC-decomposition
(parfois une BC-decomposition)

» Contraintes polynomiales a propager

= AC-decomposition quand on en trouve une
(atleast, stretch, reqgular, etc.)

=» Quid des autres ?7??

27



Non AC-decomposabilite

« AC-decomposition pour c
= décomposition en CNF qui calcule AC

= CNF checker (= décide si la contrainte a un tuple
solution dans le domaine)

« CNF checker
=> code en monotone circuit de taille poly

Théoreme

Si pas de poly-size monotone circuit alors pas de CNF
qui calcule AC ni de AC-decomposition

28



Complexité des circuits

» Classes de fonctions qui ne peuvent pas étre

calculées par des monotone circuits de poly size
[Rasborov 85, Tardos 88]

X,e1,2
« Exemple: X,€1,2,3
— perfect matching X;€3,4
— Subsumed by checker(alldiff) X,€3

[Knuth92, Regin94]

= alldiff n'a pas de AC-décomposition ni de CNF

« Other examples: global cardinality, same, etc.®



So what?

» La prog par contraintes ne peut pas se
reduire a SAT

* La prog par contraintes ne peut pas se
reduire aux contraintes avec arité
bornée

30



Réesume

« NP-hard constraints

— Use a lower level of consistency (eg., bound
consistency)

* AC-decomposable constraints
— Use the decomposition (when we know it!)

» Constraints that are poly but non AC-
decomposable
— You must implement the poly algorithm :(
— ...or use a lower level of consistency



Decomposer plus

 |dée : équiper les solvers d'un ensemble £ de
qguelques (une douzaine ?) contraintes
globales qui codent toutes les autres
— AC(L)-decomposability of c:
=>» ¢ peut étre décomposée en contraintes de L
=» pas de nouveau propagateur a implémenter !

 Exemples:
— range + roots peuvent exprimer 70 constraints
in the catalog (version of 2005 with 214
constraints)

— Slide (or counter) expresses many others
32



Global Cost Functions

* A cost function c(x;...x;) gives a cost to
each tuple in D(x;) x...x D(x;)
* Decompose global cost functions?

- See de Givry’s talk at the end of this
morning! ©

33
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