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Abstract

Ce travail présente une technique originale de
substitution dynamique des fonctions booléennes. I
détecte premierement un ensemble de fonctions boo-
léennes dans la formule booléenne sous forme normale
conjonctive (CNF). Ces fonctions sont ensuite utilisées
pour réduire la taille des différentes clauses apprises en
substituant les arguments d’entrée par les arguments
de sortie. Ceci conduit a une fagon originale d'intégrer
une forme restreinte de résolution étendue, I'un des
plus puissants systemes de preuve par résolution. En
effet, la plupart des fonctions booléennes extraites
correspondent a celles introduites au cours de la phase
d'encodage CNF en appliquant le principe d’extension
Tseitin. Substituer les entrées par les sorties peut étre
vu comme une fagon élégante d'imiter la résolution
étendue avec la manipulation des sous-formules. Des
expérimentations préliminaires montrent la faisabilité
de notre approche sur certaines classes d'instances SAT
prises des récentes compétitions SAT et SAT-Race.

1 Introduction

Le probleme SAT, i.e., la vérification de la fatis-
faction d’un ensemble de clauses, est central dans
plusieurs domaines et notamment en intelligence
artificielle incluant le probleme de satisfaction de
contraintes (CSP), planification, raisonnement non-
monotone, vérification de logiciels, etc. Aujourd’hui,
SAT a gagné une audience considérable avec 1'appa-
rition d’une nouvelle génération de solveurs SAT ca-
pable de résoudre de tres grandes instances issues du
codage des applications du monde réel ainsi que par
le fait que ces solveurs constituent d’importants com-
posants de base pour plusieurs domaines, e.g., SMT
(SAT modulo théorie), preuve de théoréme, comptage

de modeles, probleme QBF, etc. Ces solveurs appe-
1és solveurs SAT modernes [23, 13], sont basés sur la
propagation de contraintes classiques [11] éfficacement
combinée & d’éfficaces structures de données avec : (i)
stratégies de redémarrage [16, 19], (ii) activité basée
sur I'heuristique de choix de variables (comme VSIDS)
[23], et (iii) apprentissage de clauses [22, 6, 23]. l'ap-
prentissage de clauses est maintenant connu comme
I’'un des éléments les plus importants des solveurs SAT
modernes. L’idée principale est que quand une branche
courante de I'arbre de recherche conduit & un conflit,
I’apprentissage de clauses vise a dériver une clause
qui succinctement exprime les causes du conflit. Cette
clause apprise est ensuite utilisée pour élaguer 1'es-
pace de recherche. L’apprentissage de clauses égale-
ment connu dans la littérature comme ”"Conflict Dri-
ven Clause Learning” (CDCL) se réfere maintenant au
plus connu et utilisé schéma d’apprentissage premier
UIP, d’abord intégré dans les solveurs SAT Grasp [22]
et éfficacement mise en ceuvre dans zChaff [23]. Les
solveurs SAT modernes peuvent étre vus comme une
extension de la bien connue procédure DPLL classique
obtenue grace & différentes améliorations. Il est impor-
tant de noter que la bien connue regle de résolution
joue encore un role prépondérant dans 'efficacité des
solveurs SAT modernes qui peut étre vu comme une
forme particuliere de la résolution générale [7].
Théoriquement, en intégrant ’apprentissage de
clause & la procédure DPLL classique [11], le solveur
SAT obtenu formulé comme un systéme de preuve est
aussi puissant que la résolution générale [25]. Ce résul-
tat théorique important, suggere que, pour améliorer
lefficacité des solveurs SAT, on a besoin de trouver
des systemes de preuves plus puissants. Cette ques-
tion de recherche est également motivée par ’existence
de plus en plus des applications challengeant les ins-



tances SAT qui ne peuvent actuellement étre résolues
par les solveurs SAT disponibles. Le résolution éten-
due [27] et la résolution symétrie [21] sont les deux
systemes de preuve qui sont connus comme étant plus
puissant que la résolution. Le principe d’extension per-
met 'introduction des variables auxiliaires pour repré-
senter les formules intermédiaires de telle sorte que
la longueur d’une preuve peut étre considérablement
réduite en manipulant ces variables au lieu de mani-
puler les formules qu’elles représentent. La symétrie,
d’autre part, permet de reconnaitre qu’une formule
reste invariante sous certaines permutations de noms
de variables, et utilise cette information pour éviter
de répéter les dérivations indépendantes des formules
intermédiaires qui ne sont que des variantes permuta-
tionnelles d’une autre formule.

Pour la symétrie, plusieurs approches ont été pro-
posées & la fois dans la satisfiabilité booléenne (eg.
[10, 8, 1]) et dans la programmation par contraintes
(e.g. [26, 15, 14]). Cependant, Pautomatisation du sys-
teme de preuve par résolution étendue reste encore
une question ouverte. La résolution étendue ajoute
une regle d’extension au systéme de preuve par résolu-
tion, permettant I'introduction de définitions dans la
preuve. Par exemple étant donnée une formule boo-
léenne F, contenant les variables a et b, et v une nou-
velle variable, on peut ajouter la définiton v < a Vb
tout en préservant la satisfiabilité. Rappelons que la
regle d’extension est a la base de la transformation li-
néaire des formules booléennes générales en forme nor-
male conjonctive (CNF). Par exemple, pour n > 4,
la formule F = (z1 < x2 < -+ < x,) n’a aucune
formule polynomialement équivalente dans la repré-
sentation CNF(F). Cependant, en utilisant le prin-
cipe d’extension, on peut obtenir une transformation
linéaire de F & CNF(F). La formule CNF obtenue est
équivalente a celle d’origine par rapport a la satisfiabi-
lité. Il est également démontré que certaines formules
qui sont difficiles pour la résolution (e.g. pigeon-hole
formulas [18]) admettent des courtes preuves par réso-
lution étendue [9]. La courte preuve pour le probléme
des pigeons est obtenue par simulation a ’aide de I'in-
duction de la regle d’extension. Comme mentionné par
B. Krishnamurthy dans [20], Pextension permet la dé-
finition d’hypotheses intermédiaires qui peuvent étre
introduites par la définition de nouvelles variables re-
posant sur ces hypothéses. En manipulant ces hypo-
theses, de courtes preuves peuvent étre obtenues pour
certaines formules difficiles.

Récemment, un solveur SAT CDCL basé sur une
restriction de ’application de la regle d’extension a été
proposé dans [3]. Plus précisement, quand 2 clauses
successives apprises par le solveur sont de la forme
l1 V «, la V a, une nouvelle variable z < —l; V —ly) est

introduite.

La principale difficulté derriere 'automatisation de
la résolution étendue est de déterminer (1) quand
est ce que de telles définitions seront ajoutées et (2)
quelles fonctions booléennes représenteront elles. L’ap-
proche proposée dans ce papier exploite les nouvelles
variables introduites dans la phase d’encodage des for-
mules booléennes générales pour CNF grace a I’appli-
cation du principe d’extension de Tseitin. Substituer
ces variables pendant la recherche peut étre vu comme
une fagon élégante de manipuler dynamiquement ces
sous-formules. Cela imite clairement le principe de la
résolution étendue. Notre proposition répond & la fois
aux questions (1) et (2), en exploitant les fonctions
booléennes cachées généralement introduites lors de
I’encodage, et en les utilisant afin de minimiser les
clauses apprises. De plus, comme on peut le voir plus
tard, notre approche proposée a une certaine simili-
tude et différence avec le raisonnement binaire et la
regle d’hyper résolution [5, 4].

Le papier est organisé comme suit. Apres quelques
notations et définitions préliminaires, quelques notions
théoriques autours des solveurs SAT, fonctions boo-
léennes (section 2), notre substitution dynamique des
fonctions booléennes est décrite dans la section 3. Fi-
nalement, avant de conclure, les résultats expérimen-
taux démontrant la faisabilité de notre approche sont
présentés.

2 Définitions
2.1 Définitions et notations préliminaires

Une formule CNF F est une conjonction de clauses,
ou une clause est une disjonction de littérauz. Un litté-
ral est interprété comme une variable propositionnelle
positive (x) ou negative (—x). Les deux littéraux x
et —x sont appélés complémentaire. On note par [ le
littéral complémentaire de [. Pour un ensemble de lit-
téraux L, L est défini comme {I | I € L}. Une clause
unitaire est une clause contenant seulement un seul
littéral (appelé littéral unitaire), tandis qu'une clause
binaire contient excatement deux littéraux. Une clause
vide , notée L, est interprétée comme fausse (insatis-
fiable), alors qu'une formule CNF vide, notée T, est
interprétée comme vraie (satisfiable).

L’ensemble des variables apparaissant dans F est
noté Vr. Un ensemble de littéraux est complet s’il
contient un littéral pour chaque variable de Vg,
et fondamental s’il ne contient pas de littéraux
complémentaires. Une affectation p d’une formule
booléenne F est une fonction qui associe la valeur
p(x) € {false,true} a quelques variables de z € F.
p est compléte s’il attribue une valeur pour chaque



variable x € F, et partielle sinon. Une affectation
est alternativement représentée par un ensemble de
littéraux complet et fondamental, de fagon évidente
un modéle d'une formule F est une affectation p qui
laisse la formule vraie; notée p = X.

On dénote par n[z,c;,c;] la résolvante entre une
clause c¢; contenant le littéral x et c; une clause conte-
nant 'opposé de ce méme littéral —z. En d’autres
termes, N[z, ¢;, ¢;] = ¢; U ¢;\{z, -z}

2.2 Recherche DPLL

DPLL [11] est une procédure de recherche de type
backtrack; A chaque noeud les littéraux affectés (le
littéral de décision et les littéraux propagés) sont éti-
quetés avec le méme mniveau de décision, initialisé a
1 et incrémenté a chaque nouveau point de décision.
Le niveau de décision courant est le niveau le plus
élevé dans la pile de propagation. Lors d’un retour-
arriere ("backtrack”), les variables ayant un niveau
supérieur au niveau du backtrack sont défaites et le
niveau de décision courant est décrémenté en consé-
quence (égal au niveau du backtrack). Au niveau i,
Iinterprétation partielle courante p peut étre repré-
sentée comme une séquence de décision-propagations
de la forme ((z},), z},, , @}, - - - ,x};%> ou le premier lit-
téral ai correspond au littéral de décision zj affecté
au niveau i et chaque x% de 'ensemble 1 < j < ny
représente les littéraux unitaires propagés a ce méme
niveau 4. Soit « € p, On note [(x) le niveau d’affecta-
tion de z. Pour une clause «, [(«) est défini comme le
maximum des niveaux de ses littéraux affectés.

2.3 Fonctions Booléennes

Une fonction Booléenne est une expression de la
forme y = f(x1,...,z,), o f € {V,A} et ol y et
x; sont des littéraux, qui est définie comme suit :

-y = A(x1,...,%,) représente l'ensemble de
clauses {yV -1 V---V-x,, yVay, ..., yVe,},
traduisant la condition selon laquelle la valeur de
vérité de y est determinée par la conjonction des
valeurs de vérité des z; t.q.t € [1...n];

-y = V(x1,...,%,) représente l'ensemble de
clauses {~yVazi V.-V, yV-xy,...,yV - 2,};

Dans la suite, nous considérons seulement les
fonctions booléennes de la forme y = V(x1,...,2,)
ou y et x; sont des variables booléennes de la
formule originale. En effet, une fonction boo-
léenne y = A(z1,...,2,) peut étre écrite comme
Yy = V(Z1,. .., Ty).

Pour une fonction boolénne de la forme y =
’ ’ R ’ .
flxy,...,2,), ou z,; € {x;, "x;}, la variable y est une

variable de sortie tandis que les variables x1,...,z,
sont appelées variables d’entrée. Ces fonctions nous
permettent de détecter un sous-ensemble de variables
dépendantes (i.e. variables de sortie) dont la valeur de
vérité dépend des valeurs de vérité des variables d’en-
trée.

2.4 Detection des fonctions booléennes dans une
formule CNF

Etant donné une formule CNF F, On peut utiliser

deux méthodes différentes pour la détection des fonc-
tions booléennes encodées par les clauses de F.
La premiere méthode de détection, appelée méthode
syntaxique, est une approche de type pattern matching
qui nous permet de detecter les fonctions booléennes
qui apparaissent directement dans la structure de la
formule CNF [24].

Exemple 1 Soit F O {(y V —x1 V —xa V —23), (-y V
1), (my V x2), (-y V x3)}

Dans cet exemple, nous pouvons détecter syntaxi-
quement la fonction y = A(z1, z2,x3).

La seconde méthode est D’approche de détection
sémantique ou les fonctions sont détectées en uti-
lisant la propagation unitaire (UP) [17]. En effet,
cette méthode nous permet de détecter les fonctions
booléennes cachées.

Exemple 2 Let F D {(y V —x1 V 2o V —a3), (—y V
x1), (mx1Vay), (hTaVas), (mxoVas), (g VoxsVas) ).

Dans cet exemple, UP(F A y) = {x1,24,22, x5, 23}
I’ensemble des littéraux obtenus par propa-
gation unitaire (UP) et nous avons la clause
c = (yVx V-xgVxs) € F qui est telle que
A\{y} € UP(F Ay). Ainsi, nous pouvons detecter
la fonction booléenne y = A(zy,x2,3), que nous
ne pouvons pas détecter en utilisant la méthode
syntaxique ci-dessus.

Dans la suite, étant donnée une formule CNF F,
nous utilisons ces deux méthodes pour détecter toutes
les fonctions booléennes encodés par les clauses de F.
De toute évidence, I’ensemble des fonctions booléennes
qui peuvent étre détectées par ’approche sémantique
est une extension de ’ensemble des fonctions boo-
léennes extraites a ’aide de la I’approche syntaxique.

Ces fonctions sont ensuite utilisées pour réduire la
taille des différentes clauses apprises durant la re-
cherche. Dans notre implémentation, nous exploitons
les deux approches de détections des fonctions boo-
léennes proposées dans [24] et [17].



2.5 Analyse de conflit et graphe d’implications

Le graphe d’implications est une représentation
standard utilisée classiquement pour analyser les
conflits dans les solveurs SAT modernes. A chaque
fois qu’un littéral y est propagé, on sauvegarde une
référence de la clause impliquant la propagation de y,
qu’on note imp(y). La clause imp(y), appelée implica-
tion de y, est dans ce cas de la forme (zq V---Vz, Vy)
ou chaque littéral x; est faux sous l’affectation par-
tielle courante (p(z;) = false,Vi € 1..n), alors que
ply) = wvraie. lorsqu’un littéral y n’est pas obtenu
par propagation mais issue d’une décision, imp(y)
est indéfinie, qu’'on note par convention imp(y) =L.
Quand imp(y) #L, on note par exp(y) l’ensemble
{Z | z € imp(y) \ {y}}, appelé ensemble des explica-
tions de y. Quand imp(y) est indéfini, on défini exp(y)
comme ’ensemble vide.

Définition 1 (Graphe d’implications) Soit F
une formule CNF, p wune affectation partielle, et
soit exp l'emsemble des explications pour les litté-
raux déduits (propagés unitairement) dans p. Le
graphe d’implications associé a F, p et exp est
GEEP = (N, €) oi :

- N = p, i.e., il existe un neud pour chaque littéral

de décision ou propagé ;
~&={(z.y) | v €py€px€exp(y)}

Dans le reste du papier, pour des raisons de simpli-
cité, un graphe d’implication est tout simplement noté
G’%. On note aussi m le niveau du conflit.

Exemple 3 G%., montré dans Figure 1 représente le
graphe d’implications de la formule F et Uaffectation
partielle p donnée ci-dessous : F D {c1,...,c12}

(cl)ﬁxl V —z11 V X2 (cz)wcl V x3

(03)—\.1‘2 V x19 V T4 (04)—\.1‘1 V V—x3 V x5
(65)—\334 V —T5 vV —Te vV T (66)—\335 V —Te vV xTs
(c7)—x7 V g (cg)—x5 V —xg V "9
(co)mx10 V 217 V 21 (c10)—213 V 714 V 210
(c11)x13 V 217 (c12)@15 V "216 V 213

p={(..zks. M=) ...... W(xdy) .. od. )

{(x14), - M (25¢), 235, .. ) }. Le niveau du conflit est 5
et p(F) = false.

Définition 2 (Clause assertive) Une clause ¢ de la
forme (a V x) est appelée clause assertive ssi p(c) =
false, l(x) = m et Vy € o,l(y) < l(x). = est appelé
littéral assertif.

L’analyse de conflits est le résultat de 'application
de la résolution a partir de la clause conflit en utili-
sant différentes implications encodées dans le graphe

x6(3)

X12(3)

x6(3)

FIGURE 1 — Graphe d’implications G- = (V&)

d’implications. On appelle cela dérivation de la clause
assertive (DCA en court).

Définition 3 (dérivation de la clause assertive)
La dérivation de la clause assertive pi est une séquence
de clauses {(01,09,...0%) satisfaisant les conditions
suivantes :

1. o1 = n[z,imp(x),imp(—x)], tel que {x,—~x} est le
conflit.

2. o;, pour i € 2.k, est construite en selectionnant
un littéral y € o;—1 pour lequel imp(y) est dé-
fini. Nous avons alors y € 0,-1 et § € imp(y) :
les deux clauses résolues. La clause o; est définie
comme N[y, o;—1,imp(y)] ;

3. o1 est en plus une clause assertive.

considérons a nouveau l’exemple 3. Le parcours du
graphe G4 (voir Fig. 1) conduit & la dérivation de la
clause assertive : (01,...,07) ol 01 = n[xg,c7,c8] =
(_‘1‘55 \Y —\£E75 \Y _|I85) et g7 = (—\LE112 V —\x123 V _‘$63 vV
—x1°). La clause o7 est la prémiere clause rencontrée
qui contient un seul littéral du niveau de décision cou-
rant. Notons que cette résolvante est fausse sous l'af-
fectation p. Par conséquent, le littéral —x; est impliqué
au niveau 3. Les solveurs SAT ajoutent la clause (o7)
a la base des clauses apprises, retourne au niveau 3
et affecte le littéral assertif —x; & la valeur de vérité
vraie. Le nceud z; correspondant au littéral assertif
-z est appelé First Unique Implication Point (First
UIP). Pour plus d’informations autours des solveurs
CDCL basés sur les clauses apprises, nous reférons les
lecteurs a [22, 23, 2].

3 Substitution dynamique des fonctions
booléennes

Dans cette section, nous montrons comment les
fonctions booléennes détectées dans la formule origi-



nale peuvent étre utilisées pour réduire dynamique-
ment la taille des différentes clauses apprises.

3.1 Exemple

Nous illustrons cette nouvelle approche de substitu-
tion dynamique des fonctions booléennes en utilisant
un simple exemple.

Exemple 4 Soit F la formule CNF précédente,
supposons que F contient aussi les clauses suivantes

{c13,...,c16} : F 2 {c13,...,c16}
(c13)7y V —z11 V 2 V g

(c14) y Vo

(c15) YV 12

(016) Yy V Te

Soit o7 = (—z112V 2123V 263 V21 °) la clause ap-

prise précédente apres ’analyse de conflit. Les clauses
c13, C14, C15 et cig encodent la foncion booléenne
y = V(—-x11, 12, 7x¢). Comme on peut le voir, la
clause apprise o7 contient les entrées de la fonction
boolénne précédente. Par conséquent, on peut rempla-
cer ces entrées par la sortie y dans o7. Cette substitu-
tion permet d’éliminer les littéraux —x11, 7212, "¢ de
la clause apprise o7.
Apres ce processus, on obtient o4, = (—z1Vy). Il est im-
portant de noter que la résolvante o, peut étre obtenue
par hyper résolution binaire entre les clauses binaires
c14, C15 et ¢y et la clause cq3. La principale différence
est que dans notre approche, y doit étre la sortie d’une
fonction booléenne.

Exemple 5 Soit F la formule CNF précédente,
supposons maintenant que F contient plutot les

clauses suivantes {c13,...,c17} : F 2 {c13,...,¢c17}
(c13) Yy Vw12V 6

(c1a) —yV 14

(c15) YV 215

(c16) —x1a V15 V 212

(c17) —T12V "T14 V 26

Dans ce deuxieme exemple, on détecte par propa-
gation unitaire la fonction booléenne y = A(x12,x¢)
qui est équivalente & -y = V(—x12,x6). En effet,
UP(F Ny) = {x14, 215, T12, T6 }. Les littéraux —xg et
—x12 sont éliminés de la clause apprise o7 et remplagés
par la sortie —y. Apres cette substitution, on obtient
of = (~yV oz V owy).

La méthode de détection basée sur la propagation
unitaire nous permet de détecter toutes les fonctions

booléennes que nous ne pouvons pas détecter syntaxi-
quement. Il est important de noter que lorsque les fonc-
tions booléennes sont détectées en utilisant la propa-
gation unitaire, la résolvante o7 ne peut pas étre ob-
tenue directement par hyper-résolution binaire. Pour
que cela soit possible, on a besoin premierement de gé-
nérer les clauses (—yVa12) et (—yVag) et par résolution
avec les clauses C14, C15, C16 et C17.

Notons que plusieurs entrées peuvent étre substi-
tuées par la méme sortie. Ceci arrive lorsque nous
avons plusieurs fonctions booléennes dans la formule
originale avec la méme sortie. Dans ce cas, toutes les
différentes entrées incluses dans la clause apprise sont
éliminées mais cette sortie n’est ajoutée qu’une seule
fois dans la clause apprise.

Les fonctions booléennes utilisées ici pour réduire
les clauses apprises sont encodées par les clauses de la
formule originale. Ainsi, aucune variable additionnelle
n’est ajoutée a la formule comme dans le cas des sys-
temes de preuves par résolution étendue. Cependant,
certaines fonctions booléennes encodées dans la for-
mule CNF sont introduites par le principe d’extension
utilisé dans la phase d’encodage CNF.

3.2 Substitution dynamique

On donne a présent une présentation formelle de
notre approche basée sur la substitution dynamique.

Proposition 1 [Substitution dynamique] Soit F une
formule CNF, ¢ = (a V x) une clause apprise, ot
x est le littéral assertif et a une disjonction de lit-
téraux. Soit y = V(x1,...,T,) avec n > 2, une
fonction booléenne encodée par les clauses de F t.q.
{z1,...,2,} C «, alors o peut étre réduite & o’ en
substituant {x1,...,x,} pary dans a t.q. :

—od'=0Vxsiy€Ea

- o' =p3VaxVy sinon

avec = a\{x1,...,2n}

Propriété 1 Soit F une formule CNF, 0 = (a V )
une clause apprise, ot x est le littéral assertif. Soit
y = V(x1,...,2,) une fonction booléenne encodée par
les clauses de F t.q{x1,...,z,} Ca. on a :

- V1 <i<n,p(r;) = fauz et p(y) = fauz

- U(y) = max{l(z;),1 <i<n} etlly) <l(z)

Preuve 1 Par définition de la clause apprise o, on
a p(o) = fauz. Comme {z1,...,2,} C 0. Par consé-
quent, V1 < i < n, p(z;) = fauz.

Onay=V(x1,...,z,) alors p(y) = faux.
Par définition de la fonction booléenne y =
V(Z1,...,2p), (y) est le niveau du dernier littéral

x; qui fut affecté d fauz. Par conséquent, l(y) =



maz{l(x;),1 < i < n}. Comme x est le littéral as-
sertif, par définition, ¥z € o,l(z) < l(z). Puisque
{z1,...,2n} C a et l(y) = max{l(z;),1 < i < n},
alors l(y) < I(x).

Propriété 2 Soit 0 = (a V ) une clause apprise,
et G = {q1,...,9n} un ensemble de fonctions boo-
léennes détectées dans la formule originale telle que
les différents ensembles de variables d’entrée associées
aux différentes fonctions booléennes dans G soient tous
disjoints et tous inclus dans «. Soit o1,...,0, la sé-
quence de clauses apprises obtenues successivement
apres chaque substitution t.q.a l’étape 1, o; est obtenue
en remplacant un ensemble de variables d’entrée dans
0;—1 par une variable de sortie y;, alors |o;| < |oi—1],
et|log| >1,1<4,j<m

Preuve 2 Soit o¢ la clause initialement apprise.
Comme o; est obtenue par substitution d’au moins
deuz littérauz ( entrée d’une fonction booléenne) dans
oi—1 par un littéral qui est la sortie de cette fonc-
tion, on a |o;| < |oi—1|, pour 1 < i < n. De plus,
V1 < i < n, x € gy, oux est le littéral assertif et
n’est pas considéré dans la substitution, alors |o;| > 1,
1<i<n

Propriété 3 Etant donné une clause apprise o, et un
ensemble G = {g1,...,gn} de fonctions booléennes dé-
tectées dans la formule CNF originale. La complezité
temporelle de notre approche de substitution dyna-
mique est quadratique dans le pire des cas.

Preuve 3 On a |G| fonctions booléennes. Pour
chaque fonction booléenne, on fait |o| comparaisons.
Ainsi, on peut faire au plus |G| x |o| comparaisons pour
réaliser la substitution.

4 Expérimentations

Les expérimentations menées sont effectuées sur un
large panel d’instances industrielles et crafted prove-
nant de la compétition SAT 2009 et de la SAT-Race
2009. Toutes les instances sont simplifiées par pré-
traitement SatElite [12]. On peut noter que SatE-
lite substitue certaines fonctions booléennes a I’étape
de pré-traitement. Par conséquent, les fonctions boo-
léennes détectées sont celles qui restent dans la formule
simplifiée par SatElite. Nous avons intégré notre ap-
proche de substitution dynamique dans Minisat 2.2
[13] et nous avons effectué une comparaison entre les
résultats obtenus par les solveurs originaux et ceux
incluant 'approche de substitution dynamique. Il est
aussi important de noter le détail d’implémentation
suivant : Quand les variables d’entrée sont substituées
par la variable de sortie, I'activité de la variable de sor-
tie est mise a jour de la méme maniere que les autres

variables de la clause apprise. Ceci permet de focaliser
la recherche sur certaines variables de sortie. Ce dé-
tail d’implémentation est similaire a celui implémenté
dans [3].

Tous les tests sont effectués sur un cluster Xeon
3.2GHz (2 GB RAM). Les résultats du temps de calcul
sont indiqués en secondes.

Pour ces expérimentations, le temps de calcul limite
est fixé a 1 heure. les différentes tables montrent un
ensemble représentatif de familles d’instances.

4.1 Problémes industriels

Les tables 1 et 2 détaillent les résultats sur les
problemes SAT industriels issus de la compétition
SAT’2009 et SAT-Race’2010 en utilisant respective-
ment les méthodes de détection syntaxique et séman-
tique pour la détection des fonctions booléennes dans
la formule originale.

Pour chaque instance, nous reportons son nom
(Instance), son nombre de variables et de clauses
(#Var, #Cl), le temps utilisé par Minisat pour
résoudre l'instance, le temps utilisé par Minisat+DS
pour résoudre 'instance, le nombre total de substitu-
tion éffectuée (nbSub) et le nombre total de littéraux
éliminés par la substitution des entrées par les sorties
(total Sub).

La table 1 représente un focus sur quelques fa-
milles industrielles. Sur ces familles, les améliorations
sont relativement importantes. Par exemple, si on
considere la famille vmpc, on peut voir que notre
substitution dynamique permet d’avoir un gain d’un
ordre de magnitude (instances 24 and 27). Sur la
méme famille, Minisat+DS résoud 2 instances de plus
que Minisat (instances 31 and 33).

Sur la famille gss, sur les 7 instances résolus par
Minisat+DS et Minisat, Minisat+DS est meilleur
sur 5 instances. Sur la méme famille, Minisat+DS
résoud une instance de plus que Minisat (instance 23).

En résumé, on peut voir que sur certaines familles,
Minisat+DS est plus rapide et résoud plus de pro-
blemes que Minisat.

4.2 Problémes crafted

Ces problemes sont congus a la main et beaucoup
d’entre eux sont congus dans le but de battre tous les
solveurs DPLL existants. Ils contiennent par exemple
les instances Quasi-group, instances SAT forcés aléa-
toires, counting, instances “ordering” et "pebbling”,
problémes sociaux du golfeur, etc.

La table 3 montre que sur les 11 instances résolues de
la famillle QG, Minisat+DS résoud plus efficacement



7 instances. Sur la famille rbsat, Minisat est meilleur
sur 5 instances parmi les 8 instances résolues. On peut
remarquer que sur 4 de ces 5 instances, la valeur de
nbSum et totalSub est égal & 0 ce qui peut expliquer
les limites de l'efficacité de notre approche dans ces
cas.

Globalement, on peut voir que l'ajout de notre
processus de substitution dynamique & Minisat
améliore ses performances sur certaines familles de
problemes crafted.

La table 4 montre que ces performances sont encore
ameéliorées en utilisant la méthode sémantique pour la
détection des fonctions boolénnes. Dans cette table,
sur la famille QG, les temps de résolution de Mini-
sat+DS ont été améliorés de maniere significative.

4.3 Summary

Dans I’ensemble, nos expérimentations nous ont per-
mis de démontrer deux choses. Premierement, notre
technique ne dégrade pas mais au contraire améliore
souvent les performances des solveurs DPLL sur les
problemes industriels et crafted. Second, elle améliore
I’applicabilité de ces algorithmes sur des classes de pro-
blemes qui sont faites pour étre difficiles pour eux. Les
résultats présentés dans les tables précédentes montre
que notre approche est éfficace sur certaines familles
d’instances SAT. Globalement, sur l’ensemble d’ins-
tances, notre approche est compétitive et résoud un
nombre similaire d’instances.

A partir de ces expérimentations, on observe que
notre méthode présente certaines complémentarités
avec les solveurs SAT classique tels que Minisat. En
effet, on observe que plusieurs instances sont résolues
uniquement par notre approche tandis que d’autres ne
sont résolues que par Minisat. Sur de nombreux cas
ou notre approche dégrade, le nombre de substitution
est assez faible.
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6 Conclusion

Ce papier présente une nouvelle technique de sub-
stitution dynamique de fonctions booléennes détectées
dans une formule booléenne sous forme CNF. Cette
approche peut étre vue comme une fagon originale de
manipuler les sous-formules représentées par ces fonc-
tions. Elle nous permet d’imiter le principe de réso-
lution étendue. En effet, notre approche exploite les

fonctions booléennes cachées généralement introduites
pendant la phase d’encodage CNF, et les utilise pour
minimiser les clauses apprises. Ce qui nous permet
d’exploiter ces variables auxiliaires au lieu d’en ajou-
ter des variables supplémentaires au cours de la phase
de résolution. La substitution des variables d’entrée
par les variables de sortie au cours de l'analyse des
conflits, est une fagon élégante de manipuler ces va-
riables de sortie. Les résultats expérimentaux sur cer-
taines classes d’instances SAT, montrent clairement
que notre approche est compétitive avec 1’état de I'art
des solveurs SAT, bien qu’il présente certains aspects
de complémentarité. De plus, notre approche présente
des améliorations intéressantes sur certaines familles
d’instances SAT.

Comme travaux futures, nous envisageons d’étendre
notre approche en visant une substitution partielle. En
effet, méme si 'ensemble des variables d’entrée appa-
rait partiellement dans la clause apprise donnée, on
peut toujours substituer ces variables par la variable
de sortie correspondante. Dans un tel cas, il pourrait
étre intéressant de calculer la substitution qui maxi-
mise la réduction de la taille de la clause apprise.
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Instance (#Var, #CIl) Statut Minisat Minisat + DS
timo(s) timo(s) nbSub totalSub
vmpc_24 (576 , 67872) SAT 18.41 4.49 9 198
vmpc_25 (625 , 76775) SAT 19.89 57.37 134 3082
vmpc_26 (676 , 86424) SAT 14.31 76.46 267 6408
vmpc_27 (729 , 96849) SAT 43.66 10.06 24 600
vmpc_28 (784, 108080) SAT 96.72 62.55 189 4914
vmpc_29 (841 , 120147) SAT 70.34 755.24 1220 32994
vmpc-30 (900 , 133080) SAT 476.82 877.05 1223 34244
vmpc_31 (961 , 146909) SAT timeout 3366.28 2915 84564
vmpc_33 (1089 , 177375) SAT timeout 3151.05 2340 72540
vmpc_34 (1156 194072) SAT timeout timeout 2048 65568
gss5-16-s100 (31248 , 93904) SAT 18.04 6.15 986 1132
gss-20-s100 (31503 , 94748) SAT 1275.94 7.22 646 736
gs5-23-s100 (31711 , 95400) SAT timeout 2213.94 118104 136100
gss-17-s100 (31318 , 94116) SAT 107.71 40.26 3706 4949
gs5-19-s100 (31435 , 94548) SAT 152.60 105.78 7533 8797
gss-13-s100 (30867 , 92735) SAT 6.21 5.78 366 466
gss-14-s100 (31229 , 93855) SAT 4.05 11.63 612 655
gss5-15-5s100 (31238 , 93878) SAT 12.76 30.73 3257 4336
sha0_35_1 (48689 , 204053) SAT 71.23 23.12 7421 10241
sha0_36_5 (50073 , 210223) SAT 471.32 17.51 4318 5498
sha0_35_3 (48689 , 204067) SAT 29.02 9.78 1617 1879
sha0_35_2 (48689 , 204071) SAT 22.88 202.25 83757 110310
UTI-20-5p0 (225296 1192799) UNSAT timeout 1705.26 326191 2062182
rbcl xits_07 (1128 , 57446) UNSAT 219.12 156.02 112280 372012
uts-106-ipc5-h35 (175670 837466) SAT 3.20 0.84 5 10
md5_48_1 (66892 , 279248) SAT 221.94 145.82 26021 34469
md5_47_4 (65604 , 273506) SAT 64.13 21.60 3839 4614
md5_48_3.cnf (66892 , 279258) SAT 160.06 210.04 42255 57303
partial-10-15-s (261020 , 1211106) SAT 3039.08 649.65 13696 18345
partial-10-13-s (234673 , 1071339) SAT timeout 1470.39 31336 43086
rpoc_xits_08 (1278 , 74789) UNSAT timeout 2974.28 459189 1528680
uts-106-ipc5-h32 (163755 , 800163) UNSAT 10.62 48.07 392 28040
maxxororand032 (23696 , 70703) UNSAT 859.81 542.29 241743 1051278
manol-pipe-gl0bidw (237485 , 705220) UNSAT 494.72 172.32 40268 75273
manol-pipe-c7nidw (169072 , 501421) UNSAT 33.35 54.45 39464 60577
simon-s02b-dp11ul0 (9197 , 25271) UNSAT 338.53 295.11 350707 421961
mizh-sha0-36-2 (50073 , 210239) SAT 892.01 27.77 8888 11784
mizh-sha0-36-3 (50073 , 210235) SAT 110.29 502.11 239539 341651
mizh-md5-48-5 (66892 , 279256) SAT 74.91 10.83 2523 2902
velev-pipe-sat-1.0-b10 (118040 , 8804672) SAT 58.25 67.40 0 0

TABLE 1 — Instances Industrielles : substitution dynamique et détection par la méthode syntaxique

Tnstance (#Var,#Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) time(s) nbSub totalSub
gss-17-5100 (31318 , 94116) SAT 107.71 96.04 6440 7456
g55-20-5100 (31503 , 94748) SAT 1275.94 425.667 | 28295 35016
sha0 35 1 (48689 , 204053) SAT 71.23 27.67 9182 12319
sha0_365 (50073 , 210223) SAT 471.32 130.26 50706 69396
mdb 48 1 (66892 , 279248) SAT 221.94 65.12 11265 14152
c8idw_s (122321 , 361795) UNSAT | 6.18 0.41 239 321
Frnidw (310434 , 923497) UNSAT 1867.02 1217.44 | 41689 53540
g7nidw (75496 , 222379) UNSAT | 62.36 17.54 3059 4862
cq.atrec.braun. 11 (1694 , 5726) UNSAT | 3593.43 3472.79 | 20198398 | 32717812
rbel xits 07 (1128 , 57446) UNSAT | 219.12 169.61 104596 346524
rpoc_xits 07 (1128 , 63345) UNSAT 197.91 185.48 86856 282885
gus-mdb-09 (69487 , 226581) UNSAT | 204.46 193.52 12015 20529
mizh-sha0-36-2 (50073 , 210239) SAT 892.01 272.56 07731 135321
simon-s02b-dp11ul0 (9197 , 25271) UNSAT | 338.53 258.07 280825 331549
manol-pipe-g7nidw (75496 , 222379) UNSAT | 62.64 15.04 3059 4862
mizh-sha0-36-3 (50073 , 210235) SAT 110.29 25.71 7870 10689
mizh-mdb5-47-3 (65604 , 273522) SAT 117.49 39.97 8184 10314
schup-12s-motst-2 (507145 , 1601920) SAT 11.75 9.26 85 246
post-cbmc-aes-ce (498723 , 2028183) UNSAT | 568.25 489.90 429 2173
ndhf xits 21 SAT (4466 , 542457) SAT 1.41 0.55 618 16716
post-cbmc-aes-ele (270963 , 1601376) UNSAT | 7.45 4.84 22 66
dated-5-15-u (151952 , 697321) UNSAT | 323.40 118.72 6085 11012
dated-10-13-s (181082 , 824258) SAT 5.69 20.79 92 149
G_query_3.148 lambda (34656 , 174528) UNSAT | 78.88 141.38 164871 195089
g query 3145 lambda (32313 , 161529) UNSAT | 91.85 162.14 182561 216837
zfcp-2.8-u2-nh (10950109, 32697150) SAT 27.73 31.30 0 0
vmpc_25 (625 , 76775) SAT 19.89 49.05 73 1613
mizh-sha0-35-3 (48689 , 204067) SAT 28.49 36.87 11529 18419
mizh-sha0-36-4 (50073 , 210235) SAT 89.19 T11.12 44991 64725
goldb-heqc-term lmul (3504 , 22229) UNSAT | 42.02 69.53 17 51
countbitssrl032 (18607 , 55724) UNSAT | 646.13 903.15 135175 171439

TABLE 2 — Instances Industrielles : substitution dynamique et détection par la méthode sémantique




Instance (#Var,#Cl) Statut Minisat Minisat + DS
time(s) time(s) nbSub totalSub
QGT7a-gensys-icl004 (2401 , 15960) UNSAT 523.70 401.41 672102 3433306
QG6-gensys-icl001 (1587 , 8013) UNSAT 245.77 218.43 856139 4361401
QG6-gensys-icl004 (1605 , 8025) UNSAT 189.05 93.22 454510 2154537
QG8-gensys-ukn005 (1133 , 56210 ) UNSAT 51.20 35.32 10267 70734
QGT7a-gensys-ukn005 (2765 , 18046 ) SAT 47.53 26.45 55066 313842
QG-gensys-icl003 (1472, 7737) UNSAT 134.79 87.20 409490 1884892
QGT7a-gensys-ukn001 (2737 , 18375) SAT 42.38 9.49 23785 137159
QG7-gensys-icl006 (728 , 17199) UNSAT 1311.19 1483.74 292722 1388841
QG7-dead-dnd005 (502, 11816) UNSAT 431.93 696.91 220929 1119611
QG6-dead-dnd002 (1339 , 7095) UNSAT 319.51 418.85 1574081 255326
QG-gensys-brn008 (1467 , 752) UNSAT 98.60 105.40 487138 2224629
rbsat-v760c43649g8 (760 , 43649) SAT 39.20 29.59 6 114
rbsat-v760c43649gyes4 (760 , 43649) SAT 7.29 3.30 1 23
rbsat-v760c43649gyes6 (760 ,43649) SAT 754.22 118.22 241 4338
rbsat-v760c43649gyesl (760 , 43649) SAT 2481.48 2499.2 0 0
rbsat-v760c43649g4 (760 , 43649) UNSAT 546.31 622.815 0 0
rbsat-v760c43649g1l (760 , 43649) SAT 178.13 197.923 0 0
rbsat-v760c43649g10 (760 , 43649) SAT 68.83 121.836 78 1658
rbsat-v945c61409gyes9 (945 , 61409) SAT 824.15 831.814 0 0
rbsat-v945c61409gyes4 (945 , 61409) SAT timeout 3453.15 241 5613
mod3block 2vars_11 (526 , 146535) SAT timeout 1488.51 340924 355550
mod4block 2vars_10 (479 , 123509) SAT 2393.86 679.48 12822 26072
em_7_4 8 all (1617 , 37237) SAT 134.58 8.49 1016 6362
em_8_4_5_all (2420 , 62900) SAT 32.08 52.32 16490 61304
em_11_3_4 all (8713 , 414651) SAT 14.31 87.01 5785 15145
em_7_4_8_exp (1617 , 25837) SAT 194.67 43.15 2822 19580
em_7_3_6_exp (1473 , 22887) SAT 2.46 17.86 4007 17174
_6_fbc (1473 , 19063) SAT 1702.68 101.68 42879 186028
_8_4_5_fbc (2420 , 33572) SAT timeout 1012.14 445179 1547530
em_7_3_6_cmp (1473 , 11563) SAT 761.50 299.31 72641 245066
em_8_4_5_cmp (2420 , 22340) SAT 1127.77 782.49 355928 1144871
em_7-4 8 cmp (1617 , 14513) SAT 2783.97 timeout 621973 2334680
instance_n9_i9_pp_ci_ce (33867 , 457280) SAT timeout 1482.43 519105 907405
instance_n9_i9_pp (33867 , 454832) SAT 640.35 339.55 144223 234487
instance_n5_i6_pp_ci_ce (4380 , 31980) UNSAT 1.27 1.58 700 1621
instance_n8_i8_pp_ci_ce (21640 , 257551) SAT 523.53 253.46 128221 213622
strips-gripper-18t35 (11318 , 316793) SAT 36.08 16.15 16 16

TABLE 3 — Instances crafted : substitution dynamique et détection par la méthode syntaxique

Instance (# Var,#Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) time(s) nbSub totalSub
QG7a-gensys-icl004 (2401 , 15960) UNSAT 523.70 352.33 672102 3433306
QG6-gensys-ukn003 (2123 , 9177) UNSAT 492.87 448.36 1249830 6229729
rbsat-v945c61409gyes9 (945 , 61409) SAT 824.15 774.67 0 0
QG6-gensys-brn007 (1477 , 7809) UNSAT 119.94 103.15 444274 2185145
QG7-gensys-icl006 (728 , 17199) UNSAT 1311.19 1447.36 292722 1388841
QG7-dead-dnd005 (502, 11816) UNSAT 431.93 682.53 220929 1119611
QG6-gensys-icl001 (1587 , 8013) UNSAT 245.77 215.35 856139 4361401
QG6-gensys-icl004 (1605 , 8025) UNSAT 189.05 91.66 454510 2154537
QGB8-gensys-ukn005 (1133 , 56210) UNSAT 51.20 30.95 10267 70734
QGT7a-gensys-ukn005 (2765 , 18046) SAT 47.53 26.39 55066 313842
QG-gensys-icl003 (1472 , 7737) UNSAT 134.79 85.74 409490 1884892
QGT7a-gensys-ukn001 (2737 , 18375) SAT 42.38 9.35 23785 137159
mod4block 2vars_11 (530 , 153478) SAT 629.84 120.62 7769 15662
mod3block _2vars_11 (526 , 146535) SAT timeout 1362.28 340924 355550
mod3_4vars 6gates (289 , 33900) UNSAT 517.72 540.37 7704 11264
mod4block 2vars_10 (479 , 123509) SAT 2393.86 638.17 12822 26072
rbsat-v760c43649g8 (760 , 43649) SAT 39.20 28.33 6 114
rbsat-v760c43649g10 (760 , 43649) SAT 68.83 116.14 78 1658
rbsat-v760c43649gyes4 (760 , 43649) SAT 7.29 3.26 1 23
rbsat-v760c43649gyes6 (760 , 43649) SAT 754.22 111.77 241 4338
rbsat-v760c43649gyesl (760 , 43649) SAT 2481.48 346.825 52 1144
rbsat-v945c61409gyes4 (945 , 61409) SAT timeout 3217.75 241 5613
rbsat-v760c43649gyesl (760 , 43649) SAT 2481.48 2363.94 0 0
em_7_4 8 all (1617 , 37237) SAT 134.58 8.49 1016 6362
em_7_4_8_exp (1617 , 25837) SAT 194.67 41.18 2822 19580
em_8_4_5_all (2420 , 62900) SAT 32.08 50.10 16490 61304
em_11_3_4 all (8713 , 414651) SAT 14.31 86.03 5785 15145
em_12_2_4 all (12584 , 729136) SAT 24.86 664.82 30255 79505
em_7_3_6_fbc (1473 , 19063) SAT 1702.68 97.85 42879 186028
em_8_4_5_fbc (2420 , 33572) SAT timeout 953.59 445179 1547530
em_7_-3-6_cmp (1473 , 11563) SAT 761.50 290.91 72641 245066
em_9_3_5_exp (3857 , 108164) SAT 42.82 376.20 140442 517796
em_8 4 5 cmp (2420 , 22340) SAT 1127.77 725.73 355928 1144871
instance_n9_i9_pp_ci_ce (33867 , 457280) SAT timeout 1476.45 519105 907405
instance_n9_i9_pp (33867 , 454832) SAT 640.35 335.01 144223 234487
instance_n8_i8_pp_¢ (21640 , 257551) SAT 523.53 235.77 128221 213622
sgenl-unsat-85-100 (85, 180) UNSAT 499.61 596.44 0 0
sgenl-unsat-73-100 (73 , 156) UNSAT 38.53 51.36 0 0
sgenl-unsat-97-100 (97 , 204) UNSAT 3561.91 timeout 0 0
sgenl-sat-160-100 (160, 384) SAT 44.29 55.17 0 0
strips-gripper-18t35 (11318 , 316793) SAT 36.08 14.53 16 16
999999000001 nw (4667 , 18492) UNSAT 1287.23 1082.17 12 12

TABLE 4 — Instances Crafted : substitution dynamique et détection

par la méthode sémantique
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