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1 Introduction

Ces notes de cours ont été préparées a 'occasion d’un cours donné a
I’Ecole Supérieure des Sciences et Technologies de Hammam Sousse (Tunisie)
en octobre 2015 dans le cadre du Master de Recherche “double diplome” en
Mathématiques et Applications, commun avec 1’Université de Lorraine.

Le but de ce cours est de présenter quelques aspects de la théorie des
processus de branchement en temps discret, aussi appelés processus de Gal-
ton Watson, puis d’appliquer ces outils a I’étude de propriétés généalogiques
de ces processus, en lien avec la théorie de la Génétique des Populations.

On supposera connues les notions de base en théorie des probabilités (no-
tamment le lemme de Borel Cantelli), quelques notions sur les chaines de
Markov discretes en temps discret — notamment l'espérance conditionnelle
— et les résultats standards de convergence des martingales. On s’efforcera
quand c’est possible & donner des preuves élémentaires (c’est-a-dire utili-
sant aucunes des notions précédentes) des résultats (éventuellement sous
des hypotheses plus contraignantes).

Les démonstrations en petits caracteres sont plus difficiles et peuvent
étre omises dans une premiere lecture.

2 Processus de Galton-Watson

Un processus de Galton-Watson est un modele simple de reproduction
de population (de bactéries, de neutrons, d’individus porteurs d’une mala-
die...), appartenant & la famille des processus de branchement, caractérisés
par le fait que chaque individu dans la population meurt et se reproduit
indépendamment des autres individus. Il s’agit d’un processus en temps dis-
cret : chaque individu nait a une date entiere k, meurt au temps k + 1 et
produit un nombre aléatoire (éventuellement nul) de descendants a I'instant
k + 1, qui vont vivre, mourir et se reproduire selon les mémes mécanismes,
de fagon indépendante.

Ce modele a été introduit pour la premiére fois par Watson en 1874 pour
étudier la survivance des noms de famille, dans un article répondant a un
probleme posé par Galton, cosigné par Galton. C’est pourquoi ce modele
est appelé processus de Galton-Watson. En fait, un modele similaire avait
déja été étudié en 1845 par le mathématicien frangais Bienaymé, ce qui
fait que le nom correct qu’il faudrait donner a ce modele est processus de
Bienaymé-Galton- Watson, mais ce nom est rarement utilisé. Pour la petite
histoire, tous ces auteurs ont obtenu la probabilité d’extinction du processus
de Galton-Watson, mais par un raisonnement faux.

La présentation de cette partie est inspirée de plusieurs sources, notam-
ment [7] (pour les sections 2.6, 2.9 et 2.9), [5] (pour les sections 2.2, 2.4
et 2.10), [1, 4] (pour la section 2.11), [3] (pour les sections 2.3, 2.5, 2.7, 2.8,



2.9), [8] (pour la section 2.6) et [9] (pour les sections 2.1, 2.2 et 2.5).

2.1 Définition et premieres propriétés

On considere une mesure de probabilité p = (pg, &k > 0) sur N (pg >
0 et > psoPk = 1), et une famille dénombrable de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (v.a. i.i.d.) de loi p

(&ni, n € N, i € N¥).

Définition 2.1 On se donne également une v.a. Zy indépendante de la fa-
mille (&,:). Le processus de Galton-Watson est la suite de v.a. (Zp,n > 0)
définie par récurrence par

Zn,
Zni1 =Y &niy >0, (1)
=1

avec la convention qu’une somme de i =1 a 0 vaut 0.

On voit alors que, si Zy = 1, alors Z1 = £p1 a pour loi p, et que chaque
individu vivant a la date n (chaque individu parmi les Z,,) a un nombre
d’enfants de loi p indépendant des autres individus. p est appelé loi de
reproduction, et Z, représente le nombre d’individus vivants a la génération
(ou date) n.

Le plus souvent, la population initiale sera supposée composée d’un seul
individu, appelé ancétre, c’est-a-dire Zy = 1.

Exercice 1 (Branchement Bernoulli) On suppose Zy = 1. Que vaut Z,
si p1 = 12 Quelles sont les valeurs possibles de Z, lorsque po +p1 = 17
Quelle est alors la loi du temps d’extinction de la population, c’est-a-dire du
premier instant d’atteinte de 0 par (Zy) ?

Pour éviter le cas trivial, on supposera toujours dans la suite que p; < 1.

Proposition 2.2 Le processus de Galton-Watson de la définition précédente
est une chaine de Markov a valeurs dans N de matrice de transition

P = (pi,i,j >0), ot py=p}, (2)

ou p*F = (p;fk,j > 0) désigne la puissance k-ieme de convolution de la loi
p, c’est-a-dire la loi de la somme de k v.a. i.i.d. de loi p, caractérisée par

k
it = >, [Tre. veen.

01, lhEN g b4l =L  i=1



Ce résultat découle du lemme suivant, qui est une caractérisation pra-
tique des chaines de Markov.

Lemme 2.3 Soit (U,U) un espace mesurable quelconque. Soit un processus
(Zp,m > 0) a valeurs dans N est défini par une v.a. Zy € N et la relation de
récurrence

Zn—l—l = F(Zm Un)a (3)

ot F: N xU — N est une fonction mesurable et (Up,n > 0) est une suite
de v.a. i.i.d. a valeurs dans U, indépendante de Zy. Alors (Z,,n > 0) est
une chaine de Markowv.

Récirporquement, étant donnés une matrice de transition (p;j,i,7 > 0),
une v.a. Zy et une suite (Up,n > 0) indépendante de Zy et i.i.d. de la loi
uniforme sur [0, 1], il existe une fonction F : N x [0,1] — N mesurable telle
que le processus (Zn,n > 0) défini par (3) est une chaine de Markov de
matrice de transition (pi;,i,j > 0).

Démonstration Pour tout n > 1 et pour tout ig,...,in+1 € N,

P(Zpt1 =int1 | Zo =10, 21 =1y, Lp = in)
=P(F(Zn,Up) =iny1 | Zo =10, 21 = i1y Zn = in)
=P(F(Zn,Upn) =ins1 | Zn =in)
= P(F(in,Up) = int1)
= P(F(in, Up) = int1),

ou la seconde égalité découle de 'indépendance de Zy, ..., Z,—1 avec Uy,
évidente puisque Zg, ..., Z,_1 sont des fonctions de Zy, Uy, ..., U,_1 seule-
ment. Le fait que P(Z,,11 = int1 | Zo =0, Z1 = i1, .., Zn = ip) ne dépende
que de i, et de iyy1 et pas de n, ig,...,i,—1 est exactement la définition
d’une chaine de Markov. O

Exercice 2 Démontrer la réciproque du lemme précédent en utilisera la
propriété bien connue que, pour toute v.a. réelle X de fonction de répartition
F, F7Y(U) a méme loi que X si U est une v.a. uniforme sur [0,1], ot F~*
est la fonction inverse généralisée de F, définie par F~'(y) = inf{z € R :
F(z) > y} pour tout y €]0,1].

Démonstration de la proposition 2.2 Le processus de Galton-Watson
est un exemple de processus satisfaisant (3) avec U, = ({n4,7 > 1) et
F(n,u) = Y | uy, donc c’est une chaine de Markov grace au lemme pré-
cédent. La probabilité de transition de ¢ vers j est donnée d’apres la preuve
du lemme 2.3 par

pij = P(F(i,Up) = j) <Z§0k—J>

4



qui est bien égal a p;” O

Exercice 3 (Branchement binaire) Un modéle de Galton-Watson trés
utilisé en biologie est celui du branchement binaire, tel que pg = 1 — p et
p2 = p pour un certain p € [0,1]. Vérifier que

0, si k est impair,
Pik =

(k]/'g)pkp(l - P)jfk/Q, si k est pair.

Expliquer pourquoi cette loi ressemble a une loi binomiale.

2.2 Moments et fonction génératrice

Commencons par rappeler quelques propriétés de base des fonctions gé-
nératrices. Etant donnée une v.a. X a valeurs dans N, sa fonction génératrice
Gx est définie par

Gx(s) = E[s¥] = ZS"IP’(X =n), Vsel[-1,1].

n>0

Gx est une fonction analytique sur | — 1, 1], convexe sur [0, 1], strictement
convexe sur [0, 1] lorsque P(X > 2) > 0, et Gx(0) =P(X =0) et Gx (1) = 1.
De plus Gx caractérise la loi de X puisqu’on vérifie facilement que

1
P(X =k) = gG§’§> (0), Vk>0,

ol Gg];) est la dérivée k-ieme de G'x. Remarquons que le calcul de Gg];)(O)
ne nécessite de connaitre Gx que pour s € [0,¢]| pour un € €0, 1], et donc
la fonction caractéristique Gx restreinte a [0, €] caractérise également la loi
de la v.a. X.

De plus, X admet un moment fini d’ordre £ si et seulement si Gg?) (1-) =

(k)

lim,,1— G’ (s) existe et est finie, et dans tous les cas
EX(X-1)... (X —k+1)]=6P@1-).

En outre, si X et X’ sont deux v.a. indépendantes & valeurs dans N, alors
Gxix'(s) =Gx(s)Gx:(s), Vse[-1,1].

Enfin, si pour tout n > 1, G, est la fonction génératrice d’une v.a. X,, > 0
et si Gn(s) — G(s) pour tout s € [0,1] avec G(1—) = lims;- G(s) = 1,
alors G est la fonction génératrice d'une v.a. X finie et X,, — X en loi.

Revenons maintenant au processus de Galton-Watson. Etant donné une
loi p sur N comme dans la section précédente, on notera G = G, la fonction



génératrice d’une v.a. de loi p, appelée fonction génératrice de reproduction.
Etant donné le processus de Galton-Watson Z,, de la section précédente,
issu d’un unique ancétre (Zp = 1), on définit également pour tout n > 0

Gn(s) =E(s") =Y s"P(Z, = k), Vse[-1,1],
k>0

la fonction génératrice de Z,,. Remarquons que
P(Z, =0) = G,(0).
Nous commencons par le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soit Y, X1, Xs... une suite de v.a. indépendantes a valeurs
dans N, telle que les X; ont tous méme loi. Soit g la fonction génératrice de
X1 et h la fonction génératrice de Y. Alors, la v.a.

satisfait

Démonstration On ne démontre que la premiere et la derniere relation,
les deux autres s’obtiennent par différentiation de la premiere (on laisse la
vérification en exercice).

E(s”) = E[E(s® | Y)] = E[(E(s™"))"] = E[g(s)"] = ho g(s).

Si 'on préfere ne pas manipuler d’espérance conditionnelle dans le calcul
précédent, on peut le réécrire de fagon parfaitement équivalente comme

=> E[s° |V =kP(Y = R[NPy = k)

£>0 k>0
= Y E(s)'B(Y = k) = E[(E(s"))"]
k>0

et la fin du calcul est la méme.
Pour vérifier la derniere relation, par définition de I’espérance condition-
nelle, il suffit de montrer que pour toute v.a. U (Y )-mesurable, E(US) =



E(X1)E(UY). Or une v.a. o(Y)-mesurable est une fonction mesurable de la
v.a. Y, donc on veut montrer que pour tout F : N — R

Y
E (F(Y) ZXZ) =E(X)E(F(Y)Y).

=1

Cette relation est évidente si, comme ci-dessus, on conditionne par rapport
a Y dans 'espérance du membre de gauche. U

En utilisant la définition (1) de Z,4+1, on déduit du lemme précédente
que
Gpy1(s) = GnoG(s) = ... = G (s),

ot G°F est la composition de G par lui-méme k fois. En particulier, si I'on
note

m=T() =G'(1) =3 ki

k>1

le nombre moyen d’enfants par individu, aussi appelée moyenne de repro-
duction, et

o =Var(§) =Y _k’pp —m’ =G"(1) + G'(1) - G'(1)?
E>1

la variance de reproduction, alors

E(Z,) = mE(Z,-1),
Var(Z,) = 0*E(Z,_1) + m*Var(Z,_1).

Il est alors immédiat de vérifier par récurrence que

Théoréme 2.5 Dans le cas ou Zg = 1, la fonction génératrice de Z, est
G°", sa moyenne est m", et sa variance est

n__ .
{JQm”_lTn_ll, sim # 1,

no?, stm=1.
Remarquons que ces formules sont également vraies si m = E(§) = +o00
et/ou E(£2) = 400 (avec la convention dans ce cas que o2 = +00). Dans la

suite, sauf lorsque c¢’est explicitement mentionné, on supposera toujours que
m=E(£) < 0.

Exercice 4 (Cas déterministe) Que dire de Z, dans le cas particulier
ot m est entier et p est la masse de Dirac en m ? Retrouver dans ce cas
lespérance et la variance du théoreme précédent sans calcul.



2.3 Le processus de Galton-Watson vu comme un arbre et
la propriété de branchement

Etant donné un processus de branchement, il est assez naturel de cons-
truire 'arbre généalogique associé. Nous prenons ici le point de vue inverse
et cherchons a donner une définition alternative des processus de Galton-
Watson comme une v.a. sur I’espace des arbres.

Soit U I'espace des suites finies u = 77 . . . j, d’entiers strictement positifs.
La suite () appartient aussi & U. Ainsi

U={0}u | Jm)m

n>1

La longueur d’une suite est notée |u| et la suite obtenue par concaténation
de u et v est notée uv.

Définition 2.6 (Arbre et notation de Ulam-Harris-Neveu) Un arbre
w est un sous-ensemble de U qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) 0 € w,

(i) ww e w = u € w,

(iii) v € w = INy(w) tel que uj Ew, j > 1 <= 1< j < Ny(w).

On notera plutét N au liew de Ny. On notera également ) ’ensemble des

arbres muni de la tribu F engendrée par les b, pour uw € U, ot Q, = {w €
Q:uewl.

Remarquons que la v.a. N, peut étre interprété comme le nombre d’en-
fants de v dans ’arbre. Notons également que les N, sont des v.a. définies
sur {2, mesurables par rapport a F (si on les prolonge par une valeur ar-
bitraire, par exemple 0 en dehors de €2,). Remarquons qu'un arbre peut
étre fini ou infini. Un représentation graphique d’un arbre avec la notation
précédente est donnée en figure 1. On rappelle la terminologie habituelle des
arbres : 'ancétre est également appelé racine de l’arbre, chaque u € w est
appelé sommet ou neeud, chaque v € w tel que N, = 0 est appelé feuille
de l’arbre, chaque nceud qui n’est pas une feuille est appelé nceud interne et
enfin chaque paire (u,v) € w? telle que v = wi pour un certain i € N* est
appelée aréte ou branche.

Pour tout entier n, la n-iéme génération est définie par

Zp(w) ={u € w: Ju| =n}

et sa taille est
Zn(w) = Card 2z, (w).

En particulier, on a Z; = N.
On peut également munir ’espace des arbres {2 d’une filtration F,, en-
gendrée par les z,, pour 0 < m < n. C’est la tribu de toutes les informations



F1GURE 1 — Un arbre de hauteur 4 et la notation de Ulam-Harris-Neveu de
ses nceuds. Le noeud rouge représente 'ancétre et on adopte la convention
que les individus d’une méme génération sont numérotés de gauche a droite.
Le nceud bleu est donc le premier enfant de 'ancétre ('individu noté 1).

disponibles a la génération n et avant. L’espace () peut également étre muni
des translations
T,:Q—Q
wr Ty(w)={veU:uv € w}.

Ainsi, pour tout n et k dans N,

Tk = Z Z 0T (4)

uEzn

Théoréme 2.7 (Arbre de Galton-Watson) Etant donnée une mesure

de probabilité p sur N, il existe une unique probabilité Py, (notée P quand il

n'y a pas d’ambiguité sur p) sur (Q, F) telle que

(i) N a pour loi p,

(ii) conditionnellement a {N = j}, les v.a. T1,T>,...,T; sont i.i.d. de loi
Pp.

Démonstration  Soit n > 1. Si la mesure de probabilités P, existe, alors sa
restriction P} a F,, satisfait que, pour tout j > 0 et pour tout Ay,..., A; € Fp_1,

J
PR(Ty € Ay,..., Ty € Aj | N =j) = [[Pr ' (A)).
i=1

Nous allons démontrer par récurrence sur n > 1 qu’il existe une unique telle mesure
de probabilité Py sur F, telle que N a pour loi p. C’est évidemment vrai pour
n = 1 puisque F; = o(z1) = o(N). Supposons que c’est vrai pour n > 1. Alors on
a nécessairement

J
PS—H(N :j,Tl S Al,...,Tj S AJ) =Dy HP;(Al),
=1

9



ce qui caractérise IP’;H sur la tribu G engendrée par les événements de la forme
{N =41 € Ar,...,T; € Aj} avec Ay,...,A; € F,. Puisque {N = j} ={z =
(1,2,...,7)} et, par définition de F,,, A; = {z0Uz1 U...Uz, € B;} pour un certain
B; C U, la tribu G est engendrée par les événements de la forme

{zi=(01,...,)),200T1U...Uz,0T1 € By,...,200T;U...Uz,0T; € Bj}. (5)

11 est alors clair que G C F,11. Pour Iinclusion inverse, il suffit d’observer quun
événement de F, 11, c’est-a~dire un événement de la forme

{z1=(1,...,4),22U...Uzp41 € B},

peut toujours étre rééerit sous la forme (5) en découpant convenablement B en
Bl U...u Bj.

On a donc démontré qu’il existe pour tout n > 1 une unique probabilité Py sur
F,, satisfaisant les propriétés souhaitées. Ceci donne directement 1'unicité dans le
théoréme. 2.7, et I'existence du prolongement Py, a F de la famille de probabilités
(Pp,;n > 1) découle directement du théoreme de Daniell-Kolmogorov (rappelé en
début de section 2.7) puisque ces probabilités sont clairement compatibles. Il

Le corollaire suivant donne une premiere conséquence (évidente par ré-

currence) de ce théoreme.

Corollaire 2.8 Pour toutn > 0, conditionnellement a Fy, les v.a. {T,u €
zn} sont i.4.d. de loi Pp. Autrement dit, pour toutes fonctions mesurables
positives f,, u € U,

Ep<HfuoTu

UEzn

ﬂ) = I Eo(f)- (6)

uEzn

En particulier, pour tout s € [0,1],

Ep(82n+1 | fn) _ Ep ( H SZloTu

UEzZn

fn> = Ep(sN)Z” = G(s)?.

Puisque la fonction caractéristique caractérise la loi d’une v.a., on en déduit
que la loi de Z,41 sachant F,, ne dépend que de Z,. C’est exactement
la définition d’une chaine de Markov. De plus, la relation précédente, qui
caracérise la matrice de transition de la chaine de Markov, est également
satisfaite par le processus de Galton-Watson des sections précédentes. On
en déduit que

Proposition 2.9 La loi du processus (Zy,n > 0) sur Q sous Py est la
méme que la loi du processus de Galton-Watson (Zn,n > 0) défini par (1)
avec Zy = 1.

Pour conclure cette section, nous déduisons du corollaire 2.8 la propriété
de branchement, qui est d’une grande importance dans I’étude des processus
de Galton-Watson.

10



Proposition 2.10 (Propriété de branchement) Soit k € N* fizé. Le
processus de Galton-Watson (Zy,n > 0) défini par (1), associé a la me-
sure p et avec Zy = k a méme loi que le processus

(ZW 4+ 2P 4. 4+ 20 0> 0),

ou ZW, 2@ Z®) sont des processus de Galton-Watson i.i.d. associés d
la méme mesure p et issus de Zél) =...= Z(()k) =1.

Démonstration Pour n > 0 fixé, on note Z" le processus (Z,+x, k > 0).
Remarquons que, d’apres (4), les processus Z" est égal au processus

(Z Zi o Ty, k20>.

UEZn

Or, d’apres le corollaire 2.8, conditionnellement & z,, les processus (Z o
Tu,k > 0) pour u € z, des processus de Galton-Watson issus d’un seul
ancétre i.i.d. En particulier, pour tout sous-ensemble z de U formés de k
suites de longueur n, le processus Z" sachant z, = z a méme loi que Z M 4+
...+ Z®)_ En sommant sur tous les z possibles, on en déduit la propriété
de branchement. O

On déduit directement de la propriété de branchement précédente et du
théoreme 2.5 le

Corollaire 2.11 Lorsque Z, est défini par (1) avec Zy = k, la fonction
génératrice de Z,, est donnée par

E(s% | Zo = k) = G°"(s)F, Vs € [-1,1].

En particulier, E(Z,, | Zo = k) = m"k.
2.4 Probabilité d’extinction
On note I'événement d’extinction de la population

Ext = {Z, — 0} = G ﬁ{zk:o}

n=1k=n

Puisque Z,, =0 = Z,,41, =0, Yk >0, 0n a

Ext:{ﬂnzl:Zn:O}:D{ZnZO}

n=1

et
P(Ext) = nl;rgo P(Z,=0)= nlgglo G (0).

En particulier, ceci montre que la limite de droite existe.

11



Théoréme 2.12 La probabilité d’extinction P(Ext) est la plus petite racine
positive ou nulle de G(s) = s. Sim € [0,1] et p1 # 1, alors P(Ext) = 1. Si
m €]1,4o00], alors P(Ext) < 1, et il n’y a pas d’autre solution de G(s) = s
dans [0,1].

Démonstration Rappelons que 'on a exclu le cas trivial p; = 1 et que
G(1) = 1. Puisque G°"(0) = P(Z,, = 0) converge en croissant vers P(Ext) et
que G est continue sur [0, 1], on a

G(P(Ext)) + G o G°*(0) = G°"*D(0) — P(Ext),

et donc P(Ext) = G(P(Ext)).

Soit a € [0,1] tel que G(a) = a. Puisque G est croissante, on a alors
par récurrence que G°"*(a) < a. On en déduit que P(Ext) est la plus petite
racine de G(a) = a dans [0, 1].

Sim < 1etp; #1, alors pour tout s < 1,

(G(s)—s) =G'(s) -1 <G (1)—1=m—-1<0.

Donc G(s) — s est strictement décroissante. Puisque G(1) = 1, on en déduit
que G(s) > s pour tout s € [0,1[, et on a donc démontré que 1 est le seule
point fixe de G sur [0, 1], et P(Ext) = 1.

Supposons maintenant m > 1. Puisque G’(1) = m, on a alors G(s) < s
pour s < 1 dans un voisinage de 1. Mais puisque G est continue sur [0, 1]
et G(0) > 0, le théoreme des valeurs intermédiaires implique qu’il existe
q € [0,1] tel que G(q) = q.

Supposons maintenant qu’il y en a deux : 0 < ¢1 < ¢q2 < 1 tels que
G(q1) = q1 et G(g2) = g2. La fonction G(s) — s a alors trois zéros en qi, g2 et
1. Or, puisque p; < 1, cette fonction est strictement convexe, donc ce n’est
pas possible. O

Remarquons au passage que, lorsque m > 1, puisque G(s) — s est stric-
tement convexe et change de signe, son minimum est atteint en un point de
|P(Ext), 1], et donc G'(P(Ext) — 1 < 0.

Au vu du théoreme précédent, il est naturel de distinguer entre les cas
m > 1 et m < 1. Lorsque m = 1, on observe que Z,, — 0 p.s. mais, d’apres
le théoreme 2.5, sa variance tend vers l'infini. Ce cas est donc également
assez particulier et justifie que 'on distingue en fait 3 cas. On dira que le
processus de Galton-Watson est

(i) sur-critique lorsque m > 1,
(ii) critique lorsque m =1,

(iii) sous-critique lorsque m < 1.

Exercice 5 Montrer que P(Ext) = 0 si et seulement si pg = 0.
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Proposition 2.13 La chaine de Markov (Z,,n > 0) admet 0 pour état
absorbant et tout k € N* est transient. Presque sirement (p.s.) sur Ext®,
Zy — 00 lorsque n — 00.

Démonstration Le fait que 0 est absorbant est évident par définition (1)
de Z,. Rappelons qu’on dit qu’un état d’un chaine de Markov est transient
lorsque cet état n’est visité p.s. qu'un nombre fini de fois par la chaine de
Markov. Remarquons également qu’il n’y a rien & prouver si P(Ext) = 1. On
peut donc supposer m > 1, c’est-a-dire que G'(P(Ext)) < 1.

En utilisant que G(P(Ext)) = P(Ext), on démontre par récurrence que

G (P(Ext)) = (G'(P(Ext)))", Vn > 0.

Supposons d’abord que P(Ext) > 0, c’est-a-dire que pg > 0 (cf. exercice 5).
Alors, pour tout k,n € N,

I

<
Il
—

P(1 < Z, < k) P(Z, = j)

L P(Ext) i G (P(Ext))  (G'(P(Ext)))"
P =) pEaf = PExt)F ~  PEx)F

W

1

<.
Il

On a donc
D P(1<Zy < k) < oo,

n>1

et le lemme de Borel-Cantelli montre que (Z,,,n > 0) visite U'intervalle [1, k]
p.s. un nombre fini de fois.

Dans le cas out pg = 0, la suite (Z,,n > 0) est croissante, et puisque
p1 < 1, elle a une probabilité positive de croitre strictement a chaque pas de
temps. Il est alors clair que le temps d’atteinte de tout niveau est fini p.s.,
c’est-a-dire que Z, — oo p.s. O

Exercice 6 (Processus dual) On suppose que m > 1 et on note q =
P(Ext). Montrer que, sur l’événement Ext, (Zn,n > 0) a méme loi qu’un
Galton-Watson sous-critique (Z,n > 0) de loi de reproduction p;, = "o

de fonction génératrice
G*(s)=q 'Glgs), Vsel-q ' g
Le processus Z* est appelé processus dual de Z.

Exercice 7 (Lignées infinies) Enoncer et démontrer un résultat similaire
pour le sous-arbre des lignées infinies conditionnellement a Ext®. On définit
Uarbre des lignées infinies comme le sous-arbre de l’arbre de Galton- Watson
formé des individus dont la descendance ne s’éteint jamais.

13



Exercice 8 (Modéele binaire généralisé) On suppose que pr = 0 pour
tout k > 3. Dans quel cas le processus de Galton-Watson est-il sur-critique.
Quelle est alors la probabilité d’extinction et le processus dual ¢

Exercice 9 (Modele de Poisson) Mémes question que dans ’exercice pré-
cédent lorsque p est une loi de Poisson de paramétre X > 0, c’est-a-dire
pe = e MNF/EL

Exercice 10 (Modéle linéaire-fractionnaire) Mémes question que dans
Uexercice précédent lorsque pg = b et pr, = (1 —b)(1 — a)a*~ " pour k > 1,
avec a,b €]0, 1].

2.5 Comportement asymptotique du processus de Galton-
Watson

On suppose que m < co. On définit
Z,
W, = —2, Vn > 0.
m

On rappelle qu'un processus (X,,,n > 0) est une martingale par rapport a
une filtration (F,,n > 0) si X, est Fp,-mesurable et E(|X,,|) < co pour tout
n >0 et

E(Xpt1 | Fn) = Xn, VYn >0, ps. (7)

Proposition 2.14 Le processus (Wy,,n > 0) est une martingale par rapport
a la filtration F,, de la section 2.3. Elle converge p.s. vers une v.a. W a
valeurs dans [0, +o0o[ quand n — +oo. Dans le cas particulier ou m < 1 la
v.a. W est p.s. nulle.

Démonstration La v.a. Z, est clairement JF,-mesurable et on a déja
démontré dans le théoreme 2.5 que E(Z,) = m"™ < oo. Puisque les T,
pour u € z, sont indépendants conditionnellement & F, (corollaire 2.8),
la propriété (7) découle directement de la relation

Zns1 =) Z1oT,,

uEzn

qui est un cas particulier de (4). En effet,

mn+1 n

1 1
EWai1 | Fn) = 7B ( > ZioT, ]:n> = — 7 ZnE(Z1) = Wh.

UEzZn

On utilise ensuite la propriété générale que toute martingale positive converge
presque surement lorsque n — 400 vers une v.a. finie p.s.
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Le fait que W = 0 p.s. si m < 1 découle du fait que 1 = P(Ext) =
P(3n>0:2,=0)=P(3n>0:W, =0) et que W,,1 = 0 pour tout k >0
si W, = 0. U

On peut retrouver ce résultat de fagon élémentaire (sans utiliser de
théoreme général sur les martingales) dans un cas particulier, qui sera inclu
dans un résultat plus général plus loin.

Théoreme 2.15 On suppose que Zg = 1, m > 1 et la variance de reproduc-
tion o2 est finie. Alors W, converge p.s. et dans L*(Q) vers une v.a. W >0

telle que

0.2

EW)=1 et Var(W)=—

mZ2—m’

De plus, {W = 0} = Ext p.s.

Afin de prouver ce résultat, on commence par établir une loi du 0-1
pour les processus de Galton-Watson. Nous utilisons les notations de la
section 2.3. On rappelle que T, est le sous-arbre issu de wu.

Définition 2.16 On dit qu’une propriété d’un arbre est héritée quand,
lorsqu’un arbre posséde cette propriété, les arbres Th, 15, ..., Tz, la possédent
aussi, et si tout arbre fini la posséde.

Proposition 2.17 Conditionnellement ¢ Ext®, toute propriété héritée est
de probabilité 0 ou 1. Autrement dit, la probabilité d’une propriété héritée
vaut soit P(Ext) soit 1.

Démonstration Soit E I’ensemble des arbres possédant une certaine pro-
priété héritée. Puisque w € E implique que T} (w),...,Tz (w) € E, par la
propriété de branchement,

P(E) < P(Ty(w), ..., Tz (w = P(Ti(w),...,Tk(w) € BYP(Z1 = k)
k>0

= S B(E)p, = GE(B)).

k>0

Puisque tout arbre fini appartient & E, on a P(E) > P(Ext), et d’apres le
théoréme 2.12, on a nécessairement P(E) € {P(Ext), 1}. O

Puisque, d’apres (4),

41 ZnoTy,
W= lim L — lim =Y WoT,
n—oo MmNl oo mntl
uczy ucz1

{W = 0} est clairement une propriété héritée et on a la
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Proposition 2.18 P(W = 0) = P(Ext) ou 1, c’est-a-dire W = 0 p.s. ou
bien {W > 0} = Ext® = {Z,, — oo}.

On démontre ensuite le

Lemme 2.19 (i) Pour tout n,k > 0, E(W,,W,) = E(W2).

n

(ii) Pour tout n,k >0, E[(W, 1 — W,)?] < %
Exercice 11 Démontrer le point (i) en utilisant soit le fait que (Wy,n > 0)
est une martingale, soit en conditionnant par rapport aux valeurs de Z, et
en utilisant la propriété de Markowv.

Démonstration On prouve le point (ii). En utilisant (i) puis le théoreme 2.5,

E[(Waik — Wa)?] = E(W, ) — 2E(Wo i Wy) + E(W2) = E(W7,,) — E(W;))
<E(WZ2.,) = ; O

Démonstration du théoréme 2.15 Le lemme 2.19 montre que (W,,,n >
0) est une suite de Cauchy dans L?(Q2). Elle converge donc dans L?(Q)
vers une v.a. W, et W2 converge dans L'(Q) vers W?2. En utilisant le
théoreme 2.5, on en déduit que

E(W) = lim E(W,) =1,

n—oo

2 : 2 . 2, pl—m™" o
E(W?) = lim E(W;) = lim (14+om™"——- ) =14+ —F—-.
n—00 n—+o00 m m=—=m
Démontrons maintenant que la convergence de W,, vers W a lieu p.s.
Pour cela, nous allons utiliser le lemme de Borel-Cantelli pour la suite
d’événements A, = {|W,, — W| > ¢} pour un € > 0 fixé. En faisant tendre
k vers l'infini dans le lemme 2.19 (ii), on a

2 g -
E[(W_Wn) ] < mm "
Donc, par I'inégalité de Markov,
o2
PIW —W,| >¢] < ——m™ ",

e2(m? —m)

et, puisque m > 1, la série de terme général P(|IW —W,| > ) est convergente.
Le lemme de Borel-Cantelli nous assure alors que, p.s., seulement un nombre
finin d’événements A,, se produisent. En d’autres terme, il existe une entier
n(w) (aléatoire) tel que |W,, — W| < & pour tout n > n(w). Comme cette
propriété est vraie pour tout € > 0, on a démontré que W,, - W p.s.
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Pour terminer, démontrons que {WW = 0} = Ext p.s., ou autrement dit
que P({WW = 0}) = P(Ext), puisqu’on a l'inclusion évidente Ext C {W = 0}.
Or, il est impossible que P(W = 0) = 1 puisque E(W) = 1, donc le résultat
découle directement de la proposition 2.18. O

Exercice 12 FEn utilisant la propriété de branchement, formulez et démon-
trer une version du théoréme 2.15 lorsque Zog =k > 1.

2.6 Processus de Galton-Watson avec immigration

Nous faisons ici un bref aparté sur les processus de Galton-Watson avec
immigration, afin d’énoncer deux résultats qui nous seront utiles dans la
suite.

Si ’on suppose qu’en plus du mécanisme de reproduction dans le proces-
sus de branchement, des individus (immigrants) peuvent arriver & chaque
pas de temps de facon i.i.d., on obtient un processus de Galton-Watson avec
immigration. Plus précisément, si ’on se donne une seconde mesure de pro-
babilité q sur N, et que I'on considére une suite i.i.d. (¢x,k > 0) de loi g, on
construit le processus de Galton-Watson (Z1,n > 0) avec loi de reproduction
p et loi d’immigration q comme suit (I’exposant I est pour “immigration”) :
Zé =0et

Z,
ZE =Gt i Vn =0,
i=1
Remarquons que chaque migrant arrivé a une certaine date n se reproduit
ensuite comme un processus de Galton-Watson standard.

On voit facilement comme précédemment que (Z1,n > 0) est une chaine
de Markov et que, si Hy(s) est la fonction caractéristique de Z{L, on a pour
tout n > 0,

H,y1(s) = H(s)Hp, 0o G(s), Vse[-1,1],

ou H(s) est la fonction génératrice de q, c’est-a-dire H(s) = Hi(s). On
déduit alors facilement par récurrence que

H,(s) = f[ HoG%(s), Vsel[-1,1],
k=0

avec la convention que G°°(s) = s.
Le but de cette section est de démontrer les deux résultats suivants.

Théoréme 2.20 (Heathcote, 1966) Supposons que m < 1. Alors on a la
dichotomie suivante :

E(logt ¢) <oco = (ZL,n>0) converge en loi,
E(logt ¢) =00 = (ZL,n>0) converge en probabilité vers + oo,

ot log™ (z) =log(z) siz > 1 etlogt(z) =0 siz < 1.
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Théoréme 2.21 (Seneta, 1970) Supposons que m > 1. Alors on a la di-
chotomie suivante :

E(logT¢) < oo = lim m "Zl existe et est finie p.s.,

n—oo
E(logT () =00 = limsupc "Z. = 400 pour tout ¢ > 0 p.s.
n—oo
Exercice 13 1. Soit X une v.a. réelle positive (on ne suppose pas né-

cessairement que E(X) < oco). Montrer que, pour tout a > 0,

a) P(X >ka) <E(X)<a) PX > ka).
k>1 k>0

2. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que, st X, X1, Xo, ...
sont des v.a. positives i.i.d., alors p.s.

. 1 0, st E(X) < oo,
limsup — X, =
n—oo N +oo, siE(X)=cc.
Exercice 14 Déduire de l’exercice 13 que, si X, X1, Xa,... sont des v.a.

positives i.1.d., alors

si E(X) < oo, alors Z eXne" < oo pour tout ¢ €0, 1],
n>1

si E(X) = oo, alors Z eXne" = oo pour tout ¢ €]0,1],
n>1

Démonstration du théoréme 2.20 Soit G la tribu engendrée par les v.a. (¢,,n >
0) (la tribu de 'immigration). Pour k < n, on note Z, ; le nombre de descendants &
la génération n des particules immigrantes de la génération k. On a alors la relation

Zy =3 Znk- 8)
k=1

Remarquons que, pour tout k > 1, le processus (Zn,k/m"_k, n > k) est un Galton-
Watson (sans immigration) issu de (;—; individus lorsque n = k. Donc, la loi de
Zyn 1, ne dépend que de n — k, et Z! a méme loi que

n
E Zok—1,k-
k=1

Or, cette somme est croissante en n, et donc converge vers une limite notée Z. .
Puisque c’est une somme de v.a. indépendantes, par la loi du 0-1 de Kolmogorov,
cette v.a. est soit p.s. finie, soit p.s. infinie. Ainsi, pour conclure la preuve, il suffit
de démontrer que Z'_ < oo si et seulement si E[log™ ¢] < oo.
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Supposons d’abord que E(log™ ¢) < oc. En utilisant de nouveau que (Z,, /m™~
k) est un Galton-Watson issu de (x—1, on a

= chmk

k>0

D’apres l'exercice 14, cette somme converge p.s. et donc Z. < oo p.s.
Supposons maintenant que Z’ < oo p.s. Par la propriété de branchement,

Ck—1

Zok-1k= zZ,
i—1

ot les Z(4F) sont des processus de Gatlon-Watson i.i.d. issus d’un seul ancétre. On

peut donc écrire
Ck—1

DRI
E>1 i=1
comme une somme aléatoire de v.a. indépendantes a valeurs entieres. Seul un
nombre fini d’entre elles sont non nulles, puisque Z. < oco. Sachant G, on peut
donc appliquer le lemme de Borel-Cantelli (plus précisément sa réciproque pour
des événements indépendants) pour en déduire que

ZCA@AIP’(Z;CA >0)<oo p.s.,
=1

ou (Z,,n > 0) est un Galton-Watson standard issu d’un seul ancétre. Or, pour
avoir Z,_q > 0, il faut nécessairement qu’au moins k£ —1 parmi les v.a. & ,, utilisées
pour construire le Galton-Watson jusqu’au temps k£ — 1 soient non nulles. Donc
P(Z),_1 > 0) > P(¢ > 0)*71, et on déduit de I'exercice 14 que E(log™ ¢) < co. O

Démonstration du théoreme 2.21 Supposons d’abord que E(log" ¢) =
D’aprés l'exercice 14, limsup ¢, /c® = oo p.s. Puisque Z! > ¢, on en déduit direc-
tement le résultat.
Supposons maintenant que IE(log;Jr ¢) < oo. On utilise les mémes notations G et
Zni, que dans la preuve pécédente. On déduit de (8) que
g] |

_ - LIE Zn.k

- Z mk mn—k
k=1

Or, pour tout k > 1, le processus (Z,/m™ %, n > k) est un Galton-Watson (sans

immigration) issu de (x_1 individus lorsque n = k. Donc

E[Z] jm™ | ] = ZCk 1

D’apres 'exercice 14, cette suite converge p.s., et donc, par Fatou, liminf Z! /m™ <

[Zl/mn|g l Zan

oo p.s. Enfin, puisque, sachant G, ZI /m™ est une sous-martingale d’espérance p.s.
bornée, elle converge p.s. O
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2.7 L’arbre biaisé

Par le théoreme de Daniell-Kolmogorov, toute famille de probabilités Q,,
définies sur (2, F,), ou F,, est une filtration, compatible au sens ou, pour
tout m > n, la restriction de Q,, a F,, coincide avec QQ,,, induit une unique
probabilité sur (2, F) qui prolonge les Q,, ou F = o(Fy,,n > 0) est la tribu
engendrée par les F,.

En considérant €2 l’espace des arbres et F la tribu de la section 2.3
et la probabilité P donnée par le théoreme 2.7, on peut alors définir une
probabilité P sur (Q, F) telle que

~ Zn

P:m-P:Wn-}P’ sur JFp, Vn>0.
En effet, les mesures Q,, = W, - P sur F,, sont compatibles grace au fait que
(Wn,n > 0) est une martingale : pour tout A € F,,

Qni1(A) = E(MaWni1) = E[E(LaWny1 | Fo)l = E[LAE(Wiiy | Fr)]
=E(1aW,) = Qn(A4).

On appellera arbre biaisé 'arbre sous P.
Notons Tuxt le temps d’extinction du processus de Galton-Watson, c’est-
a-dire le premier entier n tel que Z, = 0. Remarquons que
Ea o Zn Zn
P(Text > n) =P(Z, #0) = A ]lznﬂ)m dP = [ —dP = E(W,) = 1.

Qom

On en déduit que @(Text = 00) = 1, et on voit en particulier que, si m < 1,
P et P sont étrangeres. Plus précisément,

Proposition 2.22 Sim <1, pour tout A € Uy>q F;
P(A) = lim P(A | Z, # 0).

Ainsi, Parbre biaisé est obtenu en conditionnant un arbre critique ou
sous-critique a survivre indéfiniment.

Démonstration Soit A € Fj. Pour tout n > 0, en conditionnant par
rapport a Fi a l'intérieur de 'espérance et en utilisant ensuite la propriété
de Markov,

E[1AP(Zpx # 0| F)]

Z
Z

(

(
_ E[1AP(Znyk # 0| Z)]
B P(Zn—I—k 7& O) ‘
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Or, par la propriété de branchement, pour tout i > 0, P(Z,1 # 0 | Zy =
i)=1-P(Z,=0|Zy=i)=1-P(Z,=0| Zy = 1)". On en déduit donc

1—G°(0)%
P(A| Zpy #0) =E HAW .
Le résultat découle du lemme suivant par convergence dominée. O

Lemme 2.23 Supposons m < 1 et firons k > 0. Alors, pour tout i > 1,

) 1—G°™(0) s
T o)~ )
ot la convergence est dominée, au sens ou
1 1-G(0)
sup — (©) < o0. (10)

in>11 1 — Gentk)(0)

Démonstration Pour ¢ > 1 fixé, puisque 1 — G°"(0) = P(Z,, #0) — 0,
1 —G°"(0)" ~i(1 — G°™(0))

lorsque n — oo. Il suffit alors pour démontrer la convergence (9) de vérifier
que
) 1— Go(nJrl) (O)
lim ————=—~=m
n—oo 1 —G°"(0)
Ceci découle facilement des relations G+ (0) = G(G°™(0)), G°*(0) — 1
et G(r) =14+ m(x — 1)+ o(x — 1) lorsque z — 1.

Il reste & montrer la borne uniforme (10). Puisque 1-G°"(0)

1—Go(n+k) (0)

— mk

lorsque n — +o0, on voit qu’il suffit de démontrer que

sup L LG0T
o 1= Gon(0)

En utilisant I'inégalité 1 — e™* < z pour tout z > 0, on obtient pour tout
i>1
1—e ¥ < A 1 < 7 Al
i(l—e?) " 1—e? i(l—e?) ~ 1—e*

IS

<C<oo, Vz>D0.
On conclut en posant z = — log G°™(0). O

Proposition 2.24 Lorsque m < 1, pour tout A1, As,... € F et pour tout
k>0,

P(Zy =k, T\ € Ay,..., Ty € Ay)
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Démonstration Soit Ai,..., Ay € F,. Par définition de P (pour la pre-
miere et la derniere égalité), puis par (4) (pour la seconde), puis le corol-
laire 2.8 (pour la quatrieme), on a

@(Zl = k‘,Tl S Al, ... ,Tk S Ak) = E(WnJrl121:k,T16A1,...,Tk€Ak)

k

1

- 77’m+1IE <]lzlk E :Zn oT; :[]‘TIEAlw--’TkEAk)
i=1

k
1
= szk]E [ﬂTleAl e (lTieAiZn OZTZ) - lTkeAk ’ Zl = k]

i=1
k
- m]fl’il STP(AY) . E(Zala,) .. P(AR)
=1
k
:%ZP(AI)...@(Ai)...]P’(Ak). O
=1

Par conséquent, il existe @—p.s. une v.a. J a valeurs dans N* telle que
J § Z1 et

Text 0Ty = +00, TexgoTi <Ho0, Vi#J, 1<i<Z;

et pour tout 1 <1 < k,

I/P\)(Zl =k, J=14T1€ Ay,...,T; € Ak)
= 22K P(4y) .. P(Ai_1)P(A)P(Ait1) . . . P(AR).

Autrement dit, pour I'arbre biaisé, la loi de reproduction E de 'ancétre
est biaisée par rapport a celle de &, plus précisément P(g =k) = % =
%P(f = k). Puis un descendant J est choisi au hasard uniformément parmi
la premiere génération et 'arbre T’y sera biaisé tandis que les T}, j # J sont
des arbres de Galton-Watson ordinaires.

Il y a donc dans ’arbre biaisé une branche infinie, appelée épine dorsale,
sur laquelle se “greffent” des arbres de Galton-Watson ordinaires.

Remarque 2.25 Une remarque important pour la suite est que l’arbre biaisé
peut étre également vu comme un processus de Galton- Watson avec immi-
gration lorsque l'on “retire” [’épine dorsale. En effet, sous @, le proces-
SuS (gn - 1,n ZAO) est un processus de Galton-Watson avec immigration

~

=& — 1, odiapourloi]P’(gzk;):%,
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2.8 Cas sur-critique : le théoreme de Kesten-Stigum
L’objectif de cette section est de raffiner les résultats du théoreme 2.15.

Théoréme 2.26 (Kesten, Stigum, 1966) Supposons m €]1,00] et Zy =

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) IP’(W = 0) = P(Ext),

i) E(W) =1,

iii) W — W dans L' lorsque n — oo,

iv) E(sup,, Wp,) < oo,

v) S5 o (klog k)pr < o0, c’est-a-dire E(¢log™ €) <

(
(
(
(

Démonstration L’équivalence entre (ii) et (iii) est une propriété générale pour
les v.a. positives (lemme de Scheffé). On a déja démontré dans le théoreme 2.15
que (ii) implique (i). L’implication (iv) = (iii) est une conséquence du théoréme de
convergence dominée.

Montrons (ii) = (iv). Soit a €]0,1[ et ¢ > 1. On a

P(W > at) > P(W > at,supW,, > t)
n

=Y P(W >at, W, >t,W, <t Vk <n)
n=0

=Y P(W >at| Z, > tm", Wi <t Vk <n)P(W, > t, W <t Vk <n)
n=0

7)
>ZIP’ ZW—>a P(W,, > t, Wy <t Vk <n)
> bP(sup Wn > t), (11)

ott les W) sont des copies i.i.d. de W et

W)
b=
MEI2 T
7j=1

Puisque, par la loi des grands nombres, % Z;;l W) - E(W)=1>ap.s., alors il
n w ()
j=1
> a] > 0 pour tout n > 1, on en déduit que b > 0.

existe ng tel que, pour tout n > ng, P[> > a] > 1/2. Puisque d’autre part

. &)
on a clairement P[Y"_ WO

On déduit de (11) que

E(S“PWn)Z/O P(Suan>t)dt§1+5/l P(W>at)dtél+%<oo,

et on a donc démontré que (i) = (iv).

La fin de la démonstration se déduit de 'étude de I’arbre biaisé. On remarque
que (v) < E(log™ f) < 00, ot la v.a. £ de loi IP’(E k)= % a été introduite dans
la section 2.7.

Nous avons besoin du lemme suivant, démontré a la fin de cette preuve.
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Lemme 2.27 Supposons m < oo. On définit pour tout arbre w € Q, W(w) =
limsup,,_, ., W, (w). Remarquons que, p.s. sous P, cette définition coincide avec la
définition de W comme limite de W,,, donc nous ferons l'abus d’utiliser la méme
notation pour les deux. Pour tout A € F,

P(A) = E(LaW) + P(AN{W = o}).
On en déduit que, de deux choses I'une,
soit W = 0 P-p.s., ce qui est équivalent & W = oo fP—p.s.,
soit E(W) =1, ce qui est équivalent & W < oo ]IAD—p.S.
Supposons (v). Alors E(log™ &) < oo, et sous P, Z, — 1 est un Gatlon-Watson
avec immigration £ — 1 (cf. remarque 2.25). Par le théoréme 2.21, on en déduit que
W < oo P-p.s. et donc que E(W) = 1, c’est-a-dire (ii).

Inversement, si (v) est faux, par le méme théoréme, W = oo P-p.s., donc P(W =
0) =1 et (i) n'est pas vérifié. O

Démonstration du lemme 2.27 On veut montrer que
P(AN{W < oo}) = E(LaW).
Remarquons que W = limsup W,, < oo si et seulement si sup W,, < co. Donc

P(AN{W <oo}) = lim PAN{supW, <w}). (12)

w—r+00

Avec les notations de la section 2.3, pour tout n > 1, on pose U,, = {u € U : |u| < n}
et
Ap={weN:3 € Atel quewnU, =w' NU,}.

On a clairement que A C A,, la suite (A,,n > 1) est décroissante et () A, = A.
Donc, pour w > 0 fixé, la suite des événements A, N {sup; <<, Wi < w} décroit
vers AN {sup, W,, < w}, et

@(A N{supW, < w}) = lim P <An N{ sup W < w}> .
n— oo

1<k<n

Puisque A,, est F,-mesurable, par définition de I@,

@ (An N{ sup W < w}) =E (]]‘An]]‘S‘lp1§k§n WkS“’Wn) .

1<k<n

Or, la v.a. Tgup,_, ., Wi<wWy est uniformément majorée et converge P-p.s. vers
Lsup, w,<wW, donc, par convergence dominée,

@(A N{supW, <w}) = ILm P (An N{ sup Wy < w}) =E(1alsup, w,<wW).
n—o0 1<k<n

On conclut par convergence monotone et par (12) U
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2.9 Cas sous-critique : le théoreme de Yaglom

Lorsque m < 1, le processus s’éteint p.s. La question est de savoir a
quelle vitesse et quel est son comportement avant 1’extinction.

Théoréme 2.28 (Yaglom, 1947) Supposons 0 <m <1 et Zy = 1. Alors
n—oo

ou Q est une loi de probabilité sur N. On appelle @ la limite de Yaglom du
processus de Galton-Watson.

Pour prouver ce résultat, nous démontrons d’abord le

Lemme 2.29 Supposons m < oco. Soit un la lot de Z, sachant Z, > 0.
Alors la suite (pn,m > 0) est croissante au sens ou, pour tout n > 0, on
peut construire des v.a. X, de loi p, et X411 de lot ppy1 sur le méme espace
de probabilité, de facon a ce que X1 > X,y p.s.

Démonstration Pour un arbre w € €2, on note u, le premier enfant de
I’ancétre qui a des descendants a la génfation n et H, le nombre de ces
descendants. Alors

I[D(Hn:k|Zn>0):ZP(Hn:kaun:j‘Zn>0)
j=1

(o.9]
= P(Hy=k | tn=j,Zn > 0)P(uy = j | Zy > 0)
j=1

= P(Zn1=k| Zn1>0)P(uy =j | Zy >0)

j=1
= P(Zn_l =k ’ Lin_1 > 0)

Donc H,, a méme loi sachant Z,, > 0 que Z,,_1 sachant Z,,_1 > 0. Comme
on a bien sur H, < Z,, on en déduit que la loi u, de Z, sachant Z, > 0
croit. 0

Démonstration du théoréme 2.28 Pour tout n > 0, soit

Fo(s) = E(s%" | Zn > 0) = GOZ(f)(;%(O) =1- m

Le lemme 2.29 implique que (F,(s),n > 0) est décroissante pour tout s €
[0, 1]. Soit
F(s) = lim F,(s).

n—oo
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Remarquons que F'(s) < 1 pour tout s € [0, 1]. Comme F;,, F' est croissante
et convexe, donc F' est continue sur |0, 1[. Or,

1= Fo(G(s)) = T(GT(0))(1 = Frya(s)),
ou I'(s) = 17173(95) Puisque I'(s) — m quand s — 1 et G°"(0) — 1 quand
ngoo, on en déduit que 1 — F(G(s)) = m(1 — F(s)). En particulier,

1-F(1-)=1- lim F(s)=m(l—-F(1-)).
s—1—
Puisuge F est bornée, on en déduit que F'(1—) = 0. Donc, d’apres les pro-
priétés générales des fonctions génératrices rappelées en début de section 2.2,
F est la fonction génératrice d’une v.a., vers laquelle Z, sachant Z, > 0
converge en loi. On a donc démontré (13). O

Le résultat suivant précise les cas ou la limite de Yaglom est d’espérance
finie.

Théoréme 2.30 Sim < oo alors la suite de terme général m~"P(Z,, > 0)
est décroissante.
Si de plus m < 1, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lim w >0,
n—o0 mm
(ii) supE(Z, | Z, > 0) < 0,
n>0
(iii) Z(klog k)pr < 00, c’est-a-dire E(£log™ &) < oo.
k>2

Démonstration Par définition de p,,

__ B _ om"
PZu>0) = gz 02,50 = S ki)
et donc P(Z, > 0) 1 1

ou X, a pour loi u,. Ceci est décroissant d’apres le lemme 2.29, et on obtient
directement (i) < (ii) lorsque m < 1.

Supposons m < 1. Pour obtenir (iii), on va de nouveau utiliser ’arbre
biaisé de la section 2.7 et le fait que, sous @, Z, — 1 est un processus de
Galton-Watson avec immigration de méme loi que E— 1, ou P({: k)= k%.

Supposons que (iii) est vrai. Alors, E(log™ 2) < o0 et, par le théoreme 2.20,
Zy a une limite non-dégéniée sous P. Or, pour tout k£ > 1, par définition de
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@(Zn = k) = inP(Zn = k) = %P(Zn =k, Zn > O)
m m
k
- mnP(Zn =k | Zn>0)P(Z, >0)

 kP(Z, =k | Z, > 0)
 E(Z,| Z,>0)

par (14). Or, le théoreme de Yaglom implique que le numérateur admet
une limite quand n — oo, non nulle pour au moins un £ > 1. On a donc
nécessairement sup,, E(Z, | Z, > 0) < oo, c’est-a-dire (Iii).

Réciproquement, si (ii) est vérifié, le calcul précédent et le théoreme

de Yaglom montrent que @(Zn = k) a une limite non dégénérée, et par le
théoreme 2.20, c’est nécessairement que E(log™ €) < oo, c’est-d-dire (iii). O

Exercice 15 (Distributions quasi-stationnaires)

1. Montrer en uti-
lisant la propriété de Markov que la limite de Yaglom (Q(j),7 > 0)
satisfait

Po(Zn =720 >0)=Q(), Vj=1,

ou Pg désigne la loi du Galton-Watson lorsque Zy a pour loi Q,
c’est-a-dire

Po((Zn) € A) =P((Zn) € A| Zo ~ Q) =Y [ P((Zn) € A| Zo = ))QU)).

Jj=1

On dit que @) est une distribution quasi-stationnaire.

. Montrer que Po(Texy > n+k) = Pgo(Text > n)Pg(Text > k) pour tout

n,k >0 et en déduire que Texy suit une loi géométrique sous Pg.

. Déduire de la question 1 que la limite de Yaglom (Q(j),j > 0) satis-

fait
> QU)psi =mQ(i), Vi>1,
j=>1

ot P = (pij)ij>0 est la matrice de transition du processus de Galton-

Watson de (2).

. En déduire que

1—-H(G(s))=m(1—H(s)), Vse]l0,1],
ou H est la fonction génératrice de la limite de Yaglom @, c’est-a-dire

H(s) = ZQ(j)sj, Vs € [0,1].

j21
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5. Pour tout a €)0, 1[, on définit
Ho(s)=1—(1—H(s))*, Vsel0,1].

Montrer que g, est la fonction génératrice d’une mesure de probabilité
Qo sur N qui satisfait

ZQa(j)pji =mQqu(i), Vi>1.
j=>1

6. En déduire qu’il existe une infinité de distributions quasi-stationnaires
pour un processus de Galton-Watson sous-critique.

Exercice 16 (Yaglom et modeéle linéaire-fractionnaire) Dans le modéle
linéaire-fractionnaire de l’exercice 10, dans le ca sous-critique, montrer que
la limite de Yaglom est géométrique de parametre min{a/b,b/a}.

2.10 Cas critique

On suppose ici que m =1 et p; < 1. On a déja vu que P(Z,, — 0) =1,
E(Z,) = 1 et Var(Z,) — 400 lorsque n — oo (cf. théoreme 2.5), ce qui
suggere que Z, est grand lorsqu’il n’est pas nul. Notre but est ici d’étudier
la taille asymptotique de Z,, lorsque n — oo.

Lemme 2.31 Supposons m =1 et 0> < co. Alors

i - 1 1 o?
im — — = —
nsoon \1—G"(s) 1-—s 27
ot la convergence est uniforme par rapport a s € [0, 1].

Démonstration Puisque G’(1) = 1 et G”(1) = o2 lorsque m = 1, un
développement limité de G au voisinage de 1 montre que

2

G(s) = s+ (0'2 + 8(3)) (1- )2,

pour une fonction £(s) qui tend vers 0 lorsque s — 1. On en déduit que

1 1 (T 4e(s)(1—9)2 1-3s (02 (5)> o2

T=G() -5 (1-GE)(-s) 1-G \2 =)= 5T

2 2

o de nouveau £(s) — 0 lorsque s — 1.
En sommant la relation précédente appliquée en s = G°*(s), on obtient

1 1 1 _aj+
n\l-Gn(s) 1-s) 2
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Puisque G°™(0) < G°"(s) < 1 pour tout s € [0, 1] et que G°"(0) — 1 lorsque
n — oo, la convergence de G°"(s) vers 1 lorsque n — oo est uniforme en
s € [0,1]. Puisque € est bornée, le lemme est prouvé. O

On en déduit le résultat principal du cas critique.

Théoreme 2.32 Sim =1 et 02 < oo, alors

- 2
(1) lim nP(Z, >0) = .

7 2
(i) lim E (" Zn > o) =2

V4
(iii) Pour tout u >0, lim P ( t<u
H

L > O> = 1— e 29/ Autrement

dit, conditionnellement a la non-extinction, Z, /n converge en loi vers
une v.a. exponentielle de parametre 2/0?.

Démonstration Pour (i), d’apres le lemme 2.31,

1 1 N2
P(Zy =n(l-G™" =41 = —.
nlP(Z, > 0) =n(1l — G°"(0)) {n(l—GO”(O) )+n} —
Pour (ii), d’apres le calul précédent,
Zn
E (
n

Enfin, pour (iii), toujours en utilisant le lemme 2.31,

 EZ,) 1 o’
In > 0) T a(l-Go0)  n(l—Gor(0)) 2

1_ Gon(efu/n)
1= Gon(0)

E (e—uZn/n

Zn>0):1—

(P
2\ 2  u)  1+wo?/2

On reconnait dans le membre de droite la transformée de Laplace d’une
v.a. exponentielle de parametre 2/02. On conclut par le critere classique de
convergence en loi des v.a. réelles positives avec les transformées de Laplace.
Remarquons que 'uniformité dans le lemme 2.31 était indispensable pour le
calcul précédent. O
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2.11 Quelques mots sur le cas multi-types, sous forme d’exer-
cice

Les processus que nous avons étudié jusqu’a maintenant considéraient
des particules indistinguables, au sens ou la loi de reproduction ne dépendait
pas de la particule. Il est naturel dans les applications de considérer que les
particules peuvent étre de plusieurs types, chaque type ayant un comporte-
ment différent, mais chaque particule de méme type ayant la méme loi de
reproduction. Dans un tel modele, une particule d'un type donné peut avoir
des enfants de plusieurs types différents.

La généralisation des résultats des sections 2.1, 2.2, 2.4 et 2.5 au cas
multitype utilise des méthodes tres proches. Nous présentons ici quelques-
uns de ces résultats comme un exercice d’application de ces méthodes.

Pour simplifier les calculs et les notations, nous allons considérer seule-
ment deux types de particules, mais ’extension a un nombre fini de types
de particules est directe.

On suppose donc que les particules peuvent étre de type a ou b, et on
se donne deux mesures de probabilité p(® et p® sur N2, ¢’est-a-dire deux
suites p(@ = ( (a),i > 0,5 >0) et p® = (pl(-f)j),i > 0,7 > 0) de nombres

2%
ol = ol -1

positifs telles que
1,720 1,520

On suppose que chaque particule de type a (respectivement, b) donne nais-
sance a ¢ particules de type a et j particules de type b avec probabilité
pl(»?) (respectivement, pg)), indépendamment des autres individus dans la
population.

On définit les fonctions génératrices (a deux variables) de ces deux lois
par

G(a)(s,t) = Z sitjpg;l) et G(a)(s,t) = Z s"tjpz(?),
i,5>0 i,7>0

pour tout s,t € [0,1]. On note également G(s,t) = (G (s,t), GO (s,1)). La
fonction G est définie sur [0, 1)2, & valeurs dans [0, 1]2.
Exercice 17 On se donne deux suites (§(a) n >0,k > 0) et (57(39,71 >

n,k’

0,k > 0) de v.a. i.i.d. de lois p@ et p®, respectivement. Ces v.a. sont &

valeurs dans N2, donc on écrira 57(;1) = (ffla,)c(a),ffla,)c(b)) et similairement
b
pour 57(1%
1. Pour tout n > 0, on note A (a) et ZT(La)(b) le nombre de particules
a la génération n de type a et b respectivement, lorsque Z(()a)(a) =1

et Z(ga)(b) = 0. On note également 7@ — (Zfla)(a% Zfla)(b)).
Donner une construction par récurrence de ces suites a l'aide des

suites (§7(1a,)€) et (fflb;c)
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2. Démontrer que (Z%a),n > 0) est une chaine de Markov (inutile de

calculer sa matrice de transition).

3. On définit z¥ = (Z,(lb)(a), Zr(Lb)(b)) comme ci-dessus, avec la différence
que Z(()b)(a) =0 et Z(()b)(b) = 1. On note Ggla)(s,t) et G%b)(s,t) les

fonctions génératrices de Z%a) et Zﬁf’). On note enfin Gp(s,t) =

(G (s,1), GV (s,1)).

Montrer que

Gn+1(57t) =Gpo G(Svt)a V(S,t) € [07 1]2'

4. Montrer que IP’[Z,(la) — (0,0)] = lim, 00 G(¥(0,0).

5. Montrer que le vecteur

est un point fixe de G.
6. Montrer que

E[Z®)] = (1,00M™ et E[Z®] = (0,1)M",

M= <maa mab) :
Mpaq  Mpp
avec maq = E[ES(a)], may = EIES)(0)], mypa = ElES3(a)] et my, =

E[&50(b)]-

7. Les coefficients de la matrice M sont positifs ou nuls. Donner une
condition simple sur Mg, €t my, assurant qu’il existe une puissance de
M dont tous les coefficients sont strictement positifs. On supposera
que cette condition est vérifiée dans toute la suite.

ou

8. Montrer que la matrice M et diagonalisable et a une unique valeur
propre positive, qu’on notera p dans la suite.

9. Montrer que M™ — 0 lorsque p < 1, M™ tend vers une matrice M
finie lorsque p =1, et M™ — oo lorsque p > 1.
10. On admettra® que tous les états différents de (0,0) sont transients
pour la chaine de Markov (Z%a), n > 0).
Déduire des questions 6 et 9 que, lorsque p < 1, IP’(Z%G) — (0,0)) =
P(ZY — (0,0)) = 1.

1. Pour cela, on a besoin de supposer que G(s,t) n’est pas une fonction linéaire par
rapport aux variables s et .
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11. Démontrer que G°™(1 — s,1 —t) = (}) — M"(5) 4+ o(s + t) lorsque
s,t — 0, pour s,t > 0.

12. On suppose p > 1. Déduire de la question 9 qu’il existe ng € N tel
que, pour s,t > 0 dans un voisinage de (0,0),

1

()™ aa o] >ore

13. En déduire que, si p > 1, q # G) (on raisonnera par l’absurde et on
cherchera a contredire le fait que G°"(0) croit vers q).

14. Soit u un vecteur propre de la matrice M pour la valeur propre p.
Montrer qu’on peut choisir u tel que toutes ses coordonnées sont stric-
tement positives.

.z,(a) . .
15. Montrer que W,, = % f,? est une martingale positive, et qu’elle converge
donc p.s. vers une v.a. finie W.

3 Processus de Galton-Watson et marches aléatoi-
res

Le but de cette partie est de présenter deux descriptions différentes d’un
arbre par une marche aléatoire, qui permettent d’obtenir des propriétés fines
sur la loi de la descendance totale et sur des propriétés généalogiques dans
les arbres de Galton-Watson.

Les sections 3.1 et 3.2 sont tirées de [7]. La section 3.4 est inspirée de [6,
2].

3.1 Chemin de Lukasiewicz

On reprend ici la notation de Ulam-Harris-Neveu de la section 2.3. Nous
commencons par décrire un algorithme d’exploration de ’arbre, qui vise a
“visiter” chaque noeud de I’arbre une et une seule fois.

On rappelle d’abord la notion de marche.

Définition 3.1 (Marches et marches aléatoires) (i) Etant donnée une
suite (g, k > 1) dans Z, on appelle marche de pas (v, k > 1) la
suite (sp,n > 0) définie par

0 stn =0,
S =
" YT sin>1.

On associe de méme la marche (s, 0 < n <t) a d’un vecteur de pas
(xg,1 <k <t) de taille t.
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(ii) Une marche aléatoire est une marche (Sp,n > 0) de pas aléatoires
(Xp, ke > 1) diid.

g _ 0 stn =0,
TS Xk sin>1.

Ue marche aléatoire arrétée au temps T (qui peut étre aléatoire) est
une marche de pas (Xx,1 < k <T) pour une suite (X, k > 1) i.i.d.

Définition 3.2 (Parcours de ’arbre “en profondeur”) Soitw € Q un
arbre. L’algorithme d’exploration de l’arbre w “en profondeur” con-
siste a visiter les neuds de w dans ’ordre lexicographique de la notation de
Ulam-Harris-Neveu. L’étape 0 de 1’agorithme consiste d visiter 'ancétre (),
puis Uétape 1 a wisiter Uindividu 1 (s’il existe), et ainsi de suite. L’algo-
rithme se termine lorsque tous les neuds de w ont été visités. On note M (w)
le nombre d’étapes de 'algorithme et uy,(w) le neud de w visité a la n-iéme
étape de ’algorithme, pour 0 <n < M(w) — 1.

FIGURE 2 — Un arbre fini avec la notation de Ulam-Harris-Neveu.

On a toujours ug(w) = (. Dans lexemple de la figure 2, I'algorithme
visite successivement les noeuds ), 1, 11, 12, 121, 122, 2, 3, 31, 311, 32, 33,
331, 332, c’est-a-dire que u; = l,uo = 11,...,u13 =332 et M =14. Il y a
autant d’étapes que de noeuds dans ’arbre, donc

Text—1
Mw) =Y Zn(w)= > Zn(w).
n>0 n=0

On appellera cette v.a. la descendance totale de [’arbre. Remarquons que si
Parbre w est infini, alors l’algorithme ne s’arréte jamais (M (w) = +00), et
en général tous les noeuds de I'arbre ne sont pas visités. On parle de parcours
“en profondeur” car on commence par descendre au plus profond de I'arbre
en suivant toujours la branche la plus a gauche, avant de parcourir les autres
branches.

Pour tout i,j € N* tels que ¢ < j et pour tout v € U, on dira que uj
est plus jeune que ui (autrement dit, on suppose qu’on numérote les enfants
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dans l'ordre de leur naissance, donc ui est né avant uj). Pour u,v € U, on
note également v < v si u est un ancétre de v, c’est-a-dire s’il existe w € U
tel que v = uw (en particulier, u < u, c’est-a-dire qu’on considére que u est
son propre ancétre). Par exemple, dans la figure 2, les nceuds 0, 1 et 11 sont
les ancétres de 11.

Enfin, pour tout arbre w € Q et pour tout u € w, on note p(u) le nombre
de freres/sceurs de u plus jeunes que u présents dans I'arbre. Par exemple,
dans la figure 2, p(2) =1, p(31) =2 et p(122) = 0.

Définition 3.3 (Marche de Lukasiewicz) La marche de Lukasiewicz
d’un arbre w fini est définie par (W,,0 <n > M(w)), ot

Wo =0,

W= Y p(u), Vne{l,2,... Mw) -1}
u=un (w)

WM(w) =—1.

La marche de Lukasiewicz associée a I'arbre de la figure 2 est montré en
figure 3.

Wh

4
1

0 t t t t t Y t t t ¥ t
g 1 11 12 121122 2 3 31 311 32 33 331 33\2\ n
FI1GURE 3 — La marche de Lukasiewicz associée a l'arbre de la figure 2.

Proposition 3.4 Si on munit l’espace des arbres €2 de la loi Py d’un arbre
de Galton-Watson critique ou sous-critique, le processus (Wy,,0 < n < M)
est une marche aléatoire arrétée a son premier temps d’atteinte de —1, dont
les pas sont i.i.d. a valeurs dans {—1,0,1,2,...} et de méme loi que § — 1,
ot la v.a. £ a pour loi p.

On admettra ce résultat. L’idée est que Wy, 11 — W, + 1 est exactement le
nombre d’enfants de v, (w) (on peut par exemple le vérifier sur la figure 3).
L’indépendance des sauts est facile a vérifier, mais la preuve est délicate a
cause du fait que les étiquettes des noeuds visités par I'algorithme d’explo-
ration sont aléatoires.

Le corollaire suivant est évident.
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Corollaire 3.5 La descendance totale d’un Galton-Watson critique ou sous-
critique a méme loi que le premier temps d’atteinte de —1 par une marche
aléatoire de pas i.i.d. de méme loi que & — 1 et issue de 0.

3.2 Formule de Kemperman et loi de la descendance totale
d’un procesus de Galton-Watson

Le lien précédent entre processus de Galton-Watson et marche aléatoire
permet d’obtenir des informations précises sur la loi de la descendance totale
du processus de Galton-Watson. C’est 'objet de cette section.

On commence par un lemme de combinatoire. Soit (x1,...,z,) un vec-
teur d’entiers dans {—1,0,1,2,...} tel que

n
in = —k, pour un certain k > 1.
=1
On dit que (57,0 < j < n) est la marche de pas (x1,...,2,) si so =0 et

J
sj = ZCL‘Z', Vie{l,2,...,n}.
=1

Pour tout 1 < ¢ < n, on note g; 'application de décalage cyclique de pas i
dans {1,2,...,n}, c’est-a-dire

. Jj+i sij+1i<n, .
j+i—n sij4+1i>n,
Lemme 3.6 Il existe eractement k entiers i dans {1,...,n} tels que la
marche de pas (Tg,(1); Toy(2)s - - - ,JTUZ.(n)) touche —k pour la premiere fois au

temps n.

Démonstration Soit m le plus petit entier ¢ tel que s; = minj<j<y, s;.

Quitte & remplacer (z1,...,Zn) Par (Tg,,(1)s - - Top(n)), ON PeUt supposer
que la marche s; touche —k pour la premiere fois au temps n (cf. figure 4 a)
et b)).

Soit

ti=inf{l <i<n:s;=-—j}, VI<j<k.

Puisque la marche ne peut décroitre que de 1 a chaque pas de temps,
tous les t; sont bien définis. On voit alors facilement que la marche de
pas (xgz.(l), . ,xai(n)) atteint —k pour la premiere fois au temps n si et
seulement si ¢ est 'un des ¢; (cf. figure 4 b) et ¢)). O

Supposons maintenant que les v.a. X1, Xo,..., X, sont i.i.d. a valeurs
dans {—1,0,1,2,...}. Soit (5;,0 < j < n) la marche (aléatoire) de pas
(X1,...,X,). On note T_ le premier temps d’atteinte de —k par cette
marche aléatoire.
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FIGURE 4 — a) Une marche S qui atteint son minimum —3 pour la premiere
fois au temps m, avec S,, = —2; b) la marche obtenue par la permutation
cyclique de a) partant de m ; ¢) la marche obtenue par permutation cyclique
de b) partant du premier temps d’atteinte ¢; de —1.

Proposition 3.7 (Kemperman, 1961) Pour toutn>1et1 <k <mn,

P(T_ =n) = S}P’(Sn = k).

Démonstration Pour tout permutation cyclique o;, (X4,(1),- -+ Xo;(n))
a méme loi que (X1,...,Xy,), et donc la loi de (X, (1), .., X4, (n)) sachant
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{S,, = —k} est la méme que la loi de (X1, ..., X,,) sachant {S,, = —k}. Alors

nIP’(T_k =n ’ Sp = —k‘) = ZE(ET,k:n | Sp = _k)
i=1
; ( TE;:,L\ )

=E <Z JLTY-“‘ S, = —k) ,
=1

ou Tﬁlzz est le premier temps d’atteinte de —k par la marche aléatoire de pas
(Xs:(1)5 -+ s Xoy(n))- On conclut grace au lemme 3.6. O

En observant que, d’apres la proposition 3.4, la marche de Lukasiewicz
associée a k arbres de Galton-Watson i.i.d., obtenue en mettant bout-a-bout
les marches de Lukasiewicz de chaque arbre, est une marche alétoire issue
de 0 et arrétée a son premier temps d’atteinte de —k, le corollaire suivant
est évident.

Corollaire 3.8 Soit (Z,,n > 0) un processus de Galton-Watson critique ou
sous-critique de loi de reproduction p, et soit Y =% >, Z, sa descendance
totale. Alors

k k
P(Y:n|ZO:k:):EP(fl—i—...—i—fn:n—k):gP(Zl =n—k|Zy=n),
ot les v.a. &1,&9, ... sont i.1.d. de loi p.

Exercice 18 FEn utilisant l’exercice 6, déterminer la lot de' Y pour un pro-
cessus de Galton-Watson sur-critique.

3.3 Processus de contour

On peut construire autre marche que la marche de Lukasiewicz, appelée
processus de contour, basée sur un autre algorithme d’exploration. Ce pro-
cessus de contour est particulierement bien adapté a ’étude des propriétés
généalogiques de la population décrite par I'arbre.

Définition 3.9 (Parcours d’exploration par “contour”) Soit w € (.
On consideére lalgorithme d’exploration suivant. On pose vo(w) = () (étape
0 de Ualgorithme). Supposons avoir construit vo(w),ve(w),...,vk(w) € w,
pour un certain k > 0. Alors

e sivg(w) a un enfant qui n’a pas encore été visité par l’algorithme (c’est-a-

dire qui n’est pas l'un des vy, . .., v ), alors on pose vi1(w) le premier
enfant (pour l'ordre lexicographique) de vi(w) qui n’a pas encore été
vISité ;
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e sivg(w) n'a pas d’enfant ou si tous ses enfants ont déja été visités,
— st vg(w) =0, Ualgorithme s’arréte a l’étape k ;
— sivg(w) # 0, alors on pose v1(w) le parent de vi(w).

On note T'(w) le nombre d’étapes de 'algorithme. Ainsi, I’algorithme
s’arréte a I’étape T'(w) — 1. Le parcous d’exploration par contour de I’arbre
de la figure 2 est donné en abscisse de la figure 5. Dans cet exemple, vg =
0,1 =1,v3 =11,u3 =1,...,v96 = 0 et T'(w) = 27. On observe que chaque
aréte de 'arbre est parcourue exactement deux fois, d’abord en descendant
en profondeur dans l’arbre, puis en remontant vers la racine. Ainsi, T'(w) est
égal au double du nombre d’arétes plus 1. De plus, il est facile de voir qu'un
arbre comporte toujours un nceud de plus que son nombre d’arétes. Puisque
le nombre d’arétes de l'arbre est égal a sa descendance totale, on en déduit
que

0

L ; P TS S
L L L L L L T &+ &+ ‘+—‘1+/—7°
SRR R RRRRRROSNSWWWWWWwWwWwWowoww w n
—_ CECECESES uir GGt o DWW
— ) [ — )

FIGURE 5 — Le processus de contour de ’arbre de la figure 2. En abscisse se
trouve la suite des nceuds visités par 'algorithme de parcours par contour.
Les individus vivants a la génération 2 sont indiqués par des e, a 'instant
de leur derniere visite par le processus de contour. Ils sont numérotés de 1
a 5, dans 'ordre de leur visite par le processus de contour.

On remarque que les nouveaux individus sont visités par le processus
d’exploration dans I'ordre lexicographique. On parle de parcours par contour
car la suite des noeuds visités par ’algorithme est donnée par la suite des
nceuds visités quand on fait le tour de I'arbre en partant a gauche de la
racine. Comme pour la marche de Lukasiewicz, lorsque 'arbre w est infini,
I’algorithme ne s’arréte pas et en général tous les noeuds de I'arbre ne sont
pas visité.

Définition 3.10 Soitw € Q et (vy,,0 < n < T—1) la suite des neeuds visités
dans algorithme d’exploration de w de la définition 3.9. Le processus de
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contour (Cp,n € {0,1,...,T}) de w est défini par

o _{|un| si0<n<T-—1,

"1l sin=T.

Remarquons qu’on a toujours Cy = |(}] = 0. Le processus de contour
associé a l'arbre de la figure 2 est représenté dans la figure 5. Il est clair
d’apres la définiton 3.9 que le processus de contour est une marche dont les
pas sont soit 1 soit —1, issue de 0 et arrétée a son premier temps d’atteinte
de —1.

Lorsque ’arbre est fini, le passage du processus de contour a 'arbre qui
lui correspond peut se visualiser d’une maniere assez commode : supposons
que 'on enduise de colle le dessous de la courbe du processus de contour
de la figure 5, et que I'on écrase la courbe dans la direction horizontale. Les
parties du processus de contour qui sont en face les unes des autres seront
alors collées, et on obtient I'arbre de la figure 2 en dépliant les parties non-
collées. Inversement, si on se donne un arbre comme celui de la figure 2, on
obtient le processus de contour en découpant en deux toutes les arétes dans
le sens de la longueur, sauf les extrémités des arétes qui sont des feuilles.
Lorsque l'on étire la courbe ainsi obtenue, on retrouve la figure 5.

Ceci suggere que 'application qui a un arbre associe son processus de
contour est une bijection entre ’ensemble des arbres finis et I’ensemble des
marches de pas +1 issues de 0 et arrétées en —1 (on admettra).

Le processus de contour permet de caractériser facilement de nombreuses
propriétés, notamment généalogiques, d’un arbre fini. Par exemple, le nombre
d’individus Zj, vivants a la génération k est égal au nombre de pas de k vers
k — 1 dans le processus de contour. La figure 5 montre un exemple avec
k = 2. On notera t’{,t’é, e ,t’%k la suite des temps t tels que C; = k et
Cy = k—1, et on numérotera ces individus 1, 2, ..., Zy dans 'ordre de visite
par le processus de contour, c¢’est-a-dire ’ordre lexicographique (cf. figure 5).

Rappelons qu’on appelle ezcursion sous le niveau k pour une marche
(Sp,n > 0) de pas %1, une sous suite (S,,7 < n < j) telle que S; = S; =k
et sy < kpourtout £€ {i+1,i+2,...,57—1}.

Si l'on définit H £k)7 o H (Zl?_l les profondeurs des excursions successives
sous le niveau k£ du processus de contour, c’est-a-dire

HY =k —  inf C,, Vie{l,2,...,Z,—1},

k k
i <n<ti

alors on voit que H l-(k) est le temps depuis le plus récent ancétre commun (ou
PRAC) entre les individus i et i + 1. La figure 6 montre les valeurs des H, Z-(3)
dans le processus de contour de la figure 5. En comparant avec la figure 2,
on peut vérifier que H 53) est bien le temps depuis le PRAC deiet i+ 1.
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FIGURE 6 — Les profondeurs H l(k), H ék), H ék), H ik) des excursions sous k = 3
dans le processus de contour de I'arbre de la figure 2.

Remarquons que les valeurs de H fk), Hg(k), ..., H (Z]Z)_l permettent de re-
construire la généalogie complete des individus vivants a la génération k,
c’est-a-dire ’arbre obtenu en retirant tous les noeuds qui n’ont pas de des-
cendant a la date k, comme montré dans la figure 7. En particulier, le temps
écoulé depuis le PRAC de toute la population vivante au temps k est

k k k k

Tithe = sup{H{", H{Y ... HY) |}, (15)
n
3“,,1 77777 2 3 4 3

(3) (3)

27 3

HY
1 4
0+
(a) Généalogie des individus vivants & la date (b) Généalogie obtenue en re-
k = 3 construite a partir des profondeurs des tirant de l’arbre de la fi-
excursions Hfg), Hés), Hés), Hf’) du processus gure 2 tous les nceuds qui
de contour de la figure 6. n’ont pas de descendants a la

génération 3.

FIGURE 7 — Deux représentations équivalentes de la généalogie des individus
vivants a la date k = 3 dans 'arbre de la figure 2.

3.4 Généalogie des processus de Galton-Watson géométri-
ques

On considere dans cette section un processus de Galton-Watson avec loi
de reproduction géométrique de parametre p €]0, 1[. On distinguera les deux
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notions de lois géométriques sur N et sur N :

Geomy(p) = (pr, k €N) avec pp = p(1 —p)F,
Geomp-(p) = (px, k € N*) avec pp =p(1 —p)k_l.

Nous allons voir que dans ce cas, le processus de contour est une marche
aléatoire de pas £1 (c’est-a-dire avec pas i.i.d.). Pour énoncer et prouver
ce résultat dans le cas général (c’est-a-dire aussi bien pour les cas critiques,
sous-critiques et sur-critiques), il faut considérer les arbres tronqués au-
dessus d’un niveau donné. Plus précisément, pour w € Q et k > 0, 'arbre w
tronqué au-dessus de k est défini comme

w®) = fuew: |ul <k}

Par exemple, 'arbre de la figure 2 tronqué au-dessus de 2 est donné en
figure 8 (a). On appelle également contour tronqué au-dessus de k de arbre

w le processus de contour de l'arbre w®), et on le note C¥) = (C’,(lk),O <
n < TH), on

k
T® =23 "7 - 1.
=0

On obtient le contour tronqué C'*) & partir du contour C' en coupant toutes
les parties de C' au-dessus de k et en recollant les morceaux ainsi obtenus
(cf. figure 8 (b) et (c))

Proposition 3.11 Si on munit l'espace des arbres 0 de la 107 P Geomy(p)
avec p €0,1[, alors, pour tout k > 1, le processus de contour tronqué au-
dessus du niveau k est une marche aléatoire de issue de 0 refliéchie sous k et
arrétée au premier temps d’atteinte de —1, dont les pas sont i.i.d. a valeurs
dans {—1,1} de méme loi que X ou P(X = —-1)=p etP(X =1)=1—0p.

Précisons que la marche aléatoire est dite refléchie sous k lorsque sa
probabilité de transition de k vers k— 1 vaut 1. Ainsi, la marche aléatoire du
résultat précédent est une chaine de Markov sur {—1,0,1,...,k} de matrice
de transition

1 0 0
p 0 1—p ... 0
0 P 0 1—-p
0 0 1 0

Ebauche de démonstration Ce résultat se démontre par récurrence sur
k > 1. L’argument complet est pénible & écrire a cause de problemes de
notations des pas du processus de contour, donc nous n’en donnons qu’une
ébauche.
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(a) L’arbre de la figure 2 tronqué (b) Le processus de contour tronqué au-dessus de
au-dessus de k = 2. k = 2 de Parbre de la figure 2.

(c) Le processus de contour de larbre de la figure 2. Les parties au-dessus
du niveau k = 2 sont indiquées en pointillés. Ce sont ces parties qu’il faut
supprimer pour obtenir le processus de contour tronqué de la figure (c).

FIGURE 8 — Arbre et processus de contour tronqués.

Pour k£ =1, le processus de contour tronqué au-dessus de 1 a pour pas
+1,-1, +1,-1, ..., +1,—-1, —1,

ou le nombre de pas successifs +1, —1 a pour loi Geomy(p). On vérifie faci-
lement que la chaine de Markov sur {—1,0,1} de matrice de transition

10 0

p 0 1-p

0 1 0
issue de 0 fait également des pas +1, —1 un nombre de fois géométrique de
parametre p, puis fait un pas —1. La propriété est donc vraie pour k = 1.
Ceci tient au fait qu’a chaque passage en 0 on fait des pas i.i.d. Xg, Xy, ...
tels que P(X; = —1) =p=1—P(X; = 1) et que le premier indice i tel que
X; = —1 est géométrique de parametre p.

Supposons qu’elle est vraie pour k et montrons-la pour k41. Remarquons
que 'arbre w tronqué au-dessus du niveau k + 1 est formé de 'ancétre et
des sous-arbres 11, T, ..., Tz, tronqués au-dessus de leur k-ieéme génération.
Ainsi, le contour de w tronqué au-dessus de k + 1 est formé du pas +1 suivi
des pas du contour de l'arbre T; tronqué au-dessus de k, puis du pas +1
suivis des pas du contour de ’arbre T5 tronqué au-dessus de k, ..., puis du
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pas +1 suivis des pas du contour de I’arbre Tz, tronqué au-dessus de k, puis
du pas —1. Remarquons que les pas +1 et —1 de la phrase précédente sont
en fait des v.a. Xg, X1, ... comme ci-dessus.

Or, d’apres le corollaire 2.8, sachant Z; = £, les arbres 11,15, ..., T; sont
des Galton-Watson i.i.d. de loi de reproduction Geompy(p). Donc, d’apres
I’hypothese de récurrence, les pas du contour de I'arbre T; tronqué au-dessus
de k, sont ceux d’une marche aléatoire de pas £1 refléchie sous k. Tous ces
processus de contour tronqués sont i.i.d. et indépendants des v.a. X;. La
marche obtenue en mettant ces pas bout-a-bout fait donc des pas i.i.d. de
41 tant qu’il n’a pas atteint —1 ou k + 1, il est absorbé en —1 et refléchi en
k + 1. Ceci conclue la récurrence. O

Le fait que le processus de contour d’un Galton-Watson géométrique est
une marche aléatoire permet de déduire facilement de nombreuses propriété
de l’arbre de Galton-Watson. Notre premier exemple est la loi de Zj, sachant
Zi > 0.

Proposition 3.12 Dans un processus de Galton- Watson de loi de reproduc-
tion Geomp(p) avec p €)0,1[, pour tout k > 1, la loi de Zy sachant Z > 0
est Geomp- (o) 0

1-p5 , 1 1 , 1
1_7@“1 52107'557 ak:r 5210:§a

Q= )

avec B = lp%p.

Démonstration Conditionner Z; a étre positif revient a conditionner le
processus de contour tronqué au-dessus de k a atteindre k£ avant —1. Si
I'on note T, le premier temps d’atteinte du point a par le processus de
contour, la propriété de Markov au temps 7} implique que, pour tout en-
semble i1,...,i, € {—1,0,1,...,k},

P(Ty <T-1,Cryq1 = i1,C0142 = G2, .., CTy 4 = i)
= P(Tk < Tfl)Pk(Cl = ’il,CQ = i2, c. ,Cn = in),

ou Pr(A) = P(A | Cy = k). Ainsi, sachant {T}, < T_1} = {Z; > 0}, le
processus (Cry4n,n > 0) est une marche aléatoire issue de k refléchie sous
k et arrétée au premier temps d’atteinte de —1, et Zj est égal au nombre
d’atteintes de k par cette marche aléatoire. Soit £ > 1 et T,ge) le ¢-ieme temps
d’atteinte de k par cette marche aléatoire. Puisque le processus est refléchi
sous k, et par la propriété de Markov au temps T},

P(Z, > €| Z > 0) = Pu(T\) < T_1) =P, (T") < Ty)

=P (T < T-1)PR(TY < T_)) = Pp_y (T, < T_1)P(Z), > (1| Z, > 0).
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Cette relation de récurrence implique que Zj sachant Zj > 0 suit une loi
géométrique de parametre Py_1(T_1 < T}). Il reste & calculer la valeur de
ce parametre.

Pour tout £ € {—1,0,1,...,k}, onnote my = Pp(T_1 < T). Onanr_y =1
et m, = 0. La propriété de Markov au temps 1 implique que, pour tout
0<t<k-1,

e = prp—1 + (1 — p)mosq.

On vérifie que la solution de cette récurrence est, pour tout £ € {—1,0, ..., k},
1 (I;I))k‘—é
- k+1 si 1 £ 7é L,
Tr=q1- (1%”) P (16)
k=t sino
—_— inon.
k+1
On obtient la formule annoncée pour Py_1(T-1 < T}) = mp—1. O

Exercice 19 Retrouver cette formule en calculant la fonction génératrice
de Zk

Le processus de contour est également particulierement bien adapté a
I’étude du temps Tg@w depuis le plus récent ancétre commun de la popu-
lation vivante au temps k. Pour pouvoir exploiter la formule (15), il faut
déterminer la loi de la suite (HZ.(k), 1<i< Zy).

Lemme 3.13 Pour tout ¢ > 1, sachant {Z = ¢}, les v.a. Hl(k), Hék), . ,ngﬁ)l
sont i.i.d. de loi, pour tout
P(HY™ <n)= T , Yne{0,1,...,k}. (17)

Proposition 3.14 Dans un Galton-Watson de loi de reproduction Geomy(p)
avec p €]0, 1], pour tout k > 1,

P(Tﬁﬁlcﬁn\2k>0):%, vn € {0,1,...,k}.

n

Démonstration D’aprés le lemme précédent et (15), pour tout £ > 1 et
0<n<k

P(Tie <n | Zx =€) = Pmax{H® ... H®} <n) =P@EF < n)t,
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ou lexpression de P(ka) < n) est donnée dans (17). D’apres la proposi-

tion 3.12, on en déduit

P(Tithe <1 | Zk>0) =Y P(Tihe < n| Zk = OB(Zy = £ | Zy > 0)
2>1

=Y o[- anp? < n)]H
0>1
g

11— (1-apPEH® <n)

On en déduit la formule annoncée en utilisant les expressions exactes de ay
et P(HM < n). 0

Démonstration du lemme 3.13 Nous faisons la démonstration pour
¢ = 3. L’extension de la méthode aux autres valeurs de ¢ > 1 est immédiate.
On suppose également que p # 1/2 et on laisse la vérification du cas p = 1/2
en exercice.

En utilisant la propriété de Markov aux temps d’atteinte successifs de k
par le contour tronqué au-dessus de k, on obtient pour tout i, € {0,1,...,k}

P(Z, =3, HY <i HP < j)
=Po(Thk < T-1)Pr—1(Th < Th—im1)Pr—1(Th < Tho—j—1)Pp—1(T-1 < Tj).
De méme,
P(Zx = 3) = P(Zx = 3| Zi > 0)P(Zy > 0) = ag(1 — o)’ Po(Ti < T-1).
D’ou
P(H"M <i,HY <j| 2 =3)

_ Pr_1(Th < Th—i—1)Pr—1(Th < Th—j—1)Pr—1(T-1 < Ty)
ag(l — ag)?

Or, on a déja calculé les termes du membre de droite dans (16). En effet,
puisque la loi de la marche aléatoire est invariante par translation (la loi
des pas de la marche ne dépend pas de la valeur de la marche), Py_1 (T} <
Th—ic1) =P 1 (Ty < T_q) = 1— 1_157511 = 1—qy. De plus, Pp_1(T_1 < T},) =
ay. On obtient alors

1—0(2‘ 1*0@‘

PH® <i, H® < | 72, =3) = _

La forme produit du membre de droite implique que les v.a. ka) et Hék)

sont indépendantes conditionnellement a {Z; = 3}, de méme loi donnée
par (17). O
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Exercice 20 Pour quelles valeurs de p €]0,1[ le Galton-Watson de loi de
reproduction Geomy(p) est-il sous-critique ¢ Déterminer dans ce cas

lim P(TE <n| 2 > 0).
k—o00

Exercice 21 Dans le cas critique, montrer que TéRic/ak converge en loi
vers une v.a. non triviale pour un choix convenable de la suite aj — +00.
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