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A bstract: In the first part of this thesis we deal with the problems of existence, uniqueness and 
regularity of weak solutions of the three dimensional, incompressible Navier-Stokes system in the whole 
space; in the second part, we study the existence of selfsimilar solutions of a class of nonlinear Schrödinger 
equations.

The most important results in chapter 1 are an equivalence theorem for the differential and integral for­
mulations of the Navier-Stokes system in quite a large functional context and a uniqueness result for the con­
tinuous in time solutions (the so-called mild solutions) valued in the Lebesgue, Sobolev, Besov and Morrey- 
Campanato critical spaces. We prove in particular the uniqueness of mild solutions in C ([0,T],L3(1R3)). In 
chapter 2, we deal with the problem of the existence of mild solutions under T. Kato’s regularity assumption 
which ensures that such a solution is a classical one at every positif time. We prove a result of persistence of 
the regularity of the Koch and Tataru solutions in the space of derivatives of the BMO space if the datum 
verifies some of differentiability properties. The existence time of such solutions only depends on the very 
weak Koch and Tataru norm of the datum; this norm is strictly linked with oscillation properties of functions. 
In chapter 3 we still consider the persistence of an extra property of the datum, namely the localisation and 
oscillation of its Laplacian. The unique solution in the critical Lebesgue space keeps verifying this at least 
at the beginning of its evolution.

In chapter 4, we study a class of nonlinear Schrödinger equations, with polynomial nonlinearity of order 
between 1 and 2. Through an independent analysis of the linear and nonlinear terms, we prove the existence 
of selfsimilar solutions in some invariant functional spaces built over Sobolev’s spaces. We also study the 
asymptotical behaviour at infinity for solutions belonging to the same functional frame.

Keywords: Navier-Stokes equations, Littlewood-Paley analysis, Besov spaces, Morrey-Campanato spaces, 
Lorentz spaces, Hardy spaces, singular integrals, Muckenhoupt weights, Schrödinger equations.
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Introduction

Le thème central de cette thèse est l’application de quelques outils de l’analyse harmo­
nique réelle à l’étude des équations différentielles aux dérivées partielles non linéaires. La 
plus grande partie de ce travail (les trois premiers chapitres) est consacrée aux équations 
de Navier-Stokes tridimensionnelles dans l’espace R3 tout entier :

f V • w =  0
< -  _ (NS)

=  A u  — (u  ■ V ) u  — V p

dont les inconnues sont le vecteur vitesse iï(t, x) : R+ x R3 — > R3 et la pression p(t, x ) : 
R+ x R3 — y R. Dans le quatrième chapitre, nous essayons enfin d’étendre les méthodes 
d’analyse propres à Navier-Stokes à une classe d’équations de Schrödinger non linéaires :

idtu + Au  =  7 |u |aw (SNL)

où 7  G R, a > 0 , u(t, x) : R+ x Rn —>■ C.

Les résultats du chapitre 1 ont été obtenus en collaboration avec P. G. Lemarié-Rieusset 
et E. Terraneo et ceux du chapitre 3 avec E. Terraneo. Nous signalons également que ces 
deux chapitres sont en commun avec la thèse d’E. Terraneo [Ter99a].

On pourrait ainsi résumer le contenu des trois premiers chapitres :

-  premier chapitre : unicité des solutions ;

-  deuxième chapitre : existence des solutions ;

-  troisième chapitre : régularité et localisation des solutions issues d’une classe parti­
culière de données initiales.

Le point de départ de l’étude est la notion même de solution. Dès qu’on sort du cadre 
classique, où toutes les dérivations sont à considérer au sens fort, il y a plus d’une façon 
de définir une solution faible et les mots « faible » et « mild » utilisés dans la littérature 
en sont une preuve. De plus, il est usuel d’associer à un problème de Cauchy différentiel 
une formulation intégrale et de transposer le problème initial sur celle-ci. Le système de
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Navier-Stokes devient alors (après avoir appliqué formellement l’opérateur P de projection 
sur les champs des vecteurs à divergence nulle) :

u{t) =  etAÜ0 -  r e(t- s>AP(w • V)Ü(s)ds.
J o

Là encore, l’équivalence entre les deux approches n’est pas toujours évidente.
Dans la partie initiale du chapitre 1 , nous précisons la notion de solution faible que 

nous avons adoptée tout au long de cette thèse et nous démontrons que dans le cadre 
fonctionnel où nous avons travaillé les approches différentielle et intégrale sont tout à fait 
équivalentes. Les résultats exposés au premier chapitre remontent à la période 1996-1998 ; 
le cadre où nous avions démontré l’équivalence avait été choisi de façon à inclure un bon 
nombre de solutions connues jusqu’à cette époque et notamment toutes celles qui pouvaient 
être rapprochées de notre analyse. Un résultat tout récent de H. Koch et D. Tataru [KT99], 
sortant du cadre choisi, a remis en question la pertinence du choix que nous avions fait. 
Nous citons en annexe au premier chapitre une extension du résultat d’équivalence obtenue 
par P. G. Lemarié-Rieusset [Lem] qui permet d ’inclure les solutions de Koch et Tataru. 
Une fois le cadre précisé, nous nous sommes concentrés sur l’étude des solutions milds, 
c’est-à-dire des solutions faibles qui sont de plus continues en temps à valeurs dans un 
espace de Banach E de distributions (u{t) € C ([0 , T], E)). Il y a deux questions naturelles 
qui se posent : si on considère une donnée initiale iï0 € E, existe-t-il une solution u(t) 
dans C ([0 , T], E) et, le cas échéant, est-elle unique? Il y a une différence remarquable dans 
l’esprit par lequel on aborde ces deux questions, due à la présence de la non-linéarité. Même 
en ré-écrivant (u • V)w comme V • u <g> ü, ce qui ne change rien sur les fonctions régulières 
grâce à la condition de divergence nulle, il n ’est pas toujours possible de faire un produit de 
distributions. Lorsqu’on se demande s’il existe une fonction ü(t) € C ([0 , T],E) qui vérifie 
les équations de Navier-Stokes, on a le droit de rechercher une solution plus régulière, de 
façon à pouvoir donner un sens au terme u <g> u même si a priori le produit n’est pas défini 
sur E. Par contre, lorsqu’on se pose la question de l’unicité dans C ([0, T], E), on est obligé 
à se restreindre aux espaces E où le produit est bien défini. La condition discriminante sera 
E '—*■ Lfoc et nous appellerons singuliers et réguliers les espaces correspondant aux deux 
situations.

Notre analyse adopte le point de vue de T. Kato, depuis ses articles avec H. Fujita 
[KF62], [FK64] et se situe dans la suite des travaux plus récents de M. Cannone [Can95], 
F. Planchon [Pla96], Y. Meyer [Mey96]. Elle s’étend à plusieurs familles d’espaces fonc­
tionnels : Lebesgue, Lorentz, Sobolev, Morrey-Campanato et, plus généralement, Triebel- 
Lizorkin et Besov.

Le comportement de chaque famille d’espaces ci-dessus par rapport aux problèmes 
d’existence et d ’unicité de solutions milds suit fondamentalement un schéma commun, que 
nous allons décrire, par souci de simplicité, sur les espaces de Lebesgue. La distinction entre
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espaces réguliers et singuliers est faite évidemment par l’espace L2. Il y a cependant un autre 
espace discriminant: l’espace L3, dont la norme est homogène de degré —1 . L’importance 
de cette homogénéité vient d’une propriété d’invariance des équations de Navier-Stokes. 
En effet, on peut facilement vérifier que si û(t, x) est une solution de donnée initiale u0(x), 
alors pour tout À > 0 la fonction ü\{t,x) = Xu(X2t, Xx) l’est aussi et sa donnée initiale 
n’est rien d’autre que XÜq(Xx). Dans la gamme des espaces de Lebesgue, le seul espace pour 
lequel ||uo|| =  || At?o(A-)|| pour tout A > 0 est l’espace L3 ; c’est par exemple seulement dans 
ce cadre qu’il a un sens d’envisager un théorème d’existence de solutions globales (définies 
en tout temps) sous une hypothèse de petitesse de la donnée initiale. Lorsque on considère 
la formulation intégrale des équations de Navier-Stokes, qui se présente sous la forme

u(t) =  etAuo +  B(u, u)(t),

il est tout à fait naturel d’avoir recours à un schéma de point fixe et il est essentiel de 
démontrer de bonnes estimations de continuité de l’opérateur bilinéaire B  sur l’espace 
C  ([0 ,T],E). Or, il est très simple de démontrer que B (u ,v ) est bicontinu sur les espaces 
C  ([0 , T],LP) pour p > 3, ce qui permet d’en déduire l’existence et l’unicité de solutions 
milds locales en temps dans ce cadre. Dans le cas de l’espace L3, cette bicontinuité de 
B  n’est plus vraie [Oru98] mais, en imposant des conditions supplémentaires à l’espace 
où on recherche une solution, on arrive quand-même à faire converger l’algorithme de 
point fixe [Kat84] et à démontrer l’existence d’une solution locale en temps pour une 
donnée quelconque et globale pour une donnée petite. Le prix à payer pour cette plus 
grande régularité de la solution trouvée est, jusqu’à ce point, le manque d’unicité dans le 
cadre plus général C ([0, T], L3). En dessous de l’exposant critique p = 3, la formulation 
intégrale ne donne plus aucune information car l’algorithme de point fixe échoue. Dans 
le cas particulier des espaces de Lebesgue, on a par ailleurs à disposition le théorème de 
J. Leray [Ler34] d’existence de solutions faibles dans L°° (]0, +oo[, L2) H L2 (]0, +oo[, H1) , 
basé sur des estimations d’énergie ; on peut par exemple traiter les cas réguliers 2 < p < 3 
en mélangeant les deux méthodes ([Cal93], [Lem98b]).

Le rôle joué par L3 dans les espaces de Lebesgue est le même que celui des espaces de
• l • -  — 1

Lorentz L3,9 pour 1 < q < + 0 0 , de Sobolev Hâ, H p pour 1 < p < + 0 0 , de Morrey-

Campanato MP)3 pour 1 < p < 3, de Besov Bp ’ pour 1 < p < + 0 0  et 1 < q < + 0 0 , de

Triebel-Lizorkin Fp 1,9 pour 1 < p < + 0 0  et 1 < q < + 0 0  ; il s’agit des espaces critiques, 
dont la norme est homogène de degré —1 . Remarquons au passage qu’il ne s’agit pas 
toujours d’espaces réguliers : il suffit de considérer les espaces MP)3 pour 1 < p < 2 ou bien

Bp 1,9 pour p > 3. C’est à ces espaces qu’est consacré le premier chapitre, et notamment à 
ceux parmi eux qui sont réguliers ; nous avons montré l’unicité globale des solutions dans 
C ([0 ,T],E), qu’elles soient locales ou globales en temps. L’idée fondamentale consiste à 
traiter de façon « indépendante » les termes linéaire etAu0 (la tendance) et non-linéaire
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B (u ,u ) (la fluctuation). En effet, lorsque on considère deux solutions ü  et v issues de la 
même donnée initiale, leur écart ne prend en compte que l’écart entre les fluctuations 
respectives :

ü  — v =  B(u,ü) — B(v, v) =  B (ü  — v, ü) + B(v, Ü — v).

Pour démontrer que ü — v est nul, il n’est donc pas fondamental de rester dans le cadre 
fonctionnel de u et de v (par exemple C ([0, T], L3)), mais il suffit que cela soit vrai au 
sens des distributions, ce qui permet d’étudier les fluctuations dans des espaces interdits 
à la partie linéaire et par conséquent à la solution elle-même. Notre démonstration de 
l’unicité comprend tous les espaces contenus dans les espaces de Morrey-Campanato Mp¡3 

où p > 2. Nous citons en annexe au premier chapitre un nouveau résultat d’unicité obtenu 
par R. May [May] dans un espace non homogène qui contient tous les espaces MP)3 pour 
p > 2 et qui est contenu dans M2,3. En revanche, on n’a pas encore de théorème d’unicité 
dans ce dernier espace, qui est le plus grand espace critique régulier.

La condition supplémentaire que Kato avait imposée à la solution dans C ([0, T], L3) est 
V t u(t) G L°° (]0, T[, L°°). Grâce à un théorème de J. Serrin [Ser62], cela entraîne que cette 
solution est classique en dehors de t =  0. Dans le deuxième chapitre nous allons montrer que 
cette même condition permet de démontrer un théorème d’existence de solutions au moins 
localement en temps (et donc de régularité des solutions lorsqu’on dispose d ’un théorème 
d’unicité) pour pratiquement tous les espaces, critiques ou sur-critiques, homogènes et non 
homogènes, que nous avons analysés dans le premier chapitre. C’est ici que nous pouvons 
considérer aussi le cas d’espaces singuliers (toujours critiques et sur-critiques) ; la condition 
de Kato devient alors essentielle pour la définition même du produit Ü <g> Ü. Nous avons 
étudié ensuite le résultat de Koch et Tataru, qui donne l’existence d’une solution dans un 
espace singulier (F“1,2) qui contient en effet tous les espaces analysés. Nous avons alors 
démontré que si on impose à la donnée initiale une plus grande régularité, la solution de 
Koch et de Tataru préserve cette même régularité et ce pendant tout son temps de vie. 
Il s’ensuit que dès qu’on dispose d’un théorème d’unicité dans l’espace plus régulier, le 
temps minimal de vie de la solution ne dépend que de sa norme dans l’espace plus grand 
F“1’2, qui est en effet un espace de dérivées. Ceci se situe d’une certaine façon dans la suite 
des résultats de M. Cannone et F. Planchón [Can95], [Pla96] qui mettaient en évidence la 
relation entre le caractère oscillant d’une donnée initiale, estimé en termes de norme dans 
un espace de Besov, et le temps de vie de la solution correspondante.

Venons-en au troisième chapitre, où il est encore question de persistance de régularité 
d’une solution dont la donnée initiale vérifie des propriétés supplémentaires. Nous nous 
sommes placés dans le cadre L3 ; plus précisément nous avons imposé au laplacien de notre 
donnée initiale tto d ’être une molécule de l’espace de Hardy "H1, à savoir bien localisé dans 
l’espace des variables et d’intégrale nulle. Nous avons mis en évidence l’interprétation de 
cet espace en termes de poids locaux de Muckenhoupt et, par conséquent, il nous a paru
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envisageable de démontrer un bon comportement de l’opérateur de Calderon-Zygmund 
apparaissant dans le terme intégral sur l’espace en question. Le résultat de bicontinuité 
que nous avons prouvé vient d ’une décomposition du noyau de l’opérateur en une partie 
proprement supportée au voisinage de la diagonale et en un opérateur de convolution 
supporté en dehors de l’origine dont on connaît la décroissance à l’infini. Il nous semble 
intéressant de remarquer le rôle joué ici par les propriétés d’annullation vérifiées par le terme 
non-linéaire (présence d’un opérateur de dérivation, divergence nulle) qui caractérisent les 
équations de Navier-Stokes mais dont l’exploitation n’est généralement pas encore tout à 
fait satisfaisante. Nous avons alors obtenu que la solution reste une molécule et ceci au 
moins au début de son évolution. Il nous a été aussi signalé qu’il existe une relation entre 
l’espace des molécules que nous avons ici analysé et V algèbre des bosses, c’est-à-dire l’espace 
de Besov Bj’1 [Mey].

Dans le quatrième et dernier chapitre de cette thèse nous abandonnons le système de 
Navier-Stokes pour nous pencher vers la classe d’équations de Schrödinger non linéaires 
(SNL). Il y a une différence fondamentale entre ces deux types d’équations paraboliques : 
le semigroupe d’opérateurs (groupe, dans le cas de Schrödinger) qui régit les équations 
libres associées. Dans le cas de Navier-Stokes il s’agit du semigroupe de la chaleur eiA,

3 lx P
dont le noyau (47r<)_2e ït est une fonction à décroissance rapide, tandis que pour les

équations (SNL) il s’agit du groupe de Schrödinger eltA, dont le noyau est
une fonction bornée et oscillante. Néanmoins, certains résultats que nous avons obtenus 
pour Navier-Stokes ne sont pas uniquement liés au caractère fortement régularisant du 
semigroupe de la chaleur ; à la base du théorème d’unicité des solutions dans C ([0, T], L3) 
il y a notamment une séparation de l’analyse des termes linéaire et bilinéaire qui prend 
en compte leur comportement différent. Cette même idée nous a conduits à l’amélioration 
d’un résultat de F. Ribaud et A. Youssfi [RY98] d’existence de solutions autosimilaires 
pour les équations de Schrödinger (SNL), en étendant la gamme des exposants a  permis 
en dessous de 1. Nous avons également vérifié pour ces équations l’équivalence entre les 
formulations différentielle et intégrale dans le cadre fonctionnel que nous avons choisi. Il 
pourrait par ailleurs être intéressant de trouver un cadre général où cette équivalence ait 
lieu. Nous avons enfin terminé par une comparaison entre le comportement asymptotique 
à l’infini de deux solutions et celui de leur parties linéaires, avec une attention particulière 
pour le cas où l’une des deux solutions est autosimilaire ; nous avons pour ce cas-là retrouvé 
un résultat valable pour les équations de Navier-Stokes [Pla96].

(47vit]
_ 3 t ix r

2 e  4 t
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Chapitre 1 

U nicité dans L3(R3) et d ’autres 
espaces fonctionnels lim ites pour 
N  avier—Stokes

(G iulia FURIOLI, P ierre  G illes LEM A R IÉ-R IEU SSET et  E lide TERRA - 
NEO, à paraître dans Revista Matematica Iberoamericana)

1.1 Introduction

Le but principal de cet article est de démontrer l’unicité dans L3(R3) des solutions 
« mild » des équations de Navier-Stokes.

Les équations de Navier-Stokes, dans le cas d’un fluide visqueux, incompressible et 
homogène remplissant tout l’espace, sont données en l’absence de forces extérieures (et en 
prenant les constantes de densité et de viscosité égales à 1) par le système :

fv-tr = o / x
< -  _ (1 .1) 

=  Au — (u • V)u — Vp

où u(i, x) : R+ x R3 — > R3 est le vecteur vitesse et p(t, x) : R+ x R3 — y R est la pression.
Lorsqu’on étudie les solutions faibles de (1.1) (les dérivations sont alors prises au sens 

des distributions), on remplace le terme (Ü• V) u par V • u <g> ü : lorsque ü  est une fonction 
régulière, on a V • u <S> u =  (V • ü) ü + (u ■ V) u de sorte que la condition de divergence 
nulle V • u =  0 assure l’égalité V • u Ü = (Ü ■ V) u ; si u est irrégulière il est souvent plus 
facile de définir V • u ® u que (u • V)u.
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D éfinition 1.1
Soit T  6 ]0,+oo]. Une solution faible sur ]0, T[ des équations de Navier-Stokes est un 

champ de vecteurs Ü(t,x) G (Lfoc ( ]0,T[xR3) ) 3 qui vérifie:

f V - u  =  0

[3  p € T>'{ ]0, T[xR3) t.q. dtu =  Au  — V • u®  u — Vp  ̂ ^

Le théorème que nous allons démontrer est alors le suivant.

T héorèm e 1.2 (U nicité L3(R3))
Soient ü{t) G C([0, T[, (L3)3) et v(t) € C ([0, T'[, (L3)3) telles que:

i) u est solution faible des équations de Navier-Stokes sur ]0, T[ ;

ii) v est solution faible des équations de Navier-Stokes sur ]0, T'[ ; 

iii) u |t=o= v |t=0-
Alors u — v sur [0, inf(T,T')[.

Les solutions « mild » dans IP pour les équations de Navier-Stokes sont les solutions 
faibles ü  sur ]0, T[ qui vérifient de plus u(t) € C  ([0, T[, ( I / )3).

T. Kato [Kat84] a démontré l’existence de telles solutions pour p > 3 et leur unicité 
pour p > 3. L’idée essentielle est d ’exprimer la solution des équations de Navier-Stokes 
comme la solution d’un problème intégral [Bro64], [Kat65]. Pour cela, la première étape 
consiste à éliminer la pression p en projetant les équations de Navier-Stokes sur les champs 
de vecteurs à divergence nulle. Cette technique remonte aux travaux de J. Leray [Ler34] 
sur les solutions faibles u(t) € L°° (]0, T[, (L2)3) et le projecteur P est donné par la formule 
Pf  — f  — V ^(V  • f )  = (Id +  R  <2> R) f  où R  =  est le vecteur des transformations

de Riesz R  — (R i,R 2, R 3 ), R j f  =
P n’est pas défini pour une distribution générale et il faut montrer que P a un sens sur 

les termes de (1.2). Nous verrons que c’est le cas lorsque u est, uniformément en temps, 
uniformément localement de carré intégrable et nulle à l’infini.

D éfinition 1.3
L ’espace E2 des fonctions uniformément localement de carré intégrable et nulles à l ’infini 
est l ’espace des f  € Lf0C(R3) telles que:

lim f \f{y)\2dy = 0

normé par :

II/IIe2 =  SUP (  f  l / ( y ) l W )  •
X \ J  ||y—x||<l /

*  - > + 0 0
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Proposition 1.4 (Formulation intégrale des équations de Navier-Stokes)
Soit u(t) € L2 (]0 , T[, (E2)3). Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) ü  est solution faible des équations de Navier-Stokes ;

ii) V • ü  =  0 et dtü = Au  — PV • ü  ® u, ;

ni) 3 % € 5 ' V • Üq =  0 et ü = etAuo — f* e^~s Â¥V  • ü  ® u(s)ds.

La proposition 1.4 se démontre à l’aide de la décomposition de Littlewood-Paley.
En effet, si /  € (E2)3, alors g =  V • /  <2> /  appartient à un espace sur lequel les 

transformations de Riesz opèrent.
Une fois la pression éliminée, on cherche à résoudre :

u(t) =  etAuo +  B(u, u)(t)

où t

B(Ü, u)(t) =  -  f  e(t" s)APV • Ü®Ü(s)ds
J 0

par une méthode de point fixe (méthode de Picard) : on part de W(o) =  0 et on définit iï(n+\) 
par U(n+i) =  etAüo +  J5(i?(n), «(„)). Lorsque w0 € (Lp)3, où p > 3, le procédé converge dans 
C ([0, T[, ( I / )3) pour T assez petit (dépendant de u,q).

En effet, si p > 3 on part de l’estimation :

/  \  1 + —

|e ( * - . ) A p v . / ®  ^  < Cp ( j - î - J !  *  l l / i k -  I IS I I l -

pour obtenir :

\\B(ü,v){t)\\LP < C '  sup ||w(s)||LP sup ||tf(s)||LP (1.3)
0<s<i 0<s<i

d’où la continuité de l’opérateur bilinéaire B  sur C  ([0, T[, ( I /)3) et son caractère contrac­
tant au voisinage de etAuo si T est assez petit.

Pour p =  3, (1.3) n’est plus valable puisque /q ^  =  + 0 0 . Le procédé de point fixe 
reste cependant convergent ; comme l’avait remarqué Kato [Kat84] à la suite des travaux 
de Weissler [Wei81], lorsque uq € (L3)3, etAiï0 est non seulement L3 mais L°° pour t > 0:

v ^ ||e ‘̂ o |U < C | |3 o | |L, .

On vérifie que cette propriété se transmet aux W(n) :

|e(!- a)APV • / ® 9 ||ls <  C ||ÿ ||L, V 5||/l|L« - ^ L = i

e» -)A pv  . / ®  g < C \ / i | | / l |L.  inf ( , , llgll! rV )  
l°° \  s y t  — s [t — s)v «J
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d’où

||B(u,î7)(î)||l3 + Vt\\B(Ü,v)(t)\\hoo <

C  sup >/«||t*(«)||Loo ( sup ||v(s)||l3 +  sup v ^ ||v (s) ||Loo ) .
0<s<t \0 < s < i  0<s<i /

Lorsque ||wo|Il3 est assez petite, on voit que B, qui est bilinéaire continu sur l’ensemble

{#(£) <= C  ([0, +oo[, (L3)3) : V t v € L00̂ 00)3), v € L°°((L3)3), Jim-v/i ||v(i)||Loo =  o}, est

contractant sur un voisinage de etAUo. Pour ||wo|Il3 quelconque, une analyse plus fine 
de B  montre qu’il est contractant sur [0, T] pour T  assez petit au voisinage de etAü0. 
Ainsi le procédé converge et garantit l’unicité des solutions « mild » qui vérifient de plus 
y /tu  € L00((L00)3). Notre théorème montre que l’unicité vaut sans restrictions a priori sur 
le comportement de la solution.

Les résultats de Kato s’étendent à d ’autres espaces fonctionnels que IA  M. Can- 
none [Can95] a donné un critère assez général sur un espace E pour que, lorsque ü(t) G 
C([0,T[, (E)3) , on ait

f  j|e^~^APV • (u <8 > u)(s) d s < C u i( t ) sup ||-u(s)
J o 11 E 0<s<t

(où lim ^ o ^ ii)  =  0), ce qui généralise le cas p > 3.
Les espaces limites généraliseront le cas p = 3  et nos résultats s’y appliqueront facile­

ment.

Définition 1.5
Un espace fonctionnel limite E pour les équations de Navier-Stokes est un espace de Banach 
de fonctions sur R3 tel que :

S  est dense dans E (et l ’injection est continue) ; (1-4)

E s ’injecte continûment dans Lfocfl*3) ;  (i-5)

V/ 6  E, Vx„ e  R3 II f ( x  -  *o)||B =  | | / | |E ; (1.6)

V / € E, VA > 0 ||A/(Az)||B =  | | / | |E . (1.7)

Nous montrerons alors précisément le théorème suivant.

Théorème 1.6 (Solutions « mild » dans un espace lim ite)
Soit E un espace limite.
A] Si on suppose qu’il existe C > 0 tel que V/, g € E n  L00

||A o (^ ) ||E < C ( | | / | |E ||5 ||LOO +  | | / | |LOo IMIe)

alors il existe 5q > 0  tel que pour tout Uq vérifiant ||«o|Ie < H existe ü(t) e 
C  ([0 , +oo[, (E)3) , u € L°°(E3) ,V iu  € L«((L00)3) et V t  ||t*(i)||L» - ►  0  quand t -» 0 

tel que ü(t) = etAüo +  B(u, ü)(t) sur ]0, +oo[. De plus, un tel ü  est unique.
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B] Si on suppose qu’il existe a  €]0,1[ tel que Ve > 0  il existe M(e) > 0 tel que V/ , g  e  
E (~l L°°

I|Ao(/s)||e <  (M (e)  | | / | |E ||S ||L„  +  £ ||p||E ||/||»„ (1.8)

alors pour ü0 € E3 il existe T  > 0 et ü(t) E C([0,T[, (E)3) avec u € L°°(E3) , ^ u  G 
Lo°((L°°)3) et yjl ||w(i)||Loo —► 0 quand t —ï  0 tels que u(t) = etAüo H- B(ü,u)(t) sur 
]0, T[. De plus un tel u est unique.

C] Si on suppose de plus qu’il existe p > 2 tel que E s ’injecte continûment dans Lfoc(R3) 
alors si u(t) € C  ([0 , T[, (E)3), v(t) € C  ([0 , T'[, (E)3), Ü{t) = etAu0 + B{u,Ü)(t) et 
v(t) = etAüo +  B(v, v)(t) pour un même u0 £ E3, alors u = v sur [0 , inf(T, T')[.

La différence d ’approche entre A] et B], qui suivent Kato, et C] est essentiellement la 
suivante : dans A] et B] on cherche à démontrer que ||i?(w, w)||E est finie, et plus précisément 
que Yljez ^)IIe < + 00  (ce ^  se note B{ü,u)  G (Bg1)3), tandis que dans C] on se
contente d ’estimations du type supj€Z ||A ji?(w ,u)||E< +oo (ou encore B (u ,u )  e  (BE°°)3). 
L’espace de Besov Bg00 se révélera particulièrement adapté aux calculs dans les espaces 
limites, car il permet de contourner l’obstruction f*  ^  =  +oo (pour calculer ||A jB (ü , u)||E 
on intègre « grosso modo » pour (t — s) compris entre et ^  ; or f£ a = ln 2 < + 0 0 ).

Le plan de l’article est alors le suivant:
I. Décomposition de Littlewood-Paley, espaces de Besov et paraproduits.
II. Solutions faibles des équations de Navier-Stokes.
III. Existence des solutions « mild » .
IV. Unicité des solutions « mild »• : les espaces limites réguliers.
V. Unicité dans l’espace L3.
VI. Unicité dans les espaces limites. Espaces de Morrey-Campanato.
VII. Remarques finales.

R em arq u e . Les résultats principaux de cet article sont le théorèmes 1 .2 , 1 .6  et la 
proposition 1.4; d ’autres résultats se trouvent dans les théorèmes 1.20 et 1.23.

1.2 D écom position  de L ittlew ood-P aley, espaces de 
B esov et paraproduits

Nous commencerons par rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley 
d’une distribution tempérée.

Pour m  € L°°(R3), on définit le multiplicateur de Fourier m(D) par (m (D )f)A(Ç) =  
m (£)/(£) (°ù /  est la transformée de Fourier de f  : /(£ ) =  f  f(x)e~ tx'^dx). C’est évidem­
ment un opérateur continu sur L2. Lorsque m  € C°° et que toutes ses dérivées sont à
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croissance lente, m{D) opère continûment sur S  et sur S '. Lorsque m est la transformée 
de Fourier d’une fonction k G L^R 3) on notera |m (D )|Jp =  ||f c ||LP. Le cas p =  1 est 
particulièrem ent intéressant : si E est un espace de Banach de distributions (E s’injecte 
continûment dans <S') dont la norme est invariante par translations ( ||/( a ; — ||E =  ||/He)> 
si S  est dense dans E et si m = k avec k E L1, alors m(D ) opère continûment sur E c’est- 
à-dire \\m (D )f\\E < fl|m (Z ))|||i ||/ ||E.

Pour introduire la décomposition de Littlewood-Paley ([FJW91], [Tri83], [Pee76]) on 
fixe ui G <7£°(R3) telle que suppw C {£ t.q. |  < |£| < 2} et, pour £ ^  0, 5ZjeZw(^-) =  1 ; 
on lui associe <p(Ç) =  1 — ^ (0  =  ^ (f) — (de sorte que wfi =  eu).

D éfin ition  1.7
On note A j l ’opérateur u; (Jj) et Sj l ’opérateur ip {§■)■ La décomposition de Littlewood- 
Paley de f  G <S'(R3) est alors l ’identité:

f  = skf+ Y , ^ f
j>k

valable pour f  G <S'(R3), k G Z (la convergence de la série ayant lieu dans S ').
La décomposition de Littlewood-Paley homogène est l ’identité f  = E A j f  ; elle n’est pas

jez
valable pour toute distribution (par exemple, si f  est un polynôme A j f  =  0 pour tout j ).

Aussi, introduisons-nous la définition suivante.

D éfin ition  1.8
S£(R3) =  { / G <S'(R3) t.q. /  =  J2jez dans & }■

Le lemme suivant est facile à démontrer.

L em m e 1.9
a) Si S0f  G Co (fonctions continues nulles à l ’infini), alors f  G Sq. En corollaire, si E 

est un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante par 
translation, et si E fi S  est dense dans E, alors E C S'Q.

b) Si Et est un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante 
par translation et positivement homogène de degré —a pour un a  > 0 (pour A > 0, 
||/(A *)||e =  A-« l l / I IJ ,  alors E C S'0.

P r e u v e  : a) est im médiat: si ||- ||E est invariante par translation, on a ||S o /||LOo < 
|||< £ (.D )|||e ' ||/ ||e , donc Sq est continu de E dans L°° ; si E n  S  est dense dans E, S0 est 
donc continu de E dans Co (car pour f  E S  on a S o f G «S).
M aintenant, pour j  < -1 ,5 ,- / =  S j(S 0f )  et donc ||S j / ||LOO < ||/ I |e =

Les Sj sont donc équicontinus de E dans L°° pour j  < — 1 ; or, pour 
/  € 5  on a ||S ,/IIL-  <  ||/||Ll =  23>|S’0| OC, U /^ , et donc l iS j/d ^  =  0.
Cela prouve que pour /  G E, lim ^-oo ||* S j/||LOO =  0 et donc que E C S'0.

ISjhMDHv IIJ
IISo11L III·p(D) IIE' II/ IIE·

Σ ; > 0 ω ( οι)
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b) est encore plus simple: \\Sjf\\LOO =  H^o[/(¿r)] ||Loo < IMIe' II/IIe2^  et limj-+_ 00 2aj‘ =  
0 . ♦

Rappelons maintenant la définition d’un espace de Besov.

Si E est un espace de Banach de distributions tempérées, on désignera par B^ 9 l’espace 
des distributions /  € S' telles que (2J5 | |A j/ ||E)jez e lq(Z). A priori, c’est un espace défini 
modulo les polynômes (car [Vj 6  Z, Aj f  =  0] /  G C[X]). Cependant on peut, pour
certaines valeurs de s, injecter dans S q en choisissant le seul représentant de /  modulo 
les polynômes qui appartienne à Sq.

• si s < 0 et si f j  vérifie supp f j  C {£ t.q. f  < |f| < 2 • 2j } et (2^ W/j We) ^  € /°°(Z), 
alors ^Zj€z f j  converge dans S' : en effet, on a II/j'IIe < _*'00  tan<ïis que pour 
tout g € S  et tout k E N 5Zj>0 2fc-71 Ajÿ||E, < +oo. (Il suffit d’écrire pour un

M  €  N, IÎ He' <  2D|o|<m5Z|^|<m Loo)-

• De même, si s = 0, supp f j  C {£ t.q. y  < |f| < 2 • 2J} et (\\fj\\E)j<=z € l1(Z), alors 

^2 je z converge dans E.

Cela permet d ’inclure Bg9 et B^’1 dans S'Q pour s < 0 . Le cas de s > 0 se traite par le 
lemme suivant.

Lemme 1.10
Soit E un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante par 
translations et positivement homogène de degré —a pour un a > 0 et soient f j  tels que 
supp f j  C {£ t.q. y  < |£| < 2 • 2j } et (2js \\fj\\E)jez £ l9( Z)- Alors si 1 < q < +oo et s < a  
ou si q = 1 et s = a, Yljçz f i  converge dans S'.

P r e u v e  : La convergence de ]T^>o f j  est immédiate. Pour j  < 0 , on a que si s < a, 
(2js \\fj\\E)jçz- £ ¿°° entraîne (2-*° \\fj\\E)jez- € l1 de sorte qu’on n’a qu’à traiter le cas 
s = a, q = 1 . Or, \\fj\\hao = ||S*+i/,-||LOO < C \\fj\\E2aj pour j  < 0 (preuve du lemme 1.9) 
et \( f j ,g ) | =  I(fj, n ( § )g ) I < ll/illLoo IMIu Le lemme est donc démontré. ♦

Remarque. On a toujours Bg1 C E (en prenant les représentants de B^’1 dans S q )  et 
lorsque E vérifie les hypothèses du lemme 1.10, E C B^00. Lorsque la norme de E est 
seulement supposée invariante par translation, on a E ou E /C  inclus dans BE°° (espace 
défini modulo les polynômes).

L’utilité des espaces de Besov sur E provient des inégalités de Bemstein.

Lemme 1.11
a) Si la norme de E est invariante par translation et si S  est dense dans E, alors on a
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pour tout j  G Z :

v a  e *  I I I H L  -  l ^ o v  ( 9  h 2 i '°' "s , f K  ’

V s e R  (>/—Â )sA j /  < ||(y = Â )*  0 0 ( 1 5 ) 1 , 2 ^ / ^ .
Ë

b) Si la norme de E est homogène de degré —a et celle de F homogène de degré —fi et si 
Sq est continu de E dans F, alors :

IISj/ I I f <  l|Solli(E,F) 2Ü+1,(« -«  ||S ,/||E .

c) En particulier pour 1 < p < q <  +oo et £ =  1 +   ̂ ^ :

I I ^ / I I l,  <  I v ( D ) I r 2 « +1><ï-f> | |5 j / | | lp .

P r e u v e  : Ce lemme est immédiat. +

Corollaire 1.12
Si la norme de E est invariante par translation et homogène de degré —a et si S  est dense 
dans E, alors pour s, a < a, ( \ /—A )s~eT est un isomorphisme de Bg9 sur Bg9.

Nous utiliserons essentiellement les espaces B^ 1 et Bg00, ainsi que les espaces B^’p =  Bp’9. 
Dans la section 1.7, nous utiliserons également des espaces de Besov sur les espaces de 
Morrey-Campanato (de tels espaces de Besov ont déjà été introduits dans le contexte des 
équations de Navier-Stokes par Kozono et Yamazaki [KY94]).

Les espaces Bp’9 sont décrits par exemple dans [Tri83] et [BL76]. Dire que /  G B*’9 

revient à dire que (2JSAj f ) je z  G lq(U>). Les espaces de Triebel-Lizorkin Fsp,q (p < + 0 0 ) 
sont définis par (2JSA j/) jez G I-P{lq). En particulier F®’2 =  1 / pour 1 < p < + 0 0  et 
F?’2 =  'H1 où est l’espace de Hardy. Un autre cas que nous aurons à considérer est 
F2’2 =  H5 où H3 est l’espace de Sobolev homogène.

Les inégalités de Bernstein donnent immédiatement Bp’9 C B^ /9 pour p < p’ et s1 =

s + ï - î -Y P

Pour finir, nous rappelons le principe du paraproduit de J. M. Bony [Bon81]. Considé­
rons deux espaces E et F de normes invariantes par translation et homogènes de degré —a 
pour E et — fi pour F, avec a, fi > 0. On a donc E C B~Q,°° et F C B^f’°°. En général, le 
produit de deux éléments de E et de F n’est pas défini. En écrivant Sn / S n Ç (qui est défini 
puisque pour /  G E e t ÿ G F o n a  S n /  G L°° et Sn Ç G L°°) sous la forme :

S n / S n 9 =
k<Nl<N

= S  A t f A ‘S +  S  S  A‘ / AI9 +  E  Y ,
k<N l<k—Z 1<N k<l—3 k<N l<N,\l-k\<2
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on voit que les deux premiers termes convergent dans S ' quand N  —> + 0 0  vers des éléments 
de :

*■(/> g) =  J]} ^ j f Sj - ï 9  
j e  z

n ( 9 ,  / )  = 52 A j d S j - 2 f
j€Z

(car le support de (Aj f S j - 2d)A est contenu dans t.q. ^- < |£| < |2 J | )  et que l’obstruc­
tion à la définition de fg  provient de la non convergence éventuelle du troisième terme :

*(/,*) = £  E  Ai/**-
jez |i—j |<2

1.3 Solutions faibles des équations de Navier-Stokes

Dans cette section nous présentons la définition de solution faible pour les équations de 
Navier-Stokes et nous montrons que sous certaines hypothèses une telle solution est aussi 
solution d’un problème intégral équivalent ([Kat65], [Bro64]).

Ce sera sous cette dernière forme que nous aborderons par la suite l’étude des solutions 
« mild », qui ne sont qu’un cas particulier de solutions faibles. Rappelons la définition que 
nous avons donnée des solutions faibles.

Définition 1.1
Soit T  G ]0, + 0 0 ]. Une solution faible sur ]0,T[ des équations de Navier-Stokes est un 
champ de vecteurs u (t,x ) G (L2oc( ]0, T [xR 3))3 qui vérifie dans T>\ ]0,T [xR 3) ;

f V  • w =  0
< , _ (1.2) 
[ 3 p e V ' (  ]0, T [xR  ) t.q. dtü = A u -  V  - Ü ® Ü -  V p

On envisage d’éliminer le terme Vp  en appliquant l’opérateur de projection P =  Id +  
R ® R  aux équations de Navier-Stokes ; celui-ci n’étant pas en général défini dans V  il faut 
m aintenant préciser le cadre fonctionnel dans lequel toutes les opérations seront licites.

Nous considérons le cas de solutions faibles ü(t) G L2 (]0, T[, (E2)3) où pour 1 < p < + 0 0  

on définit Ep par

[ f  e  Lfoc: sup [  \ f (y) \pdy  < + 0 0 1
E  _  I X € R 3 ^ | | * - » | | < 1  1

I n 1™ [  l /(y ) l^ y  =  o f
V IW K + o o  V | | x - y | | < l  )

En réalité il ne s’agit pas là d’une véritable restriction.

B —a —β ,οο
30
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Les solutions faibles de Leray (ü(t) G L°° (]0, T[, (L2)3) n  L2 (]0, T[, (H1)3) j  [Ler34], ou

« mild » de Kato (iï(t) G C ([0 ,T[, ( I / )3) ,p > 3^ [Kat84], sont dans L2 (]0, T'[, (E2)3) 

pour tout T' < T. De même les solutions autosimilaires de Cannone [Can95] vérifient 

ü(t) G C* ([0,0 0 [, (B*,0°)3) et t*~%ü(t) G L°° (]0,0 0 [, (L9)3) avec s =  |  — 1, S < q < + 00 , 

et donc u(t) G L2 (]0, T'[, (L9)3) C L2 (]0,T'[, (E2)3) pour tout T' < 0 0 . Enfin les solutions 

« mild » de Meyer [Mey96] (u{t) G C» ([0, T[, (L3,°°)3)  ̂ conviennent également puisque 

L3,°° L2 +  L4 E2.
En ce qui concerne les espaces étudiés dans la suite de cet article, ce seront des espaces 

de Banach de fonctions X  qui vérifient X  *-»• L2oc, S  est dense dans X , \\f(x — x0)||x =  
||/(a:)||x  Varo G R3, ce qui entraîne immédiatement X  «->• E2.

Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.4 annoncée dans l’introduction.

Proposition 1.4 (Formulation intégrale des équations de Navier-Stokes)
Soit u(t) G L2 (]0 ,T[, (E2)3). Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) u, est une solution faible des équations de Navier-Stokes ;

ii) V • ü  = 0 et dtu =  Au — PV • u <g> u ;

iii) 3 Uo G (<S' ) 3 telle que ü(t) =  etAüo — J’0t ê i-S ÂPV • u<S> u(s)ds.

P r e u v e  : Nous commençons par vérifier que i) entraîne ii).
Si u(t) G L2 (]0, T[, (E2)3) est une solution faible des équations de Navier-Stokes, elle 

vérifie l’égalité (1 .2 ) dans un espace de distributions plus précis que V {  ]0, T[ xR3).
On définit en effet l’espace r  des fonctions de test en posant (p G r  <=>■ (p G 

C°°( ]0,T[ xR3) et 3 K  compact K  =  K(ip) C R tel que suppcp(t, x) C K  x R3 et Va,/? 
multi-indices, Vn G N on ait supie j0 T[ ||rrQ5tn<9f < |̂|Loo < c».

On considère alors r' le dual de r, c’est à dire T  G r' <==^ V K  compact il existe A k,  
B k, C k  et N k  tels que Wcp à support dans K  x R3 on ait

i(t, (p)\ < cK ^2 sup ||^r^^nLTO.
, \P \<B k  ,ti< N k

Comme E2 C <S'(R3), il est facile de voir que L2 (]0,T[, (E2)3) C (r')3 et donc aussi 
dtu, Au G (r ')3. De même, étant donné que toutes les composantes de u ® ü  sont dans 
L1 (]0 ,T[, (E1)3), V • u®  u est dans (r ')3.

En revenant aux équations de Navier-Stokes, cela entraîne que Vp G ( r ' ) 3 et que les 
équations peuvent être considérées dans r' et non pas seulement dans T>

Il n’est pas encore licite d’appliquer le projecteur P, mais nous allons contourner le 
problème en passant aux hautes fréquences. La nullité à l’infini des fonctions dans E2 

permet en effet d’écrire si u(t) G L2 (]0 ,T[, (E2)3), u = linifc_>_00(Id — S*)u et donc aussi 

dtu =  lim*_)._00(Id -  Sk)dtü  .
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Il est maintenant possible de faire agir P sur (Id — Sk)dtu', on obtient P(Id — Sk)dtiï =  
(Id — Sk)dtu grâce à V • ü  =  0 . Etant donné u une solution dans L2(E2), on peut donc 
écrire :

dtu = lim P(Id -  Sk)dtÜ =  lim [P(Id -  Sk)Au -  P(Id - S k) V - Ü ® Ü -  P(Id -  Sk)Vol.
k—t—oo h—ï—oo

où maintenant tous les termes sont bien définis. On envisage alors de démontrer que P(Id —
T1

Sk)Vp  =  0 VA; G Z et qu’on peut passer à la limite pour les autres termes. En utilisant la 
définition :

P(Id -  Sk)Vp = (Id -  V —V-)[(Id -  S*)Vp], 

si on prouve que VA: G Z

V[V • ((Id -  Sk)$p)] =  A(Id -  Sk)Vp

on aura résolu le problème. Ayant supposé p G P ' et non pas dans r ',  on ne peut pas 
commuter les opérateurs (Id — Sk) et V car le premier est défini seulement sur r'.

En testant sur une fonction (p € r 3 on est ramené à vérifier que (Vp, (Id — S'fc)(V(V •
0) — A 0))  =  0. Cela est impliqué immédiatement par la propriété exprimée par le lemme 
suivant.

Lemme 1.13
Soit p G T>' telle que Vp G (r ' ) 3 et soit ^ 6 r 3 telle que V • i f  =  0. Alors (Vp, -0) =  0 .

P re u v e  : Supposons avoir montré que V0 G r 3 t.q. V -0 =  0 il existe (p =  <£>2 , <p3) G r 3 

telle que :

(
<Pi \  /  d2<pz -  d3<p2 \
(p2 1 =  I d3<px -  di<p3 j .

/  V di(p2 -  d2<pi /

On aura alors conclu car il est toujours possible d ’approximer (p G r 3 par <j> G 2?3 et donc 
-0 par V A y .  Or, puisque V • (V A (p) =  0 on a :

(Vp, V A 0) =  (p, V • (V A $)) =  0.

La construction de (p découle essentiellement de la propriété classique suivante : si /  G «S, 
il existe g G S  tel que d\g = f  si et seulement si f  f ( t ,  x 2, x 3)dt =  0.

On commence alors par écrire tp = a + ¡3 où

û̂;i \   ̂ 0 ^
a  =  a 2 I =  ( f  ̂ 2( t ,x 2, x 3)dt)aj(x 1)

\ a3/  \  ( f  foi*, X2,X3)dtJ a lfa) j
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_ —* —# 
où J oj(x)dx =  1 , et f3 = ip — a.

On a V • a = 0 et donc V • /? =  0 et le problème revient à chercher 7  =  (0 , 72 , 73) et 
ô = (Si, 0,0) telles que =  V A 7  et a  =  V A i.

Du moment que f  /^(i, x2, x3)dt = f  /?3(i, x2, x 3)dt = 0 il existe j 2 et 73 dans S  telles 
que /32 =  - 5 i7 3 et j83 =  - ^ 72^

De V • fl = 0 on tire alors fi =  V A 7 .
Pour a, il est facile de voir que f  az{xi,t,xz)d t =  0  ce qui entraîne que «3  =  —8261 et 

grâce à V - a  =  0 o n a a  =  V A i .  4

Revenant aux équations de Navier-Stokes, nous avons obtenu :

dtu =  lim (P(Id — 5jfc)Au — P(Id — S*) V -u<S>u).
k—>—00

Pour le premier terme du deuxième membre on tire de V • ü  =  0 que P(Id — Sk) A u  =
T/

(Id — Sk) Au  et on peut passer à la limite obtenant lim ^-oo P(Id — Sk) A u  = Au.
Pour ce qui concerne le deuxième terme, on serait tenté de permuter le projecteur avec 

la limite, mais P n’étant pas défini sur r ' on ne le peut pas. Une analyse plus fine du terme
V • w® u nous amène à la définition d’un nouvel espace tel que lim^_>._00(Id — 5*)/ =  /  
si / G  Yqq et que P : soit continu.

Soit alors

X . =  { /  s  5 ;  : IIAj/Hl«, < 2¡C  si j  < 0, | |A ,/ | |L=„ < 24’C si j  > 0 }

normépar ||/||yTC =  supj€Z2“-i inf(l, 2"3j)
Il est facile de voir que si u(t) G L2 (]0, T[, (E2)3) alors V ' Î ® ï e L 1 (]0, T[, ( l ^ ) 3). 
Par ailleurs si /  € alors P/  =  F A jf  et ||P A j/||Loo < 2j C  si j  < 0  et

||P A j/||LOO < 2Z*C si j  > 0, donc P /  € Y ^  et P : Y ^  — > Y ^  est continu. Cela nous permet

ainsi de conclure que lim ^-ooP(Id — Sk)V•ü® ü  =  limfc_+_00(Id —5fc)PV-w®u =  PV-w®w 
et donc

dtü  =  A u — PV ■ iï <g> u. (1-9)

Passons à ii) entraîne iii). Dans l’équation (1.9) on a vu que P V -ü®iï € L1 (]0, T[, (5^»)3) 
mais on montre aussi facilement que A u  G L1 (]0 , T'[, (Yoo)3) pour T 1 < T  et donc dtu aussi. 
On peut alors écrire :

u(t) = f  d3u(s)ds +  w w G (<S'(R3))3.
J 0

On peut passer à la limite dans S' au deuxième membre et donc u(t) —y w pour t —>• 0 dans 
S ' ce qui donne un sens à la donnée initiale Üq =  w. De plus Uq est encore à divergence 
nulle.
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Considérons alors l’expression

Vi < T  v(t) = etAu0 -  [  e(t- s)APV • u <g> Ü(s)ds.
J 0

où l’intégrale converge dans (de sorte que v(t) — etAu0 G L°° (]0,T[, (K»)3)). 
Supposons avoir montré l’égalité :

dtv =  A v  — PV ■ ü ® ü .  (1.10)

On en déduit que :

J  dt(u — v) = A (ü  — v)

^w(0 ,:r) =  if(0 ,:r) =  Üq{x)

Alors sur ]0, i[xR 3 :
d, (e«-*>A(ü(s) -  ■?(«))) Û 0

d’où
e(<-«)A(u(s) — ï7(s)) =  C  =  0 dans r '(  ]0 ,i[xR 3).

On n’a pas le droit d ’inverser en général l’operateur e^_s Â, mais on peut le faire sur les 
basses fréquences et on écrit donc :

Ske^~s)A(u(s) - v ( s ) ) =  0 VA; G Z

pour obtenir
Sk(u(s) -  v ( s )) =  0

et enfin
u(s) = v(s).

Il ne nous reste qu’à prouver (1 .1 0 ). On sait que dtetAuo = AetAiïo. Il faut montrer 
que:

dt f  e(t- s)APV • u ® u{s)ds = A  f  e ^ ^ ^ P V  • u <g> u(s)ds +  PV • ü  <S> u{t).
J 0 J 0

Par une chaîne d ’égalités par définition ou bien par des propriétés immédiates on obtient 
V<£ G {V{ ]0,T[xR3))3, Vw(t) G L1 (]0,T[, (Y,x )3) :

(dt f  e^~3̂ Aw(s,x)ds,(f(t,x))
J o

=  — ( f  e(i~a)Aü>(s, x)ds, dt0 (t, x))
J o
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= — [  ( f  e(i âAw(s, -)ds, dt(p(t, -))dt
J o J 0

=  — f  f  (e(i_s)Aû;(s, -)ds,dt<p(t, -))dt
J  o J  0

=  — f  [  (w(s),e^~s Âdtip(t))dsdt
J o J o

=  f  f  (w (s),—dt[e^t~s Â0 (t)]+ A e^t~ŝ A0(t))dsdt 
J o J o

= f  f  —dt(w(s),e('t~siA(p(t))dsdt+ f  f  (Ae^~s Âw(s),<p(t))dsdt 
J o ./o J o ./o

rjri rjy ^

=  f  f  —dt(w(s),e^~s Â0(t))dtds+  f  ( f  A e^~s Âw(s,-)ds,0(t,'))dt 
J o ./s ./o ./o

=  f  {w(s, •), <p(s, -))ds +  (A f  e('t~s Âw (s,x )ds,0 (t,x ))
J o J 0

=(w(t, x), 0(t, x)) + (A f  e^~ŝ Aw(s, x)ds , ^?(i, x)).
Jo

Passons enfin à iii) entraîne i). Si ü(t) G L2 (]0,T[, (E2)3) est telle que ü(t) =  etAuo — 
/o<e«-*)APV • ü®  ü(s)ds avec Uq G («S'(K3 ) ) 3 et V • Üq =  0, alors on vient de montrer que

{

dfU = A u  — PV • u <g> u 

V - ü =  0 .

—*
Il faut maintenant reconstruire le terme de pression. En écrivant dtu =  Au — V • ü  <S> ü  +  
(Id — P) V • u ® u on doit pouvoir identifier (Id — P) V • ü  <g) u à Vp.

Pour pouvoir « intégrer », il est nécessaire d ’utiliser encore une fois un découpage fré- 
quentiel. En appelant

—»
V

Pj =  — • A j (Id — P) V • u 0 u

il est évident que Y lj^ P j  converge vers (Id — P)V • u <g> ü. Si YljPj convergeait dans 
V (  ]0, T[ xR3) on aurait terminé.

On a Vi G ]0, T[ :

IIp jW IIl»  <  I I A i ta ®  3 ) « ) I I l -  <  j  £ 23, \  >  °

donc J Zj>0Pj converge bien dans r '. Pour j  < 0 on n’a pas cette convergence, mais il suffit
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/
de « renormaliser » en rajoutant des constantes. Etant donné que

\Pj{x,t) - p j(0 ,t ) | < ||x|| Vpj{t)
L°°

< \\x\\2  ̂ V • u ® u(i)
ôo

où V  -ü<g> ü(t) G Ll ( ]0, T[ ), — Pi(0)] converge dans t '  et on peut ainsi
Yoo —

définir

P =  +  U b i  -  Pi(0)]
i>0 J<0

de sorte qu’on ait Vp =  =  — P)V • u <g> u et on conclut. +

Remarque. Notre démonstration prouve qu’une solution u G L2([0, T[, (E2)3) des équa­
tions de Navier-Stokes appartient à C ([0 ,T[, (B^4,°°)3).

1.4 Existence de solutions « mild »

Dans cette section, nous montrerons les points A et B du théorème 1.6  sur l’existence 
de solutions « mild » dans les espaces limites. Il s’agit d’une généralisation assez directe 
du théorème de Kato sur l’existence de solutions « mild * dans L3.

On considère un espace de Banach E de distributions qui vérifie :

S  est dense dans E ; (1 .4 )

E s’injecte continûment dans Lfoc ; (1.5)

||*||E est invariante par translation. (1 .6 )

(E s’injecte alors continûment dans l’espace E2 défini dans l’introduction).
Pour prouver l’existence de solutions « mild » dans E des équations de Navier-Stokes 

(c’est-à-dire pour Üq G E3, V • üo =  0, de solutions faibles u(t) G C  ([0, T[, (E)3) des 
équations de Navier-Stokes sur ]0,T[ vérifiant u(0, •) =  Uq), le formalisme de Kato [Kat84] 
consiste à rechercher un point fixe de la transformation intégrale

u(t) i->- etAuo — f  ê i_s ÂPV • u <g> u(s)ds.
J o

On part donc de ü(0) =  0 et on pose ü(n+i) =  etAu0 +  B(ü(n),U(n)) où B(ü,v)(t) =

— / J P e ^ - ^ V  • ü<8> v(s)ds. Si B (-, •) est bicontinu sur C ([0 , T[, (E)3) et si

P (tr ,tO (i) ||E < v(t)  sup ||w(s)||E sup ||t7(s)||E (1.11)
0<s<i 0<s<t
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avec limt_>.o v(t) = 0? ü suffit de choisir T  de sorte que sup0<s<T rj(t) < 4|(̂ [[e pour voir que 
ü h-y etAü0 + B(ü, ü) est contractante sur

A = {ü(t) € C ([0 , T[, (E)3) t.q. sup ||tt(i) ||E < 2 ||u0||E}
0 < t < T

et envoie A dans lui-même. Cela entraîne l’existence (et l’unicité) de ü sur [0 , T].

Théorème (Kato-Cannone)
i) /Kato/ Pour p G ]3, +oo[, IP vérifie (1.11) avec r](t) = Cpi5“5?. H y a donc existence 

et unicité locales des solutions « mild » dans I / .
ii) /Cannonej Plus en général, si E vérifie (1.4), (1.5), (1 .6 ) et ||Aj(uv)||e < rjj ||u||E ||u||E

avec ^  2~l\  < +oo, alors en prenant rj(t) = C { ( £ 2 * ^ 0  + ^ V i >  1 2~SVj}, 
j e  z

E vérifie (1.11). Il y a donc dans ce cas existence et unicité locales des solutions 
« mild » dans E.

P reuve : ([Kat84], [Can95]).
i) Il suffit de remarquer que ||PeAV||_jE_ < + 0 0  (puisque

P - l

IPeAV||_a_ < £  b> { § )  1 * 1 ™  ( f )  eAV |.

< E  i“  <c ) i * 2 • i« 2 ( ° ) f  i ‘2i i eAii
j <  0

+ E  1“  (° )  »¡¿r2 '  lpi2 (D) ¿ ll .2 -2j|Aea V i1
j >  0

et donc

IIBtttOWHï, < ri»PeAV|| . ( ¿ -a ) -* “*  | | ^ ) | |Lp I|^(S)||Lp^
J 0

< Cf*"£|PeAV | ^  sup \\u(s)\\LP sup IliT^IlLp.
p 0<s<t 0<s<t

ii) Ce point est tout aussi immédiat. En effet, on a

l|£(«>tf)(*)llE < 5 2 ^ ' Î  i ^ (t“' )AVÎÎ ¡irfs sup ||t*(s)||E sup \\v(s)\\E.
J 0 \ ^  /  0<s<t 0<«<t

et

|Pe<‘- ’>AVfi ( | )  | ,  <

' y iPvnfD )!! ieA|i  2 < i

‘ - ^ m i n | | e ^ | l |TO(Z))|1, i 5 ^ i - ; j |A e Â | 1|p in ( I > ) |I} 1 < 2>V*.
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Dans le cas de L3, l’inégalité (1.11) devient fausse (en fait, B  n ’est même pas continu sur 
C  ([0, T[, (L3)3) [Oru98]), mais l’algorithme du point fixe converge encore. En effet, = 
etAü0 vérifie sup0<f<T y/t ||w (i)||Loo < +oo et limt-^o ||Loo =  et ces propriétés
restent vérifiées par i?(n) : si G =  {u(i) G C  ([0, T[, (L3)3) t.q . supt6]0 T[ y/t ||w (i)||Loo < +oo 
et limt_,0 y/t ||u (i) ||Loo =  0} et si G est normé par supt6]0)T[ y/t ||u (i)||Loo + supi€]or[ ||w (i)||L3, 
alors B(-, •) est bilinéaire et continu sur G :

H B ( s , 5 ) « ) I I l »  <  J ‘ l P e A ^ I i ^ =  I I « W I I l .  I I ^ M I I l »

< C ||w ||G SUp y/s ||îT(s)||loo 
0 < 5 < t

| | B ( S , f l ) ( t ) | | L_  <  f  | P e A V | f  1  1  . ^ | | g W l l L « l [ ^ ) [ l L - > ^
J 0 V i - s ( v i - s ) 2 S 4

C  i

-  ~n  sup II^(s)IIl6 sup v ^ l|v (s )||Loo
y / t  0< s < t  0 < s < t

^  -^ï N Ig sup  v^ II^ (s)IILoo
y / t  0 < s < t

d’où le théorème de Kato [Kat84].

Théorèm e (Kato)
Si ü0 G (L3)3, V • Uo = 0, il existe T (u0) > 0 (avec T  = +oo si 11"¿to 11l3 es* assez petite) tel 
que il existe une et une seule solution faible ü  des équations de Navier-Stokes sur ]0,T[ 
qui vérifie ü  G C  ([0, T[, (L3)3), sup0<i<x y/t ||w (i)||LOO < +oo, lim ^o V t ||w (i)||LOo =  0 et 
u(0, •) =  ü0.

Nous allons m aintenant généraliser le théorème de Kato au cas des espaces limites. 
Rappelons qu’un espace lim ite est pour nous un espace de Banach E tel que S  <—>■ E <->• 
Lfoc, S  est dense dans E, ||- ||E est invariante par translation et homogène de degré -1 par 
dilatation.

Les exemples que nous considérerons seront principalem ent :

★  L3 ;

★  les espaces de Besov Bp’9 (1 < p < 3, 1 < q < +oo, s =  |  — 1) et de Triebel-Lizorkin 

Fp9 (1 < p < 3, l < q <  +oo, a =  |  -  1) ;

★  l’espace F2’2 =  {u G S'0 t.q . Au G 'H1} où V } est l’espace de Hardy;

★  pour 2 < p < 3 l’adhérence de S  dans l’espace de M orrey-Campanato MP)3 défini

par : /  G MPj3 <=> /  € Lfoc, supfi>0 supXo€R3 JR1'*  ( f ly_Xol<R |/(îO P dî / ) ' < + °°-

Vi
ds

Vs
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Existence d’une solution globale pour une donnée initiale de norme petite  
(Théorème 1.6 A] )

Rappelons qu’il s’agit de démontrer l’existence de ¿>o(E) > 0 tel que si E est un espace 
limite qui vérifie de plus

l|A0(/<7)||E < c  ( ||/ | |E IM U  +  | |/ | |LOO Hsiy (1.12)

alors pour tout uq € E3 tel que V • üQ = 0 et ||uo||E < ¿0, il existe une (unique) solu­
tion ü € C ([0, +oo[, (E)3) telle que supt>0 ||u(i)||E < +0 0 , supi>0 y/t ||w(i)||Loo < + 0 0  et
lim ô y/t ||w(i)||Loo = 0.

Remarquons que (1.12) est immédiat pour E = L3 ou MP)3 (puisque dans ce cas ||/#||E < 
II/IIe IÎ IIl00) facile pour E = Fp,q ou Bp’9, p<3, s = |  — l:on utilise le paraproduit de 
Bony fg = 7r(/, g) + 7r(g, f  ) -t- R(f, g) et on a

l|Ao7r.(/,#)||E « ||A07t(/,p)||Lp < C\\g\\LOO (||A_i/||lp 4- ||A0/||Lp + llAx/Ĥ )
< c " I M I l ~  W/We

et
[|^o-R(/,æ)IIe «  ¿2 ||A0(A ,/)(A ,ÿ)||L,

j > - 2 | i - j | < 2

< C i|ÿ||L» Y . H/He = c  | | / | |E H ffiu .
J > - 2

La démonstration de l’existence de ü est quasi immédiate. On introduit
(ü(t) G C ([0, +oo[, (E)3) t.q. sup(||u(t)||B + Vt ||u(i)||Loo) < +0 0 , ï

E — J ¿>o l
\  JimV |̂|u(i)||Loo = 0. J

On vérifie d’abord que etAUo G E,*,. En efFet, ||eA/||Loo < C ||/||E est immédiat puisque 
E ^  S' et || f(x -  x0)||E = ||/||E, d’où ||etA/||LOO < ^ ||/||E par homogénéité. Les inégalités 
||eiAu0||E < |eA|||i ||u0|Ie et lleiÂ o||LOo < % ll«o||E sont donc immédiates ; lim ||eiAw0||Loo =
0 vient alors de ce que S est dense dans E. On vérifie ensuite que

e(i-s)APV • ü<g> v(s) < C ■̂ L_^=(||g(s)||E>/i||v(a)||Lc» + ||̂ (s)||E >/»!!**(») IIl«)-
E y /t — S V s

Il suffit de prouver que ||A .,(iï<g> v )||E <  C7(||«||E | | t 7 | | L oo +  ||v ||E | | u | | L o o ) ,  puis que

^,e«-)Apvn ( I )  i,
je z ' '

< £  2j |PVn(Z))|, +  Y , 2i( t1_  s ) | P ^ v n (£)) |1|A e&[i < C - t =
2 i V t = s <  1 V y / t = 8 > \  '

IIΔ ο R (/. 9)IIL p < Σ
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(ce qui donne e<* s)AFV  · u <S> v(s) < < ? ; / = ( Ν | Ε  \\v\\LOO +  ||i ; ||E ||w ||Loo).
B E

On a en particu lier:

e<*-»*PV · ΰ  ® φ )  < ||u ||L„  ||e ||L„
L°° \ / t  — S

e t

e(< *)Δ ρ ν  · u  ®  v ( s ) <  . ^  e ( 2 >AP V  · u  <S> v ( s ) ||«||L«,
L°° yjt — S E

< ^ ( N I e IMIl-  +  IMIe N Il~)

d’ou

e(t s)AF^  . -  0  -(s) < C  3 v/||n llLoo ||^[Ilo°a/|I^He IMIl» +  N I l~ IMIe ·
L°° (ί — S)4 v v

Comme f* =  L1 ~r^==da < +oo et f* 1 ds . =  f.1 t dtT .JO </ly/t=S  JO ^/dy/T=B JO JO σ ^ α _ σ ) ί < +oo on voit

que J5(·, ·) est bilineaire continu de Eqq x Eqq dans Eco.
On considere alors F(u)(t) =  etAu0 +  B (u ,u )(t) et on va montrer que pour un bon 

choix de R  > 0, F  est une contraction de la boule B(0, R) c  Eqq dans elle-meme. En effet, 
si μ  est la norme de l’operateur B  sur Eoo x Eqq, on a

I I^ W IIe ^  <  ΙΚ Δδο||Ε„  +  μ  N I L

et

\\F(u) -  F (u )|L  =  \\B(u,u) -B (t/,v ) ||ir  < ||B (u  — v , u ) ||E 4- \\B(v,u — ϊΤ) ||ε

<  μ ||(ω ^OIIeoo (II^IIeoo II^IIeoo)

et il suffit de choisir R  tel que

La valeur R = 1  ̂1 —U0̂ Eo° remplit les deux conditions et de plus R < 2 ||β ί Δ ϊ? ο||Ε ο ο  < 

2C ||t? 0||E. Pour ||« o |Ie  < cT> ^ existe un unique point fixe u 6 B (0, R) C E ^ de l’application 
F.

lie
l l E o o

+ μ Β 2

{ 2μ R < 1

< RtA U0
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Existence locale (Theoreme 1.6 B] )

Lorsque uq est trop grand, la condition (1 .1 2) ne suffit plus a assurer la contractivite de 
l’application F : car ||B(u, u — v )||E se controle par sup ||u (s)||E sup y/s ||w(s) — v (s)||LOO +

5 > 0  5> 0

sup y/s ||w (s)||Loo sup ||u(s) — v (s)||E et dans le premier term e supa>0 ||w (s)||E ne peut plus
5 > 0  5 > 0

etre rendu assez petit pour garantir que F  soit contractante. On va done demander a E de 
verifier une forme modifiee de (1 .12) ou le poids de la norme sera attenue:

3 a  € ]0 ,1 [ tel que : V e > 0 3 M(e) >  0 tels que V f,g €  E n  L°°

| | Δ 0(/</)||Ε  < M(e) | |/ | |E M u »  +  c ||y ||E | | / | |^  ||/ ||J r “ (L13)

A nouveau, (1-13) est verifiee par les espaces que nous considerons: pour L3 ou MP)3 

e’est im mediat puisque | | Δ 0( /^ ) ||Ε  < | | / | |E H ÎIloo- Pour E =  F£«, E =  B3p'q,p <  3, s =  1, 
on le verifie en utilisant a nouveau le paraproduit de Bony: on a | | Δ 0(/<?)||Ε  ~  ||A 0 ( /g ) ||LP 
et on sait deja que | | Δ 0( ττ( / ,^ ))||E < C ||/ ||E ||^ ||Leo et | | Δ 0 ( Λ ( / , ρ ) ) ||Ε  < C ||/ ||E ||0 ||Leo de 
sorte qu’il ne reste a etudier que | | Δ 0 (7γ(<7, / ) ) ||Lp. On ecrit

Δ ο τ τ  (g, f )  =  Δ 07γ((5 35  -  S -3g), SLf ) +  A 0n((S3g -  S-.3g), f  -  SLf) .

On a

| | Δ 07γ((5 3<7 -  S -3g), f  -  SLf ) ||LP < C \\S3g -  S .3g\\Loo \\f -  SLf  ||LP

< C’ IIp IIloo II/IIE 2 -£(*-!)_

Si on pose I  =  | | Δ 0π( ( 5 3ρ  — S -3g), S x /)||LP on remarque que l’on peut m ajorer I  par 
||S3g -  5 - 3^ 11LP ||5 l / | |Loo < C  ||^ ||E | |/ | |Loo et, en choisissant p > 3 > p et A +  A =  A, que I  
se m ajore egalement par

En faisant la moyenne geometrique de ces deux estim ations, on obtient pour L < 0:

Ι|Δ„π(9, /)||L, < C ||9||L~ ll/llE + C' ||S||E ||/||| ||/||*. 2

On obtient que E verifie (1.13) en prenant a  =  |  et en choisissant, pour e > 0 fixe, L  tel 

que C'2l ^ ~ &  < e.

WSzg -  S-sgWu ||Sx/UL„ < C M eΣ
3<L

ΙΙΔ3f L ·

L(12 _3_ 
2  p)

< c \\9He Σ
3<L

2j (1 ) II/ IIE

< σ II9He II/ IIE 2L(1 s )p’
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Nous pouvons maintenant démontrer le point B du théorème 1 .6 . On considère à nou­
veau F(ü)(t) =  etAüo + B(iï, u)(t) et on va montrer qu’il existe T  > 0, p > 0 et R >  0 tels 
que l’application F  soit une contraction de l’espace FjTîPjR défini par

' ü(t) € C ([0 ,T[, (E)3) t.q. sup ||w(s)||Loo <  p'
0 < s < T

E T,p,R  =  < SUP IIw(s)IIe —  R  ►
0 < s < T

\ im V t  ||«(t)||Loo =  0 ̂ t—rU >

qui est un fermé du Banach E y ^ , l’analogue sur [0, T[ de E«, , normé par ||u ||Etoo =  
SUPoocr l|w(s)||Loo +  sup0<s<r ||u(s)||E.

On commence par vérifier le lemme suivant.

Lemme 1.14
Pour u, v € Er>00 et e > 0 on a:

| |£ ( u, é7)(*)IIb°-i +  ||B(v,tx)(i)||èo.i <b \ij

< C  (e  sup ||tx(s)||E ( sup y/s ||îT(s)||LOO)a ( sup ||tT(^)||E)1_0! q  14\
\  0< s< t  0< s< t  0<s< t

+M (e) sup ||v(s)||E sup V^I|w(«)IIl~ )
0<s<t 0<s< i J

et aussi

>/i||.B(ii,v)(f)||Loo +  \\B{v, tZ)(i)||Loo <

< c  M . / s u p  ||u(s)||E sup y/s ||w(s)||LOO /( SUp y/s | | ^ ( s ) | |Loo)Q+1( SUp ||i7(s) He)1-0 
\  y o<s<t o<s<t y o< s< t  o<s<t

+ M(e)a sup >/«||t*(a)||Loo /  sup ||v(»)||E sup a/s l|v(«)llL~ ) • 
o<s< t  y o<s<t o<s<î J

(1.15)

(En particulier, si IimVs ||î2(.5)||loq =  lim ^s ||v(s)||Loe =  0, on a bien lim [|B(ü,  v)(s)||L„  =
5—>0 S—>0 5—>0

Oet B (3 ,0 )e C ( [O ,r [ ,  ( B |‘)3).)

P r e u v e  du  l e m m e : les transformations de Riesz opèrent continûment sur B^’1, de sorte 
qu’on peut se ramener à l’étude de l’opérateur scalaire A(u, v)(t) =  f* e^~s Ây/—A  (uv)(s)ds. 

On remarque d ’abord que a  défini par eAy/ —A =  a{D) vérifie |a(a;)| < ■ il suffit

de remarquer que (1 +  |x|4)a(a;) =  J^3(I<iH~^|)(1̂ 1 e~Z2)el(x&dÇ et que A |(|£ | e- ^ 2) =  
CÔ+/3(Ç) où /?(£) est ü ( |^2  ) au voisinage de 0 et à décroissance rapide à l’infini, de sorte que
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f3 G L1. Cela entraîne pour /  G Ei, ||o: * / | |Loo < C | | / | |El puisque SUP la (2/)l < +°°
*€Z3Î/€5(M)

(où B(x, R) est la boule fermée de centre x et de rayon R), et donc a* f  E Co (par densité 
de S  dans Ei et puisque pour a  G L1 on a a  * /  G C0 lorsque /  G S). En particulier pour
u, v G E on a y/—.AeA(uv) G S q.

Pour montrer l’inégalité (1.14), il suffit d’estimer I  =  f* ||e^_s Â-\/—Aw(s)||^o,i ds.

Pour cela, on écrit I  =  f 0 avec Jj(s) = || Am;(s) ||E. Ij(s) se contrôle
facilement :

I,(s) < inf ( l e C - ^ I J v ^ Â f i  ( § )  | „  ( | )  | :  ) ■ | |A ^ ( S)||E

<C inf ( y - (4J(t2_  a))g)  HA3ot’(s)Ne

<C 'inf ( y ,  (V J J_  s--i )  (m(£) ||o(»)||e ||«(*)||l » +  e ||«(i)||E ||«(»)||î„

( ^ « » W I I e )1-*)

et donc

I  < c ( e  sup ||u(s)||E ( sup v/s||v(s)||Loo)Q( sup ||w(s)||E)1_a
\  0 < s < t  0 < s < t  0 < s < t

/  . 2j \  2j(1_a>

l̂ 'mt(2'wïï=w)̂ -ds
+ c a î w osup v ï h - w h l .  « p  E i ° f  ( ^  ( « % > * )  £ )

< c ( e  sup ||u(s)||B( sup v/s||^(s)llLoo)a( sup ||v(s)HE)1_a
\  0 < S < t 0 < S < t  0 < S < £

+  M(e) sup A/i||«(s)llLoo sup ||v(5)||e )
0< s < t  0< s < t  J

car les deux intégrales se majorent respectivement par

/** ds _  i 1 dcr
Jo s ^ i t - s ) 1-? = J 0 c r ï i l - a y - ï

et par

f 1 ds f 1 do
JO y/sy/t — S Jo y/Ôy/l — G

I
λ,2

e lllil
V = 5

Δ 2
Ω

Σ i€ Z Tjds Δ je
(t —
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Pour (1.15) on part de l’inegalite (qu’on vient de dem ontrer): 

e i^~ lA V —Δ  (wy)(s)
E

<  c  ί - 4 τ -— “T j r a 6 llw(s )llE ( V s llv (^)llLoo)a
\ S2  (t — S) 2

+ -L -^ L = M (e)V i||u(s)||LOO ||„(S)||E)

et de eL2iA w (s) < ||t^(s) ||E pour en conclure:

e ^ ~ s Â V —~A(uv)(s)
L°°

<  C ( - ^ r r ^ T ^ r  M * ) I I E  ( λ / s \\v(s)\\Loor  | | φ ) ΐ ϋ -  +
yS2 (t — s)2 2

par ailleurs

e ^ Ay /^A u v (s)  < c i - ^ = v / i |K « ) l l L<x.Vi|Ke)llL~

d’ou en m oyennant:

e^~â A V —Δ  m /(s)
L°°

^  g  6 *  Λ .  ,, \ i - «  V ll“ W llE ^ II“ (»)lll·- (ν^ΙΚ*)Ι1ι.~)“+1 H *)IIe~°V S 4  + 2 (i — s)1 4 V

+  Af(e)a4- 1 'T \ / s 1Ms)I1l°° > /H « )IIe v^ H « ) I ILoo )
S4 (t — s)4 Y y

et (1.15) est demontree car les deux integrates se majorent respectivement par

f t ds _  1 Γ 1 da

Jo  s^ + 2 ( i — s)1 - f  Vt Jo  (T<+^(1 — σ ) 1 - ί

et par

f  ds -  —  Γ  da
Jo 5?(i — s)* V t  Jo σ *{1 — σ ) ϊ

Le lemme est done demontre.

+
M (e)

(t s)V~S IIu (s) IIL°° IIV(s)IIE)

IIV (s) II
1
E
—a +
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F in d e  la d é m o n s t r a t io n . Il s’agit de trouver T, R  et p pour que F  soit contractante 
sur Et,r,p et laisse Et,r,p stable. On écrit H-F̂ u) — .F(v)IIet r = B{Ü — ¿7, ü) +  B(v, u — v) 
et on applique (1.14) et (1.15) pour obtenir, pour ü ,v  €. Et,p,r-

i m s J - i ’W IlE r. SUP I K M - ^ ) | | ETM( f i i  +  M (£)p +  v ^ v ^ + v /M W p)
’ 0  < s < T  ’ v /

de sorte que on va imposer (eR  +  M(e)p + y/ëy/Rp -f y/M (e)pSj  < è  ; il suffit de prendre

j € < 3CR

j p  < mm ( ^ C2eR i 3 C-(M (e) +  ^ /Â fji))) '

ce qui fixe le choix de p en fonction de R.
Il reste à assurer que Et ,p,r soit stable sous l’action de F. Il suffit d ’écrire pour u € 

Et ,p,r , pour t < T  :

l | i ’W ( i ) l l E < | | e , i C o | | E  +  l | B ( i 2, a ) ( i ) l l E

< HuoIIe +  CeRpaR l~a +  CM (t)pR

et

Vi ||F (u)(î)||Loo < yft ||eiAu0||LOO +  C y/ly fp R y / pi+°R}-° + C y / M {e)pyfÏR.

Si on impose à p les conditions supplémentaires

<  . ( ___ 1__________ l _ _ \
p _  min (4 R i-aCe)± J

' ■ ( 1 1 \,o <  mm ------------------------r , ---------------- j-------  ,
\(16C 2eR2- a)^ (4CM (e)i)2R J

on obtient

l | i ’( > î ) ( i ) l l E < l | 5 ollE  +  f

'St | | î ’(ü ) ( î ) I I l»  s  yTt | |e , a S0 |!L*  +  J .

On prend donc R  =  2 ||wo|Ie> P âssez petit (en fonction de R), puis on choisit T  tel que 
suPo<t<j'y/t ||eiA,uo||Loo < § et démonstration est terminé: Et ,p,r est stable et i 71 y est 
contractante. ♦
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1.5 U nicité des solutions « mild » : les espaces lim ites 
« réguliers »

Nous nous intéressons dans cette section et dans les suivantes au problème de l’unicité 
des solutions dans F =  C([0 ,T[, E3) pour un espace limite E. Rappelons que l’existence de 
solutions « mild » a été établie à l’aide d’un théorème de point fixe dans le sous-espace 
F* =  {ü  G F / y/tu G (L°°(]0, T[xR3 ))3,limt^ 0 v/î||w ||oo =  0}. L’unicité dans F* est donc 
immédiate et le problème est de s’affranchir de la contrainte y/tu G (L°°(]0, T[xK3))3.

1.5.1 Un cas élémentaire : le théorèm e de Le Jan et Sznitman

Récemment Le Jan et Sznitman ont montré qu’il existait des espaces limites E tels que 
l’opérateur bilinéaire (ü ,v ) —> B(ü, v) opérait continûment sur L°°(]0, T[, E3) de sorte que 
le problème de l’unicité se résolvait directement dans L°°(]0, T[, E3) [JS97].

Théorèm e 1.15 (Y. Le Jan—A.S. Sznitman)
Soit APM =  (w(x) G Sq t.q. supç€K3 |f |2 |w(f)| < °°} •

Alors B(ü,v)(t)  =  Pe(t_i)AV • (ü <g> v)(s) ds est bicontinu de
L°° ( ]0, oo[, (APM)3) x L°° ( ]0, oo[, (APM)3) dans L°° ( ]0, oo[, (APM)3) .

Nous en donnons ici une preuve due à M. Cannone [Can97].

Lemme 1.16
Soient f , g €  (APM)3. Alors:

sup H -H /te) * F{g)(Ç)\ < C  sup |f  |2 |.F (/)(f)| sup |f |2 |.F(£)(f)|.
£€R3 Ç€R3 çeR3

P r e u v e  : Il suffit de montrer que :

L  Ii -  »PM 2 * 7 -  C W\'

c’est immédiat puisque l’intégrande est bien intégrable (au voisinage de 0 , de f  et à l’infini) 
et que l’intégrale définit bien une fonction radiale homogène de degré -1 de f . ♦

P r e u v e  du  t h é o r è m e  : on veut évaluer :

sup sup |f |2 I f  T  (P e ^ - '^ V  • ( ü ® v)(s)) (f)ds
t>0 Ç€R3 \Jo '  '
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En passant aux composantes et en majorant, on a :

sup sup |£|2 f  e~(<-s)^2|£||(û * v)(s, £)|cis 
t>0 Ç6R3 Jo

<C (sup sup |e|2 |û(s,OI ) (sup sup |£|2 |v(s,f)l ] sup sup ( l  - e _t|i|2) 
y «>o çeR3 /  \  «>o ieR3 J t>o çeR3 '  /

- C  ( sup sup |f |2 |û(s,f)l J ( sup sup |^|2 |f)(s, 01 ) • 
y S>0 ÇeR3 )  \  s>0 £€R3 J

♦

Le résultat de Le Jan et Sznitman nous a permis alors de résoudre le problème de 
l’unicité pour E =  A'H1 =  {u € S'0/  A u G U 1} =  F2’2, un sous-espace de L3 que nous 
étudions comme cas d’école plus simple que L3 :

Corollaire 1.17
Si ||uo||A-«i est assez petite, la solution globale à la Kato est l ’unique solution dans l ’en­
semble C  ([0 , +oo[, (A?/1)3).

P r e u v e  : On remarque d’abord que A'H1 est un sous-espace de APM. Soit v (t) une autre 
solution dans C  ([0, T[, (A?/1)3) avec même donnée initiale uq(x) = v(0 ,x). Nous donnons 
à cela la signification suivante :

v(t) =  etAuo — f Pe^~ŝ A V • (v <8> v)(s)ds dans S'.
Jo

Soit ¿o =  sup{i > 0 t.q. u (s) = v (s) sur [0 , i]} (cet ensemble n’est évidemment pas vide). 
Supposons to < T.

On a, en posant ü(t) — v(t) = w(t):

||i/;(î)||Apm =  || B(u,u)(t) — B(v, ^)(î)||^pm

=  ||£(w,«)(i) +  £(v, «;)(*) || APM

< C  sup ||îü(s)||apm sup ||u(s)||APM4 - sup ||ü(s)||ApM 
0<s<t L0<s<t 0<«<i

< C sup ||û;(s)|| APM 2 sup ||u(s)||Awi +  sup ||û/(s)||AWi .
0 < 5 < *  L 0 <S<t 0 <S<t

Ü(t) étant la solution à la Kato, V£ > 0 ||^(5)||a ^i < ^  pourvu que ||wo|Ia«i < S < 
ô0(A H 1).

Par ailleurs il existe t\ > to tel que sup0<s<il ||'^(s)||AHi < ^  grâce à la continuité de 
u(t) et v(t) et à la définition de ¿o-



1.5. UNICITÉ DANS LES ESPACES LIMITES « RÉGULIERS » 35

Donc
sup | H s)||apm <  -  sup ||w(s)||APM,

0<s< ii 0<a<ii

d’où w(s) = 0 sur [0 , ¿i[ dans APM et donc dans A H 1, ce qui contredit la définition de 

to• ♦

Il est intéressant de remarquer, comme l’a fait M. Cannone [Can97], que l’espace APM 
dans lequel on peut démontrer la bicontinuité de l’opérateur bilinéare n’est rien d’autre 
qu’un espace de Besov. En effet

APM =  Bp^ = i f  e  S'Q t.q. sup 2 2j | | A < + o o ) .
L iez J

C’est cette remarque qui nous a permis d’étendre ce premier résultat d’unicité à d ’autres 
espaces fonctionnels limites simples comme nous allons le voir dans la section suivante.

1.5.2 Espaces lim ites réguliers

Nous allons caractériser dans ce paragraphe les espaces fonctionnels pour lesquels on 
peut adapter immédiatement la méthode utilisée pour A H 1.

Définition 1.18
Un espace fonctionnel limite régulier pour les équations « mild » de Navier-Stokes est un 
espace E limite au sens de la définition 1.5 qui vérifie de plus la propriété suivante

3C > 0 tel que V/, g € E ||A0( /s ) ||E < Csup ||A .,/||E sup ||A ^ ||E (1.16)
jez jez

On remarquera que la propriété (1.16) peut se récrire:

l|A>(/ÿ)||E <  C2i ||/||b£“  IIsIIbJ“  •

Soit X  un espace de Banach ; on notera C* ([0, T[, X )  le sous-espace des fonctions f( t ,  x) 
de L°° ([0, T[, X )  qui sont continues de [0,T[ dans X  au sens des distributions.

Lemme 1.19
Soit E un espace limite régulier, T  € ]0 ,oo] et u (t),v (t) € C  ([0 ,T[, (E)3).

Alors pour tout t € ]0 ,T[ l ’intégrale B (u ,v )( t) =  — f* Pe(i-S)AV • (ü ®v)(s)ds converge 
au sens des distributions vers un élément de (BE°°)3.

De plus B (u,v)(t)  G C» ^[0,T[, (BE°°)3  ̂ et en particulier lim ^o B(u,v)(t)  =  0 dans 

(S ') 3 et

V i G [0 ,T[ ||£ (u ,tf)(i)||èo,=o < C  sup ||w(s)||éo,=o sup ||u(s)||Èo.oo .
E 0<s<t E 0<s<t E
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P r e u v e  : Les transformées de Riesz agissant continûment sur BE°°, on peut encore une 
fois démontrer le lemme pour l’opérateur scalaire A{u , v)(t) =  fç e^~3̂A\ / —A  uv(s)ds. On a 
que e^~s Â\ / —A  uv(s) G EV s € [0,t[ et aussi, e^~s Ây/—A  uv(s)ds converge dans E Ç 
S '0 V0 € [0, t[. On montre maintenant que € S  il existe lim$_».t ( JJ,* e^~s Ây/—Auv(s)ds, 0 ) 
et que cette limite est dans S'0. On a :

( I e(i-s)AV —A uv(s)ds, <f>)
J o

p0
=  ( S ^ A j  J e(i_s)A\ / —A uv(s)ds, <j>) 

i e  z  J °

=  f  ^(t~3)A^ - ^ u v ( s ) d s ,Q  <f>)
jez 0 ' '

=  f  e(t_5)Av/ZÂ  uv(s)ds, Œ ( ^ jW )
jgz *'° '  '

=  £ * < £ ( * ) ' n ( § ) * >
jez '  '

où on a appelé /¿(Æ) =  ¿-Aj e^-s Â\ / —A uv(s)ds.
On a que / 7 (0) € E et fj(0) —>■ f j  (t) dans E.

De plus, ||/j(0 )||Loo < C? V j 6  Z, V0 6  [0 ,i]; en effet :

||e(Î" ' )AvCI^  Ai(wv)(5) hoods 

f0 n (f) l l* i( t« /)0 0 ||B «fo

<  Jq in f ( 2 i> (4J- ( / _ g))2)  2" l l - M I I * -  I I « « ! ! * -  ds
< [  inf ( l ,  ) da sup |K s ) ||èo,oo sup ||v(s)||Éo,co 

J  0 V a  /  0<s<t E 0<s<t E

< C sup ||u(s)||gO,oo sup ||i;(s)||gO,oo .
0<s< t  E 0<s<t E

On conclut que lini0_>t ^2jeZ fi ( ^ )  <f>) =  ^2jeZ{2j grâce au théorème de
convergence dominée, et donc dans S ' / J e ^ _s Â\ / —A uv(s)ds =  5 ^ j e Z 2

Enfin on a que So(A(u,v)(t)) =  Y!j<o 2j Sofj{t) e Q> car ||5o/j(i)||L«, < C Vj € Z et 
Sofj(t) € C0, ce qui entraîne que A(u, v)(t) € «S£ V t € [0 ,T[.

Il faut maintenant prouver que supjeZ Jq || Aje^~s Ây/—A  m;(s)||E ds < oo.
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Or, d ’après le lemme 1.11  :

f  IIA je('t~3̂ Ay/—A  uv(s) ds 
J o '' e

-  L inf ( 2i’ m t -  » » 0  l|Aj(u,;)ll=ds
/•v t  ^

< C  sup ||u(s)||É0,oo sup ||v(s)Hb0.oo /  do
0 < s< t  E 0 < s< t  E Jo L +  O*

ce qui permet de conclure. 4

On obtient donc le théorème d’unicité suivant.

Théorèm e 1.20
Soit E un espace fonctionnel limite régulier pour les équations de Navier-Stokes. Alors si 
u(t) G C  ([0, +oo[, (E)3) est la solution à la Kato avec donnée initiale Üq telle que V-Uo =  0 

et H^oIIe ^  ¿o(E) et si pour un T  € ]0 , +oo] v(t) e  C  ([0 ,T[, (E)3) et v(t) =  etAü0 +  
B (v,v)(t) dans S', alors v(t) =  ü(t) sur [0,T[.

P re u v e  : Remarquons tout d’abord que si v(t) =  etAuo — fjP e^~ s ÂV  ■ (v <g> v)(s)ds du 
lemme précédent il s’ensuit que v(0 ) =  u0, ce qui justifie qu’il s’agit bien là d’une autre 
solution avec même donnée initiale.

Il suffit maintenant tout simplement de reprendre mot à mot la preuve de l’unicité 
dans l’espace A U 1. En substituant BE°° à l’espace APM et E à A H 1 on obtient l’inégalité 
suivante :

||ü;(i)||èo>0o < C  sup ||w(5)||Éo.oo ( 2  sup ||w(s)||E +  sup ||w(s)||E ) .
B 0<s<t E \  0<s<i 0<s<t /

d’où on peut conclure. ♦

Exemples 

Proposition 1.21
Pour 1 < p < 3, 1 < q < +oo, s =  |  — 1, Bp’9 et F*’9 sont des espaces fonctionnels limites

• 1 * - 2
réguliers, pour les équations de Navier-Stokes. En particulier H? =  BJ’ est un espace 
limite régulier.

P reuve : On utilise le paraproduit de Bony :

Ao(fg) =  A0 ( Y ,  A ifS,-29  J +  A0 ( Y  AwSi-2f  ) +  A„ ( £  A ,/  £  A‘+<9 )
\ |/ |< 2  /  \ | / |< 2  /  \Z>—3 €=-2 /

=  AqC* +  Ao/5 +  Ao7-
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On a:
2

IIAoalL , <  E  I I S -s S I I l -  <  C | | / | | é .,~  HsIIbj.«
l= - 2

et ||Ao/5||lp se contrôle de manière similaire.

Venons au contrôle de A07 . On pose q =  + 0 0  s i l < p < | ,  ç =  3 s i | < p < 3 .  On a 
alors p < ç ,  i  +  i < l e t | > l  — s =  2 — | .  En posant r  =  il résulte 1 < r < p et

A , /  f  ¿  A ,+<s ) <  | |A , / | |L„ ¿  A 1+, 9
\c=—2 /  l  r €=—2 l  q

< C2 ls2 ls2 ll/llê-,00 ||^||è.,oo =  C 2 3 II/Hb^oo HpIIbî.oo

de sorte que
||Ao7||lp < ||Ao7||Lp < C J 2  2j(1~s - f ) | | / | | ^  ll^ ll^c ..

i > - 3

Il faut remarquer que pour B*’00 le résultat est vrai quitte à se restreindre à l’adhérence de 
<S. ♦

Remarque. Le résultat d’unicité du théorème 1 .2 0  vaut aussi sans la condition de petitesse 
de la donnée initiale. Ce même résultat dans les espaces de Besov, dans les deux cas de 
donnée petite ou quelconque, a été obtenu de manière indépendante par J. Y. Chemin 
[Che97].

1.6 U nicité dans l ’espace L3

Nous passons maintenant au résultat principal de cet article: l’unicité L3. Nous com­
mençons par le cas des petites normes, comme pour la section précédente, pour lequel la 
démonstration est simple. Le cas général sera traité ensuite.

1.6.1 U nicité des solutions « mild » globales avec donnée initiale 
petite en norme L3

L’existence d’une solution « mild » dans L3 est classique [Kat84]. Par ailleurs nous 
l’avons retrouvée dans le théorème 1.6 B]

Si on reprend cependant la preuve de l’unicité dans E limite « régulier », on s’aperçoit 
que finalement on n’a fait que plonger E dans l’espace plus grand Bg°° dans lequel l’o­
pérateur bilinéaire B(ü,v)(t) est bicontinu. Dans le cas de L3 le candidat naturel est le 
Besov B®’°°, qui cependant présente deux sortes d’obstructions. D’abord le produit iï<8>v 
n’est pas en général bien défini dans S', B3’00 ne s’injectant pas dans Lfoc. Ensuite, même
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en se restreignant aux éléments de L3 C B3’00 on ne peut plus établir la bicontinuité car 
la majoration | |A o ( u v ) | |L3 <  C IÎ Hèo,«. |MIb°’°° ne vaut plus. Par exemple, soient uq €  L3, 

ûo à support dans la boule de centre 0 et de rayon 1, Uj(x) =  uo(x)et2:>̂x,ei  ̂ et Vj(x) =  
u0(x)e~l 2 3 ; en définissant alors un = 7 Uj et vn =  Y^7=ivj on a Que un  et vn

J J  J

appartiennent à L3 et A jU^ ~  j  uj, A jv ^  w Vj, mais dans le paraproduit

Ao ( ^  ] Ajtljs/’AjVff J ^  C  [["W/VHbj’Oo ll^ivllè®’00
V ? > - 3  /  L 3

car ||Wjv||b®’°° =  C su p ^ ^ iv  j  , | |Hèo.c» =  C et J2j=i )  n ’est P35 dominé par s u p ^ ^  4.
Toujours en reprenant la preuve de l’unicité dans E limite régulier, on peut remarquer 

qu’il a été essentiel d’écrire

ü  — v =  w =  B  (w , u) +  B  (v, w) , 

ce qui conduit à la majoration :

^  c  sup II^(s)IIb°’~ ( sup IIw(«)IIe+ sup H s)IIe) •
E 0<s<t B \0 < s < i  0<s<t /

Cela suggère de préciser l’appartenance fonctionnelle de w(t) et d’envisager donc une 
bicontinuité de l’opérateur B (u ,w )(t) qui ne serait plus « symétrique ».

On commence par remarquer que si Ü, v 6  C  ([0 , +oo[, (L3)3) alors w(t) =  B(u, u)(t) — 
B(v,v)(t)  € B03’°° W > 0, car

I|£(w,ï?)(î)||b!>-°° suP l|w(s) | |L3 sup ||u(s)||l3 .
J 0<s<t 0<s<t

En effet, il suffit encore une fois d’étudier l’opérateur scalaire A{u,v){t).
L’estimation sur |Pe^t_s ÂVf2 (Jj) ||i obtenue dans la section 1.4 nous amène à

||Aj^4(«, v)(î) | |L3 < C £  inf > (4j (^2-  IIAj(wu)(s)Hl3 ds-

Par ailleurs H A ^m ;)^)!^  < C2J'||A j (wî;)(5)||l  ̂ < C\luj(D)\h2j ||ti(s) | |L3 ||v(s) | | l3  ce qui 
donne

r v t  :
l|AjA(w,t;)(t)||Ls < C  do sup ||u(s) | |L3 sup |K s ) ||l3 .

J0 -L H- o<s<t 0<s<t

On a de plus les résultats suivants.

Lemme 1.22
Il existe C > 0 tel que pour tout T  dans ]0, -t-oo], pour tout u(t) et v(t) dans C  ([0, T[, (L3)3)
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et pour tout w dans C ( [o ,r[ , ( β | ’“ ) 3)  on a pour 0 < t < T :

||B (w ,i;)(i)|| i i00 < C  sup | | u ( s ) | | l 3  sup \\v(s)\\h3
0 <s<t 0 <s<t

||£(ι/, «?)(*) || *>00 +  ||#(w,v)(i)|| i>00 < C  sup ||tf(s)||L3 sup ||w(s)|| i i00 .
B? 2 0<s<t 0<3<t B |

P R E U V E  : Toujours concernant l’operateur scalaire il s’agit de montrer que:

P (u ,? ;)(i) || i >00 < C  sup ||n (s)||L3 sup |K s ) ||L3 (1.17)
B 2 0 <s<t  0 <s<t

||A(tx,«;)(i)|| i >00 < C  sup ||w(s) | | L 3 sup \\w(s)\\ j teo. (1.18)
B2 0<S<t 0<S<t &2

La dem onstration de (1.17) est immediate. On a meme A(u, v) € Β 3’°° c  B I’00. En ef- 

fet, l’estim ation 2J | |A_7- ( w v ) ( s ) | |  |  <  |||ω( Ι) ) |||ι2 ·; | | u ( s ) | | l 3  | | ^ ( s ) | | l3  donne comme dans la 
remarque precedente:

2* | | Δ ^ ( « , « ) ( ί ) | | ι }  <  c j ‘ m i @ ,  )2* | | Δ , ( ™ ) ( 5) | | ^  d s

[Vt 1
-  /  1 , ~ 2  0X7 SUP I N S)Hl» sup ||w(s)||LS. 

j 0 1 +  σ*  o <s<t  o<s<t

(1.18) se demontre de maniere analogue, en remplagant l’estim ation 2·7 ||Δ^ ·( ωι; ) || |  < 

C 2j | | « | |L3 ||v ||l , par 2i | |Δ ^ ( ν ΐ ϋ ) ||l2 < C2·7 ||v ||L, ||w ;||. ^i00. Pour etablir cette inegalite, on
b 2

ecrit, toujours suivant la technique du paraproduit de Bony:

Aj(vw) = Aj ( ^2  AtvS(-2w J ·+■ Aj I ^2  &iwSi-2v j

+ Ai ( Σ  Δ,ν^ Δ,.* * /)  J
\ /> j -3  e=-2 /

= AjOij + AjPj + Aj 'jj.

On controle ||Δ̂ ο;^ ||l2 en rem arquant que | ^ u | |L3 < |||a ;(D )|||i ||v ||L3 e t que

||S /_ 2 tt> ||L6 ^
k<l-3

< C Σ  2‘  ll^tu,||LJ <  C Σ  2i I k l l j i -  < C2i |M I .
k<l—3 k<l- 3 2 2

Σ 11Δ kW IIL6

7?

(4 i ( t  — s 2
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On controle \ \ ^ β^ \ \ ^  en remarquant que j|L2 <  2 2 ||it;||.£ i00 et que ||5/_2υ | | ί ο ο  <
B2

C2* IM Ili. Enfin on controle ||A j7 j ||L2 en rem arquant que ||A ji> ||L3 
||A iu ; | |L2 < 2“ 5 IMI 1 d ’ou

<  c | |v||l3 ||w ||0j.oo Σ 2~* -  C 2 _ * IM Il»  ΙΙ“ ΙΙό j .~  >
2 i>i 2

puis que ||A j7 j||l2 < C2* 11 Δ 7· 'yj 11L f en utilisant une inegalite de Bernstein. +

On est done en mesure de demontrer le theoreme d ’unicite des solutions « mild » des 
equations de Navier-Stokes globales en temps avec donnee initiale petite.

Theorem e 1.2 (Donnee initiale petite)
Si u(t) € C  ([0, + oo[, (L3)3) est la solution a la Kato avec donnnee initiale Uq telle que 

V · Uq =  0 et ||υ ο ||ι3  < δ  < <5o(L3) et si pour u n T  e  ]0, + 0 0 ] il existe v(t) € C ([0, T[, (L3)3) 
virifiant v (t) =  etAUo + B(v, v)(t) dans S ', alors u (t) =  v(t) dans [0, T[.

P re u v e  : (1.17) nous assure que si v est une solution « mild » avec v(t) € C ([0, T[, (L3)3),

alors Vi e]0 ,T [ v(t) — etAuo G (B I’00) 3 et il en va de meme pour u(t) — etAuo G (B f’00)3, 
done pour w(t) =  u(t) — v(t). Comme w =  B (w ,u ) +  B (v,w ), (1.18) nous donne pour 
t € ]0 ,T [:

sup \\w(s)\\ j iee < C  sup \\w(s)\\ i >00 ( sup ||w (s )||L3 +  sup ||v ( s ) ||l8 ) ·
0<s<t B 2 0 < s < £  B2 \ 0 < s < £  0 < s < i  /

• -  00
Cela entraine d’une fagon analogue au cas regulier que u(t) — v(t) = 0 dans B |’ C «S' et 
done dans L3 ou se trouvent les deux solutions. ♦

• — — l,oo

1 .6.2 Le cas des donnees initiales petites en norme Bq pour 
3 < q <6

On sait d’apres les travaux de M. Cannone [Can95] qu’on peut obtenir l’existence 
d’une solution globale dans L3 meme en affaiblissant la condition sur la donnee initiale uq 
et notamment en imposant que soit petite, ce qui revient a lui d e a d e r  une

propriete d’oscillation. Le theoreme prouve est le suivant.

Theorem e (Cannone)
Soit q fixe dans 3 < q < 6. II existe une constante absolue δ  > 0 telle que pour toute donnee 

initiale Uo € L3 avec ||i? o || a_100 < δ  et V · Uq =  0, il existe une unique solution globale
Bq

< IIω (D) III1IIVIIL3 et

IIΔ 37 ιιL I
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« mild » ü(t, x ) des équations de Navier-Stokes ayant les propriétés suivantes :

r ü(t) € C ([0, +oo[, (L3)3)

< t*~%ü(t) G C ([0, +oo[, (L9)3) (1 .19)

w l|w(i)llL, =  0.

En outre,

ll«(*)ILf-ltoo < C  ||W0||. |-l,oo • (1 -2 0 )
B <7 B <?

On remarque que dans ce cadre on n’obtient aucun contrôle pour la norme supt>0 ||w(î) | | l3  

de la solution. Cependant on peut établir l’unicité de ladite solution quitte à montrer une 
nouvelle bicontinuité de l’opérateur bilinéaire.

Théorèm e 1.23
Il existe 5o vérifiant 0 < ôo < S tel que si ||wo||. a_1>eo < So la solution ü vérifiant (1.19)

Bç
pour q € ]3,6 [ est l ’unique solution dans C  ([0 , +oo[, (L3)3).

Le pivot de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 1.24 /  /  s_ \ 3\
Soit q € ]3,6 [. Il existe C  > 0 tel que VT €]0, oo], V ü{t) €E C i [0, T[, i B, 1,00 J J,V  w(t) €

L°° ( ]0 ,T[, ^Bl ’00̂  ^ on a, pour tout t tel que 0 < t < T  :

||S(w,ûJ)(i)|| 1IOO +  ||B(ÛJ,«)(Î)|| 1JOO < C  sup ||u(s)|| . | _ lt00 sup ||«?(3)|| it00.
B22 B |  0 <s< t  B« 0<s<i B |

P r e u v e  : Il s’agit encore une fois de démontrer, à l’aide du paraproduit :

||A0 (uw) | | l2  < C  Ikllgè.oo •

On a:

l|Ai«llL* < 2j(1“ f ) ||u|| | _ 1>00 et
B q

| | ^ | | LP < C23{l~p) |M | si p > 3

Si p est choisi tel que en plus p +  ,  > f (ce qui est possible grâce à la restriction q < 6 ) on 

obtient le contrôle de Aq A juS j^w ^j
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On a aussi :

||Ajw||l2 < 2 - 2  ||w || i f00 et
2

l | s ¿ « l l „  <  C 2« 1- ; )  ||u||
Bq

d’où par Bernstein le contrôle de | Ao ( ^ ij= - 2  A jw S j^ u j  2 puisque |  |  +  A < 1. 

Reste le contrôle de | a 0 A îwIZe= - 2  Aj+eiü^ . On a:

I|Aj«;||l2 < 2 " 2  ||w|| i >co et
B2

I I A í u IIl i  <  C 2 ^ (1" f >  | |u | | . a_ l-TO

d’où

Z  I|a ,-u | | l ,  I I A j + ^ I I l  ̂ ^  ^  l l « I L î - t . »  I M L è . o o  -  2  <  e  <  2

j > —3 B* 2

car —|  — |  +  l < 0 e t  donc, par Bernstein,

A° ( Z  Ai+^w ) ^  A° ( X )  AJU S  A i+*w )
Vj>-3 e=-2 /  l2 \¿>-3 £=-2 /

car i  < § +  i  < 1. ♦

P r e u v e  d u  t h é o r è m e  : en écrivant à nouveau w — u — v = B(w, ü) + B(v, w) on obtient 
du lemme précédent V t < T  :

sup | | w ( s ) I L i . c o  <  c  sup | | t î ? ( « ) | |  i t00  ( 2  sup | | u ( s ) | |  3 1)TO +  sup ||ïÜ(s)Il 2 _ lj00 J .
0<s<t B2 0<s<t Bl  \  0<a<t 0<Í<Í B« /

On conclut alors grâce à l’estimation (1.20) et à l’inclusion L3 «—»• B  ̂ l 0° 3 < q < 6. ♦

1.6.3 U nicité des solutions « mild » locales

L’idée novatrice pour démontrer le résultat d’unicité d’une solution dans L3 a été celle 
d’exploiter une bicontinuité non symétrique de l’opérateur intégrale B(iï, v)(t). Cette même 
idée conduit au résultat suivant.

Théorèm e 1.2
Soient Üq € (L3)3 telle que V • ü0 =  0, T  g]0, -f-oo] et u(t),v(t) G C ([0, T[, (L3)3) t.q. 
ü(t) =  etAUo -I- B(u,ü)(t) et v (¿) =  eÎAuo +  B(v,v)(t) dans S'. Alors u(t) =  v(t) dans 
[0, T[ .
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Le lemme de continuité est en effet le suivant.

Lemme 1.25
Ii existe C > 0 tel que VT €]0, +oo], Vu avec t*iï(t) E C  ([0, T[, (L4)3) et \/w(t) E 

C  ([0, T[, ( b | ’°°)3) on a VtE  ]0, T[ ;

||B(iT,û?)(f)|| i (00 +  ||£(û/,u)(i)|| i jCO < C  sup s* | | u ( s ) | | l 4  sup \\w(s)\\ i «  .
2 2 0 < s < T  0  < s < T

P r e u v e  : On considère encore l’opérateur scalaire A (u ,w )(t) =  /J  e(-t~s Â\ / —Auw(s)ds. 
On veut évaluer :

2f I IA ^ u .œ X O lb  < J '  |e “- ’>a y = S n  ( § )  | x2* || A „ | | L, ds;

on est ramené donc à estimer ||Aj(utt;)||L2.
A l’aide du paraproduit on obtient :

I|Aj(uw) | |L2 < C 2 * | | n | | L 4 IMI .*,<» •

En effet on a :

|!5,ju ||L4 < C  ||u||L4

IIAjHI^ < C2% ||A jw ||L2 < C2* |H | iiOC ,

d’où l’estimation :

A j ( A*«/5*_2w } < C 2 4 ||w || . ||tx||L4 .
\l*-il<2 J  h 2

On a aussi :

I |A ju | | l< <  C | |u | |L,

l|5jt»||t , < E U A *œlli.< < E  2 ,2 -1  I M Ü -  S 2i | k | | . ,tir*
k<j k<l- 2 2 2

d’où l’estimation :

Aj (  2̂ AfcuSfc-sw) < C2* ||«,||Éit00 ||«||l4 .

\l*-il<2 /  L2 2
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Enfin on a :

Μ  Σ  AfcW k̂+eU j
\ k > j - 3 e=— 2 / l2

ς  Σ
k > j - 3  e = - 2

< C 2? IKII ||u||L4 x ;  2-4
D«>

*> 7 - 3

< ll̂ ll-̂ .oo IMI* ·

On conclut done que

22 \\AjAiu, u/)(i)||L2 <  in f ^ _ ^ 2 2j )2 )  2 '  ΙΙΔ Λ υ υ ;) ( δ)ΙΙι^ d s

Z*4 2^ 1 i
- c  TT~m — ; w ^ ~ rfs sup 5 5 II«(5)IIl̂  sup IM s)ILi,ooJo 1 + U‘ — S)Z*J)£ S8 0<s<T 0<s<T  B|

/*ί ^ 2 ^  j
- C 7Z-----—t t t —rcis sup ee ||u (e ) | | L4 sup ||w (s)|| ι ιβο

. / O  ( ( i  —  s ) 2 2 J ) s  S8  0<s<T 0<s<T B |

<  C  sup 58 ||w (s) | |L4 sup ||ti?(e)|| 1 «  .
0<s<T  0 < s< T  B2

♦

P r e u v e  d u  t h e o r e m e : il suffit de decomposer

w(t) =  B{w,u){t) + B (v,w )(t)

= B(w, u — esAu0) +  B (v — esAito, w)

+  B(w, esAu0) +  B(eaAu0, w).

Comme u(t) et v(t) sont dans C  ([0 ,T [, (L3)3), les deux premiers termes se traitent comme 
dans le cas global puisque sup0<s<t ||w (s) — esAuoj|L3 —> 0 , sup0<i<t ||v (s) — esAwo| |L3 —* 0 . 
Pour les deux derniers, grace au lemme on a que:

||£(βίΔίΤο,ΰΟ(*)||1α ,°ο  + ||Β(™,βίΔ ϊ?ο)(ί)|| i =o 
2 α 2

< C  sup S8 ||e sAw0 | |L4 sup \\w(s)\\ i i00
0 < S < £  0 < 5 < t

ou sup0<3<t Si ||e sAMo| |L4 ~* 0 si t —>· 0. Nous avons ainsi obtenu l’unicite locale. Soit alors 
ί ο  =  sup{i t.q. u(s) =  v(s) Vs € [0, i]}. Si t0 < T  on a u(to) =  v(tQ) par continuity; si on 
appelle U(t) = u(t +  to) et V(t) =  v(t + 10), elles restent solutions * mild » avec donnee

IIΔ kW Δ k+eU IILf

2J

(( t — s)2»2j)2)
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initiale u(t0). Donc il existe e > 0 tel que Ü (t) = V (t) dans [0, e[, ce qui contredit la 
définition de to. On a alors to = T  et u(t) =  v(t) dans [0, T[. ♦

Remarques.

1) Il faut préciser que dans les lemmes de bicontinuité qui ont permis d’obtenir dans L3 les 
résultats d ’unicité globale et locale, le choix des espaces a été tout à fait arbitraire. En

effet l’espace B |,0° peut être remplacé par tous les B, ’°° avec q € ] |,3 [  tout comme 
l’espace des ü  telles que sup0<s<Tsâ ||u ( s ) ||l4 < oo peut être remplacé par celui où

1 3

su P o < s< rs 5 _ ^  II^(s )IIl* <  00 avec 9 £ ] 3 >6 (-

2) Nous donnons dans la section 1.8 une autre dém onstration des mêmes résultats d ’unicité 
en utilisant pour les espaces de Besov la norme équivalente :

sup ||(iA etA) / | 1̂ ,00 
t> o p

qui se révèle plus adaptée à la structure du terme bilinéaire (voir aussi [CP97]).

1.7 Unicité dans les espaces limites. Les espaces de 

Morrey—Campanato

Dans cette dernière partie nous allons présenter une nouvelle formulation des résultats 
précédents dans un cadre tout à fait général qui comprendra aussi l’adhérence des fonc­
tions dans la classe de Schwartz dans les espaces de M orrey-Campanato homogènes Mp>3. 
Rappelons-en la définition.

• 3
MP)9 =  { / € Mp t.q. sup R* f(R x ) < c»}

r> o mp

pour tous p, q tels que 1 < p < q < +oo où ||/ ||Mp =  supXo€R3 ||/l|x -* 0|< i||LP- (Pour P =  1» 
on remplace L1 par l’espace des mesures bornées).

Introduisons maintenant les espaces de Besov sur ces espaces MP)9 (voir aussi [KY94]). 

Définition 1.26
Pour tous p, q, 1 < p < q < +oo et s € R

=  { / e S 0 t.q. sup 2’’ < + rc}.B 3 OO

Vj Q
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On vérifie facilement les propriétés suivantes.

Pour p , p' t.q. 1 < p < p', | | / | |Mp < | | / | |Mpi . (1.21)

Pour p , p', q t.q. 1 < p < p ' , p < q <  +oo et pour toute /  telle que /  € MP)9 D L°°

n/n* , < ii/ iiU? ii/iijL • (i-22)Mp’9

IIA;/IIL°o ^  Cp,g2« ||A j/||j^p(j. (1.23)
f Q

C pour s, s',p, q,p ', g' t.q. p' > p, <?' =  ç^-, s' =  s -  -(1  -  ^ )  (1.24)

Pour p, q, p', q' tels que -  +  - 7  <  1, -  +  - 7  <  1, / G  M P o ,  g G M p ' o '  alors
p y  q q 

, 1 1 1 1 1 1  ,
/p  G Mp» g» ou — h — — —, — I— - — —. (1-25)

p p1 p" q q1 q"

Pour p, g tels que 1 < p < q < +00 et /  G Mp>g alors /  =  E  Aj f  dans S'. (1.26)
jçz

On aboutit finalement au théorème d’unicité suivant.

Théorèm e 1-6 C] 1

Soit E un espace limite. Si E vérifie de plus que, V/ G E, U «l<, l / t o l ' <**}* < C | I / I I E

pour un p > 2, alors si Üq G (E)3 telle que V • Uq =  0, si T  G ]0,00], si ü(t),v(t) G 
C  ([0, T[, (E)3) vérifient dans S ' : u(t) =  etAuo +  B(Ü, u)(t), v(t) = etAuo + B(v, v){t), alors 
u{t) = v(t) Vi G [0, T[ .

Remarques.

1) Si l’espace limite E vérifie que, V/ G E, \ f i x W d x \ P < C | | / | |E pour p > 2, alors 

E c  MP)3 C M2,3- En effet E c  Mp car Vxq g M3, { i  X—Xo|<l 1 n x ) f d x y  < c  ii/He

grâce à l’invariance par translation de la norme. Par ailleurs E C MP)3 car

VxoGM3, V i ? > 0  r \ f  \ f {Rx)\p d x V  <RC\ \ f (Rx) \ \ E <C\ \ f \ \ E
U \ x - x o \ < l  J

grâce à l’invariance par dilatation.

2) Pour tout p tel que 1 < p < 3 on a :

VAX )  ||A/(Ax)||ùf,s =  |I/II*M -

3) Il suffit donc de prouver le théorème 1.6 C] pour E l’adhérence de «S dans MP)3.

B 5tOO
PyQ
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En complète analogie avec le cas L 3, on peut é ta b lir le lemme suivant.

Lemme 1.27 . .
Pour  toutes ü( t)  G C  ^[0 , T[,  (M p,3)3^ , v(t )  telles que û  v(t )  €  C  i  [0 , T[,  ^ M | J , w(t)  €

C ( [0 ,T [ , ( B | ; “ )3) ,  on a V t < T :

||B (ti, i* )(0 IL i,o o  <  C  (  sup ||w(5)||m )  (1.27)
2 \0<s<£ ’ /

||5 (w ,tü )(i)|| i>eo +  ||B (û 7 ,u )( i) ||. j,«  <  C  sup ||w(s)||mp3 sup ||w(s)|| i >00 (1.28) 
b|, 2 b |, 2 «<»<* °<*<* b|, 2 

||B (iT ,« ;)(i)|| i>00 +  ||B(Û7,tf)(f) || if00 <  C  sup s i  ||u(s)||m8 sup \\w(s)\\ i >oc . (1.29)
B | 2  B | , 2  0<»<* 3 ’ 0 < s < t  B f 2

P r e u v e  : On remarque que l ’opérateur B (ü ,u )  est bien défini dans M 2,3 x  M 2,3 —>■ 

car, sur l ’opérateur scalaire, on a :

P (« > « )(*)IIm  l S <  C y / t  (  sup I|w(s)Hm23)  •
*’2 \ 0 < s < T  ' /

Pour m ontrer le po in t (1.27), on a que:

2J I I A i^ i t i , « ) ^ ) ! ! ^ ^

<  n  ( | )  | ,  ds

~  {/„'inf (2* (2w(f!.»») ds} fe , M*)«*»)
<  C  i  s u p  ||w(s )Hm 23)

\ 0 <3<t ’ /

et on conclut grâce à l ’inclusion (1.24) B j ’f 3 C  B 4 ’?0. Pour le po in t (1.28) on a:
* 2 3 ,J

22 | |A ^ (u ,w ;) ( î) | |m , 2 <  ^  in f  ( 2^  2 * HA i ( uu;) ( 5 ) llM |ia ds•

\

A  l ’aide du paraprodu it on verra que :

22 ||A j (uw ) | | Kî4 2 <  C2j  ||w||mP)3 IM Ié *.~ (1-30)
3’ t -2

donc

22 ||A jy4(w ,i/;)(i)||j^  <  C  sup ||w(s)||m sup \\w{s)\\ i iCO.
f ’2 0 < S < £  P’ 0 < 5 < t  B 4 n3’̂

ΓJo
2»|e t - s } Δ ν ^ Δ I» AjU1 II

2 wllM

(2 1 t  — s' )2
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Pour montrer (1.30) on rappelle que:

A j (uw) =

-M  e  A [w Si-2u J + A j E  AiuSt- 2w j + A j | 52 52 î+*u )
\|i-j|<2 / \\l-j\<2 J \l>j-3 e=-2 J

=<*j + Pj + Ij 
Pour aj on écrit :

2*II<*A, <C2* J2 II ÎIm., e
3’ |Z—j|<2 3’ k<l-2

< c w  ^242-4^2* Hl*„
|.2 k<j

< CV Ik ll |k||M2>3
I-2

grâce à (1.23).

Pour f3j on a que, grâce à (1.24), 6 4 ’°° C B4 g’°° et donc :
3 ’

|i-j|<2fc<i-2
<C2i IMLè.~M U ,,E2Î

i.» k<i

< cv IMI4i.> II«IIm,s •
Bu

Pour 7 j on a B f ^0 C B '3*’00 avec r  =  < 2 et r > | ,  car on peut assumer p < 4, ce qui 

donne, grâce à (1 .2 2 ), (1.23) et (1.25) :

2i I M ü j  , ^ 2i

< C2Î 117,11* 2S,(l"è)(1"5«:iï>)

<C2-j2v(>-ê) IMIôî-.»2*(1-î)|M |^
k>j-5 r>§r

< C2j \\w\\ è>00 ||w||m23.
Bf.*

car 1 — 2 +  3 — \  =  2 .
T p

IIΔ k UIILoo

MPi3IIAiuIIM 4 , 6ti/||IIΣΣi2C<
^.2

IIMPiII
L
22

II7i IIm
2(1 ) ,2
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Enfin pour le point (1.29) nous allons montrer à l’aide du paraproduit l’estimation:

22 IIA jM IU  < C2*j IMU IH I 1>00 (1.31)
§•2 *.4 3*2

qui donne :

22 ||AjA(t/, «/)(*)

-  cl inf (2i’ 2*•(« -  s)r) 2 i  rf*

5  C I Ï  +  l|TO(s)l|ê|:r si IWs)ll" f , ds

r t  i i

< C  ------ T T — <¿5 SUp ||W(S)|| i )OC SUp S» ||u(s)||m •
J  o ( f - S j 8  S8 0<s<t B4 2 0 < s < î  f ’4

Pour montrer (1.31) il suffit de remarquer que, de manière tout à fait analogue au point 
(1.28), on a :

2* I M m < c | M U ~ E 2 | NIa H I m . (
*’ I-2 k<j

<̂ 11̂ .̂  nu 
|,2 *’

grâce à (1.23).
Ensuite :

2Î llftll*. <  2* E  E  IIAHIm, 4 IIAHIm!4
|J-i|<2*</-2 5’

< C 2 Î  I M U ~ N l i , , . E 2i
i ’2 f c < 7

<  C2i> | M I  I H U  

Bl,. »■*

grâce à l’inclusion (1-24) B 2’”0 C BgV00 et à (1.25).
Enfin :

22 II7j IIm |  2 <  22 ||7illM| |  24^

<  C 2 ^  E  I M U -  IMIm ,  ,
k>j- 5 |.2 *’

<  C 2 * J‘ ||ti/|| i i00 I H I *

b|, 2

■ Il· Λ 1vw)(s )IIVi
4 ,2

is

1 1
1
8S

2
))(t — s2j(2+-1
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P r e u v e  du  t h é o r è m e : la démonstration est tout à fait similaire au cas local L3. Il est 
bon de faire quand-même une précision. Pour montrer l’unicité de la solution, on est amené 
à écrire la majoration suivante :

||tT(f) -v(i)|L j,oo =  IH^ILj.co < sup |H s ) | |  i i00 A(t) 
b*,2 b§,2 o<s<î b , 2

OÙ

A(t) =  2 sup s? ||eaAw0|L
0<3<i 3’4

+ / " P  H » )  -  +  / “P ll*M -  •

Pour affirmer que A (t) —» 0 pour i  ̂ 0, il faut souligner que la donnée Uq est bien dans 
E <—> Mp 3 et que le semigroupe de la chaleur agit continûment sur E. +

1.8 Rem arques finales

1.8.1 Sur l’existence des solutions « mild »

L’unicité des solutions pour un espace limite E a finalement été démontrée dans l’espace 
plus grand MP)3. Il pouvait en être de même pour l’existence des solutions « mild ». Nous 
avons toujours supposé E C Lfoc ce qui, entraîne E C M2)3- On peut donc montrer d ’abord 
l’existence de solution « mild » dans M2,3 puis un résultat de propagation de la régularité 
initiale : si la donnée est plus précisément dans E alors la solution reste dans E.

On peut même abandonner l’hypothèse E  C Lfoc : elle n’intervient que pour la discussion 
de l’unicité des solutions dans E (car il faut alors que u <g> v ait un sens dans E3). Pour 
l’existence, grâce aux propriétés de régularisation du noyau de la chaleur, on se ramène à 
des calculs dans E D L°° et ü  <g> v a toujours un sens. Le cadre de l’existence de solutions 
« mild » est donc l’espace de Morrey-Campanato Mi)3 [Kat92] ou l’espace de Besov B^~^°°,
0 < r  < 1 [KY94].

1.8.2 L’espace de Lorentz L3’00 et l’unicité L3

Nous avons remarqué que dans le cas d ’un espace limite régulier, l’unicité dans E 
découlait immédiatement du fait que l’opérateur bilinéaire scalaire A  est continu sur l’es­
pace L00(Bg00). Pour L3, cette démonstration ne fonctionnait pas, A  n ’étant pas continu 
sur L00(B3 °0). Cependant, Y. Meyer s’est inspiré de notre démarche pour chercher un 
autre espace limite B  qui contienne L3 et tel que A  soit continu sur L°°(B). Dans [Mey96], 
il prouve que B  =  L3,°° convient. De plus, cette estimation n’est même pas réellement 
nouvelle (voir la remarque à ce sujet dans [Lem98a]) !
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1.8.3 Encore une démonstration de l’unicité L3

On peut faire une dém onstration plus directe (sans le paraproduit) de l’unicité L3. 
Eviter d’utiliser le paraproduit permet de sortir du cadre R3 et d’envisager le cas d ’un 
ouvert à bord (cf. le paragraphe suivant).

Par souci de simplicité, nous nous limitons au cas des solutions globales en temps. 

Comme on l’a vu , l’unicité dans C ([0, +oo[, (L3(R3))3) des solutions « mild » de Navier- 
Stokes se ramène à des estimations de continuité de l’opérateur scalaire :

A (u ,v )(t)=  f  Auv(s)ds
J  o

= L Q‘-^Euvi5)éh
de L°° (]0, +oo[ , L3(R3)) x L°° (]0,+oo[ , L3(R3)) dans L°° (]0 ,+oo[ , B f,00(R3)) et de 

L°° (]0, +oo[ , L3(R3)) x L°° (]0 ,+ oo[ , B f’°°(R3)) dans L°° (]0 ,+ oo[ , B f’°°(R3)) .

Les mêmes résultats restent vrais dans le cas de Ln(Rn), quitte à choisir opportunément 
l’espace de Besov. Nous présentons m aintenant notre nouvelle preuve en nous plaçant dans 
Rn .

Il nous suffira en fait de remarquer que les espaces de Besov peuvent être aussi ca­
ractérisés à travers le même noyau de convolution Qt =  tA etA qui apparaît dans l’intégrale. 
En effet, dans Rn on a pour s < min(2, j )  :

\\f\\és,oo ~  sup IIAj/ll^.oo ~  sup ||iA etA/1 |^ )00 ~  sup ||(iA )2etA/ | | è.>0o .

Cela nous permet de ramener le problème de la bicontinuité à l’opérateur plus simple 
grâce au lemme suivant.

Lemme 1.28
Soient T  e  ]0, +oo] et f ( t ) € L°° (]0, T[, B ^ R " ) ) .

Alors il existe C > 0 (indépendant de f )  tel que:

Il f Q t-s f(s )— — 1 < C sup ||/(3)|| it00 . 
lUo B ÿ ” 0 <«<*

// ο Δ β 1t-s)A 1
, / ΐ Λ uv(s)ds 

t — s

1 w'j.I
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P r e u v e  : On évalue

sup k o  f Q t - s / ( s ) - - —— I l  !
0>o II Jo i  — s IIb2,00

¥

-  S U P  f  7t  ̂ ^ ^ 2  | | Q ® + t - a / ( « )  . i , o o  7 —0>o Jo { t - s  +  O)2 II B t - s

où Qe+t - s f ( s )  =  (e +  t -  s ) 2A 2e^ + i-s Â/ ( s ) .

Grâce à l ’équivalence des normes on m ajore par :

( V p /  77— r Z m 2 d a)  su p\0>O./O —  s +  " )  /  0 < s < t  

sup0>o t +  v 0<s<t

<  C  sup | | / (« ) | |  ii00 •
0<5<i

♦

Pour term iner, il ne nous reste qu’à établir les bicontinuités souhaitées pour l ’opérateur  

v h uv- 

Lemme 1.29
Il  existe u n  C  >  0 tel que V u , v  G Ln(Rn ), Vk; €  B ^ °°(R n) on a :

3

- 7 = ^  ! < C  \\u\\Ln \\v\\hn (1.32)
V - A  É| f

~ ^ u w  i ^  ^ IM Il"  lk ||.j .o o  (1-33)
V - A  è ^ ~  B?p

PREUVE : Pour montrer l ’inégalité (1.32) on observe que si u, v  G Ln(Rn) alors u v  G 

L t ( I T )  et aussi y / ^ Â ^ u v  G LS(R ") C B ^°°(R n). D onc ^ u v  G B ^ R " )  C B*>°°(Rn) 

pour ^ < q  e t  s = ^  — 1.

Pour (1.33), on vérifie im m édiatem ent que, pour < p  < n ,  est continu de 

Ln(Rn ) x  I / ( R n) dans I / ( R n ) et de Ln(Rn) x  H j(R n) dans H j(R") , d ’où, en interpolant, 

de L"(R“ ) x  [l/(R " ),H ^ (R " )] dans [[/'(R "),H ;(R ")1  =  B;-“ (R” ) pour 0 <  s  <  1 

([BL76]).

En effet, la m ultiplication par u  G Ln(Rn ) envoie I / Î R ” ) dans L9(Rn) avec  ̂ =  I  +  I  

pour <  p  <  -f-oo (Holder) et envoie Lr(Rn) dans Li (Rn) avec j  =   ̂ — I  pour

1 < r  < n  (Sobolev). La continuité de v  >->• et v  h* sur I/^ R 71) est donc

im m édiate. +

II/ (s ) IIB
1Ί , 0 0

II./ (s )IIBi ,00

Ψ
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1.8.4 Le cas des ouverts à bord

Que se passe-t-il si l’on considère le problème de l’unicité Ln pour des solutions de 
l’équation de Navier-Stokes sur un domaine fi C Mn ? (On cherche des solutions nulles sur 
le bord dCl).

Si fi est borné, une donnée Ln est L2 et l’on pourra utiliser le théorème de Von Wahl 
[Wah85] pour conclure que les solutions de Leray coïncident avec la solution C([0, T[, (Ln)n) 
de sorte que l’unicité est immédiate. Dans l’esprit du théorème de Von Wahl on rappelle 
aussi le résultat d’unicité dans le tore prouvé par I. Gallagher [Gal97].

Dans le cas d’un domaine extérieur fi C Kn, N. Depauw [Dep98] a utilisé nos méthodes 
pour montrer l’unicité dans Ln(fi) pour n > 3.
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• Com plém ents au chapitre 1

Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction à la thèse, deux nouveaux résultats 
complètent ceux exposés dans le premier chapitre. Nous en reproduisons ici les énoncés, en 
renvoyant aux documents originaux pour une démonstration.

D’abord, P. G. Lemarié-Rieusset [Lem] a étendu le théorème d’équivalence 1.4 à un 
cadre plus général, comprenant aussi les solutions de Koch et Tataru dont il sera question 
dans le chapitre suivant.

Proposition 1.30 (Lem arié-Rieusset) ( r T r  h
io ii u G L„]oCiIL( (]0,T[xR3), c ’est-à-dire sup I I  I \u(t,x)\2dxdt> < +oo.

io € R 3 U o  J\x—xo\<l J
On a alors les résultats suivants :

1. le terme PV • ü ® u est bien défini dans 2?' (]0, T[xR3) et il existe p G T>'(R3) tel que 
PV • u <g> u =  Vp ;

2. si u vérifie dans T)'

{
dtiï =  Au — PV • u <g> u

(1.34)

V • u =  0,

alors elle vérifie aussi:

{
dtü  =  Au  — V • u ® u — Vp

(1.35)

V • Ü = 0.

Inversement, si de plus u vérifie lim^oi-^oo fo ija:_a:0|<i \u(t, x)\2dxdt =  0 et si elle est 
solution de (1.35), alors elle est aussi solution de (1.34) ;

3. si Ü est solution de (1.34), alors il existe uq G «5' tel que V • Üq =  0 et que

Û{t) = etAÜ0 -  ^  e(i“s)APV • ü  ® u(s)ds.J o
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Ensuite, R. May [May] a étendu la classe d’unicité pour les espaces limites. En effet, 
il a considéré l’espace des multiplicateurs singuliers X 1 que nous décrirons plus en détail 
dans le chapitre suivant (voir paragraphe 2.2.1). Il s’agit fondamentalement d’un espace 
de Banach de fonctions de L2oc qui envoie par multiplication l’espace de Sobolev H1 dans 
l’espace L2 ; sa norme peut être définie par

ll/llxi =  sup | | / 0 | |L2 •

C’est un espace non séparable, contenant L°°, qui contient tous les espaces de Morrey- 
Campanato MPj3 pour p > 2 mais qui est contenu dans M2,3 (voir les inclusions (2.6), (2.7) 
et (2.9)). Voici le résultat démontré par May, où on note par X q l’adhérence de la classe 
de Schwartz dans X 1.

Théorème 1.31 (May)
Soient ü  et v Ç.C ([0, T[, Xq) deux solutions des équations de Navier-Stokes associées à la 
même donnée initiale uq. Alors u(t) =  v(t) pour tout t G ]0, T[.
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Chapitre 2 

Le théorèm e d ’existence de K ato

2.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre le théorème de T. Kato [Kat84] d ’existence de solu­
tions faibles des équations de Navier-Stokes dans un contexte fonctionnel assez général. 
Rappelons pour commencer le théorème original dans une version un peu simplifiée.

Étant donné une fonction Üq g L3(R3), il s’agit de démontrer l’existence d’une solution 
des équations de Navier-Stokes dans l’espace des trajectoires continues à valeurs dans L3,

V

ayant uq pour donnée initiale. A la différence des espaces sur-critiques 1 / avec p > 3, 
l’opérateur intégral

B (u , v)(t) =  — f  ê i-s ÂPV • ü  <8> v(s)dsJ o
n’est pas bicontinu sur l’espace £ — C  ([0, T[, L3) pour 0 < T < +oo [Oru98], et donc on 
est dans l’impossibilité d ’appliquer un théorème des contractions à la transformation

F(tZ)(<) =  etAu0 -  / V ^ P V  • Ü®Ü(s)dsJ o
dans l’espace £. À la suite des travaux de F. B. Weissler [Wei81], T. Kato avait alors 
introduit l’espace « auxiliaire » £  n  {y/t u(t) e  L°° (]0, T[, L°°), limt_».o V t  ||w(i)||LOo =  0} 
en utilisant l’une des nombreuses bonnes propriétés vérifiées par la tendance de la solution 
U0(t) = etAuo. Dans ce cadre plus contraignant, il avait pu démontrer la bicontinuité de 
B (ü ,v ) et donc l’existence d’une solution.

\ _
A présent, on sait que le choix de T. Kato n’est pas du tout.restrictif et ceci grâce 

au théorème d ’unicité des solutions dans C([0, T],L3) (théorème 1.2) et au théorème de 
régularité des solutions dans C  ([0, T], L3) démontré de façon indépendante par R G. Le- 
marié-Rieusset [Lem98b] et R. May [May], qui permettent de conclure que toute solution 
u(t) € C  ([0, T],L3) vérifie aussi que y/t u(t) € L°° (]0, T[, L°°). Nous soulignons le fait que
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dès qu’une solution faible ü(t,  x )  des équations de Navier-Stokes est bornée (et la condition 
y/t  u ( t )  G L°° (]0, T[, L°°) garantit cela en dehors de t  =  0), un théorème de J. Serrin [Ser62] 
permet de conclure que ü(t,  x )  G C^x et donc il s’agit bien là d ’une solution classique.

Diverses généralisations du théorème de Kato ont été proposées ([AT99], [Mey96], 
[Che99]) ; nous avons ici essayé d’exploiter à fond la condition plus contraignante y/t u( t )  G 

L°° (]0, T[, L°°) en montrant qu’elle permet en effet de garantir l’existence d’une solution 
faible des équations de Navier-Stokes dans C ([0,T], X), où X  appartient à un cadre fonc­
tionnel assez large. Nous avons examiné la cas où X  est un espace, sur-critique ou critique, 
régulier ou singulier.

Dans le cas des espaces réguliers sur-critiques (le terme bilinéaire B(ü, v) est bicontinu 

sur C([0, X],X), et même sur C ^[0,T], comme on peut le voir dans [Can95]) ou 

critiques (« limites réguliers » et « limites » suivant les définitions 1.18 et 1.5 du chapitre 
1) le théorème démontré (2.20) s’interprète plutôt comme un théorème de régularité des 
solutions, grâce à l’unicité dans l’espace C([0, T],X ). Dans le cas des espaces critiques 
nous avons en particulier étendu ici le résultat d’existence aux espaces non homogènes qui 
n’étaient pas compris dans le théorème 1.6 et qui n’avaient été considérés que margina­
lement par d’autres auteurs, dont l’intérêt avait été focalisé sur les espaces homogènes, à 
norme invariante par rapport à la transformation /  ■—> f \  = A/(A •).

Dans le cas des espaces singuliers (non contenus dans Lfoc), la condition y/t  u ( t ) G 

L°° (]0,T[, L°°) définissant dans S' le terme ü®  ü, permet elle-même de traiter l’existence 
de solutions, alors que la question de l’unicité ne peut pas se poser. Le cas que nous avons 
considéré d’abord est celui d’un espace de Besov généralisé à indice de régularité s négatif 
(théorème 2.21) ; la caractérisation à l’aide du semi-groupe de la chaleur permet de traduire 
immédiatement le fait que la donnée initiale iïo se trouve dans un espace de Besov B  en 
l’appartenance de la tendance etAuo à un espace du type L9 (]0, T[, I / )  (où 1 / peut être 
remplacé par d’autres espaces fonctionnels). Nous avons alors montré (lemme 2.22) que, 
sous la condition y/t ü ( t )  G L°° (]0,T[, L°°), il est tout à fait équivalent de résoudre les 
équations de Navier-Stokes dans cet espace « L9 (]0, T[, I / )  » ou bien dans C  ([0, T], B).

Ensuite, nous proposons une autre formulation du théorème d’existence des solutions 
de Kato dans le cas d’espaces réguliers (critiques et sur-critiques), comme théorème de 
persistance de la régularité des solutions de Koch et Tataru (théorème 2.29) ; ce résultat a 
été obtenu en collaboration avec P. G. Lemarié-Rieusset. Nous avons obtenu en particulier 
que le temps de vie de la solution ne dépend que de la norme de la donnée initiale dans 
l’espace singulier Vbmo.

Dans la dernière partie du chapitre, nous traitons le cas des espaces de Besov à indice de 
régularité s = 0 par deux voies, l’une constructive (théorème 2.30) suivant une adaptation 
due à Y. Meyer et M. A. Muschietti du théorème de Kato et l’autre comme théorème de 
persistance de la régularité (théorème 2.31).
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Avant d’entamer l’analyse, quelques remarques de rédaction. Tout en conservant la 
notation vectorielle ü  pour une solution des équations de Navier-Stokes, nous écrirons 
ü  E X  plutôt que ü  E X 3 et nous laisserons sous-entendu l’espace des variables, qui sera 
toujours R3, sauf mention explicite. De plus, toute constante C  apparaissant sans autre 
précision sera susceptible de varier d ’une ligne à l’autre.

2.2 Le cadre fonctionnel général

Introduisons les hypothèses de base sur les espaces considérés. Nous noterons par T> 
l’espace des fonctions C°° à support compact, par S  la classe de Schwartz des fonctions

_jç
C°° à décroissance rapide, par S  la fermeture dans l’espace X  de la classe de Schwartz, 
par S ' l’espace des distributions tempérées et par S q l’espace des distributions nulles à 
l’infini défini dans le paragraphe 1.2 (définition 1.8) ; par A B  nous indiquerons enfin 
que l’injection de A  dans B  est continue.

Définition 2.1 (espace de Kato)
Soit E un espace de Banach de fonctions tel que :

a) S  e—̂ E e—̂ S'
b) 5 E =  E

c ) \ /x  o é R 3 ||/(*  +  *o)||b H I / (* ) ||b
d) E B '1’00.
Nous appellerons dans la suite espace de Kato tout espace vérifiant les conditions de a) à 
d).

Pour faire des commentaires sur ces propriétés et notamment sur la dernière E B^1,0°, 
il convient de rappeler la définition d’espace de Besov. Nous recourons, comme ce sera le 
cas tout au long de cette thèse, à une décomposition de Littlewood-Paley; on pourra 
en trouver une introduction, ainsi qu’une description plus détaillée des espaces de Besov 
homogènes, dans le paragraphe 1.2 du chapitre 1. Des références classiques sur l’argument 
sont [Tri83], [FJW91], [Pee76] et [BL76]. Nous considérons ici le cas général d’espace de 
Besov sur un espace de Banach E quelconque.

Définition 2.2
Si E  est un espace de Banach dont la norme est invariante par translation, on définit pour 
s E ] — oo, +oo[, q E [1, + 0 0 ] l ’espace de Besov Bg9 de la façon suivante :

B | ’  =  { / € 5 ' : S „ / € E  et V’ | | ^ / | | E €  i « ( N ) } .

Pour s € ] — 0 0 , + 0 0 [, q E [1, + 0 0 ] on définit l ’espace de Besov homogène B^’9 de la façon 
suivante :

Bg’ =  { /  e 5 ' /Cpf] : 2* IIAj/He e l-(Z)}.
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Il s’agit d’espaces de Banach normés respectivement par :

11/llüf = IIS>/IIB + f e 2*  I I ^ / I I e)’ } '

11/hr-fe^ lw V -
l  je  z J

Dans le cas des espaces homogènes nous avons commis un abus de notation, en écrivant 
||/|U s,q même si f  est une classe d’équivalence de distributions. Nous rappelons cependant

E

que, si A j f  = f  (ce Que nous avons indiqué dans le chapitre 1 par « /  € S q »), on
peut injecter l’espace BE9 dans S ' en choisissant le représentant de /  donné par ^JjçZ A jf. 

On peut démontrer les inclusions suivantes :

Ç Bg’9 s' < s,

BÊ* S B£*' <t > «, (2.1)

(l’inclusion (2.1) est aussi valable pour les espaces homogènes correspondants). Nous sou­
lignons aussi les inclusions entre espaces homogènes et non homogènes :

Be’9 Ç Bg* s > 0 

Bg9 Ç B£9 5 < 0.

Nous utiliserons également une définition équivalente des espaces de Besov, obtenue à l’aide 
du semi-groupe de la chaleur etA.

P ro p o sitio n  2.3 (d éfin itio n  équ ivalen te)
Soient a > 0 ,  s < a , T  > 0 . Alors, il existe Ct  > 0 tel que :

BÉ"1 =  j /  e S  : eT i/  e  E et { £  ( r i  } ' < CT \ .

(2.2)

Pour une dém onstration de l’équivalence des normes voir [Lem]. Remarquons que si s < 0 
on peut choisir a  =  0 et, dans ce cas, si /  € Bg9 \  BEq, alors lim ^+oo C t =  +oo. Toujours 
pour s < 0, on peut caractériser les espaces de Besov à l’aide des seuls opérateurs S j .  On 
a en effet :

Bg* = { / 6 Î  : V ’ ||V ||E € ¡’ (N)} s < 0.

(V i )
a

(V—A)
a

€
JA

J E:)
Qdt

t } < Cj1}
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De plus, on peut facilement démontrer que, pour tout s < 0 et T  > 0 :

BÊ* =  { /  € 5 ' : t - i  ||etA/ | | E S h" (]0, T[, j )  j  . (2.3)

Si E =  U* on écrit plutôt Bp’9, B®’9 et on peut aussi définir les espaces de Triebel-Lizorkin 
F*’9, F*’9 comme suit (voir aussi paragraphe 1.2).

Définition 2.4
Pour s € ] — oo, +oo[, q € [1, +oo], p G [1, +oo[ on définit l ’espace de Triebel-Lizorkin F*’9 
de la façon suivante :

F «  =  { /  € S 1 : S„f S V  et | |2 ^ |^ / ( - ) ! | |„ (N) 6 I /} .

On définit également l ’espace de Triebel-Lizorkin homogène par:

F «  =  { /  e 5'/C[X] : I ^ I A ^ / O l l l ^  e L”}.

Pour p — + 0 0  la définition de l’espace F^9 se fait plutôt à l’aide des mesures de Carleson, 
comme on le verra plus en détail dans le paragraphe 2.5.1.

On a les inclusions suivantes entre espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin :

B ç  F^’9 q < p 

F^  Ê B®’9 p < q,

ce qui reste vrai pour les espaces homogènes correspondants. Finissons par les injections 
de Sobolev (valables aussi pour les espaces homogènes) :

Proposition 2.5 (injections de Sobolev)
Soient — oo <  s' <  s < + 0 0 , 1 < q < + 0 0 . On a :

Bp,9(Rn) Ç B p q(Rn) 1 < p ,p ' < + 0 0 , s -  -  =  5 ' -  5  y y p p
F!-9(Rn) Ç F^’9(Rn) 1 < p, p’ < + 0 0 , s - -  = s' - - r

y y  p p

Nous pouvons maintenant faire quelques remarques sur les conditions de a) à d) de 
la définition d’espace de Kato 2.1. Tout d’abord, les conditions b) et c) assurent que 
E ^  S q et donc qu’on peut reconstruire toute fonction /  6 E à partir d’une décomposition 
homogène de Littlewood-Paley (voir lemme 1.9). La condition de densité des fonctions 
de test dans E n’est pas vraiment indispensable, mais elle nous évitera dans certaines
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situations le manque de continuité forte du noyau de la chaleur sur l’espace E considéré 
et nous permettra d ’étendre à l’espace E tout entier les bonnes propriétés vérifiées par les 
fonctions de test. La condition c) permet d ’établir la continuité sur E des opérateurs de 
convolution dont le noyau est dans L1 ; à ce propos on a le lemme suivant dont on peut 
trouver une démonstration dans [Lemj.

Lemme 2.6
Soit E est un espace de Banach tel que S  E «—>• S', Vxo € R3 \\f(x  +  ^o)|Ie =  | | / H e > 
__g _p
S  =  E ou bien E =  F' (l’espace dual de F) et S  =  F ; alors, pour tout g G L1, on a:

IIs * / I I e < I M I li II/IIe -

Venons-en à la condition E <->■ B^1,0°. Grâce à la caractérisation (2.3) on a, pour tout 
T  > 0:

/  G B "1-00 V t etAf  G L°° (]0, T[, L°°).

On peut par ailleurs préciser que, grâce à la densité de <S dans E, on a de plus que etAf  G Co 
(l’espace des fonctions continues, nulles à l’infini) pour tout t > 0.

Il est facile de faire le lien avec le théorème d ’existence de Kato. Il s’agira en effet, 
pour une donnée initiale Üq G E avec V • uo =  0, de trouver une solution des équations de 
Navier-Stokes dans un sous-espace de C  ([0, T],E) vérifiant y/t u(t) G L°° (]0, T[, L°°). Il 
est donc capital que cette condition soit vraie pour la tendance etAiio, d’où la condition d).

2.2.1 Exem ples

Nous présentons ici les espaces concernés par cette approche. Nous traiterons le cas des 
espaces de Lebesgue, de Lorentz, de Besov et de Triebel-Lizorkin, de Morrey-Campanato 
et des multiplicateurs singuliers X r. Nous commençons par un lemme.

Lemme 2.7
Soit E un espace de Banach vérifiant S  ►  E <—> S', V^o G R3 \\f(x  -1- rr0)||E =  | | / | |E et 
tel que sup0<^<! Ar ||/(A x)||E < C  | | / | |E avec r  G R ; alors E B^r,0°. On a aussi que, si 
supA>0 Ar ||/(Arc)||E <  C  | | / | |E avec r  G R, alors E ^  B"’’’00.

P r e u v e  : Supposons d’abord sup0<A<1 Ar ||/(Aa:)||E < C  | | / | |E avec r  G R  Par une dé­
composition de Littlewood-Paley on a, en notant Sof = (¡> * f  '■

||S0/||Loo = sup /  4>{y)f{x - y)dy
x€R3 UR3

< sup UW& \\f(x ~  -)IIE
xeR3

<IHI^II/IIe-
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Par ailleurs, pour tout j  > 0 on a :

2 - j T  l |A ; / l l L~  =  2 - *  | | a 0/ ( - 7) ( 2 ^ )
11 L °°

< C ||/ ||E .

La dém onstration dans le cas supA>0 Ar ||/(A a:)||E < C  | | / | |E avec r € R est identique. ♦

En corollaire on obtient donc quels sont les espaces de Lebesgue qui sont espaces « de 
Kato ».

C o ro lla ire  2.8 3 3
Pour tout p > 3 on a 1 / C Boop’ C Boop’0° C B^,1’00. En particulier, L3 C B^1’00.

Les espaces de M orrey—C am panato

Nous rappelons d’abord les définitions (voir aussi le paragraphe 1.7 du chapitre 1 et 
[Tay92], [Kat92]).

D éfin itio n  2.9
Pour tous p,q tels que 1 < p < q < +oo on définit l ’espace de M orrey-Campanato MP)(? de 
la façon suivante :

M P,1 =  i f  e  L uloc : I I / I I m , ,  =  SUP R * l l / C ^ l l i A  <  + ° ° } >
P’q 0 < R < 1  uloc

°Ù =  SUpxo€R3 { jjX - X 0 | < 1 \g(x)\pd x y .

On définit également l ’espace de Morrey-Campanato homogène MP)(? de la façon sui­
vante :

Mm  = { /  e LSloc : II/IIm,, = SUP l l / ( * " ) l k  < +°°}-
R >  0 uIoc

Pour p = 1 et q > 1 on pose

Mi>fl =  { /  €  M b : | | / | |Ml, =  SUP SUP R '~ 3 f  d \f\ <  + ° ° }
x€R 3 0 < « < 1  J B(x,R)

et

Mi)9 =  { / € M b ■ H/Hmj =  sup sup R* ~3 [  d\f\ < +oo},
x € R 3 H > 0  J  B ( x , R )

où M b est l ’espace des mesures de Borel localement bornées et B (x ,R ) est la boule de R3 
de centre x  et de rayon R.

2 jr IIΔ <J '( 2J■)Ihx
< C '2I j r

JΊ
2i

I
E
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On vérifie facilement les propriétés suivantes :

II/C^OIImp,, =  t t  II/IImp,9 o <  a  <  i
A«

I I / ( ^ ) I I m p„ =  7 r l l / l l M „  ^ > 0 .
A«

On a donc en corollaire :

Corollaire 2.10
— — ,00 ,

Pour tout q > 3 ,  pour tout p tel que 1 < p < q, on a MPj9 C Boo9 C B^1’00. De plus, pour 
tout p G [1,3] on a MP)3 C B^1’00 C B“ 1’00.

Nous soulignons aussi les inclusions évidentes : MPjQ C MP)9, MP)9 c  Mp/)? si p' < p (et aussi 
MP;9 c  Mp'.g), MP)91 C Mp>92 si < Q\ et L9 =  M9)9 C Mp,g pour p < q. Les fonctions de la 
classe de Schwartz ne sont pas denses dans MP)9 et Mp,g. En effet on a, pour tout <t> G S  :

lim supi?9- p i  [  |0(x)|pi£r 1 = 0  Vp < q
l * o | - H - o o * > o  U | x - x 0 | < f i  i

lim sup Rï~p  i  /  \4)(x)\pdx i  = 0  Vp < q
*-°xo€R3 \J \x- xo\<R J

lim sup R«~p  ̂ /  \é(x)\pdx > = 0  Vp < q.
^ + ° ° x 0€R3 {J\x- xo\<R J

Il est facile de démontrer les inégalités de Hôlder suivantes (valables aussi pour les espaces 
homogènes) :

Proposition 2.11 (inégalités de Hôlder)
Si -  +  -  =  -, - +  7 =  —, alorsp r s ’ q t w ’

Mp,ç * Mr)t Ç M.,„.

Les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin

Nous en avons déjà donné les définitions. Nous soulignons seulement les inclusions 
suivantes :
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B*’9 Ç B« p’°° Ç B j ’“  p, q € [1, +oo] et s > -  -  1
p

3 Q

p«,? Ç B « p,0° Ç B^1,0° p € [1, +oo[, q e  [1, +oo] et s > ---- 1
p

b ! “ 1* Ç B "1’00 p , qe[ l,+ o o ]

Fp 1,9 Ç B“ 1’00 p G [1, +oo[, q € [1, +oo]

Les espaces de Lorentz

Nous présentons les espaces de Lorentz comme étant les interpolés réels des espaces L1 
et L°°. Pour un exposé détaillé sur la théorie de l’interpolation, nous renvoyons à [BL76], 
[Lem].

Définition 2.12
Pour p G ]l,+oo[, q € [1,+oo] on définit l ’espace de Lorentz U>,q de la façon suivante: 

Lp’9 =  [L1, L00]1_ i 9

=  ! f e h 1 +  L ° ° : f  =  Y l f j  où f j  e h 1 n L ° °  et 2 . /  p ) ^ ll- e Z 9 ( Z ) } .
I  I l / A -  e  F(Z) J

C ’est un espace de Banach, normé par:

l l / l u = m a x  (II2 ' ' ' 1' ' 1 ii/îIIl' IL ®  ’ II* ' ii/îIIl“ II«<z)) •

On a donc, de façon équivalente :

V «  =  \ f e S '  : f  =  ' £ f i  où H/illi* lli-lli.» e i , (z ) j
l je z )

et, par conséquent,

L™ £  { /  €  S  : f  =  Y , h  où  UAIIu €  ' ’ W )  •
l  je z J

Cette dernière inclusion montre que Lp,p Ç L7*, pourvu qu’on puisse choisir les f j  à supports 
disjoints, ce qui est en effet possible, comme on peut voir dans [Lem]. D’autre part, on a 
aussi l’inclusion inverse 1 / Ç Lp,p [Lem], d ’où Lp,p = Lp.
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Les inclusions suivantes sont conséquence directe de la définition :

L P, 1 C L P,9l C  L P,P C  L P,<72 C  LP,°° 1 < 9 1 < P < 9 2 < 0 0  

et aussi l’homogénéité de la norme :

II/C^IIlp.« =  “T  l l / I U  ’ 1 < P <  + ° ° ’ 1 < 9 < +°o, A > 0 
A p

d’où
Vp > 3 L™ c  B~*’°° C B“ 1’00.

Les espaces de Lorentz sont étroitement liés aux espaces de Lebesgue faibles. Voyons com­
ment.

D éfinition 2.13
Pour tout p G [l,+oo[ on définit l ’espace de Lebesgue faible Lp’* de la façon suivante: 

V - '  =  { /  € S ' : VA > 0 \{x € R3 : |/(ar)| > A}| <  ^  J  .

où on a indiqué par | • | la mesure de Lebesgue.

On a alors :

P ro p o sitio n  2.14
Pour tout p € ]1, +oo[ 1 /’°° =  L**.

P r e u v e  : Supposons /  €  1P'°° ; on a /  =  Yljez f i  avec II/j'IIl1 — C  (°ù p +  J7 =  *) 

et 2p II/jIIloo < C. Si pour tout jo G Z on définit g =  Ylj<j0 f i  et ^ =  ^2j>j0 h  on obtient 

II^IIli < ^  ^ 2 ^  et IWIl» ^  c ^2j>j02~^ ^  C2~3~p . Il faut montrer que

|{x G R3 : |/(rr)| > A}| < — pour tout A > 0. Il s’agit simplement de bien couper /  en
À À 

g + h en choisissant jo tel que C2~~p ~  —. En effet, si ||/i||Loo < —, alors
Z Z

|{a? G R3 : \f{x)\ > A}| < \{x G R3 : |^(x)| >  ^} |

< < c - 2$  < C'2io(^ +p) =  C2jo ~  .
-  f  "  A -  .Ap

Inversement, si /  G I / ’* il faut décomposer /  en Yljçx f j  avec les propriétés requises. Soit 
donc:

Vj G Z fj(x)  := f ( x ) x  _i±i i
J3K ’  JK {x:2 p~ < | / ( x ) | < 2 —p }
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On a bien f  = z f j  et

| |/i ||L l < 2 ^ | { x € R 3 : | / ( x ) | > 2 - ^ } |

< C2~p2i+1 = C 2 Ï .

♦

R em arque. Si on définit

II/IIlp.* =  sup A|{x € K3 : |/(x ) | > A}|p,
A>0

on peut vérifier qu’il s’agit d’une quasi-norme. Néanmoins, on déduit de l’identification 
I / ’* =  U’’00 que l’espace de Lebesgue faible I / ’* est tout de même un espace de Banach 
(voir aussi [BL76], [SW71]).

Nous soulignons aussi l’inclusion des espaces de Lorentz dans les espaces de M orrey- 
Campanato :

Vp > 1 , Vç € [1, +oo], Vi < p Lp,q c  1 /’°° c  Mt,p C Mf)P. (2.4)

Pour démontrer facilement cette inclusion, il est bon de rappeler une définition équivalente 
des espaces 1/*°° qui s’exprime en termes des moyennes sur les ensembles mesurables.

P ro p o sitio n  2.15
Pour tout p € ]l,+ o o [ on a la caractérisation suivante:

Lp>°° =  mesurable;Vi < p , sup (/(ar)!*^^ < C < + oo^ (2.5)

où on a indiqué par B f l ’ensemble des boréliens mesurables de mesure finie.

P re u v e  : Appelons X  l’espace défini en (2.5) et montrons d’abord que X  Ç 1 /’°°. Soit 
A > 0 et E  =  {x  G E3 : \f(x )\ > A}. Alors E  est un borélien mesurable et \E\ <

f  \ f M dx < d’où \E\p < ^  et la dém onstration est achevée.
J e  A A A

Inversement, soit f  € U’’00 et soit E  un borélien mesurable. La fonction /  est mesurable
car f  € L1 +  L°° ; de plus, on a :

/  \f(x )\‘dx = t \ l~ld \d x
J E  J E J O

/*+oo p

=  /  iA*"1 /  dxdX
Jo J  En{x-.\f(x)\>\)

II f j IIL°° < 2
L
v ?
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= [  t \ t~1\E fi {x : |/(a;)| > A}|g?A +J 0
/*-hoo

I ¿Ai - 1|i?n{a; : |/ (x ) | >  A}|c?A
J  A

/»+oo >nr

< A*\E \+  /  iAt_1v-dA
~ Ja

< A^El + C —-—J£~p. 
p - t

Si on choisit A — \E\~p on aura donc

f  I f i x ^ d x K C l E f - p .
Je

♦

Si on compare maintenant cette nouvelle caractérisation de L**'00 avec la définition de 
Mf,p : ^

Mi,p =  < /  € L*loc : sup sup Rp~* (  f  \f(x)\*dx\ < C \ ,
 ̂ R > 0 xo€M3 \ J \ x —x o\< R  /  J

l’inclusion (2.4) sus-citée apparaît évidente.
Aux espaces de Lorentz s’étendent trois résultats classiques sur les espaces de Lebesgue : 

les inégalités de Hôlder, de Young et les inclusions de Sobolev. Nous en reproduisons ici les 
énoncés, en renvoyant à [Hun67] pour les démonstrations classiques. On pourra par ailleurs 
trouver dans [Lem] une démonstration très simple utilisant la présentation des espaces de 
Lorentz comme interpolation de L1 et L°°.

Proposition 2.16 (inégalités de Hôlder)
Si 1 < pi < +oo, 1 < qi < +oo, i =  1,2,3, on a :

LPi,«i . i / 2-«2 Ç LP3’93 — =  — +  — =  — +
Ps Pi P2 93 Çl 92

l / i t o  . L Pi,9i Ç L 1 —  +  =  1  +  1  =  1 ,

Pi Pi Çi Qi
1 /1 .91  . L<30 Q  LPl-91.

Proposition 2.17 (inégalités de Young)
Si 1 < Pi < +oo, 1 < qi < +oo, i = 1,2,3, on a :

L p i,? i *  L P2,<72 ç  L P3,93 _ L  +  i  =  !  +  _ L  J _  =  l  +  1  e t

P3 Pi P2 93 Çl 92

LPl’91 * L1 Ç LP1,?1.



2.2. LE CADRE FONCTIONNEL GÉNÉRAL 69

Nous remarquons également l’inclusion :

L™ « I / '« ' Ç L~, p € ]1, +oo[, q € [1, + 0 0 ], -  + i  =  1, -  + -, =  1,
p p' q q'

due à la dualité entre I / ’9 et U>,,q' (voir [BL76]).

P ro p o sitio n  2.18 (in jec tio n s de Sobolev)
Si 0 < a  < 3, 1 < p < on a:

— 2 = - : L " L - ' 1 i  =  i  -  2 , t e [1, +oo],
( v ^ ) «  q p  3 J

On rem arquera que cette proposition étend le résultat classique :

, , . : V *  -> V ’" L5’«,

puisque q > p.
Comme dernière remarque, nous précisons que les espaces de Lorentz peuvent être 

définis aussi pour 0 < p < 1, 0 < ç < 1, mais dans ce cas il ne s’agit plus d’espaces normés. 
Néanmoins, les inégalités de Hôlder et de Young sont aussi valables, comme on peut voir 
dans [Hun67].

Les espaces X r

Nous allons présenter m aintenant des espaces de m ultiplicateurs singuliers sur les es­
paces de Sobolev, introduits récemment par P. G. Lemarié-Rieusset dans ses travaux 
[Lem98b] généralisant le théorème d’unicité de J. Serrin [Ser62] ; on en a déjà vu une 
application avec le théorème d’unicité de R. May [May] en complément au chapitre 1. 

Nous commençons par donner la définition suivante.

D éfin ition  2.19
Pour tout r > 0 on définit:

X '  =  { f e  L?oc : Vÿ € IT f g  S L2}

=  { /  e  MU : Vff €  Hr / j e  L2}.

Il s’agit d ’espaces de Banach normés par :

|| f\ \Xr = SUP ||/y ||L2 , 

WfWxr = sup \\fg\\h2 .

II 9II Η r <1

II9IIΗ Γ <ι
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On a Vx0 € K3 \\f(x + xo)!!*.- =  \\f\\x r , ||f ( x  +  x0) | |^  =  ||/ ||* r  et

ll/(Aa;)||Xr < \\f\\xr 0 < A < 1, 

||/(AjO||*. =  | | / | |^ r A > 0

d’où on déduit encore une fois X r C B^r,0°, X r c  B^r,0°. On remarque aussi que X r Ç X r.
/

Etant donné que l’opérateur de multiplication par une fonction réelle est autoadjoint, 
il s’ensuit que :

ll/llx- =  SUP 11/ s IIh-«- »
IMILa < l

W f W x r  =  SUP Wfgïïù-r  .
IMIL2<1

On peut établir également quelques inclusions fonctionnelles. Commençons par la plus 
simple, concernant les espaces de Lebesgue.

L* C X r 0 < r  < | ,

L* C X r 0 < r < ^ ,  0 < i < r.

Ceci provient tout simplement des injections de Sobolev et des inégalités de Hôlder.
Un raffinement des inclusions ci-dessus est valable pour les espaces de Lorentz :

Lr'°° c  X r 0 < r <

L?-00 C X r 0 < r < | ,  0 < t  < r,

où on a utilisé les inclusions de Sobolev et les inégalités de Hôlder étendues.
Venons-en aux espaces de Morrey-Campanato. Montrons d’abord que :

r ç M 2)2 , r ç M 2)i, 0 < r < ?  (2.6)

P r e u v e  : Nous traitons seulement le cas non homogène, l’autre étant tout à fait analogue. 
Soient f  E X r, 0 < R  < 1, x0 E R3 et 0 E V, <f> =  1 sur B(j£, 1). On a:

R r~* (  f  \f{x)\2d x)  =  R r (  f  \ f { ^ ) \ 2d a \
\J\x—xo\<R / \J\(T— ̂ |< 1  J
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<Rr ( f \f{Ro)<j>{o)\2d<j\

< i r  \\f{Rv)\\x , p ||„ ,

< ll/Wllx-II^IIh- < C i l / I l ^ ,

d’où l’inclusion souhaitée. ♦  

D’autre part,

C I '  2 < p <  5 r  < | ,  (2.7)

Mp |  C X T 2 < p <  ? r  < ? , (2.8)

Mi.cr r <  | .  (2.9)
r ’ r 2

Les inclusions (2.7) et (2.8) sont techniques et nous renvoyons à [Lem98b] pour tous les3
détails. Pour (2.9), l’espace M3 3 coïncide avec l’espace L^loc et on peut en donner une 
dém onstration assez élémentaire.
P re u v e  : Soit donc /  G L^loc et g G Hr n  V . En notant Qk le cube [0, l ]3 +  k, k € Z3, on 
a :

[ \f(x)g{x)\2d x = ^ 2  f  \f{x)g(x)\2dx

'Zif \f(x)\'dx) (f 100*0 r**®)f c e Z 3 \JQk /  \JQk /
1 r 1 

aVeC2 =  3 +  â  

< 11/15 J2\\g\\UQk)
uloc fce z3

< 11/16
uloc *ez3
où 0 = 1  sur Qo, <j> G V

< 11/16
uloc fcez3

Or,

iw<- - *)iiH- = E n°“ w(- - *))iii*
|a|<r

Σ ιι9 Φ (· k) II
2
La

Σ IIgΦ ( k )II
2
Hr
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= E E i|dv>-v(--*)L
|a |< r  7 -bft=û!

< E E  Ĥ aLiî (--*)iiL>
|a |< r  7 + /3=a

d’où

E
kez3

<E E IÎ sIIl2Eh^(-- *)Ul-
|a |< r  7 +y9= a  fceZ3

<<? Il A

et donc
ll/tflli» < C ||s ||Hr ll/ll , .

uloc

♦

2.3 Le cas des espaces réguliers

Nous présentons dans ce paragraphe un théorème d’existence de solutions de Kato dans 
le cadre général que nous avons introduit, dans le cas particulier où l’espace E possède 
une certaine régularité. Faisons un préambule pour essayer de rendre moins obscure la 
condition que nous allons introduire dans le théorème. Si on veut adapter au cas d’un 
espace E * de Kato » la dém onstration que Kato avait faite pour le cas de L3, on ne 
rencontre en général pas de problèmes pour démontrer que la transform ation F (u ) =  
etAÜ0 -  f* e(*-*)APV • ü  <g> ü(s)ds est stable sur un fermé borné de l’espace

f \/t u(t) e  L°° (]0, T[, L“5) I
£  =  < « ( t )  €  C { [ 0 , T ] , E )  : V' ' „ }

\  w  u " ’ limVi||S(t)||L» = 0  J

Par contre la contractivité peut être plus compliquée, car il faut s’assurer qu’il existe une 
constante C < 1 telle que ||F (u) — F(£r)||f  < C \\u — v\\£. Puisque

l|F(w) - F ( v ) ||f  =  \\B(u -  v ,u) + B (v ,u  -  v)\\£ ,

la constante C  va être déterminée à partir d ’une estim ation de bicontinuité de l’opérateur 
bilinéaire intégral B, de la forme \\B(u,ü — v)\\£ < Cte ||w||f ||w — • Prenons le cas 
de L3. Le fait que L°° soit un espace de m ultiplicateurs de L3, et que donc ||/^ ||l3 < 
Cte | |/ | | l3 ||ÿ ||Loo, perm et d’avoir une estim ation du type

\\B(ü,ü  -  t O ( i ) | | L 3 <  Cte sup \ Z s | | M ( a ) | | L oo sup \\u(s) -  v(«)||L3
0 < s < t  0 < s < t

IIgΦ ( k) II
2

r
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(et également pour ||B(u — v, ?7)(î)||L3). Or, quitte à considérer un petit intervalle de temps, 
la condition limt_>.o V t  ||w(î)IIl°° =  0 nous permet de majorer l’estimation ci-dessus en 
utilisant bien une constante C aussi petite qu’on veut. Si par contre L°° n’est pas un 
espace de multiplicateurs de l’espace E (ce qui est bien le cas pour les espaces réguliers que 
nous allons considérer ici) on pourrait avoir seulement une condition du genre ||/^ ||E < 

(II/IIe IM Il- +  IMIe II/IIloo) qui nous donnerait

\\B(ü,ü -  v)(t)\\E < Cte f  sup >A||«(«)I|Loo sup ||u(s) -  v(s)||E
\ 0 < s < t  0<s<t

+  sup y/s ||u(s) -  t7(s)||Loo sup ||u(s)||E ) .
0<s< i 0<s<i /

Si on traite le cas local, où on ne peut pas imposer la petitesse de la solution dans E puisque 
la donnée initiale n’est pas contrôlée, on ne peut plus rendre contractante la transformation. 
C’est pourquoi, on cherche à avoir plutôt une estimation « à poids » du genre

I I / î I I e  ^  c “  ( I I / I I e  I I s I I l -  +  llsllÊ l l s l l i -  I l / M  (2.10)
où on a encore une contribution de la norme L°° de g dans le deuxième facteur du 
membre de droite, qui jouera le rôle du terme qu’on peut rendre petit dans l’estimation 
de ||B(Ü,u — v)(^)IIe- À cause de la non homogénéité de la norme E, il nous a paru plus 
simple de formuler la condition (2.10) sur les blocs dyadiques; par ailleurs, nous allons 
systématiquement démontrer une estimation plus forte sur le terme de fluctuation B  (u, if), 
à savoir \\B(u, v)(^)IIb0,1 plutôt que ||B(u, u)(i)||E, d’où l’intérêt d’une estimation sur les 
blocs. Passons maintenant à l’énoncé du théorème.

T héorèm e 2.20
Soit E «n « espace de Kato » tel que, de plus, il existe a € [0,1], a  G ]0,1[ tels que, pour 
tout e > 0, il existe M(e) > 0 vérifiant:

v / , s  € E n  L°° ||A j(/p )||E <  M(e) | | / | |E ||S||L„  + e 2 "«  ||/ ||£  n / f c »  ||S||E Vj 6 Z. 
(2.11)

—» _ _
Alors, pour tout uo € E avec V • Uo =  0 il existe T  =  T (uq) et une unique solution 
des équations de Navier-Stokes ü(t) G C  ([0,T],E), telle que y/t u(t) G L°° (]0, T[, L°°) et 
limt-^o V t  ||tt(f)||Loo =  0.

La démonstration, technique, suit les lignes de celle concernant les espaces limites 
homogènes, qui vérifient donc ||/(Ax)||E =  j  | | / | |E (théorème 1.6). C’est pourquoi, nous 
préférons la mettre en annexe, pour continuer ici avec d ’autres commentaires. Tout d ’abord, 
si L°° est un espace de multiplicateurs de E, la condition (2.11) est vérifiée de façon banale, 
car :

l |A i ( / ÿ ) | | E < C | | / 9 ||E < C | | / | | E ||ÿ ||L_ .
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C’est le cas de tous les espaces « modelés » sur I / ,  c’est-à-dire Lp pour p >  3, MP)9 et MP;9 
pour ç > 3 et 1 < p < q, I / ’9 pour p > 3, 1 < q < +oo. C’est également le cas des espaces 
X T et X r pour 0 < r < 1, car, pour tout /  G X T, pour tout g G L°° on a:

sup \\fg<f>\\h 2 < ||ÿ||Loo sup | | / 0 ||L2 .
11̂11 Hr—̂ ^

Le même calcul vaut pour X r.

Il s’agit essentiellement d’espaces qui ne sont pas définis par des conditions de régularité. 
Par contre, si on considère les espaces de Sobolev, ou bien, plus généralement, les espaces 
de Besov et de Triebel-Lizorkin, la condition / ,  g G E n L°° contenue dans (2.11) devient 
nécessaire. Nous allons montrer dans un instant que les espaces de Besov et de Triebel- 
Lizorkin vérifient bien la condition (2.11) pour certains indices s positifs de régularité.

Vérification sur les espaces de Besov

Dans le paragraphe 1.4 du chapitre 1 (théorème 1.6 B), nous avions montré la condition 
(2.11) pour les espaces homogènes B*’9, F*’9 avec s = |  — 1, 1 < p < 3. Il nous faudrait 
maintenant la vérifier pour les espaces non homogènes B F * ’9 avec s > max(0, - — 1), 
s 7̂  0, 1 < p < + 0 0 . Nous ne pourrons ici considérer que le cas |  — 1 < s < |  pour
I < p < 3. Nous verrons cependant dans le paragraphe 2.5 qu’on peut inclure aussi les 
autres cas en utilisant une approche différente. Analysons par simplicité le cas des espaces 
de Besov. Puisque B£’9 =  B£ 9 D 1 / et | | / | |B.,« ^  Il/Hé;-* +  II/IIlp» on a l|A,-(.fo)||B..* -  
||Aj(/(/)||gi,, -+- ||Aj(/c/)||LP. Il suffit donc de prouver que la propriété (2 .1 1 ) est vérifiée 
pour les deux normes. On a: ||A j( /s ) ||Lp < C \\fg\\^ < C | | / | |L„ ||i?||Loo < C  | | / | | B̂  |M |l<».
II reste donc à prouver la propriété (2 .1 1 ) pour ||Aj(/ÿ)||g»>P pour |  — 1 < s < On 
peut procéder comme dans le chapitre 1 : grâce à l’homogénéité de la norme, il suffit de 
considérer ||Ao(/<7)||g*,p. On écrit le paraproduit homogène:

f  g =  ^  A * /Sk~2g +  X  ̂ k g S k - i f  +  E E Afc/A^ 
kez fcez fcez |fc-i|<2

=  tt(/, g) +  7v(g, f  ) +  R (f,  g),

d’où

A 0 ( fg ) =  A 0 f J Z  AkfSk-29)  +  A 0 f V  A kgSk- 2 f  )  +  A0 f V  H  A * /A ,<7 ) .
\Jfc=-2 /  \ k = -2  J \ k > —2 |/c—Z|<2 /
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Par ailleurs, ||A0(/tf)||è«,P ^  ||A0( /9 )||Lp ; 011 a donc:

2

IIAoTK/.ÿ)!^ = A„ £  A*/S*-2ÿ
k = - 2 l p

— C ll/llép’00 IMIl°° < C \\f\\Ès,q j|^||Loo,

IIAoiït/.s)«,,, = A„ Y i  E  At /A ,ff
k> - 2 |fc—i|<2 Lp

< C x : IIA/î/IIl» llsllt-
k > —2

<C ||fl||L.  X  2-‘> II/IIb;.»
k > —2

<C\\g\\L„ \\f \ \Èl.,.

Finalement, on estime le terme le plus compliqué. Pour L < —5 on a :

2 fc-3

IlA07r(ÿ, f)\\„ =  A„ X  A*S(St /  +  An/)
k = —2 n=L  l  p

2 *—3 2

< X  ^ IIA ofA ^ A ^ II^ H - ^  ||Ao(AtSSt / ) | |L„
k = —2 n —L k = —2

= A  + B.

Pour le premier terme on a :

- i
A < c  ||S ||L_  J2  IIa » / I I l ,

n—L

< < ? M l~ II/IIbî' ~ £ 2' " '
n>L

< C 2-L’ ||S||L.  H /H é« .

Pour le deuxième on a, pour i  =  i  +  i  :

2

C ^ ] IIA*<7|Il<ï \\SLf\\Lt 
k——2

< C ¿  2*<i-î->2‘* ||A*S||LP (  J2  ||A„/||L, )
* = - 2  \ n < L —l )
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<<?IIsIIb;~ E  ||A „/||l ,
n<L—1

SCIIsIléj.. ll/ llB -2 t(§-?-*>,

pourvu que |  — f  — s > 0. Comme s = ^ — l + e, 0 < e < 1, il suffit de choisir t >
2

ce qui est en effet possible car p < 3. Par ailleurs, on a aussi que ||A 0(Aa;^5x,/)||Lp <
k= - 2

C  ||<7||b£>« II/IIlco comme pour nr(f,g). En moyennant, on obtient:

E  IIAoiA^Si/)!^ < C||ÿ||É;„ H/llf» ||/|||.„ 2*<î-î-> 
fc=—2 P

L ( 3  _  3  _  -i

où 2 2 kp * ; peut être rendu aussi petit qu’on veut pour L —> —oo. Donc, Ve > 0 il existe 
M (e) > 0  tel que :

I|A „(/9)||é.„ < M(e) ||/||é;„  ||ff||L„  + £ Il/Il?.,, Il/ lll»  IM Iiç ,,

d’où, par homogénéité :

I IA ^ I Ié . , ,  < M(e) ||/||É,,  ||9||l „  + e2Î<i-> ||/|||.., | | / | |^  ||p||É„

et, en m ajorant ||' IIb®-* Par IMIep''’’ on obtient la m ajoration souhaitée. Cette dém onstration 
peut être aussi adaptée aux espaces de Triebel-Lizorkin.

Pour ce qui concerne s > | ,  les espaces correspondants F*’9 et By q sont des algèbres 
contenues dans L°° ; la condition \ f t  u(t) G L°° (]0, T[, L°°) n’est donc pas une véritable 
restriction et de plus on peut démontrer l’existence d ’une solution des équations de Navier- 
Stokes grâce à la bicontinuité du terme bilinéaire sur l’espace C ([0, T],E).

2.4 Le cas des espaces singuliers

L’approche de Kato s’applique aussi à certains espaces « singuliers », pour lesquels 
le terme u <g> u(s) n’est pas défini ; dans ce cas, la condition y/t u{t) G L°° (]0, T[, L°°) 
devient alors essentielle pour lui donner un sens dans S '. Déjà H. Kozono et M. Yamazaki 
[KY94], M. Cannone [Can95], F. Planchon [Pla96], Y. Meyer et M. A. Muschietti [Mey96], 
J. Y. Chemin [Che99], P. Auscher et Ph. Tchamitchian [AT99] ont proposé des adaptations 
de la méthode à certains espaces singuliers homogènes, notamment aux espaces de Besov 
à régularité négative et à leur généralisation utilisant les espaces de M orrey-Campanato. 
Dans la suite des travaux de P.-G . Lemarié-Rieusset [Lem98b], nous allons ici considérer 
le cas d ’un espace de Besov non homogène à indice s de régularité négatif sur un espace de

r η (3
P

3
ts ) 2ns
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Banach E adm ettant L°° comme espace de m ultiplicateurs. Nous allons d’abord résoudre 
les équations de Navier-Stokes dans l’espace où se trouve la tendance, qui n ’a a priori 
rien à voir avec l’espace des trajectoires continues en temps à valeurs dans l’espace de 
Besov de départ. Ensuite, nous allons montrer que la solution trouvée est tout de même 
continue dans le Besov, et que les deux espaces sont tout à fait équivalents. Il nous semble 
intéressant de remarquer que l’idée de situer la résolution du problème dans l’espace « plus 
maniable » où se trouve la composante linéaire de la solution (la tendance, pour utiliser le 
langage de équations de Navier-Stokes), est de plus en plus utilisée et pas seulement pour 
les équations de Navier-Stokes; nous faisons référence par exemple aux solutions de H. 
Koch et D. Tataru dans F ^1,2 dont il sera question dans la dernière partie de ce chapitre, 
mais aussi aux solutions de l’équation de Schrödinger que nous allons traiter dans le dernier 
chapitre de cette thèse.

Voici l’énoncé du théorème.

T héorèm e 2.21
Soit E un espace « de Kato » qui vérifie, de plus, les propriétés suivantes :

E C B -r’°° 0 < r  < 1 (2.12)

il existe C > 0 tel que V / € E, Wg e L°° \\fg\\B < C  | |/ | |E ||ÿ ||Loo • (2.13)

Alors :
__g-(l-r),oo _  ^

a) pour tout u q  E  S  b avec V • Ü q  =  0 il existe T  =  T (u0) et une unique solu-

[0,T],<S E 1, telle que y t  ü(t) €

L°° (]0,T[,L°°), limVi||w(i)||Loo = 0  et t^ Ü ( t)  € L°° (]0,T [,E) ;

b) pour tout q G > +°°[> pour tout Uq G B ^ 1-r ’̂9 avec V • uq =  0, il existe T  =  T{uq) 

et une unique solution des équations de Navier-Stokes ü{t) € C ^[0, T], Bj^1-r^ ,  telle

que y/t S(t) € L“  (]0,T[, L°°), i 1?  ||« (t)||E e  L’ ( ] 0 ,T [ ,y ) .

Commençons par quelques remarques. Si E C B^r,°°, montrons que B ^ 1-7̂ ’9 C B^1,0° 
pour tout q G [1, +oo]. En effet :

f  G B "(1_r)’9 f S° f  e  E
||A j / | |e € /’ (N).

Il faut m ontrer que S0f  € L°° et que 2~j ||A j/ ||Loo < C < + 0 0  pour tout j  > 0. Or, si on 

indique par S0g = 4> * g avec 4> € S  et <j> =  1 sur supp 0, on a :

l|S»/||L-  =  ||SoS„/||ioo

~ IHL < "*‘°o '

tion des equations de Navier Stokes u(t)€ C
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/  ~  ~  ~  ~  A

Egalement, en notant Aj f  = * f  avec E «S et ip =  1 sur supp ip, on a :

2- j ||Aj / | | loo =  2->

< 2->y> IIAî/IIe =  2-i<1- ’-> IIA^/llg S l"(N) C J~(N).

Si ç < +oo, les fonctions de test sont encore denses dans Bg 4, tandis que si g = + 0 0  ce 
n’est pas le cas, d ’où la nécessité de se restreindre, dans le cas a) du théorème, à l’adhérence 
de la classe de Schwartz. Dans les deux cas on est donc dans le cadre d’un espace « de 
Kato ». La condition (2.13) est vérifiée par tous les espaces étudiés dans les paragraphes 
précédents qui ne sont pas définis par des conditions de régularité. On précisera cela dans 
le paragraphe 2.4.1.

Passons à la dém onstration du théorème.

P r e u v e  : Tout d ’abord, montrons que, pour une donnée uo vérifiant les hypothèses du 
théorème dans les deux cas a) et b), il existe T  > 0 et une seule solution des équations de 
Navier-Stokes u dans l’espace :

y/t u(t) E L^Q O .T^L00)

WT = < Ü E t '  ([0,T] x  R3) : }î£o =  0 > (2 .1 4 )

t 1? ||a ( i ) ||E € L » ( ] 0 ,r [ ,* )

norme par

N I w T =  SUP V t \ \ ü { t ) \ \ Loo+  t ^  | |w(i) | |E ,ln_ rdtv •
0 < t< T  L«yO,T[,T //

Nous montrerons ensuite, à travers le lemme 2.22, que cela entraîne de façon immédiate 
l’appartenance de « à l’espace C  ^[0, T], .

Le cas q =  + o o

Traitons d’abord le cas a) où q = + 0 0  et t V 1 ||w (i)||E E Lq (]0,T[, y ) <£>• ü(t) ç 
L°° (]0, T[, E). Les hypothèses faites sur w0 se traduisent directement en l’appartenance de 
la tendance etAuo à l’espace Wt , et cela pour tout T  < + 0 0  ; en particulier, la condi­
tion limf_̂ 0 ||eiA^o||Loo =  0 vient de la densité des fonctions de test. Passons alors à la

Δ j Δ j f
Loo
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fluctuation. D’abord pour tous u,v  € Wt , pour tout s tel que 0 < s < t < T  on a: 

e(t-s)Apy . ~ q  < q  e^"*APV • ü <8> v(s)
L°° ( y / t = J ) r  '  E

(grâce à l’inclusion E C B^r,°°)

1 1 -----1
-  C t ( n ----- \r+l l-£ SUP V^||w(s)||LOO sup S1?  \\v(s)\\E .

[y/t — S)  + l  S  2 0 < s < i  0 < s < t

/** 1 1 Q
Du moment que /  , .—- , , cis =  —=, on obtient une première estimation pour

J0 W t -  s)r+1 5 2 y/t
y/t\\B(ü,v)(t)\\hoo, mais nous précisons cette majoration en vue de l’application d’un al­
gorithme de point fixe. On utilise à cette fin l’estimation directe :

e(i-*)APV • ü <2> v(s) < C r L =  ||n<8> #(s)||Loo
L°° y /t — S

< C —̂ L = -  sup \ fs  ||w(s)||Loo sup >/«||^(s)||Loo ,
y/t — S S o< s < t  0< s < t

pour obtenir, en moyennant,

\ / î | | 5 ( w , t r ) ( i ) | |L o o  <  CTVt ( f  -------^- 7 - x  X
\J0 (t — s)4 + 2 S 4 J

sup Vs||t*(s)||Loo ( sup v^ l|v (s) ||Loo sup S ^ r  ||îr(s)||E )
0<s<t \0<s<t 0<s<t /

< CT sup >/»||m(«)||L<» ( sup y/s ||î?(s)||Loo sup ||t?(s)||E ) .
0<5<t \0<S<t 0 < S < t  J

On obtient aussi lim ^o V t  \\B(u, *>)(£) ||Loo == Quant à la norme ||-||E on a, pour tout 
t < T ,  pour tous ü, v € Wt  '■

^  ll^(w,v)(i)||E < Ct̂ r f —L= ||u® tf(s)||Eds
Jo V t  — s

< C t ^  Î  - y ^ = - T̂ nEy/s ||t?(s)||Loo S ^  ||tf(s)||E
J o y t  — s s 2 + 2

< C  sup > /i||« (s) ||Loo sup ||t?(s)||B.
0< s < t 0< a < t

< Ct
1 1

V t - s ) r y/t — S IIu V(s ) IIE
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On considère m aintenant T0 > 0 fixé, T  < T0 et l’ensemble fermé et borné :

f sup y/t ||« (i)||Loo < P }
Ww  = U e W T : °<t<T ^  L

1 sup i 2 \\u(t)\\E < R  f
l. 0 < t< T  )

avec R  =  2 sup0<t<To ||etAwo||E =  Mt0 ||wo||B-(i-r),oo, où Mt  est une fonction crois-

santé de T. Nous rappelons en fait que les normes de B ^ 1-r ,̂0° définies pour tout T  > 0 
par Nt  =  sup0< i < r ||e<Au0||E +  ||eTA^o||E sont équivalentes elles, mais la fonction 
sup0<t<Tii2J1 ||etAwo||E est une fonction croissante de T  qui peut exploser pour T  tendant 
vers l’infini. En écrivant F (ü ) — F(v) = B (ü  — v, ü) +  B(v, ü  — v) on a obtenu, pour 
u, v €  Wt,p,r  :

||F(w) -  F(v)\\w < CTo II« -t? |lw T (  sup y/t ||w (i)||Loo +  sup ||v (t)||LOO')
\ 0  < t< T  0 < t< T  /

< 2CTop\\u -  v \\Wt

et

sup t  ̂  ||^ (ï?)(i) ||E < sup t ^  ||eiAw0|L 4 - CpR  < 77 +  CpR  
o < t < T  o < t < T  2

sup \/i||F (w )(i) ||Loo < sup y/i\\etAu0\\ + C Tpy/pR-
0 < t< T  0 < t< T

Si on impose

2Ct0P < 1 ( /  1 1 \

< C P < \  d’où j  ^  <
CT y / p R < \  l P -  4C \R

on obtient que F  est stable et contractante sur W t,p,r, pourvu que T  soit tel que T  < Tq 
et sup0<t<T y/t ||eiAwo||Loo < f ’ ce ^  est Possible car lim ^o V t ||eiAwo||LOO =  0.

Le cas q <  +oo

Passons au cas b) où < Q < +oo. Soit donc T > 0 et Wt  comme dans (2.14). 
L’hypothèse faite sur Üq équivaut à l’appartenance de eiAu0 à Wt , comme au cas a). 
Venons-en à la fluctuation. D’abord, pour tous u, v 6  Wt , pour tout 0 < s < t < T  on a:

e(t~s)APV • u <g> vis) < Ct , y 1 , e ^  APV • Ü 0  vis)
w  L~ -  ( V t ^ s ) 7- E

^  °T ( | |w (« ) | |Loo \\v(s)\\E ■
W t — s y ^ L SL 2 ,

< ο Ί
1 1

( J t  -  s)Ty /t — S IIu <2 ihΛ )l I E

2CTo 2C r
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Par ailleurs :

eM û p ÿ  . g 0  #(5) < c - J L = I v S ||« ( » ) I I l-  v ^ ||î? (5 ) ||^
L°° "y 6 S S

d’où, en moyennant,

V t\\B (ü ,v)(t)\\hoo

< C rV t f  - — 1 1 \\u{s)\\hoo (V i IK s)||L~ I|v(s)||e ) 2 ds
J 0 { t  —  s )  2 +  4 5 1 4 2q \  /

= CTV t f  1 , ] J_f(s)d s
J 0 (t — 5J 2 4 g1 4 2q

avec f  (s) =  y/s ||w (s)||Loo ll«(»)llL~ I I / I I e ) 2 e  L2<7(]0,T[).
Par l’inégalité de Hôlder on a :

2<? 2 q - l

V t  l|B (u ,tO (i)||L_ < C rV i  j  j f  - 1 * j  ll/(s)IU<jo,t[)

< Ct II/(s)IIl2«(]o,î[)

< CT sup V «||t*(»)||Loo (  sup a/sIIu^IIloo) l l ^ - * \\v{s)\\E 2 ,
0<s<t \0 < s < t  J  II L?(]0,t[)

d’où on obtient aussi lim ^o Vt \\B{u, # )(i)||L«, =  0. Remarquons au passage que même si 
on n’avait pas supposé que limt_>.o Vt ||w (i)||LOO =  0, on aurait obtenu ce résultat de lim ite 
en zéro grâce au théorème de convergence dominée. C’est pour cela que dans l’énoncé du 
théorème, la condition lim ^o Vt ||u (i) ||Loo =  0 n’apparaît pas, étant toujours autom ati­
quement vérifiée dès qu’on impose les autres hypothèses.

Passons à ||i?(w, v )(i)||E. On a, pour tout t < T :

t 1̂ - *  ||£ (u ,î;)(î) ||e < C r f~ *  f  J —  V s  Hg(s)||Lc» H^(s)HE ds.
J Q  v *  S  g  2 q

Si on indique /( s )  =  y/s ||w (s)||LOo s “2 « ||? ? (s )||E 6 Lq (]0,T[), on obtient:

j 0 (i — s) 2 s 2 «

f *  1  1  

J o (i — s )2 9 s 2T«
r* i i

+ C -------- r - f ( s ) d s
J 0  {t — s) 2  S 2

= 1 +  11.

1 1

(t s)Ι5 +  Ϊ t • ___1_
Γ On

i
1 — r ; 2~ II ?a V) t ) il: <; (

t  — s )
1 — r 
2

1
<7 +

1 — r 
2

Iσ
/ (s )ds

f (s )ds
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Nous allons estimer ces deux intégrales à l’aide des inégalités de Hôlder et de Young 
étendues aux espaces de Lorentz. Commençons par I. Définissons

f (s) =  /  /(* ) 0 < 5 < T 
/ U  t  0 s < 0 ,  s > T.

On a alors /  € L9(R). Si on note a  =  1 — |  —  ̂ on a a E ]0,1[ et € L«,00(R), d’où
\ S \

- p / ( s )  S L"-’ « ) ,  OU i  = a + i .  Par ailleurs, € L * ' “ (I)  donc * j ^ / ( » )  €

L'*(R), avec 1 +  1 =  i  +  1 -  a  =  i  +  1. On a alors |/ | < <s) s  L ,(R)-

Quant à la deuxième intégrale, par des considérations tout à fait analogues, on démontre 
que II e. L9(R), d’où, en particulier:

^)(*)IIe | l,(]oiTq ^  c 'II /(s)IIl«(]0,td

< C  sup V s |K » ) ||Loo ||v(s)||e
0<s<T  L«(]0,T[)

On peut maintenant conclure de façon analogue au cas q =  -foo en choisissant un ensemble 
fermé et borné Wt ,p,r C Wt et en démontrant que la transformation F(ü) = etAu0 —

• ü  <g> u(s)ds y est contractante.

U n lem m e d ’équivalence

Pour achever la preuve du théorème en montrant qu’on a bien u(t) E C ([0, T], B ^ 1-r^
__ B - ( l - r ) , o o

pour tout q € jjr^ + o o ] (pour q =  + 0 0  on prendra plutôt S  E ), nous prouvons le 
lemme suivant.

Lem m e 2.22
Soient üQ € <S' et u une solution faible des équations de Navier-Stokes avec donnée initiale 
v,q. Soient E, r, q comme dans le théorème 2.21, q < + 0 0 . Alors, les deux affirmations 
suivantes sont équivalentes:

i ) Y T < T  ü(t) € h- (]0, T'[, E ) , y/t Ü(t) € L £  ([0, T[, L“ ) ;

ii) S ( i) e c ( [0 ,T [ ,B 5 <l- r)'’) ,  v ^ tI ( t ) € L g : ([0,T[,L“ ).
__ g - ( l - r ) , o o

Pour q =  + 0 0  le même résultat reste vrai si on considère S  E et qu’on ajoute en i)
l ’hypothèse lim ^o V t ||w(i)||LOo =  0.

P re u v e  : Montrons d’abord i) =>■ ii). Nous analysons seulement le cas q < + 0 0 , l’autre 
cas se traitant de façon similaire. On a vu au cours de la preuve du théorème 2.21 que le

t
1 — r 
2 IIB (w,

£ e'its) A IPV

]

Ι « ι

l— o

1

\s\ 1 —  Q

1 — r

2
1
Q

1
*

]

*
l - o \s\af
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terme bilinéaire B(ü, v) est bicontinu sur l’espace

V tü (t)  e L ^ G o .T 'l.L 00)

W'r- = L -€ r '([0, r ] x t f ) :  ¡™ ^||S(t)IU  = 0

i ^ l IS M I lE É L ’ ^ O . n j )  ,

Si on suppose donc que u est une solution appartenant à Wt>> on aura que B(u, ü) G Wt> 
et donc etAü0 G Wt>, ce qui implique ü0 G BE 1̂_r ’̂9 grâce à la caractérisation des espaces 
de Besov à indice s négatif à l’aide du noyau de la chaleur (proposition 2.3). Par ailleurs, 
Vio € ]0, T'[, u est encore solution sur [¿o, T'[ avec donnée initiale uto =  u(t0) :

u(t) =  e^_t°̂ Auio — f  ê i_s ÂPV • u 0  ü(s)ds,
Jto

ce qui donne, pour la même raison que précédemment, ütQ G BE 1̂_r ’̂9. On a de plus un 
contrôle uniforme de la norme B ^ 1-7̂ ’9 de ü(t) ; en effet, pour tout ¿o € ]0, T'[, on a :

I K I I b-» - ' ’.« =  lle<,” ‘">Ac‘° llE |L ()t0,I , ()

r  11 ' ilEIW o ,T 'D
11

+  ( t - t  e(t- s)AP V - ü ®ü ( s ) d s
ll^o E L9(]t0,T'[)

< t ^  * i|w(£)||e || +  \\b (ü, w)(<)iiE

<\\u\\w + C  sup \/ï||w(*)||Loo II^WIIe t _ft •
T 0 <t<T> Il L«(]0,T'[)

On a donc démontré que u(t) G L°° ^]0, T'[, Bj^1-r^ .

On examine maintenant la continuité en to =  0. On a lim ^o eiAt?o =  iïo dans BE 1̂-T̂ ,<7 ; 
il faut ensuite montrer que lim ^o ||-®(u, w)(i)||B-(i-r),« =  0. Puisque B ^ 1-r ’̂9 C BE 1̂-r ’̂9,

E
montrons de plus que lim ^o ||B(w, w)(t)||^-(i-r),q =  0. Nous utilisons une décomposition 
dyadique. Pour tout a > 0 o n a :

l|B(S, 2)(i)|||.(1.„.. = E  IIÂ SCff, u)(i)||E)9 ■
E je z

Il rf q
= '52 2~iq(1~r) /  Aje(i- s)APV • Ü <g> u{s)ds 

je z ll-'o e

(t - t  η ) 2
1
Q

(t -  tr )
1 — r

2
!
o

L (]0,T' D
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^ Σ
j e z

2 ( t inf (2J', (t - s)t 2JQ) ||w <2> u(s) He ds)
Q

< C ^ 2  2jqT
j e z (j:

1
( i - s ) f  23*

1
sTs IIu(s) I Iloo s

1 —r 1
2 a 11*00He ds)

< C (  sup 11*0011 L°° )
\ 0 < s < t  /

<7

Σ
jez

1

( T ^ ) ¥
ds)

£
P

X

JJo

avec A +  i  =  1. Comme g > suivant l’hypothese du theoreme 2.21, il existe ε  > 0 tel 
que (§ ±  |) p  < 1; on a alors, en choisissant a  =  2r — ε  pour 2J < 4? et a: =  2r + ε  pour

II·-
b e

(1 - r ) , q < c ( sup
\ 0 < s < t )

Q

Σ 2jqi
(f. 1 1

a
P

)ds1_I£S 2(t — s)( 2 4 )p

s II*(s )IIe ^s

(
2 )

]
£

)ds
1

I — HE S 2
1

( ί  —  S ) ^ 2 + 4 ) PI.(
2-Jif

) ( r )
<1

c II*(s )|Ie d s

Venons-en a la continuite en to φ  0 et supposons t > to-

< C

< C

+ Σ
V i? ;

(

(
SUD

0 < s < t

sup
3<s<£

IIu(t) -  t7(to)||B-ci—>.« =  IIB(u,u)(t)  -  B (w ,u )( io ) | |B-(i-r),<,
Ε  E

=  A + B .

+  II f  ŜAPV · u <g> u(s)ds
WJto Β ε (1"γ) ·9

< II f t0 (e(t~s)A -  e(t° -s)A) PV · u <g> u(s)ds
\\Jo Bi(1-r)’9

=  ||/*  e^ β Δ̂ Ρ V · w <S> u(s)ds — f  ê to ^ APV · u <g> u(s)ds
IIΛ  Λ  ις(1-ρ)”

<  | | £ ( * , * ) ( i )  -  B (u ,w ) ( i0) |U -a-r),,
E

S
(Izlv 2 II«*(«)He dsIIu(s)IIL°° Σ I ,££ t 4 +

IIB (*, *) (t) IIu (s) IIL°°

t Q0.(1 —r 
2

I
?

(1 —r 
2 IIu (s) II

?
E ds,

2J > 1
y/i

Λ / i II—i u001 L«

2η ir-°L)  2 >
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Estimons A lorsque t tend vers t o. On a:

Il f t0 (e(i" s)A -  e**0“'^ )  PV • ü  <S> u(s)ds
Il Jo B - (1- r)’9

(e(i-i°)A — Id) f  ê io-s ÂPV • ü  <g) u(s)ds
Jo é-U-r),«

car B(Ü, w)(io) € Bg 1̂ - r ’̂9 et le noyau de la chaleur agit continûment sur Bg^1_r^9. De plus, 
pour tout g € B^ 1_r ’̂9 on a lim (e î-i°̂ A — Id) g = 0 dans B ^ 1-r ’̂9, d ’où lim^t,, A  =  0.

Quant à B, on a, pour t  tendant vers to :

Il r * 9
/  e(i“s)APv - ü ® ü ( s ) d s\\Jto B - (1- r)’?

=  5 2  ( 2~j{1~r) |U j f  e(t- s)APV • « <g> u(s)ds ]  
j ç .z '  H Jto ES

< c (  sup V i||« (s ) ||Loo>) f s ^ ~ ^ )q ||w (s)||| ds ^  0 
\ to< s< t  J  J t0

et ceci grâce au calcul fait pour t tendant vers 0. Le cas i  < to se traitant de façon analogue, 
on en déduit que ü(t) G C  ^[0 , T'], Bg^1-r ’̂9̂  pour tout T' < T  ce qui achève la preuve.

Montrons maintenant ii) => i). Nous mettons l’accent sur le fait que la classe de solutions 
qu’on a choisie est une classe d ’unicité ; en outre, les classes suivantes coïncident toutes :

A) S(t) e C  ([0 ,T [,B Ï(I‘ r)'5)  , V t ü (t) e  L& ([0, T[, L°°), lim >/t||ff(t)||L„  = 0 ;

B) u(t) € C  ([0, T [, B ^ 1- ’̂ )  , s /i  ü(i) € Lg. ([0, T{, L~) ;

C) ü(t) e c  (to,T[,B^(1- r)'9) , u(t) € L£U]0,r[,L°°)

et ceci grâce à un argument de compacité dû à H. Brézis ([Bré94]), qui dit fondamentale­
ment qu’il n ’est pas nécessaire d’imposer le comportement de la norme L°° à l’origine, dès 
que la solution est une fonction continue du temps à valeurs dans un espace de Banach. 
On récupère cette information grâce à des estimations uniformes en dehors de l’origine et 
à un théorème d’unicité. Nous adaptons cette remarque à notre cas présent.

Supposons donc u(t) € C  ^[0 , T[, , y/t u(t) € L^c ([0 ,T[, L°°) ; nous considé­

rerons encore q < + 0 0  pour simplifier l’exposé. Soit e e  ]0 , T[; comme Ü{e) € B ^ 1-7̂ ’9, 
il existe T* = T*(u(s)) tel qu’on peut construire sur [e,e +  T*] une solution « de Kato » 
(comme dans le théorème précédent)

vs(t) =  e^~ê Au(e) — J  e^-s ÂPV • ve (g) ve(s)ds,
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avec ü{s) comme donnée initiale et appartenant à l’espace

f / _  n rv v V t = l v ( t ) ( = L ° ° (]s,TÏ,L°°) 1

l V '  v( t )eL-(]e,T>[ ,E)  j

où T* =  inf(T, e +  T*) (la continuité découlant de la première partie de cette preuve). Par 
ailleurs, u est aussi solution avec donnée initiale u(e) dans car en dehors de t =  0
elle est bornée; grâce à l’unicité des solutions dans u et ve coïncident sur [s,T*[. Or,

si T G ]0,T[ et e G [0, T], «(e) décrit un ensemble compact K dans B ^ 1-^ ’9. Le temps de 
vie T* + £ d ’une solution ve « de Kato », avec donnée initiale u(e) € K ne dépend donc 
que de ||u(s:)||B-(i-r),g et donc est uniformément minoré sur K. Soit donc T(K) le temps

de vie commun aux solutions ve si £ G [0, T]. On a aussi :

re+T{K) x_r

sup j  ||w (s)||g  ds < +oo
e € [0 ,T î] J e

car cette norme aussi dépend uniquement de ||w(£')||B-(i-r)>, (voir la preuve du théorème). 
Si on choisit T* < T(K), on a donc :

rTf _  r T *

I s ^  «̂ 9 ||w(s)||gds <  lim inf /  I|w(s)||eds
Jo e->0 Je

/
e+T{K)

ï^q ||u ( s ) |||c is  < + 0 0 .

Il s’agit m aintenant de montrer que cela est vrai pour tout T* < T. Nous utilisons le même 
argument, comme l’a fait aussi R. May [May] pour démontrer la régularité des solutions 
des équations de Navier-Stokes dans C  ([0, T[, L3). Soit donc Ti le temps maximal tel que 
pour tout T < Ti :

[  «̂ 9 ||w (s ) ||| ds < +oo
Jo

et supposons T\ < T . L’ensemble H  =  {w(i)}te[o,Ti] est un compact de Bj^1-r ’̂9. Il existe 
donc T(H ) > 0 tel que Vr G [0, Ti] la solution « de Kato » avec donnée initiale u(r) 

soit définie sur [r, r  4- T(H)]. Soit donc to = max ÎTi — G ]0, Tx[ et soit v0

la solution « de Kato » avec donnée initiale u(to). Par ailleurs, u est aussi solution avec 
donnée initiale u(t0) sur [¿o, T[ et, par l’unicité dans la classe B), on a que ü  et Vq coïncident 
sur [i0, min(T, t0 + T(H))[. Puisque T2 =  min(T, t0 + T(H )) > Ti, on a donc que, pour tout

£OO T
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T  tel que 7\ < T  < T2 , pour ε  € ]0, Τ χ 2 to [:

p T  , (  p t o + e

+ Γ  (s-io)<1?“«1)5IK *)llld4  <+ 0 0 ,
J  to+ε J

ce qui contredit la maximalite de T \. +

Corollaire 2.23
Les classes suivantes sont equivalentes:

a) u(t) 6 C ( [0 ,r [ ,B ^ (1- r ) i) , v /t i ( ( )  e L £ ([0 ,T [,L “ ), l im ^ |K i ) ||L» = 0 ;

b) u(t) €C([0, n  Be'1-’·»·’) , Vi u(t) € L£ ([0, T[, L~) ;

c) u(t) € C ([0, T[, , H(t) € L £  (]0, T[, L°°) ;

i) e Π  L’ (]0 ,T[,e), Vi ii(t) € Lgi ([0,T[,L“ )
f < T

(pour q =  +oo il faudra considerer la fermeture de I’espace des fonctions de test et ajouter 
Vhypothese lim ^o V t ||w (i)||LOO =  0 dans d)).

De plus, ce sont des classes d’unicite.

2.4.1 Remarques sur le cas de L9 (]0, T[, Lp)

Comme on a deja remarque, les conditions (2 .1 2 ) et (2.13) du theoreme 2.21  sont 
verifiees par les espaces sur-critiques pour lesquels L°° est un espace de m ultiplicateurs.

3

Considerons en particulier le cas des espaces IP pour p > 3. Si E =  IP, alors E c Boop 

et done cela nous amene a analyser par exemple l’espace Bp ^ p'>’9 pour r-^3- < q < + 0 0 .
P

Si, en particulier, on prend le cas  ̂ =  \  — ^  (qui est permis car q =  > ^ ττ)?  la

solution u construite dans le theoreme 2.21 appartient a l’espace h q (]0 , T[, IP). Ce cas 
avait ete deja traite  dans [FJR72], [GM89] et [Pla96]. F. Planchon avait aussi montre 
que si 3 < p < 9, la condition supplementaire \ f t  u(t) € L°° (]0, T[, L°°) n ’est meme pas 
necessaire pour garantir l’unicite de la solution construite, car le terme bilineaire est bien

_^2_— j q
continu dans L9 (]0, T[, IP) et, de plus, si uq £ L3 Π Β ρ  p ’ , cette meme solution est aussi

1 — r

2 U *

I
τ

s(1 — r 1
ς IIV.\ I*in C < c

{I
)--l

Ί ) μ tK'3hII;c



88 CHAPITRE 2. LE THÉORÈME D ’EXISTENCE DE KATO

dans C  ([0,T[, L3) C C  ([0, T[, Bp^ P̂ 'F 3 V  La classe d ’unicité devient donc, dans ce cas:

|« ( i )  e C  ([0 ,T [ ,b ; (i~ '),!S!)  n L?.c([0 , n L p)}  ,

qui coïncide avec les classes présentées dans le corollaire 2.23.

2.5 U ne approche alternative à travers le théorèm e  
de H. Koch et D . Tataru

Jusqu’à présent nous avons présenté le théorème d’existence de solutions de Kato locales 
en temps sous deux formes : l’une concernant les espaces réguliers critiques et sur-critiques 
et l’autre les espaces critiques singuliers (dans ce dernier cas la notion d’espace « critique » 
en tant qu’espace où on ne peut pas montrer un théorème de point fixe sans hypothèses 
supplémentaires a priori n’a pas vraiment de sens car déjà le produit ü  <8> u n ’est pas 
bien défini). La démarche a été celle de partir d ’une donnée u0 dans un espace X  et de 
construire directement une solution u(t) dans C  ([0 , T],X ). La limite de cette approche 
apparaît évidente dans la condition suivante, contenue dans le théorème 2 .2 0 : il existe 
a E [0,1] et ck 6  ]0,1[ tels que Ve > 0 il existe M{e) > 0 tel que :

V/, s  e E n  L”  IIA^/sJIIb < M(e) | | / | |E ||ÿ||L„  +  <=2*“ | | / | |“ | | / | | [ i “ ||9 ||E Vj € Z,
(2 .11)

en plus de la condition sur q dans le théorème 2 .21  et aux lourdeurs techniques manifestes. 
La condition (2.11) n’est vérifiée par exemple que par les espaces de Besov et de Triebel 
avec |  — l < s < | e t l < p < 3 ;  pour s > |  on s’en sort autrement mais la méthode 
présentée ne peut pas être appliquée et pour s = |  ou bien 3 < p et s > 0 on ne sait plus 
comment procéder.

On peut envisager un autre point de vue qui consisterait plutôt en un théorème de 
régularité. Existe-t-il un espace « maximal » M  où le théorème d’existence de Kato fonc­
tionne ? Si cela était le cas, on pourrait considérer pour une donnée uq E X  C M  la solution 
de Kato dans l’espace maximal M  et chercher à démontrer que les itérées du procédé de 
point fixe convergent aussi dans l’espace plus régulier X . Ce n’est pas très loin de l’approche 
par laquelle M. Cannone d’abord [Can95] et F. Planchón ensuite [Pla96] construisaient une 
solution globale dans L3 en imposant à la donnée initiale uq juste une condition de petitesse 
dans une norme plus faible, notamment dans un espace de Besov avec indice q =  oo. Le 
candidat naturel pour une telle approche reste toujours l’espace de Hôlder C~l =  B^1,0° 
mais à ce jour il n’a pas été démontré que le problème de Cauchy est bien posé dans cet 
espace, même en imposant des conditions supplémentaires à la solution. Ce n’est que tout
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récemment que H. Koch et D. Tataru [KT99] ont montré un théorème d’existence dans 
l’espace F^ 1,2 c  B^1,0° (l’espace des dérivées des fonctions de l’espace BMO), qui s’adapte 
aussi au cas non homogène F^ 1,2 =  Vbmo. Malgré son indice q = 2 , il contient tous les 
espaces que nous avons considérés jusqu’ici. Il s’agira alors de démontrer un théorème de 
régularité des solutions de Koch-Tataru pour une donnée plus régulière.

2.5.1 L’espace BM O

Pour un exposé complet sur l’espace BMO et ses propriétés, nous renvoyons au livre de 
E. Stein [Ste93]. Nous rappelons quand-même les quelques notions qui nous serviront par 
la suite.

L’espace BMO (Bounded Mean Oscillation) est le dual de l’espace de Hardy H 1 et est 
défini de la façon suivante :

Définition 2.24
Une fonction f  € L11oc(M3) appartient à BMO s ’il existe A > 0 tel que:

SUP TET I If ( x ) ~ fs \d x  < A  < +oo 
b  \ B \  J b

où B  = B (xo, R) est une boule de M3 et f s  = jjx f B \f(x)\dx.

Si on note | | / | |BMo =  inf A  ^ s’ensuit que pour toute constante C € K on a HCH^o =  0.
Il est évident que L°° c  BMO mais les deux espaces ne coïncident pas: la fonction 

f (x )  = ln |a;| qui appartient à BMO en est un exemple.
Nous ne rentrons pas dans les détails de cet espace, mais en donnons une caractérisation 

à l’aide des mesures de Carleson obtenue par C. Feffermann et E. Stein [FS72]. Pour une 
définition d’une mesure de Carleson voir [Ste93].

Théorèm e 2.25 (Feffermann—Stein)
On a l ’égalité suivante:

BMO =  { /  € <S' : sup sup (  f  f  |sVea2A/(ar)|2— cfoA < + oo)
 ̂ xoGK3 R>0 J \x—xo\<R J s=0 & J  *

= € S ' : |sVes2Af(x ) \2dx—  est une mesure de Car/eson^ . 

On remarquera qu’il est équivalent d ’effectuer le changement de variable s = y/t et d ’écrire

sup sup (  1 f  f  \y/t VeiA/(x ) |2ydaA  < +oo
xqGR3 Æ>0 y  V̂ O? *£) | J \x—xq\<R Jt=Q t  J
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où on a retrouvé le scaling habituel du noyau de la chaleur etA.
On peut alors introduire l’espace des distributions qui sont des dérivées des fonctions 

de BMO. Il se caractérise de la façon suivante (voir [KT99] pour une démonstration).

Définition 2.26

I I / 1I v b m o  =  S U P  S U P  (  i J  p\ i Î f  \etAf{x)\2dtdxJ
xoGlfc3 # > 0  J\x—x o \ < R  J t = 0  J

VBMO =  { /  e 5 ' : II/IIvbmo < +<»}■

\
A la différence de l’espace BMO, pour lequel il faut considérer les classes d’équivalence 
modulo les constantes, VBMO est un espace de Banach de distributions et il est intéressant 
de remarquer que :

P / ( a * ) | | v b m o  =  i i / n VBMO A > 0

ce qui implique que VBMO C B^1,0° C B^1,0°.
Il est aussi possible de définir les versions non homogènes des espaces BMO et VBMO 

de la façon suivante :

Définition 2.27

ll/llbmo = HeA/||L~ + SUP SUP ( IB(l B\\ f  f  IVtfetAf(x)\2jdx\x0m 3o<R<i \\& (x0,K)\ J\x_xo\<R Jt=z0 t J

bmo =  { f  e S '  : | | / | |bmo < + 0 0 }

ll/llvbmo =  HeA/ | | Loc +  sup sup (  1 f  f  IetAf(x ) \2d tdx \
x o € R 3 0 < « < 1  y | x - i 0 | < f î  7 < = 0  J

Vbmo =  | /  ^ & : 11/11 Vbmo < + o o |.

On peut alors vérifier que Vbmo C B^1,0° (pour plus de détails, voir [Lem]). Dans 
les définitions de bmo et de Vbmo on peut également considérer l’extremum supérieur 
sur les boules de rayon plus petit qu’un certain Rq fixé, Rq 7  ̂ 1 , en obtenant des norpies 
équivalentes.

Pour finir, on peut considérer l’adhérence des fonctions de test dans les espaces que 
nous venons d’introduire, que nous indiquerons, suivant l’usage de la littérature, VMO, 
VVMO, vmo, Vvmo.
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Si on revient au langage habituel des décompositions de Littlewood-Paley et en notant 
M.c l’espace des mesures de Carleson, il est possible de démontrer ([FJ90]) que:

BMO = F Si2 = { /  e Si : E  IA ,/0r)|2<te<Mt) e M c}
jeZ

bmo =  F^ 2 =  { / e  «S' : S0f  G L°°et \A jf(x ) \2dxÔ2j jt) E M c }
j> o

VBMO =  F '1'2 =  { /  e S'a : J 2 2' 2J\Ai f ( ^ \2dxi2i(t) e M c }
je z

Vbmo =  F ' 1’2 = { f e S ' :  S0f  G L°°et ^ 2 2 ~ 2i\Aj f(x ) \2dxô2j(t) G M c }
j> 0

2.5.2 Le théorèm e de H. Koch et D. Tataru

Le théorème démontré par H. Koch et D. Tataru est le suivant.

T héorèm e 2.28 (K och—T ataru )
Il existe e > 0 tel que, VT g]0, +oo[, Vïto G Vbmo telle que V • uq =  0 et

ll^ollvbmo -  ||eTA^o||Loo +  sup sup ( 4  f  f  le^UoiaOpdsda;) < e,
Xo€K3 0 <t<T \ t  2 J\x—XQ\<y/i J 5=0 /

il existe une unique fonction ü(t) définie sur [0 ,T [xR 3 telle que:

i) u(t) =  etAiîo — f  ê t_^ APV • u ® u(s)ds,
Jo

H) y/t u(t) G L°° (]0 ,T[, L°°),

iii) sup sup f  [  |w(s, x)\2dsdx ) < +oo. 
x o 6 R 3 0 <t<T  \ Î 2 J \x —xo\<y/t J s = 0  J

En particulier Vuo G Vvmo telle que V • Uq =  0 il existe T  =  T(Üq) et une unique 
fonction iï(t) définie sur [0,T[xR3 qui vérifie i), ii) et iii) et de plus:

iv) N/t||s(i)llL» * 4 0

v) lim sup sup ( f  f  |w(s,x)\2dsdx J = 0
î ’->°xoeR3 0 < t < r  V i W | x - x o | < ^ y , = o  J

R em arque. En utilisant l’argument que nous avons exposé dans le lemme d’équivalence 
2.22, on peut facilement montrer que la solution de H. Koch et D. Tataru appartient en 
effet à l’espace L°° (]0, T[, Vbmo) et grâce à la condition y/t u{t) G L°° (]0, T[, L°°) elle est 
régulière en dehors de l’origine. On peut par ailleurs montrer [Koc99] qu’elle est en effet 
dans C  ([0, T], Vbmo) grâce à la propriété de stabilité par rapport aux données initiales qui 
se démontre toujours à l’aide d’une méthode de point fixe et au fait que si <f> G S  D Vbmo, 
la solution u correspondante appartient par exemple à C ([0, T], L3) C C  ([0, T], Vbmo).
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En vue d’un théorème de régularité des solutions de Koch et Tataru, remarquons main­
tenant que l’espace Vbmo contient tous les espaces considérés jusqu’à présent. On a, en 
effet, B“r,0° C Vbmo pour tout r G ]0,1[, d’où découlent facilement les inclusions des 
espaces sur-critiques :

-  Vp > 3 1 / C Vbmo,

-  Vp > 3, Vç G [l,-l-oo] I/ ’9 C Vbmo,

-  Vç > 3, Vp tel que 1 < p < q MPtq C Vbmo,

-  Vp € [1, +oo], Vs > |  — 1, \/q G [1, + 0 0 ] B*’9 C Vbmo,

-  Vp e  [1, +oo[, Vs > |  — 1, Vg G [1, + 0 0 ] Fp’9 C Vbmo,

-  Vr G [0,1 [ X r c X r G Vbmo.
— — 1,00

Pour ce qui concerne les espaces critiques, on a aussi que Bp C Vbmo Vp > 3 (voir 
[KT99]), d’où:

-  Vp G [1, + 0 0 [, Vq G [1, + 0 0 ] Bp 1,9 C Vbmo,

-  Vp G [l,+oo[, Vç G [1, + 0 0 ] Fp 1,9 C Vbmo,

-  Vp G [1, + 0 0  [, Vç G [1, + 0 0 ] Bp 1,9 C Vbmo,

-  Vp G [1, +oo[, Vç G [1, + 0 0 ] F£ 1,9 C Vbmo,

-  Vp G [1,3] Mp)3 C Mp)3 C Vbmo (voir [Tay92]),

-  L3 C L3-00 C Vbmo,

-  X 1 c  X 1 c  Vbmo (grâce à l’inclusion X 1 C X 1 c  M2,3).

L’idée est maintenant la suivante : si Üq G E fi Vbmo, la solution de Koch et Tataru reste- 
t-elle dans E? Comme dans le cas de l’approche directe que nous avons exposée dans les 
paragraphes 2.3 et 2.4, deux cas se présentent : les espaces réguliers et les espaces singuliers. 
Nous avons envie de nous affranchir de la condition (2 .1 1 ), qui n ’est pas vérifiée par tous 
les espaces que nous souhaitons inclure et de la condition q > ^  du théorème 2 .21  

qui apporte une autre restriction inutile. Nous traiterons uniquement le cas des espaces 
réguliers ; l’autre cas sera décrit en détail dans la thèse de A. Zhioua [Zhi]. La raison d’une 
condition comme (2 .1 1 ) vient de la nécessité de rendre contractant l’algorithme itératif des 
contractions, vu que le seul terme qui peut être rendu petit est y/t ||w(i)||Loo- Si, par contre, 
on peut situer le procédé de point fixe dans un autre espace (par exemple celui de Koch et 
Tataru), il suffira d’avoir une condition moins contraignante sur l’espace E considéré.
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2.5.3 Un théorèm e de régularité

Voici donc l’énoncé du théorème.

T héorèm e 2.29 (Furioli -  L em arié-R ieusse t)
Soient Uq € Vvmo vérifiant V • uo =  0, u(t) la solution des équations de Navier-Stokes de 
donnée initiale uq obtenue par un algorithme de point fixe par Koch et Tataru (théorème
2.28) et Tq le temps maximal tel que y/t ü(t) € L“c ([0, To[, L°°). Supposons de plus w0 € E 
où E est un espace « de Kato »■ tel qu’il existe Ce > 0 vérifiant:

\\fg\\E < Ce(II/IIe IM Il-  +  N I E I I / I I l- )  v / . ^ E n L ° ° .  (2 .15)

Alors, ü(t) € C  ([0 , T0[, E).
En outre, si Üq € VVMO DE1, il existe e > 0 indépendant de E tel que si ||wo||VBMO < e 

alors Tq =  + 0 0  et donc u(t) G C  ([0 , +oo[, E).

P r e u v e  : Remarquons tout d ’abord que le problème ne se situe qu’au voisinage de t = 0. 
En effet, nous rappelons que la solution de Koch et Tataru est dans L^c (]0,T0[, L°°) ; si 
on arrive donc à montrer qu’il existe Ti < To tel que u(t) € C  ([0 , Ti[, E), on pourra alors 
considérer pour r  > 0 suffisamment petit le problème de donnée initiale ü(T\ — r) G L°° D E 
et faire appel à la « loi du tout ou rien » (voir par exemple [Can95], page 64) qui dit 
fondamentalement que tant que la norme || •IIl-  n’explose pas, il ne peut pas y avoir 
explosion de la norme ||*||E.

Montrons alors qu’il existe Ti tel que la solution de Koch et Tataru u(t) appartient à 
C  ([0 , Ti[, E). On considère les itérées du procédé de point fixe :

u° =  etAuo

ar+1 = etAÜ0 + B(vT, vT) n > 0 ;

on sait que ce procédé est contractant dans un fermé borné de l’espace des fonctions u(t) 
vérifiant pour un certain T < To ne dépendant que de ||wo||vbmo :

i) sup sup ( - i  f  f  \ü(s,x)\2dsdx ) < + 0 0 ,
*o€R*0<t<r \ t 2 J \ x - x o \ < V t J s = 0  J

ii) N / i ^ e ^ O O , ! ^ 00),

i i i )  l i m V i | | w ( i ) | | Loo =  0 ,

t 1

iv) lim sup sup ( — /  /  \Ü(s,x)\2dsdx)  = 0 .
T ~+° x0€R3 0< t< T  V Î 2 J \ x —xo\<y/t J  s=0  /

On a donc en particulier sup V t  ||w"(î)||loo < o  avec o aussi petit qu’on veut, quitte à
0 < t< T

considérer T  < T \ < To, et que sup V t  IliT1̂ ) — wn-1(i)||TCJO < Crf1 avec C > 0 , t) < 1 .
0<i<T
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Remarquons d ’abord que si Üq G E, alors etAu0 G C  ([0,+oo[, E) et de plus si E ^  est 
l’espace

Eoo =  {u{t) G C ([0, T ],E ) : sup V t ||w(i)||LOO < +oo, lim V t ||w(i)||Loo =  0},
o<t<r t-*0

alors l’opérateur B (u ,v) — I ê !“^ APV • u (g) v(s)ds est bicontinu sur E ^ et, en particu-
J  o

lier :

sup ||£(u,?T )(t)||E <  CE [  *— —,= (V s ll^(g)||Loo \\v(s)\\E +  V* 1Ks)1|loo |lu (s)||E)ds 
0 <t<T J o V t  — s V  s

< CE( sup -\/s 1|w(5)||loo sup |[v(s)[|E +  sup v^ IK ^ IIloo sup ||u (s)||E).
0<s<f 0<s<£ 0<«<i 0 < s< t

Ceci permet aussi de m ontrer comme d’habitude que B (u, v)(t) G C  ([0, T], E), d’où, Vra > 
0, ¿r> (i)€ C ([0 )T],E ).

Définissons m aintenant deux suites numériques Mn et an de la façon suivante :

Mn = sup sup ||tf*(f)|L
0 < k < n 0 < t < T

an = sup ||u "(i) -  n " -a( i) ||E .
0 < t < T

+ O Q

Nous allons dém ontrer que an < +oo, d’où on pourra conclure que u(t) G C  ([0,T ],E )
71=1

grâce à la convergence normale. On a donc :

sup ||t r +1(i) ||B < Mn +  o;n+i
0 < t< T

et

sup ||u n+1( f ) - tT ( t) ||E
0 < t< T  

0 < t< T

<CE sup ||«*"(«) — €e“_1(«)||B ( sup v ^ IK ^ IIl« »  +  sup v ^ ||^ - 1(s)||LOO) +
o < 5 < r  o < s < T  o < s < t

CE sup v^U tT is) -  ( sup |K (s ) ||E +  sup ||tZ“_1(»)||E)
0 < s< T  0 < s< T  0 < s< T

<-C^ctn2<j +  CECrjn2Mn.

Si on choisit p < 1 tel que 2Ce<t < p < 1 et en posant A = 2CeC, on aura alors :

f i*n+i <  P<*n +  AM nr)n ,2 lg .
\  Mn+x 5 : Mn "f* Oin-j-i-

IIB (3" u-*n—\
)ur*n

) i t) + B (ur m —l U- * n U-m— 1
) (t)IIE
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Nous voulons démontrer maintenant que {Mn}n est contrôlée et que {o;n}n est bornée par 
une suite géométrique de raison inférieure à 1 . Procédons alors par récurrence sur an et 
Mn. Soit 7  € R tel que 0 </?, T7 < 7 < l e t  soit n0 € N tel que Vn > n0 :

1 <  f [ ( l  +  7*) <  ^ ( J : ) "  (2.17)
k=0 7

(ce qui est admissible car Ilfc=o(l +  7 *) — 1 Vn et n*̂ =o(-*- +  7 *) < + 00  tandis que 
i—£ _ limn.+ + 00 =  ■f'OO puisque 7  > p et 7  > 77). Soit de plus C0 =  sup(Mno, 7  n°o:no).
7

Démontrons par récurrence sur n que :

Vn >  no {  ¿ < ^ ro=i (1 +  7*). <218)

Pour n = no c’est vrai par l’hypothèse faite sur Cq. Supposons (2.18) vrai pour n et 
montrons-le pour n +  1 . On a, grâce à (2.16), à l’hypothèse de récurrence et à (2.17) :

n

Oin+1 < Coprf +  ArfCo n » +7*)
f c = l

< c .7 ”+ l { ^  + ^ r n < 1 + ^ ) }

< Co7n+1

et, en utilisant ce dernier résultat, on a :

n

Mn+, < C0 IJ (1  + 7*) +  Co7”+1
k= l  
n-f 1

< c 0 n d + 7 ‘ ).
k = l

On a donc obtenu u(t) € C ([0 , T], E) avec T  < T \ < T q. ♦

R em arque . Il est aussi possible de démontrer que Ti =  To grâce à un argument de 
bootstrap. Supposons en effet Ti < To. Le tout est d ’arriver à une absurdité en montrant 
que si on repose un problème de Cauchy tout proche de Ti, en Ti — r  où u(T\ — r) 6  

L°° D E, on peut contrôler le temps minimal de vie T de la solution correspondante 
dans L°° (]Ti — r, Tx — r  +  T[, L°°) n  C  ([Ti — r, T\ — r  +  T], E^ (qui coïncidera avec u(t)

grâce à l’unicité dans L00 ^]Ti — r, Ti — r  +  T[, L°°^ ) et ceci indépendamment de la donnée 
initiale, de façon à dépasser l’instant T\. Ceci revient donc à montrer que pour tout 
M  > 0 il existe T  > 0 tel que pour tout uq € L°° n  E vérifiant ||«o|Il«> < -M il
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existe une solution des équations de Navier-Stokes v(t) G L°° (]0 , T[, L°°) D C ([0, T],E) 
de donnée initiale ü0. Pour ce faire, il suffit de construire v(t) comme limite de la suite 
v° =  etAUo, ■y” +1 =  v° +  B (vn,v n) n > 0 dans L°° (]0 ,T[, L°°) en choisissant T  tel que 
T  =  x# < - — (où i^E est une constante dépendant de l’espace E mais pas de la donnée 

initiale Ü q )  pour que la suite soit convergente dans la boule

%  =  |  sup_||i7(i)||LOO < 2 ||«b||Loo [
 ̂0<t<T J

et tel que sup0<i<T y/t ||eiAw0||LOO < ^  et que sup0<t<? V tW ^it)  -  vn~1(t)\\hoo < Crf1 
avec C > 0 , rj < 1 , pour pouvoir réappliquer le raisonnement par récurrence que nous 
avons exposé dans la preuve au voisinage de t =  0 .

L’intérêt du théorème 2.29 vient du fait que l’hypothèse (2.15) est vérifiée par tous les 
espaces réguliers considérés jusqu’ici et plus généralement par :

-  B *’9 5 >  0 , 1 <  p  <  + o o , 1 <  q <  + o o ,

-  F *’9 s > 0 , 1 <  p  <  + o o , 1 <  q <  4-oo ;

(pour une démonstration on peut reprendre l’argument utilisé dans la vérification faite au 
paragraphe 2.3).

Le même résultat vaut, mutatis mutandis, pour les espaces Bg- r ’9 considérés dans le
1 — r 1

paragraphe 2.4. Grâce au lemme d'équivalence 2 .2 2 , il s’agira de montrer que t 2 iü(t)  € 
L«(]0,r[,E ) (voir [Zhi]).

2.5.4 Le cas de B .̂’9

On aura pu remarquer que jusqu’ici nous n’avons pu inclure en aucun cas les espaces 
de Besov Bg9. On aurait dû les considérer dans le cadre des espaces « singuliers », mais à 
cause de l’indice s =  0 on ne peut pas en donner une caractérisation simple uniquement à 
l’aide d’estimations sur le semi-groupe de la chaleur eiA, comme c’était le cas pour s < 0 

(voir propriété (2.3)) et la méthode utilisée dans le théorème 2 .21  ne peut pas s’appliquer. 
Dans ce dernier paragraphe nous allons proposer deux solutions à ce problème, d’abord en 
adaptant au cas non homogène un théorème de Y. Meyer et M. A. Muschietti [Mey96] et 
ensuite en formulant une version un peu modifiée du théorème de régularité des solutions de 
Koch et Tataru, qui s’applique bien au cas de Bg9. L’idée centrale dans les deux cas est celle 
de compenser le manque de régularité de l’espace de Besov en imposant une plus grande 
régularité dans l’espace auxiliaire où on fait converger l’algorithme de point fixe, en plus 
de la condition habituelle y/t u(t) G L°° (]0, T[, L°°). Dans le cas du théorème de Meyer- 
Muschietti, on peut inclure le cas des espaces critiques, homogènes et non homogènes 
(par exemple B“’9, B®’9, 1 < q < 4 -oo) tandis que pour le théorème de persistance de la
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régularité nous serons obligés de considérer seulement le cas sur-critique. Dans ce dernier 
cas, nous avons traité pour des raisons de simplicité seulement le cas q =  + 0 0 , même si le 
cas q < + 0 0  ne devrait pas comporter de difficultés particulières.

Théorème 2.30 (Meyer—M uschietti)
Soit E un espace « de Kato » tel qu’il existe a  G ]0,1] et Ce > 0 tels que pour tous / ,  g G E 
où g vérifie de plus g G L°° et Aag G E on ait :

II/sIIe < Ce II/IIe (N U  + IIA'sIIe) (2.19)
(où Aa est l ’opérateur pseudo-différentiel ayant pour symbole |£|CT,). Supposons de plus que 
pour a = l les transformations de Riesz agissent sur E. Alors, pour tout u0 G E tel que
V • uq =  0 il existe T  =  T(ü0) > 0 et une unique solution des équations de Navier- 
Stokes u(t) G C([0, T],E) telle que y/t u[t) G L°° (]0,T[, Cq), limt^ .0 V t  ||w(í)||Loo =  0, 
y/t A°Ü(t) G L°° (]0,T[, E), limt_o>/i IIAMOIIe =  °-

Nous remarquons tout de suite que la condition (2.19), vérifiée banalement par tous les 
espaces admettant L°° comme espace de multiplicateurs, est aussi satisfaite par les espaces 
Bp9 avec F = U1 avec 3 < p < -f-oo, F =  I / ’* pour 3 < p < +oo, 1 < t < + 0 0 , F =  MP)Ç 
pour 3 < q < + 0 0 , p < q (nous renvoyons à [Kat92] ou à [Tay92] pour une démonstration 
du fait que les transformations de Riesz agissent sur MP)3). En effet, considérons a G ]0 ,1] 
tel que F C B^f’00, ce qui est bien possible pour tous les espaces ci-dessus. En écrivant le 
paraproduit non homogène

f g  =  S0f S 0g
2

+  & kfSk-2g +  y i  A kgSk~2f +  A kfAk+ig 
k> 0 k>0 k>0 (= -2

+  A_2/Aop +  A_i/Ai<7 +  A -ifA o g ,

on peut démontrer que si /  G Bp9 et g G L°° D Bp’9, alors fg  G Bp9. On utilisera à cette 
fin la propriété

||5j / | | loo< |1 5 o |f ' | | / | |f 2jV j e  z  

(où F' est l’espace dual de l’espace F) et les inégalités de Hôlder valables pour les trois 
familles d’espaces considérés.
P r e u v e  : La démonstration du théorème est assez directe. La tendance etAüo appartient 
à l’espace

y/t u(t) G L°° (]0, T[, Co), '

y/t Aau(t) G L°° (]0,T[,E),
ST =  « u(t) G C([0,T],E) : ^  ^  ||w(t)||LOO =  0, ^

lim \/í ||a <tî?(î )||e =  °
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et ce grâce à l’inclusion E B^1’00, au fait que (y/t)<TAa’eiAüo = rjt *u0 avec ||t7*||l1 =  Cte, 
à la densité de la classe de Schwartz et au fait que a  € ]0,1]. Quant à la fluctuation, en 
utilisant la condition (2.19) on obtient l’estimation

|e(‘- ^ p v  • s ®  ¿?(S) | |E <  c - j= ^ p s ||S(*)||E ( V i l|^(s)||L»  +  I I a v w II e ) .

d’où

||-B(i*,v)(î)||e < C  SUP H s ) | | e ( suP v/s||^(s)||Loo +  sup v ^ | |A ^ » I I e )
0< s< £  0 < s< £  0 < s < t

Vt\\B(Ü,v){t)\\Loo < C (  sup ||w(s)||E +  sup y/s ¡|w(s)||Loo) X
0 < s < t  0 < s < t

(sup v^l|ff(s)l|Loo+ sup V«||Afftr(s)||E).
0<S<£ 0<s<£

Estimons alors \\XaB(u, î?)(î)|Ie et considérons d’abord le cas 0 < a < 1. Nous allons 
montrer qu’on a en effet {y/t)*7 ||Acr̂ ('U,iT)(i)||^o,i < +oo. On a:E

||A 'B(«,fl)(t)|lBj> =  E  l|Aj A 'B (a ,« 0 (t)llE
je  Z

= E 2 i ', ||Aj A”B («,tr)(i)||E (OÙ =  i>(OK\<’ H O )
je z

< Y ]  2ja f  ^ A Qe(i- s)APV • ü  <g> t/(s) ds a  <  3 
je z 0 e

- Cp * / ' inf (* ’ l|S0i?(s)llE,is
c\j^ —_5LJ i

< c J 2 # v f  u  1I^)I1e (v^I1^)IIl°o +  v^HAg^ ) l l E)dsJa. Jo (i- s)4+4 Vs

< C ^ 2 j(<r+5 - s u p  ||w(s)||E ( sup V«||ff(*)llLco +  sup y/s || A ^ s )  ||E)
t 4 4 0< S < t  0< 3 < t  0< 3 < t

- C 7 ~ 7 ^  sup I I / I I e  (sup V â H « ) | |Loo+ sup ||Aai7(s)||E),
\y/t)cr o<s<t o<s<t o<s<t

d’où pour tout t < T  :

V t ||A 'B ( t t>5 )( i) | |E <  V t\\ \ ’ B(ü,v)(t)\\èÿ 

< T Î ~ i  sup ||ü(«)||E (su p  V sl|ü (s) llL=° +  sup V »||A "0(*)||E).
0 < « < i  0 < s< *  0 < s < t

1

y /t — S
(α+] 2·?α
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Pour a = 1 on remarque que E D Cq H { / : A/  E E} est une algèbre et donc 

||Ae(i~s)APV -Ü ® v(s) e < C j  ^ ||A(tT<8> t7)(g)||E

-  C [v^g l |A ir (g ) | |E ( V ?  11*00 ||L«. +  y/s | |A î ; ( s ) | | e )

+  Va l |A v ( 3 ) | |E (V s | |w ( s ) | |Lcc +  Vs  | | A « ( s ) | | E)] ;

par ailleurs

Ae(t_s)APV • u ® v(s) < C —^— ||w <g> v(s) ||E
E T S

< IK*)IIe {yT* I|v(s)IIl«» +  V s ||A t?(s)||E)

d ’où

||B (u ,v )(i)||E <  C (sup  ||t?(s)||E +  sup V s ||A ÏÏ(s)||E +  sup V s ||t*(«)||Loo) x
0 < s < t 0 < s < t 0 <s<£

(sup V s ||^(5)||Loo +  sup V s ||AîT(s)||e ).
0<3<t 0<S<t

On peut alors dém ontrer que la transform ation F{ü) =  eiAu0 + B (ü ,u ) est une contraction 
sur un fermé borné de l’espace Et • ♦

Venons-en à l’autre approche. Ici, nous allons plutôt travailler dans l’espace où évolue la 
tendance, de façon similaire au cas des espaces singuliers (théorème 2.21) ; nous obtiendrons 
la continuité dans l’espace de Besov en exploitant une plus grande régularité du term e de 
fluctuation par rapport à la tendance.

Théorèm e 2.31
Soient Ü q  E Vvmo vérifiant V * Ü q  =  0, ü(t) la solution des équations de Navier-Stokes de 
donnée initiale ü0 obtenue par un algorithme de point fixe par Koch et Tataru (théorème
2.28) et Tq le temps maximal tel que V t u(t) E L^c ([0, To[, L°°). Supposons de plus Ü q  e
__ gO ,oo

S  F où F est un espace « de Kato » tel que F C B ^ ,0° avec a E ]0,1[ et tel qu’il existe 
Cp > 0 tel que pour tous f ,  g € L°° vérifiant de plus A af  E F, A °g E F on ait :

I I A ' f M l F  <  C p ( | | / | | L.  I IA 's l lp  +  | | j | | L_  I I A V I I f ) .  (2.20)

Alors ü(t) e  C  (¡0, T0(, Bp’“ ) et est telle que (-/t)°  A°ü(t) e  L“  ([0,T0[, F).

__ jgO,oo

P re u v e  : Puisque cr < 1, on a «S F C B ^7’00 C Vbmo. Prouvons alors que la solution 
Ü(t) de Koch et Tataru vérifie aussi {V tyA .aÜ{t) E L^c ([0,To[, F). En effet, montrons

c<
ι 1

t — s k/i
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que cela, uni à la propriété y/t u(t) ([0,To[, L°°), entraîne directement B(u,ü)(t) G

C  ([0, r 0[, Bp1) Ç C  ([0, T0[, Bp°°). Il suffit d’écrire, pour tout a € ]0,3[ :

||A 3B (ü ,tZ )(i) ||F <  W ‘ | |7^ « “ ' <)APA“ V  • A '( S ®  ¡7)(s) ds
je z je z 0  ̂ F

(l’opérateur Aa étant défini composante par composante)

K C ' Z f  inf ( 2* a - ) , ^ _ ^ _ _ )  — J j - [ V i | | a ( . ) | U  WSf  HA-0WII, +

v^ iiv(«)Hl«» (v' ï t  i i A ^ ) n P]cto

< C ' ^ 2 2 (1_a_2ff)— i - r f  sup \/s  ||w(s)||LOO sup (v'i)*7 ||Afftr(a)||F +
Î  4 2 4 0 < S < t  0 < S < t

sup >/«II«(s)IIl~ suP (v^)^ IIAM^IIf ]
0 < S < t  0 < s < t

<C[ sup y/s ||t?(s)||Loo sup (x / i r i lA ^ ^ l lp - f -
0 < S < t  0 < S < t

sup y/s ||#(s)||Loo sup (V i)ff IIA^tX^llp].
0 < s < t  0 < s < t

__ g 0 ,o o  \

[0, +oo[, S  F J , on aura conclu. Comme d’habitude, la tendance

appartient à l’espace

\Æ «(î )€ L ~ ( ]0 ,7 ’0[,L“’) , ’

T n =  < ü  €  r'([0, T0[xR 3) : l im \ / i  ||ü(t)||L,» =  0, > ,

{V tyh .aÜ(t) € L°° (]0, Tq[, F) ^

__ gO,oo

et ceci grâce au fait que Üq G «S F C B“ 1,0° et à la définition de Bp°°. Par des estimations 
tout à fait analogues à la précédente, on démontre aussi que B(u, v) est bicontinu sur 
en obtenant pour tout t < Tq :

( V t y  ||A*B(u,i7)(t)||F < CF[ sup >/«||«(®)||Loo (v's)0' IIA ^^IIp  +
0<s<t

sup y/s ||v(s)||Loo { y / s f  ||Aau(s)||p].
0 < s< t

On peut donc terminer comme dans la preuve du théorème 2.29 par une démonstration 
par récurrence en t =  0 et un argument de bootstrap. ♦

Puisque e. ί Δ Un E C
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En dernière remarque, on peut souligner que la propriété (2.20) est vérifiée par les 1 / 
avec p € ]3, +oo[, les I/ ’4 avec p € ]3, +oo[, t € [1, -f oo] et les MP;9 avec q 6  ]3, +oo[, p < q.
Il suffit à cette fin d’utiliser la caractérisation des espaces de Sobolev (étendue aussi aux 
espaces de Lorentz et de Morrey-Campanato) via une décomposition de Littlewood-Paley. 
Ceci permet de retrouver le résultat concernant B®’00, B°’£?, B^°° .
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Chapitre 3 

M olécules de l ’espace de Hardy et 
équations de N avier-Stokes

(G iulia  F urioli e t  E lide  T e r r a n e o )

3.1 Introduction

D’après le résultat du chapitre 1 , pour tout u0 € L3 il existe T  > 0  et une seule 
solution u(t) € C  ([0, T], L3) des équations de Navier-Stokes (1 .2 ) ayant Üq pour donnée 
initiale ; de plus elle appartient à tout espace 1 / pour p > 3 à tout instant t > 0 . Nous 
nous intéressons maintenant au problème suivant : si la donnée initiale Üq satisfait des pro­
priétés supplémentaires, cela reste-t-il vrai aussi pour la solution ü  au moins pendant un 
petit intervalle de temps? Dans le chapitre 1 nous avons déjà établi que si Au0 appartient 
à l’espace de Hardy Ti1, c’est le cas aussi pour la solution. Nous commençons alors par 
démontrer à nouveau ce même résultat d’une façon qui mette en évidence les propriétés 
d’annulation du noyau de convolution e^_s ÂPV ; ensuite, nous considérerons le cas par­
ticulier de ce résultat où le laplacien de la donnée initiale est une molécule de l’espace 
de Hardy et donc bien localisé dans l’espace des variables. Nous montrerons alors que la 
solution vérifie la même propriété, à savoir que son terme de diffusion reste bien localisé.

3.1.1 Quelques rappels

Commençons par quelques définitions concernant l’espace de Hardy H 1. Le lecteur 
trouvera un exposé exhaustif sur ce sujet dans le livre de E. Stein [Ste93]

Définition 3.1 ('H1-atom e)
Une fonction a est un "H1-atome associé à la boule B  si:
a) a est supportée dans la boule B,
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b) |a(x)| < presque partout,
\B \

« ; /« ( * ) &  =  o.

Définition 3.2 (espace de Hardy)
L ’espace de Hardy 7ix est défini de la façon suivante :

'H1 =  { / € L1 : /  =  ^j aj °ù ^  ”*~°° ^  ai es* un at°me pour tout j  € Z}.
jez jez

C’est un espace de Banach normé par | | / | |wi =  inf 2_ \ l^il-
/=Ej€zAJai ieZ

D’après cette dernière définition et grâce à la propriété c) des atomes, il est évident que 
que pour tout f  € 'H.1 on a f  f(x )dx  =  0 .

Nous nous servirons également de la définition équivalente suivante (voir [Ste93]) où 
nous avons indiqué par R j  la j-ème transformée de Riesz.

Proposition 3.3 (définition équivalente de 'H1)
On a l ’égalité suivante:

'H1 = { f e  L1 : R j f  € L1 Vj =  1,2,3}

En vue de l’utilisation que nous en ferons par la suite, nous donnons aussi une définition 
d’opérateur de Calderôn-Zygmund (voir aussi [Ste93], [Ste70]).

Définition 3.4 (opérateur de Calderôn-Zygmund)
Soit K  € «S^R”) et, pour tout f  G C ^(R n), soit T ( f )  = K  * f .  L ’opérateur T  est dit de 
Calderôn-Zygmund si les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) K  € L°° (et donc T  : L2 -> L2),

ii) il existe k(x) € C 1(R" \  {0};R) telle que Vx ^  0 :

1*0 ) 1  <  iÿr 
|Vfc(*)| <

iii) V / Ç C%° tel que 0 ^ su p p / on a {K , f  ) = f  f(x)k(x)dx.

On démontre (voir [Ste70]) que si T est un opérateur de Calderôn-Zygmund, alors :

T  : Lp —> Lp pour 1 < p < oo,
T  : H 1 -+ H 1,
T  : BMO -> BMO,

où BMO est l’espace dual de 911 (voir paragraphe 2.5.1).
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3.1.2 Une remarque sur le théorème d ’existence dans A U 1

Soit

A H 1 = {u G S q : A u  G H 1}. (3.1)

Nous pouvons identifier cet espace à l’aide d’une décomposition de Littlewood-Paley 
comme étant F2,2. Les injections de Sobolev montrent alors que A H 1 c  L3 et il s’agit 
d ’un espace limite au sens de la définition 1.5 du chapitre 1 . De plus, on peut mettre 
l’accent sur le fait que si w € A H 1, alors Au et (ü • V)u appartiennent au même espace 
H 1. Cela est une simple application du théorème div-curl de R. R. Coifman, P.-. Lions, 
Y. Meyer et S. Semmes [CLMS93], en soulignant que |̂ (u • V)uJ =  ü  • (Vu,-), pour tout 

¿ =  1,2,3.

Théorèm e 3.5 (div—curl)
1 1  ̂ ^ 

Soient ü  G Lp, v G L9, £ +  ± =  1, 1 < p,q < +oo. Supposons que V • ü  =  0 et v = W  ;
alors u - v  G H 1.

L’énoncé que nous allons réexaminer est le suivant.

Théorèm e 3.6
Il existe 5 >  0 tel que, Vüo E A H 1 avec ||uo||AWi < 8  et V • Üq = 0 , il existe une unique 
solution ü(t) des équations de Navier-Stokes (1 .2 ) telle que u(t) € C  ([0 , +oo[, A H 1), 
V t u(t) G L°° (]0 , +oo[, L°°) et lim ^o V t  ||«(i)||Loo =  0 .

Ce résultat est contenu dans le théorème 1 .6  A] du chapitre 1 . Si on en regarde la 
démonstration, on s’aperçoit que la seule propriété du noyau de l’opérateur eAPV que 
nous avons utilisée est son appartenance à L1. Nous allons maintenant pousser plus à fond 
l’analyse en démontrant que ledit noyau appartient plus précisément k H 1.

Proposition 3.7
Toute composante Qjkm ( j ,k ,m  G {1,2,3}) de l ’opérateur eAPV vérifie Qjkm S L1 et 
RiOjkm € L1 pour i =  1 , 2 ,3 d ’où 0jkm E H 1.

Cela est une simple conséquence du lemme suivant.

Lemme 3.8
Si /(£ ) =  ^ jw ^ r^ e " ^ 2 pour tout N  > 1, ij G {1,2,3}, alors (1 +  \x\4)f(x )  G L°°.

A
P r e u v e  : Il est immédiat que f  G Co car f  G L1. Il faut donc estimer la décroissance à 
l’infini. Puisque /  est dans Sq on a f( x )  =  ^ j f ( x ) donc:

xiíxi2xi3xij ( x )  =  ' ^ X i 1xÍ2x Í3x u A j f{x) ij G {1,2,3}.
j €  Z
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On remarque que

Ajf(x)  =  {|i|2e-'5'! }  .  = a(x) ,  β{ν χ)2ν

et aussi

Ajf(x )  =  T~x { e " li|2}  * T~x =  η{χ) * δ(2jx)24j

ou α,β,Ύ,δ € S.
On a alors:

XnXizXisXuAjfix) =  J ^ a z(x) * 2ε,3βι(23χ)
i

= J 2 't‘(x ')* r 'u ‘(2 ix '> 
i

ou —2 < ει < 2, 0 < σι < 4, I varie dans une famille finie d’indices et αι, βι,Ύι,δι € «5 
s’obtiennent a partir de a, β, 7, δ. En utilisant la premiere egalite pour les j  positifs on a :

Σ  E  il“< *  ̂Σ iîiil- hail. 2("-3U < c.
j >  0 I j >  0

v
A l’aide de la deuxieme egalite on obtient, pour j  < 0 et 1 < σι < 4:

Σ Σ II-» * <  Σ Σ ll̂lk. j|<it(2>-)||L„ < c.
j < 0 l: 1<σ ι<4  j < 0 ί:1<σ/ < 4

Pour j  < 0 et en notant I tel que σζ~ = 0 on a :

ΣΙτγ* ·̂)! iiiitt ΣΙ ·̂)Ι
L°° -7<0 L°°

et, comme 5{-(0) =  0 et <5t- G <S, on obtient 'ix € R3 :

Σ Σ  ι̂ ι + Σ za
j<0 \*<Μ J

♦

Au cours de la demonstration du theoreme de point fixe dans

f y/t u(t) € L°° (]0, +oo[, L°°) "j
£oo = | a ( t )e C ( [0 ,o o [ ,A W 1) :  ι^ ^ | | δ (ί)||̂  = 0 j -

{

{

ς»ις*2 * · ·

\ξ\
fV+l ω th}

)i )  
23 ’ω ( :

ζΐ2  * * · ζ ΐ Ν

κιV-l

l i m S t II« M i l , oo =  0
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on peut alors estimer la norme L°° (]0 , +oo[, A H 1) du terme bilinéaire de façon différente 
par rapport au chapitre 1 . En effet on a :

Il r  e(*-s)APV • (u<8> v)(s)ds 
\ \Jo a  n 1

< J  ||e^-s ÂPV • A(u  ® v)(s) i ds

r t  1
<C  _____|||eAPV|-hi Au(s) <g> v(s) +  u(s) ® Av(s) +  2V ® u(s) ■ V O v(s) ds

J o v t  — s l 1

<  C  J *  - j= = =  (  | | A u ( s ) | | l i | | t f ( * ) | | t c  +  | |A tT ( s ) | | L , | | C ( S) | | L>  +

| |v  <S> u(s)|| | |v  <g> ^ ( s ) | | l2  )ds.

(3.2)

Pour estimer les termes V ® ü(s) , V <S> v(s) on a recours au lemme suivant, que
w  L2 L2

nous allons démontrer dans un instant.

Lemme 3.9
Si u € S'0, A u € L1 et u G L°°, alors :

|V u | | l2  < C  (||Au||l i N | l « )* .

On termine donc par :

Il f  e(t- s)Ap v  • (i* ® v)(s)ds 
IUo a  n 1

< c f  — = (  \\Au(s)\\ul ||v(s)||Loo +  \\Av(s)\\H1 ||w(s)||Loo 

+  llAwis)!!^ ||w(s)||^oo IIAt?^)!!*! ||#(s)||l°o )ds

< C  f  (||AtÎ(5)||wl y/s ||v(s)||LOO +  ||Av(s)||^x >/â||w(s)llL~) ds-
J o y/t — s y  s

On peut alors compléter l’estimation du terme bilinéaire comme d’habitude. +

P r e u v e  d u  lem m e  3.9: Si u e  S , grâce au théorème de Stokes on a:

V u  <  C  ( | | A w | | l i i h i l « ) 1 / 2 .
Lr

Par ailleurs, si u vérifie les hypothèses du lemme, alors u =  A iu dans S' et

n

u = lim V  AjU =  lim un
n —¥oo ¿ s  n —► oo

—n
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ou. itfi — Sfi- -̂iu S —nu.
Donc un G C 00, un G Co et

IIAunlIy < C  ||A u ||L1.

Par conséquent, il suffira de m ontrer que Vv € n  Co telle que Av € L1 on a:

V« < C (||A t,||L, H L» ) i (3.3)

où C  ne dépendra pas de v. En particulier, on aura :

V n e N  VU„ < C (||A « n||Li |K ||L„,)i

< C (||A u ||L1|H |Loo)5

et donc ||V u ||l2 < C  (||A u ||l i ||w ||Loo)* grâce à la convergence dans S ' .
Pour m ontrer (3.3) on considère vn(x) =  v { x ) i I j { ^ )  o ù  t p  G T > ,  i p  = 1 sur la boule 

B{0,1), t/» =  0 en dehors de la boule B{0,2). Comme vn G S, elle vérifie le lemme pour 
tout n. De plus, lim^-n*, \\vn — v ||Loo =  0 et

lim ||Avn — A u||l i < (ip(—) — l ) A v  +  vA ^{— +  V v ■ )— = 0 . 
n - K x  u \  n /  l 1 n nz L1 n n L l

Donc lim supn Vun < C (||A t;||L1 \\v\\LOO) 2 et enfin
L2

| ^ | L t< C (||A T ;||Ll ||t/||Lco)*

et cela grâce à la convergence dans S 1. ♦

R em arque. Dans l’estim ation (3.2), nous avons utilisé seulement l’inégalité Vit <
L2I i

C \\A u \\^  ||u ||£ o o , qui découle du lemme précédent, mais qui fait aussi partie des « inégalités 
de Sobolev précisées » prouvées par F. Oru [Oru98].

3.2 Existence dans l’espace des molécules

Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction à ce chapitre, nous allons considérer 
m aintenant une donnée initiale u0 dont le laplacien est de plus localisé en espace. Soit alors 
S € ]§, §[, §, 6 ± \  et soit:

u est nulle à l’infini, ^
A u  G L2((l -I- |a r|2S)dx),

Xs =  < u G S 1 : f  Au(x)dx  =  0 pour § < ô < § > .
f  XiAu(x)dx = 0 pour § < ô < i =  1 ,2,3
f  XiXjAu(x)dx = 0 pour |  < ô < §, i , j  =  1,2,3

II u η IILoo < c IIu IILoo
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C’est un espace de Banach normé par ||u ||X5 =  l|A w ||L2((1+|x|2i ^  ; par ailleurs, nous allons 
voir dans le paragraphe suivant qu’il s’agit bien d’un sous-espace de A Ti1. Voici alors 
l’énoncé du théorème que nous allons démontrer.

Théorème 3.10
Soit ü0 G X$ et V • Üq =  0. La solution ü(t) des équations de Navier-Stokes dans 
C ([0, T[, L3) vérifiant w(0) =  uo appartient aussi à C  ([0, T '], X s), T ' < T .

3.2.1 Propriétés générales de X§
Tout d’abord introduisons les notations :

L25 = L2((l + \x\25)dx),

I M I l |  =  I M l L 2 ( ( l + | x | 2 ,5 )d a:) >

I M I l ~  =  ( 1  +  | a ; | * " ï ) t i ( a : )  . 
s - h  L ° °

La définition de l’espace Xs est bien posée ; en effet, il est facile de voir que si A u  G Lf, 
alors Au G L1 pour ô > §, X{Au G L1 pour i =  1,2,3 et ô > | ,  XiXjAu € L1 pour 
i , j  =  1,2 ,3  et <5 > | .  Par ailleurs, X$ C A U 1 et, plus précisément, si w G Xs alors Au est 
une molécule (non normalisée) de l’espace de Hardy, dont on rappelle la définition (voir 
aussi [Ste93], [CW77]).

Définition 3.11 (e-molécule)
Soit e > 0. Une fonction M (x) est une e-molécule de Ti1 centrée en x  = 0 si:

iJ (L mx)\2dx) (X » \M  (x)\2\x\z+e doc'j < 1
ii) I M (x)dx = 0.

J  R3

Dans notre cas, le produit i) est majoré par une constante dépendant de u. De plus, on 
peut m ontrer que toute e-molécule est en effet une fonction de H 1 [CW77].

Nous allons enfin prouver une propriété de décroissance à l’infini des fonctions de Xg.

Proposition 3.12
Pour toute u € X$ on a {1 -f |x |i - 5)u(a;) G L°°.

P r e u v e  : Nous allon's considérer seulement le cas |  < <5 < | ,  les autres cas se traitan t 
de façon analogue. Il est facile de voir que u G L°° ; en effet, grâce à la nullité à l’infini on 
peut écrire:

u(x) ίJ R3

Au(y)
dy
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et donc, par l’inégalité de Hôlder :

Hx)l- { L i+)vn*-yPdy) I|A“IIl2
< C ||A « ||lS .

Soit alors |rc| > K.  Nous avons :

«(*) = [  i~ ~ \ d yJ r3 \x ~ y I

=  /  dy .
J \ v \ > ^ , \ * - y \ < ^  \ x  ~  y l 1* -  y I J \ y \ < ^  \ x  -  y I

Pour le premier terme on a :

r Au(y) (1 + \y\2S)ï

4 i> ¥^ -vi<¥ (i + lyr)è

<C ||Aw||L2 I f  |
5 Vw >^»i< jÿ I* -  î/l2 (i + M ) y

^ ^ i iaw iiL|  f  f  i J v

N 5 U — ! s ¥  i*  -  yl /

<C ||A «||l| |x|5-î .

Pour le deuxième, nous pouvons écrire :

f  Au(y) (1 +  \y\26)*

J\y\>Q,\x-v\>Q \x  ~  y\ (1 +  \y\25)*

IÎ Hl* /  r dy y  
"  1*1 V m > ¥  M 27

<C7 ||Aw||l|  M*-15.

Venons-en à la troisième intégrale, où nous allons utiliser la propriété fR3 Au(x)dx =  0. 
On a:

f
J M< i|l la; -  y\

= f  Au(y) ~ t—r̂ ) dy — f  ^ p-dy
4l<lfi \ \x ~y I \x\) J\y\>l$ \x\

<C f  \ A u ( y ) \ ^ d y  + ^ -  [  \Au(y)\dy

Au(y) A u (v ) Au(y)
dy + I

J\v\>-

I y <i*J ^ 2 f\y\>*f
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< £ ï \\Au\\L, (  [  |ÿ|2 Mdÿ)  +  f - ||Au||l2 (  [  ----
k l2 "L< V /» I< ¥  1 +  \y\ J  1*1 ‘ V w > ¥  1 +  l»l 7  

-jïp i|Au|Il? + R  i|Au|IlJ |:c|I_î
<C||Au||l |  \x \s ~5-

♦

R em arques. 1) On peut montrer aussi que si Au G L | et u est nulle à l’infini, alors 
u G Co. Pour ce faire, on part de l’égalité

“(I) = L V̂ 7\dv
et, en définissant

« .„ M  =  f
J r3 f  — y I

avec 4> G T> et supp<f> C B (0 ,1), on a u£̂r {x ) g C°°(R3) et ue>r —» u uniformément sur R3.
2) Sous les seules hypothèses u G L £li et Au G L | on a L 3 Au{x)dx =  0 pour tout

2

S > §. En effet, soit ip E V  telle que snpptp C 5 (0 ,1 ) et ij) =  1 sur B (0, |) .  Comme 
A u  G L1, on peut écrire :

/  Au(x)dx =  lim /  Au(x)ip(^r)dx
I 7 r 3  j i - h - o o  I , / R 3  R

-  r 1*1?  Î  lu (a?)HA (^ (^ ) ) lda;R -t+ o o  J R3 i t

-  ^ 2  I \u{x)\dx
R - + + 0 0  R  J & < \ x \ < R

< lim ^-r-R3 =  0.
-  R->+co R 2 R S - 1

3.2.2 Localisation des éléments de X§
La proposition précédente 3.12 établit que X$ C L3 ; aussi, le problème de Cauchy

avec donnée initiale Üq G Xs a une unique solution dans C  ([0, T[, L3) (théorème 1.2).
Notre problème est alors de démontrer que cette même solution appartient à C  ([0, T[, Xg)

\
toujours par un algorithme de point fixe. A cette fin nous avons besoin de trois sortes de 
résultats: d ’abord, nous allons préciser à quels espaces appartiennent u , Vu et wVu si 
u G X s ; ensuite, nous allons analyser plus à fond le poids w{x) =  1 +  \x ^S en relation avec 
les classes de Muckenhoupt et enfin nous allons étudier la continuité sur Xs des opérateurs 
apparaissant dans le term e bilinéaire dans l’équation intégrale.

1
ε Φ (U)ε dy

Δ u (2/) Χ β ( ο , λ 3
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Lemme 3.13
Soit u G Xs- Alors :

i) Vu € (L4( ( l  +  |z |2i )cte) ) 3 £ > \  /

ii) uVu G ^L2^(l +  \x\25)d x^ j S > ^  ; 

iii) u2 G L2^(l +  |x |2S)dx^j 6 >

P r e u v e  : i) Nous devons estimer :

J  |vu(a;)| (1 +  \x^5)dx

< f  |v u (x ) | 4 (1 +  \x\lS)dx +  f  |v u (a ; ) | 4 (1 -I- \x\is)dx.
7 | x | < l  1 1 J > 0  j  2 i < | x | < 2 i + 1 1 1

En utilisant un résultat d’interpolation, nous pouvons contrôler le premier terme par :

C f  \v u (x )\4 dx < C \\A u\\l2 IMI2«,
J l*l<i (3 .4 )

< C \\A u \\l^ u \\lT_^< C \\u\ŸX s.

Pour le deuxième, soit u  G T>, u>(x) =  1 sur 1 < |rc| < 2 and suppa; C { | < |a;| < |} . Nous 
pouvons alors écrire :

[  |v u (x )| (l + \x\2ô)d x=  [  |v  (u{x)u){^r) \ I (1 +  \x\2S)dx
J2>< |x|<2J+1 1 1 J2j<\x\<2i+'  1 V ZJ /  \

< C 2™  [  |v  ( u (x )w ( i) ) |4ifa
J 2 i < | x | < 2 i + 1 1 V  ¿J /  \

< C2™ \ \u ( x M ^ )  ||*_ IA  (« (* M § ) )  ,

toujours par interpolation,

< C22jS2-(2S~1)j IMIloo  ̂ (  ||A u (x )ü ;(^) ^  +  u(x)A  (w ( |j) )  ^

+  | | v « W . v ( w ( i ) ) | p

< C2> llu llï- j (2 -2ii IIAulÊ, +  ||u ||î r  i  1

+ k<IX I<5
2 2j I

—*
Vu (x )I

2
V

(
ω \

x

23 ))I
2
dx)
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<  C2<*-“ W IMI^ +  V  ||u||i„ (  f  | v li( x ) f d i ' )  x
*-h \ J f < M<§2* 1 1 /

< C2“ -"W \\u\\lXl +  ^  Cj f  V u(x) 4 (1 +  \x f) d x

< C2<'-2{M ||« ||̂  +  Sj 2<l- M» /  I v u ( ï ) |4 (1 +  Ix\*s)dx +  I  ||u ||2«, .
M  ^ t-<W<§2> 1 1 ei  M

En posant £j =  —---- r, g, ,,9---- on a :
'  2 0 -« »  |M |2«,

S~1

f  lvu(a:)| (1 +  ¡x|2S)dx

' .  4 (3.5)
<  C( 1 +  -)2<1- 2̂  ||« ||i  + C e  Vu(x) (1 +  \x f) d x .

e 1 1 

Par sommation sur tous les termes et en utilisant les deux estimations (3.4) et (3.5) on a :

y*Jv«(x)|4(l + |x|M)dar

< C(e) ||u ||^ +  C e  J  |Vw(x)|4 (1 +  \x\2S)dx.

En choisissant 0 < C'e < 1 on conclut :

Vu <  Cllullv •
L4(( l+ |x |2 i)dx) -  Xs

ii) On décompose encore :

J  |u(x)|2 |Vu(x)| (1 +  |x |2S)dx

=  f  |u(rc)|2 |Vu(x)| (1 +  \x\2S)dx +  f  |u(x)|2 |Vu(:r)| (1 +  |:r|26)dx.
J |* |< 1  1 1 J 2 i< \x \< 2 i+1 1 1

(L <|x | < 5
2 2 i

v (ω (
x

2

)eke
4

)2j

+ 2 i IIu II
2
LOO

ε 3

1

/*<1*1<5
2

1
2 Iv CJ(

X
)I

4
dx

2L
2 <\x\<5

2 23

< < 2 7+11*1

2J
2 <1*l<$ 2i

2jd IIu II
2
Loo
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Le premier term e est contrôlé par :

c j  \u{x)\2 |Vu(a;)| dx< C \\u \\ -  ( L  |Vu(ar)| dx'j

<c\\ufXaM2Xt.

Passons au deuxième. Pour tout j  > 0 on a, grâce à l’inégalité de Hôlder :

f  |w(x)|2 |Vw(x)| (1 +  |x |2S)dx
J  2}<\x\<2>+1 ' 1

< ||u||loo (  f  Vu(x) 4 (1 +  larl^d x ) ’
s~h \J  <|x|<2J+1 J

et, en utilisant l’estim ation (3.5) dans i), nous pouvons m ajorer par:

(l + ±f

+ ||u ||*  2j ^ ~ s) f  [  Vu(x) (1 +  |* |2,)d x ]
\J f<N<|2# )

< C IM li, 2j(3- 25) ^1 +  +  Cë\\u\\2Xf 2^1-*) Q f  ̂  | Vw(rr)| (1 +  \x\25)dx^ .

2 .
Ensuite, pour ë =  2~*3 on obtient, grâce à l’estim ation dans i) :

<  C \\u\\%t 2 » - ^  +  C  2*V -” > +  C  ||u||» , 2 | |u|&, .

Enfin, en sommant sur les j  positifs, on conclut par :

( ü 3 ^  +  \x \2S)dx}  < C \ \u \\2Xs.

iii) La décroissance à l’infini implique, pour S > |  :

[  | « ( x ) | ‘ ( l  +  |x |“ )< fa <  H l i ,  f  _ i ± j ^ - d x  
J R3 ./r3 (1 -+- |a:|d 2)4

<c\\u\\4Xt.
♦

c IIuII ΧΓλ 2i(I -δ) 2 (1
2 δ)

u(x)|2 |Vu(oO|
.2

2J 2α - ί ) 3
2
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3.2.3 Poids de M uckenhoupt « locaux »

Les deux paragraphes qui suivent sont fortement liés. En vue de l’utilisation d’un schéma 
de point fixe, nous sommes amenés à enquêter sur la bicontinuité du terme B(û,v)  sur 
C  ([0 , T],Xs) x C  ([0 , T], et, en particulier, à évaluer

J  |jê t_s ÂPV • A(u  0  v)(s) 2ds

où, nous le rappelons, toute composante de ê i_a ÂPV est un opérateur de Calderôn- 
Zygmund dont la norme L1 est de l’ordre de — r- Grâce à la proposition 3 .1 2  et au lemme

(t-s)2
3.13, il est clair que, lorsque u G L°° (]0 , T[, Xs), chaque composante de A (ü ® v)(s) =  
Aü(s) ® i7(s) +  u(s) 0  Av(s) +  2V 0  it(s) • V 0  ïT(s) appartient à Lf pour tout s G ]0, T[. 
Comme nous allons le souligner dans un instant, il est bien connu que les opérateurs de 
Calderon-Zygmund sont continus sur les espaces de Lebesgue à poids si et seulement si le 
poids appartient à une classe de Muckenhoupt. Malheureusement, ce n ’est pas le cas pour 
nos poids w(x) =  1 -I- |ar|2<5, <5 > |  ; néanmoins, ils appartiennent à une classe de Mucken­
houpt « locale ». En utilisant cela, ainsi que la décroissance du noyau de convolution, nous 
allons pouvoir contourner cet obstacle.

Voici la définition d ’un poids de Muckenhoupt (voir aussi [Muc72], [Ste93], [Lem94]). 

D éfin ition  3.14
Un poids w(x) : R3 —> R (une fonction positive, localement intégrable) appartient à la 
classe de Muckenhoupt Ap (1 < p < +oo) s ’il existe une constante K  > 1 telle que, pour 
toute boule B  (de volume \B\), on ait:

jjjj- w{x)dx^j ( /  w ix ^ p ^ d x ^  < K, p >  1

■j-~r f w(x)dx < K  essinfxç,bw{x) p = l .
\B\ J b

Nous pouvons aussi donner une définition plus faible, qui prenne en compte seulement les 
boules de petite taille.

D éfinition 3.15
Un poids w(x) sur R3 appartient à la classe de Muckenhoupt locale AP(R) si, pour tout 
R  > 0, il existe une constante K{R) telle que, si B  est une boule centrée en Xb de rayon 
r{B), on ait:

sup 7 ^ 7  ( [  w(x)dx ) ( f w i x ^ p ^ d x )  < K (R ) ,  p >  1
r(B)<R  1 1̂ \ J b  J \ J b  /

1 f  1
sup 7TT7 / w(x)dx  sup su p — < K (R ) p =  1 .

r(B)<R \B \ J B  r(B )<R  xÇB w { x )
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Remarque. La classe Ap de Muckenhoupt peut être caractérisée également par la conti­
nuité des opérateurs de Calderôn-Zygmund. On a en effet le théorème suivant (voir [Ste93]).

Théorème 3.16 (Muckenhoupt)
Soit T  un opérateur de Calderôn-Zygmund et w € Ap, où 1 < p < -f-oo. Alors, il existe 
C > 0 tel que, pour tout f  € Lp(w(x)dx), on ait:

f  \T f(x)\p w(x)dx < C f  \f(x)\pw(x)dx.
Jm J R3

Inversement, soit dfj, une mesure de Borel positive. Alors, si f R3 \T f\p d/j, < C f m  I/N m  
pour tout f  € 1/ ( 0?//), alors dfj, est absolument continue et dfi =  w(x)dx avec w € Ap.

Les fonctions w{x) =  1 +  \x\2S, ô > §, n’appartiennent pas à A 2 mais, en revanche, elles 
appartiennent à A 2{R) et nous pouvons de plus estimer les constantes K (R )  relatives.

Proposition 3.17
Si ô > \ ,  alors w(x) =  1 +  \x^0 € A 2(R) et K (R)  =  C( 1 -f R s~%) pour une certaine 
constante C > 0.

P r e u v e  : Considérons pour le moment l’extremum supérieur sur les boules de rayon fixé 
égal à r. Si \xb\ > 3r, alors \x — xb\ < r implique \\xb\ < jo:] < ||a ;s | et donc :

(4 f (i + M2V*) (\ f — ĝi + il!gg!S ̂ a
\ r  J\x— x b \<t J  \ r  J\x— xs|<r 1 +  |#| J  1- "f- (3 |)

Si \xB\ < 3r, alors \x — x b \ < r implique |rr| < 4r et on obtient l’estimation suivante:

( “ 3 Î  i1 + ( \  f  ----V**3 J\x-xB\<r J \ r 3 J\x-xB\<r 1 +  \x\2S J

< (7(1 +  4r25) m in ( l ,^ )

< C ( l  +  r 2ô~3) 6 > ï .

Comme / ( r )  =  1 4 - rs~§ est une fonction croissante, il s’ensuit que K (R )  =  C{ 1 +  
R 5~ f). ♦

Il est essentiel de remarquer que nos poids peuvent être opportunément modifiés afin 
de devenir des vrais poids de Muckenhoupt, tout en gardant leur définition initiale par 
exemple sur un cube. La prochaine proposition technique montrera cette construction, 
déjà utilisée dans [Lem94].

Proposition 3.18
Soit Q un cube de R3. Il existe un poids de Muckenhoupt W q ( x ) € A 2 qui coïncide avec 
w(x) =  1 +  \x^S, ô > §, sur Q.
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P r e u v e  : Nous allons montrer cette proposition pour les cubes Q\ de côté 3  centrés en 
X\ =  (gz^hl, 2m+1i ^¿1) =(xn,yn, zk), avec À =  (n ,m ,k ) € Z3, car c’est dans ce cas que 
nous allons l’utiliser ultérieurement.

Soit donc Q \  le cube suivant :

(  3  3  ï
Xn - ^ < X < X n + -

Qx =  < ( x ,y , z ) €  R3 : ym - ^ < y < y m +  ^ k

3  ^  3

v z  Z /

Nous voulons construire une fonction u>a € A 2 coïncidant avec w sur Q\. La définition est 
simple : on commence par définir w\ sur le cube Q\ centré en (xn +  §, ym +  §, %k +  f) de 
côté 6 par symétrisations successives de la fonction w par rapport aux plans yz, x  z, xy 
et ensuite on étend la définition de w\ à l’espace tout entier par périodicité, à travers le 
carrelage r  engendré par Q\. Il faut maintenant montrer que w\(x) € A2 ; nous prouvons 
en effet que :

supsup |£ | ( / .  W\ (x)dx Wx(x) 1dx'j

< C  sup  ̂ |^ ï  ^  w(x)dx^ ^  w (x )-1dx'j — C K { |) .

Nous mettons en évidence que cette estimation est uniforme par rapport aux cubes Q\ 
choisis. Supposons d’abord que 3 |S | > |<3a|- H existe alors q > 0 tel que (23)9 |Qa| < 
3|i?| < (23)9+1 |Qa|- Soit Qc le cube circonscrit à la boule B  (|B| < \Qc\ < 3|B |). Comme 
le cube Qc  peut être recouvert par (23) 9+1 cubes du carrelage r , on obtient :

f  w\{x)dx < f  w\{x)dx < 23(?+1) f  w\(x)dx  =  8 • 2 3̂ 9+1̂  f  w(x)dx  
J B J Qc J Q\ JQx

et aussi :

f  w ^ l (x)dx < f  w ^1 (x)dx < 23(-q+1̂  f  w j 1{x)dx =  8 • 2 3̂ +1  ̂ f  w~l (x)dx.
J B JQc ^ Q\  ^ Q\

On peut donc conclure :

w\(Lwx{x)dxy  {Lw"{x)dxï  

- ¿ 4 / <,+1>8 (L w(x)dx)’ (L  w~'(x)dx)1
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=c\i\ { L w(x)dxï  { L a~Hx)dxY
< C 'K (\).

Dans le cas 3 |i?| < |Qa|> nous devons traiter trois situations différentes. Si B  est contenue 
dans le translaté d ’un parmi les huit cubes qui remplissent Q \, alors par hypothèse:

w\ UBMx)dx)‘ (X 1 - K(l]-
Par ailleurs, si B  contient elle-même l’un des cubes précédents, alors :

i \  5 /  \  i 
y j  w \{x)d x j < y j  w \(x )d x j < ^ j  w \(x )d x j

(L  ̂ dx)’ - ( L  ssb*)! - (L  ¡¡¡¿r**) ’ ’
donc :

w\(hwx{x)dxY ÎL^k^Y-
- m (Lw{x)dx)’ (14^ ) ’ - 8C'*(

Finalement, si B  ne vérifie aucun des cas précédents, il existe au plus huit cubes Qj tels 
que Qj fi B  ^  0 et qui sont les translatés des huit cubes de même taille qui remplissent
Q \. Soit Sj =  B  fi Qj et supposons S\ tel que |S i| =  m ax^-i... s \Sj\. Grâce aux symétries
de la fonction w \(x), on a:

( /  W \(x)dx^ — ^ J  w\ i x )dx.

Soient B in, B c les boules inscrite et circonscrite à S\. Puisque w{x)dx est une mesure 
doublante (voir [Ste93]), il existe A > 0 tel que

\  ( f w (x)dx )  <  f w{x)dx < f w \{x)dx
A  \ J B c  J  J B in JS i

< J  w (x)dx < w {x)dx^ < A w (x)dxSj  .

dx
1

W X (x)
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Le même argument vaut aussi pour w(x) x. Nous pouvons en déduire:

m{Lw'(x)dxï  ifs )̂dxy
- m ( L w{x)dxï  i L ^ ) dxï
< 8 A if( |) .

ce qui conclut la dém onstration. +

R em arque. La fonction w(x) = 1 +  |a r|3 est, à son tour, seulement un poids de Mucken­
houpt local. De la même façon que dans les propositions 3.17 et 3.18, on peut m ontrer 
pour cette fonction w que la constante K (R ) apparaissant dans la définition 3.15 est de 
l’ordre de 1 +  log(l +  R) et qu’il est possible d ’en définir un’extension à un poids de Mu­
ckenhoupt. Cependant, nous ne sommes pas intéressés à ce cas car ni le laplacien d ’une 
fonction /  € X i  est une molécule, ni X$ est un sous-espace de L3.

3.2.4  O pérateurs de convolution sur Lj

Nous avons vu que w(x) n ’est pas un poids de Muckenhoupt. Il est quand-même possible 
démontrer la bicontinuité du terme bilinéaire de l’équation intégrale sur C ([0 ,T\,X g) x 
C  ([0, T],X ,5)‘en décomposant le noyau de convolution en deux parties, l’une localisée au 
voisinage de l’origine et l’autre s’annulant ici. Nous allons prouver que ces deux opérateurs 
sont en effet continus.

Les résultats que nous avons obtenus sont les suivants.

Proposition 3.19
Soit T0f  =  f R3 K o(x,y)f(y)dy un opérateur de Calderôn-Zygmund tel que K o(x,y) =  0 si 
\x — y \>  1. Alors T0 : L2 —> L2S et il existe C > 0 tel que ||T0/ | | L2 < C  ||/ ||L2 .

ô S

Proposition 3.20
Soit T i f  = f  K i(x  — y)f{y)dy un opérateur de convolution dont le noyau s ’annule au 
voisinage de l ’origine (K \{x) =  0 si \x\ < \ )  et vérifie:

32 <Ô<52

Ü) |ifl(*)l < |^5 \ <Ô<\
iii) \K ,(x)\ < ^ 5  \  < 5 < \

Alors T i : L | ->  Lj et il existe C > 0 tel que ||T i/||L2 < C  ||/ ||L2 .6 ô

c
1*14<I(*)KyIi)
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P r e u v e  d e  l a  p r o p o s it i o n  3.19 : Nous devons estimer

\\Tof\\h =  [  \ [  K 0(x,y)f(y)dy w(x)dx
J R 3 \ J \ x —y \ < l

- 5 2  \ K o(x,y)f(y)dy w(x)dx @ 6)
A£Z3 ' ' ' Q { x \ i 3 )

- 5 2  \ K °(x>y)My)dy wx{x)dx
à g z3 I

où Q (x\, R) est Îe cube centré en x x = 225t i , ^ r 1) de côté R, f x{y) = f(y)XQ{xx,3)
et w \(x) est l’extension de Muckenhoupt de w(x) construite dans la proposition 3.18 et 
coïncidant avec w(x) sur Q (x\, 3). Grâce à la continuité des opérateurs de Calderon- 
Zygmund sur les espaces à poids de Muckenhoupt, (3.6) peut être contrôlée par :

C 5 2  Î  \f\{^)\2wx(x)dx
xez* J* 3

=  C 5 2  Î  |/(x)|2 w(x)dx
\ÇZ* ,3̂

<^11/11^.

♦
P r e u v e  d e  l a  p r o p o s it i o n  3.20 : Considérons

i i2 
IIt i/IIl? = f  \ [  K i(x -  y) f {y)dv\ w(x)dx

6 J R3 \ J \ x - y \ > l  I

( i  \ K i ( x - y ) f ( y ) \ d y )  w{x)dx.
R3 \J 2 J < |x -y |< 2 J + i  /

Nous allons estimer chaque terme de la série, dans le cas général a = 4 ,5 ,6. On a alors :

f  ( f  \Ki(x -  y) f (y ) \dy)  w{x)dx
J  R3 \ J  2> < |x —y |< 2 i+1 /

< c 5 2  Î  j  9^ j ( [  If (y ) \ dy )  w{x)dx
^ 3 J Q ( x x f , 2 i ) 2 a 3 \ J 2 i < \ x - y \ < 2 i + i  J

< < ? £  f  ¿ 7  ( f  . \ f {y) \w{y) ïw{y) - l*dy) w{x)dx
^ J Q ( x x % , 2 i )  2 2QJ \ J Q ( x x f , 52») J

L ,1)

L(x> ,1)

< Σ
j- Ο

-l-oo
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ô 4 j ( f  \f{y)\2 w {y)dy\ (  f  w{y) ld y \w (x )d x
XçZ 3 J q (x x % ,2*) 2  J \ J Q { x x ^ , b 2 i )  J  \ . / Q ( x Af  ,52^) J

-  C v ïL-6)  ü  ( f  « | / ( 2/)|2 ^ ( 2/)rft/J f  ^(î/)c?2/J x
2  a1^ 3  \ J Q ( x x f , 521) J  V 2  J J Q ( x x f , 5 2 i )  J

( 23J ,52*) « ^ ( î / ) ^ )

< ^ 2 Ï ^ ) ll/llîl (1 + 2̂ " 3))

la dernière inégalité découlant du résultat suivant, contenu dans la proposition 3.17 :

m C iw(x)dx)' Ci ¿ r**)2 - C(1+
(les boules peuvent être remplacées par les cubes, la mesure w(x)dx étant doublante). Les 
hypothèses sur a  et ô perm ettent alors de sommer sur les j  > 0 et donc de conclure. ♦

3.2.5 Tendance et fluctuation dans Xg
Nous disposons maintenant de tous les outils dont nous avons besoin pour appliquer 

le procédé de point fixe dans C ([0, T'], Xg). Dans un souci de clarté, nous allons traiter 
séparément les termes linéaire et bilinéaire.

Lemme 3.21
Si ü0 G X$, alors pour tout T  € ]0, +oo[ eiAUo G C ([0, T], Xs).

PREUVE : Nous montrons d’abord que, pour tout t €  ]0, T[ on a AetAuo G L2. La seule 
chose que nous devons vérifier est que AetAuo =  eiAA«o € L°° (]0, T[, L2(\x\2Sdx)). Du

moment que \x\25 < C  ^ |:r — y |2i +  |y |2i) ,  on a:

2

f  f  iA 1; ? e~1̂ iL'&ü0(y)dy \x\25 dx 
JUL3 J R3 (47ri) 2

<c f  ( f  t** y~“vt e"1̂  — ,  ̂ \Au0(y) I dy +
J R3 \ J  R3 (47TÎ)2 12

)
2

dx

<  Ct*  II* * |Au„|||l2 +  ||eÎA (l-l* |Au„|) ,

dx)
2

dyI(y)U qAI
δ
IyI

2

41e3
24 πί )(

1
c I

sup
rB<R

R δ 3
2 )
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i i<*\x\ G 4*
où le contrôle uniforme de la norme L1 de (pt{x) =  —---------j  donne

t î  (47TÎ)2

lle‘AA“ o|IÎ.<Ŵ )  ^  C «1 +  *S) l l ^ l l î î

et donc
||e'AAS0||, ,  <  C (1  +  i i )  ||Aub| |L2 .

ô d
Pour vérifier que etAu0 est nulle à l’infini pour tout t fixé, il suffit de remarquer que le noyau 
de convolution appartient à la classe de Schwartz S  et que iï0 appartient à la fermeture de 
S  dans L3. Pour finir, la propriété d’annulation des moments découle des deux remarques 
suivantes: A u 0 G L1 si <5 > §, XiAuo € L1 si 6 > § et XiXjAuo G L1 si ô > comme 
nous avons souligné dans le paragraphe 3.2.1 ; de plus, si /  et g appartiennent à L1 avec 
f  fd x  =  0 , alors f  f  * g dx = 0 . ♦

Lemme 3.22
L ’opérateur bilinéaire

B {u ,v){ t)=  f  e(<" s)APV -ü ® v ( s )d s  
Jo

est bicontinu de C ([0 , T], X$) x C ([0, T],X$) dans C  ([0, T\,Xs) pour tout T  G ]0 , +oo[.

.Pr e u v e  : Montrons d’abord que A B(ü,v)(t)  G C? ([0,T ],L j). Soit (p G V, suppy> c  
5 (0 ,1 ), (£> =£ 0 et décomposons le noyau K  de l’opérateur P en deux parties :

K(x)  =  (p(x)K(x) +  (1 — cp(x))K(x) =  K 0(x) +  K x{x) x ± 0.

La fonction Ko est donc supportée au voisinage de l’origine et le support de K \ ne contient 
par l’origine. Analysons d’abord K 0 * e^~s ÂV  • A (u<8>v)(s)ds. En utilisant la continuité 
sur Lj de l’opérateur de convolution e^~âAy/t — sV et le contrôle de

||A(u ® v)(s) | |L2 =  Au(s) ® v(s) + u(s) ® Atf(s) +  2V ® w(s) • V ® v(s)s Li
assuré par la proposition 3.12 et le lemme 3.13, on obtient facilement que, pour tout s < t:

e ( t - « ) A y  . (g ,

LI

< : ||e(i-a)A-\/i — sV • A(w ® v)(s)ds
y / t -  S II . L|

<C-^i= (l + (t -  s ) i ) ||A(ü ® iO(»)llL|

< C - ^ L =  ( l  +  (i -  S) f )  ||A«(s)||L! ||Ai?(s)||LÎ.
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Q uitte à montrer que Ko est un noyau de Calderôn-Zygmund, la proposition 3.19 nous 
donnera, pour tout t < T , avec T  € ]0, +oo[, le contrôle:

Il f  K 0 * e^~s)AV  ■ A (Ü ® v)(s)ds 
WJo LJ

< c ( f  J —  ( l  +  V t - s â) ris") sup ||Aw(s) | |L2 sup ||A v(s)|U  (3-7)
\Jo V* — s '  ' /  o< s < T  6 0 < s< T  s

<CT$ ( l  + T%) sup ||A u(s) | |L2 sup ||A t/(s)||La .
'  '  0< s < T  s 0< s < t  s

Rappelons que P est un opérateur de Calderôn-Zygmund, dont le noyau vérifie les pro­
priétés suivantes :

i) k ( 0  S L°° ;

ii) |if(:r)| < 7 ^ 3  * # 0 ;
|i|

iii) |v ü f(* )| < x ^ O .

Cela reste vrai aussi pour la fonction Ko(x) =  K(x)ip(x), à savoir :

i) K 0 =  t p * K  < M |L1 K  ;
L°° L°° L°°

ii) \K0{x)\ < - ^ 3  x #  0;
|x|

iii) |vi^o(a:)| < |v tf (x ) | \<p(x)\ +  \K{x)\ |v<^(x)| < ^  x ^  0

(p  étant à support dans la boule B (0,1)).
Pour ce qui concerne le terme f c\ K \ * e^_,ŝ AV • A(u  <g> v)(s)ds, nous ne pouvons pas 

appliquer directement la proposition 3.20, car K \ décroît trop lentement à l’infini. Cepen­
dant, le noyau de l’opérateur ê t_s Â V • A apparaissant dans l’intégrale a au moins trois 
moments nuls et cela va être crucial. En effet, on a les trois expressions équivalentes :

I
VATi * e(f- i)A • A(Ü ® v )(s)

A K i * e(t-s)AV • (ü® v)(s)

V AK x  * e(i_5)A • (Ü ® v)(s).

Nous allons exploiter la première formulation pour § < â < | ,  la deuxième pour J  < <5 < |  
et la troisième pour |  < ô < | .  Nous avons affaire aux fonctions V-Ki, A K i et V A K i qui 
sont supportées en dehors de l’origine et qui ont une décroissance à l’infini respectivement 
de l’ordre de |^ ,  ^ 5  et ĵ jç (nous rappelons que les composantes de -ftT(f) sont % — j^ -,

κ L ¥ e' t — s } V (u ) (s )
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i , j  =  1,2,3). Nous pouvons appliquer la proposition 3.20 pour obtenir, après intégration: 

Il f  K ^ - ^ V  ■ A{Ü®v){s)ds
WJo l£

< f  I l i f i e ^ ^ V  • A (ü  ® v)(s) ds
~ Jo V  (3 .8 )

< C  f  (l +  ( i - » ) f ) d s  sup ||Au(s)||L|  sup ||AîT(s) | |L2
J 0 0<s<T 6 0< s< T  6

< C ( 1 + T * )T  sup ||Atr(»)||Lj sup ||AiT(s)||L2 .
0<s< T  s 0<s< T  s

Les deux estimations (3.7) et (3.8) donnent finalement :

\\AB(Ü,v)(t)\\L2 < C ( l + T % ) T ï ( l + T ï )  sup ||Atf(s)||La sup ||Ai7(s)||La
s 0<s< T  s 0< s< T  6

ainsi que la continuité en t =  0 de AB(ü, v)(t) dans L|. La continuité en dehors de l’origine 
se démontre de façon habituelle.

Venons-en à la démonstration de la nullité à l’infini de B(u, v)(t), pour tout t G ]0,T[.

Puisque l’intégrale converge dans L§ ( J  ||Pe(t" s)AV • u ® ^(S)||L  ̂ds < + 0 0 ) et le sous-

espace de L§ des fonctions nulles à l’infini est un fermé de L2 , il nous suffit de remarquer que 
e(t-s)A py-u<giv(s) appartient à Co pour tout s e  ]0, T[ et cela vient par exemple du fait que 
ü<g>v(s) G L3 et que le noyau de convolution appartient à Li (voir lemme 3.8). Un argument 
similaire nous permet d ’établir la propriété d’annulation des moments; voyons cela en

détail. Si on appelle a(x, s) = Ae^“â APV •ü<S>v(x, s), on sait que AB(u, v)(t) = I a(s)ds
J 0

converge dans L |. Il suffit alors de montrer que :

C 3/ a(x, s)dx =  0 S > - ,  0 < s < T,
Jrz 2

< f xk<i{x, s)dx =  0 5 > 0 < s < T, A; =  1,2,3, (3.9)
J R3 2

f  XiXka(x, s)dx =  0 ô > 0 < s < T, i, k = 1 , 2,3.
J R3 2

En effet, le sous-espace de L| des fonctions satisfaisant (3.9) est fermé dans L g. Vérifions 
alors les propriétés (3.9) pour a(x, s), en notant par 0  le noyau de convolution de l’opérateur

eAPV-. Pour <5 > | ,  cela découle de l’expression a(x,s) = ------- —© ( ;------) * A (u <S>
(t - s ) 2 \ y / t - s j

v)(x,s)  et, pour chaque composante 6 de © on a d G L1, J  6{x)dx =  0 et, de plus, 
A (ü ®  v)(s) G L | C L1 pour tout s G ]0,T[. Pour <5 > | ,  nous utilisons par contre l’ex­

pression a(x, s) = ---- -—5-V • © ( . ) * V • (u ® v)(x, s), où maintenant, en notant
( t - s )  2 \ y / t - s j
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iJj les composantes de V • ©, on a que 'tp et appartiennent à L1 pour tout k =  1,2,3, 
f  'ip(x)dx =  0, f  xktp(x)dx =  0 et, de plus, V • (ü <g> ü)(s) et x^V • (u <g> #)(s) appar­
tiennent à L1 pour tout s € ]0, T[. Finalement, pour ô > | ,  nous écrivons a(x ,s ) =

-   ̂ AQ *ü<8>v(x, s) et, cette fois-ci, les composantes <p de A 0  vérifient que

<p, Xk<p, XiXk^p appartiennent à L1 pour tous i ,k  =  1,2,3, f  <p(x)dx = 0, f  xiip(x)dx =  0, 
f  x{xk<p(x)dx =  0 et, pour finir, ü  ® v(s), XiU <g> v(s) et XiXkU <g> v(s) appartiennent à L1 

pour tout 5 € ]0 , T[. +

La preuve du théorème est alors directe.
P r e u v e  d u  t h é o r è m e  3 .1 0  : Soient u(s), v(s) e C  ([0, T'], Xj), où T' sera choisi dans un 
moment. Nous allons montrer que l’opérateur F(u)(t) =  etAu0 — Jq e^~s ÂPV • u <g> Ü(s)ds 
est une contraction sur une boule 5(0 , R) C C  ([0, T'], Xs). Voici les inégalités qu’il nous 
faut établir :

f  sup ||F(u)(i)|lx5 < R
I 0<t<T'

I sup ||F(u)(i) -  F(iT)(i)||x <  C sup ||u(i) - t f ( i ) | |Xi
 ̂ 0<t<T' 0<t<T'

pour toutes fonctions ü,v G 5 (0 ,R) et pour une constante C < 1. En effet, nous avons: 

sup ||F (u)(i)||x  < sup ||eiAw0||x  + C ,V/T7(l +  \/T 7)(l +  v/T7J)( sup \\u{s)\\x  )2
0 <t<T' 0<t<T' 6 0 <t<T' °

< sup ||eiAt?o|| v + C V T ( l  + V T ) ( l  + V r S)R2
0 <t<T> 6

et aussi :

sup ||F(w)(i) -  F(tT)(i)||x < c VT'{ 1 +  V t ){1 + V T 6) sup ||€f(t) -  tf(*)||Xi x
0<t<T' 0<t<T'

( sup ||u(i)||x  +  sup ||iT(i)||x  )
0 <t<T'  0 <t<T'

< 2 R C V T J(l + V T ) ( l  + V r S) sup ||u (i)- i7 (i) |U  .
0 <t<T>

Il faut donc trouver un R  et un T 'te ls  que :

( sup ||eiAüî)|L + tj(T')R2 < R
J 0<t<T> A i  . ( 3 . 1Q)

(2 t1(T ')R < 1 ,

où t](T') =  C V r ( l  -f VT')(  1 4- V T 7â). Comme sup0<t<T, ||eiAiïo||Xi < C { V f 76 + 1 ) Huol!;  ̂

on peut choisir T ' suffisamment petit pour que sup0<i<T, ||eÎAzïo || ̂  < 4V(T') ’ s* ^e P̂ us
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1 -  J l  -  4rj(T') sup0<i<7v ||etAu0 ||X5 

R  =   2r](T')--------------------’ 6̂S ^eux con(litions (3.10) sont vérifiées et F

est une contraction de 5(0 , R) C C ([0, T'], X$).
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Chapitre 4 

D e N avier-Stokes à Schrödinger non  
linéaire

4.1 Présentation du problèm e

Comme nous avons pu remarquer dans les chapitres précédents, un phénomène ty­
pique des équations de Navier-Stokes est le comportement différent des termes linéaire 
{tendance) et non linéaire (,fluctuation), déjà remarqué par M. Cannone et F. Planchon 
[Can95], [Pla96]. Le problème de l’unicité des solutions dans C  ([0 , T[, L3(R3)) a été résolu 
grâce à l’appartenance de la fluctuation à un espace (de Besov) interdit à la tendance. 
On peut se demander si cette idée de scinder l’étude des deux termes d ’une équation non 
linéaire est typique des équations de Navier-Stokes ou bien peut être utilisée avec profit 
pour d’autres équations. E. Terraneo [Ter99b] a montré récemment comment cette ap­
proche s’adapte parfaitement à l’équation de la chaleur non linéaire. On pourrait croire 
que le point crucial dans un tel phénomène est l’action très régularisante du semi-groupe 
de la chaleur eiA qui gouverne ces deux équations. Nous allons voir dans ce chapitre que ce 
n’est pas le cas en présentant une application de cela à l’étude des solutions autosimilaires 
pour une classe d’équations de Schrödinger non linéaires.

Nous nous intéressons donc au problème de Cauchy suivant :

{idtu + Au = j \u\au , .
w(0 ,x) =  u0(x) { }

où 7  G R, a  > 0, u(t , x) : R+ x Rn — C, uq(x ) : Rra —>■ C.
Grâce à l’homogénéité de l’équation, si u(t, x) est une solution, v(t, x) = Xpu(X2t, Àx) pour 
tout À > 0 et He p — -  l’est aussi.c  CL

On appellera solution autosimilaire une solution u(t, x) telle que :
2

VA > 0 u(i, x) = Apu(X2t, Xx) avec IZe p — —.
a
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Une telle solution est donc de la forme :

Î3(x)
et sa valeur initiale U q [ x )  =  où Q est une distribution homogène de degré 0.

Nous allons présenter dans ce chapitre un résultat d’existence de solutions autosimi­
laires de (4.1) (théorème 4.3) qui se situe dans la suite des travaux de T. Cazenave et 
F. B. Weissler [CW90],[CW98a],[CW98b],[CW99], et étend un résultat récent de F. Ri­
baud et A. Youssfi [RY98]. En suivant une démarche introduite par Y. Giga et T. Miyakawa 
[GM89] et déjà utilisée par M. Cannone [Can95] pour les équations de Navier-Stokes, on 
choisit un espace fonctionnel de distributions sur R+ x Rn apte à contenir des fonctions de la 
forme (4.2) et on démontre un théorème d’existence et d’unicité de solutions de l’équation 
(4.1). Pourvu que l’espace choisi soit compatible avec des données initiales homogènes, on 
sera en présence de solutions autosimilaires grâce à l’invariance de l’équation.

4.1.1 Généralités sur le groupe de Schrödinger
On considère le problème intégral associé à (4.1) :

u(t) =  eltAu0 — ¿7  f  e^t-,s Â|« |au(s)£Zs (4-3)
J o

et on se propose de démontrer un théorème de point fixe pour la transform ation

u(t) h-* F(u)(t) = eltAUo — iy  f  e^i_s Â|u |Qu(s)cis.
J o

On verra plus loin dans le chapitre que les problèmes intégral et différentiel sont équivalents 
dans le cadre que nous allons choisir.

Comme pour les équations de Navier-Stokes, distinguons dans F(u)(t) la partie linéaire :

U0(t) = eitAu0

et non linéaire :

A(u)(t) =  ¿7  f  él(t~s Â \u\au(s)ds.
Jo

On a indiqué par e,iA le groupe de Schrödinger :

e'tAip(x) =  ̂ a e*4t~ * cp(x) Vip € <S'(Airit) 2
et donc Uo(t) est la solution de l’équation libre suivante associée au problème non linéaire :

r d,u =  iAu
\  u(0,a:) =  w0(x)

u (t?X )
1

t
w (

X
)

V i
Ε
2

(4 2)

(4 4)



4.1. PRÉSENTATION D U PROBLÈME 129

On a que eltA : S ' — > S ' est continue et que Vw0 € S 1, l’application 1 1—» eIiAn0 est continue 
de R dans S 1.

Terminons cette section par des estim ations classiques sur le noyau de Schrödinger.

P rop osition  4.1 (estim ations classiques)

Si è +  h  =  1 on a:  p p

vp >  2 ||eiiA/ | | LP < | | / | |^

Vp >  2, Vs €  R  ||e“ A / | |H ,  <  I I / I I h^
Î 2 P P

P reuve : On part des estimations évidentes :

||ei,A / | | L, =  H / l ly  

l | e “ Â / I L ~  ^  % I I / H l .

et on obtient l’estim ation sur les espaces de Lebesgue par interpolation. L’estim ation sur 
les espaces de Sobolev vient du fait que les opérateurs de dérivation et de Schrödinger 
commutent. ♦

4.1.2 Le cadre fonctionnel et la méthode utilisée
Introduisons donc le cadre fonctionnel considéré par F. Ribaud et A. Youssfi dans 

lequel nous allons travailler. Nous notons encore par r /(R+ x Rn) l’espace des distributions, 
tempérées en espace, introduit dans le chapitre 1 (théorème 1.4). Pour n G N et a > 0 
fixés, soit:

ESjQ =  e  t'(R + x Rn) : supi* ||/(î)||h*  < + ° o ) (4.5)
l t> o p )

où s > 0 et p =  p(s, a), 0 =  9(s, a) sont ainsi définis :

n(a  +  2) I / 2 n \
P = — --------- - ,  0 =  - ( -------------h s .as + n  2 \ a ;  p )

C’est un espace de Banach normé par ||/ ||Ea a =  supf>019 ||/(i)||H â  • Le choix de 0 est imposé 
par l’homogénéité (4.2) puisqu’on veut que la norme soit invariante ; par contre, le choix 
de p en fonction de s et de a  sera déterminé par l’exigence de rendre l’opérateur A(u) 
continu. On a donc toute une gamme d ’espaces pour tout indice de non linéarité (a; -t-1) 
fixé. Remarquons au passage que la relation entre s et p n ’est pas dictée par les injections 
de Sobolev, donc les espaces H* ne sont pas contenus les uns dans les autres.

c

c
t nα - έ )

tna -b )

( t . x )f
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En vue de l’obtention de solutions autosimilaires deux questions se posent : tout d’abord 
existe-t-il des données initiales Uq telles que U0(t) =  eliAwo se trouve dans l’espace ES)Q et qui 
soient de surcroît homogènes? Et, le cas échéant, peut-on démontrer que la transformation 
F  est une contraction sur une boule fermée de l’espace ES)Q?

Nous allons voir que la réponse à ces deux questions est affirmative pour a  compris 
dans une certaine plage d’indices dont la borne inférieure ao tend vers zéro pour n tendant 
vers l’infini.

4.2 Le théorèm e de F. Ribaud et A. Youssfi et son  
am élioration

Nous sommes en mesure d’énoncer le théorème de F. Ribaud et A. Youssfi qui donne 
l’existence de solutions et de l’extension que nous en avons donnée. Nous verrons ensuite 
(voir corollaire 4.11) qu’il existe effectivement de données homogènes qui sont compatibles 
avec ce cadre fonctionnel.

Théorème 4.2 (Ribaud—Youssfi)
Soit a  >  0, a £  2N. Si s >  0 vérifie smin =  f  — <  s <  |  — Q̂ 4f21̂  =  smax, et de plus : 
(H) s =  0 ou bien a > 1 et s < a
alors, dès que p > 2 , on a le résultat suivant :
il existe M  > 0 tel que pour tout Uq G S ' telle que ettAuo G ESj0t et ||e,tAwo||s  < M  il 
existe une unique solution u G Es>a de (4.1) telle que ||w||Sa < 2M .

Pour a  G 2N l ’hypothèse (H) n’est pas nécessaire.

Théorème 4.3
Les conclusions du théorème précédent restent valables si (H) est remplacée par:

(H’) s < a  + l , s < ^ .

4.2.1 Dém onstration du théorème de F. Ribaud et A. Youssfi

Nous allons donner les points fondamentaux de la preuve du théorème de F. Ribaud et 
A. Youssfi en mettant en évidence d’où vient l’hypothèse (H).

P r e u v e  d u  t h é o r è m e  4.2 : Tout d ’abord on remarque que si s >  0 et p =  p(s , a) comme 
dans la définition 4.5 de l’espace Es Q, alors H£ C L9 avec è =  è ~  ^ et g > a  +  1, ce qui

5 r (J Js Tl

donne un sens au terme non linéaire |u |au. De plus, la condition p > 2 vient évidemment 
de la nécessité d ’appliquer la proposition 4.1.
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Il faut alors montrer que l’opérateur F  est contractant sur une boule fermée de ES)Q, à 
savoir que si u ,v  €. ES;Q et |M |Esa <  K , IM|EaQ < K  alors:

I I ^ M I k , .  <  K
||F(U) -  F(«)||Em < C 11« -  t>||Eio C < 1.

P u isq u e  | |F ( U) | |E<t, <  ||C/ollE„„ +  M (« ) I I E,.0 et  | |F ( u )  -  F ( t , ) | | Ê  =  | |^ ( u )  -  -4(t>)lk .„,  

concentrons-nous sur le terme non linéaire A(u).
On a:

M(w)(*)IIh* ^  c  f  ||e<(i- ' )AM ttt*(*)||È. dsJ o p

- c  f ------- IIM M ^IIh*,ds-
J  0 ( i - s )  p) p'

Il faut donc estimer le produit \u\au comme opérateur de H* à H*/. On a à ce propos le 
lemme suivant, dont on peut trouver une démonstration dans Runst-Sickel [RS96].

Lem m e 4.4
Soient a  > 0, s > 0, l < p < + 0 0  tels que :

. ( n  \  / I  s \  1
s < mm — ,a  +  l  , I ------- < ----------

\p  J  \p  n J a  -I-1

• t n  1et soit h = -----------------,-------r- ; alors :
s +  ( a +  1) ( s  - s j

(i) v /  en; |||/|« /U i,. <  c\\f\\ÿrl
(n) V / e H J  II l / r 11 IIh. <  e m i + K  

De plus, si a  est un entier pair (respectivement impair) alors (i) (respectivement (ii)) vaut 
sans la restriction s < a  -t-1 .

Si, en particulier, p =  p(s, a) comme dans (4.5) et p > 2, alors h = p' et on obtient 
l’estim ation souhaitée :

Vs <  a  +  1 ||M “«||ft., < C | M t ë Î \
P P

On a donc :

M M M IIh ,  < c j ‘ _  1n(}_^) l l^ w ig i1 ds

-  C ( /  f a /  »“« “*) ■t - s ) η s [α+1) ds)
1 1

( P ) 9



132 CHAPITRE 4. DE NAVIER-STOKES  À SCHRÔDINGER NON LINÉAIRE

Si maintenant

i  " < i  -  <  1 (4 .6 )\  e(a+l)  <1 K 1

on peut conclure que

V i > 0  M (« ) ( î ) I I h .  < § M £ l

d’où

\\A(u)\\̂<C\\u\\Ŝ
La condition (4.6) se traduit par :

®min S <C. Smax

où smin et smax sont définis dans l’énoncé.
Grâce à cette estimation on peut facilement montrer que l’opérateur F  est stable sur 

une boule fermée de ES>Q de rayon 2 M, dès que ||eitAwo||E < M. Jusqu’ici on n’a pas eu 
besoin d’introduire la condition (H), qui n’est donc pas nécessaire à la stabilité de F, mais 
seulement (H’). Elle viendra donc de la contractivité de F.

Estimons alors :
\ \F{u)-F(v) \ \B"a = \ \A{u)-A(v) \ \E' ia.

Puisque

|w|aw(s) — |'u|aî;(s) =  C (w(s) — i'(s)) f  |ct[ié(s) — v(s)] +  v{s)\adu
J o

=  C  (u(s) -  i/(«)) G(u(s), v(s)),

on a:

||i4(tt) -A (v ) ||h . < C f  ------- rrlIM s) - v ( 3))G(tx(5 ),v(a))||à . ds
p J o ( t - s ) ( 2 p} p

- c  [  -------^ 7T -^  l k ( s ) - y ( s ) | | ô , | |G (u(s) ,y (s)) | |6 , d s
J o (t — s) 2 p> p

o ù s  +  — =  -  +  -  (voir le lemme 2 dans [RY98]). 
p1 p r

Il faut maintenant estimer G(u(s), v(s)) comme opérateur de H£ x H* à valeurs dans H*. 
Puisque G(u(s),v(s)) w |u|Q(s) -t- |i/|Q(s), cela revient à estimer |«|a (s) comme opérateur 
de Hp à H* et on peut faire appel au lemme précédent, mais cette fois-ci l’exposant de 
non linéarité est a  et non pas a  -t- 1 , d ’où les conditions a > 1 et s < a  apparaissant 
dans (H). Bien sûr, si on a le droit de considérer s = 0, les termes |u |“«(s) et |u |“ (s) sont 
parfaitement contrôlés.
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Si (H) est vérifiée, on a alors :

l|Gf(»W,«W)|lH. < C (lluWHSj +  IH*)US.)

et on peut conclure par :

\\A(u) -  < C ||« — v l l ^  (||u ||J , „ +  .

F  est donc une contraction dès que u et v sont dans une boule de ESja suffisamment 
petite. +

Si on considère la compatibilité de la condition (H) avec smjn < s < smax, on s’aperçoit 
4

que si n > 7 et ----- - < a  < 1 on n’a pas pu démontrer l’existence de solutions dans Es a

et ceci à cause du seul manque de contractivité de l’opérateur F.

4.2.2 L’idée centrale et le problème de compatibilité

Dans le cas non homogène C  ([0 , +oo[, H1) T. Cazenave et F. B. Weissler avaient pour­
tant montré le théorème suivant (voir théorème 1 .2  dans [CW90] pour l’énoncé complet).

Théorème 4.5 (Cazenave—Weissler)
Soit a  = ^~2• A existe e > 0 tel que, Vuo € H1(Rn) telle que ||uo|Ihi ^  e’ ^  existe u(t) 
solution de (4.3) telle que u{t) G C ([0 , +oo[, H1) D L9 (]0 , +oo[, H*) pour tous les q, r tels
que |  =  n ( |  — £) avec 2 < r < Cette solution est unique dans L7 (]0 , +oo[, H*) où

n ( q + 2) t 4 (0 + 2 ).
^  a+n 7  — a(n-2) '

La démonstration se fait toujours par une méthode de point fixe, dans l’espace métrique 
complet :

Xm =  {«(i) € L7 (]0 ,+oo[,H j) : IMIL7(]0>+oo[>hi) < M }

où on a posé dx (u, v) := ||u — ^Hl7(]o,+oo[,l̂ ) • aura remarqué qu’on ne fait pas intervenir 
la norme homogène H* dans la définition de distance. Ainsi, T. Cazenave et F. B. Weissler 
prouvent que l’opérateur intégral F(u) est stable et contractant sur xm  où M  est bien 
choisi.

Le point crucial est le fait que, pour démontrer la contractivité, ils n’ont pas besoin 
d’estimer ||.<4(u) — >1(v)||hi niais seulement ||^4(w) — ^4(î;)||lp, ce qui élimine le problème du 
contrôle du terme non linéaire |w|Q 4 - |i;|a dans un espace de Sobolev régulier.

On est très vite tenté de transposer cette idée à notre espace Es>a. On considère alors :

FS)Q =  \u { t ,x )  € r '(R + x Rn) : supi**(s’Q) ||w(i)||LP(a>c<) < + o o l  (4.7)
l «>o J
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où 0*(s, a) = 9(s,a) — |  (avec 9(s, a) comme dans (4.5)) est l’exposant déterminé par 
l’homogénéité requise. Il est im portant de remarquer que si a  > on a 9* (s, a) < 0 pour 
tout s > 0. L’énoncé qu’on envisage démontrer est alors le suivant :
Soient a  > 0, s > 0, smjn < s < smax, s < a: +  1 si a  £ 2N. Alors si p > 2 on a le résultat 
suivant :
il existe M  > 0 tel que, si e*tAuo € E Sja D FS)Q et ||e*iAtxo||s  < M , alors il existe une 
unique solution u G E s,a D FS)Ct de (4.1) telle que IMI# < 2M .

Il n’y a aucune difficulté à démontrer un tel énoncé si on procède par une méthode 
de point fixe dans l’espace Xs,a — ES)Q D F3)Q qu’on aura muni de la distance d(u , v) :=

llw —  vIIf, a  on aura considéré le fermé X s,a  ,m  —  ^ E5)Q, n  FajQ : 11̂ Ile3 a —  2-^^^ • Le 
problème se situe au niveau de la consistence du théorème, car on a malheureusement la 
proposition suivante.

Proposition 4.6 (Oru, Cazenave—Weissler)
Vp G [1, +oo], V0* < 0  on a:

X e *  = |u o  £ <S'(Rn) : sup t0' ||e*tAtio||LP < + o o | =  {0}

et si 9* =  0 l ’espace xo ne contient aucune fonction homogène de degré r < 0.

P r e u v e  : Ce résultat a été remarqué de façon indépendante par F. Oru [Oru98] et 
T. Cazenave et F. B. Weissler [CW99]. Pour 9* < 0 il suffit de remarquer que, pour tout

Uo G xe*i (wo, (f) = 0 pour tout <p € S  car eltAuo —> uq et pour 9* =  0 que uq G Xo implique 
Uq G V  et donc Uq ne peut pas être homogène. ♦

On a donc imposé une condition incompatible au terme linéaire Uo(t) = eltAu0. On 
peut cependant aller plus loin dans l’analyse et découvrir qu’on n’a pas besoin d’imposer 
à la solution (et donc au terme linéaire) d ’appartenir à FS)Ct, car c’est une propriété auto­
matiquement vérifiée par le term e non linéaire, dès que u appartient à ES)Q. Nous pouvons 
donc conclure la démonstration du théorème 4.3 annoncé.

4.2.3 Démonstration du théorème 4.3
Commençons par les lemmes fondamentaux.

Lemme 4.7 (continuité E8)Ct —f FSjCt)
Soient a  > 0, a £ 2N, s > 0, p >  2, p =  p(s, a), smin < s < smax comme dans le théorème 
4-2 et s < a + 1, s <

Soient ^ == I (q — p s) » 9* = 9 — ES)<a et FSîQ comme dans (4.5) et (4.7).

an

3a+2
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Si u € ES)Ct et A(u)(t) =  i j  e1̂  s)A|« |aw(s)c?s, alors on a:

^ ) e F s,a et ||-4(w)||Fs ci < C  IMIe** ·

P r e u v e  : Nous precisons tout d ’abord que les intervalles de validite pour l’indice de 
regularite s apparaissant dans l’enonce ne sont pas optimaux. Cependant, ce sera dans ce 
cadre que le lemme sera applique par la suite et done nous n’avons pas voulu alourdir la 
redaction.

Ce lemme se demontre en decoupant le noyau de Schrodinger en basses et hautes 
frequences. Soit φ  € X>(Mn) telle que φ ( ξ )  = 1 si |£| < 1 , φ ( ξ )  =  0 si |f  | > 2 . On considere 
alors l’operateur φ { Α )  defini par (ν?(Δ)·0)(£) =  φ ( ξ 2) φ ( ξ ) , ν ψ  E S. Alors Vs < t on a 
1 =  (p((t — s)A) +  (1 — <p((t — s)A )). On peut done ecrire:

ei(t-S)A =  ψ +  _  s ) A ) ) e i ( t - s ) A

= 77i {(t -  s)A) + 772((ί -  θ ) Δ ) .

On appelle

A\(u)(t) = iy  f  771 ( ( i  — s)A)|w |aw(s)ds 
Jo

et

A 2(u)(t) =  i'y f  772((t — s)A )|u |au(s)ds.
Jo

Si u E Hp alors |u |att € L0+1 ou  ̂  ̂ ^ (s < ^ est assure par s < smax) et 

<p(£2)e*£2 = ώ ( ξ ) avec ω  € Lr pour 1 < r <  + 0 0 , d ’ou pour p > :

P i(«)(*)IIlp  < c  f  ------- λ η Α (α+1), χ  IIMe« 0 »)llL5*T ds
J o  ( t  —  S j  2 \  P ' n /

1 1 /  a \ a+1
< c  ---------- 7----------- Γ  K I M ^ I I h O  ds-  Jo (i _ s) f ( t - ( a+1) i ) 5 ^ a+1) V " WIIIV

< Ct~*' (  sup se ||« ( β) ||ό Λ  
\0 < s < t  PJ

La condition p > ĵ-j- entraine s < 3^ 5 , tandis que les conditions f  ( j  — (α  +  1)^) < 1 
et θ ( α  +  1) < 1 sont impliquees par s m jn < s < s m a x . Venant a A2, si u(s) € H® pour 
p — ’ alors | « | a u ( s )  € H£/ ou ^ +  — =  1 (voir lemme 4.4) et si p > 2, alors

ei(t-S)A . ή ,  avec ||ei« - 5 ) A ^ s ) | |^  <  -------C _  ||/ (s )H h V
p (t — s) v2 P1 p

I u\ 'l(s) IILCH-1
ds

n a+2 )
as+n

hl II:I s )

an
3<*+2 5

n
2 (

a

P
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Or, le fait d ’avoir éliminé les basses fréquences permet d’injecter H* dans I?  et même 
dans l’espace de Besov homogène B®’1 C IA  En effet :

l | A ; ( l  -  V((t -  s ) A ) ) / | | l ,  <C Ŵ ì /Wlf S  C(Vt=7)’ l l /l lè ;-

<  c (V t= iy  i i /H h .  .

(nous rappelons que Aj f  est le j-ème bloc dyadique d ’une décomposition de Littlewood- 
Paley de /  et que | | / | |èo.i =  \\A jf\\hp)- 

On a pour conclure :

P 2 (w)(î)|Ié®-1 ^  C [  ~  s)f ||et(i- s)A|Wr W(S) ||ôa ds
J o p

- C C  i t L s)< h - i ) - i

< C t~{9~ ^  (  sup s9 ||u (s)||ô i)
\0<s<i PJ

♦

Nous énonçons aussi le résultat suivant, qui n’est qu’une généralisation du lemme 
précédent au cas où le terme non linéaire n’est pas \u\au mais |w|Qt; et les fonctions u 
et v ne sont pas forcément égales. Dans ce cas l’hypothèse (H’) ne suffit plus.

Lemme 4.8 (continuité Es ,oe X E s,a  ̂ F8j0[)
Soient a  > 0, a  £ 2 N, s > 0, p > 2, p =  p(s, a), smin < s < smax comme dans le théorème 
4-2 et, de plus, s =  0 ou bien a  > 1 et s < a , s <  3^ 5 -

S iu ,v  G Es,a et B {u ,v)(t) =  iy  Jq el(i_s)A|tt|ai>(s)ds alors B (u ,v) Ç. Fs>a et \\B(u, ^ )||Fjq < 
C IMIe4 q II/IIe* o • s ~  0 les espaces ES)Q, et F S)Û coïncident et le résultat est contenu 
dans le lemme suivant 4-9).

P r e u v e  : La dém onstration suit les mêmes lignes de la précédente, puisque |w |a est un 
opérateur continu de H* à H® où s +  ^  ^ +  7  (voir lemme 4.4 et dém onstration du 
théorème 4.2). ♦

Lemme 4.9 (continuité ES)tt —¥ ESjCl)
Soient a  > 0 , s > 0 , p > 2, p =  p (s,a ), smin < s < smax comme dans le théorème 4-2, 
s < a  +  1 si a  £ 2N; si u e ES)Q alors A(u) e  ES)Q et ||-<4(w )||Es < C IMIe** •

< c ΓJo

1 1

(SΘ IIu (s) IIHs
P)

Q+l
ds

(t s )
n (

1
2

1
p ) £

2 sθ Ia - f  1 )

Ill u I
a U(«) IIHs

p '

ds
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P r e u v e  : Nous avons déjà montré ce lemme au cours de la dém onstration du théorème 
de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2 +

Lemme 4.10 (continuité Es ,a X Fs,q —> Fs,ct)
Soient a  > 0, s > 0 , p > 2, p =  p(s,a ), sm¡n < s < smax comme dans le théorème 4-2, 
s < a  +  1 si a  £ 2 N. Si u G Es>a, w € Fs>a, et B (u ,w )(t) =  ¿7  f* et(t~s)Ajujaw(s)ds alors 
B (u ,w ) € Fs>a et ||B (« ,w )||Faia < C |M |F#>o |M Iesû •

P r e u v e  : Pour tout t > 0 on a :

||B (u,w )(t)\\hP < C  f  ------- l k M Q(s)||iy ds
Jo (t — s) ( 2 p;

f  -,------ dsJo (t — s) ( 2 p’

avec  ̂+  i  et, puisque H£ C L9 avec  ̂  ̂ on obtient ra  =  q d ’où :

||B(u, W)(i)||L, <  C J ‘ (t _ s)„ ^  _ ||w(s)||L„ ||u(a)|ISj ds

* c f ‘ H»WII«> (« 'M 'O llâ ,)“ *

< §7 (  sup s9' ||w (s)||L, )  (  sup ss ||îi(s)H h.) •
t° \ 0  < s< t J \ o  < s< t p )

♦

F in d e  la  p r e u v e  d u  t h é o r è m e  4 .3: Pour conclure la preuve du théorème il suffit 
m aintenant d ’utiliser un algorithme de point fixe dans un espace convenablement choisi. 
Soit donc :

É5)Û)m =  {w € ES)Û : |M |Ei a < 2M, u{t) -  eltAu0 e  FS)Û| .

Remarquons encore une fois que nous n’imposons pas à eltAuo d’appartenir à Fs>a. ÉS)ûjAf 
est un espace métrique complet lorsque on pose :

Vu, v e  ÉSjCttM d(u, v) :=  ||u -  v | |Fjf0 •

On considère alors l’application :

F(u)(t) = eltAuo — A(u)(t).

Grâce aux lemmes 4.7, 4.9 et 4.10, elle est définie de ÉSî0îim à ES)C( et il existe C > 0 tel que 

lli ’(“)llE..„<l|ei,A“o||E„0+C||UK ,

||F(u) -  F(»)||Fm  < C ||»  -  v||F<<i (|M|Ê.„ +  |M|“. J .

( t - s ) η
<2 i) s»· 3 θα

1 1 1

II w (s IIIL p IIu (s) II
a
L ra ds

α+1
Ε,β,αIIUIIc<

3 , αFιιΟUΔite)u(FII
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La transformation F  est alors une contraction de Ês Q pourvu que M  < ----- -----r
(C2“+1)«

(l’estimation de cette constante est la même que celle du théorème 4.2). De plus, grâce 
au lemme 4.7, toute solution u G ES)a telle que |M |Eja < 2M  appartient à Es,a)M d’où 
l’unicité est garantie sans l’hypothèse supplémentaire u(t) — eîiAti0 € FS)Q. ♦

Corollaire 4.11
Soient ao(n) (défini pour tout n) la racine positive de l ’équation :

P (a ) =  na 2 +  a(n  — 2) — 4 =  0, 

a i (n) (défini pour n > 10) la plus petite racine de l ’équation :

Q(a) — 2a2 — a(n  — 4) +  4 =  0 

et ci2(n) (défini pour n > 8) la plus grande racine de l ’équation :

R{a) =  2 a 2 — a{n — 2) +  4 =  0.

Alors :

-  pour tout n < 8, il existe des solutions auto similaires au problème (4.3) pour tout 
a > a0(n) ;

-  pour n =  9 il existe des solutions autosimilaires au problème (4.3) pour tout a  G 

]a0 (n), U ]a2 (n),+oo[ U2N;

-  pour n > 10 il existe des solutions auto similaires au problème (4.3) pour tout a  G 

]a0(n), ai(n)[ U ]a2(rc),+°o[ U2N.

P r e u v e  : Il faut d ’abord analyser la compatibilité des conditions imposées dans le 
théorème 4.3, démontrer qu’il existe des données homogènes qui vérifient bien les hy­
pothèses requises et enfin comparer le résultat avec le théorème de Ribaud et Youssfi.

Rappelons que le résultat d’existence de solutions autosimilaires de Ribaud et Youssfi 
était le suivant (voir [RY98], page 1069) :

-  pour tout n < 6 , il existe des solutions autosimilaires au problème (4.3) pour tout 
a > a0(n) ;

-  pour n =  7, il existe des solutions autosimilaires pour tout a  G ]ao(n), [ U [1, +oo[ 
U2N;
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-  pour n > 8, il existe des solutions autosimilaires pour tout a  € 2NU]ûo(n),
U ]a2{n), + oo[.

On impose donc que ]smjn, smax[n  [0, a + l[ f l [0, 3^ 5 ] 7̂  0, en traduisant cela par des 
conditions sur a  (que nous considérons toujours positif). Traitons d’abord le cas n < 9. La 
condition smax > 0 se traduit alors par a > a 0(n), smjn < a  +  1 est toujours vérifiée et la 
condition smin < 5^ 5 , toujours vérifiée pour n < 6 , donne 0 < a < ^ g  pour n > 6 . En 
conclusion, pour n = 7, l’intervalle ]a0 (n), que nous avons ici trouvé recouvre le trou 
laissé par Ribaud et Youssfi ; pour n =  8 on a ^ g  =  2 =  (n), donc la seule valeur qui 
devrait être exclue est a  =  2 qui est pair: ici aussi le trou est comblé. Pour n = 9 on a

< 0:2 (11), donc on arrive à élargir la plage d ’exposants permis mais pas jusqu’à combler 
le trou.

Venons-en à n > 9. En plus de la condition a > a 0(n) venant de smax > 0 , la condition 
Smin < a + 1  donne ici a < a i (n) ou a > â i (n) (où a i (n) < â i (n) sont les deux racines du 
polynôme Q de l’énoncé) qu’il faut comparer avec 0 < a < ^ g . En effet on a < â i(n ), 
d ’où on n’améliore pas la plage d’exposants plus grands que 1 ; par contre on a 
a i(n ) < ^ g  < 1 et on gagne l’intervalle [^3 5 , û!i(n)[ par rapport à Ribaud et Youssfi.

L’espace de résolution du théorème étant exactement le même que celui utilisé dans 
[RY98], le résultat d’existence de données homogènes est donc contenu dans les théorèmes
2 et 3 de cet article qui restent valables dans notre cas. Nous en rappelons les énoncés, en 
renvoyant à [RY98] pour une démonstration.

Théorèm e 4.12 (Ribaud—Youssfi)
Soit f  une distribution homogène d ’ordre —

1. Si etAf ( x ) G ES)Q, alors Ao/  6  I / .

2. Si A0/  G Lp>, alors etAf(x )  € ES)Q.

Théorèm e 4.13 (Ribaud—Youssfi)
Soit a  tel que ]smin, s m a x [ n [ 0 ,  a  +  1 [ ^  0  et soit Q € Cn(Sn~l) (la sphère de rayon 1 dans 

Q (— )
Rn). Si f{x ) = et U0{t,x) = etAf(x ) , alors ||£ /o ||Ei,a ^  ll^ llc -

|x| “
En particulier, il existe e > 0 tel que, si ||0 ||c „ < e, alors il existe une unique solution 

globale autosimilaire de l ’équation de Schrödinger 4-3 avec f  comme donnée initiale.

♦

4 [η 2

4 <η 2
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4.3 Rem arques sur l’espace de résolution  
*

4.3.1 Equivalence entre les problèmes intégral et différentiel

Nous allons voir que, dans le cadre fonctionnel que nous avons choisi, les problèmes
différentiel et intégral sont équivalents (voir aussi [Kat87] pour le cadre des espaces de
Lebesgue). Par ailleurs, l’équation de Schrôdinger étant une équation d’évolution, il est
souhaitable qu’à une donnée initiale dans un certain espace corresponde une solution qui

\

appartient au même espace à tout instant. A première vue cela ne semble pas le cas 
pour les solutions que nous venons de considérer dans les paragraphes précédents. A une 
donnée tt0 telle que supi> 0 t0 ||e*iAM0||Hj < +oo, correspond une solution u(t) telle que

supi>0 te ||w(î)||hS < +oo. Nous allons voir qu’en effet cette solution reste dans l’espace de 
départ comme il a été aussi remarqué par T. Cazenave et F. B. Weissler pour le cas s =  0 
[CW99].

Proposition 4.14
Soient a > 0, s > 0, s E ]smin, smax[ comme dans le théorème 4-2, s < a  +  1 si a  ^ 2N. 

Soit ESjQ = |«(£,a:) E r '(R + x Rn) : sup id ||w(î)||h» < + o o | où p = p(s,a) = tel

que p > 2 ,  9 =  9(s, a) =  |  ^  ^ 4- s j . Soit u E ES)Q. Alors :

a) u ( t ,x ) vérifie dans T>'{R+ x Rn) ;

dtu =  iA u  — î7 |w|au 

si et seulement si il existe Uq E B ^ ,00(Rn) où tj = max(n, 2 +  ^ - )  telle que

u(t) = ettAUo — ¿7 f  él(-t~s Â \u\au(s)ds dans t '{R+ x Rn).
J o

En particulier :

i) u(t) uq dans «S'(Rn)

ii) u{-, x) : [0, +oo[—y <S'(Rn) est continue et ]0, +oo[—>• H* est faiblement continue.

b) Si on définit:

Y  = j /  € 5-(K” ) : sup < 7 *  ||efaA/ | | ft. < + o o |

alors Uq E Y  et u(t) E L°° (]0, +oo[, Y ) .

P r e u v e  : Démontrons d’abord a). Supposons u E Es>a telle que dtu =  iA u  — i^\u\au 

dans X>'(R+ x Rn). On a que u(t) E L^ 1 ([0,+oo[, L“j^) car Vi > 0 ||«(î)||h* <  ^  et 

C L? C L“^ 1 avec J =  ± -± . Il s’ensuit que |u |Qu(i) € L ^  ([0, +oo[, L ^ J  C r'(R+ xRn).
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Or, si So et A j sont les operateurs definissant une decomposition de Littlewood-Paley 
et si /  € IA (Rn) alors Sof G L°°(Rn) et pour tout j  > 0 on a ||A j/||loo < C2nj ||/ ||Li

uloc

c a r:

<  f  -L·) dy
J R T I  I

-  Σ  [  ιλ)ι f(x~ | j) dy
k € Z n Qk

(oil on a indique Qk le cube unitaire k +  [0, l]n)

< Σ  sup \ Ψ ( ν ) \  f f ( x ~  %j) dy
kez^ yeQk Jy-k€[0 ,1]" Δ

< C sup f  I f ( x  -  ~r) dy
k £ Z n J \ y —k\<2 &  ^

=  C  sup f  \f(x  — σ) \  2njd£

< C2ni sup [  \f(a )\da  < C2™ ||/ ||Lt .
x0€R" J \ a - x 0\<2 uloc

Done |u |aw G Ljqc ([0, +oo[, B^n,0°). Par ailleurs si g G L“j£*(Rn) alors S0Ag  G L^(Rn) et 

IIA?A<7||loo < C2j(2+^ t ) ||̂ ||La+i pour tout j  > 0, car |Δ , · Δ$ | =  22j \Ajg\ ou Δ 0̂ (ξ) =
uloc

φ ( ξ ) ξ 2§(ξ) d ’ou on peut conclure. On obtient A u  G L,1̂  ^[0, +oo[, BoJ2"̂ ™1̂ ’00̂  et on en 

deduit que iA u  — ί^ \ η \au G ([0, +oo[, B ^ ’00) avec η  =  max(n, 2 +  ^ _ )  d’ou v(t) =

j dau(s)ds G C  ([0, +oo[, B ^ ’00) et u(t) = u0 4- v(t) avec limt_+0 u(t) = u0 G B ^7’00. 
Jo
On a aussi montre que l’application t i—>· u(t, ·) est continue de [0, +oo[ dans <S'(Rn). La 
continuity faible dans H* suit alors grace au theoreme de Banach-Steinhaus.

Considerons m aintenant v(t) =  eltAuo — ij f*  el(t-s Â|u |au(s)c?5. On a :

A (u)(t) =  ei(t- s)A\u\au(s)ds G Lioc ([0, + oo[, H j) Π  C ([0, + oo[, H5')

avec s' =  s — π ( ψ  — \)  < s grace au lemme 4.9 et a l’estimation suivante, due aux injections 
de Sobolev:

P M W l l j , . '  < c  Γ | | β <(,- ) Δ Ι“ Ια “ ( » ) | | ^ *
JO

= C [  |||« Γ« ( 3 ) ||η.' ds < C f  ||M aw(s)|lH* ds 
Jo Jo p

< c f ‘ (»* ll« (S) l l s ,) “+1d s <  c t ' - ’ W  I H I -  .
1

s0(a+l)

Θ
IIw(s)IIhjJ

a + 1

IIH
a u(s) I

\Ψ(ν) I /(* Λ )
2  j  }

| Δ 7/ (χ) I Δ Ο / ( 2 )i (2 X)Ί
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Il est facile de vérifier que dtv =  iA v  — ¿7 |w|au dans r 7(R+ x Rn) C Z>'(R+ x Rn). On a 
alors dt (u — v) = iA(u — v ) d’où dt (ettA(u — v)) =  0 dans t ' et donc eüA(u — v) = Cte =  0 
car u(0 ) =  v(0 ) =  uQ ce qui permet de conclure que u(t) = v(t) car l’opérateur e,<A est 
inversible.

Venons à la démonstration de 6). Il suffit de remarquer que

A(u)(t) =  i j  f  e^<-^ A|u|a:w(s)cîs
J o

est continu sur ES)Û comme on a vu dans le lemme 4.9 et que pour tout t0 > 0 u(t) est 
solution de l’équation 4.3 avec donnée initiale u(to), à savoir que dans r '  on a:

Vi > to u(t) = el^~tô Au(to) — i j  f e^t-s Â|wjaM(s)i/s. (4-9)
Jt0

C’est exactement le même raisonnement que nous avons utilisé pour les équations de 
Navier-Stokes dans le lemme 2 .2 2  et dans la remarque à la fin du théorème 2.29 . Si 
on suppose u € ES)Q, alors A(u) € Es>a, d ’où eliA«o £ E5)Q, autrement dit uq G Y. Par 
ailleurs, grâce à (4.9) on a, pour tout t > t0,

IM*o)||y =  sup(i -  to)9 ||el(f" io)Aw(io)||Ha 
t> t0 p

< sup(i — t0)9 ||u(î)IIh* “*■ Csup(t — tQ)9 II f  e^i-^ A|u |“w(s)ds
t^to t̂ tQ j I J¿0

< supi* ||w(î)||h* +  C 'supi0 f  ||e*(i-a)A|u|aw(s)|L, ds 
t >  0  p  t >  0  J t o  P

< sup t9 ||«(î)||h. +  C  f su p i0
i>0 p \ t >  0 PJ

d’où u(t) € L°° (]0, +oo[, Y). 4

R em arque . L’espace Y  qu’on a considéré n’est pas, jusqu’à présent, interprétable en 
termes d’espaces connus, comme ce serait par contre le cas si le groupe de Schrödinger était 
remplacé par le semi-groupe de la chaleur. Tout récemment F. Planchon [Pla99] a montré 
un théorème d’existence de solutions bornées en temps à valeurs dans un espace de Besov 
B*’00 lorsque la donnée initiale se trouve elle-même dans Bp,0° ; puisque ces espaces de Besov 
contiennent des fonctions homogènes, il en déduit l’existence de solutions autosimilaires.

4.3.2 Comportement asym ptotique des solutions

Nous terminons par un résultat sur le comportement asymptotique des solutions dans 
Ea>Q. Il est à rapprocher avec les résultats analogues de F. Planchon [Pla96] pour les 
équations de Navier-Stokes.
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Nous indiquons encore une fois A{u){t) =  ¿ 7  / e*̂  â A|u|au(s)cis.
J 0

Proposition 4.15
Soient Û  ^  0, S ^  0, S G JSjjiîjj, s m ax£ c i  ■

(H) 5  =  0 ou bien a > \  et s < a si a £ 2N
Soient ESja, p =  p(s, a), 0 = 9(s,a) et 6* =  0*(s,a) comme dans (4.5) et (4.7) et soit
P> 2.
Soient u et v deux solutions de (4.1) dans ES;Û de données initiales u0 et Vq. 

i) Si ^lim t0 ||u(i) — ^(î)||hî — 0 , alors:

lim t0 ||ettAw0  -  eîtAf 0 |U3 =  0
Î-4+OO 11 M H p

et si s < 3 ^ 5  on a •'
lim t9-||>l(u)( i) -A (t ,) ( i) | |L,  =  0¿—►+OO

ii) Si de plus H'u(i) ||Ea q < ^  et 11 v (i) 11 Ej> q < ^  où M est la constante apparaissant dans 
le théorème 4-2, alors lim t0 ||eIiAuo — e^^olU. =  0  implique:

t —>-foo 11 11 ttp

lim i*||u(i) -  v(î)||hs =  0
£— ►+00 P

(et donc, si s < 3 ^ ,

P r e u v e  : Grâce à la proposition précédente 4.14, on a bien :

u(t) =  ettA«o — i'I [  et^_s Â|w|aw(s)ds 
Jo

v(t) =  e*tAi;o — i j  f  él t̂~âA\v\av(s)ds.
J 0

Montrons d’abord i). On a:

ettAuo — ettAv0 =  u(t) — v(t) + iy  [  e*̂ i-^A (|u|au(s) — |v|au(s)) ds
Jo

d’où

^ ||e ^ AUo- e ifAt;o|Us < t* H * ) -  t;(i)||ô. +C1*\\ f  e ^ A (\u\au(s) ~ \v\av(s)) ds .
p P \\Jo H*

Il suffit donc de montrer que :

lim t0 II [  e^i-s Â (|u|Qu(s) — |v|av(s)) ds = 0 .
|Uo H*

£—>+oo
lim te* IIA (u )(t) A (V)(i ) IIIJ 0
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Comme on a vu dans la preuve du théorème de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2 on a, grâce à 
la propriété (H), l’estimation suivante:

t9 J /  e*(t-s)A (|w|aw(s) — |v |aî;(s)) ds

- Ct° Î  7------ ~ 7T--ïy \\(u(s) -  v(s)) G(u(s), ü(s))||h, ds,
J0 (t -  s)n(2~p) p'

où G (f, g) = /o Ia ( f  -  g) +  g\ada,

^ c t " f ‘ :— l|u(s) “  t,(s)ll% («»WII8» + ll«Mllli) dsJ 0 (t — s ) { ï~r} V P P/

- Ct> i  (t _ 8)"( w> (s# l|u(s) ~ ü(s)ll»f) (s9° l|u(s)ll% + s"“ is 

<ct9 ( j f  ll«W -  »Wllft. (lMIÊ„„ + ll^llë.,„) •

Soit e > 0. Soient A = m ax(||w ||Ea a , |M |Ei J  et B  = C f j  ŵ - i ) ^ (i+1)̂ -  Puisque 

lim^+oo t9 ||w (i) — ^(î)IIh* =  0, il existe To(e) tel que

vf>r„(e), < ' | |u ( i ) - » ( t ) l la .< | - ^5-

Considérons donc, pour tout t  > T0(s) : 

rTo{e) i 1

L  (t -  ^ s ||u (8 ) ~ ” (a)||a? d s+

XI, (t-sr<i-i> s°l|u(s) “ eWI1*»ds
=  I i +  I<i.

On a:

f0  rp / \ 1— 0(a+l)

'■a V  «ru. ■ ÆWîra'
- a t ' \ , - T Â r « - 1.'“ '

(t -  s) n (5 i> 0(0 + 1)S

IIυ »)
1

5Θ ία ■ Η ΙΙί

IIu (s) V (s )IIH3
V
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t9 t->+oo
O r,--------------- 7t—Γ Τ  — >° 0 car Θ  < n( \  — -) (il suffit de remarquer que θ ( α  + 1) < 1 d’ou

( t -  2 " 
a(n  — 2s) +  a(n — 2 — 2s) — 4 > 0). Done, il existe Τ χ ( ε )  tel que Vi > Τ ι ( ε ) :

t θ ^  ε  1 1

( ί - Τ ο ί ε ) ) ^ ^ - ^  ~ 2 2AC ι( ε)  2A a

d’ou / i < £ .  - i - .
~  2 2̂ 4“

Passons a I2- On a :

Ct> L m (t _*)“<*-*>«*(«+>/l|u(5) “ φ ) Ι Ι ή ί ds 

- Ci# (/*  *-*>*) (™<p,< / IKs) - !,(s)l1̂ )

“ 2 ‘ 2 4 “ '

On obtient pour fin ir:

t β  II f  (|w|aw(s) — |v |av(s)) ds < ε  Vi > max(To(s), Τ χ ( ε) ) .
II Jo h*

Pour montrer que lim t ||A (u)(i) — i4(t;)(i)||LP =  0 on procede de la meme fagon grace 
t — ^ + 0 0

a l’estim ation suivante, contenue dans le lemme 4.8:

r  ||Λ(«)(ί) -  XWiOllu. < ct‘- £  _ t(L (a+i)t) ||(«(s) -  »M) G(u(s), v(s))||lA  ds

- c r  {I \ t -  | K s )  ~  i' (s)|ia>d>) *
(II-WIIe... + ΙΜ*)ΙΙε .,„) ■

Venons-en a ii). Soit

E{ w 6 Ee e : lim t9 ||t̂ (<)||vv* =  0
£—>•+00 l iP

Ι Μ Ι Ε . , β <  2 M  j

ou M  est la constante apparaissant dans le theoreme de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2. Nous 
allons montrer que si ||w ||Eso < - γ e t ||υ ||Ε  <  ^  alors l’equation integrate de w (t):

w(t) = ettAuo — ettAvo — i j  f  et t̂~s Âw(s)G(u(s),v(s))ds (4-10)
Jo

M r ,a < 2 M

t - s
n

1 2  p> g 0 ( a + l )
ds

1 1

(t -  s)
i
> 1

Ot_ _
P ~-(o+l) L)n J

1

1 1

s
η
2 (α

Ρ (α+1 JL
71 ?(α+1

. i
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admet une solution dans E*qM alors qu’une solution de (4.10) est unique dans Es>a;M =  

ju? € ES)Q : ||w||Ejo < 2 A /|. Puisque w(t) =  u{t)—v{t) est solution de (4.10) et appartient 

à ESiatM, alors w(t) appartiendra à E* M. Soit alors:

F(w)(t) = ettAuo — eltAVo — i j  f el('t~3̂ Aw(s)G(u(s), v(s))ds.
J o

Montrons d’abord que eliAuo~ettAî;o G E* M. Par hypothèse lim t6 ||e*tAu0 — etiAî;o|L. =
’ ’ t—Ï+OO 11 11

0 ; de plus

eltAuo = u(t) + i j  i  e^t-^ A|u|Qu(s)rfs 
Jo

d’où

lle<*A“ o ||E..„ ^  W I e. ^  +  c  l l u l l t i  <  T  +  c  ( t ) ”+1 -  f
(comme dans les théorèmes 4.2 et 4.3). Les mêmes estimations étant vérifiées par eltAv0 
on obtient ||etiA«o — e*É A 11E < M . Grâce à l’hypothèse (H) il est immédiat de montrer 
que F  : Es , a , M  —•► Es , a , M  et que c’est une contraction. Quant à la limite pour t tendant vers 
+oo, on peut reprendre le même argument que dans i). ♦

Si en particulier limt_>+00i i u ( t ) -----^ V (-^ )  =  0 il n’est pas nécessaire d’impo-
Vta Vt h*

P
ser que v(t,x)  =  —̂ V (-7=) soit une solution de (4.1), comme il avait été remarqué par 

Vta v
F. Planchon pour les solutions des équations de Navier-Stokes. On a en effet le résultat 
suivant.

Proposition 4.16
Dans les hypothèses de la proposition 4-15, soient u(t, x) G ES)Q et v(t, x) = ( ^ )  avec

V (x ) G H*. Supposons que u(t,x) soit une solution de (4.1) avec donnée initiale uq et que

lim^+oo t9 u(t) -  -prV(-Tj) =  0 .
V àf,

Alors il existe Vq G S' homogène de degré — ̂  telle que:

a) limt_H.ooi® ||ei<A«o -  eitA ô ||h- =
2.

b) lim^+oo \ f t a uç,{yftx) = vq{x ) dans S ' et

c) —ttVY-t;) soit solution autosimilaire de (4.1) avec donnée initiale V q .
Vta vt

La démonstration que nous en donnons est une adaptation fidèle de celle proposée par 
F. Planchon dans le cas des équations de Navier-Stokes. Nous la reproduisons ici dans un 
souci de complétude.
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P r e u v e  : Soient donc u ( t ,x ) € ESQ une solution et v(t,x)  =  — avec V{x)  E H„.
’ y/ta V

La propriété lim^+oo te u ( t ) ----- t̂ V (-tî) =  0 se traduit également par :
v * “ Vi HJ

lim y /iau (t,y /i • ) - V ( - )  = 0 . (4-11)
£—*+00 vvs

Puisque

u(t, x) = ettAuo(x) — t'y f  e^i-,s Â|u|aw(s, x)ds
J o

on a aussi :

V t au(t , V t x) =  \Zta (e*<AUo) (\/i x) — i j  V t a f e^<-s Â|u|Qu(s, y/t x)ds
J o

mais

f  e*^- ^ A|wjau(s, x)ds =  \  f  ^ l~x Â\V ta u(tX, Vt ^¡“Vt*u(tX, Vt  •) f —7=̂ ) (¿A 
7o , / i “ Vo V v i /

d’où

y /tau(t, y/t x) =  -s/iQ (eliAtto) (Vt x) ~  ¿7 [  el 1̂-A Â|\ / ïQ u(iA, x)|aA/iQ u(tX, V t x)d \.
J o

On peut écrire également que si v(t,x) = —̂ V (-7?) alors :
s/t<* vt

A(v ) { t ,x )  =  l'y—~x / ‘ ei<1- A)A|V|“K ( - î î )dA.
Vt* Jo *

Considérons alors :

V t a A(u)(t, y/t x) — V t aA(v)(t, V t  x)

= ¿ 7  f  e^1-Â A \V tau(tX, V t x)\aV t au(tX, V t  x) — \V(x)\aV(x) dX 
Jo L

= C i j  [  e*(1-A)A Vt°u(tX, V t x ) -  V(x) G(ut, V)dX
Jo  L J

2
où on a noté Ut =  V t au(tX, y/t x) et G(f ,  g) = f 0 \a( f  — g) +  g\adcr. On a:

Il f1 e i ( i -A )A  y/ix)- v(x) G(ut, V)dX
lUo L J %

<C f  --------- 1 1_1 V tau(tx, Vt  x) — V(x) \\G(ut, V^Hm* dx,
Jo (1 —  A) n^2 P } H £
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o ù s  +  ^  =  ^ +  " (voir le lemme 2 de produit dans [RY98])

- C \ f  7----- * (1 1) V t au ( t \ ,V t  x ) - V ( x )  dX ] ("(supî*|Mî)Hh,)q + \\V\\l 3\
\J o (1 -  \ ) n(* p) h * /  V <>o p V

=  C?( 1) t —̂ -f-oo

par convergence dominée. On a donc dans H* :

V t au(t: V t x) = V t a (ettAu0) (Vt x) — ¿7  f  e^1-A Â|F(a:)|ay(x)iiA + 0(1) t -» +oo.
J o

(4.12)

Grâce à l’hypothèse (4.11), il existe Vi(x) telle que, en passant à la limite pour t tendant 
vers l’infini :

^lim V t a (eliA«o) (Vt x) =  V\(x) dans H* (4-13)

d’où, après transformation de Fourier,

lim V t a ne- 4l^ 2uo(-4=) =  Vi(^) dans S'
t-*+co y / l

et donc
lim V t auo(Vt x) = e-,AVï(a:) := vo(x) dans S f.

t—►+OO
De plus, Vo est une distribution homogène de degré — La convergence (4.13) peut donc 
se réécrire :

lim y/ta ( e î t A u o )  (Vt x) — etAVo(x) =  0
t->+oo

p
ou encore

lim t° l|e*iAw0 -  =
t—>+oo 11 11 wp

Si on passe à la limite dans (4.12) on obtient alors :

V(x) = eiAv0 - i l  f  ei(1- A)A|F (x ) |QF(x)dA 
Jo

d’où a

=  eUAv0 -  i 7 / V - > A ' v ^ d s .
y/t“ V t JO \fSa V S y/sa V S

On peut en conclure que v(x, t) = —t-V (-t-) est une solution autosimilaire de (4.1) et que
Vta v

lim \  y(-^=) =  vo(^) dans S'.
V~ta V t

♦
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A nnexe A  

Preuve du théorèm e 2.20

Suivant l’approche habituelle du théorème de Kato, nous voulons démontrer un théorème 
de point fixe pour l’opérateur

F(u)(t) = etAü0 -  f  e(i~s)APV • ü®  Ü{s)ds 
Jo

sur un ensemble fermé et borné de l’espace de Banach suivant :

S ( i ) eC ( [0 ,T ] ,E ) ,

&r = < Ü e  r'([0 ,7’] x R3) V t ü(t) € L“  (]0 ; T[, L“ ) , >

VÎIISWIIl- ^ O

normé par =  sup ||u(i)||E +  sup V t  [|S(i)j|LOO (nous rappelons que r ' e s t  l’espace
T 0 < t < T  0 < t< T

des distributions, tempérées en espace, introduit dans la proposition 1.4 du chapitre 1).
Grâce à l’hypothèse E *->• B^1,0° et à la densité des fonctions de test on a, pour tout 

T > 0, sup Vt ||eiAwo||Loo < C ||uo||E et limt_>0 Vt ||eiAwo||LOo = 0- Par ailleurs, etAuo €
0 < t< T

C  ([0 , +oo[, E) de façon évidente. Pour démontrer la contractivité de l’opérateur F  sur un 
fermé bien choisi de &r, on procède de la même manière que dans le chapitre 1 où nous avons 
traité le cas des espaces limites homogènes, à savoir ||/(Arc)||E =  j  | | / | |E (théorème 1 .6 ).
Il s’agit donc d ’estimer ||i?(u, v)(i)||LOO et ||5 (u , u)(i)||go,i. La seule différence consiste en 
l’utilisation de l’hypothèse E *->• B^1,0° pour l’estimation de \\B(u, #)(î)||loo. Commençons 

par estimer ê t_s ÂPV • ü <g> v(s) . 1, ce qui nous servira tant pour ||B(u, v){t) ||E que pour
®E

V t  ||.B(t?,tf)(i)||L00. On a, pour tout s < t :

e(t-5)ap^  . -  0  o i =  V  II A je(t~s)APV • ü  <g> t/(a)
Be’ je z 11 E
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<  £  lÀ ^ '-^ P V I fc ,  ||Aj(u (g> 0)(»)||E
jez

(où ÂjAj = A j)

¿ ^ i n f d e ^ t . l A ^ P V I l L . J e C - ^ i v ^ Â ^ l u I - ^ - P V l L O x
je z (V

(M(e) ||u(s)||LOO H s ) | |e +  e2*"> ||t?(S)||“ ||iT(s ) |¿ -“ ||S(«)||E) VA > 0

< £ i n f  ( 2*, 7 ^ = j l )  M <£) H » )IIl~  IK*)IIe

(
9j(1—A) \

v ,  ( V t_ s), J ev™ K»)IIÊ l l a l l i -  IISWIIe

=  /  +  / / .

Alors, en choisissant A > 1, I  vaut :

/  \
o j(l—A) \ n

^ 2  2>+ Y 1 ( n-----m (£)~/= SUP >/«l|w(«)llLoo sup ||v(s)||B, n.r^[ (v t - s ) Á ¡ y / s 0  <s<t o < s < t23>-¿— /y y/t — 3 — y/t —S J

= c  /——— -y=M(e) sup v/i||w(s)||LOO sup ||v(s)||E , (A.l)
y / t  — S V s 0< s < t 0< s < t

et II est égal à :

___ ___ oj(1-A+<tq) \ p. /  \  1—a

Y2 2j{1+aa)+  5Z  ( n.--- rxA ( /TXi-a SUP H S)IIË ( SUP V^IK(s)||Loo) X
2#<Ij- V > '  W t  -  s ) *  j  { y / s ) 1  a  0 < 3< t  \ 0 < s < t  J
\ y/t — S y/t —3 J

sup ||n(s)||E
0< s<t

-  / / r — \i+*a ( À ï - « £ sup M S)WÊ (  SUP vÆ||tf(*)llL- )  sup ||w(s)||E . (A.2)
( y / t  — S)1+<ja (Vs) 0<s<i \0< s < t  J  0<s<t

On estime donc, pour tout t < T :

||.B (tr,tf)(í)||E < ||B (u ,v )(i)||Éo,i
L

+ Σ
3€Ζ

inf
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< C M {e )  (  f  L = -^=cfc) SUP v^llw^lLoo sup ||t?(s)||E \J 0 y/t — S y/S Jo <s<t 0 <s<t

+C£{ f ï(v tèÿ ;™ rJ) '-°ds) * a

sup ||tf(s)||E (  sup y/s  ||€T(a)||LOO)  sup ||w(s)||E
0 < s< t  \ 0  <a<t /  0 < s< t

< C M ( e ) sup y / s  ||w(s)||LOO sup ||t7(s)||E +
0<s<£ 0<3<t

Cett (1_<T) sup |K(s)||e (  sup y/s ||w(s)||LOO>) sup ||m(s)||e ,
0<a<t \0 < s< t  /  0 <s<t

d’où on déduit :

sup \ \ B ( u , v ) ( t ) W E < C M ( £ )  sup V«I|m(®)IIl«> suP IÎ (s)IIe
0 < t< T  0 < s< T  0 < s< T

+  C s T ^ 1~a) sup ||v(«)||“ (  sup y/s  IIvÎ^IIlcoI sup ||u(s)||E.
0<s<T  \ 0  <s< T  /  0<s<T

Par ailleurs, comme E C B^1,0° on a, pour tout t  <  T  et pour tout s  <  t :

e M A P f -  Ü ® v ( s )  <  C T  , 1  e ^ A P V  - Ü ® v ( s )  ,
L°° y / t  — S

avec C t  —► +oo pour T  -+  +oo, comme on a vu dans la définition 2.2 et, d’après (A.l) et 
(A.2), on a:

1 . ___ eti2APV • ü  <g> v i s )
y /T ^ S  e

<  —  e ^ A P V  - ü ® v i s )
~  y / t ^ S  Bg’

<  CT ---- \= M {é)  sup y/s  ||w(s)||LOO sup ||t;(s)||E
t  — S y /S  o< s< T  0< s< T

+  CT j ----- * 1+ga sup ||<T(S)||“ (  sup y/s  ||i>(s)||Loo)
{ t  — S ) ^  2 S 2~2  0< s< T  \0 < s < T  /

sup ||u(s)||E ,
OCsCT

mais aussi :

e(Î_S)APV • U ® i7(s) <  C - ^ = -  sup y /s  ||u(s)||Loo sup y /s  ||v(s)||L<x>
L°° y / t  — S S 0<s<T  0<s< T

d’où, en moyennant :
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P (» ,C )(î)IIl-  < C tM (c)Ï  (  r  — L *  d * ) x
0 ( Î - S j 4  54 f

sup y/s  ||u(s)||Loo ( sup y/s  ||î7(s)||Loo SUp ||ü(s)||E )
0<s<7’ \ 0  < s< T  0 < s< T  /

+ Ct€ 2 [ f  —-------- 3 20 3 _ a ^ s ) X
\ J  0 [t — S)*'*’ 4 S4 4 J

(  (  sup ||v(«)||Loo) sup ||v(3)||e sup y/s  ||w(s)||Loo SUp ||«(s)||E )
V \ 0<s<T’ /  0<5< r  0<S<T 0<3<T J

< C T M ( £ ) ï ^ =  sup y /s  | |u (s ) ||LOO ( sup y /s  ||tf(s)||Loo SUp ||tf(s)||E )
V t  0<s<T \0 < s< T  0<s<T J

+  Cr ^ ^ = i * (1_<r) ( (  sup y/s  ||îT(s)||Loo )  X 
v  t 0 <s<T '

sup \\v{s)\\E sup y/s ||u(s)||Loo SUp ||t*(s)||E ) .
0<s<T 0<s<T 0<s<T J

Finalem ent on a :

sup V t \ \B ( ü , v ) ( t ) W Lao
0 <t<T

< C TM ( s ) 2 sup y/s  ||u(s)||Loo ( sup y/s ||tf(s)||LOO SUp ||ü(s)||E )
0 <s<T  \ 0  < s< T  0 < s< T  /

+ Ct ^ T ^ 1- ^  (  (  sup y/s  ||îT(s)||Loo) sup ||v(s)||E X
y  \ 0 <s< T  J  0<s<T

sup I|w(s )IIl~  suP I|w(3)||e ) .
0<a<T 0 < s< T  J

Il nous reste à trouver un ensem ble fermé et borné dans £ ?  (on aura choisi T  convenable­

m ent) où F  soit une contraction. Soit donc :

sup ||u ( i) | |E <  R
/-» _ —* _ O’Ci'sT
&T O R =  \  U €  ¿ T  ’ y- 5

I sup V t  ||u ( i) ||Loo < P f
, 0 < t< T

où R  =  2 ||u0||E, fixé. Assum ons pour l’instant T  < T q, avec T0 fixé. Soient tí, v €  £ t ,p,r  ;
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on écrit : F{ü ) — F(v)  =  B (ü  — v, ü) +  B(v, u — v) d’où

||F(Û) -F ( f f ) \ \CT < CTo ( M & p  +  e T ^ ' ^ R

+ M( e) i p  + e i T ^  1 \JR pj  ||ïï — i?||£r

(malgré le manque de symétrie de l’opérateur bilinéaire B(ü, v), on peut montrer facilement 
que les estimations prouvées pour B (u ,v )  sont valables aussi pour B(v, Ü)). On doit donc 
imposer

(M(e) + M{e)ï )p  +  e T ^ ^ R  +  yfÏÏp <
CTo

Il suffit de choisir :

* < 3CToT0fl[1~a)R

< . ( ________ 1________________ 1 \
p < mm +  M (e)$y  QC^sT ^ ^ r )

ce qui fixe p en fonction de R  et de T0.
Il reste à assurer la stabilité de £t ,p,r sous l’action de F.  On écrit, pour Ü e  £t ,p,r et 

pour tout t  tel que t  < T  < Tq :

I|f(5)(î)||e < ||e!ACo||E + ||f>(ff,a)(i)llE
< ll“ ollE +  CM(e)pR +  C£T^('~ ’ )p1- aUa+1

et

v̂ I|î ’(B)(î)I|l -
< y/t ||e,Affo||L„  + C n M ( e ) i p ^ R  + CTae i T J {l-° )^ R V ? r ï I F

<  V t  ||e‘AS0||L.  +  Cn M ( e ) ip i \ /R  + CV(1£5T0î<1~ ',/? î+ M ~  = -

Si on impose à  p les conditions supplémentaires :

p -  m in \ w m (FY (4Cer„*<1- ' ) R > )ThJ

< ■ i  1 1 ^p < mm | -------------- r— r— , ------------ jttt— \--------- i— I >
\ (4 C t0M (£)2R î )2 (16Cf.oeT02 a)JR1+ ° ) ^ /  

on obtient, pour tout t < T  < Tq :

l|F(S)(t)||E < | M E +  f  <.R 

V |̂|i'(S)(t)||L-<VÎ||e“ ab||LO„+ |.
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Si on choisit T  < Tq tel que sup V t  e Uq <  — on a démontré que F  est stable et
o < t < T  2

contractante sur £ t ,p ,r • ♦

Nous soulignons le fait que si on considère To tendant vers l’infini, le temps de vie T  
qu’on peut choisir devient de plus en plus petit (car p lui-même devient de plus en petit 
puisque Ct0 — >• +oo). De plus, la restriction de l’unicité à l’ensemble fermé £ t ,p ,r  C £ t  
peut être éliminée grâce à la condition lim ^o V t  ||w(i)||Loo =  0 comme dans [FK64],[KF62] 
et [Can95].
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