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Abstract: In the first part of this thesis we deal with the problems of existence, uniqueness and
regularity of weak solutions of the three dimensional, incompressible Navier-Stokes system in the whole
space; in the second part, we study the existence of selfsimilar solutions of a class of nonlinear Schrédinger
equations.

The most important results in chapter 1 are an equivalence theorem for the differential and integral for-
mulations of the Navier-Stokes system in quite a large functional context and a uniqueness result for the con-
tinuous in time solutions (the so-called mild solutions) valued in the Lebesgue, Sobolev, Besov and Morrey-
Campanato critical spaces. We prove in particular the uniqueness of mild solutions in C ([0, T],L3(IR®)). In
chapter 2, we deal with the problem of the existence of mild solutions under T. Kato’s regularity assumption
which ensures that such a solution is a classical one at every positif time. We prove a result of persistence of
the regularity of the Koch and Tataru solutions in the space of derivatives of the BMO space if the datum
verifies some of differentiability properties. The existence time of such solutions only depends on the very
weak Koch and Tataru norm of the datum; this norm is strictly linked with oscillation properties of functions.
In chapter 3 we still consider the persistence of an extra property of the datum, namely the localisation and
oscillation of its Laplacian. The unique solution in the critical Lebesgue space keeps verifying this at least
at the beginning of its evolution.

In chapter 4, we study a class of nonlinear Schrédinger equations, with polynomial nonlinearity of order
between 1 and 2. Through an independent analysis of the linear and nonlinear terms, we prove the existence
of selfsimilar solutions in some invariant functional spaces built over Sobolev’s spaces. We also study the
asymptotical behaviour at infinity for solutions belonging to the same functional frame.

Keywords: Navier-Stokes equations, Littlewood—Paley analysis, Besov spaces, Morrey—Campanato spaces,
Lorentz spaces, Hardy spaces, singular integrals, Muckenhoupt weights, Schrédinger equations.
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Introduction

Le théme central de cette thése est 1’application de quelques outils de I’analyse harmo-
nique réelle a ’étude des équations différentielles aux dérivées partielles non linéaires. La
plus grande partie de ce travail (les trois premiers chapitres) est consacrée aux équations
de Navier-Stokes tridimensionnelles dans ’espace R3 tout entier :

V-@i=0
. . (NS)
8t = Ad— (G- V)i — Vp

dont les inconnues sont le vecteur vitesse 4(¢,z) : Rt x R — R3 et la pression p(t, z) :
R* x R® — R. Dans le quatriéme chapitre, nous essayons enfin d’étendre les méthodes
d’analyse propres & Navier-Stokes & une classe d’équations de Schrédinger non linéaires:

0w+ Au = vy|u|®u (SNL)

ouvy€eER, a>0,u(tz): Rt xR* > C.

Les résultats du chapitre 1 ont été obtenus en collaboration avec P. G. Lemarié-Rieusset
et E. Terraneo et ceux du chapitre 3 avec E. Terraneo. Nous signalons également que ces
deux chapitres sont en commun avec la thése d’E. Terraneo [Ter99a].

On pourrait ainsi résumer le contenu des trois premiers chapitres:

— premier chapitre: unicité des solutions;

— deuxieéme chapitre: existence des solutions;

— troisiéme chapitre : régularité et localisation des solutions issues d’une classe parti-
culiére de données initiales.

Le point de départ de ’étude est la notion méme de solution. Dés qu’on sort du cadre
classique, ou toutes les dérivations sont & considérer au sens fort, il y a plus d’une fagon
de définir une solution faible et les mots « faible » et « mild » utilisés dans la littérature
en sont une preuve. De plus, il est usuel d’associer & un probléeme de Cauchy différentiel
une formulation intégrale et de transposer le probleme initial sur celle-ci. Le systeme de
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Navier—Stokes devient alors (aprés avoir appliqué formellement ’opérateur P de projection
sur les champs des vecteurs a divergence nulle):

t
a(t) = iy — / et=IAP(7 - V)ii(s)ds.
0

La encore, I’équivalence entre les deux approches n’est pas toujours évidente.

Dans la partie initiale du chapitre 1, nous précisons la notion de solution faible que
nous avons adoptée tout au long de cette thése et nous démontrons que dans le cadre
fonctionnel ol nous avons travaillé les approches différentielle et intégrale sont tout & fait
équivalentes. Les résultats exposés au premier chapitre remontent a la période 1996-1998 ;
le cadre ou nous avions démontré 1’équivalence avait été choisi de fagon & inclure un bon
. nombre de solutions connues jusqu’a cette époque et notamment toutes celles qui pouvaient
étre rapprochées de notre analyse. Un résultat tout récent de H. Koch et D. Tataru [KT99),
sortant du cadre choisi, a remis en question la pertinence du choix que nous avions fait.
Nous citons en annexe au premier chapitre une extension du résultat d’équivalence obtenue
par P. G. Lemarié-Rieusset [Lem] qui permet d’inclure les solutions de Koch et Tataru.
Une fois le cadre précisé, nous nous sommes concentrés sur I’étude des solutions milds,
c’est-a-dire des solutions faibles qui sont de plus continues en temps & valeurs dans un
espace de Banach E de distributions (%(t) € C ([0,T], E)). Il y a deux questions naturelles
qui se posent: si on considére une donnée initiale @, € E, existe-t-il une solution (%)
dans C ([0, T], E) et, le cas échéant, est-elle unique? Il y a une différence remarquable dans
Pesprit par lequel on aborde ces deux questions, due a la présence de la non-linéarité. Méme
en ré-écrivant (4 - V7)z'£ comme V - & ® @, ce qui ne change rien sur les fonctions régulieres
grace a la condition de divergence nulle, il n’est pas toujours possible de faire un produit de
distributions. Lorsqu’on se demande s’il existe une fonction @(¢) € C ([0,7T],E) qui vérifie
les équations de Navier—Stokes, on a le droit de rechercher une solution plus réguliére, de
facon & pouvoir donner un sens au terme 4% ® % méme si a priori le produit n’est pas défini
sur E. Par contre, lorsqu’on se pose la question de 'unicité dans C ([0, T], E), on est obligé
a se restreindre aux espaces E ou le produit est bien défini. La condition discriminante sera
E < L2 et nous appellerons singuliers et réguliers les espaces correspondant aux deux
situations.

Notre analyse adopte le point de vue de T. Kato, depuis ses articles avec H. Fujita
[KF62], [FK64] et se situe dans la suite des travaux plus récents de M. Cannone [Can95],
F. Planchon [Pla96], Y. Meyer [Mey96]. Elle s’étend & plusieurs familles d’espaces fonc-
tionnels : Lebesgue, Lorentz, Sobolev, Morrey—~Campanato et, plus généralement, Triebel-
Lizorkin et Besov.

Le comportement de chaque famille d’espaces ci-dessus par rapport aux problémes
d’existence et d’unicité de solutions milds suit fondamentalement un schéma commun, que
nous allons décrire, par souci de simplicité, sur les espaces de Lebesgue. La distinction entre



espaces réguliers et singuliers est faite évidemment par I'espace L2. Il y a cependant un autre
espace discriminant : 1’espace L3, dont la norme est homogéne de degré —1. L’importance
de cette homogénéité vient d’une propriété d’invariance des équations de Navier—Stokes.
En effet, on peut facilement vérifier que si (¢, z) est une solution de donnée initiale (),
alors pour tout A > 0 la fonction @) (¢,z) = A@(A%t, A\z) Dest aussi et sa donnée initiale
n’est rien d’autre que \idp(Az). Dans la gamme des espaces de Lebesgue, le seul espace pour
lequel ||@o|| = ||[A@o(A-)|| pour tout A > 0 est I’espace L3; c’est par exemple seulement dans
ce cadre qu’il a un sens d’envisager un théoreme d’existence de solutions globales (définies
en tout temps) sous une hypothése de petitesse de la donnée initiale. Lorsque on considére
la formulation intégrale des équations de Navier—Stokes, qui se présente sous la forme

i(t) = e'®idy + B(@, @)(t),

il est tout & fait naturel d’avoir recours a un schéma de point fixe et il est essentiel de
démontrer de bonnes estimations de continuité de l’opérateur bilinéaire B sur l’espace
C ([0, T],E). Or, il est trés simple de démontrer que B(#@, ¥) est bicontinu sur les espaces
C ([0, T],LP) pour p > 3, ce qui permet d’en déduire 'existence et 'unicité de solutions
milds locales en temps dans ce cadre. Dans le cas de I’espace L3, cette bicontinuité de
B n’est plus vraie [Oru98] mais, en imposant des conditions supplémentaires & ’espace
ou on recherche une solution, on arrive quand-méme & faire converger l’algorithme de
point fixe [Kat84] et & démontrer ’existence d’une solution locale en temps pour une
donnée quelconque et globale pour une donnée petite. Le prix & payer pour cette plus
grande régularité de la solution trouvée est, jusqu’a ce point, le manque d’unicité dans le
cadre plus général C ([0,7],L3). En dessous de I’exposant critique p = 3, la formulation
intégrale ne donne plus aucune information car l'algorithme de point fixe échoue. Dans
le cas particulier des espaces de Lebesgue, on a par ailleurs & disposition le théoreme de
J. Leray [Ler34] d’existence de solutions faibles dans L* (]0, +o0, L2) N L2 (]0, +o0], Hl) ,
basé sur des estimations d’énergie; on peut par exemple traiter les cas réguliers 2 <p < 3
en mélangeant les deux méthodes ([Cal93], [Lem98b]).

Le réle joué par L3 dans les espaces de Lebesgue est le méme que celui des espaces de

. .31
Lorentz L7 pour 1 < ¢ < +o0, de Sobolev H%, H7 pour 1l < p < 400, de Morrey—
. .3,
Campanato M, 3 pour 1 < p < 3, de Besov Bj ! pour 1 <p< +ooetl<qg<+oo,de

- é_lv . . oy
Triebel-Lizorkin Fj ! pour 1 < p < +4ocoetl < g < +4o0; il s’agit des espaces critiques,
dont la norme est homogeéne de degré —1. Remarquons au passage qu’il ne s’agit pas
toujours d’espaces réguliers: il suffit de considérer les espaces M, 3 pour 1 < p < 2 ou bien

B,‘? ~he pour p > 3. C’est a ces espaces qu’est consacré le premier chapitre, et notamment a
ceux parmi eux qui sont réguliers; nous avons montré ’unicité globale des solutions dans
C ([0, T],E), qu’elles soient locales ou globales en temps. L’idée fondamentale consiste a
traiter de facon « indépendante » les termes linéaire e!“i, (la tendance) et non-linéaire
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B(4, %) (la fluctuation). En effet, lorsque on considére deux solutions @ et ¥ issues de la
méme donnée initiale, leur écart ne prend en compte que l’écart entre les fluctuations
respectives:

@ — 7 = B(@,@) — B(#,7) = B(@ — #,%) + B(7, 4 — 7).

Pour démontrer que % — ¥ est nul, il n’est donc pas fondamental de rester dans le cadre
fonctionnel de # et de ¥ (par exemple C ([0,7],L3)), mais il suffit que cela soit vrai au
sens des distributions, ce qui permet d’étudier les fluctuations dans des espaces interdits
a la partie linéaire et par conséquent a la solution elle-méme. Notre démonstration de
I’unicité comprend tous les espaces contenus dans les espaces de Morrey—Campanato Mp,g
ou p > 2. Nous citons en annexe au premier chapitre un nouveau résultat d’unicité obtenu
par R. May [May| dans un espace non homogéne qui contient tous les espaces Mp,g pour
p > 2 et qui est contenu dans M3 3. En revanche, on n’a pas encore de théoréeme d’unicité
dans ce dernier espace, qui est le plus grand espace critique régulier.

La condition supplémentaire que Kato avait imposée 4 la solution dans C ([0, T, L?) est
Vvt i(t) € L= (]0,T[,L*°). Grace a un théoréme de J. Serrin [Ser62], cela entraine que cette
solution est classique en dehors de ¢ = 0. Dans le deuxieme chapitre nous allons montrer que
cette méme condition permet de démontrer un théoréme d’existence de solutions au moins
localement en temps (et donc de régularité des solutions lorsqu’on dispose d’un théoréme
d’unicité) pour pratiquement tous les espaces, critiques ou sur-critiques, homogenes et non
homogenes, que nous avons analysés dans le premier chapitre. C’est ici que nous pouvons
considérer aussi le cas d’espaces singuliers (toujours critiques et sur-critiques) ; la condition
de Kato devient alors essentielle pour la définition méme du produit @ ® @w. Nous avons
étudié ensuite le résultat de Koch et Tataru, qui donne I’existence d’une solution dans un
espace singulier (F3!*?) qui contient en effet tous les espaces analysés. Nous avons alors
démontré que si on impose a la donnée initiale une plus grande régularité, la solution de
Koch et de Tataru préserve cette méme régularité et ce pendant tout son temps de vie.
Il s’ensuit que dés qu’on dispose d’un théoréme d’unicité dans I’espace plus régulier, le
temps minimal de vie de la solution ne dépend que de sa norme dans 1’espace plus grand
F212, qui est en effet un espace de dérivées. Ceci se situe d’une certaine fagon dans la suite
des résultats de M. Cannone et F. Planchon [Can95], [Pla96] qui mettaient en évidence la
relation entre le caractére oscillant d’une donnée initiale, estimé en termes de norme dans
un espace de Besov, et le temps de vie de la solution correspondante.

Venons-en au troisieme chapitre, ou il est encore question de persistance de régularité
d’une solution dont la donnée initiale vérifie des propriétés supplémentaires. Nous nous
sommes placés dans le cadre L3 ; plus précisément nous avons imposé au laplacien de notre
donnée initiale %, d’étre une molécule de ’espace de Hardy #!, & savoir bien localisé dans
I’espace des variables et d’intégrale nulle. Nous avons mis en évidence l'interprétation de
cet espace en termes de poids locaux de Muckenhoupt et, par conséquent, il nous a paru



envisageable de démontrer un bon comportement de 'opérateur de Calder6n-Zygmund
apparaissant dans le terme intégral sur ’espace en question. Le résultat de bicontinuité
que nous avons prouvé vient d’une décomposition du noyau de ’opérateur en une partie
proprement supportée au voisinage de la diagonale et en un opérateur de convolution
supporté en dehors de ’origine dont on connait la décroissance a 'infini. Il nous semble
intéressant de remarquer le role joué ici par les propriétés d’annullation vérifiées par le terme
non-linéaire (présence d’un opérateur de dérivation, divergence nulle) qui caractérisent les
équations de Navier—Stokes mais dont I’exploitation n’est généralement pas encore tout a
fait satisfaisante. Nous avons alors obtenu que la solution reste une molécule et ceci au
moins au début de son évolution. Il nous a été aussi signalé qu’il existe une relation entre
I’espace des molécules que nous avons ici analysé et 1’algébre des bosses, c’est-a-dire ’espace
de Besov B3 [Mey].

Dans le quatrieme et dernier chapitre de cette thése nous abandonnons le systéme de
Navier—-Stokes pour nous pencher vers la classe d’équations de Schrodinger non linéaires
(SNL). Il y a une différence fondamentale entre ces deux types d’équations paraboliques:
le semigroupe d’opérateurs (groupe, dans le cas de Schrodinger) qui régit les équations
libres associées. Dans le cas de Navier-Stokes il s’agit du semigroupe de la chaleur e*2,
dont le noyau (47rt)'ge‘1‘§"t‘ est une fonction a décroissance rapide, tandis que pour les
équations (SNL) il s’agit du groupe de Schrédinger e, dont le noyau (47rz't)‘%eﬂ%:IE est
une fonction bornée et oscillante. Néanmoins, certains résultats que nous avons obtenus
pour Navier—Stokes ne sont pas uniquement liés au caractére fortement régularisant du
semigroupe de la chaleur; & la base du théoréme d’unicité des solutions dans C ([0, T], L3)
il y a notamment une séparation de l'analyse des termes linéaire et bilinéaire qui prend
en compte leur comportement différent. Cette méme idée nous a conduits a I’amélioration
d’un résultat de F. Ribaud et A. Youssfi [RY98] d’existence de solutions autosimilaires
pour les équations de Schrodinger (SNL), en étendant la gamme des exposants o permis
en dessous de 1. Nous avons également vérifié pour ces équations I’équivalence entre les
formulations différentielle et intégrale dans le cadre fonctionnel que nous avons choisi. Il
pourrait par ailleurs étre intéressant de trouver un cadre général ou cette équivalence ait
lieu. Nous avons enfin terminé par une comparaison entre le comportement asymptotique
a I'infini de deux solutions et celui de leur parties linéaires, avec une attention particuliere
pour le cas ol 'une des deux solutions est autosimilaire ; nous avons pour ce cas-la retrouvé
un résultat valable pour les équations de Navier-Stokes [Pla96].






Chapitre 1

Unicité dans L3(R3) et d’autres
espaces fonctionnels limites pour
Navier—Stokes

(GruriA FURIOLI, PIERRE GiLLes LEMARIE-RIEUSSET et ELiDE TERRA-
NEO, a paraitre dans Revista Matematica Iberoamericana)

1.1 Introduction

Le but principal de cet article est de démontrer I'unicité dans L3(R3) des solutions
« mild » des équations de Navier—Stokes.

Les équations de Navier—Stokes, dans le cas d’un fluide visqueux, incompressible et
homogene remplissant tout ’espace, sont données en ’absence de forces extérieures (et en
prenant les constantes de densité et de viscosité égales & 1) par le systéme:

{ﬁ-ﬂ:
o . (1.1)

ol @(t, z) : R x R} — R3 est le vecteur vitesse et p(t,z) : R¥ x R® — R est la pression.

Lorsqu’on étudie les solutions faibles de (1.1) (les dérivations sont alors prises au sens
des distributions), on remplace le terme (@ -V _‘) @ par V-#®1% : lorsque @ est une fonction
régulitre, on a V- 2@ @ = (V- @) @ + (@ - 6) i de sorte que la condition de divergence
nulle V - % = 0 assure 'égalité V- Z® @ = (@ - V) @; si @ est irréguliére il est souvent plus
facile de définir V - Z ® @ que (@ - V)a.
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Définition 1.1 .
Soit T € ]0,+00]. Une solution faible sur ]0,T[ des équations de Navier-Stokes est un

3
champ de vecteurs i(t,z) € (L{"OC( ]O,T[XR3)) qui vérifie:

V.-@i=0 12)
I3peD(]0,T[xR?) t.q. Qi =AG -V -ZRT— Vp '

Le théoréme que nous allons démontrer est alors le suivant.

Théoréme 1.2 (Unicité L3(R?))

Soient i(t) € C ([0, T, (L®)3) et 4(t) € C ([0,T[, (L3)3) telles que:
i) @ est solution faible des équations de Navier-Stokes sur |0,T[;
i1) U est solution faible des équations de Navier—Stokes sur ]0,T";

#41) U |t=0= T |t=o0-

Alors @ = ¥ sur [0, inf(T,T")[.

Les solutions « mild » dans L? pour les équations de Navier—Stokes sont les solutions
faibles @ sur ]0,T[ qui vérifient de plus 4(t) € C ([0, T, (L”)3).

T. Kato [Kat84] a démontré 'existence de telles solutions pour p > 3 et leur unicité
pour p > 3. L’idée essentielle est d’exprimer la solution des équations de Navier—Stokes
comme la solution d’un probléme intégral [Bro64], [Kat65]. Pour cela, la premiére étape
consiste & éliminer la pressiori p en projetant les équations de Navier—Stokes sur les champs
de vecteurs a divergence nulle. Cette technique remonte aux travaux de J. Leray [Ler34]
sur les solutions faibles %(t) € L* (]0, T'[, (L?)3) et le projecteur P est donné par la formule
Pf=f-Vi(V-f)=@d+ERE®R) fouR= \/—116 est le vecteur des transformations
de Riesz R = (R1, Re, R3), Ej\f = z,—%f

P n’est pas défini pour une distribution générale et il faut montrer que P a un sens sur
les termes de (1.2). Nous verrons que c’est le cas lorsque @ est, uniformément en temps,
uniformément localement de carré intégrable et nulle a I'infini.

Définition 1.3
L’espace E, des fonctions uniformément localement de carré intégrable et nulles a l’infini

est lespace des f € LE (R®) telles que:

lim |f(W)I*dy =0

. liell=too Jjjy—z)|<1

normé par:

e =sun ([ 1swPay)”
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Proposition 1.4 (Formulation intégrale des équations de Navier—Stokes)
Soit 4(t) € L2 (]0, T, (E2)3). Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1) U est solution faible des équations de Navier—Stokes;
i) V- T=0etBi=Ai—PV-TQ@;
i) 3d €S V- dg=0etd=edy— [} etI2PV .7 ® d(s)ds.
La proposition 1.4 se démontre a 'aide de la décomposition de Littlewood—Paley.
En effet, si f € (Eq)3, alors § = V - f ® f appartient & un espace Y, sur lequel les
transformations de Riesz opérent.
Une fois la pression éliminée, on cherche a résoudre:

(t) = ey + B(, ) (%)

t
B(i, @) (t) = — / e=YAPY . 4 ® i(s)ds
0

par une méthode de point fixe (méthode de Picard) : on part de @) = 0 et on définit @(,1)
par G(,+1) = €24y + B(i(n), G(n))- Lorsque @ € (L?)3, ot p > 3, le procédé converge dans
C ([0, T[, (L?)3) pour T assez petit (dépendant de ).

En effet, si p > 3 on part de I’estimation :

’ RS = (2——1—;)

|1 B(&@, 9)(#)llp, < G, t27% sup |li(s)lly, sup [|7(s)lIs (1.3)
0<s<t 0<s<t

5

P —
1 le 1|91l

N

et=9APY . f® g

pour obtenir:

d’ou la continuité de I'opérateur bilinéaire B sur C ([0, T[, (L?)3) et son caractére contrac-
tant au voisinage de e!®, si T est assez petit.

Pour p = 3, (1.3) n’est plus valable puisque fot t‘i—‘a = +o00. Le procédé de point fixe
reste cependant convergent; comme ’avait remarqué Kato [Kat84] a la suite des travaux
de Weissler [Wei81], lorsque i@y € (L3)3, 24, est non seulement L3 mais L> pour ¢t > 0:

V||| . < C 0|y -
On vérifie que cette propriété se transmet aux ) :

”e(t VAPV . f ®9HL3 < C|§lls Vsl fllLe \/m-\/__g

i i (Vo= 1l
o S OVl int (L Ml )

He(t“s)AIP’V—f f®d
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d’ou
1B(&@, 9)(#)ls + VEIIB(@ ) ()]l <
€ gup VA (500, 1)cs + sup V51Tl ).
0<s<t 0<s<t 0<s<t

Lorsque ||@p||;s est assez petite, on voit que B, qui est bilinéaire continu sur 1’ensemble
{86 € € (0, +0of, (7)) : VET € L(T=)?), 7 € L=((L?)?), bmvE [(8) 0 = O}, est
contractant sur un voisinage de e*“@,. Pour ||@|| s quelconque, une analyse plus fine
de B montre qu’il est contractant sur [0,7] pour T assez petit au voisinage de e!“,.
Ainsi le procédé converge et garantit I'unicité des solutions « mild » qui vérifient de plus

Vvt i € L*((L*°)3). Notre théoréme montre que I'unicité vaut sans restrictions a priori sur
le comportement de la solution.

Les résultats de Kato s’étendent a d’autres espaces fonctionnels que LP. M. Can-
none [Can95] a donné un critére assez général sur un espace E pour que, lorsque @(t) €
C ([0, T, (E)?), on ait

t
/ [e¢-289 - @@ a)(s) | _ds < C w(t) sup la(s)
0 0<s<t

(ou lim;,o w(t) = 0), ce qui généralise le cas p > 3.

Les espaces limites généraliseront le cas p = 3 et nos résultats s’y appliqueront facile-
ment.
Définition 1.5
Un espace fonctionnel limite E pour les équations de Navier—Stokes est un espace de Banach
de fonctions sur R tel que:

S est dense dans E (et l’injection est continue); (1.4)
E s’injecte continiment dans L _(R®?) ; (1.5)
Vf €E, Vzo € R ||f(z —zo)llg = Ifllg ; (1.6)
Vf€E, VA>0 |[Af(Az)llg = || flls - (1.7)

Nous montrerons alors précisément le théoréme suivant.

Théoréme 1.6 (Solutions « mild » dans un espace limite)
Soit E un espace limite.
A] Si on suppose qu’il existe C > 0 tel que Vf,g € ENL®

120(f9)lle < CIfllg lgllLee + I FllLe l9]le)

alors il existe &g > 0 tel que pour tout Uy vérifiant ||Upllg < &0 il existe u(t) €
C ([0, +oo[, (E)3) , @ € L®(E?),vt@ € L*®((L®)3) et V1||@(t)||lp» — O quand t — 0
tel que @(t) = ety + B(4@, @)(t) sur )0, +oo[. De plus, un tel @ est unique.
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B] Si on suppose qu’il existe o €]0,1] tel que Ve > 0 il existe M(e) > 0 tel que Vf,g €
ENLe®

180(f9)lle < (M(e) I £llg gl + € llgllg 1 F1IEw 11 £z (1.8)

alors pour Uy € E? il existe T > 0 et t(t) € C ([0,T[, (E)®) avec @ € L®(E?), Vi €
Le((L*®)3) et Vt||@(t)|lpo — O quand t — 0 tels que () = ety + B(d@, @)(t) sur
10, T[. De plus un tel @ est unique.

C] Si on suppose de plus qu’il existe p > 2 tel que E s’injecte continiment dans L} (R3)
alors si 4(t) € C([0,T[,(E)?), v(t) € C([0,T'[, (E)®), ©(t) = eAdy + B(4@,d)(t) et
7(t) = ey + B(¥, 0)(t) pour un méme dy € E3, alors @ = ¥ sur [0, inf(T, T")].

La différence d’approche entre A] et B], qui suivent Kato, et C] est essentiellement la
suivante : dans A] et B] on cherche & démontrer que || B(#, @)||g est finie, et plus précisément
que >z ||A; B(4, @)||g < +oo (ce qui se note B(#,u) € (Bx")?), tandis que dans C] on se
contente d’estimations du type sup;¢z ||A;B(#, @)||g< +o0o (ou encore B(#, @) € (Bp™)3).
L’espace de Besov B%™ se révélera particulitrement adapté aux calculs dans les espaces
limites, car il permet de contourner I’obstruction fot ;‘% = +o0 (pour calculer ||A;B(#, 4)||g

on intégre « grosso modo » pour (¢ — s) compris entre = et 2 ; or fja % =1n2 < +o0).

Le plan de I’article est alors le suivant:

I. Décomposition de Littlewood—Paley, espaces de Besov et paraproduits.

II. Solutions faibles des équations de Navier—Stokes.

III. Existence des solutions « mild » .

IV. Unicité des solutions « mild »: les espaces limites réguliers.

V. Unicité dans ’espace L3.

VI. Unicité dans les espaces limites. Espaces de Morrey—Campanato.

VII. Remarques finales.

Remarque. Les résultats principaux de cet article sont le théorémes 1.2, 1.6 et la
proposition 1.4; d’autres résultats se trouvent dans les théoréemes 1.20 et 1.23.

1.2 Décomposition de Littlewood—Paley, espaces de
Besov et paraproduits

Nous commencerons par rappeler la définition de la décomposition de Littlewood—Paley
d’une distribution tempérée.

Pour m € L*®(RR?), on définit le multiplicateur de Fourier m(D) par (m(D)f)"(&) =
m(€)f(€) (ot f est la transformée de Fourier de f: f(&) = [ f(z)e™**¢dx). C’est évidem-
ment un opérateur continu sur L2. Lorsque m € C™ et que toutes ses dérivées sont a
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croissance lente, m(D) opére continiment sur S et sur S’. Lorsque m est la transformée

de Fourier d’une fonction k¥ € L?(R®) on notera |m(D)|l, = ||k||»- Le cas p = 1 est
particulierement intéressant: si E est un espace de Banach de distributions (E s’injecte
continiiment dans S’) dont la norme est invariante par translations (|| f(z — zo)||g = || fllg),

si S est dense dans E et si m = k avec k € L, alors m(D) opére continiiment sur E c’est-
a-dire ||m(D)fllg < [lm(D)]l: [Iflle-

Pour introduire la décomposition de Littlewood-Paley ([FJW91], [Tri83], [Pee76]) on
fixe w € C°(R®) telle que suppw C {£ t.q. 3 < |€] < 2} et, pour £ # 0, 3.z w(F) =1;
on lui associe p(§) =1 — ijow(é-) et (€) = p() — ¢(2€) (de sorte que W = w).

Définition 1.7
On note A; Vopérateur w (&) et S; Uopérateur ¢ (Z). La décomposition de Littlewood-
Paley de f € S'(R3) est alors l’identité :
f=Sf+> Aif
ik
valable pour f € S'(R%),k € Z (la convergence de la série ayant lieu dans S’).
La décomposition de Littlewood—Paley homogeéne est l’identité f = Z A;f ; elle n’est pas
jEZ
valable pour toute distribution (par exemple, si f est un polynéme A;f = 0 pour tout j).

Aussi, introduisons-nous la définition suivante.

Définition 1.8
S)(R3) ={f € S'(R®) t.q. f =2z A;f dans S'}.

Le lemme suivant est facile & démontrer.

Lemme 1.9

a) Si Sof € Co (fonctions continues nulles & l’infini), alors f € Sy. En corollaire, si E
est un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante par
translation, et si ENS est dense dans E, alors E C Sj.

b) Si E est un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante
par translation et positivement homogéne de degré —a pour un a > 0 (pour A > 0,
1£O)llg = A2 | fllg), alors E C S5,

PREUVE : a) est immédiat: si ||-||g est invariante par translation, on a ||Sof]||je <
le(D)ler || fllg, donc Sp est continu de E dans L™; si EN S est dense dans E, Sy est
donc continu de E dans Cj (car pour f € Son a Spf € S).

Maintenant, pour j < —1,5;f = S(Sof) et donc |S;fllpe < IS hle(D)le Il =
ISollille(D)ller || fllg- Les S; sont donc équicontinus de E dans L*™ pour j < —1; or, pour
feSonallSifle < US;lle 11l = 290Soloo I s €t done limy—co 1S;Flle = 0.
Cela prouve que pour f € E, lim;_,_o ||S;f||,~ = 0 et donc que E C ;.
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b) est encore plus simple: ||S;fll e = ||So[f(5)]]|e < llolle If]lg2% et lim,_, 2% =
0. )

Rappelons maintenant la définition d’un espace de Besov.

Si E est un espace de Banach de distributions tempérées, on désignera par Bi’;z’q I’espace
des distributions f € &' telles que (27° ||A; f||g)jez € 19(Z). A priori, c’est un espace défini
modulo les polynémes (car [Vj € Z, A;jf =0] <= f € C[X]). Cependant on peut, pour
certaines valeurs de s, injecter BsE’q dans S} en choisissant le seul représentant de f modulo
les polynémes qui appartienne a Sg.

e si s < 0etsi f; vérifie supp f; C {£ t.q. % <€) <2-27} et (27° ||f]~|]E)J.€Z € I°(Z),
alors ).z f;j converge dans &': en effet, on a >_j<ollfillg < +oo tandis que pour
tout g € S et tout k € N 3. 2% [|A gy, < +oo. (Il suffit d’écrire pour un

Y- 2N
M eN, |lgllg < 2 ja<m 2181<m Hfo‘%g“Lm)-

e De méme, si s = 0, suppfj c {¢ t.q. % < |¢] <€ 2-27} et (|| fjllg)jez € 1*(Z), alors
>_jez fi converge dans E.

Cela permet d’inclure Bi:’q et BOE’I dans &) pour s < 0. Le cas de s > 0 se traite par le
lemme suivant.

Lemme 1.10
Soit E un espace de Banach de distributions tempérées dont la norme est invariante par

translations et positivement homogéne de degré —a pour un a > 0 et soient f; tels que
supp f; C {£ t.q. & < [€] <2-27} et (27 || fjllg)jez € 19(Z). Alors si1 < g < +o0 et s < &
ousiq=1cets=aq, Zjez fj converge dans S'.

PREUVE : La convergence de Ejzo f;j est immédiate. Pour j < 0, on a que si s < ¢,
(27 || fjllg)jez- € 1°° entraine (27¢||f;||g)jez- € I' de sorte qu’on n’a qu’a traiter le cas
s=a,q=1 01 ||fil.e = ISi+1fillLe < C||fillg 2% pour j < 0 (preuve du lemme 1.9)

et [(f3, 9) = [{f;, AF)9)| < fillLe lglls QD) ll1- Le lemme est donc démontré. ¢

Remarque. On a toujours BOE’I C E (en prenant les représentants de BOE’I dans S)) et
lorsque E vérifie les hypothéses du lemme 1.10, E C B%°°. Lorsque la norme de E est
seulement supposée invariante par translation, on a E ou E/C inclus dans B%’°° (espace

défini modulo les polynémes).

L’utilité des espaces de Besov sur E provient des inégalités de Bernstein.

Lemme 1.11
a) Si la norme de E est invariante par translation et si S est dense dans E, alors on a
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pour tout 7 € Z:

0° D ;
vaeN |51 <lgzov(3) WIS,

Vs R ”(x/—_)’A,-fHE < IV=2) 0 AUD) 2" (14,1 s

b) Si la norme de E est homogéne de degré —a. et celle de F homogéne de degré —p3 et si
So est continu de E dans F, alors:

155 f1le < 1Soll e,y 297211 g

¢) En particulier pour 1 <p < ¢ < 400 et%=1+%_z_’,

i 3_3
155 flle < (D) I-29* DG (1S5 -

PREUVE : Ce lemme est immédiat. ¢

Corollaire 1.12
Si la norme de E est invariante par translation et homogéne de degré —a et si S est dense

dans E, alors pour s,0 < a, (vV/—A)*~7 est un isomorphisme de BL? sur B%Y.

Nous utiliserons essentiellement les espaces BY' et By™, ainsi que les espaces Bf? = B;’q .
Dans la section 1.7, nous utiliserons également des espaces de Besov sur les espaces de
Morrey—Campanato (de tels espaces de Besov ont déja été introduits dans le contexte des
équations de Navier-Stokes par Kozono et Yamazaki [KY94]).

Les espaces B”q sont décrits par exemple dans [Tri83] et [BL76]. Dire que f € Bs’q
revient & dire que (27°A,f)jez € 19(L?). Les espaces de Triebel-Lizorkin F”" (p < +oo)
sont définis par (27°A;f)jez € LP(l%). En particulier F"2 =LP pour 1 < p < 400 et
F?’z = H! ou H! est I’espace de Hardy. Un autre cas que nous aurons a considérer est
F3? = H* olt H® est I’espace de Sobolev homogeéne.

Les inégalités de Bernstein donnent immédiatement B;"’ C B;:’q pour p < p' et s =
s+5 -3

Pour finir, nous rappelons le principe du paraproduit de J. M. Bony [Bon81]. Considé-
rons deux espaces E et F de normes invariantes par translation et homogénes de degré —a
pour E et —3 pour F, avec a, 8 > 0. On a donc E C Bgo"’°° et F C Bgf’w. En général, le
produit de deux éléments de E et de F n’est pas défini. En écrivant Sy fSyg (qui est défini
puisque pour f e Eet g€ Fona Syf € L® et Syg € L™) sous la forme:

SNfSng =)D Acflug

k<N IKN

=Z ZAkalg+ZZAkazg+z Z Akalga

k<N I<k-3 I<N k<i-3 k<N I<N,|l-k|<2
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on voit que les deux premiers termes convergent dans S’ quand N — +oo vers des éléments
de BZ2—5°

w(f,9) =Y A;fSi-2g
JEZ

(9, f) =D _ 28;9S;2f
i€z

(car le support de (A;fSj_29)" est contenu dans {5 t.q. 241 <€ < %Qj}) et que ’obstruc-
tion a la définition de fg provient de la non convergence éventuelle du troisiéme terme:

R(f,9) =) > AjfAyg

JE€Z |1-j|<2

1.3 Solutions faibles des équations de Navier—Stokes

Dans cette section nous présentons la définition de solution faible pour les équations de
Navier—Stokes et nous montrons que sous certaines hypotheses une telle solution est aussi
solution d’un probléme intégral équivalent ([Kat65], [Bro64]).

Ce sera sous cette derniére forme que nous aborderons par la suite I’étude des solutions
« mild », qui ne sont qu’un cas particulier de solutions faibles. Rappelons la définition que
nous avons donnée des solutions faibles.

Définition 1.1
Soit T €]0,+00]. Une solution faible sur ]0,T[ des équations de Navier-Stokes est un

champ de vecteurs @(t,z) € (L2( ]0, T[xR?))® qui vérifie dans D'( 10, T[xR3) :

V-i=0 12)
Jp e D'(]0, T[xR?) t.q. i =AG—V -ZQ@ G — Vp '

On envisage d’éliminer le terme Vp en appliquant I’opérateur de projection P = Id +
R®R aux équations de Navier—Stokes; celui-ci n’étant pas en général défini dans D’ il faut
maintenant préciser le cadre fonctionnel dans lequel toutes les opérations seront licites.

Nous considérons le cas de solutions faibles @(t) € L2 (]0, T'[, (E2)3) ou pour 1 < p < +o0

on définit E, par

fetheisup [ |f@)Pdy<+oo
flz—ylI<1

z€R3

lim |f(y)IPdy =0

llzll=+00 Jjjz—yj1<1

En réalité il ne s’agit pas 12 d’une véritable restriction.
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Les solutions faibles de Leray (a‘(t) e L= (0, T, (L?)%) N L2 (]0, T, (H1)3)) [Ler34], ou

« mild » de Kato (ﬂ’(t) e ([0, T, (L?)?),p > 3) [Kat84], sont dans L2 (]0,7"[, (E)?)

pour tout 7" < T. De méme les solutions autosimilaires de Cannone [Can95] vérifient
3

i(t) € C, ([o, ool (B;m)s) et t37%G(t) € L (J0, o], (L?)®) avec s = £ — 1, 3 < ¢ < +oo,
et donc @(t) € L2 (]0, T"[, (L9)3%) c L2 (]0,T"[, (E2)?) pour tout 7" < oco. Enfin les solutions
« mild » de Meyer [Mey96] (ﬂ'(t) e C. ([0, T, (L3’°°)3)) conviennent également puisque
L3%® <y 12 4+ L% — E,.

En ce qui concerne les espaces étudiés dans la suite de cet article, ce seront des espaces
de Banach de fonctions X qui vérifient X — L2, S est dense dans X, ||f(z — zo)|| =
| f(z)||x Vzo € R, ce qui entraine immédiatement X — E,.

Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.4 annoncée dans l’'introduction.

Proposition 1.4 (Formulation intégrale des équations de Navier—Stokes)
Soit i(t) € L2 (0, T, (E2)3). Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) @ est une solution faible des équations de Navier—Stokes;
i) V-t=0etdi=Ai—PV- -@TQa;
ii) 3 Gy € (S')3 telle que @(t) = ey — [[et)APV - @ ® i(s)ds.

PREUVE : Nous commencons par vérifier que i) entraine ii).

Si i(t) € L2(]0, T, (E2)?) est une solution faible des équations de Navier-Stokes, elle
vérifie I’égalité (1.2) dans un espace de distributions plus précis que D’( ]0, T[ xR3).

On définit en effet I’espace 7 des fonctions de test en posant ¢ € 7 <= ¢ €
C*®(10,T[ xR3) et 3 K compact K = K(¢) C R tel que supp p(t,z) C K x R? et Va, 8
multi-indices, Vn € N on ait sup,¢ 10,17 ||2°0702¢|| .. < co.

On consideére alors 7’ le dual de 7, c’est a dire T' € 7/ <= V K compact il existe Ag,
By, Ck et Nk tels que Vo a support dans K x R3? on ait

(T, )| < Ck > sup |z287 68 0|| oo -

|a|<Ak,|B|<Bk,n<Nk

Comme E, C S'(R%), il est facile de voir que L2 (]0,T[, (E2)®) C (7')® et donc aussi
o,it, Aé € (7')3. De méme, étant donné que toutes les composantes de @ ® ¥ sont dans
L! (0, T[, (E,)?), V - #® @ est dans (7')3.

En revenant aux équations de Navier—Stokes, cela entraine que Vp € (7')3 et que les
équations peuvent étre considérées dans 7’ et non pas seulement dans D'.

Il n’est pas encore licite d’appliquer le projecteur P, mais nous allons contourner le
probléme en passant aux hautes fréquences. La nullité & 'infini des fonctions dans E,
permet en effet d’écrire si @(¢t) € L2 (]0, T, (E)3), @ z limy oo (Id — Sk)@ et donc aussi
8, Z limy_y_oo (Id — Sk) il .
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Il est maintenant possible de faire agir IP sur (Id — Sk)3;@; on obtient P(Id — Si)8,@ =
(Id — Sk)8,@ grace 3 V - @ = 0. Etant donné @ une solution dans L2(E,), on peut donc

écrire:

8@ Z lim P(Id — Si)d,i = lim [P(Id — Sp)Adl — P(Id — S)V - @ ® i — P(Id - S¢) V).

k——o00

ou maintenant tous les termes sont bien définis. On envisage alors de démontrer que P(Id —
Sk)ﬁp ZOVkeZet qu’on peut passer a la limite pour les autres termes. En utilisant la
définition : i
P(ld — 5¢)Vp = (Id = VL V/)[(Id ~ 5¢) V),

si on prouve que Yk € Z
VIV ((1d - Sx)Vp)] £ A(ld - Sk)Vp

on aura résolu le probleme. Ayant supposé p € D’ et non pas dans 7/, on ne peut pas
commuter les opérateurs (Id — Si) et V car le premier est défini seulement sur 7.

En testant sur une fonction ¢ € 73 on est ramené & vérifier que (Vp, (Id — Sk )(V(V -
@) — Ag)) = 0. Cela est impliqué immédiatement par la propriété exprimée par le lemme
suivant.

Lemme 1.13
Soit p € D' telle que Vp € (7')3 et soit ¢ € 73 telle que V -4 = 0. Alors (Vp,1) = 0.

PREUVE : Supposons avoir montré que V¢ € 73 t.q. V-9 = 0 il existe @ = (¢1, P2, p3) € T3

telle que:
.. ©1 Oap3 — 0302
Yp=VA (902) = (33<P1—31S03 ) .
¥3 O1p2 — Oa¢py

On aura alors conclu car il est toujours possible d’approximer ¢ € 73 par q_; € D3 et donc
¥ par VA @. Or, puisque V- (VA @) =0o0n a:

(VD,VAS) = (p,V-(VA@) =0.

La construction de ¢ découle essentiellement de la propriété classique suivante: si f € S,
il existe g € S tel que 819 = f si et seulement si [ f(t, z2, z3)dt = 0.
On commence alors par écrire ¢ = & + 8 ou

(03] 0
&': Qi = f’l,bQ(t, fL'2,.’L'3)dt Ld(xl)
Qa3 J ¥3(t, 72, z3)dt )w(z1)
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oufw(:z:)da:-—l et B = w—a

OnaV-@=0etdoncV-4=0etle probléme revient & chercher ¥ = (0,v2,73) et
5= (61,0,0) telles que B = VATet &=V AS.

Du moment que [ B2(t, 2, z3)dt = [ B3(t, z2, z3)dt = 0 il existe ¥, et 3 dans S telles
que (2 = —31’}’3 et B3 = —3172

De V - ﬂ—Oon tire alorsﬂ V/\fy

Pour @, il est facile de voir que [ as(z1,t,73)dt = 0 ce qui entraine que az = —8,4; et
graceaV &=0onad=VAS. .

Revenant aux équations de Navier—Stokes, nous avons obtenu:

Ot = lim (B(ld - S)Ad - P(Id - S,)V - §® ).
——00

Pour le premier terme du deuxi¢me membre on tire de V - % = 0 que P(Id — Si)AZ =
(Id — Sk)A% et on peut passer a la limite obtenant limg_, o, P(Id — Sx)A# Z Ad

Pour ce qui concerne le deuxiéme terme, on serait tenté de permuter le projecteur avec
la limite, mais P n’étant pas défini sur 7’ on ne le peut pas. Une analyse plus fine du terme
V - % ® % nous améne 3 la définition d’un nouvel espace Y, tel que limg, oo (Id — Sk) f z f
si f €Yy et queP: Y3 — Y2 soit continu.

Soit alors

o= {f €5 ¢ 18;fllpm < 2C i j < 0,[|A;fll <29Csij 20}

normé par |l = supsez 27 inf(1,2°%) A, fllym.
11 est facile de voir que si 4(t) € L2 (]0, T, (E2)3) alors V- 4 ® @ € L (]0, T, (Yoo )3).
Par ailleurs si f € Y2 alors Pf = 3. ,PA;f et |[PA;fll. < 2°Csij < 0 et
IPA; fll, < 2%Csij>0,doncPf € Y3 et P: Y3 — Y2 est continu. Cela nous permet
ainsi de conclure que limg_, _o IP(Id—Sk)ﬁ-ﬂ’@ﬂ‘ z limk_,_oc(ld—Sk)IPﬁ -UQU Z pv -URU
et donc

8 T ATL—PV-I® 1. (1.9)

Passons 4 ii) entraine iii). Dans ’équation (1.9) on a vu que PV -Z2®@ € L! (]0, T, (Ya)?)
mais on montre aussi facilement que A% € L' (]0,7"[, (Yoo)?) pour 7" < T et donc 8,4 aussi.
-~ On peut alors écrire:

@(t) = /0 t 0,d(s)ds +@ € (S'(R))>.

On peut passer a la limite dans S’ au deuxiéme membre et donc @(¢t) — w pour ¢ — 0 dans
S’ ce qui donne un sens a la donnée initiale 4y = w. De plus @y est encore a divergence
nulle.
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Considérons alors I’expression

Vi<T  0(t) =etPiy — /0 t et=)APVY . & ® @(s)ds.
ol 'intégrale converge dans Y2 (de sorte que #(t) — 2y € L™ (]0, T, (Yoo )?)).
Supposons avoir montré 1’égalité :
87 E AT PV - I Q4. (1.10)
On en déduit que:

{Bt(ﬁ —7) = A(@ — )

%(0,z) = ¥(0,z) = tp(x)
Alors sur ]0,¢[xR3:
8 (=2 (a(s) — (s))) Z 0

d’ot
et=)2(g(s) —9(s)) =C =0  dans 7'(]0,¢[xR3).

On n’a pas le droit d’inverser en général ’operateur e*-*)4  mais on peut le faire sur les
basses fréquences et on écrit donc:

Srelt=92(i(s) — 7(s)) =0 VkeZ

pour obtenir
Sk(tu(s) —v(s)) =0

et enfin
u(s) = v(s).

Il ne nous reste qu’a prouver (1.10). On sait que d;etA, = AetAiy. Il faut montrer
que:

t t
0, / et=)APY . @ i(s)ds = A / et=9APY . 4 ® @(s)ds + PV - 4 @ ii(t).
0 0

Par une chaine d’égalités par définition ou bien par des propriétés immédiates on obtient
V@ e (D(]0,T[xR?))3, Vwi(t) € L! (0, T[, (Yoo)3) :

t
(at/ et=925(s, x)ds, 3(t, T))
0

t
- (/ e(t=)25 (s, z)ds, 8,3 (t, x))
0
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-~ i / IR (s, s, B (t, )
__ /0 ’ /0 (9B (s, Vds, BB (t, )t
_ / ’ / (@(s), 495 0,3(t)) dsdt
= [ [ o), -0 [e=25(0)] + 2t p(adsat
= [ [ o ersgonasaer [ [ ac-0ma0), popasi
/ / —8,(w(s), et 2 F(¢))dtds + /0 T( /0 tAe“-s)Aw(s, )ds, @(t, -))dt
_ /0 (@(s,-), 35, ))ds + (A /0 e85 (s, 1)ds, 3(t, )

=(w(t, z), g(¢, z)) + (A/o elt=9%45 (s, x)ds, 3(t, z)).

Passons enfin a iii) entraine i). Si @(t) € L? (]0, T, (E2)3) est telle que @(t) = et®idy —
fot et=APY . & ® @i(s)ds avec @ € (S'(R?))3 et V - @y = 0, alors on vient de montrer que

Il faut maintenant reconstruire le terme de pression. En écrivant 0,4 = A4 — V-TQ T+
(Id — P)V - Z ® @ on doit pouvoir identifier (Id —P)V -Z® @ & Vp.
Pour pouvoir « intégrer », il est nécessaire d’utiliser encore une fois un découpage fré-
quentiel. En appelant
v

p,-=A.A,-(1d—1P)6-a®a

il est évident que Zj \7pj converge vers (Id — IP’)\_? @ ® 4. Si ) ;p; convergeait dans
D'(]0,T[ xR3) on aurait terminé.
On a Vt €]0,T7:

C J<0

iB)lroo <A (ERT)(E)]); 00 < .
12;(®) | < 1A;(T® @) (D)L _{023J >0

donc ) .., p; converge bien dans 7'. Pour j < 0 on n’a pas cette convergence, mais il suffit
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de « renormaliser » en rajoutant des constantes. Etant donné que

sz, ) — 3(0, )] < llal | 92,00) _

< ||z||2? ”6 E® ﬁ(t)“

oo

ou ”ﬁ UR® ﬂ'(t)HY € L'(]0,T[), 3°,<olpi(x) — p;(0)] converge dans 7’ et on peut ainsi

définir
p=>_pj+> [p—p;(0)]
J>0 J<0
de sorte qu’on ait Vp = > ez §pj =(Id - IP’)§ -4 ® ¥ et on conclut. .

Remarque. Notre démonstration prouve qu’une solution @ € L2([0, T'[, (E2)3) des équa-
tions de Navier-Stokes appartient & C ([0, T[, (B3>>)3).

1.4 Existence de solutions « mild »

Dans cette section, nous montrerons les points A et B du théoréme 1.6 sur ’existence
de solutions « mild » dans les espaces limites. Il s’agit d’une généralisation assez directe
du théoréme de Kato sur l’existence de solutions « mild » dans L3.

On considére un espace de Banach E de distributions qui vérifie:

S est dense dans E; (1.4)
E s’injecte continiiment dans L2 _; (1.5)
I-||g est invariante par translation. (1.6)

(E s’injecte alors continiiment dans I’espace E, défini dans ’introduction).

Pour prouver ’existence de solutions « mild » dans E des équations de Navier-Stokes
(c’est-a-dire pour @ € E3, V - @y = 0, de solutions faibles @(t) € C ([0, T, (E)3) des
équations de Navier—Stokes sur ]0, T vérifiant @(0, -) = ), le formalisme de Kato [Kat84]
consiste a rechercher un point fixe de la transformation intégrale

t
i@(t) — ePidy — / el=IAPY . @ @ (s)ds.
0

On part donc de @) =0 et on pose #n+1) = €Uy + B(Un), Um)) o4 B(,7)(t) =
— [F P92V . & ® #(s)ds. Si B(-,-) est bicontinu sur C ([0, T], (E)?) et si

|1B(d@, 9)(t)l|lg < n(¢) sup [|d(s)lg sup [|7(s)llg (1.11)
0<s<t 0<s<t
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avec lim;_,o 7(t) = 0, il suffit de choisir T de sorte que supy ;<7 7(t) < PIEAT ” pour voir que
@ > €Ay + B(d, @) est contractante sur

A= {a(t) € C (0,71 (B)) ta. sup [[@(®)]ls < 2I|olle)

et envoie A dans lui-méme. Cela entraine I’existence (et I’'unicité) de @ sur [0, T7.

Théoréme (Kato—Cannone)
i) [Kato] Pour p € |3,+o0[, L? vérifie (1.11) avec n(t) = C, t27% . ]I y a donc ezistence
et unicité locales des solutions « mild » dans LP.

#4) [Cannone/ Plus en général, si E vérifie (1.4), (1.5), (1.6) et ||Aj(wv)|lg < nj |lullg llvlg

avec Z 27Vln; < +oo, alors en prenant n(t) = C {(X o ic1 20t + X vis1 27775}
jez i
E vérifie (1.11). Il y a donc dans ce cas ezxistence et unicité locales des solutions

« mild » dans E.

PREUVE : ([Kat84], [Can95]).
i) Il suffit de remarquer que H!]P’eAﬁlu_L < +o00 (puisque

- D -
P22, < 3 1o () LiacliP2 (57 ) 490
JEZ

< > I (D) 12,27 1PQ (D) VI 2’ le* Il

Jj<0
3j 1 Y -
+ D llw (D) 2,27 P2 (D) 5127 | A2 V],
j>0
et donc
t
I1B(@, 7)(#)ll» < / [Pl 2, (¢ = )75 [[E(s)llgs [15(5)l» ds
1_3 = - —
< Ct2 % [PtV e, sup [[@(s)llgs sup [19(s)]lg -
0<s<t O0<s<t

ii) Ce point est tout aussi immédiat. En effet, on a

1BG DOl < S [ 12229 (2) luds sup 6)le sup, 1]

JEZ
et

- D :
(t-s)Aa =
[Pe=290 () I <
P PVQUD) | fle? |l 2VE<1

1 . —d - 1 .
2 min { [ VL IPAUD) s, 5= 1A T LIPLAD)I } 1< 2/VE

yrs



1.4. EXISTENCE DE SOLUTIONS « MILD » 25

¢

Dans le cas de L3, I'inégalité (1.11) devient fausse (en fait, B n’est méme pas continu sur
C ([0, T[, (L3)?) [Oru98]), mais I’algorithme du point fixe converge encore. En effet, @) =
et® i, vérifie SUPg<t<T Vit “ﬂ’(l)HLm < +o00 et lim;_,o V1 Hﬁ'(l) ”Lw = 0, et ces propriétés
restent vérifiées par @(n): si G = {@(t) € C ([0, T, (L?)%) t.q. sup;ejo.1y VG|l e < 400
et lim; 0 v [|@(t) || = O} et si G est normé par supej r vV [|€(t) |l +supyepo ry [|€(E) |12,
alors B(-, -) est bilinéaire et continu sur G:

1B s < [ 1P Tl [17(6) s 15w V52

< C|ldllg sup Vs ||T(s)]|L
0<s<t

t = ds
B(@,7) ()|l < | P2V i@ () ||s o /520
1B(@, 7)(t)lL __/0 IPe IIIg\/m(\/t__s)%w ll(s)llLs 19(s) I \/Es%

C 1
< — sup s4 ||u(s su s |7(8)|ls oo
< 77, I ()”L60<32t\/—” (s)lly
Cl
< — ||7]l~ su s||U(s) |} oo
< Z2 1l sup VA9
d’ott le théoréme de Kato [Kat84].

Théoréme (Kato)
Si @y € (L3)3, V -t = 0, 4l existe T(iGy) > 0 (avec T = +co si ||do|| s est assez petite) tel
que il existe une et une seule solution faible 4 des équations de Navier-Stokes sur ]0,T[
qui vérifie @ € C ([0, T[, (L3)3), supgcicr VI @(t)|lp < +00, limso vE||E(2)||p = O et
'&'(0, °) = '&'0.

Nous allons maintenant généraliser le théoreme de Kato au cas des espaces limites.

Rappelons qu’un espace limite est pour nous un espace de Banach E tel que S — E —

LZ., S est dense dans E, ||-||g est invariante par translation et homogeéne de degré -1 par

dilatation.
Les exemples que nous considérerons seront principalement :

* L3;
* les espaces de Besov B;"’ 1<p<3,1<g<+o0,s= % — 1) et de Triebel-Lizorkin
F;'q (1<p<3,1§q<+oo,s=.%—1);
x 'espace F2? = {u € S} t.q. Au € H'} out H! est 'espace de Hardy;
* pour 2 < p < 3 ’adhérence de S dans ’espace de Morrey—Campanato Mp,a défini
1

- _é g
par: f € Mp3 <= f € L ., SUPps( SUP, eR? R'™% (fly—zo|<R |f(y)|”dy)p < +4o00.
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Existence d’une solution globale pour une donnée initiale de norme petite
(Théoréme 1.6 A] )

Rappelons qu’il s’agit de démontrer I'existence de do(E) > 0 tel que si E est un espace
limite qui vérifie de plus

12(fPlle < C(IFlle 19l + I fllLe ll9ll) (1.12)

alors pour tout @y € E3 tel que V - @y = 0 et ||do|ly < o, il existe une (unique) solu-
tion @ € C ([0, +ool, (E)?) telle que sup,so |7(t)llg < +00, Supys VEIE(t) | < +oo et
lime 0 VE [[7(8) . = 0. |

Remarquons que (1.12) est immédiat pour E = L3 ou M,, 3 (puisque dans ce cas || fgl||g <
I fllg llgll=) et facile pour E = 13‘;"1 ou B;"’, p<3 s= % — 1: on utilise le paraproduit de

Bony fg =n(f,g) + (g, f) + R(f,g) eton a

1807 (f, 9)llg = |07 (f, DllLs < Cligllie (1A-1fllLs + 180f [l + 1AL fllLs)
< C'lglle 1 f1le

et
120R(f, D)llg ~ 1AR, Dlie < D D N1A0(A5)(Ag)llps
Jz2—2|l-j|<2
i(1—3
<Cligles > 242 |Ifllg = C'lIfllg g/l -
i>-2

La démonstration de ’existence de i est quasi immédiate. On introduit

i(t) € C ([0, +00[, (E)’) t.q. sup([|@(t)lg + vt |E(t)]l=) < +00,
Eoo — t>0

lim V [[7(t) . = 0.

On vérifie d’abord que e*iy € Ewo. En effet, ||e?f|| .. < C||fllg est immédiat puisque
E— Set|flz—z)|g = “f”f’ d’oit ”emf”Lm < % | fll par homogénéit.é. LefAinégalités
|le*2 || < Nle® Il lldollg et || do|| w0 < & [l0|lg sont donc immédiates; lim ||etA || e =
0 vient alors de ce que S est dense dans E. On vérifie ensuite que

=5 g V176 g + 19(5) s VE ()],

11 suffit de prouver que [|A;(Z® 9)||g < C(||llg |19l + |17lg @l =), Puis que

)3 NGRS A ( ) I

JEZ

o ero- o r19] <

< Y 2ppveh+ Y IP—< VD)L lAe* | < O——.
21 vi—5<1 2Vi=s>1 2J(t s) °
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=PV . 7 ® § C =l 191w + 19llg 1l e)-

(ce qui donne ,

On a en particulier:

—8 - - - ) C = Tl
PV 5@ U(s) | < s e [

et

”e“ VAPV . 7 ® v(s)“ \/_ H 5L0p9 . g @ ﬁ(s)“E 11l

C —| —| —
< 7 (l@llg 19l + 19lg (1Tl )

d’ou

g =, — - C e - -t b R d -
e-2PY - 7@ ()| < —5 /Il 1Tl /1l 17l ee + 1 1181
Le = (t—s)i

Comme [ = = = [ Ts—=do < +oo et N m = fi ;%—(fi_a)? < +00 on voit
que B(-,-) est bilinéaire continu de E, x E, dans E,

On considére alors F(%)(t) = e“u, + B(#@,%)(t) et on va montrer que pour un bon
choix de R > 0, F est une contraction de la boule B(0, R) C E,, dans elle-méme. En effet,
si u est la norme de ’opérateur B sur E, X E, on a

|F(@)g,, < |ledol|g_ + rlldlle.
et

|1F (@) — F(9)|lg,, = I|1B(@, @) — B(7,9)|g,, < |B(@—7,9)|g, + 1B @~ 9,
< pll(@ - 9)lg, (19, + )

et il suffit de choisir R tel que

e ], +uR? < B
2uR <1

—y/1—4plletAd . .y -
La valeur R = - V1 ‘;ILe Follpo remplit les deux conditions et de plus R < 2||e**@ ||E

2C || ||g. Pour ||do||g < %i, il existe un unique point fixe @ € B(0, R) C E, de I’application
F.
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Existence locale (Théoréme 1.6 B] )

Lorsque #, est trop grand, la condition (1.12) ne suffit plus a assurer la contractivité de
'application F': car ||B(@, @ — ¥)||g se contrdle par sup ||@(s)||gsup vs ||@(s) — 7(s)|| - +
>0 >0
sup v/s ||@(s) ||~ sup ||@(s) — U(s)||g et dans le premier terme sup,, ||Z(s)||g ne peut plus
§>0

s>0
étre rendu assez petit pour garantir que F’ soit contractante. On va donc demander & E de

vérifier une forme modifiée de (1.12) ou le poids de la norme sera atténué:

Ja €]0,1{telque : Ve>03 M(e) >0 telsque Vf,ge ENL™

1.13
180(£9)lle < M(€) Ifllg gl + €llgllg | FIIT Nl fllE (19

A nouveau, (1.13) est vérifiée par les espaces que nous considérons: pour L3 ou Mp,;;
c’est immeédiat puisque ||Ao(f9)|lg < || fllg l|9]lpec- PourE = F39, E = B;’q, p<3,s= %—-1,
on le vérifie en utilisant & nouveau le paraproduit de Bony: on a [|A¢(fg)llg = [|Ac(f9)|lLr
et on sait déja que [[Ao(r(f,)llg < C £l lgll et 180(R(F, )iz < C lI£lg llgllw de
sorte qu’il ne reste & étudier que ||Ag(7 (g, f))|l;»- On écrit

Ao7(g, f) = Dom((S3g — S-39), SLf) + Aom((S3g — S-39), f — SLf)-

On a
| Ao ((Sag — S-39), f — Scf)lle < C |1S3g — S-39llLe If = SLfllrs
. —L(3—
< C' gl I fllg 272670
Si on pose I = ||Ao7((S39 — S—39),Scf)||L» on remarque que 'on peut majorer I par

1539 — S_sgllps ISLfllpe < Cllgllg |l fll o et, en choisissant p >3 >pet o+ 7 =2, que ]

se majore également par

1539 — S—sglle ISLFlle < Cllglle D 145 £l
j<L
i(1—2
< Cligllg d_ 22 |Ifllg
j<L
_3
< C'lgllg II fllg 25C5).

En faisant la moyenne géométrique de ces deux estimations, on obtient pour L < 0:

1 3

_3 1 1
1207(g, A)lle < Cllgllie 1£1lg 25 + C iglig 1 FIIZ | flIZ 2520

On obtient que E vérifie (1.13) en prenant a = % et en choisissant, pour € > 0 fixé, L tel
que C'2Hz-%) <.
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Nous pouvons maintenant démontrer le point B du théoreme 1.6. On consideére a nou-
veau F(4)(t) = e*®iy + B(, @)(t) et on va montrer qu’il existe T > 0, p > 0 et R > 0 tels
que ’application F' soit une contraction de ’espace Er , r défini par

@(t) € C ([0,T[, (E)®) t.q. OilslgT\/Ellﬁ’(S)llLoo < p)

N

Erpr = sup ||@(s)|lg < B
0<s<T

lim V(8 = 0

qui est un fermé du Banach Er, I'analogue sur [0,T[ de Eo , normé par ||dllg, =

SUPg<s<r V5 [|E(S)| Lo + SUPo<s<r [|E(8) |-
On commence par vérifier le lemme suivant.

Lemme 1.14
Pour 4, v € Er o et e >0 0n a:

1B(, 7) () |lger + | B(T, @) ()llg0r <

< 0 (e sup 17(5)ls (sup, V5 [7ll=)*(sup, 7))~ (1.14)
0<s<t o<s<t o<s<t

+M(€) sup [I(s)llg sup \/Ena(s)um)
o<s<t 0<s<t
et ausst
VEIB(@, 0) )l + VEIBE, D))l <
<c (\/ sup [|3(3)]p sup V3 IIﬁ'(S)Ile\/( sup /3 7(5)ll=)**(sup 9(5)llg)—
o<s<t 0<s<t o<s<t 0<s<t

<s

+ M()* sup v/5 [[(s)lp \/ sup ||&(s)||s, sup \/Euff(s)nw) :
o<s<t 0<s<t 0<s<t
(1.15)

(En particulier, si £§%\/§”U(S)“Lw = }31_1)1%\/§||v(s)||14co =0, on a bien ilil(l) | B(@, 7)(3)|lpe0 =
0 et B(@,7) € C ([O,T[, (B%’l)3).)
PREUVE DU LEMME: les transformations de Riesz opérent continiiment sur BOE’I, de sorte

qu’on peut se ramener 4 I’étude de 'opérateur scalaire A(u, v)(t) = [; et~92v/=A(uv)(s)ds.
On remarque d’abord que a défini par e®v/—A = a(D) vérifie |a(z)| < ﬂ%; : il suffit

de remarquer que (1+ |z|*)a(z) = @ Jrs(Id+AZ) (€] e ¢")e¥@8d¢ et que AZ(|€|e ) =
Co+pB(&) ot B(&) est 0(#) au voisinage de 0 et & décroissance rapide a 'infini, de sorte que
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B € L'. Cela entraine pour f € Ey, [la * f|l, < C||f|lg, puisque Z sup |a(y)| < +oo
keZ3 yGB(k 1)

(ot B(z, R) est la boule fermée de centre z et de rayon R), et donc a * f € Cy (par densité
de S dans E; et puisque pour a € L! on a a * f € Cp lorsque f € S). En particulier pour
u,v € E on a v/—Ae?(uv) € S},

Pour montrer I'inégalité (1.14), il suffit d’estimer I = ] ”e(t““‘)AMuv(s)”B%l ds.
Pour cela, on écrit I = [} > ez Iids avec I;(s) = ||Ajet=94y/— Auv(s)||- 1;(s) se controle
facilement :

150 (2) 1)+ 1850,

: s D _
1(s) <inf (R LIV=E0 () I 12%¢

' J —2]-— juv(s
<cinf (¥, s ) 12Ol

' J ——2J——— €) ||lv u(s €||lu(s v(s)||¢
<Cinf (2, sy ) (MO 1) (@)l + € (o)l | (;uw
(27 |lv(s)llg)' ™

et donc

I<cC (eosup lu(s)llg ( sup, Vs 1o(s)llge=)*( sup. lo(s)llg)* =

/ Z inf [ 27, j i ds
4-7(t - S))2 s?

JEZ

+C M (e€) suP \/_||u(s)||L°° SUP “U(S)HE/ me( (4—_7_(?2%3)7) %)

JEZ

<C (< sup, Iuto)le (392, V5 1l s0p, (o))

+ M(€) sup V3 [u(s)lle sup uv(s)nE)
0<s<t 0<s<t

car les deux intégrales se majorent respectivement par

/t ds _/1 do
0 S%(t—S)l—% - 0 0'%(1—0')1_%

et par

[ 7r==[ #r=
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Pour (1.15) on part de I'inégalité (qu’on vient de démontrer) :
s o,
=¢ (32 (t ) —zellu@)le (Vs llv(s) =) lo(s)lle

1
+ _\/_g.\/i_—__sM(e)\/E llw(8)|lg.00 ||U(S)HE)

t—s
ez Aw(s)“Lm < C\/tlt; lw(s)|lg pour en conclure:

et del

He(t‘s)A\/——A(uv)(s)“ )

C u(s)|lg v(8) || ) llv(s
< (S )i ()l (V5 lv(5)[lp00 ) lv() 15~

M (e)
Vs(t —s)

+

NI ||v(s)||E) ;

par ailleurs

“e(t S)A\/—uv(s)H

Vs [|[v(8)llpe0
d’ou en moyennant :

”e(t")‘\m uv(s) “L“’

sc(e% - _i = V 1(8) 1 V5 ()l (V5 [0(5)llee )= () 15

s%+%(t

+ MO} 5= V5 [u(lle v/ 10(5) e V5 uv(smm)

+ (t —8)‘

et (1.15) est démontrée car les deux intégrales se majorent respectivement par

/t ds _ o
0 siti(t—s)"%  VtJo otti(1-0)"%

/t ds _i/l do
0 3%(15—8)% \/i 0 o‘%(l—a)%'

Le lemme est donc démontré.

et par

31
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FIN DE LA DEMONSTRATION. Il s’agit de trouver T', R et p pour que F soit contractante
sur Ez,r, et laisse Er,g,, stable. On écrit ||F(@) — F(9)|lg,,, , = B(d — ¥, @) + B(¥, & — 7)
et on applique (1.14) et (1.15) pour obtenir, pour @, € Er,g:

|F(@ ~ F@)llg,,.. < C sup 1i(s) = #(6)lley,., (R + M(p+VevFp+ VM(e)p)
de sorte que on va imposer (eR + M(€)p + /ev/Rp + /M (e) p) < & il suffit de prendre

€< 3CR

. 1 1
P (90261%’ 3C(M(e) + \/M—(e») |

ce qui fixe le choix de p en fonction de R.
Il reste a assurer que Er, r soit stable sous I'action de F'. Il suffit d’écrire pour 4 €

ET,p,R, pour t < 7T':

|1F (@) (t)llg < ||leao||g + I|B(@, @) (t)|lg
< ||@o|lg + CeRp*R'™® + CM(e)pR

et

VENF(@) #)lle < VE||e2B0|| e + CVeV/pRV PRI + Cy/M(€)p+/pR.

Si on impose a p les conditions supplémentaires

p S min 1 1 1 1 b]
(16C2%eR?>~2)a (4CM(€)2)%R
on obtient

IF@Ols < I1Folls +

VEIF@) Ol < VE[le ]| e + 5.

On prend donc R = 2||tdp||g, p assez petit (en fonction de R), puis on choisit T" tel que
SUPg<icr V't ||etAﬂ’o||Lm < £ et la démonstration est terminé: Ez, r est stable et F' y est
contractante. ¢
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1.5 Unicité des solutions « mild »: les espaces limites

« réguliers »

Nous nous intéressons dans cette section et dans les suivantes au probléme de ’unicité
des solutions dans F = C([0, T[, E3) pour un espace limite E. Rappelons que I’existence de
solutions « mild » a été établie & I'aide d’un théoréme de point fixe dans le sous-espace
F. = {@ € F/ Vti € (L*°(]0, T[xR?))3, lim;0 v/t |||, = 0}. L’unicité dans F, est donc
immédiate et le probléeme est de s’affranchir de la contrainte v/¢@ € (L*°(]0, T[xR?))3.

1.5.1 Un cas élémentaire: le théoréme de Le Jan et Sznitman

Récemment Le Jan et Sznitman ont montré qu’il existait des espaces limites E tels que
l'opérateur bilinéaire (@, ¥) — B(#, ¥) opérait continiiment sur L*>(]0, T'[, E?) de sorte que
le probléme de I'unicité se résolvait directement dans L*°(]0, T, E3) [JS97].

Théoréme 1.15 (Y. Le Jan—A.S. Sznitman)
Soit APM = {u(z) € ) t.q. supeegs |€[*|4(E)] < oo} .
Alors B(4,v)(t) = fot Pe(t=9AVY . (G @ ¥)(s) ds est bicontinu de
L ( ]0, oo[, (APM)3) x L* ( ]0, o[, (APM)3) dans L*™ ( ]0, oo[, (APM)3).

Nous en donnons ici une preuve due & M. Cannone [Can97].

Lemme 1.16
Soient f,§ € (APM)3. Alors:

sup [€]|F(F)(€) * F(§)(©)] < Cg:ﬂg BRFOIG] sup €171 F (@) (E)I-

£eR3

PrREUVE : 1l suffit de montrer que:

1 1
T pdn < Cr
/R3 1€ — nl?In|? [3

c’est immédiat puisque I'intégrande est bien intégrable (au voisinage de 0, de £ et & I'infini)
et que l'intégrale définit bien une fonction radiale homogeéne de degré -1 de &. .

PREUVE DU THEOREME: on veut évaluer:

sup sup |£
t>0 ¢cR3

[ 7 (pe=29 - @o9)() (01
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En passant aux composantes et en majorant, on a:

t
sup sup [€[? / e~ 9P €] 1@ % 9) (s, €)|ds
0

t>0 £cR3

<C (SUP sup |§|2|ﬁ(3a§)|) (sup sup |£[2|f1(s,§)|> sup sup (1 — e'tmz)
s>0 ¢eR3

$>0 ¢eR3 t>0 ¢cR3

$>0 £e€R3

=C (Sup sup |€|2lﬁ(8,€)|) (Sup sup |€|2|’5(s,£)|) -
>0 £cR3

¢

Le résultat de Le Jan et Sznitman nous a permis alors de résoudre le probléme de
I’unicité pour E = AH! = {u € S}/ Au € H'} = F??, un sous-espace de L3 que nous
étudions comme cas d’école plus simple que L3:

Corollaire 1.17
Si ||Uo||pqqr €St assez petite, la solution globale d la Kato est l’unique solution dans l’en-
semble C ([0, +oo], (AH!)3).

PREUVE : On remarque d’abord que A! est un sous-espace de APM. Soit ¥(t) une autre
solution dans C ([0, T[, (A%H!)?) avec méme donnée initiale @y(z) = ¥(0, z). Nous donnons
a cela la signification suivante:

t
F(t) = ey — / Pe*=92V . (7® 7)(s)ds dans S
0

Soit to = sup{t > 0 t.q. @ (s) = ¥ (s) sur [0, ¢]} (cet ensemble n’est évidemment pas vide).
Supposons ty < T.
On a, en posant @(t) — 9(t) = w(t):

“w(t)”APM = || B(#, ©)(t) — B(7, ﬁ)(t)”APM
= ||B(w, @)(¢) + B(7, W)(t)|| apm

< © 5up 106)laps | 32 156) s + 50B (5) ]
o<s<t 0<s<t 0<s<t
< C sup 106) g [2 532 15 e + 508 196 e -
0<s<t 0<s<t 0<s<t
@(t) étant la solution a la Kato, V& > 0 [|@(s)||asn < g Pourvu que [|Goflazn < & <
So(AHY).

Par ailleurs il existe ¢; > to tel que supy,;, ||W(s)||azn < 75 8réce A la continuité de
@(t) et U(t) et a la définition de %,.
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Donc 3
sup |[|w(s)||apm < 1,5up W (s)llapm >
0<s<t: 0<s<ty
d’ou W(s) = 0 sur [0,¢;[ dans APM et donc dans AH!, ce qui contredit la définition de
to. ¢

Il est intéressant de remarquer, comme ’a fait M. Cannone [Can97], que I’espace APM
dans lequel on peut démontrer la bicontinuité de ’opérateur bilinéare n’est rien d’autre
qu’un espace de Besov. En effet

APM = B2 = {f € S, t.q. sup 2% ||Aj fllpy < +oo} .
j

C’est, cette remarque qui nous a permis d’étendre ce premier résultat d’unicité & d’autres
espaces fonctionnels limites simples comme nous allons le voir dans la section suivante.

1.5.2 Espaces limites réguliers

Nous allons caractériser dans ce paragraphe les espaces fonctionnels pour lesquels on
peut adapter immédiatement la méthode utilisée pour AH?.

Définition 1.18
Un espace fonctionnel limite régulier pour les équations « mild » de Navier—Stokes est un
espace E limite au sens de la définition 1.5 qui vérifie de plus la propriété suivante

3C > 0 tel que Vf,9 € E [|8o(/0)lls < Csup 1A, fllgsuplldselly  (1.16)
J J

On remarquera que la propriété (1.16) peut se récrire:

185(£9)lle < C2 |l llgllage-

Soit X un espace de Banach ; on notera C, ([0, T'[, X) le sous-espace des fonctions f(t, z)
de L*° ([0, T[, X) qui sont continues de [0, 7 dans X au sens des distributions.

Lemme 1.19
Soit E un espace limite régulier, T € ]0,00] et i(t), 7(t) € C ([0, T], (E)3).

Alors pour tout t € ]0,T| lintégrale B(4, v)(t) = — fot Pe*=9)AV . (Z® 7)(s)ds converge
au sens des distributions vers un élément de (BZ™)3.

De plus B(4,v)(t) € C. ([O,T[, (BOE’°°)3) et en particulier limy_,o B(@,7)(t) = 0 dans
(8')3 et

Ve[0T [IB@)()lgoe < C sup [[(s)llgoe sup [[5(s)]z2e -
0<s<t 0<s<t
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PREUVE : Les transformées de Riesz agissant continiment sur B%’“’, on peut encore une
fois démontrer le lemme pour I’opérateur scalaire A(u, v)(t) = [; e®~92y/=A uv(s)ds. On a
que e®=92/_A uv(s) € EV s € [0,¢] et aussi, foa e(t=3)A/— A uv(s)ds converge dans E C
S V6 € [0,t[. On montre maintenant que V¢ € S il existe limg_,¢( foa et=98/— Auv(s)ds, @)
et que cette limite est dans Sp. On a:

0
(/ et=98/_Auv(s)ds, ¢)
= (ZA / eI/ _Auv(s)ds, ¢)

JEZ
=S4, [ et95 R wn(syds, 2 (2) )
JEZZ /e uv(s)ds, ( )
—JGZZZJ(QJA / elt=98/_ Auv(s)dsQ<D> o)
> 2600 (5)
ol on a appelé f;(0) = 5A; fo et=92/— A uv(s)ds.

On a que f;(9) G E et f;(6) — f;(t) dans E.
De plus, ||fj(0)|l,« < C Vj€Z, Y0 €|0,t]; en effet:

0
-1—/ ' et=98/_A A-(uv)(s)“Lw ds
<3 [ 1 VR 2 (2) 12 18,6l ds
’ f z 27 d
< ——re—r 50,00 50,00
< [ int (2, sy ) 2 o) leges (o) g s
% 1
S/o inf (1,?) daos<1il<)t|[u(s)||3%oo 0s<1§12t||v(s)||}-3%,°o

< C sup ||u(s)||Bg:.oo sup ”'U(S)“BOE,OO.
0<s<t 0<s<t

On conclut que limg_t Y- ;7 27(f;(0), Q (5) 8) = 3_;e2(27f;(¢), ) grace au théoréme de
convergence dominée, et donc dans &' [; e®=94/=Auv(s)ds = 3" ez 2 fi(t).

Enfin on a que So(A(u,v)(t)) = 32,02 Sofi(t) € Co car [|Sof;(t)llpe < C Vj € Z et
Sof;(t) € Cy, ce qui entraine que A(u,v)(t) € Sg ¥Vt € [0,T].

II faut maintenant prouver que sup,ez [ ||A;e¢ 94 V=2A uv(s)||gds < oo.
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Or, d’apres le lemme 1.11:

/Ot HAje(t_’)A\/:Zuv(s)”E ds

< [l (2, ot ) 1wl ds

49t

1
< C sup |Ju(s)||go= sup HU(S)HB%w/
0<s<t 0<s<t 0

1 +02d0

ce qui permet de conclure. IS

On obtient donc le théoréme d’unicité suivant.
Théoréme 1.20
Soit E un espace fonctionnel limite régulier pour les équations de Navier—-Stokes. Alors si
@(t) € C ([0, 4+00[, (E)?) est la solution d la Kato avec donnée initiale @y telle que V-iy = 0
et ||dollg < do(E) et si pour un T € ]0,+o00] 9(t) € C([0,T], (E)?) et 6(t) = ey +
B(7,7)(t) dans ', alors v(t) = 4(t) sur [0, 7.
PREUVE : Remarquons tout d’abord que si #(t) = eAd — [ Pet~)2V - (7 ® #)(s)ds du
lemme précédent il s’ensuit que ¥(0) = uy, ce qui justifie qu’il s’agit bien 13 d’une autre
solution avec méme donnée initiale.

Il suffit maintenant tout simplement de reprendre mot a4 mot la preuve de 'unicité
dans I’espace AH!. En substituant By™ 3 I’espace APM et E & AH! on obtient I'inégalité
suivante :

|16 (2)]|goe < C sup [|ui(s)|lgoee (2 sup ||u(s)||g + sup IIIU(S)HE) :
E 0<s<t E o<s<t o<s<t
d’ol1 on peut conclure. .

Exemples

Proposition 1.21
Pour1<p<3,1<¢g< 400, s= % — 1, Bp? et F»? sont des espaces fonctionnels limites

. .1
réguliers, pour les équations de Navier-Stokes. En particulier H? = B§’2 est un espace

limite régulier.

PREUVE : On utilise le paraproduit de Bony :

| 2
Ao(fg) =200 | D AifSi2g | + D0 | D AgSicaf | + Ao (Z AfY AH—eQ)

<2 lij<2 >-3  e=-2

= A¢a + Ao + Ap7-
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2
180alls < D A Il 1Si-29lle < C [l fllsgeo llgllage

=-2

et ||AoB||;» se contréle de maniére similaire.
Venons au controle de Agy . Onpose g=+00sil<p< 32, ¢g=3si3<p<3.0na

alors p < gq, ’%+%§1et%>l—s=2—%. En posant 7 = 2L il résulte 1 < r < p et
2 2
Af (Z Al+eg) S NAfllgs || D Avreg
e=—2 LT e=—2 La

lse—lsal(3—3 (1-s—3
< 027278267 | fllggee llgllagee = C207 70 | fllggeo llglager

de sorte que ]
1807l < 1807l < € 37 2079 || fllggen llgllgen -

5>-3

Il faut remarquer que pour B;;°° le résultat est vrai quitte a se restreindre a ’adhérence de
S. .

Remarque. Le résultat d’unicité du théoreme 1.20 vaut aussi sans la condition de petitesse
de la donnée initiale. Ce méme résultat dans les espaces de Besov, dans les deux cas de
donnée petite ou quelconque, a été obtenu de maniére indépendante par J. Y. Chemin
[Che97]. '

1.6 Unicité dans ’espace L3

Nous passons maintenant au résultat principal de cet article: I'unicité L3. Nous com-
mencgons par le cas des petites normes, comme pour la section précédente, pour lequel la
démonstration est simple. Le cas général sera traité ensuite.

1.6.1 TUnicité des solutions « mild » globales avec donnée initiale
petite en norme L3

L’existence d’une solution « mild » dans L?® est classique [Kat84]. Par ailleurs nous
’avons retrouvée dans le théoréme 1.6 B]

Si on reprend cependant la preuve de 'unicité dans E limite « régulier », on s’apercoit
que finalement on n’a fait que plonger E dans 1’espace plus grand BOE’°° dans lequel I'o-
pérateur bilinéaire B(,7)(t) est bicontinu. Dans le cas de L3 le candidat naturel est le
Besov B3’°°, qui cependant présente deux sortes d’obstructions. D’abord le produit @ ® ¢

n’est pas en général bien défini dans S, By™ ne s’injectant pas dans L. Ensuite, méme
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en se restreignant aux éléments de L3 C B§’°° on ne peut plus établir la bicontinuité car
la majoration ||Ag(uv)|l;s < C ||u||]-3g.oo ”'U“Bg,oo ne vaut plus. Par exemple, soient uo € L3,
ilp & support dans la boule de centre 0 et de rayon 1, u;(z) = uo(z)e'? &) et v;(z) =

—i927 e 2 3 N N
ug(z)e™? (%1 ; en définissant alors uy = Y_.._, tu; et vy = D j=1Vj on a que uy et vy

J=13
3 ) o 1 v 3 3
appartiennent & L® et Ajuy ~ ;uj, Ajuy = vj, mais dans le paraproduit

Z&o (izz: Z&fuhmﬁlev)

Jj=-3

£ Cllun|lgge lluwllgo
L3

. — 1 ) — N 1 < 1
car ”UN“Bg,oo = C'sup;j<n i “'UN”Bg,oo =C et ijl ; nest pas dominé par sup; <y i
Toujours en reprenant la preuve de I'unicité dans E limite régulier, on peut remarquer
qu’il a été essentiel d’écrire

ce qui conduit a la majoration:
15(2) o= < C sup [[(s) gy (sup |(s)llg + sup ||v(s>nE) -
0<s<t 0<s<t 0<s<t

Cela suggere de préciser 'appartenance fonctionnelle de w(¢) et d’envisager donc une
bicontinuité de ’opérateur B(@, w)(t) qui ne serait plus « symétrique ».

On commence par remarquer que si @, o € C ([0, +oo[, (L3)3) alors w(t) = B(4, @)(t) —
B(7,7)(t) € BS™ Vt > 0, car

|B(@, 9)(¢)|lgo < C sup [|E(s)l| s sup [|@(s)l|ys -
o<s<t o<s<t

En effet, il suffit encore une fois d’étudier ’opérateur scalaire A(u, v)(t).
L’estimation sur [Pe®~2VQ (£) ||, obtenue dans la section 1.4 nous améne &

18,4 0O <€ [ inf (2, 5B ) 18, w) @) ds

Par ailleurs [|A;(uv)(s)lls < C27[|A;(uv)(s)ll 3 < Cllw(D)127 [lu(s)lles llv(s)llLe ce qui
donne

1
do sup |lu(s sup ||lv(s )
5o sup [[u()lls sup [o(s)lus -

4t
1454, v)Olls < C
On a de plus les résultats suivants.

Lemme 1.22
Il eziste C > 0 tel que pour tout T dans )0, +00], pour tout i(t) et #(t) dans C ([0, T, (L3)®)
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< 1lo0\3
et pour tout W dans C ([O,T[, (Bf’ ) ) onapour0<t<T:

1B(@, 7)) ;3.0 < C sup [[@(s)llLs sup [[7(s)l|s
2 0<s<t 0<s<t
1B(@, D) (D)] ;3.0 + 1B, ) (t)] ;3.0 < C sup [[7(s)llps sup ||w(s)]|, 300 -
2 2 0<s<t O<s<t B;

PREUVE : Toujours concernant I’opérateur scalaire il s’agit de montrer que:

| A(w, v)(t)||-5,°o < C sup, llu(s)llLs Sup. llv(s)llcs (1.17)

| A(w, w)(@)]l. ghoo SC sUD HU(S)HLs Sup, ll'w( )”Bé,oo' (1.18)

. 1
La démonstration de (1.17) est immédiate. On a méme A(u,v) € By c BZ™. En ef-

. . 2
fet, I'estimation 27 ||A;(uv)(s)ll 3 < Nw(D)127 [[u(s)lls llv(s)|l s donne comme dans la
remarque précédente:

__¥
(@t - 5))?

43t
1
< do sup |[|lu(s sup ||v(s )
—/o 1+ 02 0<sI<)t” (3)lus 0<sl<)t” (3)lles

2 [18;Aw )@l < © [ inf(, )27 185 (wo) ()l 3 ds

(1.18) se démontre de maniére analogue, en remplagant ’estimation 27 ||A; (uv)”L § <
C 27 ||ul|ys ||vllys par 2% A (vw) |z < C27 ||v|lys [|wl. gl Pour établir cette inégalité, on

écrit, toujours suivant la technique du paraproduit de Bony

Aj(vw) = Aj ( Z A;vSl_gw) +A_7' ( Z AlWS[-QU)

l1-jl<2 [i—jl<2
2
Aj ( z A[’U( Z AH_G'UJ))
1>5-3 €e=—2

= Ajaj + Ajﬂj + Aj’)’j.
On contrdle ||Ajol; 2. en remarquant que [|A;v]l s < flw(D) |1 ||vlls et que

|Si—2wllLs < Z | Akwllye

k<i-3

<C Y Al <C Y 2% ghe < C27 |jwl|, ghe

k<l-3 k<i-3
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On controle ||A;B;||,: en remarquant que ||Awl| . < =7 ||wl. s et que ||Si—2V|;e <

C2 ||v|| - Enﬁn on contrdle ||A;v;|l,. en remarquant que ||A; v||L3 < flw(D): [|v]lL s et
1Al < 275 [|wl], g d0U

1857ll,¢ < C llvllea ol 3 w2 272 < C27H Jolls llull o
2

1>j
puis que ||Ajvy;ll;. < C2 |A;7;ll ¢ en utilisant une inégalité de Bernstein. I

On est donc en mesure de démontrer le théoréme d’unicité des solutions « mild » des
équations de Navier—Stokes globales en temps avec donnée initiale petite.

Théoréme 1.2 (Donnée initiale petite)
Si 4(t) € C ([0,+00[,(L3)3) est la solution & la Kato avec donnnée initiale Uy telle que

Vi =0 et ||@lps <& < do(L?) et si pour un T €0, +o0] il eziste 7(t) € C ([0, T], (L%)?)
vérifiant v(t) = 'y + B(¥,0)(t) dans ', alors i(t) = ¥(t) dans [0, T.

PREUVE : (1.17) nous assure que si U est une solution « mild » avec ¥(¢) € C ([0, T, (L3) ),
alors Vt €]0,T[ v(t) — e*®dp € (B )3 et il en va de méme pour @(t) — etPiy € (B”m)3
donc pour w(t) = 4(t) — v(t). Comme W = B(w, @) + B(¥, W), (1.18) nous donne pour
t€]o,T[:

sup |[|W(s)|l. 3.0 < C sup [[W(s)]|. 3.0 (sup l@(s)|lys + sup IIU(S)IILs) :
0<s<t B; 0<s<t B; o<s<t o<s<t

1
Cela entraine d’une facon analogue au cas régulier que @(t) — #(t) = 0 dans B2’ c S’ et

donc dans L3 ol se trouvent les deux solutions. *
- 3_1,00
1.6.2 Le cas des données initiales petites en norme Bj pour
3<g<6

On sait d’apreés les travaux de M. Cannone [Can95] qu’on peut obtenir I'existence
d’une solution globale dans L? méme en affaiblissant la condition sur la donnée initiale i
et notamment en imposant que ||u0|| 21, SOit petite, ce qui revient a lui demander une

propriété d’oscillation. Le théoréeme prouve est le suivant.

Théoréme (Cannone)
Soit q fizé dans 3 < q < 6. Il existe une constante absolue § > 0 telle que pour toute donnée

initiale iy € L3 avec ol . 2-1.00 < 6 et V-iy =0, il existe une unique solution globale
Bq
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« mild » U4(t,x) des équations de Navier—Stokes ayant les propriétés suivantes :

@(t) € C ([0, +oof, (L?)?)

t27% i(t) € C (0, +oo, (L)) (1.19)
lim ¢27 % ||@(#)]|e = 0.

En outre,

IIU(t)IIB;;_I.w S Clloll 510 (1.20)

On remarque que dans ce cadre on n’obtient aucun contrdle pour la norme sup,q ||u (%),
de la solution. Cependant on peut établir I'unicité de ladite solution quitte & montrer une
nouvelle bicontinuité de ’opérateur bilinéaire. .

Théoréme 1.23
Il eziste &y vérifiant 0 < 8y < & tel que si ||u0|| 2-100 < 0o la solution U vérifiant (1.19)

pour q €3, 6] est l'unique solution dans C ([0, +oo[ (L3)3).

Le pivot de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 1.24 5 100\ 3
Soit q €]3,6][. Il existe C > 0 tel que VT €]0,00], Vi(t) € C ([O,T[, (B:,’ ’oo) ), V() €
- 10\3
Lo (]O,T[, (Bf’ ) ) on a, pour tout t tel que 0 <t < T :
B, W) (t)]|.1 0 + | B, 8)(t)|].1 < C sup [|E(s)]| 2-10 sup |[|W(s)|].2 o -
1B, ) () e + 1B DOl g < C 30 176, 310 52, IT,

PREUVE : Il s’agit encore une fois de démontrer, a ’aide du paraproduit :

[Ao(uw)]l. < C llullﬁ§-x.m 1wl 3,00

j(1—3
185l < 27078 full g yon et
q

T .
I1Sjwll, < C2072 w30 sip>3
2

Si p est choisi tel que en plus  + ¢ > 3 (ce qui est possible grace & la restriction ¢ < 6) on
obtient le controle de “Ao (Z,— 0 Aj uS _gw) H
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On a aussi:
_i
[A5wlle. <272 [Jw]l 3,00 et
2

i(1-3
I1Sjull,, < €202 lell 21,00
q

d’ou par Bernstein le controle de HAO (ZJ_ o AjwS; _2u) H puisque 3 11 + <1
Reste le controle de ”Ao (Zj2_3 Aju zez_z j+€w) ”Lz. On a:

1
185wz < 278 il o et
2
Ajull, < CPYD |lu) s, .,
Bg
d’ou

> 1Aull 1A ewll. < C IIUII 21,00 I|WI| —2<e<2

3>-3

car —1 — % +1 < 0 et donc, par Bernstein,

('Z Aju Z AJ+€w)

€e=-2

o(Z 2 3 AJ.,.ew)

e=-—2

L2 L7

1_1.,1 '
car ; <3+, < 1. .
PREUVE DU THEOREME: en écrivant & nouveau & = 4 — ¥ = B(wW, @) + B(¥, W) on obtient
du lemme précédent Vit < T :

sup ||W(s)]|.1.. < C sup ||w(s)]l. w(QSU 4(8)|| . 3_1.. + sup ||W(s ,;_m).
sup [5(s)lly3.0 < C sUp I(5) 3.0 ( 2 550 1(5)] 3-10 + S0P 1T(5)] 5.

.37,
On conclut alors grace a ’estimation (1.20) et & I'inclusion L3 « B¢ © 3< q < 6. .

1.6.3 TUnicité des solutions « mild » locales

L’idée novatrice pour démontrer le résultat d’unicité d’une solution dans L3 a été celle
d’exploiter une bicontinuité non symétrique de l’opérateur intégrale B(u, ¥)(¢). Cette méme
idée conduit au résultat suivant.

Théoréme 1.2

Soient @y € (L3)3 telle que V -4y = 0, T €]0, +o0] et i(t),v(t) € C([0,T], (L%)3) t.q.
i(t) = Ay + B(@, @) (t) et v(t) = e®uy + B(7,7)(t) dans S'. Alors 4(t) = v(t) dans
[0,T].
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Le lemme de continuité est en effet le suivant.

Lemme 1.25
Il existe C > 0 tel que VT €]0,+oc], Vi avec tsi(t) € C([0,T], (L4)3) et Vw(t) €

¢ (o, 1, (B§’°°)3) on a ¥Vt € 0,77 :

1
— = - 1 < = - s — .
1B(@, 5) ()l 3. + IIB(w,U)(t)IIBgm < C sup s3 [|d(s)]|y ,Sup [[(s)l] 4.

<s<

PREUVE : On considére encore 'opérateur scalaire A(u, w)(t) = f; et~/ =Auw(s)ds.
On veut évaluer:

, t . D .
2# |8 A, w)(#)llp < / Je-2v=A0 (2—) 2% 1125 (uw) |- ds;

on est ramené donc & estimer ||A;(uw)||...
A l'aide du paraproduit on obtient :

18 (ww)lls < C2% flullps lwll 3,00 -
2

En effet on a:

1Sullue < Cllullpe
N ‘
1Ajwlle < C2F [|Ajw]l. < C2F ||wl] 3oe
2

d’ou ’estimation :

< C24 [[wllyy o lells -

L2

Aj ( Z Akak_gu)
I

k—jl<2

On a aussi:

1A ulle < C |lullps
3k _k J
I1Swlle < Z | Akw]|Le < Z 2% 923 ]|w||1.3;,_°° <21 lelB%,m
2 2

k<j k<i—2

d’ou 'estimation:

< C2t [ull . 1l

L2

A ( Z Akusk-zw)

lk—j]<2




1.6. UNICITE DANS L’ESPACE L3 45

Enfin on a:

( > s 3 Ak+eu)

e=—-2

L2

st Yy 1AkwAReull g
k>j—3 e=—2

< C2¥ wl g e 3 278

k>j7-3
i
< C24 ]| 3o N1l
2

On conclut donc que

24 18,4, ) Olls < [ inf (2, D) 241 (w9l ds

50/ 1+((t—s)221

)?
/ ((t—s 22])8 s; s sup S8 1E(s)]| .4 sup |@(s)]|. §w

ds sup st [|(s)l, ,Sup ()l 3.0

S8 0<s<T

0<s<T

<C iug 58 1Z(s)|| 1.4 SUP lw(s)]. e

PREUVE DU THEOREME: il suffit de décomposer

w(t) = B(W,@)(t) + B(v, w)(¢)
= B(@, @ — e*®i,) + B(7 — e*® iy, W)
+ B(w, e*®lp) 4+ B(e* iy, ).
Comme i(t) et ¥(t) sont dans C ([0, T[, (L3)3), les deux premiers termes se traitent comme

dans le cas global puisque sup,,; ||@(s) — e*2dp|| s — 0, supg.,; ||T(s) — 2|l s — O.
Pour les deux derniers, grace au lemme on a que:

|| B(e** o, W) (1)]|. sheo T |1B(, e t0) ()] 3

< C sup s* ||eSAUo||L4 S [[5(s)l] 3.0
0<s<t
oll SUPy.,<, 55 ||e*A o/, — O si t — 0. Nous avons ainsi obtenu I'unicité locale. Soit alors
to = sup{t t.q. @(s) = ¥(s) Vs € [0,¢]}. Si tp < T on a i(ty) = ¥(tg) par continuité; si on
appelle U(t) = 4(t + to) et V(t) = U(t + to), elles restent solutions « mild » avec donnée
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initiale @(o). Donc il existe e > 0 tel que U(t) = V(¢) dans [0, €[, ce qui contredit la
définition de ¢o. On a alors to = T et @(t) = ¥(t) dans [0, T7. .

Remarques.

1) 1l faut préciser que dans les lemmes de bicontinuité qui ont permis d’obtenir dans L3 les
résultats d’unicité globale et locale, le choix des espaces a été tout a fait arbitraire. En
. l’w ~ , . g"‘].,00 3
effet 'espace B2’ peut étre remplacé par tous les B¢ avec q €3, 3[ tout comme
—p l - ~ ’ . AY
Pespace des # telles que supg.,.r 5% ||4(s)||L« < oo peut étre remplacé par celui ol
1_3
SUPg<scr 2 2 [|E(s)[| e < 00 avec g €]3,6].
2) Nous donnons dans la section 1.8 une autre démonstration des mémes résultats d’unicité
en utilisant pour les espaces de Besov la norme équivalente :

sup || (tAe2) f|
>0

By

qui se révele plus adaptée a la structure du terme bilinéaire (voir aussi [CP97]).

1.7 Unicité dans les espaces limites. Les espaces de
Morrey—Campanato

Dans cette derniére partie nous allons présenter une nouvelle formulation des résultats
précédents dans un cadre tout a fait général qui comprendra aussi I’adhérence des fonc-
tions dans la classe de Schwartz dans les espaces de Morrey—Campanato homogenes Mp,3.
Rappelons-en la définition.

Mp,q = {f €M, t.q. sup “R%f(Rac)I < o0}
R>0 Mp

pour tous p, q tels que 1 < p < ¢ < +o0 ol ||f||Mp = SUpP, cR? ||f1|x_x0|<1||Lp. (Pour p=1,
on remplace L! par I’espace des mesures bornées).

Introduisons maintenant les espaces de Besov sur ces espaces M, , (voir aussi [KY94]).

Définition 1.26
Pour tousp, q, 1 <p<g<+ooetseR

By® = {f € 8} t.q. sup 2118, flhg,,, < +00}-
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On vérifie facilement les propriétés suivantes.

Pour p, p' t.q. 1< p <P, [Iflly, < £l - (1.21)
Pour p, p', ¢ t.q. 1 <p < p/, p < ¢ < +co et pour toute f telle que f € M,,,q NL*®
1-5 Z
. < P P .
90, < 1712 1, (1.22)
3j
18 fllee < Cp,g27 |45 fllyy,, - (1.23)
/
: 3
Bse < BYX pour 5,5,p,q,p,¢ tq. p' > p, ¢' = q%, s'=5— 5(1 - 5) (1.24)
1 1 1 1 .
Pour p, q, P/, ¢’ tels que - E <1, —+q— <1, fe Mpq, g € My o alors
. 1 1 1 1 1 1
f GM"’IOI‘I—+——'—,—'+—_—. 1.25
I Ty T 7 (1.25)
Pour p,gtelsque 1 <p<g< +ocoet f & Mp,q alors f = ZAjf dans S'. (1.26)

JEZ
On aboutit finalement au théoréme d’unicité suivant.

Théoréme 1.6 C]
Soit E un espace limite. Si E vérifie de plus que, Vf € E, {le<1 If(z)P d:z:} < Clfllg

pour-un p > 2, alors si @y € (E) telle que V -y = 0, si T € ]0,00], si @(t),7(t) €
C ([0, T[, (E)3) vérifient dans S’ : (t) = e'®idy + B(4, @) (t), U(t) = e® iy + B(¥, v)(t), alors
a(t) =v(t)Vt € [0,T7] .

Remarques.
1
1) Sil’espace limite E vérifie que, Vf € E, {flzkl |f ()P dx} * < C| fllg pour p > 2, alors

1
E C M,3 C Mys. En effet E C M, car Vz, € R®, {flz—:ol<1 |f(x)|”d:c}p < Clfllg

grace a I'invariance par translation de la norme. Par ailleurs E C M, 3 car

Vzo € R’, VR>0 R {/1 |f (Rz) P dx}; < RC||f(Rz)|lg < Cllfllg

z—zo|<1

grace a l'invariance par dilatation.
2) Pour tout p telque 1 <p < 3ona:

VA> 0 [IAFO2)ly, , = I fll, , -

3) 1 suffit donc de prouver le théoréme 1.6 C] pour E I’adhérence de S dans M, 5.
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En compléte analogie avec le cas L3, on peut établir le lemme suivant.

Lemme 1.27 3
Pour toutes i(t) € C ([O,T[, (Mp,3)3), 7(t) telles que t5 T(t) € C ([O,T[, (M§,4) ), w(t) €

c ([o, T, (B;:,jf)ﬁl), onaVt<T:

1B DOll3.~ < JEALEIN (127)
B D)0l + 1B DOl < C 300 156Nl 0 WOGypn (129
1B, 0Oy = + VB Dl 3 < € sup, 5F 150y, 2 1) (120

PREUVE : On remarque que l’'opérateur B(#, @) est bien défini dans My 3 x M3 — Ml,%

car, sur 'opérateur scalaire, on a:
2
4Ol , < OVE (50 13O, ) -
Pour montrer le point (1.27), on a que:
2 |AjA(u, U)(t)HM

/2’|||e(t ”A\/__Q( )IIhIIAu S)HM

< {/Ot inf (2’*’1', ﬁ) ds} (osélzgtHu(S)HM”)2

<0 (sup lutell,)

0<s<

et on conclut grace a l'inclusion (1.24) B1 s C B . Pour le point (1.28) on a:

2} 127 A(u, w)(®)lha, , < /0 inf (21'(51(7%?)2) 2} 18 (ww)(5)lly, , ds

A T'aide du paraproduit on verra que:

2% || (ww)lly, , < C2 [lullyy, ol (1.30)
’ ,2

donc ‘
2% A;A(u, w)(t)||x < C sup ||u(s)|ly. . sup [[w(s)|l. 3. -
14, A( )( )”Mi2 = O<sI<)t” ( )”Mp,a 0<SI<)t” ( )”Bg:2
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Pour montrer (1.30) on rappelle que:

Aj(uw) =
2
=Aj Z AI'IUSI—TU + Aj Z A[USl—zw + Aj ( E A;w Z AHeu)
l1-jl<2 [1—j1<2 >5-3 e=—2
=a; + B +7;

Pour o on écrit :

II%IIMé <c2t y 12wy, , > Akl

|l ]|<2 k<l—-2
< Cllwlly.0 25275 372" ully,
§2 k<j
< C2 llwll 3 oo 1l 5
§2

grace a (1.23).
c 1o
Pour 3; on a que, grice a (1.24), Bz’00 C B,g" et donc:

j i
28 1Billyry, <C2% 30 D 1Awwllyg, 1Arlly,

l1—jl<2 k<i—2
< C2% |[ull, o llullys,, S 28
§2 k<j
< C2 ||wl|. oo [ellvty g -
gz

Pour v; onaB CB' * avec r = —P-— <2etr> 4,car on peut assumerp<4 ce qui
3
donne, grace a (1.22), (1 23) et (1.25):

22 ”’YJHM§ 23 ”'YJ”M 2(1-)2

. 3i(1-& (1— L )
S 02% ”’yJ”M _Lar 9 J( 3p 2(1—;;2:‘,)
1—
< C29290%) 3 w31 260 Jully,
k>j—5 B3
<C¥ llwll .00 ll2ll5g, 5 -
§2

car1—§+3—%=2.
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Enfin pour le point (1.29) nous allons montrer & 1’aide du paraproduit ’estimation :

. .
23 IIAJ'(W)III\'%2 < C29 vl , lelﬁgf (1.31)

qui donne:

9% nAJ‘A(v,w)(t)HM§

< C/ 1nf< 357 = ))2) 2% ||Aj(vw)(s)||M§‘2 ds

1 1
=¢ 1. a
/ 1+(22](t )) “ (3)” ?:s “v(s)”M§,4 S
t
< C'/O T _13) dsosgg ”’w(s)” &m suptss ||U(8)HM§,4

Pour montrer (1.31) il suffit de remarquer que, de maniére tout a fait analogue au point
(1.28), on a:

[ 3
2 ol , < Cllwll 3.0 > 2% 1 Akvllysg

éz k<j
< C2% ||w]|, ;wllvHM
§2

grace a (1.23).
Ensuite:

2Bl , <28 32 37 lAwwllyy, 14wl

li—jl<2 k<l—2
< C2% fJwll gy 10l , > 25
§2 k<j
< C2¥ ||u]|, s 10l
gz
1
grace 3 l'inclusion (1.24) B3> ¢ B8 T oty (1.25).
3
Enfin:
22 217
”’)’J”M§ “’YJ”MS 4
<024 3 fully ol
k>j5-5 éz

< C2% |ju), aho IIUIIM
§2
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¢

PREUVE DU THEOREME: la démonstration est tout & fait similaire au cas local L3. 11 est
bon de faire quand-méme une précision. Pour montrer 'unicité de la solution, on est amené
a écrire la majoration suivante:

4(t) — ()] .1.00 = [T 200 < sup ||[W(s)]|.1 . At
1) = 50)lly3= = 1T~ < s 1) A
ou

A(t) =2 su s% e A,

(t) =2 sup s% [|edly,

+ sup ||@(s) — e*2 ||, . + sup ||F(s) — e Pl .
0<32t ” ( ) OHMP,3 0< Et ” ( ) OHMP,;;
Pour affirmer que A(t) — 0 pour ¢t — 0, il faut souligner que la donnée @, est bien dans

E — Mp,s et que le semigroupe de la chaleur agit continiment sur E. .

1.8 Remarques finales

1.8.1 Sur l’existence des solutions « mild »

L’unicité des solutions pour un espace limite E a finalement été démontrée dans I’espace
plus grand Mp’g. Il pouvait en étre de méme pour l’existence des solutions « mild ». Nous
avons toujours supposé E C L2 ce qui, entraine E C My 3. On peut donc montrer d’abord
I’existence de solution « mild » dans M2,3 puis un résultat de propagation de la régularité
initiale: si la donnée est plus précisément dans E alors la solution reste dans E.

On peut méme abandonner I’hypothése E C L2 _: elle n’intervient que pour la discussion
de l'unicité des solutions dans E (car il faut alors que @ ® ¥ ait un sens dans E3). Pour
’existence, grace aux propriétés de régularisation du noyau de la chaleur, on se rameéne 2
des calculs dans ENL* et & ® ¥ a toujours un sens. Le cadre de I’existence de solutions
« mild » est donc ’espace de Morrey—Campanato Ml,g [Kat92] ou I’espace de Besov BIB}}OO’

0<r<1[KY94]

1.8.2 L’espace de Lorentz L3> et I’unicité L3

Nous avons remarqué que dans le cas d’un espace limite régulier, 'unicité dans E
découlait immédiatement du fait que 'opérateur bilinéaire scalaire A est continu sur l’es-
pace L°°(B(E’g°°). Pour L3, cette démonstration ne fonctionnait pas, A n’étant pas continu
sur L°°(Bg’°°). Cependant, Y. Meyer s’est inspiré de notre démarche pour chercher un
autre espace limite B qui contienne L? et tel que A soit continu sur L*°(B). Dans [Mey96],
il prouve que B = L3> convient. De plus, cette estimation n’est méme pas réellement
nouvelle (voir la remarque a ce sujet dans [Lem98a]) !
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1.8.3 Encore une démonstration de ’unicité L3

On peut faire une démonstration plus directe (sans le paraproduit) de l'unicité L3.
Eviter d’utiliser le paraproduit permet de sortir du cadre R3 et d’envisager le cas d’un
ouvert a bord (cf. le paragraphe suivant).

Par souci de simplicité, nous nous limitons au cas des solutions globales en temps.

Comme on ’a vu , I'unicité dans C ([0, +oo[, (L*(R?))?) des solutions « mild » de Navier—
Stokes se ramene a des estimations de continuité de ’opérateur scalaire :

A(u,v)(t) = /Ot et=98/_ Auv(s)ds

¢ (t—s)A 1 ds
= ; (t —s)Ae muv(s)t —

/Qt smuv(s)t—s

de L* (]0, +oo[ , L3(R%)) x L* (]0,+oo[, L3(R?)) dans L*® (]o, +oo[ , B§’°°(R3)) et de
L (10, +oof , L3(R®)) x L (10, +oo[ , B *(R®)) dans L= (10, +oof , B§’°°(R3)) .

Les mémes résultats restent vrais dans le cas de L™(R™), quitte & choisir opportunément
I’espace de Besov. Nous présentons maintenant notre nouvelle preuve en nous placant dans
R™.

Il nous suffira en fait de remarquer que les espaces de Besov peuvent étre aussi ca-
ractérisés 3 travers le méme noyau de convolution Q, = tAe*® qui apparait dans I’intégrale.
En effet, dans R" on a pour s < min(2, %) :

. ‘ ~ - - ~v tA
1 llsg = sup (145 fllgge= = sup [[t8e*2 ]

sy = SUP[|(#4)%" f | gy -

Cela nous permet de ramener le probleme de la bicontinuité & I'opérateur plus simple
A=z uv, grice au lemme suivant.

Lemme 1.28
Soient T €0, +00] et f(t) € L® (]o T], B2’°°(R")).
Alors il existe C > 0 (indépendant de f) tel que:

/ Qi-sf(s t— s

ab o SC sup [[f(s) 300 -
P

0<s<t
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PREUVE : On évalue

sup

t
QH/O Qt—sf(s) ds

6>0 t—s B%

to(t—s)f ds
<5 | Gmrr | QoSO
= a6 Jo (t—s+6)2 Qos+1-2f(5) zf‘ “t—s

ol Qpii—sf(8) = (0 +1t — 5)2A20+=08f(s),
Grace a I’équivalence des normes on majore par:

(s /) o Terar®) SOy
sup [If(s)ll, 3
2:1JL

0 0<s<

<C :
<O gup 1)l

<C sup

¢

Pour terminer, il ne nous reste qu’a établir les bicontinuités souhaitées pour 'opérateur

1
MU’U.

Lemme 1.29 .
Il existe un C > 0 tel que Yu,v € L*(R*), Vw € B (R*) on a:
3 .

1
| A, < Clullee o (1.52)
1
| Az . < ol 0 (1.33)

»

PREUVE : Pour montrer 'inégalité (1.32) on observe que si u,v € L"(R") alors uv €

Lz (R") et aussi \/_—_A\/_uv eLI(R*) C B°°°(R") Donc \/—uv € B%: °°(R") C B’°°(]R")
pour-<qets—3—1

Pour (1.33), on vérifie immédiatement que, pour 25 < p < n, ﬁ est continu de

L*(R") x L?(R*) dans L?(R") et de L*(R") x H},(R") dans H;(R") , d’ou, en interpolant,

de L*(R") x [LP(R"),H},(R")LOO dans [LP(R"),H;(Rn)]m = B2*(R") pour 0 < 5 < 1

([BL76]).

En effet, la multiplication par u E L“(R") envoie L?(R") dans L7(R") avec ¢ 1= % + %
pour 2= < p < +4oo (Holder) et —\/= envoie L’(R") dans Lt(R") avec 1 = ;1_- — 1 pour
1<r < n (Sobolev). La continuité de v — \/—uv et v — u\/—Av sur L?(R") est donc

immédiate. : ¢
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1.8.4 Le cas des ouverts a bord

Que se passe-t-il si ’on considére le probleme de 'unicité L™ pour des solutions de
I’équation de Navier-Stokes sur un domaine Q2 C R ? (On cherche des solutions nulles sur
le bord 99?).

Si Q est borné, une donnée L™ est L2 et ’on pourra utiliser le théoréeme de Von Wahl
[Wah85] pour conclure que les solutions de Leray coincident avec la solution C([0, T'[, (L™)")
de sorte que l'unicité est immédiate. Dans l’esprit du théoreme de Von Wahl on rappelle
aussi le résultat d’unicité dans le tore prouvé par I. Gallagher [Gal97].

Dans le cas d’un domaine extérieur 2 C R®, N. Depauw [Dep98] a utilisé nos méthodes
pour montrer 1'unicité dans L"(2) pour n > 3.
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e Compléments au chapitre 1

Comme nous ’avons annoncé dans l'introduction & la thése, deux nouveaux résultats
complétent ceux exposés dans le premier chapitre. Nous en reproduisons ici les énoncés, en
renvoyant aux documents originaux pour une démonstration.

D’abord, P. G. Lemarié-Rieusset [Lem] a étendu le théoréme d’équivalence 1.4 & un
cadre plus général, comprenant aussi les solutions de Koch et Tataru dont il sera question
dans le chapitre suivant.

Proposition 1.30 (Lemarié—Rieusset) T 1
Soit @ € L2, ,LZ (]0, T[xR®?), c’est-d-dire sup {/ / a(t, :c)|2d:cdt} < +o00.
0 |lz—z0|<L1

xo€R3
On a alors les résultats suivants :

1. le terme PV - @ @ @ est bien défini dans D' (0, T[xR3) et il existe p € D'(R®) tel que

2. si 4 vérifie dans D’

Qi=AT—PV-0Q4
- (1.34)
V-u=0,
alors elle vérifie ausst:
Qi=AT-V -TQ@T—V
X P (1.35)
V-u=0.

Inversement, si de plus @ vérifie limz| o0 fOT flz-zol<1 |@(¢, )|>dzdt = 0 et si elle est
solution de (1.35), alors elle est aussi solution de (1.34);

3. si U est solution de (1.34), alors il eziste 4y € S’ tel que V-ig=0 et que

t
a@(t) = ety — f e(=IAPY . # ® i(s)ds.
0
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Ensuite, R. May [May] a étendu la classe d’unicité pour les espaces limites. En effet,
il a considéré ’espace des multiplicateurs singuliers X' que nous décrirons plus en détail
dans le chapitre suivant (voir paragraphe 2.2.1). Il s’agit fondamentalement d’un espace
de Banach de fonctions de L%, qui envoie par multiplication 1’espace de Sobolev H' dans

I’espace L2: sa norme peut étre définie par
P ; p

1fllx: = Sup I FéllL2 -

¢”Hl Sl

C’est un espace non séparable, contenant L, qui contient tous les espaces de Morrey—
Campanato M, 3 pour p > 2 mais qui est contenu dans M, 3 (voir les inclusions (2.6), (2.7)
et (2.9)). Voici le résultat démontré par May, ol on note par X ’adhérence de la classe
de Schwartz dans X'.

Théoréme 1.31 (May)
Soient 4 et 7 € C ([0, T[, X}) deuz solutions des équations de Navier-Stokes associées d la
méme donnée initiale Uy. Alors u(t) = v(t) pour tout t € |0, T7.
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Chapitre 2

Le théoréeme d’existence de Kato

2.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre le théoreme de T. Kato [Kat84] d’ezistence de solu-
tions faibles des équations de Navier—-Stokes dans un contexte fonctionnel assez général.
Rappelons pour commencer le théoréme original dans une version un peu simplifiée.

Etant donné une fonction @, € L3(R3), il s’agit de démontrer ’existence d’une solution
des équations de Navier-Stokes dans 1’espace des trajectoires continues & valeurs dans L3,
ayant iy pour donnée initiale. A la différence des espaces sur-critiques L? avec p > 3,
I’opérateur intégral

t
B(@,9)(t) = — / -IAPY . 7 @ #(s)ds
0

n’est pas bicontinu sur 'espace £ = C ([0, T, L3®) pour 0 < T < +oo [Oru98], et donc on
est dans I'impossibilité d’appliquer un théoréme des contractions a la transformation

t
F(@)(t) = iy — / e(t=IAPY . ¢ ® @(s)ds

0
dans l'espace €. A la suite des travaux de F. B. Weissler [Wei81], T. Kato avait alors
introduit ’espace « auxiliaire » £ N {v/¢ @(t) € L> (10, T[,L*®°), lim;,o v ||@(t)|l .~ = 0}
en utilisant ’'une des nombreuses bonnes propriétés vérifiées par la tendance de la solution
(jo(t) = e'®1y. Dans ce cadre plus contraignant, il avait pu démontrer la bicontinuité de
B(#, ¥) et donc l’existence d’une solution.

A présent, on sait que le choix de T. Kato n’est pas du tout.restrictif et ceci grace
au théoréme d’unicité des solutions dans C ([0, 7],L3) (théoréme 1.2) et au théoréme de
régularité des solutions dans C ([0, 7], L®) démontré de facon indépendante par P. G. Le-
marié-Rieusset [Lem98b] et R. May [May], qui permettent de conclure que toute solution
#(t) € C ([0, T],L?) vérifie aussi que v/t @(t) € L (]0, T[, L*°). Nous soulignons le fait que
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dés qu’une solution faible #(t, ) des équations de Navier—Stokes est bornée (et la condition
Vti(t) € L™ (J0, T[, L) garantit cela en dehors de ¢ = 0), un théoréme de J. Serrin [Ser62]
permet de conclure que i(t,z) € C¢5 et donc il s’agit bien 14 d’une solution classique.

Diverses généralisations du théoréme de Kato ont été proposées ([AT99], [Mey96],
[Che99]) ; nous avons ici essayé d’exploiter & fond la condition plus contraignante /% i(t) €
L% (]0, T[,L*°) en montrant qu’elle permet en effet de garantir I’existence d’une solution
faible des équations de Navier—Stokes dans C ([0,77], X), ou X appartient & un cadre fonc-
tionnel assez large. Nous avons examiné la cas ou X est un espace, sur-critique ou critique,
régulier ou singulier.

Dans le cas des espaces réguliers sur-critiques (le terme bilinéaire B(#, ¥) est bicontinu
sur C ([0,T],X), et méme sur C ([O7 T],ngl) comme on peut le voir dans [Can95]) ou
critiques (« limites réguliers » et « limites » suivant les définitions 1.18 et 1.5 du chapitre
1) le théoréme démontré (2.20) s’interpréte plutét comme un théoréme de régularité des
solutions, grace a 'unicité dans ’espace C ([0,7], X). Dans le cas des espaces critiques
nous avons en particulier étendu ici le résultat d’existence aux espaces non homogénes qui
n’étaient pas compris dans le théoreme 1.6 et qui n’avaient été considérés que margina-
lement par d’autres auteurs, dont l'intérét avait été focalisé sur les espaces homogenes, a
norme invariante par rapport a la transformation f — fy = Af()-).

Dans le cas des espaces singuliers (non contenus dans LZ.), la condition v/ i(t) €
L (]0, T'[,L*°) définissant dans S’ le terme @ ® &, permet elle-méme de traiter 'existence
~ de solutions, alors que la question de I'unicité ne peut pas se poser. Le cas que nous avons
considéré d’abord est celui d’un espace de Besov généralisé a indice de régularité s négatif
(théoreme 2.21) ; la caractérisation a ’aide du semi-groupe de la chaleur permet de traduire
immédiatement le fait que la donnée initiale i, se trouve dans un espace de Besov B en
I'appartenance de la tendance e!®i, & un espace du type L?(]0,T[,LP) (ou L? peut &tre
remplacé par d’autres espaces fonctionnels). Nous avons alors montré (lemme 2.22) que,
sous la condition v/t %(t) € L*® (]0,T[,L®), il est tout & fait équivalent de résoudre les
équations de Navier—Stokes dans cet espace « L7 (]0, T[,L”) » ou bien dans C ([0, T}, B).

Ensuite, nous proposons une autre formulation du théoréme d’existence des solutions
de Kato dans le cas d’espaces réguliers (critiques et sur-critiques), comme théoréme de
persistance de la régularité des solutions de Koch et Tataru (théoréeme 2.29) ; ce résultat a
été obtenu en collaboration avec P. G. Lemarié—Rieusset. Nous avons obtenu en particulier
que le temps de vie de la solution ne dépend que de la norme de la donnée initiale dans
I’espace singulier Vbmo.

Dans la derniére partie du chapitre, nous traitons le cas des espaces de Besov a indice de
régularité s = 0 par deux voies, 'une constructive (théoréme 2.30) suivant une adaptation
due 4 Y. Meyer et M. A. Muschietti du théoréme de Kato et l’autre comme théoreme de
persistance de la régularité (théoreme 2.31).
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Avant d’entamer 1’analyse, quelques remarques de rédaction. Tout en conservant la
notation vectorielle 7 pour une solution des équations de Navier—Stokes, nous écrirons
@ € X plutoét que @ € X3 et nous laisserons sous-entendu 1’espace des variables, qui sera
toujours R3, sauf mention explicite. De plus, toute constante C apparaissant sans autre
précision sera susceptible de varier d’une ligne a 'autre.

2.2 Le cadre fonctionnel général

Introduisons les hypotheses de base sur les espaces considérés. Nous noterons par D
I’espace des fonctions C'*° a support compact, par S la classe de Schwartz des fonctions
C* a décroissance rapide, par S la fermeture dans I’espace X de la classe de Schwartz,
par &' I'espace des distributions tempérées et par S; 'espace des distributions nulles a
Pinfini défini dans le paragraphe 1.2 (définition 1.8); par A — B nous indiquerons enfin
que l’'injection de A dans B est continue.

Définition 2.1 (espace de Kato)
Soit E un espace de Banach de fonctions tel que:
a) SHE—E
b) S°=E
c) Voo € R ||f(z +z0)llg = If(z)llg
d) E — BZl>. .
Nous appellerons dans la suite espace de Kato tout espace vérifiant les conditions de a) a
d).

Pour faire des commentaires sur ces propriétés et notamment sur la derniére E «— B 1>,
il convient de rappeler la définition d’espace de Besov. Nous recourons, comme ce sera le
cas tout au long de cette thése, & une décomposition de Littlewood—Paley; on pourra
en trouver une introduction, ainsi qu’une description plus détaillée des espaces de Besov
homogenes, dans le paragraphe 1.2 du chapitre 1. Des références classiques sur ’argument
sont [Tri83], [FIWI1], [Pee76] et [BL76]. Nous considérons ici le cas général d’espace de
Besov sur un espace de Banach E quelconque.

Définition 2.2
Si E est un espace de Banach dont la norme est invariante par translation, on définit pour
s €] — 00,+00[, g € [1,+00] l’espace de Besov Bg? de la fagon suivante :

By' ={f €8 :Sf€cE et 2||A;fllg € U(N)}.

Pour s € | — 00, +00|, q € [1,+00] on définit I’espace de Besov homogene B%? de la fagon

suivante : . .
Bp?={f € §'/CIX] : 27°||A;fllg € 1(Z)}.
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Il s’agit d’espaces de Banach normés respectivement par:

Q|-

Hf“B;:'q = ”SOf“E + {Z@js ”Ajf“E)q}

320
1
. q
1 e = {Z(zfs nAjan)‘I} .
j€z
Dans le cas des espaces homogenes nous avons commis un abus de notation, en écrivant
[|£ll 33, méme si f est une classe d’équivalence de distributions. Nous rappelons cependant

que, si D .z A;f Sy (ce que nous avons indiqué dans le chapitre 1 par « f € S} »), on
peut injecter I’espace BI’;’" dans &' en choisissant le représentant de f donné par ) jez DS
On peut démontrer les inclusions suivantes:

'
By CBIY s <s,

By'C By ¢ =g (2.1)

(Pinclusion (2.1) est aussi valable pour les espaces homogeénes correspondants). Nous sou-
lignons aussi les inclusions entre espaces homogenes et non homogenes:

B CBY 50
By? C BY? s <0.

Nous utiliserons également une définition équivalente des espaces de Besov, obtenue a I’aide
du semi-groupe de la chaleur e*2.

Proposition 2.3 (définition équivalente)
Sotentaa >0, s < a, T >0 . Alors, il existe Cr > 0 tel que:

S,q __ ! . TA T _3
E—{fGS.e fEE et {/ (t2
0

waremarer]) 2 <ol
(2.2)

Pour une démonstration de ’équivalence des normes voir [Lem]. Remarquons que si s < 0
on peut choisir a = 0 et, dans ce cas, si f € Bg? \Bg?, alors limy_, ;o Cr = +00. Toujours
pour s < 0, on peut caractériser les espaces de Besov a l’aide des seuls opérateurs S;. On
a en effet:

By ={fes& : 2°|S;fllg € "N} s<0.
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De plus, on peut facilement démontrer que, pour tout s <0et 7 > 0:
3,q ’ —5 | tA dt
Bgf=<3fe€eS§ : t72 ”e f”E e L?(]0,TY, Y . (2.3)

Si E = L” on écrit plutét B;?, B;’q et on peut aussi définir les espaces de Triebel-Lizorkin
F>9, F2? comme suit (voir aussi paragraphe 1.2).

Définition 2.4
Pour s € | — o0, +00], g € [1,+00], p € [1, +00[ on définit I’espace de Triebel-Lizorkin Fj?
de la facon suivante:

Fpf={feS8:Sofel? et [[2°18O)l[lug € L7}
On définit également l’espace de Triebel-Lizorkin homogene par :
By ={f € S/CX] + 2185 Ollace) € 17}

Pour p = +o0 la définition de ’espace F3Y se fait plutot & ’aide des mesures de Carleson,
comme on le verra plus en détail dans le paragraphe 2.5.1.
On a les inclusions suivantes entre espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin:

BYCF? ¢<p
FpPcBy?  p<y,

ce qui reste vrai pour les espaces homogenes correspondants. Finissons par les injections
de Sobolev (valables aussi pour les espaces homogenes) :

Proposition 2.5 (injections de Sobolev)
Sotent —oco < 8 <s<400,1<g< 4+00. Ona:

B(R") S BJ(R") 1<p,p < +00, s— % O 3
F(R") CFLUR") 1<p,p <400, s — _;ﬁ — s 11;__

Nous pouvons maintenant faire quelques remarques sur les conditions de a) a d) de
la définition d’espace de Kato 2.1. Tout d’abord, les conditions b) et c) assurent que
E — &} et donc qu’on peut reconstruire toute fonction f € E & partir d’'une décomposition
homogene de Littlewood-Paley (voir lemme 1.9). La condition de densité des fonctions
de test dans E n’est pas vraiment indispensable, mais elle nous évitera dans certaines
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situations le manque de continuité forte du noyau de la chaleur sur ’espace E considéré
et nous permettra d’étendre a ’espace E tout entier les bonnes propriétés vérifiées par les
fonctions de test. La condition c) permet d’établir la continuité sur E des opérateurs de
convolution dont le noyau est dans L!; & ce propos on a le lemme suivant dont on peut
trouver une démonstration dans [Lem)].

Lemme 2.6
Soit E est un espace de Banach tel que S — E — &', Vzo € R® ||f(z + z0)|lg = || fllg,

S =E oubien E=F' (Uespace dual de F) et S = F; alors, pour tout g € L', on a:

llg * fllg < llglip I fllg -

Venons-en 4 la condition E < B_1*. Grace 4 la caractérisation (2.3) on a, pour tout

T>0:
feB® o Vte®f e L*®(0,T[,L®).

On peut par ailleurs préciser que, grace & la densité de S dans E, on a de plus que et f € C,
(’espace des fonctions continues, nulles & I'infini) pour tout ¢ > 0.

Il est facile de faire le lien avec le théoreme d’existence de Kato. Il s’agira en effet,
pour une donnée initiale @y € E avec V - @y = 0, de trouver une solution des équations de
Navier-Stokes dans un sous-espace de C ([0,7],E) vérifiant v/¢ u(t) € L™ (]0,T[,L>). Il
est donc capital que cette condition soit vraie pour la tendance e*“ 1y, d’ou la condition d).

2.2.1 Exemples

Nous présentons ici les espaces concernés par cette approche. Nous traiterons le cas des
espaces de Lebesgue, de Lorentz, de Besov et de Triebel-Lizorkin, de Morrey-Campanato
et des multiplicateurs singuliers X,. Nous commengons par un lemme.

Lemme 2.7

Soit E un espace de Banach vérifiant S — E — &', Vzp € R® ||f(z + zo)|lg = || fllg et
tel que supgcr<i A" || F(AZ)||lg £ C||fllg avec 7 € R; alors E — B >*°. On a aussi que, si
supyso A" || f(Az)||g < C||f|lg avec r € R, alors E «— B,

PREUVE : Supposons d’abord supgcy<; A" || f(Az)||g < C||fllg avec 7 € R. Par une dé-

composition de Littlewood—Paley on a, en notant Sof = ¢ * f:

S0 fllL = sup o(y) f(z — y)dy

z€R3 |JR3
< sup |8l I f(z — )llg
zeR3

< l8lle 1 flle -
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Par ailleurs, pour tout 7 > 0 on a:

277 |4 fllpe = 277"

Bof(3) @)

=27 || Aof (= “ <0277 || f(= H
of (). <02 1)
<Cllfllg-
La démonstration dans le cas supyo A" || f(Az)||g < C || f||g avec r € R est identique. .

En corollaire on obtient donc quels sont les espaces de Lebesgue qui sont espaces « de
Kato ».

Corollaire 2.8 s s
- -3 0 —2 00 . . -
Pour tout p >3 on a L? C B! C Bo? C B 1. En particulier, L3 C BZ*™.

Les espaces de Morrey—Campanato

Nous rappelons d’abord les définitions (voir aussi le paragraphe 1.7 du chapitre 1 et
[Tay92], [Kat92]).

Définition 2.9
Pour tous p,q tels que 1 < p < q < +o0 on définit I’espace de Morrey—Campanato M, , de

la fagon suivante :

3
Mpq = {f € Lijoc : I fllm,, = sup Re ||f(Rz)|lys < +oo},
0<R51 uioc

1
0t [l . = 59Pzoews { fomnor 19() Pz}
On définit également l’espace de Morrey—Campanato homogeéne MM de la fagon sui-
vante :

’ 3
Mqu = {f € Lﬁloc : “f”Mp,q = i‘;%Rq “f(Rz)“Lﬁloc < +OO}.

Pourp=1etq>1 on pose

3_
Mig={f € Ms:Iflly,, = sup sup B [ dif| < +oo)

et

y 3_
Mg =1 € M I, = supsupRES [ dlf] < +o0),
z z,

ot Mp est l’espace des mesures de Borel localement bornées et B(z, R) est la boule de R3
de centre x et de rayon R.
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On vérifie facilement les propriétés suivantes:

1
1)l = 5 11y, O<AST

1
1700y, = 3 171y, 2> 0.

On a donc en corollaire :

Corollaire 2.10
Pour tout q > 3, pour toutptelquel <p<gq,onaM,, C Boo"’ C B '*>®. De plus, pour
tout p € [1,3] on a M, 3 C BZl>® C BZb>.

Nous souhgnons aussi les inclusions évidentes: M,, g € Mpg, M, C My 4sip’ < p (et aussi
Mpg C My ), Mpgy €M, ,, si g2 < 1 et LI =M, , C M,, pour p < g. Les fonctions de la
classe de Schwartz ne sont pas denses dans M, , et M, ,. En effet on a, pour tout ¢ € S

lim suqu P {/ |¢(:L’)|pd$}p =0 Vp<g
|z—zo|<R

|zo|—=+00 R>0

3

lim sup R:™> {/ ld)(z)l”da:}P =0 Vp<gq
R—0 ToERS3 lz—zo|<R

lim sup R » {/ |¢(x)|”d:c}p =0 Vp<yg.
|z—zo|<R

R—+00 zoeRS

I1 est facile de démontrer les inégalités de Holder suivantes (valables aussi pour les espaces
homogenes) :

Proposition 2.11 (inégalités de Holder)
Sz'%+%=%, ;-i-l—w, alors

Mp,q ’ Mr,t C M-

Les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin

Nous en avons déja donné les définitions. Nous soulignons seulement les inclusions
suivantes:
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B3? C B°°3 %, CB L, €[l,400| et s> — —
p = = Poo b, q [ ’ ] t = p 1

F2? C B‘9 21 CB L, € |1, 400 (~ +o0o| et s> — —
p = oo = o0 p [ ) [1 q [17 ] t’ - 1

.3, .
Bz ! Cc B> p, ¢ € [1,+00)

.3 .
F; l,q g B;I,OO p G [1,+Oo[7 q e [17+OO]

Les espaces de Lorentz

Nous présentons les espaces de Lorentz comme étant les interpolés réels des espaces L!
et L. Pour un exposé détaillé sur la théorie de I'interpolation, nous renvoyons a [BL76],

[Lem)].
Définition 2.12
Pour p € |1,+00[, q € [1,+00] on définit I’espace de Lorentz LP? de la facon suivante :

LP? = [Ll, Loo]l_l

2d

={feL1+L°°:f=ij ot f; EL'NL™® et

JEZ

2707 |yl € zq(Z)}
.l .
2% ||fjlly € 1(2)

C’est un espace de Banach, normé par:

)
19(Z) “ > 143l 19(Z)

. —4i(1=-1
Ifllpe = _inf  max (“2 =D 1 £l

=Z.jez i
On a donc, de fagon équivalente:
. 1 1-1
L = {f €S f=3 fi ou IflI7 fill" € l"(Z)}
J€Z
et, par conséquent,
LP C {f €S :f=>_f; ou ||fill € l"(Z)} :
JEZ
Cette derniére inclusion montre que L?? C L?, pourvu qu’on puisse choisir les f; & supports

disjoints, ce qui est en effet possible, comme on peut voir dans [Lem|. D’autre part, on a
aussi l'inclusion inverse L? C L?? [Lem]|, d’ou L?? = L?.
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Les inclusions suivantes sont conséquence directe de la définition :
Lt C L% c LPP C P92 C LP™® 1< <p<gp<x

et aussi '’homogénéité de la norme:
1
”f()‘x)”Lp,q = )\_g ”f”vaq ’ l1<p<+o0, 1<g<+00, A>0
p

d’ou
- —g’w
Vp >3 L™ C Bo?' <C BZb™.
Les espaces de Lorentz sont étroitement liés aux espaces de Lebesgue faibles. Voyons com-
ment.

Définition 2.13
Pour tout p € [1,+0o[ on définit I’espace de Lebesgue faible L”* de la fagon suivante :

L”’*={fGS':V/\>0]{x€R3:|f(:r)|>/\}|§f—p}.

ot on a indiqué par | - | la mesure de Lebesgue.

On a alors:

Proposition 2.14
Pour tout p € |1,+00[ LP™ =LP*,

PREUVE : Supposons f € L?»*;on a f =} .. f; avec 97 | fill.: < C (ou ;}+ # =1)
et 27 | fillL= < C. Si pour tout jo € Z on définit g = Ej <jo fi €t h =3, f; on obtient

-1

lall: < C3icso 27 < C27 et Pl < C3255;0277 < C2™%. 1l faut montrer que

C
H{z € B3 : |f(z)| > A}| < 3 Pour tout A > 0. Il s’agit simplement de bien couper f en

g + h en choisissant j, tel que C2™ % ~

N >

. En effet, si ||h|l; o < %, alors

{z B : (@) > M < l{z € B : |g(a)] > 3}

< C% < CEQJ;? < CYo7+3) — 0o ~ _1__
5 A AP
Inversement, si f € LP* il faut décomposer f en > _._, f; avec les propriétés requises. Soit
JEZ JI
donc:

VieZ fi(z):=fl@)x

= r@1<2§y
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On a bien f =} ;.5 f; et

_21
1 fjllpe < 277
__' _'+l
Ifill <277 |{z e R® : |f(z)| > 27 5% }|
< 027529+ = 027,

Remarque. Si on définit
1
| fllLe = il;lgx\l{x €R’: |f(z)| > A}7,

on peut vérifier qu’il s’agit d’une quasi-norme. Néanmoins, on déduit de l’identification
LP* = LP* que l'’espace de Lebesgue faible LP* est tout de méme un espace de Banach
(voir aussi [BL76], [SWT71]).

Nous soulignons aussi 'inclusion des espaces de Lorentz dans les espaces de Morrey—
Campanato:

Vp>1, Vg€ [l,+00], Vt <p LPICLP®C M, C Mg, (2.4)

Pour démontrer facilement cette inclusion, il est bon de rappeler une définition équivalente
des espaces LP'*° qui s’exprime en termes des moyennes sur les ensembles mesurables.

Proposition 2.15
Pour tout p €]1,+00[ on a la caractérisation suivante :

L = {f mesurable :Vt < p, sup |E| % g (/ |f(:c)|tdx) <C< +oo} (2.5)
EeBy
ot on a indiqué par By l’ensemble des boréliens mesurables de mesure finie.

PREUVE : Appelons X l'espace défini en (2.5) et montrons d’abord que X C L. Soit
A>0e E = {z € R : |f(z)] > A}. Alors E est un borélien mesurable et |E| <

/ @dx < %IEP“ d’ou |E|r < % et la démonstration est achevée.

Inversement, soit f € LP** et soit £ un borélien mesurable. La fonction f est mesurable
car f € L! +L*; de plus, on a:

|f (=)
/lf ‘dx—// tAld)\dz

= / tAE! / dzdA
0 En{z:|f(z)|>A}
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= /At)\t"llEﬁ{:v D f(Z)] > AHdA +
0

/+°° tAXTHNEN{z : |f(z)] > A}|dA

A

t oo th
< AYE 1=
< A7 |+/A tA /\pd)\

< AYE|+C——at.
p—t

. . _1
Si on choisit A = |E|™? on aura donc

/ £ (2)|tdz < C|E|"S.
E
¢

Si on compare maintenant cette nouvelle caractérisation de L”*° avec la définition de
Mt,p .

- g
MtsP = {f € Lflloc : Sup sup R%_% (/ |f(.’L')ltdiL‘) S C} y
R>0 zo€R3 |z—zo|<R

I'inclusion (2.4) sus-citée apparait évidente.

Aux espaces de Lorentz s’étendent trois résultats classiques sur les espaces de Lebesgue::
les inégalités de Holder, de Young et les inclusions de Sobolev. Nous en reproduisons ici les
énoncés, en renvoyant & [Hun67] pour les démonstrations classiques. On pourra par ailleurs
trouver dans [Lem] une démonstration trés simple utilisant la présentation des espaces de
Lorentz comme interpolation de L! et L°°.

Proposition 2.16 (inégalités de Holder)
Sil<p;<+4+00,1<¢qg <+4+00,71=1,2,3, 0na:

LPI,QI . LP2:‘I2 g LP3,¢13 -1_ — 1 + 1 l — l + _1_

P3 P P2 @ @ G
LPvo . P15 C ! _1_+l=1’ ..1_.|_..1_=1,
- D a q

LP1,111 . LOO g Lpl,th‘

Proposition 2.17 (inégalités de Young)
Sil<p <+4+00,1<¢q¢<+00,1=1,2,3, 0na:
P11 4 [[P2:92 C [ P393 i +1= i + l, l = -1_ + .1'_ et
- D3 D1 P2 @3 @ Q2
LPr 5 I C LPva,
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Nous remarquons également 1’inclusion :
LP9x 177 CL®,  pe]l,+oof, g € [1,+00),

due 2 la dualité entre LP4 et L? ¢ (voir [BL76]).

Proposition 2.18 (injections de Sobolev)
Si0<a<3,1<p<3 ona:

1 1 l «
——— Pt L =2 te[l,+o0.
(V—-4)e g p 3 [ ]
On remarquera que cette proposition étend le résultat classique:
1

: LP;p — qup 3 quq’

(V=8)=

puisque q > p.

Comme derniére remarque, nous précisons que les espaces de Lorentz peuvent étre
définis aussi pour 0 < p < 1, 0 < ¢ < 1, mais dans ce cas il ne s’agit plus d’espaces normés.
Néanmoins, les inégalités de Holder et de Young sont aussi valables, comme on peut voir

dans [Hun67].

Les espaces X,

Nous allons présenter maintenant des espaces de multiplicateurs singuliers sur les es-
paces de Sobolev, introduits récemment par P. G. Lemarié—Rieusset dans ses travaux
[Lem98b] généralisant le théoréeme d’unicité de J. Serrin [Ser62]; on en a déja vu une
application avec le théoréme d’unicité de R. May [May] en complément au chapitre 1.

Nous commencons par donner la définition suivante.

Définition 2.19
Pour tout r > 0 on définit:

X'={feli :VgeH fgel?}
X"={fel}. :VgeH fgelL?}.
Il s’agit d’espaces de Banach normés par:

||f”xr = Ssup ||fg||L2 )

llgllr <1

Ifllx- = sup |fglly:-

9||Hr <1
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On aVzo € R® ||f(z+ z0)llx- = [|fllx- If(z+zo)llx- = || fll%- et

1
If(A2)llx- < 7 Ifllx-  0<A<T,

1
1f Ol = 55 Wfllxr A>0

d’ol on déduit encore une fois X" C B["*°, X7 C B;o”‘”. On remarque aussi que X™ C XT.
Etant donné que Popérateur de multiplication par une fonction réelle est autoadjoint,
il s’ensuit que:
Ifllx- = sup [Ifgllg-—-,
llgll 2<1
Ifllx- = sup [Ifgllg---
lgll 2<1
On peut établir également quelques inclusions fonctionnelles. Commencgons par la plus
simple, concernant les espaces de Lebesgue.

LEcX™ o

IA

r<

?

LicX™ 0

IA

r<—=,0<t<r.

N|wWwN| W

Ceci provient tout simplement des injections de Sobolev et des inégalités de Holder.
Un raffinement des inclusions ci-dessus est valable pour les espaces de Lorentz:

L3 C X7 O<r<g,

3
Li* c X7 0<r<§,0<t§fr,
ou on a utilisé les inclusions de Sobolev et les inégalités de Holder étendues.
Venons-en aux espaces de Morrey—Campanato. Montrons d’abord que:

X . 3
Xr(_._.ngg, XTQMQ’g, 0<r< 3 (2.6)
PREUVE : Nous traitons seulement le cas non homogene, ’autre étant tout a fait analogue.

Soient f€ X", 0<R<1l,z0€R’et ¢ €D, ¢ =1sur B(%,1). On a:

r—% 2 %z T 2
ri ([ l@pPe) =r (Ia_%ISIIf(RG)I da)

1
2
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< ([ 11Ro)o(o)fdo)

<R ||f(Ro)l x- lollg-
<[If(O)lxr Dllgr < Cllfllx-

d’ou l'inclusion souhaitée. ¢

D’autre part,

M,s C X" 2<p<§, r<g, (2.7)
Mp,% c X" 2<p<§, r< g, (2.8)
M%,g Cc X" 7‘<g. (2.9)

Les inclusions (2.7) et (2.8) sont techniques et nous renvoyons a [Lem98b] pour tous les
détails. Pour (2.9), I’espace Ms s coincide avec l’espace L
démonstration assez élémentalre

PREUVE : Soit donc f € Luloc et g € H"ND. En notant Qy le cube [0,1]> + &, k € Z*, on
a:

moc €t on peut en donner une

/ f@e@Paz =3 | |59 e

keZ3
2
3 -
<> ( / f@ita) " ( / o) I°da
kez3 Qk
avec — = C }-
- 3 o
< ||f|| Z ||9||L0(Qk)
uloc kGZs
< IIfH > llgo(- = k)lIE,
uloc k€Z3

ougp=1sur Qy, ¢ €D
< IIfII > llgs(- = k)% -

uloc kEZ3

Or,

lgd(- — B)llg- = D IID*(gé(- — K))ll.

laj<r
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=2 2 ID°9D76( = )y

|a|<r y+B=a

<> > ID%)l: ID"(- = B)llpe

|la|<r 7+B=a
d’ou

> " llgp(- — k)lIg

kez3

<30 ST 1P%]7. D ID7( — R)lle
|a|<r v+B=c keZ3

<C||gll%

et donc
13lle < C llall 1151, 3

uloc

2.3 Le cas des espaces réguliers

Nous présentons dans ce paragraphe un théoréme d’existence de solutions de Kato dans
le cadre général que nous avons introduit, dans le cas particulier ou ’espace E posséde
une certaine régularité. Faisons un préambule pour essayer de rendre moins obscure la
condition que nous allons introduire dans le théoréeme. Si on veut adapter au cas d’un
espace E « de Kato » la démonstration que Kato avait faite pour le cas de L3, on ne
rencontre en général pas de problémes pour démontrer que la transformation F(i#) =
etAily — [T et=)APY . 4 ® i(s)ds est stable sur un fermé borné de I’espace

Vit @(t) € L™ (0, T[, L>) }

Par contre la contractivité peut étre plus compliquée, car il faut s’assurer qu’il existe une
constante C < 1 telle que ||F'(%) — F(?)||; < C||@ — 7]|,. Puisque

| F(@) — F(9)lle = [|B(@ — v, @) + B(7,@ — 7)|¢,

la constante C va étre déterminée a partir d’une estimation de bicontinuité de I’opérateur
bilinéaire intégral B, de la forme ||B(4@,% — v)||, < C*||dl|; ||@ — ]|. Prenons le cas

de L3. Le fait que L* soit un espace de multiplicateurs de L3, et que donc ||fg|l s <
C* || fllLs 1190, Permet d’avoir une estimation du type

|B(@, @~ 9)(t)|ls < C* sup Vs||E(s)|| e sup [|E(s) — 7(s)lIs
0<s<t o<s<t
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(et également pour || B(@ — ¥, ¥)(t)||;s)- Or, quitte & considérer un petit intervalle de temps,
la condition lim;_,ov/%||%(¢)||;c = O nous permet de majorer l’estimation ci-dessus en
utilisant bien une constante C' aussi petite qu’on veut. Si par contre L n’est pas un
espace de multiplicateurs de ’espace E (ce qui est bien le cas pour les espaces réguliers que

nous allons considérer ici) on pourrait avoir seulement une condition du genre ||fg|lz <
C* (£ g l1gllees + llgllg Il fll) qui nous donnerait

1B(4, @ — 7)(t)|lg < C* (Sup Vs ||@(s)llpe sup [|E(s) — 7(s)llg
0<s<t 0<s<t

+ sup /5 d(s) — 7(5)ll e suP ||a<s>uE)-
0<s<t 0<s<t

Si on traite le cas local, ou on ne peut pas imposer la petitesse de la solution dans E puisque
la donnée initiale n’est pas controlée, on ne peut plus rendre contractante la transformation.
C’est pourquoi, on cherche & avoir plutét une estimation « & poids » du genre

I £glle < C* (IIflle gl + llgllE gl I1fllze) (2.10)

ol on a encore une contribution de la norme L* de g dans le deuxiéme facteur du
membre de droite, qui jouera le role du terme qu’on peut rendre petit dans ’estimation
de ||B(#@, @ — ¥)(t)||g- A cause de la non homogénéité de la norme E, il nous a paru plus
simple de formuler la condition (2.10) sur les blocs dyadiques; par ailleurs, nous allons
systématiquement démontrer une estimation plus forte sur le terme de fluctuation B(%, ),
a savoir ||B(, v) (t)”EoE,x plutdt que ||B(#%, 7)(t)||g, d’ou 'intérét d’une estimation sur les
blocs. Passons maintenant a ’énoncé du théoreme.

Théoréme 2.20
Soit E un « espace de Kato » tel que, de plus, il existe o € [0,1], o € ]0,1] tels que, pour
tout € > 0, il existe M(g) > 0 vérifiant:

V6,9 €ENL®  [1A;(f9)lly < M(E) Ifllg gl + 2% IF1IE | fll™ llglle V5 € Z.
(2.11)

Alors, pour tout iy € E avec V-idy = 0 il eviste T = T (dy) et une unique solution
des équations de Navier-Stokes i(t) € C ([0,T],E), telle que v/t i(t) € L*° (J0, T[,L*°) et
limeso v [[(8)ll= = 0.

La démonstration, technique, suit les lignes de celle concernant les espaces limites
homogenes, qui vérifient donc [|f(Az)||z = 3 ||fllg (théoréme 1.6). C’est pourquoi, nous
préférons la mettre en annexe, pour continuer ici avec d’autres commentaires. Tout d’abord,
si L™ est un espace de multiplicateurs de E, la condition (2.11) est vérifiée de fagon banale,
car:

14;(fDlle < Cllfglle < ClIfllg llgllpe -
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C’est le cas de tous les espaces « modelés » sur L?, c’est-a-dire L? pour p > 3, M, , et M, ,
pour g >3et 1 <p<gq,LP"pourp >3, 1< q< +oo. C’est également le cas des espaces
X" et X" pour 0 < r < 1, car, pour tout f € X", pour tout g € L>* on a:

sup ||fgélie < l9llLe sup [IfllL--

ll¢llsr <1 llllyr <1

Le méme calcul vaut pour X".

Il s’agit essentiellement d’espaces qui ne sont pas définis par des conditions de régularité.
Par contre, si on consideére les espaces de Sobolev, ou bien, plus généralement, les espaces
de Besov et de Triebel-Lizorkin, la condition f,g € E N L* contenue dans (2.11) devient
nécessaire. Nous allons montrer dans un instant que les espaces de Besov et de Triebel-
Lizorkin vérifient bien la condition (2.11) pour certains indices s positifs de régularité.

Vérification sur les espaces de Besov

Dans le paragraphe 1.4 du chapitre 1 (théoréme 1.6 B), nous avions montré la condition
(2.11) pour les espaces homogenes B;’q, F;"' avec s = 1—3; — 1,1 < p < 3. Il nous faudrait
maintenant la vérifier pour les espaces non homogenes B;?, F;? avec s > max(0, 31,
s # 0,1 < p < +o0o. Nous ne pourrons ici considérer que le cas % —-1<s < , bour
1 < p < 3. Nous verrons cependant dans le paragraphe 2.5 qu’on peut inclure aussi les
autres cas en utilisant une approche différente. Analysons par simplicité le cas des espaces
de Besov. Puisque B}? = Bp? N 17 et |[fllgse = [[fllgge + Iflless on & [|A;(Fg)llgse =
128;(f9)llgza + 1A;(f9)ll,- 11 suffit donc de prouver que la propriété (2.11) est vérifiée
pour les deux normes. On a: ||A;(fg)ll.. < Cllfglles < ClIfllLs gl < Cllfllpza 9]l e
I reste donc & prouver la propriété (2.11) pour ||A;(fg)llgs» pour 2-1<s5<%0On
peut procéder comme dans le chapitre 1: grace & I’homogénéité de la norme, il suffit de

considérer ||Ag(fg)||gs». On écrit le paraproduit homogene:

F9=Y AxfSkag+ > DkgSeaf +D, D Axfig

kE€Z keZ kEZ |k—1|<2
=n(f,9) +7(g, f) + R(f,9),

d’ou

2 2
Ao(fg) = Ao (Z Akfsk—2g) + Ao (z AkgSk—Zf) +A0 | D ) Avfig

k=—2 k=—2 E>—2 |k—1|<2
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Par ailleurs, ||A0(fg)||]3;,p ~ ||Ao(f9)|l1»; on a donc:

2
Ao D ArfSk-2g

k=-2 Lp
< Clif gz llgllm < C 1l llgge lgllm

1A (f, 9)llL> =

lA0R(f, 9)llLr =

N> N Akalg

k>—2 |k—1|<2

<C Y NAfls gl

k>—2

< Cllglle D 27 (I fllage

k>—2

< Clgllye 1 fllage

Finalement, on estime le terme le plus compliqué. Pour L < —5 on a:

Ao Z Axg(SLf + Z Anf)

k=-2

| 207 (g, H)llL> =

Lp

<> Z 120(ArgAnf)llL- + Z |A0(AkgSLf)lILe

k=-2n=L k=-2
= A+ B.

Pour le premier terme on a:

-1

n=L

< Cllglle I fllggee D27

n>L
< 027 gl [ fllgse

Pour le deuxi¢me on a, pour ¢ = ¢ + §:

2
B<C Y 1Akl 1S Flle

k=-2

2
3_3_s)oks
S C Z zk(” a )2k ”Akg”m ( Z ”Anf“Lt)

k=-2 n<L-1
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n(3-3_s
< Cligllggm 3 2°G73927 || An S,

n<L-1
L—-——
< Cllgllgge 1 £ llaga 257272,

pourvuque%———-—s>0 Commes-;—lﬁ-e 0 < e < 1, il suffit de choisir ¢ > =
2

ce qui est en effet possible car p < 3. Par ailleurs, on a aussi que Z | Ao(ArgSLS)|lL <
k=-2
Cigllgza | fll e comme pour m(f,g). En moyennant, on obtient:

Z 180(2kgSLf)lls < C ligllage 1£11Z-» HfIIBsq 2% (=89

k=-2

ot 27 (39 peut étre rendu aussi petit qu’on veut pour L — —oo. Donc, Ve > 0 il existe
M(e) > 0 tel que:

1 1
1A0(F9)llsge < M(e) | Fllgge llgllLeo + € 1|5 1FllEw [1gllage
d’ol, par homogénéité:
1
14;(F9)llgge < M() [ fllsge llgllLes +e286-2) | 1|12 sa I Fl2 gl

et, en majorant ||-||32« par [|-||gze, on obtient la majoration souhaitée. Cette démonstration
peut étre aussi adaptée aux espaces de Triebel-Lizorkin.

Pour ce qui concerne s > %, les espaces correspondants F;? et B;»? sont des algebres
contenues dans L*; la condition /¢ #(t) € L* (]0,T[,L*) n’est donc pas une véritable
restriction et de plus on peut démontrer I’existence d’une solution des équations de Navier—
Stokes grace & la bicontinuité du terme bilinéaire sur I’espace C ([0, 7], E).

2.4 Le cas des espaces singuliers

L’approche de Kato s’applique aussi a certains espaces « singuliers », pour lesquels
le terme # @ i(s) n’est pas défini; dans ce cas, la condition /¢ @(t) € L* (]0,T[,L>)
devient alors essentielle pour lui donner un sens dans &’'. Déja H. Kozono et M. Yamazaki
[KY94], M. Cannone [Can95], F. Planchon [Pla96], Y. Meyer et M. A. Muschietti [Mey96],
J. Y. Chemin [Che99], P. Auscher et Ph. Tchamitchian [AT99] ont proposé des adaptations
de la méthode & certains espaces singuliers homogenes, notamment aux espaces de Besov
a régularité négative et a leur généralisation utilisant les espaces de Morrey—Campanato.
Dans la suite des travaux de P.—G. Lemarié-Rieusset [Lem98b], nous allons ici considérer
le cas d’un espace de Besov non homogeéne a indice s de régularité négatif sur un espace de
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Banach E admettant L>° comme espace de multiplicateurs. Nous allons d’abord résoudre
les équations de Navier-Stokes dans ’espace ou se trouve la tendance, qui n’a a priori
rien & voir avec ’espace des trajectoires continues en temps & valeurs dans ’espace de
Besov de départ. Ensuite, nous allons montrer que la solution trouvée est tout de méme
continue dans le Besov, et que les deux espaces sont tout a fait équivalents. Il nous semble
intéressant de remarquer que 1’idée de situer la résolution du probléme dans ’espace « plus
maniable » ou se trouve la composante linéaire de la solution (la tendance, pour utiliser le
langage de équations de Navier—Stokes), est de plus en plus utilisée et pas seulement pour
les équations de Navier—Stokes; nous faisons référence par exemple aux solutions de H.
Koch et D. Tataru dans F_!*2 dont il sera question dans la derniére partie de ce chapitre,
mais aussi aux solutions de ’équation de Schrédinger que nous allons traiter dans le dernier
chapitre de cette these.

Voici I’énoncé du théoréeme.
Théoréme 2.21
Soit E un espace « de Kato » qui vérifie, de plus, les propriétés suivantes :

ECB™® 0O<r<l1 (2.12)
il eziste C >0 tel queVf € E,VgeL® | fgllg <Cllfllgllgllie - (2.13)
Alors: )
a) pour tout Uy € S°E avec V - @y = 0 il eziste T = T(i) et une unique solu-

_n—(1-7),00
tion des équations de Navier—Stokes u(t) € C ([O,T],SBE ' ), telle que V't @(t) €

1—r

L= (10, T[,L™), lim V2 [|@(t)ll . = 0 et t = @(t) € L® (0, T, E);
b) pour tout q € |5, +oo[, pour tout @, € Bz avec V - iy = 0, il eziste T = T (i)

et une unique solution des équations de Navier—Stokes i(t) € C ([O, T], Bg(l—’)’q) , telle

que VE @(t) € L (10, T[,L®), £' ||&(#)]|5 € L? (lo,T[, gf)

. _ —(1-7), -
Commencons par quelques remarques. Si E C BZ[**°, montrons que BE( N Bl
pour tout ¢ € [1,+00]. En effet:
Sof € E

eB'""™M o :
Jebe 290 | A, £l € 19(N).
Il faut montrer que Sof € L™ et que 277 ||A; f||l o < C < +o0 pour tout j > 0. Or, si on
indique par S’og = & * g avec $ €S et & = 1 sur supp &, on a:

||Sof||Loo = ”gOSOfHLw

< |||, 1501l < +oo.
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Egalement, en notant Ajf =1 * favec €S et ) =1 sur supp?, on a:

< 279279 1A, fllg = 27907 |18, £l € BU(N) € 1P (N).

Si ¢ < 400, les fonctions de test sont encore denses dans BE(I—T)"’, tandis que si ¢ = +oo ce
n’est pas le cas, d’ou la nécessité de se restreindre, dans le cas a) du théoréme, a I’adhérence
de la classe de Schwartz. Dans les deux cas on est donc dans le cadre d’un espace « de
Kato ». La condition (2.13) est vérifiée par tous les espaces étudiés dans les paragraphes
précédents qui ne sont pas définis par des conditions de régularité. On précisera cela dans
le paragraphe 2.4.1.

Passons a la démonstration du théoréme.

PREUVE: Tout d’abord, montrons que, pour une donnée 4, vérifiant les hypotheses du
théoréme dans les deux cas a) et b), il existe 7" > 0 et une seule solution des équations de

Navier—Stokes # dans 1’espace:

V't d@(t) € L* (]0, T[, L)
lim v/% ||(t) || = 0

—r dt
OF )l < 17 (1071 F)

Wr=<der ([0,T] xR®): (2.14)

normé par

- _ , L
@, = 5B VENTOlw + (65 1T ]| 0

Nous montrerons ensuite, a travers le lemme 2.22, que cela entraine de fagon immédiate
I’appartenance de @ a ’espace C ([0, T, Bg(l—r),q).

Le cas g = +o©

1—7

Traitons d’abord le cas a) olt ¢ = 400 et t'2 ||@(t)||y € L9 (0,7, %) &tz dt) €
L (]0, T[,E). Les hypotheéses faites sur %@, se traduisent directement en I’appartenance de
la tendance et®%@, & ’espace Wr, et cela pour tout 7' < +o00; en particulier, la condi-
tion lim,_,o ||e**@|| . = O vient de la densité des fonctions de test. Passons alors & la
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fluctuation. D’abord pour tous @,v € Wy, pour tout stel que 0 < s <t < 7T on a:

o)

t— s

”e('t VAPV - T ® T s)”

(\/ t=9)r

(grace a linclusion E C BJ"™)
1 1
C
=T V=8 Vi

1 ]- )
<C — su s |1Z(s)|ly e sup sz ||F(s)]. .
B T(\/t—“‘—s)”'l s~z 0<s£t\/—” ()l 0<sI<)t I5t)lle

17 7(s)lle

1 C . N . .
Du moment que o ds = —=, on obtient une premiere estimation pour

\/E___E)r+1 1-% \/t"

V't||B(@,v) (t)||L°°, mais nous précisons cette majoration en vue de ’application d’un al-
gorithme de point fixe. On utilise a cette fin I’estimation directe:

”e(t NAPY . u®v(s)“ |7 ® (s) ]| Lo

\/_
1
< C\/i——sgoiligt‘/—||u(s)||’“°° sup Vs [17(s) || »

pour obtenir, en moyennant,

Vt||B(&, 0)(t)|ly < Crvt ( /0 t ( - T 11_:ds) x

t—s)4 28 4

- — 1l—r —
sup v/ [|(5) (sup V5 15(8) | sup 3 ||v(s>nE)
0<s<t 0<s<t o<s<t

[N

< Cr sup V5@l ( g8, V31Tl 500,55 106)]c )

0<s<t

On obtient aussi lim;_o v/ ||B(#@, 9)()||L» = 0. Quant & la norme ||-||z on a, pour tout
t < T, pour tous @,V € Wr:

1@ ® 9(s)|g ds

@90l < or'F [ fl——

# [ i Ve 1 e s T 1)

l_r ,
< C sup V5 [|@(5)llpe sup ' [|3(s)l5 -
0<s<t 0<s<t
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On considére maintenant 7y > 0 fixé, T' < T}, et ’ensemble fermé et borné:

supT\/fllﬁ(t)llLoo <p

o<t<
WT, R = ue Wr: .
’ sup 5 [[a(@)llp < R [
o<t<T

iyl = Mg, ||Uo||B-(1_r>oo, ou Mr est une fonction crois-
(1-7),00

avec R = 2supg scm, te
sante de 7. Nous rappelons en fait que les normes de Bg définies pour tout 77> 0
par Ny = supgert 2 |[eAdo||; + [|eT4%||, sont équivalentes elles, mais la fonction
SUPg<iert 2 ||e*o ||, est une fonction croissante de T qui peut exploser pour T’ tendant
vers l'infini. En écrivant F (@) — F (V) = B(d — v,4) + B(v,4 — ¥) on a obtenu, pour
u,7 € WT,p, R

I1F(@) = F(9)llw, < Cr ||T = Tllw, ( sup V't ||@(t)l|p + sup \/E”ﬁ(t)”Lm)
o<t<T o<t<T

et
tA —

—r — R
sup 7" [|F(@)(t)||g < sup ' +CpR< = +CpR
0<t<T 0<t<T 2

sup VE||F(@)(t)llp» < sup Vt||e*d|| . + Crov/pR.
o<t<T o<t<T

Si on impose

2C'T0p <l1 < inf ( 1 1 )
inf [ ——, —
Cp ; d’ou p 2CT° QCT
1 < —=5
CrV/pR < 5 P=4C2R

on obtient que F' est stable et contractante sur Wz, g, pourvu que T soit tel que T' < Ty
et Supgcicr VT ||etA'z'£0”L<,o < £, ce qui est possible car lim;_,o V% ||** ]| ., = 0.

Le cas g < 400

Passons au cas b) ot 2= < ¢ < +o0. Soit donc T' > 0 et Wr comme dans (2.14).

L’hypothése faite sur @, équivaut & Pappartenance de e!®i, 3 Wr, comme au cas a).
Venons-en a la fluctuation. D’abord, pour tous 4,7 € Wrp, pour tout 0 < s <t <7T on a:

l o s 500,
1 1 ..

= CT(\/t — 3)1‘ \/t —s ”U ® U(S)HE

(\/z%)rﬁ-l 31"1%_% Vs [|E(s) || 57 19(s)llg -

et=IAPY . & @ #(s) H

<Cr
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Par ailleurs:

\/t—_—g-s-\/_llﬁ(S)llLoo\/_llv( Mz

t—I0PY . 7 ® ﬁ’(s)HL <C

|

d’ou, en moyennant,

Vt||B(g, ﬁ)(t)IILoo
<CT\/_/ —3)2 Z‘ 1- —2L

1

i

=CT\/Z/ 1,7 :rl
0 (t_3)§+2 st

avee £(s) = v/3 17() e (VA7) s [15()11g) * € L0, TD.

Par I’inégalité de Holder on a:

Nlr—-

V3 @6l (V5 17(3) e 857 15(5)]Ig ) * ds

—f(s)ds

2q

2 29—-1

¢ 1 1\ "
VEIB@, D)@l < OrvES [ ((t_s)ﬁsl-ﬁ_%) ds} 1) lrgosp

<Cr ||f(3)”L2q(]o,t[)

< Cr sup /5 [1d(s) g (oilzﬂtﬁ”ﬁ(s)”L*)% |54 1) |

o<s<t

Le(0.¢)

d’ott on obtient aussi lim; 0 v/ ||B(&, 7)(t)|| e = 0. Remarquons au passage que méme si
on n’avait pas supposé que lim;,o v/t ||%(t)|| . = O, on aurait obtenu ce résultat de limite
en zéro grace au théoreme de convergence dominée. C’est pour cela que dans 1’énoncé du
théoréme, la condition lims_,o v/ |E(t)|l.c = O n’apparait pas, étant toujours automati-
quement vérifiée dés qu’on impose les autres hypotheéses.

Passons a ||B(#, ¥)(t)||g- On a, pour tout ¢t < T':

[ A VA s T 9060 s
Si on indique f(s) = /s ||@(s)]|Le s ||v(s)||E € L9(]0, T[), on obtient:

t1;r_1 “ ( t)”E<C/ (t .S') Z "q +;S q
(t—s) s

<C/ t—s)2+l - f(s)ds

+c/ (t_s)zslf(s)
=1+1I.

r

V|| B(@, 9)(t)]g < Ct'F

f(s)ds
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Nous allons estimer ces deux intégrales & ’aide des inégalités de Holder et de Young
étendues aux espaces de Lorentz. Commencons par I. Définissons

f(s) = {f(s) 0<s<T

s<0, s>T.

~ 1
On a alors f € LYR). Sionnote « =1 — § — % onaac€]0,1fet — € La*°(R), d’ou

—f(s) € L™(R), o L = a+ . Par ailleurs, € L= a’°°(R) donc s l} = *Ts |af(s) €

1
|s I“ [s[t==
L“[R), avec 1 +1=1+1-a=1 ; +1. Onaalors |I| < —— — f(s) € LY(R).

Quant a la deux1eme intégrale, par des considérations tout a fait analogues, on démontre
que IT € LY(R), d’ou, en particulier:

II“' |s|

<C “f(s)”Lq(]O T

l=r_1 .,
< C sup Vs ||@(s)]| e HS 279 ||9(s) ||
0<s<T

1—r 1 .
[+ 1B@ ) @)lg| |

Le(]o,T)

L1(J0,T])

On peut maintenant conclure de fagon analogue au cas ¢ = +o00o en choisissant un ensemble
fermé et borné Wr,r C Wr et en démontrant que la transformation F(@) = e*®dy —
fot elt=9)APV . i ® i(s)ds y est contractante.

Un lemme d’équivalence

Pour achever la preuve du théoréme en montrant qu’on a bien @(t) € C ([0, T],Bg (I—T)’q)
—(1 r),00

pour tout g € ]5%-,+oo] (pour ¢ = +co on prendra plutét S P ), nous prouvons le
lemme suivant.

Lemme 2.22
Soient iy € S’ et @ une solution faible des équations de Navier—Stokes avec donnée initiale

iy. Soient E, r, ¢ comme dans le théoréme 2.21, q < +o00. Alors, les deuzx affirmations
sutvantes sont équz’valentes :

i) VI' < Tt 77 4(t) e L4(J0,T'[,E), vt a(t) € L ([0, T[,L™);
i) @(t) € C ([0, T, Bz" ™), V% a(t) € Lz ([0, T[,L™).

—(1-7r),00

Pour g = +00 le méme résultat reste vrai si on considére S © et qu’on ajoute en 1)
Uhypotheése lim;_,o v/t ||@(t)|| = O.

PREUVE : Montrons d’abord i) = ii). Nous analysons seulement le cas ¢ < +o00, ’autre
cas se traitant de fagon similaire. On a vu au cours de la preuve du théoréme 2.21 que le
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terme bilinéaire B(#, 7)) est bicontinu sur ’espace

)

Vit @(t) € L® (0, T'[, L™)
Wp = aer (0,1 x R : lim v/ ||&(t) | = O

1—

* ol e 17 (071 F)

"t

t

Si on suppose donc que @ est une solution appartenant & Wy, on aura que B(, @) € Wy
et donc et®%, € Wy, ce qui implique @, € Bg“"’"’ grace A la caractérisation des espaces
de Besov a indice s négatif & I’aide du noyau de la chaleur (proposition 2.3). Par ailleurs,
Vto € ]0,T'[, @ est encore solution sur [to, T’[ avec donnée initiale @;, = u(to) :

t
d(t) = et-t)8q, — / et=I2PY . & ® i(s)ds,

to

(I—T),q

ce qui donne, pour la méme raison que précédemment, u;, € Bg . On a de plus un
—(1-r)

controle uniforme de la norme Bg " de (t) ; en effet, pour tout to € ]0,7”[, on a:

%o llg=a-re = H(t N e-)2 g, ||

La(]to,T"()

1—r

< ||t — )T % l@@lle

La(Jto,T"[)

t
+ “(t A / et=IAPY . 7 ® @(s)ds
i

0

EllLa(]to,T"[)

1—

1-r_ 1 r 1
< |l¢77 9 ||t “tz"B","t
< [ F T Na@ls |, 0 + [T IB@ DOl
< llally,, +C sup VE[Ia(E) I [|¢5F e :
< llllw,, 0<t<pT, @Il 1Z®) e L1(J0,7"])

On a donc démontré que @(t) € L™ (]O, T'], Bg“‘”)’q).

On examine maintenant la continuité en ¢, = 0. On a lim,_,q 2@y = @, dans
il faut ensuite montrer que lim; ¢ || B(#, ﬁ')(t)HBE(l_r),q = 0. Puisque BE(I—r),q - B;:(l—r),q’

montrons de plus que lim; o || B(#@, @)(t)||53-a-n.« = 0. Nous utilisons une décomposition
E
dyadique. Pour tout o > 0 on a:

BE(I—TLQ ;

IB(@, D) (|2 —a-ne = D (277 A B@@ B)@)lg)"
BE

JEZ
— Z 9—ja(1-7)

t q
/o A;etIAPY . 7 ® i(s)ds
j€z

E
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. t . 27 e
—jq(1—7) : - - 7 i
< CE :2 jq (/0 inf (27, T s)%Qja) |z ® d(s)|lg ds)

jez
<05 v ([ ot e VA IO e s O o)
a ¥ 4 r us oos q US S
= o (t—8)i2% g1=5-5 - .
q e ([f 1 1 ’
C| su s ||@(s)|ly0 2792 / = - ds) X
<0 (g, VA ) 200 ([ o=
t 1—-r 1)
| sCF Pl ds
0

avec 1 + % = 1. Comme q > 2—3; suivant ’hypothese du théoreme 2.21, il existe € > 0 tel
que (5 =+ %) p < 1; on a alors, en choisissant o = 2r — € pour 27 < —\}-—t et @ = 2r + ¢ pour

2 > L
|B(@ D) @)] ¢ ( sup vslao ) [ 5 g ( [ . d8>%
, Bg(l—r)q B s<t L= — o (t—s)E—9pgl=7F
-2J<W
s ([ % 12\’ ] [ s 74
i (] (t— )G P57 o) | [P s
_W |

t

(I_T_l)q = q ) ]q —Jq __‘1
su U(8) | oo s\ z /% li(s ds 209547 + 277954
(<SI-<)\/_”()”L) (/0 |lz(s) I z: E:

?))7-
<o (g VAl ) [«

Venons-en a la continuité en to # 0 et supposons t > .

70 |a(s) |G ds 23 0.

—

1E(t) — @(to)llg_a-na = |1B(E,@)() = BT, &) (to)llg--r1a
< ||B(@, @)(t) — B(d@, @) (to)llg_a-n-

t to
/ APV . ¥ ® @(s)ds — / e(t—IAPY . F u(s)ds
0 0

3=(1-r),
Bg T

to .
< / (e=)2 — =AY PV . 4 ® (s)ds
0

Bg(l—f)yq

+

t
/ e(t=9APY - 4 ® i(s)ds
to

BE(I_T)vq
= A+ B.
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Estimons A lorsque ¢ tend vers t5. On a:

to -
/ (et=92 — lto=)2) PV - 4 ® (s)ds
0 Bg(l-")ﬂ

to -
(e(t—to)A _ Id) / et—=9)APY . 7 ® u(s)ds
0

3= (1-7),
Bg T

car B(4,@)(t) € Bg“"‘)"’ et le noyau de la chaleur agit continiment sur Bg“")’q. De plus,
pour tout g € Bg(l‘”’q on a lim (e(t=%)4 — Id) g = 0 dans Bg“"”"’, d’ou lim; ¢, A = 0.

t—to
Quant a B, on a, pour ¢ tendant vers % :

q

t
/ et=)APY - 4 ® i(s)ds
to

-3 ( o—i(1-1)

)q
JEZ E

a pt
¢ (s VElEO=) [ T Do)l ds 23 0
to<s<t

to

B;:(l—r),q

¢
A / et=IAPY . & ® @(s)ds

to

et ceci grace au calcul fait pour ¢ tendant vers 0. Le cas ¢ < t se traitant de fagon analogue,
on en déduit que (t) € C ([O, T'],Bg (l_r)’q) pour tout 7" < T ce qui achéve la preuve.

Montrons maintenant ii) = i). Nous mettons ’accent sur le fait que la classe de solutions
qu’on a choisie est une classe d’unicité; en outre, les classes suivantes coincident toutes:

A) @) € ¢ ((0,7[Bz" ), v a(t) € L ([0, T[, L), lim V& |@(#)]l 0 = O
B) a(t) € C ([0, T[,Bs" ), V& a(t) € L% (10, T[,L™);

C) @) € ¢ ([0, T[,Bz"~) , a(¥) € Liz. (10, T[, L)
et ceci grace & un argument de compacité di & H. Brézis ([Bré94]), qui dit fondamentale-
ment qu’il n’est pas nécessaire d’imposer le comportement de la norme L*° & 'origine, dés
que la solution est une fonction continue du temps & valeurs dans un espace de Banach.
On récupeére cette information grace a des estimations uniformes en dehors de 1’origine et
a un théoréme d’unicité. Nous adaptons cette remarque & notre cas présent.

Supposons donc 4(t) € C ([0 T[,Bg"~ r)’q) V't i(t) € LS, ([0, T[,L*°) ; nous considé-

rerons encore ¢ < +oo pour simplifier ’exposé. Soit € € ]0,T[; comme u(e) € Bg(l_')"’,
il existe T* = T*(#@(c)) tel qu'on peut construire sur [e,& + T*] une solution « de Kato »
(comme dans le théoréme précédent)

t
7.(t) = =92 4(e) — / et=IAPY . 7. ® ¥.(s)ds,

£
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avec i(e) comme donnée initiale et appartenant & l’espace

vVt —e 9(t) € L= (e, T*[, L)
(t—e) 7 "7 (t) € LY (le, T"[, E) }

Eors = {ﬁ(t) eC ([e,ﬁ[, Bg(l“’)"’) :

ou T* = inf(T, e + T*) (la continuité découlant de la premiére partie de cette preuve). Par
ailleurs, @ est aussi solution avec donnée initiale u(¢) dans £ 7=, car en dehors de ¢t =0
elle est bornée ; grace & I'unicité des solutions dans £, 7=, @ et ¥, coincident sur [, T*[. Or,
siT €]0,T[ et € € [0,T], @(e) décrit un ensemble compact K dans Bg“"’"’. Le temps de
vie T* + £ d’une solution 7, « de Kato », avec donnée initiale @(¢) € K ne dépend donc
que de ||ﬁ(s)||BE(1_r),q et donc est uniformément minoré sur K. Soit donc T(K) le temps

de vie commun aux solutions 7 si € € [0,T]. On a aussi:

€+T(K) 1—r 1
sup / 514 |l7(5)[1L ds < +o0
ecf0,T) Je

car cette norme aussi dépend uniquement de ||%@(¢)||z-a-n.« (Voir la preuve du théoreme).
E
Si on choisit T* < T'(K), on a donc:

T ™
/0 55 —é)qna’(s)ﬂ‘édsﬁlirsrl)iglf/ 39 ||@(s) 1L ds
€

€+T(K) 1—r 1
< lim inf/ sCT 79 |d@(s)||% ds < +oo.
€

e—0

Il s’agit maintenant de montrer que cela est vrai pour tout 7° < T'. Nous utilisons le méme
argument, comme l’a fait aussi R. May [May] pour démontrer la régularité des solutions
des équations de Navier—Stokes dans C ([0, T'[, L3®). Soit donc T; le temps maximal tel que
pour tout T < T3 :

T
/ S35 | g(s) 14 ds < oo
0

et supposons T; < T. L’ensemble H = {@(t)}scjo,1;) est un compact de B, 11 existe
donc T(H) > 0 tel que V7 € [0,T1] la solution « de Kato » avec donnée initiale (7)
soit définie sur [r,7 + T(H)]. Soit donc t, = max (T1 — ﬂzﬂ, 121) € 10, T, et soit 7
la solution « de Kato » avec donnée initiale @(¢p). Par ailleurs, @ est aussi solution avec
donnée initiale @(tg) sur [to, T'[ et, par ’unicité dans la classe B), on a que @ et ¥ coincident
sur [to, min(T, to+ T (H))[. Puisque T2 = min(7T,t,+T(H)) > T3, on a donc que, pour tout
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T tel que 77 < T < T5, pour € € ]0,11215‘1[:

T 1-r 1 tote .,
[ s Fraelgas <c { [T CF Dy as

T
[ o=t ua(s)n%ds} < +oo,
t

o+e

ce qui contredit la maximalité de 73. S

Corollaire 2.23
Les classes suivantes sont équivalentes :

o) @(t) € C ([0, T[,Bz*™7), Vi @(t) € Lz, ([0, T[, L), lim V7 [(t)]| = 0;
b) a(t) € C ([0, T, Bz" "), V& @(t) € Liz. ([0, T[, L*=) ;

¢) a(t) € C ([0,T(, Bg" ™), a(t) € Lz, (0, T[,L*);
4) 5 ta() e () 17 (10, TLE), VZ a(t) € L% ([0, T[, L)
T<T
(pour ¢ = +o0 il faudra considérer la fermeture de l’espace des fonctions de test et ajouter
Uhypotheése lim;_,o V1 ||@(t)|| .~ = 0 dans d)).
De plus, ce sont des classes d’unicité.

2.4.1 Remarques sur le cas de L? (]J0, T'[, LP)

Comme on a déja remarqué, les conditions (2.12) et (2.13) du théoréme 2.21 sont
vérifiées par les espaces sur-critiques pour lesquels L™ est un espace de multiplicateurs.

_3
Considérons en particulier le cas des espaces L? pour p > 3. Si E = L?, alors E C B.” '

\ 2 _(1—§)1q
et donc cela nous amene a analyser par exemple ’espace B, *° pour 272; < q < +oo.
'd
. . . 1 1 3 . . _ 2 2
Si, en particulier, on prend le cas o = 3 — 3 (qui est permis car ¢ = ;—_% > 23), la

solution % construite dans le théoréme 2.21 appartient & ’espace L7 (]0, T, L?). Cpe cas
avait été déja traité dans [FJR72], [GM89] et [Pla96]. F. Planchon avait aussi montré
que si 3 < p < 9, la condition supplémentaire /% @(t) € L* (0, T[,L>) n’est méme pas

nécessaire pour garantir 'unicité de la solution construite, car le terme bilinéaire est bien

)

. = —(1- 3 A . .
continu dans L4 (]0, T'[, L”) et, de plus, si @ € L3 ﬁBp( "1 cette méme solution est aussi



88 CHAPITRE 2. LE THEOREME D’EXISTENCE DE KATO

—3y 2p_
1-2),

dans C ([0,T[,L3) c C ([O, T[,B, ( ”‘3). La classe d’unicité devient donc, dans ce cas:

{a0 e o (10.708,"7%) Mt o.7117)

qui coincide avec les classes présentées dans le corollaire 2.23.

2.5 Une approche alternative a travers le théoréme
de H. Koch et D. Tataru

Jusqu’a présent nous avons présenté le théoreme d’existence de solutions de Kato locales
en temps sous deux formes: ’'une concernant les espaces réguliers critiques et sur-critiques
et 'autre les espaces critiques singuliers (dans ce dernier cas la notion d’espace « critique »
en tant qu’espace ou on ne peut pas montrer un théoreme de point fixe sans hypothéses
supplémentaires a priori n’a pas vraiment de sens car déja le produit ¥ ® @ n’est pas
bien défini). La démarche a été celle de partir d’'une donnée @, dans un espace X et de
construire directement une solution #(¢) dans C ([0,7],X). La limite de cette approche
apparait évidente dans la condition suivante, contenue dans le théoréme 2.20: il existe
o €[0,1] et a € ]0,1] tels que Ve > 0 il existe M () > 0 tel que:

Vf,g €ENL® [|A;(f9)llg < M) Ifllg gl + €27 I FII I IIL= llglle Vi € Z,
(2.11)

en plus de la condition sur g dans le théoreme 2.21 et aux lourdeurs techniques manifestes.
La condition (2.11) n’est vérifiée par exemple que par les espaces de Besov et de Triebel
avec % —-1<s< % et 1 < p < 3; pour s > 13-, on s’en sort autrement mais la méthode
présentée ne peut pas étre appliquée et pour s = % ou bien 3 < p et s > 0 on ne sait plus
comment procéder.

On peut envisager un autre point de vue qui consisterait plutot en un théoréme de
régularité. Existe-t-il un espace « maximal » M ou le théoreme d’existence de Kato fonc-
tionne? Si cela était le cas, on pourrait considérer pour une donnée iy € X C M la solution
de Kato dans ’espace maximal M et chercher a démontrer que les itérées du procédé de
point fixe convergent aussi dans 1’espace plus régulier X. Ce n’est pas trés loin de I’approche
par laquelle M. Cannone d’abord [Can95] et F. Planchon ensuite [Pla96] construisaient une
solution globale dans L3 en imposant & la donnée initiale i, juste une condition de petitesse
dans une norme plus faible, notamment dans un espace de Besov avec indice ¢ = co. Le
candidat naturel pour une telle approche reste toujours I’espace de Hélder C~! = B>
mais a ce jour il n’a pas été démontré que le probleme de Cauchy est bien posé dans cet

espace, méme en imposant des conditions supplémentaires a la solution. Ce n’est que tout
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récemment que H. Koch et D. Tataru [KT99] ont montré un théoréme d’existence dans
I’espace F 1?2 € Bl (Iespace des dérivées des fonctions de ’espace BMO), qui s’adapte
aussi au cas non homogene F !> = Vbmo. Malgré son indice ¢ = 2, il contient tous les
espaces que nous avons considérés jusqu’ici. Il s’agira alors de démontrer un théoréme de
régularité des solutions de Koch—Tataru pour une donnée plus réguliere.

2.5.1 L’espace BMO

Pour un exposé complet sur ’espace BMO et ses propriétés, nous renvoyons au livre de
E. Stein [Ste93]. Nous rappelons quand-méme les quelques notions qui nous serviront par

la suite.
L’espace BMO (Bounded Mean Oscillation) est le dual de I’espace de Hardy #' et est

défini de la fagon suivante:

Définition 2.24
Une fonction f € Ll _(R3) appartient @ BMO s’il existe A > 0 tel que:

loc

sup—l—/lf(x)—fB|dx§A<+oo
B |B|l /g

od B = B(zo, R) est une boule de R® et fp = 17 [ |f(2)|dz.

Si on note || f||gyo = inf A, il s’ensuit que pour toute constante C € Ron a ||C||gy0 = 0.

Il est évident que L*® C BMO mais les deux espaces ne coincident pas: la fonction
f(z) = In|z| qui appartient &8 BMO en est un exemple.

Nous ne rentrons pas dans les détails de cet espace, mais en donnons une caractérisation
a l'aide des mesures de Carleson obtenue par C. Feffermann et E. Stein [FS72]. Pour une
définition d’une mesure de Carleson voir [Ste93].

Théoréme 2.25 (Feffermann—Stein)
On a égalité suivante :

BMO = {f € S’ : sup sup (——2—/ /R |s§e32Af(a:)|2§dx)% < +oo}
. lB(xO’R)I |z—zo|<R J s=0 S

zo€R3 R>0

= {f €S : Isﬁe’mf(xﬂzdx% est une mesure de Carleson} .

On remarquera qu’il est équivalent d’effectuer le changement de variable s = /% et d’écrire

1
2

sup sup ;/ /R’ |Vt ﬁemf(:r:)lzfiidx < 400
zo€R3 R>0 |B($07R)| |z—z0|<R Jt=0 i
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oll on a retrouvé le scaling habituel du noyau de la chaleur et®.

On peut alors introduire I'espace des distributions qui sont des dérivées des fonctions
de BMO. Il se caractérise de la fagon suivante (voir [KT99] pour une démonstration).

Définition 2.26

1
2

1 R?
f = sup sup | ———— / / et® f(z)|2dtdz
“ ”VBMO 20€R3 R>0 |B($07R)| le—zo|<R Jt=0 I ( )I

VBMO = {f € 8': | fllmo < +o0}.

A la différence de l'espace BMO, pour lequel il faut considérer les classes d’équivalence
modulo les constantes, VBMO est un espace de Banach de distributions et il est intéressant
de remarquer que:

IAf(Az)llvemo = Il fllvBmo A >0

ce qui implique que VBMO c BZl® ¢ B,
Il est aussi possible de définir les versions non homogeénes des espaces BMO et VBMO
de la fagon suivante:

Définition 2.27

N

£o€R3 0<R<1

bmo = {f €S | fllome < +oo}

1 B dt
_ l.A tA 24t
”f”bmo - ”e f”L°° + Sup sup (IB(xO,R)I /|3;_1;0|SR /t=0 !\/Z Ve f(x)l t dx)

1 . i
“ ”meo “ “L To€R3 0<R<1 IB(:L‘O, R)I lz—zo|<R Jt=0 ( )

Vbmo = {f €8 1flopme < +oo}.

On peut alors vérifier que Vbmo C B3> (pour plus de détails, voir [Lem]). Dans
les définitions de bmo et de Vbmo on peut également considérer ’extremum supérieur
sur les boules de rayon plus petit qu’un certain Ry fixé, Ry # 1, en obtenant des normes
équivalentes.

Pour finir, on peut considérer I’adhérence des fonctions de test dans les espaces que
nous venons d’introduire, que nous indiquerons, suivant ’'usage de la littérature, VMO,
VVMO, vmo, Vvmo.
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Si on revient au langage habituel des décompositions de Littlewood—Paley et en notant
M Vespace des mesures de Carleson, il est possible de démontrer ([FJ90]) que:

BMO =F3? = {f € §;: > _|A;f(x)’dzdy (t) € Mc}

JE€Z
bmo =F32 = {f € §': Sof € L®et Y _|A;f(z)’dzdy (t) € Mc}
7>0
VBMO = F;ol’2 = {f € 86 : Z 2—2j|Ajf(.'E)|2d.’L‘52j (t) (S Mc}
JjE€Z
Vbmo = F;ol’z = {f eS: Sof € L™t Z 2—2j|Ajf($)l2d$62j (t) € MC}
3>0

2.5.2 Le théoréme de H. Koch et D. Tataru
Le théoreme démontré par H. Koch et D. Tataru est le suivant.

Théoréme 2.28 (Koch—Tataru)
Il eziste ¢ > 0 tel que, VT €]0, +oo|, Vilp € Vbmo telle que V - g = 0 et

1

- o 1 ¢ . 2

”uOHmeo = ”eTAuo“LOO + Sup  Sup (__2_/ / |e3Au0(x)|2dsdx) <kg,
o€R3 0<t<T \t2 J|z—z¢|<vZ J s=0

il eziste une unique fonction @(t) définie sur [0, T[xR3 telle que:

t

i) 4(t) = ey — / et=APY . 4 ® i(s)ds,
0

i) Vvt @(t) € L™ (]0, T[,L>),

1 bl 2
it1) sup sup (—3/ / u(s, :L')|2dsd:1:) < 400.
To€R3 0<t<T \ 12 J|z—z0|<Vi J5=0 :

En particulier Yip € Vvmo telle que V -y = 0 il eviste T = T (dp) et une unique
fonction @(t) définie sur [0, T[xR3 qui vérifie i), ii) et iii) et de plus:
iv) VE||E(E)|ew =3 0

1
1 t 2
v) lim sup sup (—3/ / Iﬁ(s,x)lzdsdx) =0
T—0 z,cR3 0<t<T \ 12 |z—zo|<VE J s=0

Remarque. En utilisant I’argument que nous avons exposé dans le lemme d’équivalence
2.22, on peut facilement montrer que la solution de H. Koch et D. Tataru appartient en
effet & I’espace L™ (]0, T[, Vbmo) et grace i la condition v/# @(t) € L™ (]0, T[, L) elle est
réguliére en dehors de 'origine. On peut par ailleurs montrer [Koc99] qu’elle est en effet
dans C ([0, T], Vbmo) grace & la propriété de stabilité par rapport aux données initiales qui
se démontre toujours a l’aide d’une méthode de point fixe et au fait que si ¢ € SN Vbmo,
la solution # correspondante appartient par exemple a C ([0,T],L3) c C ([0, T], Vbmo).
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En vue d’un théoréme de régularité des solutions de Koch et Tataru, remarquons main-
tenant que l’espace Vbmo contient tous les espaces considérés jusqu’a présent. On a, en
effet, B;7*> C Vbmo pour tout r € ]0,1[, d’ou découlent facilement les inclusions des
espaces sur-critiques:

- Vp>3 LP C Vbmo,

- Vp>3, Vge[l,+o0] LP? C Vbmo,

-Vg>3, Vptelquel1<p<qg M,,C Vbmo,

- Vp€[l,+00], Vs > 2 —1,Vg € [1,4+00] BJ? C Vbmo,

- Vp € [1,+o0], Vs > % —1, Vg€ [1,+00] F%?C Vbmo,

~Vrel0,1] X" c X" C Vbmo.

1,

3
. e . =—1,00 .
Pour ce qui concerne les espaces critiques, on a aussi que B} C Vbmo Vp > 3 (voir

[KT99]), d’ou :
- Vp € [1,+o0[, Vg € [1, +00] Bs_ ? ¢ Vbmo,
- Vp € [1,+o0], Vq € [1,+00] FE_ ! ¢ Vbmo,
- Vp € [1,+o0], Vg € [1, +00] Bs_l’q C Vbmo,

- Vp € [1,+o0], Vg € [1, +00] FE"I"’ C Vbmo,

- Vpe[1,3] M,3C M,3C Vbmo (voir [Tay92)),

- L3 c L¥* C Vbmo, .

—~ X' c X! ¢ Vbmo (grace a 'inclusion X! € X! € My3).
L’idée est maintenant la suivante: si iy € EN Vbmo, la solution de Koch et Tataru reste-
t-elle dans E? Comme dans le cas de I’approche directe que nous avons exposée dans les
paragraphes 2.3 et 2.4, deux cas se présentent : les espaces réguliers et les espaces singuliers.
Nous avons envie de nous affranchir de la condition (2.11), qui n’est pas vérifiée par tous
les espaces que nous souhaitons inclure et de la condition ¢ > 5%; du théoréme 2.21
qui apporte une autre restriction inutile. Nous traiterons uniquement le cas des espaces
réguliers ; I’autre cas sera décrit en détail dans la thése de A. Zhioua [Zhi]. La raison d’une
condition comme (2.11) vient de la nécessité de rendre contractant I’algorithme itératif des
contractions, vu que le seul terme qui peut étre rendu petit est v/% ||@(¢)||; - Si, par contre,
on peut situer le procédé de point fixe dans un autre espace (par exemple celui de Koch et
Tataru), il suffira d’avoir une condition moins contraignante sur ’espace E considéré.

1

1
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2.5.3 Un théoreme de régularité
Voici donc ’énoncé du théoréme.

Théoréme 2.29 (Furioli — Lemarié—Rieusset)

Soient iy € Vvmo vérifiant V- iy = 0, 4(t) la solution des équations de Navier—Stokes de
donnée initiale iy obtenue par un algorithme de point fize par Koch et Tataru (théoréme
2.28) et Ty le temps mazimal tel que /t @(t) € L, ([0, To[, L°°). Supposons de plus iy € E
ou E est un espace « de Kato » tel qu’il existe Cg > 0 vérifiant:

I£9lle < Ce(llfllgllgllLe + llglle I fllL) VS g € ENL™. (2.15)

Alors, 4(t) € C ([0, Ty[, E).
En outre, si 4o € VVMONE, il existe € > 0 indépendant de E tel que si ||Uo|gppo < €
alors Ty = +oo et donc i(t) € C ([0, +o0], E).

PREUVE : Remarquons tout d’abord que le probléme ne se situe qu’au voisinage de ¢t = 0.
En effet, nous rappelons que la solution de Koch et Tataru est dans L2, (]0, Tp[, L*°); si
on arrive donc & montrer qu’il existe 77 < Ty tel que @(¢) € C ([0, T3], E), on pourra alors
considérer pour 7 > 0 suffisamment petit le probléme de donnée initiale @(7; —7) € L*NE
et faire appel & la « loi du tout ou rien » (voir par exemple [Can95], page 64) qui dit
fondamentalement que tant que la norme ||-|| . n’explose pas, il ne peut pas y avoir

~ explosion de la norme ||-||g.
Montrons alors qu’il existe 7} tel que la solutlon de Koch et Tataru @(t) appartient a

C ([0, T1[, E). On consideére les itérées du procédé de point fixe:
1-1:0 = etAﬁo

@t = Py + B(a",d") n>0;

on sait que ce procédé est contractant dans un fermé borné de l’espace des fonctions @(t)
vérifiant pour un certain T' < Ty ne dépendant que de ||t ||gpmo

1
: 1 i :
i) sup sup (—3/ / |u(s,x)|2dsd:c> < +o00,
To€R3 0<t<T \ 12 J|z—z0|<V? Js=0

ii) vt @(t) € L* (]0,T[, L),
ifi) lim v ||@(t)|| . =0,

1 -
iv) hm sup sup (—3/ / |u(s,x)l2dsdx) =0.
T—0 20eR3 0<t<T \t2 J|z—zo|<vZ J3=0
On a donc en particulier sup Vt||@*(t)|l,» < o avec o aussi petit qu'on veut, quitte a

considérer T < T < T, et que sup \/_”u (t) — t)”Lm <Cn"avecC>0,n<1.
0<t<
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Remarquons d’abord que si @ € E, alors e*®i@y € C ([0, +00[,E) et de plus si E., est
I’espace

w = {i(t) € C([0,T),E) : sup vi|i(t)|| e < +00, lim V2 ||E(t)|| . = 0},
0<t<T t—0

t
alors 'opérateur B(#,v) = / et=)2PV . # ® 7(s)ds est bicontinu sur E. et, en particu-
0

lier:

sup [B(@9)(Olls < Cs [ —2=—2 (31T llm [5)lls + V5 I17(6) e 17(5) )
< Ga( sup V3 [(5)l= 5P [7(6)]s + 80P V5 15(5) e S0P 1))

Ceci permet aussi de montrer comme d’habitude que B(#, %)(t) € C ([0,T],E), d’ou, Vn >
0, u"(t) e C([0,T],E).
Définissons maintenant deux suites numériques M,, et a,, de la fagon suivante:

M, = sup sup ||@*(t)||;

0<k<n 0<i<T
Gn = SUp_ |la™(t) — @' (1) -
400

Nous allons démontrer que Z oy, < +00, d’oll on pourra conclure que #(t) € C ([0,T], E)
n=1
grace a la convergence normale. On a donc:

sup ||@"*(t)||g < Mn + ania

0<t<T
et
sup [|@(e) ~ ()HE
= sup ||B a —a~ ™) (t) + B(@ !, i t)”E
0<t<T

<Cg sup_ ||m<s)-m-1(s)|lE( sup Vs [l@"(s)ll= + sup V5 [|@7(5)]|p) +
CE sup \/—|| (s) —u" l(s)HLoo SUP l|la® (S)HE"' sup | 1(S)HE)

SC’Ean2a + C'EC'n".?Mn.

Si on choisit p < 1 tel que 2Cgo < p < 1 et en posant A = 2CgC, on aura alors:

nt1 < pan + AM,n"
2.16
{ Mn+1 S Mn + Qny1- ( )
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Nous voulons démontrer maintenant que {M,}, est controlée et que {ay,}, est bornée par
une suite géométrique de raison inférieure a 1. Procédons alors par récurrence sur a, et
M,. Soit y e R tel que 0 < p,n <7 < 1 et soit ng € N tel que Vn > ng:

n 1 _ P
1< Jla++ < —=@) (2.17)
k=0 5y "
(ce qui est admissible car [[i_o(1 +7¥) > 1 Vn et [[rey(l + 7v¥) < +oco tandis que
—L
limy, 400 17;—7-(,1’)" = +o00 puisque v > p et v > 7). Soit de plus Cyp = sup(Mp,, v "°y,)-
Y

Démontrons par récurrence sur n que:

an, < Coy"
Yn >n n= 2.18
° { M, < Co[Th, (1 + ). (2.18)
Pour n = ng c’est vrai par I’hypothése faite sur Cyp. Supposons (2.18) vrai pour n et
montrons-le pour n + 1. On a, grace & (2.16), & ’hypothése de récurrence et & (2.17):

n

ans1 < Copy™ + An"Co [ [(1 + 7F)
k=1

An.
< Coy™*? 3+—-—"||1+ k
< Coy {7 7(7) k=1( v")

-<_ Co,yn+1

et, en utilisant ce dernier résultat, on a:

n
My < Co [ (1 +9%) + Coy™*?
k=1
n+1l

<G [J(1 +7%).

k=1
On a donc obtenu 4(t) € C ([0,T],E) avec T < Ty < T. I

Remarque. Il est aussi possible de démontrer que 77 = T, grace a un argument de
bootstrap. Supposons en effet 7; < Tj. Le tout est d’arriver & une absurdité en montrant
que si on repose un probléme de Cauchy tout proche de 71, en T} — 7 ou 4(Ty — 7) €
L N E, on peut contréler le temps minimal de vie T de la solution correspondante

dans L*® (]T1 -7, Ty —7+T], L°°) nC ([T1 —7,Ty — 7+ T), E) (qui coincidera avec (t)
grace a I'unicité dans L*° (]Tl -7, T — 17+ T[, L°°)) et ceci indépendamment de la donnée

initiale, de facon & dépasser l'instant 7). Ceci revient donc & montrer que pour tout
M > 0 il existe T > 0 tel que pour tout @y € L*® N E vérifiant ||dp|ic < M il
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existe une solution des équations de Navier-Stokes #(t) € L* (]0,T[,L>) n C ([0,T), E)
de donnée initiale @y. Pour ce faire, il suffit de construire ¢(¢) comme limite de la suite
7 = 2y, 7" = ¢° + B(¢*,7") n > 0 dans L™ (]0,T[,L*°) en choisissant T tel que
T= %ﬁ- < X8 (ou K% est une constante dépendant de 1’espace E mais pas de la donnée

[l%ol|Loo
initiale @) pour que la suite soit convergente dans la boule

By = { sup_||{)'(t)||Loo <2 ||170“L°°}

o<t<T

— 1 -
et tel que sup0<t<7\/z?||etAu0HLoo < 3¢; et que Supgcscr VE T () — T 1(t) |l < O™
avec C > 0, n < 1, pour pouvoir réappliquer le raisonnement par récurrence que nous
avons exposé dans la preuve au voisinage de ¢ = 0.

L’intérét du théoreme 2.29 vient du fait que I’hypothese (2.15) est vérifiée par tous les
espaces réguliers considérés jusqu'’ici et plus généralement par:

- B;’q §s>0,1<p<L +00,1<qg < +0o0,

- Fp? s>0,1<p<+00,1<¢g< +00;
(pour une démonstration on peut reprendre ’argument utilisé dans la vérification faite au
paragraphe 2.3).

Le méme résultat vaut, mutatis mutandis, pour les espaces BE""’ considérés dans le

paragraphe 2.4. Grace au lemme d’équivalence 2.22, il s’agira de montrer que tlg_r‘%ﬂ'(t) €
L?(]0,T[,E) (voir [Zhi]).

2.5.4 Le cas de BY?

On aura pu remarquer que jusqu’ici nous n’avons pu inclure en aucun cas les espaces
de Besov BOE"’. On aurait di les considérer dans le cadre des espaces « singuliers », mais a
cause de l’indice s = 0 on ne peut pas en donner une caractérisation simple uniquement a
l’aide d’estimations sur le semi-groupe de la chaleur e*®, comme c’était le cas pour s < 0
(voir propriété (2.3)) et la méthode utilisée dans le théoréme 2.21 ne peut pas s’appliquer.
Dans ce dernier paragraphe nous allons proposer deux solutions a ce probléme, d’abord en
adaptant au cas non homogene un théoréme de Y. Meyer et M. A. Muschietti [Mey96] et
ensuite en formulant une version un peu modifiée du théoréme de régularité des solutions de
Koch et Tataru, qui s’applique bien au cas de BOE"’. L’idée centrale dans les deux cas est celle
de compenser le manque de régularité de I’espace de Besov en imposant une plus grande
régularité dans ’espace auxiliaire ou on fait converger ’algorithme de point fixe, en plus
de la condition habituelle /¢ @(t) € L* (]0, T[,L*°). Dans le cas du théoréme de Meyer—
Muschietti, on peut inclure le cas des espaces critiques, homogenes et non homogenes
(par exemple Bg’q, Bg’q, 1 < g < +00) tandis que pour le théoréme de persistance de la
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régularité nous serons obligés de considérer seulement le cas sur-critique. Dans ce dernier
cas, nous avons traité pour des raisons de simplicité seulement le cas ¢ = +00, méme si le
cas ¢ < +o0o ne devrait pas comporter de difficultés particuliéres.

Théoréme 2.30 (Meyer—Muschietti)
Soit E un espace « de Kato » tel qu’il existe o € ]0,1] et Cg > 0 tels que pour tous f,g € E
ou g vérifie de plus g € L™ et A°g € E on ait:

If9lle < Cellfllg (lgllLe + A7 9glle) (2.19)

(ot A7 est l'opérateur pseudo-différentiel ayant pour symbole |€|”). Supposons de plus que
pour o = 1 les transformations de Riesz agissent sur E. Alors, pour tout iy € E tel que
V- i@y = 0 il eziste T = T(tdp) > 0 et une unique solution des équations de Navier-
Stokes i(t) € C([0,T),E) telle que v/t i(t) € L*® (]0,T],Co), limeyo VE||E(t)||p = O,
Vvt A%i(t) € L= (0, T[, E), lim;—o vV ||A%E(2)||g = O.

Nous remarquons tout de suite que la condition (2.19), vérifiée banalement par tous les
espaces admettant L comme espace de multiplicateurs, est aussi satisfaite par les espaces
BOF’qavecF=LPavec3§p<+oo,F=LP"pour3§p<+oo,1§t§+oo,F=Mp,q
pour 3 < g < +00, p < g (nous renvoyons a [Kat92] ou a [Tay92] pour une démonstration
du fait que les transformations de Riesz agissent sur M, 3). En effet, considérons o € ]0, 1]
tel que F C B;,"’“’, ce qui est bien possible pour tous les espaces ci-dessus. En écrivant le

paraproduit non homogene

fg = 5S0fSog

2
+ ) AxfSkoag+ D DkgSkaf + Y D Axflrug

k>0 k>0 k>0 I=—2

+ A_2fAog+A_1fA19+ A_1fDAog,

on peut démontrer que si f € BY¥? et g € L™ N BZY, alors fg € By?. On utilisera 3 cette
fin la propriété

1S fllLee < WSolle I £l 277 j€Z
(ol F’ est ’espace dual de ’espace F) et les inégalités de Holder valables pour les trois

familles d’espaces considérés.
PREUVE : La démonstration du théoréme est assez directe. La tendance et

a l’espace

Ad, appartient
( Vvt i(t) € L2 (10,T[,Co), )

Vi A%i(t) € L™ (|0, T[, E),
&r = { u(t) € C([0,T],E) : lim vt ||@(t)|| e = 0,
t—0

N

/

lim VE|A(0) ] = 0
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et ce grace a I'inclusion E <> B3, au fait que (V)7 A%e*A iy = n, x iy avec |||, = Ce,

a la densité de la classe de Schwartz et au fait que o € ]0,1]. Quant & la fluctuation, en
utilisant la condition (2.19) on obtient I’estimation

| 4(s) g (V3 11(8) e + V5 AT(5)lg),

d’ou

et=IAPY . T @ ( S)H <C——

=l

|B(@,9)(#)llg < C sup ||d(s)|lg (sup vs||T(s)llLw + sup Vs[|A7T(s)||g)
0<s<t 0<s<t 0<s<t
Vt||B(@, 7)(t)|lp < C(sup ||@(s)|lg + sup v/5{|@(s)llpe) X
0<s<t 0<s<t
(sup Vs[|9(s)lle + sup Vs [|A73(s)||g)-
o<s<t 0<s<t

Estimons alors ||A?B(, 7)(t)||g et considérons d’abord le cas 0 < o < 1. Nous allons
montrer qu’on a en effet (v/t)? ||A° B(%, z7)(t)||]-3%,x < +00. On a:

IA°B(&,9)(#)llger = > 14;A°B(@, ) (¢)llg

JEZ
— Z ojo

AAB@ @, (on Aaf(©) = vl F(©)

JEZ
<ZQ"’/ JA"‘e(t VAPV - @ @ T(s) a<3
JE€Z E
; 1
<C 2"’/ inf | 27, |2 ® 7(s)||g ds
2 ( m“‘“’w‘a) ’
2i(3-%) B . o
<CY 2 [ e J s (170 + VAIAT(0) )i
jez (t—

<C Y 2D sup ||a(s)llg (sup V5 |7(5) e + sup V5 A75(5)]ls)
1471 o<s<t 0<s<t 0<s<t

JEZ

—C(ﬁ) Sup [[@(s)lls (sup, Vs [|17(s) || + Sup, Vs [|A75(s)llg);

d’ou pour tout t < 7T':
VEIATB(@,9)(#)llg < VEIATB(E, 9)(0)llsg:
< T3 % sup ||@(s)|lg (sup v/3[17(8)|lpe + sup v/5 [|AT(s)||g)-
0<s<t 0<s<t 0<s<t
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Pour 0 = 1 on remarque que ENCyN{f : Af € E} est une algebre et donc

[ace-22p9 - 76 1), < c=IA@O D)e

SCor= S%[\/‘;”Aﬁ(s)”E (Vs [15(8) I + Vs [IAT(s)lIg)
+ Vs [|AT(s)llg (Vs [1E(8) | + V5 [|AT(s)lIE)];

par ailleurs
- 1
“Ae(t‘s)APV E® '7(3)”E < C— 7@ 7(s)ls

1 _1\/__; l@(s)llg (V3 15(5)lleee + v/ IAT(5)Ig)

t—s

<C

d’ou
| B(@,7)(t)|lg < C(sup ||@(s)llg + sup Vs||AG(s)|lg + sup Vs ||@(s)| ) ¥
o<s<t 0<s<t o<s<t

(sup Vs ||U(s)|lpe + sup Vs ||AT(s)|g)-
o0<s<t 0<s<t

On peut alors démontrer que la transformation F'(#@) = e'®ily+ B(i, i) est une contraction
sur un fermé borné de ’espace &r. .

Venons-en a ’autre approche. Ici, nous allons plut6t travailler dans 1’espace ou évolue la
tendance, de fagon similaire au cas des espaces singuliers (théoréme 2.21) ; nous obtiendrons
la continuité dans ’espace de Besov en exploitant une plus grande régularité du terme de
fluctuation par rapport a la tendance.

Théoréme 2.31

Soient Gy € Vvmo vérifiant V - o = 0, @(t) la solution des équations de Navier-Stokes de
donnée initiale Uy obtenue par un algorithme de point fize par Koch et Tataru (théoréme
2.28) et T, le temps mazimal tel que v/t @(t) € L, ([0, To[, L>®). Supposons de plus iy €
EB%“ ot F est un espace « de Kato » tel que F C BZ7"® avec o € 10, 1] et tel qu’il existe
Cr > 0 tel que pour tous f,g € L™ vérifiant de plus A°f € F, A°g € F on ait:

1A°(f9llp < Crll fllLe 1AgllE + l1gllLee 1A fllg)- (2.20)

Alors d(t) € C ([0, To[, By™®) et est telle que (V)7 A%d(t) € LS. ([0, To[, F).

[ =]

—B%
PREUVE : Puisque 0 < 1, on a S ¢ B;7**° C Vbmo. Prouvons alors que la solution
@(t) de Koch et Tataru vérifie aussi (vt)°A°d(t) € LS ([0, To[,F). En effet, montrons
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que cela, uni a la propriété vt @(t) € L ([0, Ty[, L), entraine directement B(,@)(t) €
C ([0, To[, Bg’l)g C ([0, To[, By™). 1l suffit d’écrire, pour tout o € ]0, 3[:

S I8,B@G 00 <Y [

J€Z JEZ
('opérateur A7 étant défini composante par composante)

e s - o o
<C’JEZZ/ inf (21( ). 1 t_s)a+12j(a+0)) (/35)1+7 [\/—||u(s)“L°° (v/3)7 ||A°% 7(s)|lg +

Vs [15(s)llL (V)7 IA7E(s) |l ] ds

ds
F

Aa’+ae(t S)APAQV Ao( )( )

<Oy 2407220 [ sup V5 [[a(s) e S0P (vE)” A°T(S) s +

JEZ

sup \/—“v(s)”Lw Sup (V5)° A7 (s)llg ]

0<s<t

<C[ sup V5 [17(9)lly~ Oiggt(\/—)" 1A 5(5)l +
sup V5 [(3)lle sup (VE)" [A7E(9)]le ]

_‘ 0,00
Puisque et?d, € C ([O, +o0], SoF ), on aura conclu. Comme d’habitude, la tendance

appartient a I’espace
V't d@(t) € L= (0, To[, L),
Fr, = @ € 7'([0, To[xR?) : %ﬂ%ﬂlla(t)lle =0, ’
(V)7A%d(t) € L (10, To[, F)
—Rroo0
et ceci grace au fait que @ € 8 ©  C Bzl et 4 la définition de BY™. Par des estimations

tout a fait analogues a la précedente, on démontre aussi que B(, ¥) est bicontinu sur Fr,,
en obtenant pour tout t < 7j:

(VO IIAB(@,9)(D)ls < e[ sup V5 1(s) e (V3)° IIAT(5) e +
Sup. V3 15() e (V3)7 IIA7E(S) |5 ] -

On peut donc terminer comme dans la preuve du théoréme 2.29 par une démonstration
par récurrence en t = 0 et un argument de bootstrap. .
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En derniére remarque, on peut souligner que la propriété (2.20) est vérifiée par les L?
avec p € ]3, 400, les L?* avec p € |3, +00[, t € [1,4+00] et les M, , avec g € |3, 400, p < g.
11 suffit & cette fin d’utiliser la caractérisation des espaces de Sobolev (étendue aussi aux
espaces de Lorentz et de Morrey—-Campanato) via une décomposition de Littlewood—Paley.

Ceci permet de retrouver le résultat concernant BJ*°, BY%, Bg-/’[°° :
Pq
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Chapitre 3

Mbolécules de ’espace de Hardy et
équations de Navier—Stokes

(GruLia Furiort ET ELIDE TERRANEO)

3.1 Introduction

D’apres le résultat du chapitre 1, pour tout @, € L3 il existe 77 > 0 et une seule
solution #(¢t) € C ([0,T],L3) des équations de Navier-Stokes (1.2) ayant @, pour donnée
initiale; de plus elle appartient & tout espace L? pour p > 3 & tout instant ¢ > 0. Nous
nous intéressons maintenant au probléme suivant : si la donnée initiale i, satisfait des pro-
priétés supplémentaires, cela reste-t-il vrai aussi pour la solution % au moins pendant un
petit intervalle de temps? Dans le chapitre 1 nous avons déja établi que si Au, appartient
3 I’espace de Hardy H!, c’est le cas aussi pour la solution. Nous commengons alors par
démontrer & nouveau ce méme résultat d’une facon qui mette en évidence les propriétés
d’annulation du noyau de convolution e*~*)2PV ; ensuite, nous considérerons le cas par-
ticulier de ce résultat ou le laplacien de la donnée initiale est une molécule de ’espace
de Hardy et donc bien localisé dans I’espace des variables. Nous montrerons alors que la
solution vérifie la méme propriété, a savoir que son terme de diffusion reste bien localisé.

3.1.1 Quelques rappels

Commencons par quelques définitions concernant 1’espace de Hardy H'. Le lecteur
trouvera un exposé exhaustif sur ce sujet dans le livre de E. Stein [Ste93]

Définition 3.1 (#H!'-atome)
Une fonction a est un H'-atome associé a la boule B si:
a) a est supportée dans la boule B,
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b) |a(z)| < — presque partout,

IBI
c)/a(z)dx =0.

Définition 3.2 (espace de Hardy)
L’espace de Hardy H! est défini de la facon suivante :

1
H' ={fel': f = E Aja; ou E |Aj] < +00 et a; est un atome pour tout j € Z}.
JEZ €T

C’est un espace de Banach normé par || f = A
Flha =, ot 3210

D’apres cette derniere définition et grace a la propriété c) des atomes, il est évident que

que pour tout f € H! on a [ f(z)dz = 0.
Nous nous servirons également de la définition équivalente suivante (voir [Ste93]) ol
nous avons indiqué par R; la j-eme transformée de Riesz.

Proposition 3.3 (définition équivalente de #')
On a Uégalité suivante:

={fel': Rifel' Vj=1,2,3}

En vue de 'utilisation que nous en ferons par la suite, nous donnons aussi une définition
d’opérateur de Calder6n-Zygmund (voir aussi [Ste93], [Ste70]).

Définition 3.4 (opérateur de Calderén—Zygmund)
Soit K € S'(R*) et, pour tout f € C*®(R"), soit T(f) = K * f. L’opérateur T est dit de
Calderén-Zygmund st les propriétés suivantes sont vérifiées:

i) K € L* (et done T : L2 — L?),

i1) il existe k(z) € CY(R™ \ {0}; R) telle que VT #0:

@) <
|Vk(m)| < | ln+1
ii) Vf € C tel que 0 ¢ supp f on a (K, f) = [ f(z)k(z)dz.
On démontre (voir [Ste70]) que si T est un opérateur de Calderén-Zygmund, alors:

T:IP 17 pourl<p< oo,
T:H — H,
T : BMO — BMO,

ot BMO est ’espace dual de H! (voir paragraphe 2.5.1).
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3.1.2 Une remarque sur le théoréme d’existence dans AH!
Soit
AH' = {u € Sy : Au € H'}. (3.1)

Nous pouvons identifier cet espace a l’aide d’une décomposition de Littlewood—Paley
comme étant Ff’z. Les injections de Sobolev montrent alors que AH! C L3 et il s’agit
d’un espace limite au sens de la définition 1.5 du chapitre 1. De plus, on peut mettre
I’accent sur le fait que si @ € AH!, alors A@ et (@ - V)@ appartiennent au méme espace
H!. Cela est une simple application du théoréme div—curl de R. R. Coifman, P.—. Lions,
Y. Meyer et S. Semmes [CLMS93], en soulignant que [(17,' . 6)u] =u- (6u,-), pour tout

J
j=1,23.

Théoréme 3.5 (div—curl)
Soient © € LP, v € LY, %+% =1,1<p,qg < +00. Supposons que V-4 =0et 7 =VV;
alors @ -7 € H.

L’énoncé que nous allons réexaminer est le suivant.

Théoréme 3.6

Il eziste § > 0 tel que, Vip € AH! avec ||Up||psn < 6 et V -y = 0, il eziste une unique
solution #(t) des équations de Navier-Stokes (1.2) telle que @(t) € C ([0,+oo[, AH!),
Vt @(t) € L= (]0, +00[, L) et lim; o v ||@(t)||p = O-

Ce résultat est contenu dans le théoréme 1.6 A] du chapitre 1. Si on en regarde la
démonstration, on s’apercoit que la seule propriété du noyau de l’opérateur eAPV que
nous avons utilisée est son appartenance & L!. Nous allons maintenant pousser plus & fond
I’analyse en démontrant que ledit noyau appartient plus précisément a 1.

Proposition 3.7
Toute composante Ojrm (3,k,m € {1,2,3}) de lopérateur e*PV vérifie Ojkm € L' et
RiOjkm € L! pouri=1,2,3 d’ot Ojkm € H'.

Cela est une simple conséquence du lemme suivant.

Lemme 3.8
Si (&) = fﬁ%y__-i_*me—lfﬁ pour tout N > 1, i; € {1,2,3}, alors (1 + |z|*) f(z) € L.

PREUVE : Il est immédiat que f € Cj car f € L1. 1l faut donc estimer la décroissance a
Pinfini. Puisque f est dans Sy on a f(z) = >z A;f(z) donc:

xi1xi2xi3xi4f($) = inlxizxi3xi4Ajf(x) 1; € {1, 2, 3}
JjEZ
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On remarque que

8w = 77 {jet e} ot {Sulrfin 5} a(o) « o012
et aussi

Af(a) = 1 et s o {f—ffTLw(-f—)} = (z) * 6(2/2)29

oua,pB,v,0 €S.
On a alors:

xilxizxiaxi4Ajf(x) = Z az(l') * 2€lj131(2j$)
l

= 3" (=) * 2795,(27z)
l

ou —2 < ¢ < 2,0 < o, < 4,1 varie dans une famille finie d’indices et oy, 8, 7,0 € S
s’obtiennent a partir de «, 3,7, . En utilisant la premiére égalité pour les j positifs on a:

Sl #2992 e < 3 llewllpes 1Billgs 26737 < C.

520 1 520

A Tlaide de la deuxiéme égalité on obtient, pour j <O et 1 < o; < 4:

S A 2a@ e <D0 D0 Il 16270 279 < €.

j<0 l: 1<0q<4 7<0 1:1<07<4

Pour 7 < 0 et en notant [ tel que o =0on a:

D e (27|

3<0

> 627

Jj<o0

< illes
Lee

Loo

et, comme 6;(0) = 0 et §; € S, on obtient Vz € R3:

. . 1
dlg@a)<c| Y 1P+ Y @ | <

J<0 V< 220

Au cours de la démonstration du théoréeme de point fixe dans

V't @(t) € L™ (]0, +o0], L°°)}

oo = {ﬂ’(t) € C (0,00 AHY) =\ 2 [Z@)llLo =0
t—0
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on peut alors estimer la norme L% (]0, +o0o[, AH!) du terme bilinéaire de facon différente
par rapport au chapitre 1. En effet on a:

t
/ et=)APY . (@ ® 7)(s)ds
0

t
s/|
0

t
1 -
<C APV
> /0 \/t—_—g me m'HI '

< 0 [ = (18Tl 17l + 1AT(E) s Nl +

o ao], v o], )a

AN

et=APY . A(Z ® 7)(s) “7—11 ds

AG(s) ® 7(s) + #(s) ® Ad(s) + 2V ® @(s) - V ® 5(s) HL ds

(3.2)

Pour estimer les termes “V ® '&'(s)“LZ, “V ® 17(3)” , on a recours au lemme suivant, que
L
nous allons démontrer dans un instant.

Lemme 3.9
SiueS), Au € L! et u € L™, alors:

= 1
V4], < € Ulauly llull-)?
On termine donc par:

t
/ et=)APY . (Z ® 7)(s)ds
0

A
¢
1 — s T il
< C/O = ?( |AG(s) |32 [|19(8)[|Leo + [|AT(8)]132 1E(8) ]| oo

1 . 1 - 1 o 1
+ 1 AE(s) [ 1(6) 1w [1AT(S) 13 17(5)] o ) ds

11
<cC / —r= 75 (188l V5 175}l + 1ATE) la V5 113(6) =) ds.
On peut alors compléter I’estimation du terme bilinéaire comme d’habitude. ¢

PREUVE DU LEMME 3.9: Si u € S, grace au théoréeme de Stokes on a:
= 2
94| , < € Ulaull, flull)>.

Par ailleurs, si u vérifie les hypothéses du lemme, alors u = Zjez Aju dans &' et

n—0co n—o0

n
u = lim E Aju = lim u,
-n
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ou U, = Sp41u — S_pu.
Donc u, € C*®, u, € Cy et

[unllie < Cllulle

AUl < CllAullps -

Par conséquent, il suffira de montrer que Vv € C*® N C, telle que Av € L! on a:
[99]., < CU1av]y llvllw)? (33)
ou C ne dépendra pas de v. En particulier, on aura:
VneN |[Vun| , < C (AUl luall )}
< O (1 Aullgs flullye)?

et donc ||Vu|l . < C (||Aul|. Ilulle)% grace a la convergence dans S'.

Pour montrer (3.3) on considére v,(z) = v(z)¥ (%) ot ¥ € D, ¥ = 1 sur la boule
B(0,1), ¥ = 0 en dehors de la boule B(0,2). Comme v, € S, elle vérifie le lemme pour
tout n. De plus, limp_,00 [|Un — ¥]|pe = 0 et

) T z, 1 = = T.1
lim [|Av, — Avll < || (#(5) - 1) AvHLI +oav| - va v =0
Donc lim sup,, ||V, L2 < C (||Av]l;. ||v||L°°)% et enfin
o 1
V0], < € tlavi, ol -)?
et cela grice a la convergence dans &'. IS
Remarque. Dans ’estimation (3.2), nous avons utilisé seulement 1’inégalité ’6’““1.2 <

_l_ l . 3 ’ - ’
C ||Aul|2,: ||u]|Zw, qui découle du lemme précédent, mais qui fait aussi partie des « inégalités
de Sobolev précisées » prouvées par F. Oru [Oru98].

3.2 Existence dans ’espace des molécules

Comme nous ’avons annoncé dans 'introduction a ce chapitre, nous allons considérer
maintenant une donnée initiale iy dont le laplacien est de plus localisé en espace. Soit alors

6€13,3[,0#3,6# I et soit:
(

u est nulle a 'infini,
Au € L2((1 + |z|*)dz),
Xs=queS : | [Au(z)dz=0 pour 3 <4< 4
[ ziAu(z)dz =0 pour g <é< %, 1=1,2,3
| [ zizjAu(z)dz =0 pour I <6< 3,4,j=1,23 |
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9 A — . 1
C’est un espace de Banach normé par [|ul|x, = [|Aul| 2, +]z|?)az) ; Par ailleurs, nous allons
voir dans le paragraphe suivant qu’il s’agit bien d’un sous-espace de AH!. Voici alors
I’énoncé du théoréme que nous allons démontrer.

Théoréme 3.10
Soit @y € X5 et V - @y = 0. La solution @(t) des équations de Navier-Stokes dans
C ([0, T[,L3) vérifiant @(0) = tp appartient aussi & C ([0,T"], Xs), T' < T.

3.2.1 Propriétés générales de X
Tout d’abord introduisons les notations:
L? = L2((1 + |2|*)da),
“U”Lg = ||u||L2((1+|z|2'5)dz),

el = [0+ 12 Hut)] . -

La définition de ’espace X est bien posée; en effet, il est facile de voir que si Au € LZ,
alors Au € L! pour § > 3, z;Au € L! pour i = 1,2,3 et § > 3, z;z;Au € L! pour
,7=1,2,3etd > % Par ailleurs, X5 C AH! et, plus précisément, si u € X; alors Au est
une molécule (non normalisée) de ’espace de Hardy, dont on rappelle la définition (voir
aussi [Ste93], [CWT7]).

Définition 3.11 (e-molécule)
Soit € > 0. Une fonction M(z) est une e-molécule de H! centrée en z =0 si:

) ([ m@ras) ([ |M(x)|2|x13+€dx)% <1

i1) M(z)dz = 0.
R3

Dans notre cas, le produit i) est majoré par une constante dépendant de u. De plus, on
peut montrer que toute e-molécule est en effet une fonction de H! [CWT7].
Nous allons enfin prouver une propriété de décroissance a l'infini des fonctions de Xj.

Proposition 3.12
Pour toute u € X5 on a (1 + |z|°~%)u(z) € L*°.

PREUVE : Nous allons considérer seulement le cas % <6< g, les autres cas se traitant
de facon analogue. 1l est facile de voir que u € L*°; en effet, grace a la nullité & I'infini on

peut écrire: W)
Au(y

u(x) = d

(=) /IR3 e —y] Y
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et donc, par 'inégalité de Holder:

1 1
u(z)| < / d Au
I ( )I ( — Iy|25 |$ _ y|2 y) ” ”Lg

< | Aull; -

(NI

Soit alors |z| > K. Nous avons:

u(z) = /R Au(y) dy

s |z —yl

Au Au Ay
=/ (y)dy+/ (y)dy+/ Auy) 4
ikl e—y<l2l |7 — Y] Wizl jo—y|> 12l |2 — Y| wi<lzt [z —yl

Pour le premier terme on a:

/ Au(y) (1+I*)} ,
ly

1>12l |z—y|< 2l |z — y| 1+ |y|26 2

i

1 1
<C||Aul| / dy
12wl izl z—y<lzl [T =yl (1 + |y|*)

1A :
SC_I_EL_g / —1—2dy
|$| lx—yls%l IIL‘ - y'

<C||Aully; |z]7 72
Pour le deuxiéme, nous pouvons écrire:

/ Au(y) 1+ )3
1
1> L2l jz—yi> 12l |2 — Y] (1 + |y]*)2

1

Au 2
SC” “Lg / dy%
|| lyl> 12! |ly|

<C||Aull |22~

Venons-en a la troisi¢me intégrale, ol nous allons utiliser la propriété [, Au(z)dr = 0.

On a:
/ Au(y) dy
i<zl |z — 9l

= /Iy - Au(y) ( . ) |>1—l Ai‘;(ly)dy,

.’L'
1
<c |Au(y)||'y|2 ey O

lyl< 12l 3
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1 1
|y/|? e 1 ?
<< A, / W ay) + S g _ 1
ST 12 Al lwl< 2l 1+! ? |z| B\ Szt 1+ [y)?

1Aullgs 21378 + = | Aully 2|7~

=P il
<C'||Aullyy [2]
¢
Remarques. 1) On peut montrer aussi que si Au € L2 et u est nulle & 'infini, alors
u € Cy. Pour ce faire, on part de 1’égalité

_ AU(y)
w0 = [y

et, en définissant

1 A
U R(SL‘) — / Au(y)XB(O,R) * 23 ¢(E)dy
’ R3 |z —

avec ¢ € D et supp ¢ C B(0,1), on a ue r(z) € C®°(R?) et u. g — u uniformément sur R3.
2) Sous les seules hypothéses u € L, et Au € L} on a [p; Au(x)dz = 0 pour tout
2
§ > 3. En effet, soit 9 € D telle que suppy C B(0,1) et ¢ = 1 sur B(0, ;). Comme
Au € L!, on peut écrire:

Au(z)dz| =

lim l / Au(z)(5)ds
< Jim / [u(z) 1A W(F))lde

< lim / u(z)|dz
R <|xml (@)

. 1 1 3
> Rl—lg-loo ﬁ—Ra_%R =0.

R3

3.2.2 Localisation des éléments de X

La proposition précédente 3.12 établit que X; C L3; aussi, le probleme de Cauchy
avec donnée initiale @y € X;s a une unique solution dans C ([0,T[,L®) (théoréme 1.2).
Notre probléme est alors de démontrer que cette méme solution appartient a C ([0, T[, X;5)
toujours par un algorithme de point fixe. A cette fin nous avons besoin de trois sortes de
résultats: d’abord, nous allons préciser & quels espaces appartiennent u2, Vu et uVu si
u € X;; ensuite, nous allons analyser plus A fond le poids w(z) = 1+ |z|* en relation avec
les classes de Muckenhoupt et enfin nous allons étudier la continuité sur X; des opérateurs
apparaissant dans le terme bilinéaire dans I’équation intégrale.
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Lemme 3.13
Soit u € X5. Alors:

) Vue (L(a+1aa)) 6> g
i) uVu € (L2((1 + ]:z:lz‘s)da:))3 J > %1
i) u? € L2((1 + |x|2")dx) 5> g

PREUVE : i) Nous devons estimer:
> 4 26
/ [Vu@)|" 1+ laf*)da
R3
- 4
5/ ’vU(x)[ (1+|x|25)dx+2/
lz|<1 §>0 ‘

= 4 2
Vu(x)} 1+ |z*)dz
29 <[z <29+

En utilisant un résultat d’interpolation, nous pouvons contréler le premier terme par:

[Vu()| dz < 12wl fjul?-

lz|<1

< ClAulizs ”u“L;‘i% < Cllullk, -

(3.4)

Pour le deuxiéme, soit w € D, w(z) = 1sur 1 < |z| < 2 and suppw C {3 < |z| < $}. Nous
pouvons alors écrire :

- 4 . 4
/ IVu(x)l 1+ |z[*)dz = / v(u(x)w(i))} (1 + |z|%¥)dz
2 <[z|<2i+1 2 <|z|<2i+1 27
. - 4
< C’22"5/ v (u(m)w(ﬁ))| dz
27 <|z|<2+1

<ors i s (@)

toujours par interpolation,

< 2%%9—(26-1)j ”U“iw (“Au(x)u_;(%)ui2 + Hu(:c)A (w(%)) ;

+ [Vutz) - ¥ (w (;)) )
< €2 |lullly (27%% | Aull?y +27@ 3 ul?. AR 5

+ /%_SMS%Z IVu(x)l ¥ (w( ))' dz)
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1
‘ ) - 4 2
< 02023 |ly|4, + 27 ||un§§°% ( L et lvU(x)\ dx) x
- 2SI
(/%sms%zfi ( 21)
<Cz(1—26)j 4 2j ” |2 ) 6 4 1 25d
< Il + gz el 5 [, [Fu(@)] @ +1af)dz
T SlEiss
, 1 1l 1= =z |4
+2‘7U2co —/ —IVw—‘dx
sy 55 [y e 79 V93

< C207 |lully, +&; lullfe | 2072 / |
5—

Z<|z|<§2i

" 4 1
[Vu@)| (1 +12)ds + e
; Il

13
20-20)1 |||
5—

/21‘5|z|s:u'+1

1 .
< CA+ 2207V |lullk, + Ce / |

2 .
Z<l|<32

En posant ¢; = on a:

= 4 26
Vu(a:)’ (1 + |z|?)dz

leu(:flc)‘4 1+ |z|*)dz. (3

Par sommation sur tous les termes et en utilisant les deux estimations (3.4) et (3.5) on a:

/ [Vu(@)[ (1 + la*)dz
R3

- 4
< 0@ lully, +C' [ [Fu@]" @ +la)aa.

En choisissant 0 < C’s < 1 on conclut:

|u

<C .
L4((1+lz*)dz) — lwllx,

ii) On décompose encore:
2 | 2 2
/R (@) [u@)|| @+ 12
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Le premier terme est controlé par:

. 2 . 4 b
o lu(z)[? |Vu(x)| dz < C |Jul)’ (/|1<1 IVu(a:)‘ d:z:)

lz|<1
2 2

Passons au deuxieme. Pour tout j > 0 on a, grace a l'inégalité de Holder:

- 2
/ fu(@)? [Vu(@)|” (1+ [2*)dz
27 <|z|<27+1

<l 20923 ([
B s-% 2 <|z|<2+1

et, en utilisant I’estimation (3.5) dans i), nous pouvons majorer par:

%(z)r 1+ |x|2")dx) :

1
; . 1\2
Cully, 209209 (14.1)

1

. - 4 2
+ Cet flulf, 276 ( [, [Vu(@)[ (1 + a*)dz
2 <lzl<§2
1
. 1 . o 4 2
<C ||u||}1{‘s 27(3-29) (1 + E) + Cé'||u||§(6 21(5-9) (/ ’Vu(a:)’ 1+ lezs)dx)
R3
Ensuite, pour € = 2-37 on obtient, grace a ’estimation dans i):

4 (3 4 (Ll _ 2 e L. 2
< Cllulll, 27472 + Cllullx, 276 7 + Cllullk, 27C 2 |lullk, -

Enfin, en sommant sur les j positifs, on conclut par:

%
2 26 2
([, 1u@P 9@ @ +oiz) " < lulf,.
iii) La décroissance & 'infini implique, pour § > 2:

1+ |z*

4 26 4
u(z)|*(1 + |z|)dz < ||u _—
J @+ e < el [ R

4
< Cllullx, -
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3.2.3 Poids de Muckenhoupt « locaux »

Les deux paragraphes qui suivent sont fortement liés. En vue de I'utilisation d’un schéma
de point fixe, nous sommes amenés a enquéter sur la bicontinuité du terme B(u, ¥) sur
C ([0,T], X5) x C ([0,T], X;5) et, en particulier, & évaluer

t
L
ol, nous le rappelons, toute composante de e(t"’)APﬁ est un opérateur de Calderén—
Zygmund dont la norme L! est de I’ordre de _£ Grace a la proposition 3.12 et au lemme

3.13, il est clair que, lorsque @ € L (]0, T[ X,;) chaque composante de A(Z ® 7)(s) =
Adi(s) ® T(s) + @(s) ® AT(s) + 2V ® i(s) - V ® #(s) appartient & LZ pour tout s € 0, 7.
Comme nous allons le souligner dans un instant, il est bien connu que les opérateurs de
Calder6n-Zygmund sont continus sur les espaces de Lebesgue & poids si et seulement si le
poids appartient & une classe de Muckenhoupt. Malheureusement, ce n’est pas le cas pour
nos poids w(z) = 1 + |z|*, 6 > 3 ; néanmoins, ils appartiennent & une classe de Mucken-
houpt « locale ». En utilisant cela ainsi que la décroissance du noyau de convolution, nous
allons pouvoir contourner cet obstacle.

Voici la définition d’un poids de Muckenhoupt (voir aussi [Muc72], [Ste93], [Lem94]).

etVAPY . A(Z ® 7)(

Définition 3.14

Un poids w(z) : R — R (une fonction positive, localement intégrable) appartient & la
classe de Muckenhoupt A4, (1 < p < +00) s’il existe une constante K > 1 telle que, pour
toute boule B (de volume |B|), on ait:

p=1

I_;?I (/Bw(x)dx>% (/Bw(z)-;i-?dx) " <K, p>1

I—é—I/ w(z)dr < K essinf, cpw(z) p=1.
B

Nous pouvons aussi donner une définition plus faible, qui prenne en compte seulement les
boules de petite taille.

Définition 3.15

Un poids w(z) sur R® appartient ¢ la classe de Muckenhoupt locale Ap(R) si, pour tout
R > 0, il eziste une constante K(R) telle que, si B est une boule centrée en xg de rayon
r(B), on ait:

g1 ([, w@e)’
sup — w(z)dz
r(B)I<)R |B| ( ( )

1
(z)dz sup su < K(R =1.
r(B)<R 18| / ) r(B)<R zeg w(x) (R) P

(/B w(z)-ﬁdx)’%l <K(R), p>1
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Remarque. La classe A, de Muckenhoupt peut étre caractérisée également par la conti-
nuité des opérateurs de Calderén-Zygmund. On a en effet le théoréme suivant (voir [Ste93]).

Théoréme 3.16 (Muckenhoupt)
Soit T un opérateur de Calderéon-Zygmund et w € A,, ot 1 < p < +o0. Alors, il eziste
C > 0 tel que, pour tout f € LP(w(z)dz), on ait:

[ ri@ruEa<c [ 11@PuEas.

R3 RS

Inversement, soit du une mesure de Borel positive. Alors, si [os |TfIP dp < C [os | fIPdp
pour tout f € LP(du), alors du est absolument continue et du = w(z)dx avec w € Ap.

Les fonctions w(z) = 1+ |z|®, 6 > 3, n’appartiennent pas & A, mais, en revanche, elles
appartiennent & A;(R) et nous pouvons de plus estimer les constantes K (R) relatives.

Proposition 3.17

Si 6 > 3, alors w(z) =1+ |z|** € Az(R) et K(R) = C(1 + R®"%) pour une certaine

constante C > 0.

PREUVE : Considérons pour le moment ’extremum supérieur sur les boules de rayon fixé
égal a r. Si |zp| > 3r, alors |z — zp| < 7 implique 2|zp| < |z| < §|zp| et donc:

1 1 1 1+ (4|zp|)?®
(—3/ (1+|x|2")dx) —3/ 1 i) <ot Gl o
7" Jiz—zp|<r T° Jiz—zpl<r 1 + |z 1+ (§|xB|)

Si |zg| < 3r, alors |z — zp| < r implique |z| < 47 et on obtient ’estimation suivante :

(la/ 1+ |-”3|26)d33) —15/ ;%da:
7" Jiz—zpl<r 7° Jiz—zp|<r 1 + |2]

1
< C(1 + 4r*) min(1, ;5)

<CA+5% 6> g
Comme f(r) = 1+ r%=% est une fonction croissante, il s’ensuit que K (R) = C(1 +
RS-%). ¢

Il est essentiel de remarquer que nos poids peuvent étre opportunément modifiés afin
de devenir des vrais poids de Muckenhoupt, tout en gardant leur définition initiale par
exemple sur un cube. La prochaine proposition technique montrera cette construction,
déja utilisée dans [Lem94].

Proposition 3.18
Soit Q un cube de R3. Il eriste un poids de Muckenhoupt wq(z) € Ay qui coincide avec

w(z)=1+|z|%, 6§ > &, sur Q.
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PREUVE : Nous allons montrer cette proposition pour les cubes @, de c6té 3 centrés en
Ty = (Zutl 2mal ZR4L) —(g, 4, 2), avec A = (n,m, k) € Z% car c’est dans ce cas que
nous allons I'utiliser ultérieurement.

Soit donc @ le cube suivant :

3 3
( xn—é‘Sxan‘FE
3 3

Q=1 (z,9,2) e R : ym‘iﬁyﬁym-i-g 0
z—§< < +3

Nous voulons construire une fonction wy € A, coincidant avec w sur Q. La définition est
simple: on commence par définir w, sur le cube Q A centré en (z, + %, Ym + %, 2k + %) de
cOté 6 par symétrisations successives de la fonction w par rapport aux plans yz, zz, Ty
et ensuite on étend la définition de w, a l’espace tout entier par périodicité, a travers le
carrelage T engendré par Qy. Il faut maintenant montrer que wy(z) € A, ; nous prouvons

en effet que:
1 3 z
sup sup B (/ w,\(x)dx) (/B w,\(:c)—ld:v)

< C’riu<p3 |113| (/ (x)da:)% (/B w(x)‘ldx)% = C’K(g).

Nous mettons en évidence que cette estimation est uniforme par rapport aux cubes @)
choisis. Supposons d’abord que 3|B| > |Qx|. Il existe alors ¢ > 0 tel que (23)?|Q,| <
3|B| < (23)‘1‘*‘1|Q,\| Soit Q¢ le cube circonscrit 4 la boule B (|B| < |Q¢| < 3|B|). Comme
le cube Q¢ peut étre recouvert par (23)9*! cubes du carrelage 7, on obtient :

/w;\(m)dx S/ wy(z)dzr < 23(""'1)/ w,\(a;)d:c=8-23(q"'1)/ w(z)dz
B Qc Qx

Qx
et aussi:
/w;l(x)dx 5/ wy(z)dz < 23(‘“'1)/ wy(z)dz =8.23(q+1)/ w™(z)dz.
B Qc Qx Qx

On peut donc conclure:

i L) (e
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ey ([ )’ (] o)

<C'K (D).

Dans le cas 3|B| < |Q,|, nous devons traiter trois situations différentes. Si B est contenue
dans le translaté d’un parmi les huit cubes qui remplissent @, alors par hypotheése:

31 (o) (f pes) <)

Par ailleurs, si B contient elle-méme 1'un des cubes précédents, alors:

(i)’ 5 (i) (1, 02
(/B w:(x)d””)% . (fo e dx)% = </Q e d””) ’

(o) ([ )"

ciar (o) ([ i) sy

Finalement, si B ne vérifie aucun des cas précédents, il existe au plus huit cubes Q; tels
que @Q; N B # 0 et qui sont les translatés des huit cubes de méme taille qui remplissent
Qx. Soit S; = BN Q; et supposons S; tel que |S;| = max;=;, . g|S;|- Grice aux symétries

de la fonction wy(z), on a:
(/ wx(x)dx) < 8/ wy(z)dz.
B S1

Soient Bi;,, B. les boules inscrite et circonscrite & S;. Puisque w(z)dz est une mesure
doublante (voir [Ste93]), il existe A > 0 tel que

—jl- (/Bcw(x)dx) < /Bin w(z)dr < /31 wy(z)dz
< /S1 w(z)dr < (/Bc w(x)d:r) <A (‘/Bin w(m)dx) .

[N

et

(M

donc:
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Le méme argument vaut aussi pour w(z)~!. Nous pouvons en déduire:

(o) Gpize)'
< Ui% </B w(x)dx) | (/B %x)dx) |

< SAK(g).

ce qui conclut la démonstration. .

Remarque. La fonction w(z) =1+ Iavl3 est, & son tour, seulement un poids de Mucken-
houpt local. De la méme fagon que dans les propositions 3.17 et 3.18, on peut montrer
pour cette fonction w que la constante K (R) apparaissant dans la définition 3.15 est de
l’ordre de 1 + log(1 + R) et qu’il est possible d’en définir un’extension & un poids de Mu-
ckenhoupt. Cependant, nous ne sommes pas intéressés a ce cas car ni le laplacien d’une
fonction f € X 3 est une molécule, ni X 3 est un sous-espace de L3.

3.2.4 Opérateurs de convolution sur L2

Nous avons vu que w(z) n’est pas un poids de Muckenhoupt. Il est quand-méme possible
démontrer la bicontinuité du terme bilinéaire de I’équation intégrale sur C ([0, 7], X;) x
C ([0, T], X;5) en décomposant le noyau de convolution en deux parties, I'une localisée au
voisinage de ’origine et ’autre s’annulant ici. Nous allons prouver que ces deux opérateurs
sont en effet continus.

Les résultats que nous avons obtenus sont les suivants.

Proposition 3.19
Soit Tof = [gs Ko(z,y)f(y)dy un opérateur de Calderén-Zygmund tel que Ko(z,y) =0 si
|z —y| > 1. Alors Ty : L2 — L2 et il eziste C > 0 tel que ITofllz < C £l

Proposition 3.20
Soit Ty f = [ Ki(z — y)f(y)dy un opérateur de convolution dont le noyau s’annule au

voisinage de lorigine (K (z) =0 si |z| < 1) et vérifie:

. C 3 )
Z) IKl(I)|SI$—|Z §<6<§
.. C 5 7
ZZ) lK]_(.’D)I < ];F 5 << 5
7 9
112) IKI(:U)I < Ix—ls' 5 0 < -2-

Alors Ty : L} — L et il exziste C > 0 tel que ||T1f||; <C IFlz -
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.19: Nous devons estimer

2

sty = [ | [ Kolwn) 50| wiads

<> /Q(m) /Q(%B) Ko(z,y) f(y)dy

Aez3

<3 /Q - [, Ko@) iy

A€Z3

w(z)dz (3.6)

2
wy(z)dz

ol Q(z», R) est le cube centré en z, = (2L, 2mtl 2E41) de coté R, fi(y) = F(¥)XQ@x.3)
et wy(z) est ’extension de Muckenhoupt de w(z) construite dans la proposition 3.18 et
coincidant avec w(z) sur Q(z»,3). Griace & la continuité des opérateurs de Calderén—

Zygmund sur les espaces a4 poids de Muckenhoupt, (3.6) peut étre contrélée par:

¢S [ 6@ ur@)da

A€Z3

=cy [ @l v@as

Aez3
< CIIflltz -

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.20 : Considérons

1751 = |
< ff L G- DIW4) weds

Nous allons estimer chaque terme de la série, dans le cas général o = 4,5,6. On a alors:

/1R3 (/2i<|z—y|5?j+1 [K1(z = y)f (W)l dy)2 w(z)dz

1 2
j d
<C Z /Q(xa%ﬂj) 22aj (L<Iz—y|5ﬂ+l |f () y) w(z)dx

A€Z3

2
1 1 1
<C / . . / , w(y)2w(y) 2d w(zx)d
> o) T ( BN OO0 y) (z)dz

AeZ3

2 w(z)dx

f_ K0S




3.2. EXISTENCE DANS L’ESPACE DES MOLECULES 121

2 -1
=¢ Z /(xx— 27) 2209 (/Q(zx%,sﬂ) If(y)l w(y)dy> (/Q(xx%,szj) w(y) dy) w(:l:)dx

A€Z3

1
2](2,, 8) Z (/Q(z,\ 2 529 £ () w(y)dy) (23j /Q(m 52J)w(y)dy) X

A€Z3

1/ 1 dy
23 Q=% 521)“’(@/)

1 o
- Cm ||f||L§ (1 + 27(2-9))

la derniére inégalité découlant du résultat suivant, contenu dans la proposition 3.17:

w75 ([ o) (/) ) < emh

(les boules peuvent étre remplacées par les cubes, la mesure w(z)dz étant doublante). Les
hypothéses sur a et § permettent alors de sommer sur les 57 > 0 et donc de conclure. ¢

3.2.5 Tendance et fluctuation dans Xj;

Nous disposons maintenant de tous les outils dont nous avons besoin pour appliquer
le procédé de point fixe dans C ([0,7”], X;5). Dans un souci de clarté, nous allons traiter '
séparément les termes linéaire et bilinéaire.

Lemme 3.21
Si iy € X5, alors pour tout T € ]0,+oo[ €2y € C ([0,T], Xs)-

PREUVE : Nous montrons d’abord que, pour, tout ¢ € ]0,7T[ on a Ae'u, € LZ. La seule
chose que nous devons vérifier est que Ae'®dy = e!*Aiy € L (]0, T[,L*(|z|*dz)). Du

moment que |z|* < C (Ia: —y¥+ Iylz‘s), ona:

2
1 lz—y?

/ / e~ 2 Adty(y)dy |x|26da:
Rr® |JRrs (47t)2

s 1 ez — y|’
<C /ti e 29 At (y)| dy +
< ]R3(R3 (ant)? 2 | Ao (y)| dy

2
L e = |y |Ado(y) | dy | dz
R® (47t)3

2
< Ct|Ige * [AdollIE: + e (1 1Al )|,
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2’ e='5F

3 + donne
tz (4mt)?

ou le contrdle uniforme de la norme L! de ¢;(z) =

- 112 — 112
le*® Adio| g ms gy < C(1+8) ATl

et donc S
”etAA’lIo”Lg S C(l + ti) “AﬂOHLg .

Pour vérifier que e*2 1 est nulle & I’infini pour tout ¢ fixé, il suffit de remarquer que le noyau
de convolution appartient a la classe de Schwartz S et que @y appartient a la fermeture de
S dans L3. Pour finir, la propriété d’annulation des moments découle des deux remarques
suivantes: Adly € L si § > 3, ;A € L' si § > 5 et z;z;Ady € L' si § > %, comme
nous avons souligné dans le paragraphe 3.2.1; de plus, si f et g appartiennent a L! avec
[ fdz =0, alors [ f *g dz =0. *

Lemme 3.22

L’opérateur bilinéaire

t
B(4,7)(t) = / -IAPY . 7 ® T(s)ds
0

est bicontinu de C ([0,T], X5) x C ([0,T], X5) dans C ([0,T], Xs) pour tout T € 0, +oo|.

PREUVE : Montrons d’abord que AB(#,%)(t) € C([0,T],L2). Soit ¢ € D, suppy C
B(0,1), ¢ # 0 et décomposons le noyau K de I’opérateur P en deux parties:

K(z) = p(z)K(z) + (1 - ¢(z))K(z) = Ko(z) + K1(z) z #0.

La fonction K| est donc supportée au voisinage de 1’origine et le support de K; ne contient
par l'origine. Analysons d’abord fot Ko *e(t=9)AV . A(Z® ¥)(s)ds. En utilisant la continuité
sur L2 de I'opérateur de convolution e¢=%)2,/f — sV et le contrdle de

1A@E ® )(s)lly; = ||Ad(s) ® 3(s) + (s) ® AT(s) + 2V @ iH(s) - V @ F(s)

L3

assuré par la proposition 3.12 et le lemme 3.13, on obtient facilement que, pour tout s < ¢:

=AY . A(Z ® 7)(s)ds

L3

1 -
(t_s)A - . — —
S\/z'——;”e CVE—sV-Al@ev)(s)ds|
é o d -t
<Co== (1+ - 9%) la@@N( )l
1 N )
<O (1+ (¢t - 9)*) 1AT(s) I3 167(s) 5.
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Quitte & montrer que Ky est un noyau de Calder6n-Zygmund, la proposition 3.19 nous
donnera, pour tout ¢t < T, avec T € ]0, +o0[, le controle:

t
/ Ko % et=95% . A(# ® 7)(s)ds
0

2
L6

<C (/0 tl_ - (1 +Vt—s ) ds) Oi?BT |]A12‘(s)||L§ Oil:ET ||A{;($)“Lg (3.7)

<CT# (1+7T%) sup ||Ad(s)lly; sup [|AT(s)lly; -
0<s<T O0<s<t J

Rappelons que P est un opérateur de Calderén-Zygmund, dont le noyau vérifie les pro-
priétés suivantes:

i) K(€) € L;

C
i) K@< 5 o #0;

oy | S C
iii) IVK(:L‘)‘ < W z #0.

Cela reste vrai aussi pour la fonction Ky(z) = K(z)p(x), & savoir:

) [ &, = llo = &[], <2t [£].
) || = [ex & < el | &]|;

.. e
ii) |Ko(z)| < oF T #0;

i) [VEo(z)| < [VE@)| lo(@)] + 1K ()] [Ve(z)| < lxil z#0

(¢ étant a support dans la boule B(0, 1)).

Pour ce qui concerne le terme f(f K, * ett=9)2V . A(@ ® 7)(s)ds, nous ne pouvons pas
appliquer directement la proposition 3.20, car K; décroit trop lentement a l’infini. Cepen-
dant, le noyau de I'opérateur e(*=)2V . A apparaissant dans l'intégrale a au moins trois
moments nuls et cela va étre crucial. En effet, on a les trois expressions équivalentes:

VK, et . A(Z® 7)(s)
Ky etV . A(@ @ 7)(s) = { AK; x etV . (Z® 7)(s)
VAK, *et=92 (2 ® 7)(s).

Nous allons exploiter la premiere formulation pour % <d< g, la deuxiéme pour 2 < § < %
et la troisieme pour % <6< %. Nous avons affaire aux fonctions VK;, AK; et VAK; qui
sont supportées en dehors de 1’origine et qui ont une décroissance a l’infini respectivement

de ’ordre de ﬁ;, # et |—~’131|_6 (nous rappelons que les composantes de K (£) sont d;; — %%,
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i,7 = 1,2,3). Nous pouvons appliquer la proposition 3.20 pour obtenir, aprés intégration :

t
/ K.1e®92Y . A(@ @ 7)(s)ds
0

L

t
< / |Ke929 - A@ o 9)(s)
0

, ds
L (3.8)

t
<0 [+ =s)hds sup ATl sup A7)l
0 0<s<T 0<s<T

< C(L+T*)T sup [|Ad(s)|lz sup [|AT(s)]|L: -
0<s<T S 0<s<T s

Les deux estimations (3.7) et (3.8) donnent finalement :

IAB(@,9)(#)llp; < C(L+T3)T3(1+T%) sup [|Ad(s)||; sup [|AT(s)]|,s
0<s<T 0<s<T

ainsi que la continuité en t = 0 de AB(, ¥)(t) dans L2. La continuité en dehors de ’origine

se démontre de fagon habituelle.
Venons-en a la démonstration de la nullité a I'infini de B(@, ¥)(t), pour tout t € ]0, 7.

t
Puisque l'intégrale converge dans L3 ( / ”Pe("s)AV ‘U 1‘1’(3)“11g ds < +00) et le sous-
0

espace de L? des fonctions nulles & I'infini est un fermé de L%, il nous suffit de remarquer que
e(t=)APV .47 (s) appartient & Cp pour tout s € 0, T et cela vient par exemple du fait que
#®7(s) € L3 et que le noyau de convolution appartient & L3 (voir lemme 3.8): Un argument
similaire nous permet d’établir la propriété d’annulation des moments; voyons cela en

t
détail. Si on appelle a(z, s) = Aelt=92PV .3 ® v(z, s), on sait que AB(@, v)(t) = / a(s)ds
0

converge dans L2. 1l suffit alors de montrer que:

2
</xka(w,s)dx=0 6>g,0<s<T,k=1,2,3, (3.9)
R3

( a(z,s)dz =0 6>§,0<3<T,
R3

/xixka(x,s)dx=0 6>g,0<s<T, ,k=1,2,3.
\ JR3

En effet, le sous-espace de LZ des fonctions satisfaisant (3.9) est fermé dans LZ. Vérifions

alors les propriétés (3.9) pour a(z, s), en notant par © le noyau de convolution de ’opérateur

eAPV-. Pour § > 2, cela découle de I'expression a(z, s) = T —13)26 (m) * AT ®

¥)(z, s) et, pour chaque composante § de © on a § € L!, [f(z)dz = O et, de plus,
A(@ ® ¥)(s) € L C L! pour tout s € ]0,T[. Pour § > 2, nous utilisons par contre I'ex-

1 - . =
pression a(z,s) = ——V -0 ( ) x V - (4 ® ¥)(z, s), ol maintenant, en notant
@) = =570 =) * V- @e
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¥ les composantes de V-0©,ona que 7 et 1 appartiennent & L! pour tout k =1, 2, 3,
[¥(z)dz = 0, [zxp(z)dz = O et, de plus, V - (Z ® 7)(s) et xV - (& ® 7)(s) appar-
tiennent & L' pour tout s € ]0,T[. Finalement, pour § > I, nous écrivons a(z,s) =
1 :
e (V=
¥, Txp, TiTrp appartiennent & L' pour tous 3,k = 1,2,3, [¢(z)dz = 0, [z;p(z)dr = 0,
[ zizrp(z)dz = 0 et, pour finir, Z ® U(s), ;4 @ U(s) et z;zx¥ @ ¥(s) appartiennent & L!
pour tout s € ]0,T7. ¢

) * U U(z, s) et, cette fois-ci, les composantes ¢ de AO vérifient que

La preuve du théoreme est alors directe.
PREUVE DU THEOREME 3.10 : Soient @(s), 9(s) € C ([0,7"], X5), ou T" sera choisi dans un
moment. Nous allons montrer que 'opérateur F(%)(t) = e*®up — fot et=IAPY . ¢ @ i(s)ds
est une contraction sur une boule B(0,R) C C ([0,7"], X;). Voici les inégalités qu’il nous
faut établir:

,Sup NE@@)lx, < R

sup [IF(#)(t) = F@) ®)llx, < C _sup_[17(t) - 7,

0<t<T

pour toutes fonctions @, v € B(0, R) et pour une constante C < 1. En effet, nous avons:
sup IF@(O)lx, € sup 2]y, + OV +VT) 1+ VIT)( sup [7(s)]lx,)’
< sup ”etAu()”X +CVT'(1+ \/T’) 1+ VT )R?

o<t<T’

et aussi:

sup [IF(@)(t) ~ F@)@)llx, < CVT (1 +VT)(A+VT") sup [la(t) = 7(1)llx, x

(sup [lE@®)llx, + sup IIU(t)llxﬁ)
o<t< o<t<T

< 2RCVT'(1 +VT)(1 + VT7) sup () ~ 9(0), -

Il faut donc trouver un R et un 7" tels que:

sup ||etAuo||X +n(TR*< R
0<t<T - (3.10)

2n(T"R < 1,

ou n(T") = CVT'(1+VT'")(1+VT"). Comme supgscq ||e‘Au‘(’)||X‘s < C(VT" +1) ||do]l x,
on peut choisir 7" suffisamment petit pour que supgc;q ”etAu'E,H X5 < Zﬁ(l?j; si de plus
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1-— \/1 — 4n(T") SUPo<t<T" IIGtAﬁollx,s
R =

2n(T")
est une contraction de B(0, R) C C ([0,T"], Xs).

, les deux conditions (3.10) sont vérifiées et F
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Chapitre 4

De Navier—Stokes a Schrodinger non
linéaire

4.1 Présentation du probleme

Comme nous avons pu remarquer dans les chapitres précédents, un phénomeéne ty-
pique des équations de Navier—Stokes est le comportement différent des termes linéaire
(tendance) et non linéaire (fluctuation), déja remarqué par M. Cannone et F. Planchon
[Can95], [P1a96]. Le probléme de I'unicité des solutions dans C ([0, T[, L3(R3?)) a été résolu
grace a 'appartenance de la fluctuation & un espace (de Besov) interdit & la tendance.
On peut se demander si cette idée de scinder I’étude des deux termes d’une équation non
linéaire est typique des équations de Navier—Stokes ou bien peut étre utilisée avec profit
pour d’autres équations. E. Terraneo [Ter99b] a montré récemment comment cette ap-
proche s’adapte parfaitement & 1’équation de la chaleur non linéaire. On pourrait croire
que le point crucial dans un tel phénomeéne est ’action trés régularisante du semi-groupe
de la chaleur e*® qui gouverne ces deux équations. Nous allons voir dans ce chapitre que ce
n’est pas le cas en présentant une application de cela a 1’étude des solutions autosimilaires
pour une classe d’équations de Schrédinger non linéaires.

Nous nous intéressons donc au probléme de Cauchy suivant :
0w + Au = y|u|*u
u(0, ) = up(x)
ouy€R, a>0,u(t,z) : R x R* - C, yo(z) : R* - C.
Grace a I’homogénéité de 1’équation, si u(¢, z) est une solution, v(t, ) = APu(\%t, Ax) pour
tout A > 0 et Re p = 2 D'est aussi.
On appellera solution autosimilaire une solution u(t, z) telle que:

(4.1)

2
VA > 0 u(t,z) = NPu(\%t,Az) avec Rep= o
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Une telle solution est donc de la forme:

u(t,z) = Z]-;%—W(—\%)

ou 2 est une distribution homogene de degré 0.

(4.2)

Q(z)
B

Nous allons présenter dans ce chapitre un résultat d’existence de solutions autosimi-
laires de (4.1) (théoréme 4.3) qui se situe dans la suite des travaux de T. Cazenave et
F. B. Weissler [CW90],[CW98a],[CW98b],[CW99], et étend un résultat récent de F. Ri-
baud et A. Youssfi [RY98]. En suivant une démarche introduite par Y. Giga et T. Miyakawa
[GM89] et déja utilisée par M. Cannone [Can95] pour les équations de Navier—Stokes, on
choisit un espace fonctionnel de distributions sur Rt x R™ apte a contenir des fonctions de la
forme (4.2) et on démontre un théoréme d’existence et d’unicité de solutions de 1’équation
(4.1). Pourvu que ’espace choisi soit compatible avec des données initiales homogenes, on
sera en présence de solutions autosimilaires griace a l'invariance de 1’équation.

et sa valeur initiale ug(z) =

4.1.1 Généralités sur le groupe de Schrodinger

On consideére le probleme intégral associé a (4.1):
u(t) = e*Puy — iy /Ot e t=)8 |y|%u(s)ds (4.3)
et on se propose de démontrer un théoréme de point fixe pour la transformation
u(t) = F(u)(t) = e*Pug — iy /Ot el t=9)A |y |y (s)ds.

On verra plus loin dans le chapitre que les problemes intégral et différentiel sont équivalents

dans le cadre que nous allons choisir.
Comme pour les équations de Navier—Stokes, distinguons dans F'(u)(t) la partie linéaire :

Up(t) = e™Puy

et non linéaire: .
A(u)(t) = ify/ el(t=9)8 |y |*y(s)ds.
0

On a indiqué par e le groupe de Schrédinger :
. 1 12
etB(z) = ——e'it xp(z) VpES
(4mit) 2
et donc Upy(t) est la solution de I’équation libre suivante associée au probléme non linéaire :

u(0, x) = up(x)

(4.4)
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On a que €2 : 8’ — S’ est continue et que Yuy € &', application t — e**2ug est continue
q

de R dans &'.
Terminons cette section par des estimations classiques sur le noyau de Schrédinger.

Proposition 4.1 (estimations classiques)
Sz'%+i=1 on a:

4
1itA C
Vp Z 2 ”e f“Lp S tn(%_l) ”f”LP’
A c ,
Vp22,V8€R ”e1 f'H;S tn(%_%) ”f”H;,

PREUVE : On part des estimations évidentes:

€% Fll e = 11 £llze
A C
e fll < 25 1£ s

et on obtient ’estimation sur les espaces de Lebesgue par interpolation. L’estimation sur
les espaces de Sobolev vient du fait que les opérateurs de dérivation et de Schrodinger

commutent. *

4.1.2 Le cadre fonctionnel et l1a méthode utilisée

Introduisons donc le cadre fonctionnel considéré par F. Ribaud et A. Youssfi dans
lequel nous allons travailler. Nous notons encore par 7/(R* x R") ’espace des distributions,
tempérées en espace, introduit dans le chapitre 1 (théoréme 1.4). Pour n € Net a > 0

fixés, soit:
Eso = {f(t, z) € T'(RY x R*) : supt® || f (), < +oo} (4.5)
t>0

ou s >0 et p=p(s,a),d = 6(s,c) sont ainsi définis:

_nla+2) 9=1(2_2+3),

 as+n’ 2\a p

C’est un espace de Banach normé par || f[|g, . = supso | f (t)||ﬁ§. Le choix de 6 est imposé
par I’homogénéité (4.2) puisqu’on veut que la norme soit invariante; par contre, le choix
de p en fonction de s et de o sera déterminé par ’exigence de rendre 1'opérateur A(u)
continu. On a donc toute une gamme d’espaces pour tout indice de non linéarité (a + 1)
fixé. Remarquons au passage que la relation entre s et p n’est pas dictée par les injections
de Sobolev, donc les espaces H; ne sont pas contenus les uns dans les autres.
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En vue de I’obtention de solutions autosimilaires deux questions se posent : tout d’abord
existe-t-il des données initiales u, telles que Uy(t) = e*Aug se trouve dans I’espace E, , et qui
soient de surcroit homogenes? Et, le cas échéant, peut-on démontrer que la transformation
F est une contraction sur une boule fermée de I’espace E; 7

Nous allons voir que la réponse a ces deux questions est affirmative pour o compris
dans une certaine plage d’indices dont la borne inférieure o tend vers zéro pour n tendant
vers 1’'infini.

4.2 Le théoréeme de F. Ribaud et A. Youssfi et son
amélioration

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréeme de F. Ribaud et A. Youssfi qui donne
I’existence de solutions et de ’extension que nous en avons donnée. Nous verrons ensuite
(voir corollaire 4.11) qu’il existe effectivement de données homogeénes qui sont compatibles
avec ce cadre fonctionnel.

Théoréme 4.2 (Ribaud—Youssfi)
Soit a>0, a¢2N. Sis>0 vériﬁesmin=’2-‘-—°‘7”<s<§—a—(‘f:+—21)=smax, et de plus:
(H) s=0 ou bien a>lets<a
alors, dés que p > 2, on a le résultat suivant:
il eriste M > 0 tel que pour tout ug € S’ telle que e*®ug € E, 4 et ”eimuo“Ea‘a < M il
eziste une unique solution u € Eyo de (4.1) telle que [|ul|g, A < 2M.

Pour o € 2N ’hypothése (H) n’est pas nécessaire.

Théoréme 4.3
Les conclusions du théoréme précédent restent valables si (H) est remplacée par:

(H’) s<a+l,s< 3275,

4.2.1 Démonstration du théoréme de F. Ribaud et A. Youssfi

Nous allons donner les points fondamentaux de la preuve du théoreme de F. Ribaud et
A. Youssfi en mettant en évidence d’ou vient I’hypothese (H).

PREUVE DU THEOREME 4.2 : Tout d’abord on remarque que si s > 0 et p = p(s, @) comme
dans la définition 4.5 de I’espace E; o, alors H; C L9 avec % = % —2etg>a+1,cequi
donne un sens au terme non linéaire |u|*u. De plus, la condition p > 2 vient évidemment
de la nécessité d’appliquer la proposition 4.1.
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I1 faut alors montrer que 'opérateur F' est contractant sur une boule fermée de E, ,, a
savoir que si u,v € E; o et |lullg, . < K, [|v|lg, ., < K alors:

I1F(w) = F()lg,, <Cllu—-vllg,, C<L

I1FWlg,. < K

Puisque ||F(u)|lg,, < [IUolls,, + lA(W)llg,, et [|F(u) = F()lg,, = [lA(w) = A@)lg,
concentrons-nous sur le terme non linéaire A(u).

On a:

t
14 Ollgy < © [ [ ulou(s)]|g, ds

t
1
SC’/‘—1 ul®u(s)||y. ds.
| G oap el

Il faut donc estimer le produit |u|*u comme opérateur de H; a H;,. On a a ce propos le
lemme suivant, dont on peut trouver une démonstration dans Runst—Sickel [RS96].

Lemme 4.4
Sotenta >0, s> 0, 1 < p < 400 tels que:

s<min(2,a+1), (.1__E> < ___1_
p p n a+1
et soit h = n ; alors:
s+ (a+1) (——s)
(i) VfeH lfl*fly < CIFIE"
(i) YfeHy [IfI* g <C|lf|l°'“-

De plus, si a est un entier pair (respectwement impair) alors (i) (respectivement (ii)) vaut
sans la restriction s < oo+ 1.

Si, en particulier, p = p(s,a) comme dans (4.5) et p > 2, alors h = p’ et on obtient
I’estimation souhaitée :

Vs<a+1 |Hu[°‘ul|H, <C ||u||°‘+1.

On a donc:

140) Ol < € | o It

t 1 1 a+l1
<C / ds (su s% |lu(s -,) .
- ( o (t— s)"(““) sf(a+1) ) 0<s£t Il )”H”




132 CHAPITRE 4. DE NAVIER-STOKES A SCHRODINGER NON LINEAIRE

Si maintenant
n(z—5) <1
4.6
{ 1)<1 (46)

on peut conclure que c
Ve> 0 [JA@)®)lgy < 5 5!,

d’ou
lA@W)llg,. < Cllullg’!.

La condition (4.6) se traduit par:

OU Smin €t Smax sont définis dans 1’énoncé.

Grace a cette estimation on peut facilement montrer que 'opérateur F' est stable sur
une boule fermée de E; , de rayon 2M, dés que ||e*“u,| g,. < M. Jusqu'ici on n’a pas eu
besoin d’introduire la condition (H), qui n’est donc pas nécessaire a la stabilité de F', mais
seulement (H’). Elle viendra donc de la contractivité de F'.

Estimons alors:

1F(u) — F(v)llg,, = [|A(u) — A()llg, , -
Puisque
|lul®u(s) — v|®v(s) = C (u(s) — v(S))/O lou(s) —v(s)] + v(s)|*do
= C (u(s) — v(s)) G(u(s),v(s)),

on a:

|A(w) — A(v)llgy < C 1y [(u(s) = v(s)) Glu(s), v(s)) I, ds

s)"<-"

= C/o (t - s)n@-%) lu(s) = v(3)llsy 1G (), ()l s

ou s + F = 1_7 + = (v01r le lemme 2 dans [RY98]).

11 faut malntenant estimer G(u(s), v(s)) comme opérateur de H; X H; a valeurs dans H?.
Puisque G(u(s),v(s)) = |u|*(s) + |v|®(s), cela revient & estimer |u|*(s) comme opérateur
de H; a I:I: et on peut faire appel au lemme précédent, mais cette fois-ci ’exposant de
non linéarité est a et non pas a + 1, d’ou les conditions a > 1 et s < a apparaissant
dans (H). Bien siir, si on a le droit de considérer s = 0, les termes |u|*u(s) et |u|*(s) sont
parfaitement controlés.
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Si (H) est vérifiée, on a alors:
IG(u(5), v(3)) gz, < C (Ilu(s) g + v (s)IIG )
et on peut conclure par:

1A@w) = AW)ls, . < Cllu=vlls,, (Iullg,, + 12113,
F est donc une contraction dés que u et v sont dans une boule de E,, suffisamment
petite. ¢

Si on considére la compatibilité de la condition (H) avec smin < § < Smax, On s’apercoit

< a <1 on n’a pas pu démontrer I’existence de solutions dans E; ,

quesin>T7et

et ceci a cause du seul manque de contractivité de I’opérateur F'.

4.2.2 L’idée centrale et le probleme de compatibilité

Dans le cas non homogene C ([0, +oo[, H!) T. Cazenave et F. B. Weissler avaient pour-
tant montré le théoréme suivant (voir théoréeme 1.2 dans [CW90] pour I’énoncé complet).

Théoréme 4.5 (Cazenave—Weissler)

Soit a = ;—4_—2. Il existe € > 0 tel que, Yug € HY(R™) telle que ||uollyn < €, il eziste u(t)
solution de (4.3) telle que u(t) € C ([0, +oo[, H') N L2 (]0, +oo[, H) pour tous les g, r tels
que 2 = n(3 — }) avec 2 < v < 2. Cette solution est unique dans L (]0, +oo[, H}) on

__ n(a+2) _ 4Ya+2)
P= "atn ety = a(n-2)°
La démonstration se fait toujours par une méthode de point fixe, dans ’espace métrique

complet :
X = {u(t) € L7 (]0, +oo[, Hy) : elleo (g0, +00p3) = M}

ol on a posé dy (u, v) := ||u — |40, eof,Ley - ON aura remarqué qu’on ne fait pas intervenir
la norme homogene I:I}, dans la définition de distance. Ainsi, T. Cazenave et F. B. Weissler
prouvent que ’opérateur intégral F'(u) est stable et contractant sur xas ou M est bien

choisi.

Le point crucial est le fait que, pour démontrer la contractivité, ils n’ont pas besoin
d’estimer ||A(u) — A(v)HH}, mais seulement ||A(u) — A(v)||;,, ce qui élimine le probléme du
controle du terme non linéaire |u|® + |v|® dans un espace de Sobolev régulier.

On est tres vite tenté de transposer cette idée a notre espace E; ,. On considére alors:

Foo= {U(t, z) € 7'(R* x R*) : sup t” ) ||u(t) | posar < +00} (4.7)
t>0
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ol §*(s,a) = 0(s,a) — 5 (avec 6(s,a) comme dans (4.5)) est I’exposant déterminé par
I’homogénéité requise. Il est important de remarquer que si o > ﬁ on a §*(s,a) < 0 pour
tout s > 0. L’énoncé qu’on envisage démontrer est alors le suivant:

Soient a >0, $ >0, Spin < § < Smax, S<a+1 st a ¢ 2N. Alors si p > 2 on a le résultat
sutvant :

il existe M > 0 tel que, si €"®ug € E,o NF,, et ||ePuo| B,
unique solution u € E;q NF, 4 de (4.1) telle que ||u|lg, < 2M.

< M, alors il existe une

Il n’y a aucune difficulté & démontrer un tel énoncé si on proceéde par une méthode
de point fixe dans l'espace X;,o = E;o N F,;4 qu'on aura muni de la distance d(u,v) :=
lu — vl|g, , et on aura considéré le fermé x; o = {u €EsaNFsa: (lullg,, < 2M}. Le
probléme se situe au niveau de la consistence du théoréme, car on a malheureusement la
proposition suivante.

Proposition 4.6 (Oru, Cazenave—Weissler)
Vp € [1,400], VO* <0 on a:

Xoo = {uo € 8'(R*) : supt? ||e*2ul| , < +oo} = {0}
£>0

et si 8* = 0 l’espace xo ne contient aucune fonction homogéne de degré r < 0.

PREUVE : Ce résultat a été remarqué de facon indépendante par F. Oru [Oru98] et
T. Cazenave et F. B. Weissler [CW99]. Pour * < 0 il suffit de remarquer que, pour tout
uo € Xe-, (uo, ) = 0 pour tout ¢ € S car e*uy, s, ug et pour 8* = 0 que uy € Xp implique
ug € LP et donc ug ne peut pas étre homogene. S

On a donc imposé une condition incompatible au terme linéaire Up(t) = e*Auo. On
peut cependant aller plus loin dans ’analyse et découvrir qu’on n’a pas besoin d’imposer
a la solution (et donc au terme linéaire) d’appartenir & F; ,, car c’est une propriété auto-
matiquement vérifiée par le terme non linéaire, des que u appartient a E; ,. Nous pouvons
donc conclure la démonstration du théoréeme 4.3 annoncé.

4.2.3 Démonstration du théoréme 4.3

Commencgons par les lemmes fondamentaux.

Lemme 4.7 (continuité E, , — F; )
Sotenta >0, a ¢ 2N, s >0,p>2, p=p(s,a), Smin < S < Smax comme dans le théoréme

42ets<a+1,s< 33_’:2.
Soient § = 3 (2 -2+ s) , 00 =0—2%,E,, et F, o comme dans (4.5) et (4.7).

«a
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Siu€E,q et A(u)(t) =iy [) et=9)2|u|®u(s)ds, alors on a:
A(u) €Fso et [|A(u)llp,, < Cllullg.

PRrREUVE : Nous précisons tout d’abord que les intervalles de validité pour l’indice de
régularité s apparaissant dans 1’énoncé ne sont pas optimaux. Cependant, ce sera dans ce
cadre que le lemme sera appliqué par la suite et donc nous n’avons pas voulu alourdir la

rédaction.
Ce lemme se démontre en découpant le noyau de Schrédinger en basses et hautes

fréquences. Soit ¢ € D(R™) telle que (&) =15si [£] < 1,9(&) = 0si |£] > 2. On considére
alors 'opérateur ¢(A) défini par (p(A)Y)(€) = (€2)Y(€),Vip € S. Alors Vs < ¢t on a

1=¢((t—s)A)+ (1 —¢((t —s)A)). On peut donc écrire:
8 = (8 — S)A)ECIA (1 — (¢ — 5)A))el
=m((t—s)A) +m((t - s)A).

On appelle
Ay (w)(t) = iy / m((t — 5)A) [ul*u(s)ds

et

t
Ax(w)(®) = i [ m((t ~ 9)D)ulu(s)ds
0
Siu € Hy alors |ulu € LaH on L = :
(€2’ = O(€) avec w € L7 pour 1 < 7 < 400

Q

S
n
, d’ou pour p > —L-:

14Ol <€ [ —— s (o), 3, ds

(t— s)
1 1 9 a+1
= C/o (t — s)%(%‘("‘"‘l)%) s0(a+1) (3 ||“(3)||ﬁ;) ds

a+1
<ot (s o lulollly) -

0<s<t

La condition p > ;%7 entraine s < 32%, tandis que les conditions 3(% — (@ +1)3) <1

et Qla+1) <1 sont impliquées par smm < 8 < Smax- Venant a A,, si u(s) € H;, pour
p = %‘;‘T’fz , alors |u|*u(s) € Hp, ou 1 5+ i— = 1 (voir lemme 4.4) et si p > 2, alors
C
< S)|lgs -
< o Ol

eilt=9)A . H’ - H’ avec ||e"*~
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Or, le fait d’avoir éliminé les basses fréquences permet d’injecter H; dans L? et méme
dans I’espace de Besov homogeéne B)' C L?. En effet:

D8 A=t —)A)flle <C D 1Aflle < C(VE=3)° [IFllgge
j€z Y>35

< C(VE=39)" Il -

(nous rappelons que A, f est le j-eme bloc dyadique d’une décomposition de Littlewood-

Paley de f et que “f”fsgvl =2 ez 18 fllLs)-
On a pour conclure:

t
”AZ(U)(t)HBg,l S C/ (t —_ 3)% ei(t—s)Alulau(s)l " ds
ot 1
=¢ g 1) g, ds
0 (t—'S) 2 p) 2 P
t 1 1 a+1
< 9 -
=¢ o (t— S)n(é—},)_% g0(a+1) (3 ”U(S)HH;) ds

a+1
< Cct -3 (sup So||u(3)||f{;,) :

<s<t

¢

Nous énoncons aussi le résultat suivant, qui n’est qu’une généralisation du lemme
précédent au cas ou le terme non linéaire n’est pas |u|®u mais |u|*v et les fonctions u
et v ne sont pas forcément égales. Dans ce cas I’hypothese (H’) ne suffit plus.

Lemme 4.8 (continuité E; o X E; o — F, )
" Sotenta >0, a ¢ 2N, s>0,p>2, p=7p(s,0), Smin < § < Smax comme dans le théoréme
4.2 et, de plus, s=0oubiena>1ets<a,s< 32%5.

Siu,v € Ey o et B(u,v)(t) = iy [, €t~ u|®(s)ds alors B(u,v) € F, 4 et || B(u, V)|l . <
Cllvllg,, llullg, ., - (Sis =0 les espaces Eqo €t Fso coincident et le résultat est contenu
dans le lemme suivant 4.9).

PREUVE : La démonstration suit les mémes lignes de la précédente, puisque |u|* est un

opérateur continu de Hy a H? ot s + % = 2 + % (voir lemme 4.4 et démonstration du

théoreme 4.2). .

Lemme 4.9 (continuité E, o — E; )

Soienta > 0,5 >0,p>2,p=p(s,Q), Smin < S < Smax comme dans le théoréme 4.2,

s<a+1lsiaé¢?2N siu€Ey, alors A(u) € Esq et ||[A(u)|lg,, < C ||u||§ji .
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PREUVE : Nous avons deja montré ce lemme au cours de la démonstration du théoréme
de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2 .

Lemme 4.10 (continuité E,; o X F; o — F;4)
Sotent a > 0,5 >0,p > 2, p=0p(50a), Smn < $ < Smax comme dans le théoréme 4.2,

s<a+1lsiag¢?2N Siu€E;, we Fyg,, et B(u,w)(t) = iy [, €t~ |u|*w(s)ds alors
B(u,w) € Fsa et || B(u,w)ll5, , < Cllwllg, , llullg,, -

PREUVE : Pour tout¢ >0 on a:

1B Ol < © [ s Il (9 s

t
1
5 [0l ()0 ds
oy WOl I

<C

avec -; =  + ; et, puisque Hy C L7 avec | =

S 3 — AN .
ps — =, on obtient ra = g d’ou:

1
p

1B )@l <C [ =T O lhs lu(s) 5, ds

¢ 1 1 1 ,.
<o Ll
o (= s)"(3—7)s" s%

C . *
< (sup s’ Hw(s)llu) (sup s’ llu(s)llgs) :
0<s<t \0<s<t P

[w(s)lls (s° lu(s) g ) ds

¢

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 4.3: Pour conclure la preuve du théoréme il suffit
maintenant d’utiliser un algorithme de point fixe dans un espace convenablement choisi.

Soit donc:

Esom = {u € By : ||lullg,, <2M, wu(t) - e®ug € Foqp-

Remarquons encore une fois que nous n’imposons pas & e*®uy d’appartenir & F; 5. E; 4

est un espace métrique complet lorsque on pose:
Vu,v € Esanr d(u,v) :=lu—vllp, -
On considére alors ’application:
F(u)(t) = e"®ug — A(u)(2).
Grace aux lemmes 4.7, 4.9 et 4.10, elle est définie de E,,a, M a E; 4 et il existe C > 0 tel que
IF @), , < [leuollg, . +C llullg?,
|1F () - euolly, < Clullg??,

|1F(w) = F()llg, . < Cllu—vllg,, (lulg,, + lIviE,.)-
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1
(C2a+1)%
(Pestimation de cette constante est la méme que celle du théoréme 4.2). De plus, grice
au lemme 4.7, toute solution u € E;, telle que |lul|g, < 2M appartient & Eson dolt
l’unicité est garantie sans ’hypothése supplémentaire d(t) — By € Fy 4. IS

La transformation F' est alors une contraction de E;, p, pourvu que M <

Corollaire 4.11
Soient ap(n) (défini pour tout n) la racine positive de I’équation :

P(a)=na®*+a(n—2)—4=0,
ay(n) (défini pour n > 10) la plus petite racine de l’équation :
Qa) =20 —-a(n—4)+4=0
et az(n) (défini pour n > 8) la plus grande racine de l’équation :
R(a) =2a* —a(n—2)+4=0.

Alors :
- pour tout n < 8, il eziste des solutions autosimilaires au probléme (4.3) pour tout
a > ap(n);

— pour n = 9 il existe des solutions autosimilaires au probléme (4.3) pour tout a €
Jow(n), 25[ U Jaa(n), +oo U2N;

- pour n > 10 il existe des solutions autosimilaires au probléme (4.3) pour tout o €
Jao(n), a1 (n)[ U Jaz(n), +oo[ U2N.

PrREUVE : Il faut d’abord analyser la compatibilité des conditions imposées dans le
théoréme 4.3, démontrer qu’il existe des données homogenes qui vérifient bien les hy-
potheéses requises et enfin comparer le résultat avec le théoréeme de Ribaud et Youssfi.
Rappelons que le résultat d’existence de solutions autosimilaires de Ribaud et Youssfi
était le suivant (voir [RY98], page 1069):
— pour tout n < 6, il existe des solutions autosimilaires au probléme (4.3) pour tout
a > ap(n);
— pour n = 7, il existe des solutions autosimilaires pour tout a € Jag(n), =25 U [1, +oo]
U2N;
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- pour n > 8, il existe des solutions autosimilaires pour tout o € 2NU]ao(n), =55
U ]a2(n)’ +OO[

On impose donc que ]Smin, Smax[N [0, + 1[N0, 52 o] # (@, en traduisant cela par des
conditions sur a (que nous considérons toujours positif). Traitons d’abord le cas n < 9. La
condition sy, > 0 se traduit alors par a > ap(n), Smin < a + 1 est toujours vérifiée et la
condition spyin < 3035, toujours vérifiée pour n < 6, donne 0 < a < = pour n > 6. En
conclusion, pour n = 7, l'intervalle Jag(n), n—6[ que nous avons ici trouve recouvre le trou
laissé par Ribaud et Youssfi; pour n = 8 on a # = 2 = as(n), donc la seule valeur qui
devrait étre exclue est a = 2 qui est pair: ici aussi le trou est comblé. Pour n = 9 on a
—5 < az(n), donc on arrive a élargir la plage d’exposants permis mais pas jusqu’a combler
le trou.

Venons-en & n > 9. En plus de la condition o > ap(n) venant de smax > 0, la condition
Smin < @+ 1 donne ici a < a;3(n) ou a > @;(n) (ou a;(n) < & (n) sont les deux racines du
polynoéme @ de ’énoncé) qu’il faut comparer avec 0 < a < #. En effet on a n4T6 < a1(n),
d’ou on n’améliore pas la plage d’exposants plus grands que 1; par contre on a % <
a1(n) < -2z < 1 et on gagne lintervalle [-%5, a3 (n)[ par rapport & Ribaud et Youssfi.

L’espace de résolution du théoréme étant exactement le méme que celui utilisé dans
[RY98], le résultat d’existence de données homogeénes est donc contenu dans les théorémes
2 et 3 de cet article qui restent valables dans notre cas. Nous en rappelons les enonces en

renvoyant & [RY98] pour une démonstration.

Théoréme 4.12 (Ribaud—Youssfi)
Soit f une distribution homogéne d’ordre —2.

1. Sie®f(z) € E; o, alors Agf € LP.

2. Si Aof € LP, alors et® f(z) € Eq 4.

Théoréme 4.13 (Ribaud—Youssfi)
Soit a tel que |Smin, Smax[N[0, @ + 1[ # O et soit Q@ € C™(S™ ') (la sphére de rayon 1 dans

Q(lzl)

R"). Si f(z) = wE

En particulier, il eziste € > 0 tel que, si ||| < €, alors il eziste une unique solution
globale autosimilaire de l’équation de Schrodinger 4.3 avec f comme donnée initiale.

et Up(t,z) = &' f(2), alors ||Up|lg, . < [1Qlcn-
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4.3 Remarques sur ’espace de résolution

4.3.1 Equivalence entre les probléemes intégral et différentiel

Nous allons voir que, dans le cadre fonctionnel que nous avons choisi, les problémes
différentiel et intégral sont équivalents (voir aussi [Kat87] pour le cadre des espaces de
Lebesgue). Par ailleurs, ’équation de Schrodinger étant une équation d’évolution, il est
souhaitable qu’a une donnée initiale dans un certain espace corresponde une solution qui
appartient au méme espace a tout instant. A premiere vue cela ne semble pas le cas
pour les solutions que nous venons de considérer dans les paragraphes précédents. A une
donnée ug telle que supgqt? ||eAuo| g5 < +oo, correspond une solution u(t) telle que

SUP;so t? ||u(t)||gs < +o0o. Nous allons voir qu’en effet cette solution reste dans 1’espace de
P
départ comme il a été aussi remarqué par T. Cazenave et F. B. Weissler pour le cas s =0

[CW99).

Proposition 4.14
Soient a > 0, s > 0, $ € |Smin, Smax| comme dans le théoréme 4.2, s < a+1 si a ¢ 2N.

Soit Eg o = {u(t, z) e 7' (RT xR*): stggto Hu(t)HH; < +oo} ot p = p(s,a) = 'ﬁ_:jl tel

a

a) u(t,z) vérifie dans D'(R* x R*) :

quep>2,0=0(s,a)=3 (2 -2 +s). Soit u € E; 4. Alors:

Oru = 1Au — 1y|ul®u

si et seulement si il eziste ug € BV °(R") ot 7 = max(n, 2 + Jy) telle que
. t -
u(t) = ePuy — 2")’/ =2 y|*y(s)ds dans 7' (R x R™).
0

En particulier:
i) u(t) 23 uo dans S'(R)
i1) u(-,z) : [0, +o00[— S'(R™) est continue et |0, +oco[— H; est faiblement continue.
b) Si on définit:

Y = {f € S'(R™) : sup o ||ei"Af| fs < +oo}
o>0 P

alors ug € Y et u(t) € L*° (]0, +oo[,Y) .
PREUVE : Démontrons d’abord a). Supposons u € E;, telle que Gu = iAu — #y|u|*u
dans D'(R* x R*). On a que u(t) € Lt ([0, +oof, L&) car V& > 0 lu@)llgy < tga et
Hy C L7 C Lt avec L = 1—2. Tl s’ensuit que |u|*u(t) € Li, ([0, +00[, LL,c) C 7(RT xR™).

uloc
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Or, si Sy et A; sont les opérateurs définissant une décomposition de Littlewood—-Paley
et si f € LY .(R") alors Sof € L®(R") et pour tout j > 0 on a ||A;f|l . < C2™ ||f[|Ll1
car:

185 £(@)] = [ f (55)(@'2)|

s/ %)ldy

<y rw(y)lif(x— 2| ay

kezZn
(ol on a indiqué Qi le cube unitaire k + [0, 1]"

< sup |9¥(y) | flz— —-)' dy
ke%.ye Qx —ke[0,1]n

SCsup/ If:v——)ldy

kezn J|y—k|<2 (4.8)
—csup [ |f(& — o) 2de

k€z Jlo- k(<2
< C2™ sup / |f(0)|do < C2™ || f||ps

zo€R™ J|o—z0|<2 uloc

Donc |u|®u € Li. ([0, +oo[, B3»®). Par ailleurs si g € L%t (R™) alors SpAg € Lo(R") et
18;Agl 0 < C2®+337 ||g||Lass pour tout j > 0, car |A;Ag| = 2%9|A g| ou Agg(§) =

2
[,B (+°“) ) et on en

¥(£)&2§(€) d’ou on peut conclure. On obtient Au € L, ([O, +00
déduit que iAu — ivy|u|®u € L ([0, +oo[, B;»*®) avec n = max(n,2 + a+1) d’ou v(t) =
/ Osu(s)ds € C ([0, +oo[, BL*) et u(t) = uo + v(t) avec limg o u(t) £ uy € BZ™

On a aussi montré que I'application ¢ — wu(¢,-) est continue de [0, +00[ dans S'(R*). L
continuité faible dans Hs suit alors grace au théoréme de Banach—-Steinhaus.
Considérons mamtenant u(t) = etAuy — iy [ et |y|%u(s)ds. On a:

A(u)(t) = iy / t "2 u|%u(s)ds € Liy, ([0, +o0], HZ) ne ([0’ oo, H)

avec ' = s— n(— — —) < s grace au lemme 4.9 et a ’estimation suivante, due aux injections
de Sobolev:

t
”A(u)(t)”Hs' < C/O ”et(t—s)Alulau(s)|

He ds

t t
—C [ el u@lle ds < € [ llufou(s)l, ds

t
1 —
= C/o m(so ”U(S)Hﬁ;)"“ds < CHi=0@H) [yfatt
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Il est facile de vérifier que d,v = tAv — ¢y|u|*u dans 7(R* x R*) € D'(R* x R*). On a
alors 8,(u — v) = iA(u —v) d’olt 8, (e#A(u — v)) = 0 dans 7’ et donc €2 (u—v) = Ct¢ =0
car u(0) = v(0) = wuo ce qui permet de conclure que u(t) = v(t) car 'opérateur e**® est
inversible.

Venons a la démonstration de b). Il suffit de remarquer que

Au)(t) = i’y/o elt=9)A |y |ou(s)ds

est continu sur E; , comme on a vu dans le lemme 4.9 et que pour tout ¢, > 0 u(¢) est
solution de ’équation 4.3 avec donnée initiale u(¢p), & savoir que dans 7’ on a:

t
Vt >ty u(t) = e (t-t)By(¢) — z"y/ e'(t=9)A |y |2u(s)ds. (4.9)

to
C’est exactement le méme raisonnement que nous avons utilisé pour les équations de
Navier—Stokes dans le lemme 2.22 et dans la remarque & la fin du théoréme 2.29 . Si
on suppose u € E,,, alors A(u) € E;,, d’ou e*®yy € E, 4, autrement dit uy € Y. Par
ailleurs, grace a (4.9) on a, pour tout ¢ > o,

luto)lly = sup(t = 10)° [le~2u(te)|

Hy

t
/ elt=9)8 |y |ou(s)ds

< sup(t — t0)° [|u(t)llg; + C'sup(t — to)’
t>to t>to

to Hg
¢

< sup t’ lu(®)|lgs + C sup ta/ ||ei(t‘3)A|u|°‘u(s)| ., ds

t>0 4 t>0 to Hp

a+1

< sup ()l + C (sup ¢ )l

t>0 t>0 P

d’ott u(t) € L (J0, +o0], Y). N

Remarque. L’espace Y qu’on a considéré n’est pas, jusqu’a présent, interprétable en
termes d’espaces connus, comme ce serait par contre le cas si le groupe de Schrodinger était
remplacé par le semi-groupe de la chaleur. Tout récemment F. Planchon [Pla99] a montré
un théoreme d’existence de solutions bornées en temps & valeurs dans un espace de Besov
B;’°° lorsque la donnée initiale se trouve elle-méme dans B;’°° ; puisque ces espaces de Besov
contiennent des fonctions homogenes, il en déduit I’existence de solutions autosimilaires.

4.3.2 Comportement asymptotique des solutions

Nous terminons par un résultat sur le comportement asymptotique des solutions dans
E;qo. Il est & rapprocher avec les résultats analogues de F. Planchon [Pla96] pour les

équations de Navier—Stokes.
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t
Nous indiquons encore une fois A(u)(t) = &y / e't=)A |y |%u(s)ds.
0

Proposition 4.15
Soient a > 0, s > 0, S € |Smin, Smax| €t

(H) s=0 ou bien a>lets<asia¢?2N
Soient E; o, p = p(s,a), 0 = 0(s,a) et 6* = 6*(s,a) comme dans (4.5) et (4.7) et soit
p=>2.

Soient u et v deuz solutions de (4.1) dans E; o de données initiales up et vp.

. .- 9 _ L .
i) Si tl}gloot llu(t) v(t)HH; 0, alors:

3 0 || oitA,, _ LitA =
tl}-ri-noot “e Uo —¢€ 'U0| H 0
et st s < 3205 on a: . .
Jim 7 [l A(w)(2) — A() (@)l = 0

i1) Si de plus ||u(t)||g, , < Y et lv@®)lg, . < Y o0 M est la constante apparaissant dans

le théoréme 4.2, alors lim t° ||e’tAu0 - e‘tAv0|
t—+o0

iy = 0 implique:

. 9 _ -
Jim_ ¢ [[u(®) - v(®) gy = O

(et donc, si s < 5235, lim 7 ||A(w)(t) — A()(®)ll, = 0).

PREUVE : Grace a la proposition précédente 4.14, on a bien:
t
u(t) = e*Puy — z"y/ elt=9)A y|eu(s)ds
0
¢
v(t) = e*Pyy — i'y/ e’ (=98 y|2v(s)ds.
0

Montrons d’abord i). On a:

t

etPug — e Py = u(t) —v(t) + iv/ elt=9)A (Ju|*u(s) — |v|*v(s)) ds
0

d’ou

[ 92 Guirats) - blo(s)) ds|

0 H

49 ” eitByy — eitA,Uol

i <t llu(t) — vl + CF°

11 suffit donc de montrer que:

lim #° =0.
t—+oco

Hp

[ & (utouts) = oot ds
0
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Comme on a vu dans la preuve du théoreme de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2 on a, grace &

la propriété (H), I’estimation suivante :

/0 =98 (|u[ou(s) — |u|v(s)) ds||

0
Hp

<O [ g 106(6) = w(5) Gl (oDl

s)"z 75
ou G(f,g) = fo lo(f — g) + g|°do,
<ct [ o 140~ vl (I + I ) ds
<ov [ — L ey (57 1us) — 0l ) (% o) g, + % lo(s)1I5, ) ds

)n(———) 80(a+1)

0 ‘ 1 1 0 a a
<0t ( [ s 1006) — vl ds | (.. +I01E,..)

s)™z

Soit € > 0. Soient A = max(||ullg, _,|lvllg, ) et B = Cfol( :(%_l)fo(jﬂ)df. Puisque
’ ’ 4

limy_, 4 oo 2 ||u(t) — v(®)llg; = 0, il existe To(e) tel que
Ve > To(e), £ [lult) — v(®)|lg < & -
=0h H; =2 AeB’

Considérons donc, pour tout ¢ > Ty(e):

C 0 To(e) 1 1 0 ;
t /0 (t S)n(-—-) SOa+D)° llu(s) — U(S)“ﬁ; s+
Cto/ 1 . 0(1 =57 |lu(s) — v(s)|l, ds
To(e) (t — )37 3) sflat+l) s
- Il + I2.
On a
tf Ty(e)'-0+1) ,
L=<¢C : -sup s” ||u(s) — v(8)||,
S ey - St ) el
t9
< Ci(e) 24.

(t = To(e))"G—9
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6
Or, Ty (t ) iy 24 0 car 9 < n(3— —) (il suffit de remarquer que 8(a+1) < 1 d’ou
t — To(e))" 7
a(n —2s)+ a(n — 2 —2s) —4 > 0). Donc, il existe T;(¢) tel que Vt > Ty(¢):
¢ 1 1

13
2 2A4C,(¢) 2A°

1
< —_
d’ou I] =3 2Aa
Passons & I,. On a:
1 1
cts / * flu(s) — v(s) g ds
Toe) (t — s)"(“") s0D) "
<ot ([t mmds)  sup_ o uts) —w(s)l
o (t—s)"G7%)s To(e)<s<t ’
€ 1
<=. .
—2 2Ac

On obtient pour finir:

/t et (Ju|®u(s) — |v|®v(s)) ds <e Vt>max(To(e), T1(e)).
0

to
Hy

A(u)(t) — A(v) (t)]|L,, = 0 on procede de la méme fagon grace

Pour montrer que 115_1’1 7
a ’estimation suivante, contenue dans le lemme 4.8 :

" | Aw)() — A@)(®)lly < CF / = n(a_((,ﬂ)%) I(u(s) = v(s)) G(u(s), v(s)l, oy ds

<ct” (/ (t — s) 3 ——(a+1) ) 39(i+1) 6 [|u(s) — U(s)”Hs ds)
(lu(s)lz, . + Io()l,.) -

Venons-en & ii). Soit

- 13 6 —
. [weBua: lim ¢ uw<t)||H;,—0}
s,a,M —

lvwllg, . <2M

ou M est la constante apparaissant dans le théoréeme de F. Ribaud et A. Youssfi 4.2. Nous
allons montrer que si ||lullg, < % et Ivllg, ., < Y alors I'équation intégrale de w(t):

w(t) = e*Puy — Py — iy /ot et ()G (u(s), v(s))ds (4.10)
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admet une solution dans Ej , 5, alors qu’une solution de (4.10) est unique dans E;q a =
wE Byt wllg,  <2M } Puisque w(t) = u(t) —v(¢) est solution de (4.10) et appartient
a E, o M, alors w(t) appartiendra a E; , 5,. Soit alors:

F(w)(t) = e®™uy — vy — iy /t e’ (=% (5)G (u(s), v(s))ds.
0

Montrons d’abord que e*Aug—e*2vy € E? , 5. Par hypothése , liin t? || P ug — e P uy| e =
™ —+00 P
0; de plus
t
e Puy = u(t) + z"y/ el(t=)2 |y |*u(s)ds
0
d’ou

”eitAuoI

o M M a+1 M
£ro < lells,, + Cllulgh, < 5 +C (Z) =3

(comme dans les théorémes 4.2 et 4.3). Les mémes estimations étant vérifiées par e"*“vj
on obtient ||e“Auo — e“AvoI g, <M. Grace a ’hypothése (H) il est immédiat de montrer
que F' : E; 5 pr — E; 0,1 et que c’est une contraction. Quant a la limite pour ¢ tendant vers
+00, on peut reprendre le méme argument que dans i). *

= 0 il n’est pas nécessaire d’impo-
Hy
ser que v(t,z) = —V(Z) soit une solution de (4.1), comme il avait été remarqué par
ta

Si en particulier lim,_, o ¢

u(t) - V()

F. Planchon pour les solutions des équations de Navier—Stokes. On a en effet le résultat
suivant.

Proposition 4.16
Dans les hypothéses de la proposition 4.15, soient u(t,z) € E; o et v(t, z) = -\#V(-—j—;) avec
Ta

V(z) € H;. Supposons que u(t,z) soit une solution de (4.1) avec donnée initiale uy et que

lim t? ||u(t) — 25V (== = 0.
t——+00 ( ) 722 (\/{) H;
Alors il eziste vo € S’ homogéne de degré —2 telle que:
a) limg o0 t? ||€Pug — eS| e =0,
P

2
b) lim_, o0 VE2uo(Viz) = vo(z) dans S’ et
c) —‘/%IV(%) soit solution autosimilaire de (4.1) avec donnée initiale vy.
tQ

La démonstration que nous en donnons est une adaptation fidele de celle proposée par
F. Planchon dans le cas des équations de Navier—Stokes. Nous la reproduisons ici dans un

souci de complétude.
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PREUVE : Soient donc u(¢,z) € E, , une solution et v(t, z) = —\/—}_Z-V(—%) avec V(z) € H.
ta

La propriété lim,_, o t° = 0 se traduit également par:

u(t) - gV (3)

H;
tlimoo“‘[ (t, V't - )—V() =0 (4.11)
Puisque
t
u(t,z) = eBug(z) — iy / ei(t=)8 1y ey (s, 7)ds
0
on a aussi:

2 2z . 2 ft .
VEru(t, vVt ) = Vt* (e%u) (Vt z) — iy Vit© / et=9)8 y|%u(s, Vt z)ds
0
mais

t
/ elt=I8 |y |%u(s, z)ds =
0

11 /1 e-NAEE (i, VE ) |*VER u(th, VE -) (%> ?

Vit Jo
d’ou

\/Zgu(t, Vi) = \/ﬁ (ePuo) (Vt z) — i /1 ei(l'*)Al\/-%u(t/\, Vit a:)l"\/-%u(t)\, V't z)dA.

On peut écrire également que si v(¢,z) = —\/—fIV(%) alors:
ta

iy— / " =08 ey (g,
s Jo Vi

A()(t,z) =
e2) =ir—s

Considérons alors:
VE® Aw)(t, VE 7) — VI A()(t, VE 7)
=i7/1 gil-a [l\/-%u(t)\, Vit x)|°‘\/_a‘2—u(t)\, Vit z) — [V(a:)l“V(a:)] d

=Cliry / : ei1-4 [\/Z%u(t/\, Vit z) — V(x)] G(ug, V)dA
0
ou on a noté u; = \/_ u(th, Vvt 1) et G(f,g9) = fo lo(f — g) + g|*do. On a:

/1 i1-na [\/'3 (tA\, V't z) — V(:c)] G(ug, V)dA

<0/ (1- "‘ »

Hy

1G (e, V) g 4N,

c’u(t/\ Vit z) — V(z) .

Hp
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ol s+ % =2+ 2 (voir le lemme 2 de produit dans [RY98])

1 1
S C / n(l_l
o (1—-A)™27>»

=0(1) t— +4o0

H

d>\> ((Sup 2 lu(t)lly)™ + HVllf-'is)
s t>0 P P

P

'\/_%u(t/\, Vit z) - V(x)

par convergence dominée. On a donc dans Hj:

Vi u(t, Vi z) = Vi (e"Puo) (Vt z) — iy / : e 1=NA |V (2)|°V (z)dA + O(1) t — +oo.
(4.12)

Grace a I’hypothese (4.11), il existe Vi(z) telle que, en passant a la limite pour ¢ tendant
vers l'infini:
2 .
lim vt* (e®®u,) (Vt z) = Vi(z) dans H} (4.13)

t—-+o00

d’ou, apres transformation de Fourier,

2, ~
lim /t° e‘“'ﬂzﬁ})(—-j—i):vl(g) dans &'

t—+oo

et donc

li \/féuo(\/z z) = e *AVi(z) := vo(z) dans S'.

m
t—+oo ) -
De plus, vy est une distribution homogene de degré —%. La convergence (4.13) peut donc
se réécrire :

lim =0
t—+oc0

2 . .
’\/—a (eztAuo) (\/Z :II) _ etA'Uo(.’E) ‘
Hp
Oou encore
. 0 || oitA, _ itA
tginmt ”e Ug — € vol

Si on passe a la limite dans (4.12) on obtient alors:

. =0.
Hp

1
V(z) = e®vg — i’y/ e=NA IV () |2V (z)dA
0

d’otut
1 .z A t eonl 1 (x)al )
— V(=) =¢ v—z"y/e"" —V(==)| —=<V(—=)ds.
\/ﬁ (\/Z) 0 0 \/E% V's \/E% Vs
On peut en conclure que v(z,t) = #V(%) est une solution autosimilaire de (4.1) et que
ta .
lim — V() = vo(z) dans S’
tl’r’%\/ﬁ (\/f =vo(z) dans §'.
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Annexe A

Preuve du théoréme 2.20

Suivant ’approche habituelle du théoreme de Kato, nous voulons démontrer un théoréme
de point fixe pour ’opérateur

t
F(@)(t) = et® iy — / et=IAPY . ¢ @ i@(s)ds
0

sur un ensemble fermé et borné de ’espace de Banach suivant:

@(t) € C ([0,T],E),
Er={a@e7(0,T] xR : |Vt d(t) € L®(|0;T[, L),

t—0

Vit ||E@(t)llpw — 0

normé par |||l = OiltlgT lZ(@)|g + OiltlgT\/Z |@(t)|l . (nous rappelons que 7’ est l’espace

des distributions, tempérées en espace, introduit dans la proposition 1.4 du chapitre 1).
Grace & ’hypothése E < B3 et 4 la densité des fonctions de test on a, pour tout

T>0, sup Vvt ||le*2 0| Lo < C lliollg €t lime 0 V2 ||e*4 0| . = 0. Par ailleurs, e**ii, €
0<t<T
C ([0, +oo[, E) de fagon évidente. Pour démontrer la contractivité de I’opérateur F' sur un

fermé bien choisi de &7, on procéde de la méme maniére que dans le chapitre 1 ou nous avons
traité le cas des espaces limites homogenes, & savoir ||f(Az)|lz = ;|| fllg (théoréme 1.6).
Il s’agit donc d’estimer ||B(@, 7)(t)||.- et ||B(%,?) (t)“BOE,I. La seule différence consiste en

-

I'utilisation de ’hypothése E < B_}* pour ’estimation de ||B(#@, ¥)(t)]|; . Commencons
Yy o L
par estimer ”e(“s)AIPV -4 ® U(s) ce qui nous servira tant pour || B(#, 7)(t)||g que pour

0,1
BE

V't ||B(&, 7)(t)|| - On a, pour tout s < t:

”eu-smw 2@ T(s)

[ = Z “Aje(t")A]P’ﬁ TR U(S)HE
Jj€Z

-0,
Bg
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<D NAeIAPY s [|A5(E @ 7)(5)llg

JEZ
(ot A;A; = A))
<Y inf([le 2 L JAPV[ILs, fle 92 (V=2 i |5 PV () %
J%Z: (\/ )

(M () &)l NF ()l + 277 1T() I NT() =" 1a(s)llg) YA >0

7(1-A)
S (7. =) MO 1) 17

93(1=-2)
+ S (2, ) w2 IR 16

JEZ
=TI+1I.

Alors, en choisissant A > 1, I vaut:

23(1-2)

2 2f+21>21 = | MO ﬁ sup V5 1(5)ll= sup [17(5)]le
Jl_ M (E) sup VA IEE) e 52 (176l (A1)

et II est égal a:

oi(1+oa) 4 sup ||7(s (su s ||v(s w) X
2. Z Tr= | (e 22 W) ( sup VIOl
P<F=

sup ||E(s)||g

0<s<t

1 1 o l-a .
< € sup ||7(s su U(38)]|; oo sup [|d(s . A.2
< (g 7 B, WO (s, VS IO ) s O (3

On estime donc, pour tout ¢t < T':

1B(@, 7)(t)|lg < [1B(4, 7)(%)llz0:
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[ A= Tds) sup V56w sup 151l

+ Ce (/t 1 1 ds) X
) (Vi=s)e (Jo)ie
l—a
sup [[7(s)13 (sup s uﬁ(s)nw) sup [|7(5)l
0<s<t 0<s<t o<s<t

< CM(e) sup Vs||E(s)||p sup [|7(s)llg +
0<s<t 0<s<t

<ome)

l-a
Cet3-2) sup [17(s)]2 (sup VE nfv(s)nw) sup (s)]l,
0<s< 0<s<t 0

<s<t
d’ou on déduit :

sup ||B(@,7)(t)|lg < CM(e) sup Vs||E(s)||lL sup [17(s)llg
o<t<T 0<s<T 0<s<T
l1-a
+CeT%0~9 sup ||7(s)|Ig ( sup Vs ||?7(5)||L°°) sup_|la(s)llg
0<s<T 0<s<T 0<s<

Par ailleurs, comme E C B! on a, pour tout ¢t < T et pour tout s < t:

“e(t APV . u®z'f(s)” e TOPY . 7 ® 17(3)HE,

avec Cr — +oo pour T — +00, comme on a vu dans la définition 2.2 et, d’apres (A.1) et
(A.2), on a:

! ”et-TsA]P’ﬁ U ® 'D'(s)“
t—s E

<

t—s

1 1
< Cp———=M(e) su s ||E(s)]ly o su U
< Cry 2= M(e) sup V5 [[7(8) e sup [1s)le

1 1 . l—-a
+Cr e sup_ I3(s)||2 ( sup /s Ilv(s)lle)
0<s<T

(t - 3)1+%a— S%—% 0<s<

sup ”’EL‘(S)”E ’
0<s<T

mais aussi:

1 -
— su 4(s)|| 0 su () || 00
— S0P V5 [[T6)lle sup V5 [6)]L

“e(t_smw EB® z';‘(s)”Lw <C

d’ol, en moyennant :
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|B(,7)(8)||; < CrM(e)? (/0 ﬁ:}%‘ds) X

sup V5 3(6)].- ( sup, V5 1905l sup, 19051l )
+CT€% </ (t—-s)4+a° %l_%ds) %
(( up, V5 17ll=)  sup, [FIE sup V5 6)lhm sup ||u(s>||E)

0<s<T

N

2 1 — - — 5
< CrME) L sup V5 [1(6) e ( sup /5 [|7(s)ll e sup nv<s)uE)
0<s<T 0<s<T

t o<s<T

1 a —Q
+ Cre? —t%(1-9) ( sup /s ||U(s w) X
T \/E <s£ ” ( )”L
1
2
sup_||7(s)llg sup_ Vs ||@(s)l|l L~ sup Hﬂ'(s)”E)
0<s<T 0<s 0<s<T

Finalement on a:
sup V|| B(@,7)(t)||Le
0<t<T
1
2

l — g
< CrM(e)? sup s ||d(s)]| e ( sup /s ||7(s)|l . sup llv(S)HE)
<s<T 0<s<T 0<s<T

2—a
1 e - —
+CredTE0 ,,)< ( sup /5 nv(s)nw) sup_[|7(s)|l3
0<s<T 0<s<T

(ML

sup /s [|a(s)[l e Sup IIU(S)IIE)

0<s<T
Il nous reste & trouver un ensemble fermé et borné dans £ (on aura choisi T convenable-

ment) ou F soit une contraction. Soit donc
sup [|@(¢)]lg < R

gT,p,R =uelr:
sup Vi [|@(t)||pe < p
o<t<T

’

ou R = 2||ty||g, fixé. Assumons pour l'instant T < Ty, avec Ty fixé. Soient @&, ¥ € Erpr;
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on écrit: F(@) — F(7) = B(@ — 7,1) + B(7, @ — 7) d’ou
1£(@) = F(0)llg < Oy (M(s)p+eTo%(1_”)R
+ M(e)ip+eiTi 7 \/pr) I — ¥,

(malgré le manque de symétrie de I’opérateur bilinéaire B(, ), on peut montrer facilement
que les estimations prouvées pour B(u, ¢) sont valables aussi pour B(%, #)). On doit donc

imposer
1

(M) + M) )p+eTe " R+ 375 /Rp < o
To

Il suffit de choisir:
1

3Cn T "R

e<

1
p < min ( 1.7 1—‘1(1—0')
3Cr,(M(e) + M(e)z) 9C2,eT¢" 'R

ce qui fixe p en fonction de R et de Tj.
Il reste & assurer la stabilité de £r, r sous ’action de F'. On écrit, pour & € &, g et

pour tout ¢t tel que t < T < Tp:
IF(@)(@)lg < ||e" ol + I1B(@, @) (¢)lg
< ||#ollg + CM()pR + CeTy =7 pl-a g+
et
V|| F(@)(#)]| e
< V||| . + Cr,M(g)?p\/pR + C’TOE%TO%(I—G)\/E\/W
<Vt ||etA?1'o[|Lc° + C’TOM(s)%p%\/l_% + CTOS%TO%(I_”)R%*“%p%‘%.

Si on impose a p les conditions supplémentaires:

.
1 1
< min , 5
J p= <4CM(8) (4C€T07(1'”)Ra)1—_1';)

1 1
< min 3 5 )
\p - ((4CT0M (€)2R3%)? (160%05T07‘1‘”’Rl+a)r:‘:)
on obtient, pour tout t < T < Tj:
i . R
IF@g < lldolls + 5 < R

VEIF@@)llym < VE |||y + .
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Si on choisit T < Ty tel que sup V't ||etAﬁ0[|L°° < g on a démontré que F' est stable et
0<t<T
.

contractante sur &7, g.

Nous soulignons le fait que si on considere T, tendant vers 'infini, le temps de vie T
qu’on peut choisir devient de plus en plus petit (car p lui-méme devient de plus en petit
puisque Cr, — +00). De plus, la restriction de 'unicité & I’ensemble fermé &r,r C &r
peut étre éliminée grace & la condition lim,—, v/# ||@(¢)||; = 0 comme dans [FK64],[KF62]

et [Can95].
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