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Grandes déviations pour les processus d’apprentissage lent

a statistiques discontinues sur une surface

ABSTRACT

We prove the large deviations principle for a Markov chain having two regions of
smooth statistical behavior separated by a boundary across which the transition me-
chanics change discontinuously. The hypothesis on the two probability fields on either
side of the surface are basically those which allow large deviations for a single field.
Such dynamics are used in many stochastic algorithms, particularly for learning in neu-
ral nets. Two kinds of behavior are then possible for the process suitably normalized,
depending on the configuration of the supports of the probabilities near the boundary.
In the first one, the number of boundary crossings during a period is not bounded. A
new rate function arises, which is a combination of the Cramer’s transform of each field
and corresponds to a mixture of the two fields. In the second kind, the process crosses
the boundary at most one time and each Cramer’s transform is integrated one after
another to get the rate function. In the last chapter, we give equations for a minimal-

cost path between two points. Their resolution enables accelerated simulations of rare

events.






Introduction

Nous établissons le principe de grandes déviations pour des chaines de Markov
dont les probabilités de transition sont définies différemment de part et d’autre d’une
surface. Les grandes déviations sont observées sur un intervalle de temps fixe pour
le processus correctement normalisé. Sur chaque champ de probabilités, on fait les
hypothéses de régularité qui permettent “habituellement” d’obtenir le principe de
grandes déviations. Cette régularité est perdue sur la frontiére.

Précisément, nous étudions les propriétés asymptotiques de familles de processus
obtenus de maniére suivante: étant donné un champ de probabilités (/“”)ceIR" sur
IR?, on considére une chaine de Markov dans IR?, (Y). N, Paramétrée par un
réel strictement positif, 7, telle que, conditionnellement & Y;” = z, I’accroissement
Y/, — Y soit de la forme 7X, ou X suit la loi g.. On s’intéresse au comporte-
ment de cette chaine quand T tend vers 0. Cette dynamique est celle de nombreux
algorithmes stochastiques (algorithmes de Robbins-Monroe), et nous appelons, 2 la
suite de R. Azencott et G. Ruget [AR], “processus d’apprentissage lent” la famille
de processus (Y{),cIN-

Les résultats asymptotiques s’obtiennent pour k£ tendant vers +oco. Ils peuvent, de
fagon équivalente, se lire, cette fois pendant une durée finie T, sur le processus re-
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normalisé de la fagon suivante: appellons 4" le chemin aléatoire défini sur (0,7}
par
Y7 (t) = Y7 sit € [kr;(k+1)7] (0.1)

Les modifications éventuelles de la valeur de 47 sont espacées du laps de temps T et
proportionnelles & 7. Pour disposer d’un processus continu, on introduit également
¢7, le chemin aléatoire défini sur [0,T] par:

¢ (kt) = Y pour 0 <kt <T + 7 et ¢” est affine sur [k7;(k +1)7]  (0.2)

On connait le comportement moyen du processus quand 7 tend vers 0. Notons
my = [ydu.(y) la vitesse moyenne adoptée quand le processus se trouve en z.
Alors, quand 7 tend vers 0, la loi du processus ¢”, pour Yy = yo, tend vers celle du
processus déterministe ¢ solution de

{ @'(t) = my()
‘P(o) = Yo

On peut également approcher ¢” par une diffusion. Mais l'effet cumulé des aléas
peut, méme pour 7 petit, amener le processus a suivre des trajectoires arbitraires,
phénoméne qui n’est pas bien décrit par les deux premiéres approximations. Les
probabilités de ces événements rares sont données par le principe de grandes dévia-
tions. Etudier les propriétés de grandes déviations du processus quand 7 tend vers 0
revient a étudier ’existence d’une fonctionnelle A définie sur I’ensemble des chemins
continus de [0,7] dans IR¢, C[0,T), & valeurs dans [0, +o0], telle que, si ¢ appar-
tient & C[0, T], A(p) soit approximativement égal, pour 7 petit, & —7 log P(¢™ ~ o).

De fagon classique (voir par exemple [FW]), 'utilisation de telles estimations per-
met ’obtention d’expressions asymptotiques de différentes quantités telles que temps
et lieux de sortie d’ensembles, probabilités de transition entre voisinages de points
stables, mesures invariantes... Une application possible est alors 1’étude asympto-
tique d’algorithmes stochastiques. Ainsi, la prise en compte de discontinuités du
champ (¢.), que nous proposons ici, permet d’étudier des algorithmes pour lesquels
I’espace est découpé en plusieurs régions correspondant & des dynamiques différentes,
comme par exemple certains algorithmes d’apprentissage pour les réseaux de neu-
rones (citons 1’apprentissage compétitif, exposé dans [RZ]). Une suite de ce travail
pourrait étre d’appliquer les résultats obtenus & ces algorithmes et par exemple
d’étudier comment le mode de présentation d’exemples pendant 1’apprentissage in-
flue sur la probabilité de passage d’un attracteur & un autre.
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Précisons maintenant les estimations étudiées. On dit que le principe de grandes
déviations est vérifié si, pour toute partie borélienne G de C[0,T], on a:

— inf A(p) < liminf7log P(¢” € G) < limsup7log P(¢” € G) < — inf A(¢p)
(PE& 7—0 7—0 r1de

(0.3)
Ce résultat s’obtient classiquement ([Az],[FW],...) & partir des propriétés suivantes:

(2) pour tout I >0, I'(I) = {¢ | A(p) < I} est compact

(i2) pour tous I,e > 0, limsup7log P(doz(¢",T(I)) =€) < —1
7—0
(i22) pour tous I,e > 0, ¢ € C[0,T], lim iglfrlog P(dor(¢7,p) <€) = —A(p),

ou dor désigne la distance entre les chemins: pour ¢; et ¢, chemins de [0, 7] dans
IR¢, on pose
do,r(1,2) = sup [p1(t) — p2(t)]
tefo,T]

et, pour G ensemble de tels chemins, do7(¢1,G) = ‘pizréfG do.r(¢p1,¥2).

En général, la fonctionnelle est s.c.i. et la propriété (i) est vérifiée dés que ’en-
semble {¢ | A(¢) < +oo} est compact. Il reste alors 4 établir les propriétés (i) et
(i), respectivement une majoration et une minoration. D’autre part, dans ce cas,
le résultat (0.3) implique:

li_x'%lig_rg_’iglf 7 log P(‘pho.Tl € B(p,€)|Fo) = —Aox(p).

Ainsi, plus Ao () est élevé, plus la probabilité que le processus suive le chemin ¢
est faible. Dans notre étude, nous appelons "fonctionnelle de coiit” la fonctionnelle
A (on dit souvent fonctionnelle d’action). Notons que les conditions initiales restent
a préciser ci-dessus. On peut par exemple avoir Yy = y, presque siirement, on se
limite alors dans les résultats a des chemins ¢ tels que ¢(0) = yo (en particulier, on
pose I'(I) = {¢ | ¢(0) = yo et A(¢) < I}), ou bien, de maniére équivalente, on pose
A(p) = +oo si p(0) n’est pas égal & yo.

R. Azencott et G. Ruget dans [AR] (1977) introduisent la notion de processus d’ap-
prentissage lent et démontrent ce résultat de grandes déviations, dans un cadre plus
général (sur une variété riemannienne), dans le cas ou le champ de probabilités (u.)
vérifie certaines conditions de régularité; en particulier ils supposent que ’applica-
tion = +— u, est continue et, pour certains résultats, que les lignes de niveau de sa
transformée de Cramer sont localement lipschitziennes.
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P. Dupuis dans [Du88] montre, pour un processus plus général, que ’on peut af-
faiblir les hypothéses pour écrire les estimations de majoration, en se passant du
caracteére lipschitzien.

Nous étendons ces résultats au cas ou les propriétés de régularité du champ de
probabilités (uz) sont perdues le long d’une surface. Les résultats de P. Dupuis
dans [Du88] et de P. Dupuis, R.S. Ellis et A. Weiss dans [DEW] (1991) donnent
des estimations de grandes déviations (une majoration seulement pour les seconds)
qui s’appliquent dans ce cas, mais qui ne conduisent pas & un résultat optimal. P.
Dupuis et R. Ellis dans [DE] (1992) font cette hypothése de discontinuité le long
d’un hyperplan mais supposent que les champs sont constants de chaque coété de
I’hyperplan et énoncent un principe de grandes déviations pour la distribution de
Z;}- pour n grand, c’est-a-dire concernant la position moyenne atteinte par la chaine
de Markov -pour 7 fixé égal & 1- aprés un grand nombre de pas et non la valeur
de toute la trajectoire. Ils supposent de plus que la position initiale Y7 appartient
a ’hyperplan ot sont localisées les discontinuités, ce qui rend la loi de 2(Y;7 — Yy)
indépendante de 7. Nous généralisons leurs résultats au cas ou Yy n’appartient pas
nécessairement a ’hyperplan et ou les champs ne sont plus constants, puis nous
passons des estimations sur la vitesse moyenne aux résultats sur toute la trajectoire.

En conclusion, nous reprenons le cadre d’étude de [AR], pour une chaine de Markov,
en tenant compte de 1’affaiblissement possible des hypothéses indiqué par [Du88];
nous supposons que les propriétés de régularité du champ de probabilités (u.) sont
perdues le long d’une surface, de la méme facon que dans [DE] et nous prolon-
geons [DE] aux propriétés de grandes déviations concernant les trajectoires com-
plétes (77)r>0, dans le cas de champs non constants, en gardant un cotit optimal
comme dans [DE] (le méme pour la majoration et la minoration, ou presque...).
Nous étudions donc des “processus d’apprentissage lent & statistiques discontinues
sur une surface”. En fait, ’étude du cas ou la surface est un hyperplan permet,
grace a des méthodes de localisation (que nous ne détaillons pas), de déduire les
résultats dans le cas d’une surface réguliére quelconque. La terminologie processus
"3 statistiques discontinues” est utilisée dans les travaux de P. Dupuis et R. Ellis
pour désigner les processus de Markov dont le générateur dépend de la position de
fagon non nécessairement continue.

Les méthodes employées s’inspirent essentiellement de celles de [AR] et [DE]. En
particulier, [DE] fournit les méthodes permettant d’obtenir des estimations locales
(les résultats sur les vitesses moyennes) et [AR] la fagon de les intégrer le long des



Chapitre 0 9

trajectoires. Notons que nous supposons, comme dans [AR] que les mesures sont
a supports bornés. Cette hypothése rend possible un contrdle fin du processus au
voisinage de la frontiére. En particulier, elle permet d’écrire le lemme de stabilité
3.1.4 pour montrer 'inégalité de minoration.

La démonstration de I'inégalité de majoration est faite, comme dans [AR], en construi-
sant une trajectoire régularisée a partir des vitesses moyennes. Cependant, la pré-
sence de discontinuités ne permet plus de contréler le colit exact de cette trajectoire.
Aussi nous employons, a la différence de [AR], une méthode basée sur l'utilisation
d’un colit approché, mieux adaptée a 1’étude de discontinuités. Ce colit approché
prend en compte en méme temps le fait que les champs de probabilités ne sont pas
constants, ce qui permet de considérer une trajectoire simplement affine par mor-
ceaux (dans [AR], on prend la courbe intégrale d’un champ de vecteurs construit a
partir des vitesses moyennes). Cette méthode permet de plus de ne pas faire d’hy-
pothese de type lipschitzien sur les lignes de niveau de la transformée de Cramer.
Pour l'inégalité de minoration, on travaille d’abord avec des tubes d’axe régulier au
voisinage de la frontiére. On approche ensuite la plupart des chemins continus par
de tels chemins réguliers. Les résultats obtenus généralisent ceux de [AR] et de [DE].

Dans le chapitre 1, nous posons précisément le probleme, en faisant le bilan des
méthodes a notre disposition. Les estimations de majoration et de minoration sont
traitées respectivement dans le chapitre 2 et le chapitre 3. Nous observons deux
modes de comportement du processus en fonction de la configuration des supports
des mesures au voisinage de la frontiere.

Le premier mode est obtenu sous I’hypothése que chaque champ de probabilités
associé a un coté de la surface charge toujours ’ensemble des vecteurs qui permet-
tent de passer de ’autre c6té de cette surface. Alors, le nombre de traversées de la
frontiére sur un intervalle de temps de longueur donnée n’est pas borné. Une nouvelle
fonction de coiit, L., apparait pour z sur la frontiére, due & ce mélange des deux
champs; c’est une combinaison des transformées de Cramer des deux champs. No-
tons que sur les vecteurs paralléles a la frontiere, ce colit est inférieur a chacune des
transformées de Cramer et que le processus peut rester au voisinage de la frontiére
alors qu’il la quitterait s’il était soumis a un seul des deux champs. Les fonctionnelles
de colit sont calculées sur les chemins ¢ tels qu’il y a un nombre fini d’intervalles
sur lesquels soit ¢ suit la frontiere, soit il est d’'un méme c6té de cette frontiere.

Dans le second mode, la frontiére n’induit aucun phénomeéne de ce type. Les es-
timations font intervenir une fonctionnelle calculée sur les chemins qui traversent au
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plus une fois la frontiére et qui est une somme des fonctionnelles de Cramer dans
chaque demi-espace.

Dans le chapitre 4, nous rassemblons les résultats obtenus dans chacune des deux
configurations des supports envisagées. Nous traitons les cas limites ou les supports
sont tangents a la frontiére, puis nous nous intéressons aux chemins optimaux entre
deux points. Nous écrivons les équations vérifiées par ces chemins et par le coit qui
leur est associé. Nous n’insistons pas sur la résolution de ces équations; elle peut
servir a la mise au point d’algorithmes de simulation rapide d’événements rares, par
un changement de probabilité le long de la trajectoire minimisante (voir par exemple

[CFM] ou [DK]).
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Chapitre 1

(zénéralités : présentation du
probleme, outils

Dans ce premier chapitre, nous rappelons la définition des processus d’appren-
tissage lent proposée par [AR] en présentant les travaux qui permettent d’obtenir
des résultats de grandes déviations pour ces processus, notamment les articles de R.
Azencott et G. Ruget [AR], et de P. Dupuis [Du88]. La comparaison de ces travaux
nous conduit a formuler les hypothéses qui constitueront le cadre de notre étude,
en particulier deux hypothéses sur les variations du logarithme de la transformée de
Laplace du champ de probabilités dont nous montrons I’équivalence respectivement
a la continuité et au caracteére lipschitzien des lignes de niveau de la transformée de
Cramer du champ de probabilités.

Apres la présentation de quelques éléments classiques d’analyse convexe qui nous
permettrons de faire intervenir des fonctions de coit approchées dans notre étude,
nous introduisons dans le paragraphe 1.4 la notion de processus d’apprentissage
lent a statistiques discontinues le long d’une surface, qui correspond & un processus
d’apprentissage lent pour lequel on relache les hypothéses habituelles de continuité
faites sur le champ de probabilités. Nous proposons, a la suite de P. Dupuis et R.S.
Ellis [DE] dans le cas particulier de champs constants, la fonction de coit qui nous
permet d’écrire les résultats de grandes déviations pour un tel processus dans les
chapitres 2 et 3.

Deux modes de comportement du processus seront distingués dans ces chapitres,
en fonction de la configuration, au voisinage de la frontiere, des supports des proba-
bilités par rapport a la direction de cette frontiere. Une nouvelle fonction de coiit,
L., due a la juxtaposition des deux champs, apparait, dans un seul des deux modes,
qui correspond au cas ou chaque champ de probabilités associé a un coté de la
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surface charge toujours ’ensemble des vecteurs qui permettent de passer de ’autre
coté de cette surface. Cette fonction de coiit est une combinaison des transformées
de Cramer des deux champs. Nous étudions ses propriétés, ainsi que celles de la
fonctionnelle obtenue en intégrant L. le long des chemins.

Enfin, dans le paragraphe 1.5, nous posons précisément le probleme étudié et re-
groupons les hypothéses faites sur le modeéle.

1.1 Deux types de résultats sur les processus d’ap-
prentissage lents

1.1.1 Notations, rappel des résultats de [AR]

On appelle champ de probabilités sur IR? toute application associant & chaque
z de IR? une probabilité g, sur IR?. Etant donné un tel champ (yz)gh tiR:’ n sait
([AR]) qu’on peut construire un espace probabilisé (21,85, P;) et un cha.mp de vec-
teurs aléatoire X défini sur (£2;, By, P;) tel que pour tout z de IR?, X soit de loi p. .

Donnons nous alors (2, B, P) un espace probabilisé, (Fi), .y une suite croissante
de sous-o-algebres de B et (Xk(-)),cIN> une suite de champs de vecteurs aléatoires
indépendants tels que pour tout z de IR? et tout k de IN, X;(z) soit de loi p. et
Fr41-mesurable.

Définition 1.1.1 On dit que la famille de processus aléatoires {(Yy ), v} indezée
par T est un processus d’apprentissage lent associ€ au champ de probabilités
(k=) si, pour tout T > 0, (Y}7).c v vérifie la relation de récurrence :

Yin = ¥ + 7 Xu(¥Y) (1.1)

(dans [AR], on se place sur une variété riemannienne et cette égalité est vérifiée a
un terme du second ordre en 7 pres).

Dans cette partie, nous rappelons le résultat de grandes déviations concernant un
processus d’apprentissage lent {(¥;7), .} établi par [AR]. On utilise les définitions
suivantes :

Notation 1.1.2 Pour A inclus dans IR? et € strictement positif, on pose:
= {z€R|3y€A,|z—y| <€} et A~ = {z€A|Vy¢g A, [z—y| >e}.
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Définition 1.1.3 La distance de Prokhorov entre deuz probabilités sur IR%, u et v,
est telle que, pour tout € > 0, d(p,v) est inférieur a € si et seulement si pour tout

borélien A de IR?, on a p(A) < v(A®) +¢€ et v(A) < p(A°) +e¢.

Définition 1.1.4 Soit ¢ un chemin absolument continu, de [0,T) dans IR®. On dit
que @ est tangent au champ de convezes (C, ) cIR¢ Sb pouT presque tout i de [0,T],
©'(t) appartient a C ).

On suppose que le champ de probabilités (x.) posséde les propriétés suivantes:
Hypothéses (H):

(H1) l’application z +— p. de IR? dans l’espace des probabilités sur IR¢, muni de la
distance de Prokhorov, est continue.

(H2) ’enveloppe convexe fermée du support de y., que ’on note S, est compacte
et d’intérieur non vide.

(H3) ’application z ++ S, de IR? dans ’ensemble des compacts de IR¢ muni de la
distance de Hausdorff, est continue.

(H4) pour tout T" > 0 et tout compact K, il existe un compact contenant tous les
»([0,T]), dés que ¢ est un chemin tangent au champ de convexes (S:) -cIR¢
tel que ¢(0) appartient a K.

L’hypothese (H4) permet d’éviter des complications liées & d’éventuels temps d’ex-
plosion de trajectoires tangentes au champ de convexes (S, ) IR." Pour qu’elle soit
vérifiée, il suffit d’avoir la propriété suivante: pour tout Zo de IRY, si on note C(n)

la quantité sup {|v| [v€ U S:},alors T2 5 vaut +oo.
z€B(zo,n)

Notation 1.1.5 Pour z dans IR®, on note m, le barycentre de la mesure yu., H; le
logarithme de sa transformée de Laplace et L, sa transformée de Cramer.

Précisément, pour « et 3 dans IR¢, on a:

= /IRd Yuz(dy)
J H(a) log [, e uz(dy)
L.(B) = sup {(e, ) - Ho(e)).

\ aelR.
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Prenons z dans IR9. L’application H, est convexe, s.c.i. et, d’aprés la compacité de
Sz, finie sur IR?. L’application L, est convexe et s.c.i.; elle est nulle au barycentre
de la mesure, positive dans l'intérieur de S; et vaut +oo sur (S;)°. D’autre part,
les hypothéses (H) entrainent que ’application (z,8) — L (B) est s.c.i., en effet,
si on note L, la transformée de Cramer de la probabilité x sur IR?, I’application
(#,B) — L,(B) est s.c.i., en munissant ’ensemble des probabilités sur IR? de la
convergence faible (qui peut étre définie par la distance de Prokhorov, cf [AR]),
I’hypotheése (H1) permet alors de conclure.

Certains résultats nécessitent une hypothése supplémentaire, (H’), énoncée ci-dessous.
Rappelons que la distance de Hausdorff k entre deux parties A et B de IR? est définie
par:

h(A,B) =inf{a > 0,A C B*,B C A%}
Définition 1.1.6 Pour L, et L, deuz fonctions sur IR® a valeurs dans IRY, on
appelle “distance entre les lignes de niveau de L, et L,” le nombre

D(L1, Ly) = sup h({L:(") < I}, {L2(-) < 1}).

On vérifie facilement que D est une distance sur ’ensemble des fonctions sur IR? &
valeurs dans IR*.

Définition 1.1.7 On dit que “les lignes de niveau de L. sont localement lipschit-
ziennes en = sur IR® ” si, pour tout compact K inclus dans IR®, il eziste Cx tel que,
quels que sotent z,y dans K, on ait D(L.,L,) < Cklz — y|.

On appelle (H’) ’hypothése que les lignes de niveau de la transformée de Cramer
du champ de probabilités sont localement lipschitziennes en z sur IR¢, c’est-a-dire
que la fonction z — L. vérifie la définition précédente.

Soit T un réel strictement positif. On appelle " le chemin aléatoire continu dé-
fini sur [0, 7] par:

@7 (k) = Y7 pour 0 < k7 <T+ 17 et est affine sur [kr; (k+ 1)7].  (1.2)
Soit yo un point de IR?; on suppose que Y7 est égal & yo, P-presque siirement. On

note Cy, [0, T'] I’ensemble des chemins continus ¢ de [0, 7] dans IR tels que ¢(0) = yo
et on le munit de la topologie de la convergence uniforme sur [0, T].

Notation 1.1.8 Pour ¢ dans Cy,[0,T], on pose

T
Aor(p) = ‘/; Lq,(t)(so'(t))dt st ¢ est absolument continu,
+o00 sinon
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Ao, est la fonctionnelle de Cramer associée au champ de probabilités (#‘)erRd‘
Elle est a valeurs positives et s’annule en un chemin ¢ si et seulement si presque
sirement en t, ¢'(t) est égal a m(y), c’est-a-dire si ¢ est une courbe intégrale du
champ moyen (m.).

Définition 1.1.9 On définit une fonctionnelle de Cramer régularisée par:

pour ¢ € Cp,[0,T], ApZ(p) = lim inf Aor(¢p) ,

Y a vitesses intérieures
ot un chemin d vitesses intérieures est un élément v de C,[0,T], C* par morceauz,
(]

tel que pour tout t de [0, T, la dérivée d droite de ¢ en t appartient ¢ Sy().
Enfin, tout au long de 1’étude, on utilise la notation suivante:

Notation 1.1.10 Si f est une application et A une partie de l’ensemble de défini-
tion de f, alors f(A) désigne la borne inférieure de f sur A.

On a le théoréme suivant (Azencott/Ruget):

Considérons {(Y ), v} un processus d’apprentissage lent associ¢ au champ
de probabilités (pz) vérifiant les hypothéses (H). Pour toute partie borélienne
G de Cy,[0,T], on a:

1. —A™(G) < liminf7log Py, (¢” € G)
2. si l’hypothése (H’) est vérifide, on a de plus A™ = A et

limsup 7 log P, (¢™ € G) < —A(G)
7—0

Quand (H’) est vérifiée, la majoration et la minoration s’écrivent avec la méme fonc-
tion de colit. Pour ¢ absolument continu, la probabilité qu’une trajectoire du pro-
cessus issue de ¢(0) reste, pendant le temps T, uniformément voisine de ¢ est alors
& peu pres égale a exp(—2Ao1(p)) = exp(—21 JT L,1)(¢'(t))dt). La fonctionnelle A
correspond & un “colt” : plus A(G) est élevé, plus la probabilité que ™ appartienne
a G est faible.

On a, sous les hypothéses (H) et (H’):  pour toute partie borélienne G de Cy,[0,T],

—A(&) < limiglf-rlog P, (¢" € G) <limsuptlog P, (¢” € G) < —-A(G) (1.3)
T r—0
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Exemple: cas de probabilités a supports finis
Considérons le champ de probabilités

K
po =) Pr(z)bay(2)
k=1

avec, pour z donné, les pi(z) positifs et de somme 1. Les applications az, de IR
dans IRY, et pi, de IR? dans [0, 1], sont supposées continues. Montrons qu’alors (H1)
est vérifiée: ;

pour € > 0, il existe § tel que |z — y| < § et z,y € K impliquent, pour chaque k,

lak(z) — ax(y)| < €. Alors, pour A borélien de R?, on a pz(A) = > pi(z) donc:
klax(z)€A

py(A%) > D pe(y) = pe(A) + e
klax(z)€EA

(H3) est vérifiée dés que les px(z) ne s’annulent pas. Les {ax(z)} doivent engendrer
IR? pour que (H2) soit vraie et il reste une condition & imposer pour obtenir (H4)
(par exemple, pour tout zo de IR?, si C(n) = sup{|ar(z)| |1 < k < K,z € B(zo,n)},
ona Y %ﬂ)- = +00). Si, de plus, les applications a; et p; sont localement lip-
schitziennes, alors (H’) est vérifiée (voir aussi a la fin du paragraphe 1.2.2) et on a
le résultat (1.3). Nous donnons dans le paragraphe 1.4.3 la valeur de la transformée
de Cramer pour un tel champ de probabilités.

1.1.2 Rappel des résultats de [Du88]

Dans [Du88], P. Dupuis étudie des propriétés de grandes déviations dans le cas
plus général d’un processus & valeurs dans IR? vérifiant Y7, = Yy + 7 b(Yy, &),
ol §; est un processus aléatoire et bi(-,-) une suite de champs de vecteurs aléatoires
identiquement distribués. Ses résultats s’appliquent a un processus d’apprentissage
lent, comme défini dans le paragraphe précédent, si I’on suppose que b ne dépend
que de z, avec P(bi(z) € A) = p-(A).

Par rapport a I’étude rappelée précédemment, il montre que 'on peut affaiblir les
hypotheses et en particulier se passer du caractére lipschitzien pour la majoration
(hypothése (H’) du paragraphe 1.1.1). D’autre part I’application b(.,.) peut étre
discontinue en z, les résultats sont donc applicables dans le cas ou le champ de
probabilités est discontinu le long d’une surface. Nous commencerons ainsi 1’étude
de ce cas (paragraphe 1.4.4).

Indiquons brie¢vement comment 1’étude de [Du88] s’applique & un processus d’ap-
prentissage lent. En plus d’hypothéses générales (A1) (qui se réduisent ici & “|bk(.)| <
K presque sirement”), deux hypotheéses fondamentales sont utilisées, (A2) pour la
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majoration et (A3) pour la minoration, hypothéses qui ne portent que sur certains
moments exponentiels (donc sur les trajectoires et non plus directement sur les don-
nées du probleme; en particulier, il n’y a pas d’hypothéses de régularité de b;(.)
autre que (A2) et (A3)). L’hypothése (A2) consiste & supposer qu'il existe une fonc-
tion réelle H(z, o), convexe en «, vérifiant :

pour tous z dans IR? et v > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute suite (yx) de B(z, §)
(boule de centre z et rayon §) et pour tout o de RY, on ait :

n—-+00

lim sup —log IE ( exp <a,kz::1Xk(yk)>> < H(z,a) +v(1 + |af)

tandis que I’hypothése (A3) suppose qu’il existe une fonction réelle H(z, ) & valeurs
dans IR, convexe et de classe C! en a, vérifiant:

pour tout compact X de R4, il existe Cx tel que, pour tous z dans K, § > 0, (vi)
suite de B(z,6) et a dans IR, on ait:

lim sup —log E ( exp <cz, iXk(yk)>> < H(z,a) + Cxé(1 + ||)

n—+oo k=1

n—+4oco n

lim inf —log IE ( exp <a, ZXk(yk)>> > H(z,a) — Cxé(1+ |a|)
k=1

Avec ces hypotheses, on a les résultats classiques de grandes déviations (analogues
a (1.3)), avec comme fonctionnelle de cotlit A telle que A(yp) = /(H‘p(t))*(go'(t))dt si
¢ est absolument continu, +oco sinon.

L’inégalité de majoration (hrnsuprlog P,(p™ € G) < —A(G), pour toute partie

borélienne G de C,,[0,T]) est obtenue dés que les hypothéses (Al) et (A2) sont
vérifiées ; pour l'inégalité de minoration (—A(G) < liminf 7 log Py, (¢" € G)),on a
besoin, en plus, de ’hypothése (A3).

1.2 Comparaison de ces résultats, discussion des
hypotheses

Dans cette partie, on revient, & la suite de [Du88], sur la comparaison des hypo-
théses de [AR] et [Du88] afin de faire apparaitre celles qui seront adaptées dans le
cas ou le champ de probabilités est discontinu le long d’une surface. On considére a
nouveau un processus d’apprentissage lent (définition 1.1.1), avec les notations 1.1.5.
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Ce processus peut étre traité selon chacune des deux études exposées précédemment.

On suppose dans toute cette partie que, pour tout z, la log-Laplace H est finie sur
IR?. On met alors en évidence (paragraphe 1.2.1) deux hypothéses fondamentales,
(HC) et (HLip), proches, pour ce processus, des hypothéses (A2) et (A3) de [Du88],
et de formulation simple. Ces hypothéses seront celles utilisées dans toute I’étude.
Dans le paragraphe 1.2.2, nous faisons le lien entre les hypotheses (HC) et (HLip) et
certaines hypothéses sur z — L,. Nous montrons que (HLip) est équivalente a (H’)
dans [AR] et que (HC) a, comme (HLip), une formulation sur les lignes de niveau de
la transformée de Cramer, le caractere lipschitzien étant remplacé par une continuité
simple (théoréme 1.2.3). Dans le paragraphe 1.2.3, nous précisons le lien entre (HC)
et les hypothéses (H) de [AR]: nous montrons que I’hypothése (HC) implique (H3)
et certaines conséquences de (H1) dans [AR], dont nous avons besoin pour adapter
les méthodes de [AR] au cas ou le champ est discontinu le long d’un Ahyperplan, en
particulier que ’application (z, ) +— L(B) est s.c.i.. Précisément, nous obtenons
(théoréme 1.2.8) que ’hypotheése (HC) est équivalente aux deux hypotheses (H3) et
o

L.(-) continue sur Uz X S;.
x

1.2.1 Formulation de deux hypotheses sur les variations en
z de la log-Laplace H,

Le moment exponentiel apparaissant dans les hypothéses (A2) et (A3) de [Du88]

s’écrit :
IE (exp <a,:;Xk(yk)>) = expiHyk(a)

k=1
puisque

exp [(a, kZ:; Xk(yk)> - é Hyk(a)]

est une martingale de moyenne 1. L’hypothése (A2) est donc vérifiée dés que pour
tous z dans IR? et v > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout o de IR¢,

|Hy(a) — Ho(e)| < 7l sily —=| <6,

et (A3) est vérifiée si, pour tout compact K de IRY, il existe Cx tel que, pour tous
z,y dans K, § > 0 et a dans IR?, on ait:

|H, (@) — Ho(@)| < Cxly — llal.

Le logarithme de la transformée de Laplace de p., H;, joue alors le réle de la fonc-
tion réelle (sous ’hypothése de compacité des S;), convexe et de classe C! cherchée.
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Ainsi, (A2) et (A3) sont vraies dés que les variations de H (&) vérifient les hypo-
theses suivantes:

Hypothése (HC):
Vz € R4, Vv > 0,38 > 0 tel que, si |z —y| < §,Va € RY, |H () — Hy(a)| < 7|

Hypothése (HLip):
VK compact de IR¢,3Ck tel que Vz,y € K,Va € R?, |H (a)—H, ()| < Cklz—y]|]

En utilisant [Du88], on peut donc retrouver les résultats (1.3) en se contentant
de ’hypothése (HC) pour !'inégalité de majoration et de (HLip) pour l'inégalité
de minoration (en plus de I’hypothése que les supports des mesures sont bornés),
c’est-a-dire qu’on n’a pas besoin du caractere lipschitzien des lignes de niveau de
la transformée de Cramer pour obtenir 'inégalité de majoration des grandes dé-
viations. On n’a pas besoin non plus de I’hypothése “S, d’intérieur non vide” ; en
revanche ’hypothése de compacité des supports, en plus de (HC), implique que pour
tout z dans un compact, on a |bi(z)| < K, presque sirement, ce qui permet d’as-
surer (Al) dans un compact contenant toutes les trajectoires du processus quand
(H4) est vérifiée.

Ce sont ces hypothéses (HC) et (HLip) que nous allons utiliser dans le cas ou le
champ est discontinu le long d’un hyperplan ; 1a encore, le caractére lipschitzien (I’hy-
pothése (HLip)) ne sera nécessaire que pour l'inégalité de minoration des grandes
déviations. Les résultats de notre étude engloberont ceux de [AR] et de [Du88] pour
un processus d’apprentissage lent en ’absence de discontinuité du champ de proba-
bilités.

1.2.2 Lien entre la distance entre les lignes de niveau de
la transformée de Cramer L, et les variations de la
log-Laplace H,

Rappelons que si f est une fonction convexe sur IR? a valeurs dans ] — oo, +00],
on appelle conjuguée de f, et on note f*, la fonction de IR? dans IR définie par

7°(8) = sup {{B) = F(2)}.

aE].R.

Définition 1.2.1 On dit qu’une fonction conveze, f, de IR® dans ] — co,+00), est
propre si f(z) est fini pour au moins un x.
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Si f est convexe, propre et s.c.i.,on a:
fyr=s

et on dit que f* est la transformée de Legendre de f; f et f* sont duales dans la
transformation de Legendre.

En particulier, par définition, pour z donné, la transformée de Cramer L, et la
log-Laplace H, vérifient L, = (H;)* et elles sont duales dans la transformation de
Legendre dés que H est finie sur IR? (car H, est alors convexe et finie, donc s.c.i.),
ce que nous supposons dans cette partie.

Rappelons le résultat suivant ([DE]):

Si f est conveze et s.c.i. sur IR?, les propriétés suivantes sont équivalentes :

() inf f—(:—)- tend vers +oo quand c tend vers +oo

z, |z|=c

(i2) f* est finie sur IR?

On en déduit le lemme:

Lemme 1.2.2

Si f est conveze, s.c.i. sur IR® et que f* est finie sur IR?, alors, pour tout I
positif, l’ensemble {f(-) < I} est compact.

D’autre part, on a défini ci-dessus (définition 1.1.6) la distance D entre deux fonc-
tions réelles positives sur IR? comme la distance de Hausdorff maximale entre leurs
lignes de niveau. On a alors les équivalences suivantes:

Théoréme 1.2.3

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que pour tout z, le
logarithme de la transformée de Laplace, H,, est fini sur IR?.
Alors, Uhypothése (HC) est équivalente a :

Vz € IR?, Vv > 0, 36 > 0 tel que, pour [z —y| < 6, D(L.,L,) <7,
ou L, est la transformée de Cramer de p, ce qui revient a dire que
Uapplication z — L, est continue pour la distance D,

et I’hypothése (HLip) est équivalente a:
VK compact de IR?,3Cx tel que Vz,y € K, D(Lz,L,) < Cklz — y|,

ce qui revient a dire que ¢ +— L, est localement lipschitzienne.




Chapitre 1 21

Démonstration : on commence par montrer le lemme suivant :
Lemme 1.2.4

Soient H, et H, des fonctions convezes sur IR, & valeurs dans [0,4oo[ et

telles que H,(0) = H,(0) = 0. On pose L; = (H;)*. Alors on a:

sup |Hi(a) — Ha(@)|
aemd Ial

= D(Ll, Lg)

Démonstration:

1. on utilise le lemme suivant (adapté du lemme 2.4 de [Du88]):

Soient H, et H, des fonctions convezes sur IR®. On suppose qu’il existe
v > 0 tel que pour tout o, Ha(ex) < Hy() + v|a|, et on pose L; = (H;)".
Alors, pour tout I dans [—H;(0),+oo|, on a:

{L:() = I} C{LL() £ 1Y

On en déduit que, si pour tout o de IRY, |Hy(a) — Hz(c)| est inférieur a
v|a|, alors, pour tout I positif, {L2(.) < I} est inclus dans {L;(.) < I}" et
{L1(.) £ I} dans {Ly(.) < I}".

Alors D(L,, L;) = sup h({L1(-) < I},{L2(-) < I}) est inférieur a 7. On a donc

D(L,,L,;) < sup [H1 (o) — Hg(a)l.
T LR ||

2. on utilise pour montrer 1’'inégalité inverse le fait que les H; sont s.c.i. (puisque
convexes et finies partout) donc qu’on a H; = (L;)*.
Supposons D(L;, L;) < « et considérons a dans IR?. Comme H; () est fini, il
existe B’ tel que Hz(a) = (a, f’) — L2(B') ; or, pour tout I positif, {L; < I} est
inclus dans {L; < I}". On utilise cette propriété pour I = L3(f’). Le vecteur
B’ se trouve dans les deux ensembles correspondants ; il existe donc S tel que

|B— B'| £~ et Li(B) < L2(B’). On a alors:
Hy(a) 2 (a,f)—L1(B) = (a,B8)—L2(p') = (o, f—F')+H2(a) = Ha(a)—7]er].
D’apres la symétrie en H; et H,, on a donc |Hy(a) — Ha(e)] £ vl]a].

Pour démontrer le théoréme 1.2.3, il suffit, pour z,y dans IR?, d’appliquer le lemme
1.2.4 a H, et H, qui en vérifient bien les hypotheses.
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A priori, il sera plus facile de vérifier les propriétés (HC) et (HLip) sur les H., donc
avec leur premiere formulation. Explicitons toutefois ce que signifie D(L;, L,) < 7:

Lemme 1.2.5

Pour 8 dans IR? et v dans IR, on note B(B,7) la boule fermée de centre 3
et rayon y. Alors,

inf L, <L
Bl(%n) 2 < L1(A)

gaf I < L»(B)

D(L,, Ly) < v est équivalent a: Vp, {

Démonstration: {L;(.) < I} C {L2(.) £ I}" implique que pour tout B de IRY tel

que L;(B) soit fini, il existe B’ tel que |8 — B'| < v et La(B') < L1(B). On a donc

Bi(%f )Lg < Ly(B), et cela reste vrai pour L;(B) = +oo. La réciproque est claire.
Y

Remarque: on peut aussi montrer que D(L1,L2) < v implique L1(8) < sup L,,
B(B:)

pour tout B (cf lemme 2.4 de [Du88]).
En effet, I'inclusion {L2(.) £ I} C {L1(.) £ I} entraine {L2(.) < I}~ C {L:(.) £ I}
(car {L1(.) < I} est fermé et convexe), qui est équivalentea {L;(.) > I} C {L(.) > I}".
Alors, si {La(.) < I} est inclus dans {L;(.) < I}", pour L;(B) < 400, B appartient
a {L2(.) = L1(B)}", donc il existe B’ tel que |8 — B'| < v et Li(B) < L2(B’). On a
donc Ly(B) £ sup L.

B(6,7)

Si Ly (B) = +oo, p;our tout I positif, 8 appartient & {L;(.) > I}, donc & {Ly(.) < I}".

Alors sup L, > I. Donc Ly(B) < sup L, est encore vrai.
B(B,7) B(B:v)

On peut en déduire diverses formulations des hypothéses (HC) et (HLip). On a
en particulier:

Théoréme 1.2.6

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR?. On suppose que pour tout z, H,
est finie sur IR%. Alors,
Ihypothése (HC) est équivalente a: VK compact de IR?, Vv,36 tel que

Vz,y € K, |z — y| < & implique VB, Bi(%f )Ly < L:(B)
Y1

et I’hypothése (HLip) est €quivalente a:

— 4 _
VK compact de IR?, 3Cx tel que Vz,y € K, VB, 3, { L}ﬂ(ﬁ’ﬂ) LSLC'(Kﬂl‘)B Y|
vy — Mz
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Démonstration: pour z et y dans K, on utilise le lemme 1.2.5 pour obtenir 1’équi-
valence de

“D(Lz,Ly)<y” etde “VB, inf L, < L.(B)”
B(Bv)

L’énoncé équivalent & (HC) correspond a la continuité uniforme de z +— L, sur tout
compact.

1.2.3 Liens de (HC) avec les hypotheéses (H) et avec cer-
taines de leurs conséquences

Théoréme 1.2.7

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que pour tout z, le
support de p, est born€ (ou S, compact). Alors 'hypothése (HC) implique :

(a) (H3) : lapplication = — S, de IR?, dans l’ensemble des compacts
de IR® muni de la distance de Hausdorff, est continue.
(b) Uapplication (z,B) — L(B) est s.c.i..

Remarque: pour (b), ’hypothése “ H, finie sur IR¢, pour tout = ” suffit.

Démonstration : on suppose (HC) vérifiée;

(2) Soit € > 0 et =z dans IR?. On prend § tel que, pour |z — y| < 6, on ait
D(L.,L,) < £. Le convexe S engendre un sous-espace ' de IR?. On prend I égal
a4 la borne supérieure de L sur A = {8 € S; | VB' € F\S., |8 —B'| > £} (A cor-
respond & (S;)”? mais par rapport & I’espace F). De {L.(.) < I} C {L,(.) < I}%,
on déduit que A est inclus dans (S,)7 et donc que S, est inclus dans (S,)°. De
méme, {L(.) < I} C {Ly(.) < I}? implique S, C (S:)*. On en déduit la continuité
cherchée puisque |z — y| < § implique (S, Sy) < €.

(b) Soit (z,B) dans IR? x IR?, et (zn, ) une suite de IR? x IR? convergeant vers
(z, B) quand n tend vers +oco. Montrons L(8) < lirfigfL," (Bn)-

D’apreés (HC) et le théoréme 1.2.3, pour tout € > 0, il existe 6. > 0 tel que

|z — y| < é. implique, pour tout I positif, {Ly(.) < I} C {Lz(.) < I}". On prend
(en) convergeant vers 0 telle que |z — z,| < 6.,. Alors {L.,(.) £ Lz,(Bn)} est inclus
dans {L(.) < L., (Bn)}°". Le premier ensemble contient 8,, donc il existe J;, tel que
|Bn—BL| < €n et Lo(BL) < L:,.(Br). Quand n tend vers +oo, B}, converge vers §; or,
L, est s.c.i. (propriété de la transformée de Cramer, vraie mémesi S; est d’intérieur
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vide), on a donc:

L(B) < limjnf L.(8,) <liminf L., (B,). o

Remarquons qu’en remplagant v par Cx|z —y| dans la démonstration de (a) on peut
montrer que ’hypothése (HLip) entraine que ’application z +— S; est localement
lipschitzienne.

Théoréme 1.2.8

Soit (uz) un champ de probabilités sur IR®. On suppose que, pour tout z, Sz
est compact et d’intérieur non vide (ie (H2)). Alors,

(H#3)
(z,B) — L(B) continue sur |Jzx S,

Uhypothése (HC') est équivalente a {

Démonstration :

1. On a vu dans le théoréme 1.2.7 que (HC) implique (H3). Montrons que sous
I’hypothése supplémentaire que les supports sont d’intérieur non vide, (HC)

o
entraine la continuité de (z,8) — L (B) sur Uz x S;.

Soit z dans R4, B dans .S'a:c et € > 0. L’application L. est continue sur S"; (cf
[AR]). On prend § tel que, pour |B' — B| < 26, |L(B') — L(B)] < €. On a
alors:

L. <L, +€e et L, —e< inf L..
A (B)+e et L(B)—e< inf

D’apres (HC), il existe &' tel que, pour |y — z| < & et pour tout B’ dans IR?,

inf L, <L,(B)< sup L.
st U= = TP = 0

(d’apreés le lemme 1.2.5 et la remarque qui le suit). Alors, pour y et 8’ tels que
|y — 2| < & et |8 — B| < 6, on a:
Ly(ﬁ’) < sup Ly < sup L. < L (B)+e¢
B(p',8) B(8,26)
et

Ly(ﬁ) > Bl(g'i,‘S) Ly > B%E,ES) L:> Lr(ﬁ) — €.

On obtient bien le résultat puisque |y — z| < &' et |’ — B8] < 6 impliquent
|Ly(B) — L=(B)| < €.
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2. Pour établir la réciproque, on montre tout d’abord que I’hypothese
“(z,B) — L(B) continue sur Jzx S, ”

implique la continuité de z — m,, ol m, est le barycentre de la mesure p.
(les supports sont toujours supposés d’intérieur non vide). Considérons z dans
IR? et € > 0. L’application L, est positive sur B(m_,€)°. On appelle § son
minimum sur cet ensemble; il est strictement positif. On prend €; tel que,
pour |z — y| < &; et pour tout S dans .5'0,, |Lz(B) — Ly(B)| soit inférieur a
6. Considérons alors 8 dans Soz et n’appartenant pas & B(m,,€). On a, pour
lz —y| <er:
Ly(B) 2 Lz(B)+ 6 =26

donc m, appartient & B(m,€).

Pour terminer la démonstration du théoréme 1.2.8, on a besoin d’un résul-
tat sur une transformation affine (homothétie) des supports, transformation
qui sera utilisée plusieurs fois au cours de I’étude et qui a été introduite par

[AR].

Définition 1.2.9 Pour 6 € [0,1] et z € IR?, on définit I’application affine :

hz,g: Rd _ Rd
v — Omy+ (1 —0)v

D’aprés [AR] (4.6), pour tout compact &/ dans IR? et tout § > 0, il existe
des constantes strictement positives C; et C; telles que, pour tous 6 de [0, 1],
61 2 0 et y dans U, on ait:

C10 > C281 = hy0((S,)%) C (8,)~(Cr6-C261), (1.4)

[AR] énonce ce résultat sous ’hypothése supplémentaire (H’) sur les lignes de
niveau de la transformée de Cramer. En fait, la démonstration n’utilise que la
continuité des applications =z — S, et = — m_ et le fait que les S, engendrent
IR?. Nous pouvons donc énoncer le lemme plus général suivant :
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Lemme 1.2.10

On considére = + C, une application de IR? dans l’ensemble des convezes
d’intérieur non vide de IR?, continue pour la distance de Hausdorff sur cet
ensemble et = — b, une application continue de IR® dans IR?, telle que,
pour tout z, by est intérieur a C,.

Pour 0 € [0,1], et z € IR?, on définit ’application affine

gz'g: sz —)Rd
v = 60b,+ (1 —0)v

Alors, pour tout compact U, il existe des constantes strictement positives
C: et C, telles que, pour tous 6 de [0,1], 6; > 0 et = dans U, on ait:

C160 2 G261 = gz0((C2)™) C (Cz)~ (=20,

Démonstration : Pour = dans U, C, contient une boule de IR? centrée en b, de
rayon p.. Il existe 6 tel que pour |z —y| < §, on ait |b. — by| < &= et h(C;,Cy) <
ez, Alors |z — y| < 6 implique B(by, &) C B(bz, 22) C (C.)~F C C, (d’apres
la convexité de C, pour la derniére inclusion). Il suffit de recouvrir le compact
U par les boules B(zx;, §) et de prendre p = inf p., pour en déduire que, pour
tout y dans U, C, contient B(by, p).

La fin de la démonstration est exactement celle de [AR](4.6) : on montre qu’il
existe a strictement positif tel que, pour tout =z de U, pour tout point ex-
tremal v de C., C, contient un céne de révolution de sommet v, et d’angle au
sommet o (la base de ce cone est la boule B(b., p)). On en déduit le résultat.

Reprenons la démonstration du théoréme 1.2.8 et montrons que les deux hy-
potheéses (H3) et “(z,B) +— L (B) continue sur Uzx S, ” entrainent la

formulation de (HC) du théoréme 1.2.6.
Considérons un compact K et v > 0. Montrons qu’il existe § > 0 tel que, pour
z et y dans K, avec |z — y| inférieur & §, on a, pour tout S,

gaf L, < L.(). (1.5)

Prenons 6; tel que pour tous z,y dans K, |z —y| < §; implique |m, —m,| < %

D’aprés (H3) et le fait que les S, engendrent IRY, quitte & diminuer -y, pour
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tout = de X, la boule ouverte B(mz,Z) est incluse dans ’ensemble (S;)~%,
avec 6o ne dépendant que de K (comme dans le lemme 1.2.10).

[
Le compa,ct (Sz)~% N B(m., )¢ est inclus dans S,. D’apreés la continuité de L
sur U:::x S,, L atteint son minimum sur U z X [(Sz)7% N B(mz,2)°). On le
note €, il est non nul. D’apres la convexxte de L., on a:

€K, ve B(m,, l>c}.

E= inf{L,(v) 5

Pour B,z dans IR? et 8 dans [0,1], on pose B = h. 4(B). D’apres (1.4), pour
tout z de X, B4 appartient & (S;)7%, avec §; indép de z. D’apres la continuité

de L sur U z x (S;)%, il existe &} tel que, pour tous z,y dans K, |z —y| < &}
zeX

implique |L.(v) — Ly(v)] < 6 pour tout v de (S;) .

Fixons z dans K. On va montrer (1.5) pour tout B. On veillera & ce que
le § obtenu soit indépendant du point z choisi. Il suffit de considérer le cas

L:(B) < +oo.

Pour tout S dans B(m.,Z) et pour tout y dans B(z,é;), m, appartient a
B(B,v). Alors (1.5) est vérifié.

On considére B n’appartenant pas a B(m., 7). D’aprés la convexité de L., on
a Lz(Bzp) < (1 —8)L.(B). Donc L(B) — Lz(Bz) = 0L.(B) > O¢. Le vecteur
Bz — B est égal & O(m; — B). On pose M = max {|B| | B € Sz, z € K}
et on prend 6 tel que 2M@ < «, alors le vecteur B, appartient 2 B(f,7).
Puisque 6 est indépendant de z et 8, &) I'est également. Pour = et y dans X,
|z —y| < 6 implique | Lz(Bz,0) — Ly(Bz6)| < Oe. On a alors Ly(Bz,6) — Lz(Bze) <
L.(B) — Lz(Bzs), donc:

Ly(.B:c.o) < La:(,B)-

(1.5) est donc vérifié pour tout B. La démonstration du théoréme 1.2.8 est
achevée.

Les conséquences de (HC) seront suffisantes pour obtenir ’inégalité de majoration
du principe de grandes déviations dans le cas de champs de probabilités discontinus
le long d’un hyperplan. C’est donc cette hypothése, pour chacun des deux champs
de probabilités considérés, en plus de (H2) également pour chaque champ et d’une
hypothése analogue & (H4), pour ’ensemble des deux champs, qui sera faite dans
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le chapitre 2. L’ensemble de ces hypothéses sera appelé (Hmaj).

En revanche, pour ’inégalité de minoration, on aura besoin de deux propriétés plus
fortes: .
(z,B) — V L.(B) est continue sur Uzx S;

2

0*H.
d <k< —_ 3
VaeR? V1<k<d, z+— 3(ak)2(a) est continue

ol a désigne la k* coordonnée du vecteur « (rappelons que sous (H2), L est ana-
[

lytique sur S; et H_ sur IR?). Montrons que ces propriétés sont, dés que I’hypothése

(H2) est vérifiée, des conséquences de I’hypothése (H1): “ 'application z +— p. de

IR?¢ dans ’espace des probabilités sur IR?, muni de la distance de Prokhorov, est
continue ”.

Théoréme 1.2.11

Soit (pz) un champ de probabilités. On suppose (H1) et (H2) vérifiées. Alors:
(2) (z,B) — VL (B) est continue sur UzXx S,

2

(i) Veoe R:, V1< k<d, z+— 56'('&1%:—2(0) est continue.

Démonstration : si on pose g (a) = e+, pour B dans S'o,,, VL.(B) est I'unique
solution de £ tr= (-) =g (-)B. La propriété (i) vient de la régularité de la solution de
cette équation (cf [AR]). La propriété (iz) sur la matrice hessienne de la log-Laplace
est immeédiate sachant qu’on a:

8%H, [vviepa(dy) [ uie=pa(dy) [y;e® pa(dy)
00:;3&-(a) - (ev), (d B (erv) 2 - O
e\ ™Y iz (dy) [/e v ,uz(dy)]

Pour obtenir I'inégalité de minoration du principe de grandes déviations, nous ferons
dans le chapitre 3 les hypothéses (H2), (HC), (i) et (i) pour chacun des deux
champs de probabilités et une hypothese globale, analogue & (H4). L’ensemble de
ces hypothéses, pour chacun des deux champs de probabilités considérés, sera appelé

(Hmin) et est impliqué par les hypothéses (H) de [AR], sauf pour I’hypothése du
type de (H4).

Nous récapitulons, a la fin de ce chapitre, les hypothéses utilisées dans la suite.
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Exemple: cas de probabilités a supports finis
K

Reprenons le champ de probabilités gz = Y _ px(z)8a,(z). On a:
k=1

K
Ha(a) = > pe(z)eloerl=),

k=1

Si les applications a et px sont continues, respectivement localement lipschitziennes,
alors (HC), respectivement (HLip), est vérifiée. Il est possible que les hypothéses (H)
soient équivalentes aux hypothéses (Hmin) dans ce cas (si ’ensemble d’hypothéses
(H1),(H3) est équivalent & (HC), dés que (H2) est vraie).

1.3 Outils d’analyse convexe : convexifiée d’un en-
semble d’applications

Apres ceux du début du paragraphe 1.2.2, rappelons d’autres éléments d’analyse
convexe (voir [Roc]):

Définition 1.3.1 On appelle enveloppe conveze, ou convezifiée, d’un ensemble d’ap-
plications {f'} de IR? dans | — co,+o0] la plus grande fonction conveze f partout
inférieure d chacune des f*.

On sait ([Roc], 5) que cette fonction se calcule de la fagon suivante:

(conv{F)(B) = inf P F(B) | b =, p' 20, r=1) (1)

ou on considére des combinaisons linéaires finies (on peut d’ailleurs se limiter & des
combinaisons de d + 1 éléments d’apres le théoréme de Carathéodory).

Théoréme 1.3.2 ([Rod, 16.5)

La fonction conjuguée de la convezifiée d’un ensemble d’applications propres
convezes f*,i € J est é€gale au sup des fonctions conjuguées des applications :

(conv{f'li € T})* = sup{(f)"li € T}.

Théoréme 1.3.3

Si les f' sont convezes, s.c.i., avec (f1)* finie sur IR? et l’ensemble J fini,
on a:

conv{f'li € T} = (sup{(f)"li e T} )"



30 Chapitre 1

Démonstration : d’aprés le théoreme 1.3.2, il suffit de montrer que conv{f’|: € J}
est s.c.i.; on aura alors

(conv{f']i € T})*" = conv{f'li € T}.
On considére B dans IR? et (8,) convergeant vers 8. On veut montrer
(conv{f'li € T})(B) < limjinf (conv{f*|i € T})(Bn)-
On peut supposer l’itr_xg_égof (conv{f'|s € J})(Bn) finie. Soit € > 0. Pour n entier,
prenons (pi, B.) tel que (cf (1.6))
S A= B 20, A= et SRS (B) < (comol Sl € TN(B) +e

A priori, les 8! ne varient pas dans un compact. Mais on se raméne & ce cas en
utilisant le lemme 1.2.2 qui prouve que pour tout I positif, I’ensemble {f(-) < I}
est compact. Pour chaque i de J, (p!) admet une valeur d’adhérence p'. Si p' est
non nul, liril_égf fi(B.) est fini. Il existe donc I positif et une sous-suite (Bi) qui
reste dans le compact {fi(-) < I}; elle admet alors une valeur d’adhérence B°. On
a nécessairement 3 ;,ix0 p'B* = f et, en utilisant le fait que chaque f* est s.c.i.:

(conv{f'li € T})(B) < Z pfi(BY) < hrnmf (conv{fili € T})(Bn)- O
ilo'#0

Remarquons que ce théoréme peut aussi étre démontré sans utiliser le théoreme 1.3.2
(cf [DEW]):
Soient z et # dans IR®. On a pour tout o de IR, sup{(f;)*}(a) = sup Z pi(fi)" (a),

o e
(sept()) B =sup int, [(eo) = )" ()].

;Pn‘=1

donc

D’aprés [Roc] (37.3.2), on peut échanger sup et inf. Or, pour {p;} fixé,

sup (e 8) = P ()] = 158 [ ifi8) | 3 i = ]

{6:}

En effet, le membre de droite est une fonction de £ qui est s.c.i. (on utilise que f;
est s.c.i. et que J est fini), convexe et de transformée de Legendre en o égale a:

P s (28 = 3 pisi(60)] = 2 pisun (e, 8) = 18] = T il (e
ors,

(supt}) )=, int S5 pusil8) | il = B = (cono (B o
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Notation 1.3.4 Pour F de IR? x IR? dans | — oo, +o0] : (z,B) — F:(B), et pour h
positif, on note *F, l'enveloppe conveze de {F, |y € B(z,h)} (cf définition 1.3.1),
ou B(z,h) désigne la boule fermée de centre z et rayon h.

Propriétés:

e "F, est partout inférieure & F,; °F, est égale & F, puisqu’on a pris une boule
fermée.

e "F. est convexe, de domaine (ensemble des points oil ’application est finie) 1’en-
veloppe convexe des domaines des applications F,, pour y € B(z, h).

e La fonction conjuguée de *F', est, d’apres le théoreme 1.3.2, I’application sup (F,)".
yEB(-‘C,h)
e Si pour tout y de B(z, h), F, est égal & F, (en particulier si F' est constante en la
premieére variable), *F, est égale & Fy.

Cette définition va étre utilisée avec F = L, champ de transformées de Cramer as-
socié a un champ de probabilités (u.) (on reprend les notations 1.1.5). L’application
hT. servira a définir une fonctionnelle de colit approché dans le chapitre 2 (utilisée
dans les chapitres 2 et 3). Citons quelques propriétés de cette application:

e Le domaine de * L est I’enveloppe convexe des domaines des L, pour y € B(z, h)
et elle s’annule sur ’enveloppe convexe des m,,.

e La fonction conjuguée de L, est 'application sup H,(-).
vEB(z,h)

e Quand les champs de probabilités sont constants, * L. est égal & L. (indépendante
de z).

On a, de plus, besoin d’une propriété proche de la semi-continuité de *IL,. Mais
comme on fait varier y dans B(z, k), *L. est la convexifiée d’un nombre infini d’ap-
plications et il n’est pas certain que *I soit s.c.i.. On a probablement besoin d’une
régularité de = — L, pour avoir une telle propriété. Cependant le résultat asymp-
totique suivant suffira pour notre propos:

Lemme 1.3.5

On considére un champ de probabilités (u;). On lui associe les notations 1.1.5
et on suppose (H2) et (HC) vérifiées. Alors, pour = et B dans IR, on a:

£ < li h_::: !
L:(B) < LT L.(B")
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Démonstration : considérons une suite (hg, fx) convergeant vers (0, ) donné et mon-
trons qu’alors, on a:

L.(B) < llicmjnf b T (Br)-

On peut supposer que tous les **L_(B) sont finis. Pour k fixé, **L.(Bk) est obtenu
comme Y pipLz, ,(Brp) avec zk, dans B(z, ki) et (pip), famille presque nulle.

On accrori’t les supports S: par convolution des probabilités u, avec des mesures v
4 support égal & un compact indépendant de n (cf [AR] lemme 1.21) et convergeant
faiblement vers la masse de Dirac a l'origine. On note S? ’enveloppe convexe fermée
du support de p, * v™. On sait qu’il existe § > 0 tel que pour tout n et pour tout z,
S: soit inclus dans (S7?)~%. On note LT la transformée de Cramer de p, * v™ (mesure
qui n’est plus une probabilité). On a (cf [AR]):

pour tous z, ﬁ) L:(ﬂ) _<_ L;(ﬂ) et ﬂ_l_l'I_Eloo L:(ﬁ) = Lx(ﬂ)

Supposons que ’on ait montré, pour chaque n:

Lz(B) < lgnﬂ:gf Zl’k,pLgk,,(IBk.p) (1.7)
P

Alors on a LZ(B) < llicm_gnf hT.(B:) (par L™ < L) et le membre de gauche de cette

derniere inégalité converge vers L.(f) quand n tend vers +oo. On aura donc bien le
résultat.

Montrons (1.7):

on commence par montrer que ’application L"*(-) posséde les mémes propriétés de
continuité que L.(-).

Posons H™(a) = log [ele¥un(dy) et H*(a) = log [{*¥ p. * v"(dy). Alors HT
est égal & H. + H™. Pour tous z,y,o dans IR?, |H?(a) — H}(a)| est donc égal &
|Hz(a) — Hy(«)|. D’autre part, 1’ensemble S7 est compact et d’intérieur non vide. Le
champ de mesures (p * v™), vérifie donc les mémes hypothéses que le champ (u)
dans le théoréme 1.2.8 (sauf qu’il ne s’agit pas d’un champ de probabilités). On en

déduit que ’application L7(-) est continue sur Uy x S}.
v

Le vecteur B, appartient a (S;‘k'p)"s. Soit € > 0. L’application L*(:) est unifor-

mément continue sur U y X (S;)-s_ On prend 6; tel que, pour tous y,y’ de K et
yeEK

pour tout v de (S7)~%, |L?(v) — L% (v)| soit inférieur & €, puis K tel que k > K
implique hx < 6;. Alors, pour k£ > K, on a pour tout p:

L, ,(Brs) 2 Lz (Brp) — &
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On en déduit:

> pepLl, (Brp) =D proLi(Bep) — € > L2(Be) — e,
4 P

en utilisant la convexité de L7. Or, L} est s.c.i. donc L2(f) est inférieur a lzm-énf L2 (Bk)-
—T 00

On a alors, pour k assez grand:
LZ(B) < L7(Bx) te < Epk.pL;k,,,(ﬁk.p) + 2e,
P
ce qui démontre (1.7) et donc le lemme 1.3.5.

Comme, de plus, "I est majorée par L., on a en particulier:

pour z et 8 dans R?, L.(8) = 'llir% ML=(B). (1.8)

1.4 Champs de probabilités discontinus le long
d’une surface

On définit dans un premier paragraphe la famille de processus sujet du reste de
I’étude. Il s’agit encore d’un processus d’apprentissage lent mais, par rapport aux
hypothéses faites précédemment, toute propriété de continuité de (u.) est perdue
sur la frontiére d’un ouvert régulier. On traite, dans cette étude, le cas ou cette fron-
tiere est un hyperplan sachant que, par des techniques de localisation (on introduit
des coordonnées locales convenables, voir par exemple [AO]), on peut en déduire
les résultats concernant une frontiére réguliere quelconque. Supposer que (p) est
continue seulement de part et d’autre d’un hyperplan revient & considérer qu’on a
deux champs différents de part et d’autre de cet hyperplan, tous les deux continus.
On indique dans les paragraphes suivants les premiers éléments de cette étude: on
propose une fonctionnelle de coit “présumée” dont on étudie les propriétés et on
évalue ce que donne I’utilisation de résultats existants (dont [Du88]).

1.4.1 Définition du processus

On note =, 'application de IR? dans IR qui, & un vecteur de IR?, associe sa
premiére coordonnée. On pose

P° = {z € R?, =(z) = 0}

P! = {z € R, n(z) <0}
P? = {z € R?, 7(z) > 0}
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On suppose qu’on a deux champs de probabilités (ul) et (x2) sur IR? (on peut se
contenter, pour i = 1 ou 2, de yf défini au voisinage de P?). A chaque champ (u), on
associe les notations correspondant aux notations 1.1.5: m’ désigne le barycentre de
pi, H! le logarithme de sa transformée de Laplace et Li sa transformée de Cramer.
On note Si I’enveloppe convexe fermée du support de uL.

Soient (£, B, P) un espace probabilisé, et (Fi), N une suite croissante de sous-
o-algebres de B. On suppose que, pour i = 1 ou 2, les Xj(-), k € IN, sont des
champs de vecteurs aléatoires indépendants, tels que pour tout z de IR? et tout &
de IN, Xj(z) est de loi ui et Fxyi-mesurable.

Définition 1.4.1 Si {(Y)),.qv} est une famille de processus indezée par T, on dit
que {(Y{)rciv} est un processus d’apprentissage lent a statistiques discon-
tinues le long de I’hyperplan P° associé auz champs de probabilités (pl) et (u2)
si, pour 7 > 0, (Y), v est une chaine de Markov déterminée par la donnée de Yy
et la relation de récurrence:

Yip =Y + 7 [JI{Y;ePIUP"}Xi(W) + IT{Y,:em}Xf(YZ)] (1.9)

Si {(Y{)rcIN} est une telle famille, Y7 est Fi-mesurable et, sous P, la loi de 1(Y{7,, —
Y{") conditionnellement & Y;” est py.- si Y7 appartient & P'UP° et /zf,kr si Y7 appar-
tient & P2. Il y a donc discontinuité de la loi du champ de vitesses sur I’hyperplan P°.

Exemple : un processus de cette forme apparait dans certains algorithmes d’appren-
tissage pour les réseaux de neurones, par exemple ’apprentissage compétitif ([RZ]):
on suppose que chacune couche du réseau est partitionnée en plusieurs groupes de
cellules et que, au sein d’'un méme groupe, pour un pattern donné sur la couche
précédente, une cellule seulement est activée. Notons W; le vecteur de poids de la
cellule 5 avec la couche précédente; dans un méme groupe de cellules, si F' est le
pattern formé sur la couche précédente (les patterns sont présentés aléatoirement
sur la couche d’entrée), W; est modifié pendant ’apprentissage si et seulement si
(F'|W) est maximal pour [ = j et il est modifié alors de T(I-% — W;). On constate
que les frontiéres de discontinuité de la loi de (W}); sont des hyperplans.

Remarque 1.4.2 En imposant le champ de probabilités pl sur P°, nous introdui-
sons une dissymétrie du probléme, suivant en cela le choiz de [DE]. Nous commen-
tons davantage ce choiz dans le paragraphe 4.1.3. Nous constaterons que, sous une
hypothése (H,) sur la position des Si par rapport @ {n(-) = 0}, les résultats restent
symétrigues.
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On appelle “pas” les accroissements de la chaine (Y}7) et on dit qu’un pas est “de
type ” quand il est de la forme 7X ou X suit une loi pt.

Pour établir les inégalités de grandes déviations, on veut estimer la probabilité que
7" appartienne a des ensembles de chemins donnés. Pour cela, on décompose [0, T']
en sous-intervalles de la forme [jn7;(j + 1)n7[, de longueur n7 petite, sur lesquels
on utilise des estimations, pour n grand, de la probabilité que la vitesse moyenne
soit proche d’un vecteur donné. En fixant nT constant, & 7 prés, faire tendre 7 vers
0 est équivalent a faire tendre n vers 4+o0o. Chacun des chapitres 2 et 3 commence
ainsi par des estimations sur les vitesses moyennes. Pour pouvoir réunir les résultats
concernant les différents sous-intervalles, ces estimations doivent étre vraies unifor-
mément pour une valeur initiale Yy dans un compact donné.

Dans le paragraphe suivant nous donnons de tels résultats sur les vitesses moyennes,
ceux démontrés dans [DE] en présence d’un hyperplan de discontinuité, mais avec,
de part et d’autre de cet hyperplan, des champs de probabilités constants.

1.4.2 Cas particulier des champs constants, étude des vi-
tesses moyennes asymptotiques ([DE])

Dans [DE], P. Dupuis et R.S. Ellis établissent les résultats suivants, en suppo-
sant constants les deux champs de probabilités (ul) et (x2) (on supprime
I'indice z pour toutes les notations associées aux champs de probabilités, les mémes
que celles introduites dans les paragraphes précédents).

On suppose que Yy est P-presque sirement égal & yo, ol yo est un point de P°.
Alors, le parameétre 7 n’influe pas sur la position des Y;” par rapport & P°, donc sur
le champ de mesures gouvernant chaque pas. Les trajectoires pour différents 7 sont
homothétiques (le vecteur aléatoire 1(Y)” — Yy) est indépendant de 7) et il suffit
d’en étudier une. On considére 7 = 1 et on omet ce paramétre.

On suppose que, pour ¢ = 1 ou 2, le logarithme de la transformée de Laplace de
p', H', est fini sur IR? et que I’hypothése suivante est vérifiée (hypothése liée a la
présence de la discontinuité):

Hypothése (Hy) : pour chaque i, {8 € R? | (—=1)'7(B) <0} N supp p' # 0,

ou supp pu' désigne le support de la probabilité u'. Cette hypothése consiste a dire
que le support de chaque 4* contient un vecteur sortant strictement de P*. Elle per-
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met aux deux demi-espaces ouverts P' de communiquer.

On montre que, sous I’hypothése que les logtransformées de Laplace H! et H? sont
finies partout, I’hypothése (Hp) implique, pour chaque z:

{BeR?| (-1)'n(B) <0} N Int S*+# 0,

ou Int S' désigne 'intérieur de S° relatif 2 ’espace vectoriel engendré par S'.
g g

Notation 1.4.3 On pose, pour 8 dans IR? de premiére coordonnée w(8) nulle :

1) =int{ S5 | op =1, 348 = B, x(6) 2 0,m(8) <0

1=1 =1 =1

p? / ﬂl
pt \/ﬁ

ﬁz

Pour un vecteur B de premiére coordonnée w(B) non nulle, on pose, quand on a

(~1)im(B) > 0 :
L(B) = int{P°L(BY) + pL(B) | #°+p=1, B0+ pf = B, =(87) =0 }.
5
. 4
P /4 | o

p?

g2

L est une fonction de coit mixte (faisant intervenir L' et L?) correspondant au
mélange des deux champs de vecteurs.

On a le résultat suivant (Dupuis/Ellis):
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Si (p') et (u?) sont deuz champs de probabilités constants tels que (Hp)
soit vérifiée et que, pour i = 1 ou 2 et a dans IR?, [el*Vui(dy) soit fini,
alors, conditionnellement a Yy = yo, ot yo appartient a P°, la distribution
de -}-:fl suit un principe de grandes déviations avec la fonction de coit L. On
a donc, pour toute partie borélienne B de IR® :

° A | Y. . 1 Y. —
~L(B) < limjnf —log P,, (—n— = B) < limsup - log P, (—ﬁ- = B) < —L(B).

n—+4oco

1.4.3 Retour au cas général, conjectures sur les fonctions de
coiit et propriétés de ces fonctions

On revient au cas général de deux champs non constants (ul) et (12). Dans toute
cette partie, on suppose que pour tout z, les logarithmes des transformées de Laplace
H! et H? sont finis sur IR?. En s’inspirant des différents résultats rappelés jusqu’a
présent, on cherche une fonction de coit permettant d’écrire des inégalités de grandes
déviations pour (7y7),. On peut s’attendre a ce qu’intervienne la fonctionnelle Ag
définie de la fagon suivante:

Notation 1.4.4 On a noté, pour z dans IR?, L. et L2 les transformées de Cramer
des probabilités pl et p2. On pose, pour B dans IR?:

o [ IMB) sin(B) <0
L”(ﬂ)‘{ L2(8) sin(f) >0

o« L(6) = int{ 3 FLL() + L)

1=1

3

3
S =1, > B =8, n(8") = 0,(8*) <0, 7(p*B* + p*B*) =0 } (1.10)

1=1 =1
[ Li(B) size P
A=, B) = { L.(B) size PO (1.11)
et on définit la fonctionnelle de colit Ag,r par:

Notation 1.4.5 Pour tout chemin continu, ¢ de [0,T) dans IR¢,

T
Aor(p) = /o )‘((’o(t)’('ol(t)) dt st est absolument continu

+o0 sinon
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Remarques:

e la fonction de colit L, sera utilisée pour = dans P° et sera intégrée le long des
chemins. D’apreés la remarque 1.4.9, on peut donc se contenter de retenir simplement
la formule (1.12) ci-dessous.

e dans toute ’étude, les coefficients p* envisagés dans les décompositions de la forme
B =33, p B sont toujours positifs (ils sont donc & valeurs dans [0, 1] puisque leur
somme vaut 1: on regarde des combinaisons linéaires barycentriques).

Dans la suite de ce paragraphe, nous donnons l'interprétation de la fonction L,
puis ses propriétés ainsi que celles de la fonctionnelle Ag 7.

I. Interprétation intuitive de la formule du coit L.

1. si #(B) = 0, Lz(B) est calculé avec des combinaisons linéaires de deux termes
en B! et B2. On a précisément :

quand 7(B) vaut 0, L.(B) est égal a:

mf{Zp Li

=1

=B, ©(B") = 0,x(8*) <0 } (1.12)

=1

En effet, si p° est différent de 0, w(8°) doit étre nul, or L. est convexe. On
peut donc écrire:

Lz/{x()=0} = conv(Lz (x>0} L2/ {x(<0})-

Notre définition de L (fB) coincide donc parfaitement avec la définition 1.4.3
quand les champs de probabilités sont constants.

Si on enléve les contraintes 7(8') > 0 et 7(8%) < 0 dans la formule (1.12)
on obtient l’expression de conv(Ll,L2)(8), la plus grande fonction convexe
minorant simultanément Ll et L?; en effet, on a:

Sh=1 3,8 =8) (L13)

1=1 1=1

(conv(LL, L2))(8) = int{ S P L (B) |

=1

On en déduit que L, est minoré par conv(LL, L2) sur {«(-) = 0}.
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La formule (1.12), donnant la valeur de L (8) pour n(8) = 0, s’interpreéte
de la fagon suivante:

considérons la chaine (¥ )o<k<n, avec Yy appartenant & P°; on note r! la
proportion d’indices k de {0,...,n — 1} tels que Y;” soit dans P° U P! et on
pose 72 = 1 — r!. On appelle w! (respectivement w?) la moyenne des termes
(Y1 — Y{) tels que Y[ soit dans P° U P! (respectivement dans P?), c’est-
a-dire la moyenne des L(yreprupoy X, 1(Y)T) (respectivement Tiyrepy X 2(Y7))-
Le vecteur w' est la vitesse moyenne du processus quand il est soumis au
champ (z!), sur l'intervalle de longueur [0,n7]. Pour Y7 proche de P°, on a
pratiquement (—1)'w(w') < 0 (en effet, si ¥{7,Y/,,,..., Y7, sont dans P* et
Y ms1 dans P37 (=1)m(Y7, .1 — Y7) est négatif et (—1)'77(w’) est une
moyenne de telles quantités, sauf éventuellement pour les derniers pas). On
s’intéresse aux valeurs possibles de la vitesse moyenne globale du processus
sur un intervalle de longueur nr. Elle vaut -}-,l‘ff_—},ﬂ,— = 32, r'w'. Pour qu’elle
soit égale & 8, quand 7(B) vaut 0, il est donc logique de considérer les décom-
positions de 3 sous la forme 8 = 32, p'* avec (—1)'7(8*) < 0. Pour n grand,
I’opposé du logarithme de la probabilité d’observer (rf, w') = (p', %) vaut ap-
proximativement n 2, p'Li (B') (aux variations de la mesure pres, sachant
qu’elles sont petites pour n7 petit). La quantité p’ correspond au temps passé
dans P?, le vecteur B a la moyenne de ceux des pas qui sont contrélés par la
loi pi. La formule donnant L.(B) correspond au minimum parmi toutes ces

combinaisons.

2. Pour B rentrant dans P’ (c’est-a-dire (—1)'7(8) > 0 ), on regarde la décom-
position de B la moins coiliteuse en un vecteur parallele & P° et un vecteur
rentrant dans P°’. Le coiit correspondant est égal au barycentre des coits des
deux vecteurs, pondéré par les coefficients de la décomposition (formule 1.10).

On constate que L, est partout minorée (au sens large) par conv(LL, L?). [DE] donne
(pour des champs constants) des exemples ou on a conv(L', L?) < L.

I1. Interprétation dans le cas de champs de probabilités constants, a sup-
port fini

1. Rappelons tout d’abord quel est le coiit associé a un seul champ constant de
ce type. Considérons le champ de probabilités constant :

K
p=> pibe,

k=1
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On sait que la transformée de Cramer de g en B vaut (voir par exemple [DZ],
théoréme 2.1.24):

K
L(ﬂ)—mf{zpklog— | 5= Zjlpkak, P20, 3 pi = 3 (1.14)

Cette expression correspond au minimum de I'information de Kullback, ou entropie
relative, de K, px1I,, par rapport & p pour f = K | prar. Montrons comment on
la retrouve d’un point de vue combinatoire en utilisant qu’on doit avoir (théoréme
de Cramer), si les X sont i.i.d. de loi u:

L(f)=— lim ilogP(X1 Foet Xn | ﬂ)
n—+o0o n n

P({Xl, ey Xn} = {a1, ..., a4, ...,9;{,...,(1;{/}) est égal a

n, fols nx fois
K n! K
n n2 ni Nk __ ° LY
G lC’n—ru an H Py = 1 [ Hpk .
k=1 ny... kK. k=1

423 . ops
Supposons que, pour chaque k, — converge vers une constante strictement positive

pk- On a: log(ng!) ~ nilogng — nk + O(log ng).

K
Alors log (——,—) ~ nlogn — }: nglogngy = — Z Tk log —. On a donc
nk k=1 k=1
1
—;logP({Xl,...,X,,} = {a1, .., a1, ... a;d) Z - log—: ~ Zpklog—
n, fois nx foxs k=1 k=1
Pour avoir J—(J—‘f—;ﬂ-(—n = 3, on regarde toutes les décompositions de la forme

>K Zkg, = B. On retrouve donc —1log P(-——lj'—"'—‘L B) ~ L(B), ou L(B) est
donné par (1.14).

2. Calculons le cofit mixte correspondant aux deux champs constants

K K'
B =D prbs, et pP= > piba,
k=1 k=K+1

Pour 7r(,3) =0, L(B) vaut
mf{Z PPE logﬁ + Z (1= p)px log — l B = pZ prar + (1 — p) Z Prak,

k=K+1 k=K+1
K

K K! K
See= >, p=10<p<1, W(Zpkak)ZOaW< > Pkak>-<—°}~
k=1 k=1

k=K+1 k=K+1
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Les coefficients pr sont toujours positifs. Sans les deux derniéres conditions, on
obtient 1’expression de conv(L?, L?)(B) qui est donc inférieur & L(fB). La quantité
conv(L?, L?)(B) peut s’écrire:

i Pk f: Pk
inf{ prlog ——— + Pk log
k=1 Pk Zf—l Pk k=K+1 Zk_K+1 Pk

K’ K’
B=>_ prax, D pr= 1},
k=1 k=1

ou mf 1nf{ klo Lk + Pk log L — '
Z P g PPk k—;+1 (1 - P)pk

K' K
B = Zpkak, ZPI:—P, Z pk=1—p}.

k=K+1

On peut chercher & comparer cette derniére fonction a la transformée de Cramer
d’une mesure ayant en chaque a; une masse proportionnelle & pr. On constate que
la fonction conv(L!, L?) est plus grande que le minimum des transformées de Cramer
des probabilités p, = K | pprba, + Ef;x_*_l(l — p)Pkba,, qui s’écrit oi‘}% L, avec,
pour B dans RY, L,(B) égal & o

K K' K K'

inf{f_‘,mlogi + > pklog——— Iﬂ Zpkak, D=1 }

k=1 PPk k=K1 (1 — p)px k=1 k=1

On a donc:
inf L, < conv(L',L*)< L

0<p<1

Le point de vue combinatoire ci-dessus a mis en évidence le lien entre la valeur de la
fonction de coit L(f) et les combinaisons observables des vecteurs ak, appartenant
au support de la mesure, dont la moyenne vaut B. La différence entre les fonctions
L et info<,<1 L, correspond, au niveau du processus, au fait de pouvoir ou non mé-
langer les vecteurs a; des supports de p! et p?. Pour le colit mixte, ’ordre des ay
conduisant & la valeur de L(8) est soumis & la contrainte physique “faire un pas ¢
quand on est dans P*”: on ne peut échanger entre eux les ax correspondant a des
champs différents. De plus, tous les ordres des a; correspondant & un méme champ
ne sont pas observables, par exemple: une combinaison utilisant d’abord tous les
vecteurs qui font traverser P°, pour chacun des deux champs, est impossible, puis-
qu’on ne peut plus ensuite observer de mélange des a; restants, qui éloignent de
PP, Ces contraintes sur ’ordre des a; se traduisent dans le calcul de L(f) en la
contrainte géométrique (—1)'r(B') < 0 dans la formule (1.12), contrainte qui est au-
tomatiquement vérifiée quand S! est inclus dans {n(-) > 0} et S2 dans {=(-) < 0}.
La fonction L est alors égale & conv(L!, L?); les vecteurs a; peuvent &tre observés
dans n’importe quel ordre.
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III. Propriétés de la fonction de coiit L,

Proposition 1.4.6

On considére des champs de probabilités (ul) et (u2) tels que pour tout z, les
logarithmes des transformées de Laplace H: et H? sont finis sur IR?. Alors,
la fonction de cout L, vérifie:
(i) Pour tout z et tout B de IR?, on a conv(Ll, L2)(B) < L(B).
Sim(B) =0, on a L.(B) < LL(B) A L2(B).
Si (—=1)'w(B) > 0, on a L.(B) < LL(B).
(it) Dés que L (B) est fini, la borne inférieure dans la définition (1.10) de
L.(B) est atteinte.
(i43) L’application L. est s.c.i. sur IR* et conveze sur {B|r(B) < 0} et sur

{BIx(B) = 0}.

Démonstration:

(3)
)

(ii)

I d ’
a été vu.

Comme dans la démonstration du théoréme 1.3.3, le fait que (L.)" soit finie
permet de faire le méme raisonnement que si S: était compact. Supposons
L.(pB) fini et considérons (p}, B.) tel que 0, pi LL(B;) < Lz(B)+2 et vérifiant
les conditions apparaissant dans (1.12). Chaque suite (p}) admet une valeur
d’adhérence p'. Si p' est non nul, (3!) admet une valeur d’adhérence $* (puisque
les ensembles {L%(-) < I} sont compacts). On a alors: 8 = 3 ;,i0 p'B°. D’autre
part,
2
> PLL(B) < lim 3 pnLi(B) < L:(B),

ilpt#£0 i=1

donc L(B) est égal & 3;),iz0 p LL(BY)-

2
De méme, si (—1)'n(8) > 0, Lo(B) s’écrit >_ p*LL(B°) + p°LL(B3).
i=1

La semi-continuité et la convexité peuvent se démontrer en écrivant L, sous
la forme de la conjuguée d’une fonction (cf ci-dessous). On peut également
montrer directement ces propriétés. Montrons tout d’abord la semi-continuité.
On considére une suite (3,) convergeant vers un vecteur 8 donné, dans IRY.
La quantité L.(B,) s’écrit 52, pt LL(BL) + p2 L2(B3). La suite (pi,B. ; i =
1,2,3, n € IN) est & valeurs dans un compact donc admet une valeur d’ad-
hérence (', f') (dans le cas ol S: est compact, sinon considérer d’abord pf,

une valeur d’adhérence de (p.), et discuter & nouveau suivant que p' est nul
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ou pas). On a:

3 3
Sop=1, 308 =5 7(")20, 7(B?) S0 et w(p'B' +47%) =0,
=1 =1

donc:

L(B) <> p'LiL(B)) + p°L2(B3).

i=1
Les applications L. et L2 sont s.c.i.. D’autre part, si 7(8) est non nul, 7(8°%)
est également non nul et LY est alors s.c.i. en 3. Dans ce cas, on a bien:

2
L.(B) £ lim > piLi(BL)+ p2L2B3).
1=1

n—+400
1

Si w(B) est égal a 0, deux cas sont & envisager:

— soit p® vaut 0; alors, comme "%, p'B‘ est égal 4 3, on a:

2 2 2
L.(8) < 3 ALLAY) < Jim 3o pLLE(B) < lim [S0 A ZE(8E) + A2L9(82)].
=1 i=1

i=1
— si p® n’est pas égal 4 0, c’est w(53) qui est nul. On a alors:
(LA L2 < _lim T2

Si, par exemple (L1 A L2)(B83) vaut L2(B3), puisque r(%ﬁ%ﬁi) <O0etp'Bf*+
(0 + )220 Z g on o

p*+p3
2 92 343
L. < LA (BY 2 3L2(Pﬂ +Pﬁ)'
8) < P12 + (7 + A (EE T2

En utilisant la convexité de L2, on en déduit:

L) < S P LE(B) + P*L2(BY).

1=1

Donc, on a encore
2 - - .
L(B) < Jim [30pLLL(AE) + P3I2(BD)],
1=1
ce qui prouve la semi-continuité de L.

A cause du terme p3L2(8%), L. n’est pas nécessairement convexe. Par exemple
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son domaine (ensemble des points ou elle est finie) n’est pas convexe dans le
cas suivant:

{Bl=(8) = 0}

En revanche, L. est convexe sur chaque {(—1)’x(-) > 0}, 7 = 1,2. La encore,
I’écriture sous forme de la conjuguée d’une fonction, ci-dessous, donne cette
propriété mais on peut écrire une démonstration directe proche de celle de
la semi-continuité. En effet, d’aprés la convexité de L7, pour tout 3 tel que

{(—1)2"7r(ﬁ) > 0}, L.(B) s’écrit
inf{z P'LL(BY) + p°Li(B°)

3 3
Sopi=1, 3 pf =8, n(f') = 0,x(F%) <0, n(p'B* + p*p%) =0 }
=1 1=1

On utilise alors la convexité de L1, L2 et celle des ensembles {B|n(8) < 0} et
{B|=(B) = 0}. La proposition 1.4.6 est donc prouvée.

Remarquons que, contrairement & L et L2, L, n’est pas nécessairement strictement
convexe sur {B|w(B) = 0}. Par exemple, si #(ml) = 7(m2) = 0, L. est constamment
nulle sur le segment constitué des barycentres de ml et m2.

Notation 1.4.7 Si {A;} est un ensemble de parties de IR?, on note Conv{A;} len-
veloppe conveze de l’ensemble des A;.

Le domaine de L/{g|r(s)=0} est 'intersection de ’ensemble {B|r(8) = 0} avec

Conv{(domI1) 0 {BIn(8) 2 0}, (domLZ) N {BI=(8) < 0}}.

Le domaine de L/{g|x(8)<0} (respectivement L /(g|(8)>0}) est I’enveloppe convexe de
domL/{pix(8)=0} €t de (dom LL)N{B|r(B) < 0} (respectivement (dom L2) N{B|x(B) >
0}).
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Nous poursuivons 1’étude des propriétés de L, en donnant son écriture sous forme de
la conjuguée d’une fonction et en discutant sa valeur selon la position des supports
des probabilités u’ par rapport a la frontiere.

Les rappels d’analyse convexe du paragraphe 1.3 permettent, toujours en supposant
H! et H? finies sur IR?, d’écrire L, sous la forme de la conjuguée d’une fonction (cf

[DE]):
Théoréeme 1.4.8

On considére des champs de probabilités (pl) et (u2) tels que pour tout z,
les logarithmes des transformées de Laplace H} et H? soient finis sur IR%.
Alors, sur ’ensemble {B|r(B) = 0}, la fonction L. est égale d la conjuguée

de la fonction maz{HL, H?}, ot on a posé Hi(a) = , %l"%o Hi(a —tuy).

Démonstration: sur {r(-) = 0}, L, est la convexifiée des applications f! et fZ ou:

Figy = { B 8 o <o

400 sinon

Pour chaque i, f' est convexe et s.c.i. (car {B|(—1)'r(8) < 0} est fermé), avec
(F)* < (LL)*, donc (f)* finie sur IR?. On peut donc appliquer le théoréme 1.3.3 &
f* et f2. On en déduit que, sur {w(-) =0}, on a:

L. = (maz{(f1)", (f*)"} )"

Calculons la transformée de Legendre de f: on note u; le vecteur (1,0,...,0). On
a, pour o dans IR?:

(Y@= sw |8 -Li#)]

ﬁ'(—l)i"(ﬂ)so

Or inf Hi(a—tu,)= inf sup [(a — tuy, B) — L;(ﬁ)]

(—-1)¢t>0 (-1)ft>0 g
= igfsup|(@,8) — Li(B) — t (-1)'n()|-
20 4
Si (—1)'w(8) = 0, la quantité —¢ (—1)'w(B) tend vers —oo quand ¢ tend vers +o0. On
peut donc se limiter aux f tels que (—1)'r(8) < 0. Mais alors, ix;g[—t(—l)"ir(ﬁ)] vaut
0. On a donc , ix)1£>0 H}(a —tu;) = (f)*(a). On en déduit que, sur sur I’ensemble

{Blm(B) =0}, L est égal a (ma:c{m,f{\g})‘ , d’ot le théoréme.
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Pour 7(B) = 0, L(pB) s’écrit donc:
L.() = sup (e, B) — maz{H}(a), HE(@)}]-

Remarquons que cette écriture fournit une nouvelle démonstration du fait que L.
est s.c.i. et convexe sur {7(-) = 0}. Elle permet également de constater que la
différence entre conv(Ll, L2) et L, sur ’ensemble {B|r(B) = 0} provient de I’écart
entre maz{H}, H?} et maz{H1, H2?}. En effet, d’aprés le théoréme 1.3.3, on a:

conv(LL, L2) = (maz{H}, H2})".

Sur ’ensemble {B|(—1)'n(8) > 0} , L, est la convexifiée des applications L./{s|r(s)=0}
et L. qui vérifient les hypothéses du théoréme 1.3.3. Elle s’écrit donc, d’apres le
théoréme 1.4.8:

L, = [mam{(mam{ff\;,ﬁz})",lﬁ}]‘, sur {B|(-1)'r(B) > 0}.

Cette écriture fournit une nouvelle démonstration du fait que L, est s.c.i. et convexe

sur {8|(—1)'x(B) = 0}.

Etudions plus précisément L., en fonction de la position des ensembles S: par rap-
port a la frontiére (par rapport a {B|r(8) = 0} exactement):

Exemple 1 Si, pour un z fixé et pour un 7 égal 3 1 ou 2, S. est inclus dans
{B] (—=1)'w(B) > 0} (vecteurs strictement rentrants dans P*), alors L, est
égal & L3~ sur {B| n(B) = 0}. Si cette condition est vérifiée dans une région
de R4, il n’y a pas d’oscillations possibles autour de la frontiére dans cette ré-
gion : une fois que le processus est dans P, il ne peut retraverser la frontiére.
Le processus va pouvoir suivre la frontiére seulement en restant dans P3~*. Si
la condition Si C {B| (—1)'w(B) > 0} est vérifiée pour chaque i, le processus
ne reste pas au voisinage de la frontiere P°.

Cela amenera a discuter suivant que I’hypotheése
pour chaque z, {8 € IR? | (=1)'r(B8) <0} N Si # @

est vérifiée ou non. Il s’agit de ’hypothése Ho(z) du paragraphe 1.4.2.
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Exemple 2 Si, pour un 7, S est inclus dans {B| (—1)'7(B) < 0}, alors L. est égal
a conv(LL, L2) sur {B]| =(B) = 0}.
Si cela est vérifié dans une région de IR?, on verra dans le paragraphe sui-
vant que la partie majoration des inégalités de grandes déviations est alors
déja prouvée. Par contre, on ne peut rien dire a ce stade sur la minoration
(un exemple est toutefois traité dans [DIS]: la majoration et la minoration
sont obtenues, en utilisant la théorie des solutions de viscosité aux équations
d’Hamilton-Jacobi, et non des méthodes probabilistes).

Exemple 3 Dans le cas de la dimension 1 (d = 1), P° est réduit & {0}. Suivant le
signe de mj, la frontiere peut étre stable ou instable:
— si (=1)'m{ < 0, pour i = 1 ou 2, Lo(B) vaut 0 si et seulement si B est égal
4 0 ([DE] montre de plus que dans ce cas on a conv(Ll, L2) = L. et précise
que ce résultat ne se généralise pas a une dimension quelconque, mais nous
ne nous intéressons qu’aux vecteurs paralléles & P°, cf remarque 1.4.9). Si les
applications z — m! sont continues, pour z dans un voisinage de 0, on a encore
(—1)'mi < 0. Dans tout ce voisinage, le processus a tendance a revenir vers
la frontiére {0} (en effet, la fonction L. (B) est minimale au point m’, vecteur
qui ramene vers la frontiere).
— si (=1)'m} > 0, pour i = 1 ou 2, L.(0) est égal au minimum de L}(0) et
LZ(0), donc est strictement positif. Pour = dans P?, L! est minimale pour des
vecteurs qui éloignent de P°. Au voisinage de 0, dans chaque demi-espace, le
processus a tendance a s’éloigner de 'origine.

La suite de notre étude permettra de préciser ces résultats.

Pour terminer ’étude de L., nous souhaitons savoir si, dans ’expression (1.12) don-
nant L.(B) pour 7(B) = 0, le minimum est souvent réalisé avec des inégalités strictes
w(B') > 0 et m(B?%) < 0. Supposons que pour f donné, conv(Ll, L2)(B) soit stric-
tement inférieur & L.(B). Nous allons montrer qu’alors, si L.() est fini, il s’écrit
nécessairement 32, p'Li(B'), avec 7(B') = 0 (c’est-a-dire que le minimum donnant
la valeur de L.(B) est atteint avec des vecteurs paralleles & P9).

2 . . 2 . . . .
La quantité conv(L}, L2)(B) s’écrit > p'LL(B"), avec B = p'B’ et (—1)'x(B) >0
=1 =1

(pour avoir conv(LL, L2)(B) < Lz(B)). Supposons:

L.(B) = Ep"L' (B"%), avec B =Y p'B et (—1)'7(8") < 0.

1=1
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Si un des 7(B") est nul, I'autre ’est aussi et on a le résultat. Sinon, p'7(B') est
strictement négatif et p'w(B"!) strictement positif donc il existe § non nul tel que

(8p' B + (1 — 8)p"* ) = 0. Alors 7(8p28% + (1 — 0)p"?B"?) vaut 0. On pose
i 0B+ (1= 0)"F"
0p' + (1 —0)p"

Alors 7(B°) vaut 0 et on a:

2 . . -~ 2 . . 2 . .
2(9/" +(1- 9)p">ﬂ‘ = G};P‘ﬂ‘ +(1-8)> p"B =8

=1 1=1

ﬂZ
B

2
On en déduit que L (B) est inférieur a Z(Gpi +(1-— G)p"') Li(B") donc a:

1=1

0 f PLL(BY) + (1-6) }2: p Lo (B")

i=1 1=1

= 6 conv(LL,L2)(B) + (1 — 8)L.(B) < L-(B) , ce qui est absurde

Cela prouve que dans ce cas, on a:

L.(B) = conv(LL/{,,(.)=o}, LZ./{,,(.)=0})(,B). (1.15)

Dans le chapitre 3, nous serons génés par les vecteurs pour lesquels L. est atteint
avec des vecteurs paralléles & P°. Nous constatons sur cet exemple que cette situa-
tion n’est pas rare.

IV. Propriétés de la fonctionnelle de coilit Aot

Dans la notation 1.4.5, on a définit Apr de la facon suivante en un chemin ¢
absolument continu de [0, 7] dans IR?:

Ts2 .
Aoz () = /0 (EL;(:)(SO'(t))ﬂcp(t)ePf + Lw(t)(sa'(t))ﬂ¢(t)epo> dt

1=1
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Le coit mixte L.(-) intervient dans cette formule seulement en les ¢ tels que ¢(t)
appartient & P% Ce coiit est défini sur les vecteurs paralleles 4 la frontiere comme
une fontion convexe et s.c.i. (formule (1.12)). La remarque suivante permet de se
limiter a cette formule:

Remarque 1.4.9 St ¢ est un chemin absolument continu, la mesure de Lebesgue
de ’ensemble des t tels que ¢(t) appartient ¢ P° et w(p'(t)) # O est nulle. Donc,
dans le calcul de Ao, le cout mizte L, n’intervient que sur des vecteurs paralléles a
P°. Ainsi, on pourrait se contenter de le définir sur l’ensemble {m(-) = 0}, ensemble
ou il est convere. On ne devrait donc pas véritablement étre confronté au défaut de
convezité souligné dans la démonstration de la proposition 1.4.6, contrairement a
ce qui se produit dans [DE] ou l’on regarde les vitesses moyennes, sans intégrer la
fonction L.

En fait, nous n’utiliserons cette fonctionnelle que sur des chemins suffisamment ré-
guliers au voisinage de la frontiere, précisément ceux qui changent un nombre fini de
fois d’ensemble P*. Le coiit est, pour un tel chemin ¢, I’intégrale de t +» L, (#'(2))
quand ¢ est dans P’, avec 7 # 0, et I'intégrale de t — L, ;)(¢'(t)) quand ¢ suit P°.
On constate que L. ne sera effectivement utilisé que sur des vecteurs paralléles a3 P°.
Pour les autres chemins, les fonctionnelles de coit utilisées seront calculées comme
limite de colt de chemins approximants ayant cette régularité.

Nous nous intéressons a d’éventuelles propriétés de semi-continuité de Ag . Le théo-
reme 3, paragraphe 9.1.4 de [IT] permet de montrer que certaines fonctionnelles sont
semi-continues inférieurement. Précisément, adapté aux fonctionnelles de la forme
w0 = JT f(p(t),¢'(t)) dt, il conduit au résultat suivant :

Théoréme 1.4.10

Soit f : IR? x IR — [0, +o0], mesurable, s.c.i., telle que, pour tout z, f(z,-)
soit conveze et f(z,-)* finie sur IR®. On suppose de plus qu’il eriste une
fonction h de IR® dans [0,+0c0] telle que h* soit finie sur IR® et telle que,
pour tout = de IR?, on ait:

f(z,*) > h.

T
Alors l’application ¢ +— / fle(?),¥'(t)) dt est s.c.i. sur l’ensemble des che-
)

mins absolument continus de [0, T) dans IR? muni de la topologie de la conver-

gence uniforme.

En appliquant par exemple ce résultat & ’application L*, on en déduit le théoréme
suivant :



50 Chapitre 1

Théoréme 1.4.11

On suppose que le champ de probabilités (u.) vérifie les hypothéses (HC) et
(H4) et que les S. sont compacts. Pour tout chemin continu, ¢, de [0,T)
dans IR?, on pose

T .
Al (o) = / L, (¢'(t)) dt  sip est absolument continu
o, T - 0

400 sinon

La fonctionnelle de coiit Ay 1 ainsi définie est s.c.i. sur C[0,T], l’ensemble
des chemins continus sur [0,T].

Démonstration : soit ¢ un chemin continu sur [0, T'] et ¢, une suite de C[0, T'] conver-
geant vers ¢. On veut montrer Aj (@) < lim -licl;lof Ao 1(pn). 1l suffit de considérer le

cas ot lim inf Ag 7(¢) est fini. Dans ce cas, ¢ est nécessairement absolument conti-

n—4co

nue ([AR] 4.3) et toutes les applications ¢,, et donc ¢, sont 4 valeurs dans un méme
compact U, d’apres les hypothéses. Quitte & remplacer L:(8) par +oco si z n’ap-
partient pas & U/, on peut se contenter de montrer que L’ vérifie les hypothéses du
théoréme 1.4.10 pour z variant dans U.

Posons M = max {|B|, B € S:, z €U, i =1 ou 2}. Pour z dans U et o dans IR?,

el*™ i (dy) donc par g(a) = M|a]. On en déduit que

Hi(a) est majoré par log
L est minoré par g*. Or g**, c’est-a-dire g, est finie sur IR?. Les autres hypothéses
sont immédiatement vérifiées (cf théoréme 1.2.7 pour la s.c.i. de L?). Le théoréme

1.4.10 prouve alors que A{ 1 est s.c.i. en .

Remarquons qu’il existe, sous les hypotheses (H), une démonstration directe dans
[AR], n’utilisant pas le théoréme 1.4.10; elle est basée sur les mémes éléments que
le résultat plus général conduisant au théoréme 1.4.10 dans [IT].

Ce résultat ne semble malheureusement pas pouvoir s’étendre & 1’application Ag 7
car les hypothéses de convexité et de semi-continuité sont perdues au voisinage de
la frontiére. On ne peut pas non plus montrer ainsi la s.c.i. éventuelle de ’applica-
tion ¢ > T PLi (¢ (t))dt (2 nouveau, probleme de la s.c.i. de #L7,, convexifiée
d’un nombre infini de fonctions). On peut seulement en déduire que ’application
o — JT sup{H, | v € B(p(t),h)} ]"(¢'(t)) dt est s.c.i.; cette propriété est utilisée
dans [DEW] (la fonction [ sup{H, | y € B(z,h)} ]* est la convexifiée de *L.; elle
est inférieure & *I_, avec égalité si et seulement si hT. est s.c.i.).
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Cependant on peut montrer ainsi que Ao r est s.c.i. sur ’ensemble des chemins abso-
lument continus qui sont tous & valeurs dans un méme P’ :

il suffit de montrer que Ao est s.c.i. sur ’ensemble des chemins absolument continus
tracés sur P°. Pour cela, on utilise que, pour z € P°, L. est convexe et s.c.i. sur
I’ensemble des vecteurs paralléles & P°. De plus on a, sur cet ensemble:

Lz = (maz{ﬁz: ﬁ?})‘

donc (L.)* finie (inférieure & maz{H]I, HZ} et Hi est fini dés que Hi Pest) et, pour
z dans U, L, > g*, comme ci-dessus. On utilise alors & nouveau le théoréme 1.4.10.

1.4.4 Limites de ’utilisation d’estimations antérieures a ce
travail

Des résultats de grandes déviations concernant les processus d’apprentissage lent
a statistiques discontinues le long d’un hyperplan peuvent étre obtenus en utilisant
les estimations établies par [Du88] et [DEW]; nous allons montrer qu’en général,
compte-tenu de la fonction de colit que nous conjecturons (paragraphe 1.4.3), ces
estimations ne suffisent pas a obtenir les résultats souhaités ici.

1. Les résultats proposés par [Du88] ont été rappelés dans le paragraphe 1.1.2. Pour
obtenir I’hypothése (A2) de [Du88], on cherche une fonction réelle H(z, ), convexe
en o, vérifiant :

pour tous z dans IR? et v > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute suite (yx) de
B(z,8) (boule de centre z et rayon §) et pour tout a de IR¢, on ait:

. 1 n 2 .
limsup —log IE ( exp <a, S5 ]I{ykepn}XL(yk)>) < H(z,a)+v(1+ |a|)

n—+too T k=1 i=1

Le membre de gauche de cette inégalité est majoré par 37, L 5, Wy, epiy H ()
(o0 P = P'UP® et P? = P?) mais on cherche un majorant indépendant de la
suite (yx) (puisque 'on veut l'utiliser pour (yx) = (Y}7), cela revient, avec des hy-
pothéses de continuité sur les H?, & chercher une expression déterministe majorant
32 ,r'Hi(a') ot r* est une variable aléatoire correspondant a la proportion de pas
soumis au champ 2). La seule fagon d’obtenir une telle inégalité dans notre cas est,
si l’on se référe & la démonstration du lemme 2.1.1, de prendre, pour H(z,-), la
fonction maz{H}, H2} qui est effectivement convexe.
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Quand I’hypothése (A2) est vérifiée, on obtient une majoration de grande dévia-
tion utilisant comme fonction de colt 'intégrale de J(:,-) le long des chemins, ou
J(z,-) est la transformée de Legendre de maz{H}, H2}, c’est-a-dire conv(L}, L2).
Or, pour obtenir le colit L, cherché, il aurait fallu écrire (A2) avec H(z,a) égal
a max{zfz(a),ff\g(a)} dont la transformée de Legendre est bien L., au moins sur
{m(-) = 0} (paragraphe précédent). Le résultat de Dupuis et Ellis est donc insuffi-
samment précis pour nous, sauf bien siir lorsque, pour tout z, conv(Ll, L2) et L,
coincident.

Le remplacement de maz{H?!, H2} par maz{HL, H2} traduit, tout comme la pré-
sence des conditions (—1)'r(B*) < 0 dans le coiit, la contrainte physique “ faire un
pas de type i quand on est dans P* ”. Pour pouvoir majorer par maz{H1(a), H2(c)},
il faudrait pouvoir traduire cette contrainte sur les pas; elle apparaitrait ainsi dans
le terme de gauche de ’hypothése (A2).

En fait, conv(Ll, L2) est probablement la plus petite fonction convexe permettant
d’écrire 'inégalité de majoration des grandes déviations.

Pour obtenir I’hypothése (A.3), la fonction convexe en a cherchée, H(z,«), doit
vérifier au moins:

n—+co N

n—-1
lim infllog IE ( exp <a, > X,';(yk)>) > H(z,a) — Cxé(|la| + 1)
k=0

Ici, on ne peut obtenir cette inégalité qu’en prenant, pour H(z, -), la fonction convexi-
fiée de min{H}, H2} car elle doit étre convexe et inférieure & cette fonction. Sa
conjuguée est alors plus grande que L! V L%, conjuguée de min{H}, H2}. Ce coiit
est tres éloigné du colt L. que nous voulons obtenir.

2. Dans [DEW] (paragraphe 4), on considére un processus d’apprentissage lent
comme dans la définition 1.1.1, sans aucune hypothése de continuité sur le champ de
probabilités (uz). On s’intéresse seulement & des résultats de majoration. On pose

h(z,a) =liminf sup H,(a),
6=0  yeB(z.9)

on prend I(x,-) égale & la transformée de Legendre de h(z,:) et on pose, pour ¢
absolument continue avec ¢(0) = z:

L(p) = [ Up(t),¢/(1)) dt.



Chapitre 1 53

Si ¢ n’est pas absolument continue, on prend encore I.(¢) égal & +oco0. On a le
résultat suivant, en prenant ¢” comme dans (1.2):

Théoréme 1.4.12 ([DEW))

On considére un processus d’apprentissage lent, {(Y)),c v}, associ€ a un
champ de probabilités (pz). On note H, la log-Laplace de p, et on suppose
qu’il existe une application h finie sur IRY telle que pour tous z, o dans
IR, on ait H () < h(|e|). Alors, pour tout compact K et tout fermé G
de C[0,T), on a, uniformément en yo de K :

limsupTlog Py, (¢” € G) < — inf 1, (¢)
@

7—0

Remarquons que I’hypothése H.(a) < h(|a|) pour tous z, o permet d’utiliser
le théoréme 1.4.10 pour montrer que la fonctionnelle I, est s.c.i. (puisque l'on a
I(z,-) = [R(] - |)]*). Pour les processus d’apprentissage lent & statistiques disconti-
nues le long d’un hyperplan que nous considérons, en supposant les probabilités a
support compact, cette hypothese est vérifiée pour z dans un compact, ce qui est
suffisant. On a:
1 : 1 0
H(z, ) = log g e Ppalay) = { 7)1 =€ FLUF

Pour z dans P°, la fonction I(z,-) vérifie sur ’ensemble {B|7(8) = 0} :

l(z,-) = (maz{H}, H2})" = conv(L}, L2).

De nouveau, le résultat est insuffisant pour obtenir la majoration précise cherchée
ici et ’amélioration a apporter consiste & remplacer, dans le calcul du cofit le long
des chemins, conv(Ll, L2) par L. pour les vitesses paralléles & la frontiére.

1.5 Conclusion, bilan des hypotheéeses faites sur le
modele

Nous exposons dans cette partie les hypothéses précises faites sur le modéele.
Dans toute 1’étude, on considére un processus d’apprentissage lent a statistiques
discontinues le long de I’hyperplan P?, associé & des champs de probabilités (ul) et
(p2) (définition 1.4.1). Suivant 'inégalité de grandes déviations cherchée, on envisage
deux séries d’hypothéses sur ces champs de probabilités:
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Hypotheéses (Hmaj):

Pour chaque i, le champ de probabilités (ui) vérifie:

(H2) l’enveloppe convexe fermée du support de ui, Si, est compacte et
d’intérieur non vide

(HC) VzeIR? Vy>0,36> 0 tel que, si |z — y| < 6, Va € IRY,

|H () — Hy(o)| < 7l

D’autre part, on a

(H4) il existe A > 0 tel que, pour tout T > 0 et tout compact K, il existe
un compact contenant tous les ¢([0,7]), dés que ¢ est un chemin tel

que ¢(0) appartient & K et qui est tangent au champ de convexes égal
a Sisize (P)h et Conu(SL,S2)size (PO)*.

Hypothéses (Hmin):

Pour chaque i, le champ de probabilités (u) vérifie:

(H2) ’enveloppe convexe fermée du support de p, Si, est compacte et d’in-
térieur non vide

(HC) VzeRY, Vy>0,36> 0 tel que, si |z — y| < §,Va € RY,

|H.(e) — Hy(a)] < 7le

(:) (z,B8) — VLi(B) est continue sur |Jzx S'o;

2 i
(i1) VaeeR, V1I<k<d z+ aaf:’ (a) est continue.
k

D’autre part, on a:

(H4) il existe A > 0 tel que, pour tout T' > 0 et tout compact K, il existe
un compact contenant tous les ¢([0,T]), dés que ¢ est un chemin tel
que ¢(0) appartient & K et qui est tangent au champ de convexes égal

A Sisiz e (P)~* et Conu(SL,S?)siz e (PO)h.
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Par convention, quand on considére un seul champ de probabilités (x’), on dit qu’il
vérifie les hypothéses (Hmaj) (ou (Hmin)) quand les premiéres de ces hypotheses
sont vérifiées tandis que (H4) est vraie pour ce seul champ, c’est-a-dire dans son
énoncé du paragraphe 1.1.1, ce qui revient & ’hypothese globale (H4) ci-dessus,
considérée pour deux champs égaux & (ui). Il n’est pas certain que cette hypothese
globale soit une conséquence de (H4) pour chacun des deux champs.

Rappelons que (HC) implique que ’application z +— S. est continue (c’est-a-dire
(H3) pour le champ (pl)). Les trajectoires du processus (¢7) que nous allons étudier
ont leur origine dans un compact K donné, et nous les étudions pendant une durée
finie T'. Elles sont tangentes, pour h convenable, au champ de convexes apparaissant
dans I’hypothése (H4). Cette hypothése implique, d’aprés (H3), que:

4 tout compact K de IR?, et tout réel T > 0, on peut associer un
compact U contenant un voisinage de ¢j 1) pour tout 7 > 0 et tout

Yy dans K (et des chemins d’origine dans K et tangents au champ de (1.16)
convexes cité dans (H4)) et un réel M tel que, pour tous z € U et

B € Si, aveci=1ou?2, onait: |f] < M.

On utilisera, de plus, pour obtenir certains résultats, I’hypothese suivante:
(HLip) : VK compact de IR?,3Ck tel que Vz,y € K,Va € R%, Vi =1, 2,
|HZ () — Hy(a)| < Cxlz — yllaf.

Comparons ces hypothéses & celle de [Du88] et [AR]. Les hypothéses (Hmaj) im-
pliquent (A1), sur un compact contenant un voisinage des trajectoires d’origine
dans un compact, et (A2). L’hypothése (HLip) implique (A3). A l'inverse, d’aprés
le théoréme 1.2.8, les hypothéses (Hmaj) et (Hmin) (sauf éventuellement (H4)) sont
impliquées par les hypothéses (H) de [AR] pour chacun des deux champs de proba-
bilités (ui). En particulier, (z) et (i) sont des conséquences de (H1) dés que (H2) est
vraie (théoréme 1.2.11 ; rappelons que (H1) est la continuité de 1’application z +— p

et (H3) celle de = — S7).

Pour obtenir 1’inégalité de majoration, nous nous inspirons des méthodes de [AR],
mais comme dans [Du88], I’hypothése (HC) suffit ((HLip) n’est pas nécessaire). En
revanche, par rapport & [Du88], nous conservons I’hypothese que les S: sont d’in-
térieur non vide (on peut s’y ramener dans un cadre plus général en se plagant sur
des ouverts o la dimension de ’espace engendré par chaque S: est constante en
z). Pour I'inégalité de minoration, I’hypothése (HLip) servira seulement & montrer
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une égalité du type de A™9 = A dans [AR]. Enfin, toutes ces propriétés pourront
étre envisagées seulement sur une partie de IRY, par exemple un ouvert contenant
les trajectoires.

Hypothéses liées a la présence d’une frontiére de discontinuité du champ
de probabilités

Les hypothéses précédentes, sauf (H4), portent sur chacun des deux champs de
probabilités et seraient les mémes en ’absence de la frontiére. Cependant, le com-
portement du processus au voisinage de P° dépend fortement de la position des
supports des probabilités par rapport a I’hyperplan vectoriel direction de P°. Ainsi,
on peut distinguer deux modes selon que chaque support SZ, pour z sur P°, contient
des vecteurs strictement rentrants dans P3~* ou non. Nous énongons alors une hypo-
thése, analogue a celle de [DE], permettant aux deux demi-espaces de communiquer
(cette hypothése est & considérer seulement pour les z voisins de P°).

Pour z dans IR?, on note Ho(z) ’hypothése
pour chaque i, {8 € R?|(-1)7(8) <0} N Si# 0.

Le premier mode de comportement du processus, au voisinage d’un point =z de P9,
correspond au cas ou Ho(z) est vérifiée. Il y a alors mélange des deux champs de pro-
babilités (oscillation du processus entre les deux demi-espaces). Nous montrons dans
les chapitres qui suivent que c’est seulement dans ce cas qu’apparait une fonction-
nelle de coiit mixte, différente de A! ou A?, dans les résultats de grandes déviations.

Dans le second mode, obtenu quand Ho(z) est fausse, localement, le processus tra-
verse au plus une fois P°. Seules les fonctions L! et L2 interviennent dans les résultats
de grandes déviations et non le colt mixte L.

Apport des méthodes de localisation

L’ensemble des points =z d’un voisinage ouvert de P° pour lesquels I’hypothése Ho(z)
est vérifiée est un ouvert Uy de IR?. On note, pour ¢ = 1 ou 2, U; I’ouvert des z pour
lesquels Si est inclus dans I’ensemble {B|(—1)'r(8) > 0}. Dans les chapitres 2 et
3, nous donnons des résultats concernant les trajectoires qui restent dans un des
ouverts Up, U; ou Us.

On dit que I’hypothése (Hy) est vérifiée quand Ho(z) est vérifiée pour tout z
de IRY. Dans les chapitres 2 et 3, nous supposerons soit que 1’hypothése (Ho) est
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vérifiée, soit, avec ¢ = 1 ou 2, que pour tout z de IR?, S! est inclus dans I’ensemble
{BI(=1)'x(B) > 0}. Le cas ou (Ho) est vérifiée est le plus difficile. Dans le chapitre
4, nous étudions les points limites, c’est-a-dire les z appartenant & la frontiére de
ces ouverts.

Grace aux méthodes de localisation, on peut en déduire le cas général: entre les
instants d’entrée dans un ouvert V tel que V est par exemple inclus dans Up, on
utilise les formules de coit trouvées dans le cas ou (Hp) est vérifiée.

Enfin, nous pouvons supposer (quitte & étudier seulement les trajectoires restant
(P°)*) que I’hypothése (H4) est vérifiée pour tout A.
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Chapitre 2

Grandes déviations trajectorielles :
inégalité de majoration

Dans ce chapitre, nous établissons, pour un processus d’apprentissage lent a sta-
tistiques discontinues le long de I’hyperplan P° associé a4 des champs de probabilités
(pl) et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmaj), I'inégalité de majoration dans le prin-
cipe de grandes déviations (1.3). Nous montrons que deux types de résultats sont
observables, le premier dans le cas ou I’hypothése (Hp) est vérifiée:

On note C/'[0,T] ’ensemble des chemins 1) continus pour lesquels il existe une
partition finie 0 = to < ¢; < ... < t, = T telle que ¥(J¢;,¢;41[) est inclus dans P,
avec i; = 0,1 ou 2 et, si 2; = 0, 9 est de classe C! par morceaux sur }¢;,%;41].

Théoréme 2.0.1

On considére un processus d’apprentissage. lent a statistiques discontinues
le long de Uhyperplan P°, {(Y)),. N}, associ€ & des champs de probabilités
(1) et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmaj) et (Ho). On appelle ¢ le chemin
aléatoire continu défini sur [0,T] par: " (k7) = Y7 pour 0 <kr<T+ 7
et 7 est affine sur [kT; (k + 1)7].

Alors, pour toute partie borélienne G de C[0, T, tout compact K de IR® et tout
€ > 0, il existe 7o tel que 7 < 7o implique la majoration P-ps sur {Yy € K} :

TlOg P(‘P;[O,T] € Glj:'o) < —A(C’-ﬂ C’f'l[O, T]) + e

Le second type de résultat traite le cas oli, avec ¢ = 1 ou 2, pour tout z de IR¢, Si
est inclus dans ’ensemble {B](—1)‘w(B) > 0}. Précisément, par exemple dans le cas
¢ = 1, nous montrons le résultat suivant:
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on note C77®" I’ensemble des chemins tels que {t € [0, T]|¢(t) € P°} contient au
plus un élément ; on a alors:

Théoréme 2.0.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiqgues discontinues le
long de Uhyperplan P°, {(Y{ ) eV}, associé & des champs de probabilités (nl)
et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmaj), et tels que, pour tout z de IRY, S}
soit inclus dans l’ensemble {B|m(B) < 0}. Alors, pour toute partie borélienne
G de C[0,T), tout compact K de IR? et tout € > 0, il existe 7o tel que 7 < 7o
tmplique les majorations suivantes:

P-ps sur {Yg € (P'UP°)NK}, tlogP(pjer € G) < —AYG)+¢

P-ps sur {Yy € P’NK}, 7log P(pjom € G) < —AGNCT™e) +¢

De fagon classique, on note, pour z dans IR?, P, la probabilité étant donné Yy = =
et IE, ’espérance correspondante.

Le chapitre est structuré de la fagon suivante: l’essentiel de 1’étude (parties 2.1
a 2.5) porte sur le cas out ’hypotheése (Ho) est vérifiée et démontre le théoréme 2.0.1.
Dans la premiere partie, on étudie la position atteinte apres a pas, pour a grand. La
deuxiéme partie énonce un premier théoréme sur les trajectoires, qui est démontré
dans la troisieme partie (on montre d’abord un résultat avec une fonctionnelle ap-
prochée puis on passe a la limite). Ce théoréme fait intervenir une fonctionnelle de
coiit régularisée, qui est calculée, dans la quatrieéme partie, sur ’ensemble C/'*[0, T'].
Ce calcul permet, dans la cinquiéme partie, d’écrire le théoreme 2.0.1, avec la fonc-
tionnelle de cofit A(- N C/*[0,T)) sur les boréliens, plus directement liée 3 A. Une
derniere partie étudie le cas o, avec 7 = 1 ou 2, on a: pour tout = de IR¢, Si est

inclus dans ’ensemble {B|(—1)'7r(8) > 0}, et conduit au deuxieéme type de résultat
(théoréme 2.0.2).

2.1 Reésultats sur les vitesses moyennes

Nous nous intéressons a la moyenne de a pas consécutifs, ou a est un entier fixé.
On pose, pour I > 1, A} = {Y]" € P1UP°} et A? = {Y € P?} et on définit
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les variables aléatoires suivantes, pour : = 1 ou 2:

X1 (Y7)

r est la proportion, parmi les a pas, de ceux qui sont soumis au champ de proba-
bilités x*. Le vecteur w' est la moyenne de ces pas, ou encore la vitesse moyenne
du processus quand il est soumis au champ 7 (on considére que les a pas sont faits
pendant la durée at). On a ainsi: Y7 = Y7 + ar(r'w! + r2w?). Les variables r* et
w' sont F,-mesurables.

On note || - || la borne supérieure dans L..(Q2, P). On considére un réel positif
T et un compact X de IR%. On leur associe & et M comme dans (1.16).

Lemme 2.1.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de l’hyperplan P°, {(Y[ ).V}, associ€ d des champs de probabilités
(pl) et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmaj). Soient o', 1 < i < 2, dans

, et a entier. Pour tous 7 > 0, yo dans K et pour toute variable aléatoire
Fa-1-mesurable F : Q@ — [0,+oc0[, on a:

2
IE, (F exp aZr (e, W ) < "F exp ad_r  sup Hl‘;(a")“

i=1 i=1 VEB(vo,a7M)

Démonstration (analogue de [DE] 6.1, adapté au cas de champs de probabilités non
constants) :

2
Pour ! dans IN, on pose M; = exp [Z 1Ly <(ai,Xf(l’}T)) — H;',‘,(a"))]

=1
et Z1= MOM1 Ml 1-

a—1 a—1 . .
Alors,on a: Z, = exp2[<a E IIA;'X,i(}’;T)> -3 I[A;'H;,lr(a')]
:—-1 1=0
a—1
= exp Z(a ar‘w') - exp — Z > I[A.Hy,-(a ).
=1 i=1 l=0

D’autre part, (Z;),.y est une (Fi)-martingale de moyenne 1. Le terme & majorer
s’écrit alors:

E (Fz IfexpEnA.Hy,(a )) - E (F E (Z. lfa_l)ﬁexpz Iy B, (o ))

=0 =1 =0 1=1
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On le majore donc par:

a=1 2
”F exp ZHA,H;,,(a')" E (Z.).
1=0 i=1 B
Or, pour 0:< ! < a, | H;./‘r est inférieure a sup H;, puisque, d’aprés le choix

v€B(yo,aTM)
de M, les Y|” restent dans B(yo,a7™M).

Remarquons que ce lemme correspond pratiquement & I’hypothése (A2) de [Du88],
avec un majorant qui ne peut étre exprimé que comme la borne supérieure d’une
variable aléatoire (sinon, cf paragraphe 1.4.4, on n’aboutit pas a la bonne fonction-
nelle de coiit). On aurait pu prendre la conclusion de ce lemme comme hypothese.
On a choisi de faire des hypothéses explicites sur les variations des applications H*.

Définition 2.1.2 Pouri =1 ou 2, 8 € [0,1] et = € IR?, on définit l’application

affine suivante :
i'g . IRd s 4 Rd
v = 0mi 4+ (1 —8)v

Lemme 2.1.3

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de lhyperplan -P°, {(Y{),cqv}, vérifiant les hypothéses (Hmaj). Pour
tous €, 6, 0 strictement positifs, il existe 6 > 0 tel que, pour R > 0 avec
R+ atrM < 6, et = tel que B(z,R) C K, il existe un entier N tel que, pour
a> N, I >0 ety dans B(z, R), on ait la majoration :

2
Py, (Z r Ly (hzo(w')) 2 I et hp(w') € (S5)7°, pour i=1,2 ) < emel-9),

i=1

Rem: -que: le fait de se placer sur (S.)~% (notation 1.1.2) permet de contrdler les
variations de L’ et de majorer uniformément en I.

Démonstration: soit € et § > 0; puisque (HC) est vérifiée, d’aprés le théoréme

1.2.8, Li(.) est uniformément continue sur U y x (SL)"%. Il existe donc 8’ > 0 tel

yeu
que:

VyeU, VBB € (S 18- Bl <8 = LB - LB <. (21).
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Considérons z tel que B(z, R) soit inclus dans K. Pour évaluer la moyenne des a
pas, on va sommer sur les valeurs prises par 7}, r%, w! et w?. On recouvre [0, 1]
par des intervalles Z;; = [p;i§’, (p;i + 1)8') et (SL)~% par des boules ouvertes, Bj, de

diameétre inférieur & & et incluses dans (S:)~%:
2
($2)%c_ U B

1<I<M;

Notation 2.1.4 On pose J.(6) = max {LL(B)| B € (Si)7%, i =1 ou2}.

(2.2)

Alors, en choisissant les boules Bj de maniére & ce que chacune rencontre (S.)~%, on

a: Li(B%) < J-(6) < +oo.

Considérons yo dans K et 8 > 0. Le terme

2
A = Py (Sr LR (w)) 2 T et hip(w') € (S1)7°, pour i = 1,2)

=1

est majoré par la somme finie suivante:

2
A< > B (Z riLi(hLo(w') 2 I, ¥ € T et hio(w') € Bji, pouri=1,2 )

PR i=1

Dans cette somme, la probabilité correspondant au quadruplet (51,52, 1%,1%) est non

nulle seulement si (51, 72, I*, [?) vérifie les deux conditions suivantes:

22:(?56+1)5’[Li(3_‘.-) +§] > I

i=1

2
> opié < 1
i=1

_—
€

En effet, sur B};, L. varie, d’aprés (2.1), d’au plus ¢ puisque le diametre de Bj; est
inférieur & §’. On appelle £ ’ensemble des (51, 72, 1, I?) vérifiant ces deux conditions.

En notant Py j2n 2 = Py (r* € I;i et w' € (kL 4)"*(B}:), pour i = 1,2), on obtient:

A =< Z letj2v11v12'

B (41.52,02)eE
On pose Cj = (AL,)~*(B}:). La condition w' € C}; implique que Cj: NS, est non
o 3 . -
vide donc aussi C; (N S.. En effet, si # appartient a C;; NS, Cji, qui est ouvert,
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contient un voisinage de 3, et comme S: est convexe, il existe une demi-droite issue
(]
de B qui rencontre Si et Ci. Donc, Pji j2np2 est nul dés que LL(Ch) ou L2(C3E)
(<]
vaut +oo (puisque L est fini sur S.).
Il reste donc & majorer Pj j2n ;2 quand L1(C}) et L2Z(CZ) sont finis. On se place
dans cette situation. Comme dans [DE] (lemme 6.7), on fait intervenir les ensembles

suivants :
pouri=1ou?2, a€R? yel et C CIR? tel que L;(C) < 400, on pose:

\If:,(C, Q) = {v e R? I <a,v>—H(a)> L;(C) — Z.}

Comme Li(.)= sup {<a,.>—H,(a)} = sup {<a,.> —Hj(a)},
«eIR* «elR*\{0}
onaalors: CC {v eR? | Li(w)> Li(C) — 2} = U (e

«eIR"\{0}

On utilise cette propriété pour chaque _C-'?, avec 1l < i < 2, qui vérifie LL (_CT{'.—) < +oo0.
Puisque cet ensemble est compact, il existe un nombre fini M de - ecteurs a;..-,m,
non nuls (dépendant de z) tels que Cj: soit contenu dans ’union des i(Cr, Qi ) :

-é'}: - U \I,;(—C—’I;'-’ a;“,m) (2‘3)

1<m<M;

On peut alors écrire:

Ppane< > P, ( reZ; et w e ¥(CE, i i) , pour i =1,2 )

ml,m?
Or, on a:

Py, (r" € Zji et w' € W (Cfi, i ), pouUT i =1,2 ) (24

= P, (ri € I;i et < afi i, w' > —Hi(ahi i) — LE(CE) + 2 >0, pour i = 1,2)

2

<IE,, (H <I[{,.~51—j'.} - exp ar’ [< i iy W' > — (H;'(a}‘.-,m.-) + Li(C]) — %)])) .
1=1
2 . .. R €
Comme H(H{r‘e:tj.-} - exp —ar' [H;(a}.-,m,-) + L.(Cy) — Z]) est F,—1-mesurable, le
i=1

lemme 2.1.1 permet de majorer la quantité (2.4) par:

2

il prio i i AT € i i
II (n{,.-gj‘} -exp —ar [H,(a,..,m..) +ICD- £~ sup Hy(a,.”m.-)]) " (2.5)
i=1 yEB(yo,ﬂ"'M) oo
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Supposons que yp soit dans B(z, R). Alors
H (i mi) — sup{Hy(ai m:) | ¥ € B(yo, a7 M)}

est majoré par sup{|HL(cfi i) — Hi(cthimi)| | y € B(z, R+ar M)}, ot M est comme
dans (1.16) et ar inférieur & 7. Soit €; > 0. D’aprés (HC), il existe é;, ne dépendant

que du compact K, tel que pour tout e, on ait: sup [Hi(a)— H)(a)| < elal.
yEB(r,&)
Pour R + arM < §; (qui assure a7 < T dés que §; < MT), on majore alors la

quantité (2.5) par:

2

N ppp— € .
11 (H{r"erj.-} - exp —ar" [L;(C}.—) — 1" 51|a;i,mil]> u .

1=1

On pose C = sup |aji ;| (indépendant de yo) et on prend &, assez petit pour que
i05,m¢ '

€1C soit inférieur & £. On a alors, pour tout yo de B(z, R):

€ 2 P AT
Pppnp < > exp[a-2— - azn{r‘erj;}[f;(cz'-‘)]

ml,m?2 i=1

2 -
< (Mp + Mp)exp —a[—-;- + Z pji(S’Li(C;i)]-
=1

Or, les conditions définissant £ impliquent:

2 J—— € 2 . — €
SO > 1- 5 -8 (LB +5),
=1 4 =1 4
car (hi,)~! augmente le colit L} donc Li(Cf) > Li(BE) et puisque Y2, p;i6’ est
inférieur & 1. D’autre part, L% (B};) est inférieur & J..(§) donc & sup ek Jy(8), quantité
qui est finie d’apres la continuité uniforme de L¥(.) sur Uyexy X (S;)~%. On prend &’
tel que &'(sup, e Jy(6) + £) < £. On a alors, pour (j%,5%,1%,1%) dans £:

2 —
S SO - > 1
=1

et donc:
Ppjapp < (Mp + Mp) e=20=9)

Au total, on a donc:

A < Z (Mll =+ M;z) e"“(I") < C'e—“(I“‘),
(jl.jz,ll,lz)eg
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ou C’ est une constante qui dépend des découpages (2.2) et (2.3). En prenant alors a
suffisamment grand (a > 11252'), on en déduit, pour tous I > 0 et yo dans B(z, R):

A < e—a(I—e)

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.1.3.

2.2 Enoncé d’un premier théoreme sur les trajec-
toires

Dans ce paragraphe, on démontre le résultat de majoration de la probabilité
pour que la trajectoire du processus appartienne a une partie borélienne donnée
(théoréme 2.2.10) avec une fonction de colt £ qui sera calculée, dans le paragraphe
suivant, sur des chemins présentant une certaine régularité (précisément sur l’en-
semble C/1[0,T] défini dans la notation 2.2.2 ci-dessous).

C[0,T] désigne toujours I’ensemble des chemins continus de [0,7] dans IR? muni
de la topologie de la convergence uniforme sur [0, T'].

Notation 2.2.1 On note C’/[0,T] I’ensemble des chemins 1 continus pour lesquels
il existe une partition finie 0 = to < &, < ... < t, = T telle que P (]t;,tj41[) soit
inclus dans P, avec i; = 0,1 ou 2.

Remarquons que, dans la notation précédente, deux entiers successifs ¢; et ¢;41 peu-

vent étre égaux::
Gy =2 G4 =2

P! / - \

Notation 2.2.2 On note C/*[0,T] l’ensemble des applications 3 de C/[0,T] qui
sont de classe C' par morceauz sur les intervalles ouverts ot elles sont a valeurs

dans P°.

Remarquons que C/1[0, T'] contient toutes les applications continues ne rencontrant
pas PO.



Chapitre 2 ' 67

2.2.1 Définition d’une fonctionnelle de coiit approchée

Avec les notations du paragraphe 1.3, pour k positif et z dans IR, *L7_(B) est
I’enveloppe convexe de {L | y € B(z,k)}, ou B(z,k) désigne la boule fermée de
centre z et rayon h. Donc, pour 8 dans IR?, on a:

"TB) =int{ 3 pLi(B)

vEB(z,h)

Z Pyﬁy‘_‘ﬁf py 2 0, Z ,Dy‘:l}.

y€B(z,h) y€B(zx,h)

Notation 2.2.3 Pour h positif, § réel, et = et B dans IR?, avec |1(B)| < 8, on pose:

2 2
S =1, 3 pf =B, w(B) 2 =0 et n(8) < 6]

=1 i=1

2
Li(z,8) = int{3 o' *T7.(6)

=1

L}(z,-) est une fonction approchant le coiit mixte, pour 7(3) = 0, donné en (1.12).
On va I’utiliser, au voisinage de P°, avec 8 positif dans ce chapitre et § négatif dans
le chapitre suivant. Dans la suite du présent chapitre, 8 est toujours positif.

Remarquons qu’on ne peut pas écrire L%(z,-) comme la convexifiée, pour y variant
dans B(z, k), des applications L)(y,-) définies par:

2 2 2

L3y, ) = int{ P Li(8) | o6 =1, 3018 = B, 7(8Y) 2 —0 et n(5*) < 0},
=1 i=1 =1

puique L%(z, B) autorise, pour obtenir »L7,(8%), des décompositions de B’ en vec-

teurs f; de coordonnée 7 quelconque, ce qui ne serait pas le cas de cette convexifiée.

On a défini L2 dans la notation 1.4.4. On a, pour & positif et z, 3 dans IR?:

-5 _ hLT.(B) si w(B)<0
"L (B) = { hTZ.(B) si w(B)>0

Notation 2.2.4 On définit, pour 0 et h positifs, l’application Ay, en posant, pour
z et B dans IR?:

hLi(B) si z€(P)h i=10u2
)‘0:}1(1:) :B) = Lg(:t:) ﬂ) st lﬂ-(ﬂ)l <é } : i 0V 5 — ou
MIL(B) si [n(B)|> 0 si z € PPN(P°)", :=0,10u2
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Remarques:

1. Pour 6 > 0, si |x(8)| < 8, Li(z,B) est inférieur & *L1,(B) A *L2,(B).
En particulier,

siz € (PO)ret|n(B)| <6, Aon(z,8) < *L1o(B) A *L2:(B) (2.6)

pour ¢ = 0,1 ou 2, si z € P, Xga(z,-) < *Li.(-) '

2. Considérant le cas (8, h) = (0,0), on constate que, pour =z dans P?, L3(z,-) et

L. coincident sur ’ensemble {B|7x(8) = 0} donc Ao et A coincident, sauf en
(z, B) tel que = appartient & P° et w(5) est non nul.

3. on aurait pu prendre Ag s plus compatible avec la définition de A en remplacant,
pour z dans P*((P°%)"* et i = 0,1 ou 2, dans ’expression de A 1(z, B):

{L_?_(w,ﬂ) si |n(B)| < 0
MIL(B) si |w(B)| > 6

par:
inf{p°Lg(x,ﬂ°) +p *L7.(B") ' PP+p=1, p°B°+pB =5, (B <6 }

Cela aurait permis L.(8) = L3(z,f) pour B quelconque quand z appartient
& P° et donc Agp = A partout. De plus, Agx(z,-) serait convexe pour z dans
PiN(P°)*, i =1 ou 2 (mais toujours pas pour = dans P°).

Cependant, la forme choisie est plus maniable et convient également (rappe-
lons que dans le calcul de Ag 1, L. n’intervient que sur les vecteurs paralleles
& P°, cf Remarque 1.4.9 page 49).

Définition 2.2.5 On définit enfin, pour 0 et h positifs, une fonctionnelle de coit
approché paramétrée par (0,h), en posant, pour tout chemin continu, o, de [0,T]

dans IR? :

T

/ - .

AS:I}(SD) _ { /0 Ag'f‘((p(t),(p (t)) dt  sip est absolument continu
+o00 sinon

Remarquons que, contrairement & Agr, quand z appartient a (P°)*, le choix de
Ao,n(z, B) pour 7(fB) non nul intervient dans le calcul de Ag:’} .
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2.2.2 Propriétés de la fonctionnelle de coiit approchée Ang}

L’application Ag:'} définie sur C[0,T] ci-dessus posséde les propriétés suivantes:

Proposition 2.2.6

i) ASR est décroissante par rapport ¢ chacun des paramétres positifs 6 et h.
o0,T p
(it) pour tout ¢ de C[0,T], on a:

Aoz(p) = Ag'z(ep) = o h) m 0) % (@)  (limite croissante)

Démonstration:

(2)

(32)

Montrons que I’application Ag s, donnée dans la notation 2.2.4 est décroissante
par rapport a 6:

—siz € (P)™*, i =1 ou 2, 0 n’influe pas

—siz € (P°)*: considérons et ' avec 0 < 6 < 8'. Les conditions apparaissant
dans la définition de L} sont moins strictes que celles de la définition de L}
donc L} est inférieur & L. Alors, on a:

— pour |7(B)]| £ 0, Ao n(z,B) < Aon(z,B),
— pour 8 < |7(B)| < ¢, Li(z,B) < *L.(B) (: = 0,1 ou 2) donc on a
encore A 1(z, 8) < Aan(z, B),

— pour 9' < lw(ﬂ)h )\9’,}1(37 ﬂ) = Aﬂ,h(ma ﬁ)‘

Montrons la décroissance par rapport a h. Considérons h et A’ avec h < h'.
Pour z=1o0u2,0n a KTi. <k Ii. donc Lg' < L%. Alors:

— si z € (PO)*, LY (,B) < Li(=, B) pour |v(B)| < 6, et ML (B) < *Li(B)
pour |7 (B)| > 6 impliquent Ag i (z, B) < Agn(z, B)

—siz € (P)™, dow(z,-) < don(z,-) vient de ".'Z?, < hLF,

—siz € (P)""n (P°)¥, on a Li'(z,8) < *I'-(B) pour |x(B)| < 6, donc
pour tout B, Agn(z,B8) < ML (B) < PLi(B) = Aon(z, B)-

La monotonie vient donc en particulier de 'inégalité Li(z,8) < *Li.(B)
pour |7(8)] < 6.

pour ¢ dans C[0,T], Aoz(¢) = AgF(¢p) vient de ce que, presque siirement en
t tel que ¢(t) appartient & P°, w(¢'(2)) vaut 0, et de la remarque 2 page 68.
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La deuxiéme égalité est immédiate si ¢ n’est pas absolument continu. Consi-
dérons un chemin ¢ absolument continu sur [0,7"]; comme on a Agf} < AgY,
il suffit de montrer

oF(p) < ASS ().

0. o.0)
On considére t dans [0,77];

— si (t) appartient & P, pour h assez petit, ¢(t) n’est pas dans (P°)*, donc
Aon(p(t), @' (2)) = PLi, (¢ () tend vers L‘p(t)(go (t)) quand h tend vers 0,
d’apres (1.8): L.(B8) = hm hT+(B) pour tous z, S de IR®.

— si ¢(t) appartient & P°, presque sirement en t, w(¢'(¢)) vaut 0; dans ce cas,
Xon(p(t), @ () est égal & Li(p(t),¢'(t)) et converge donc vers Ly (¢'(t)) =
L3((t),¥'(t)) quand (0, k) tend vers (0,0). En effet, montrons que, pour tous
z et B dans IR, si n(B) vaut 0, L4(z,B) converge vers L3(z, ) quand (6, h)
tend vers (0,0):
Papplication L} est inférieure & L3; montrons que, pour (f,, k,) convergeant
vers (0,0), on a:

LY(=, B) < lim inf L7 (=, B) (2.7)

On suppose que le membre de droite de (2.7) est fini. Alors, pour n assez grand,
la borne inférieure dans la définition de Lg”“ (z, B) (notation 2.2.3) est atteinte,
avec (pi,ﬁ,{,pi,ﬁ’) Quand n varie, ce quadruplet reste dans un méme com-
pact. Soit (p?, B, p?, %) une valeur d’adhérence. Ona "2, p' =1, 2, p'f =
B, (—1)'x(B') < 0 et, d’apres 7(8) = 0 et le lemme 1.3.5:

Lo(z,B) < ZP L (f) < lim Zp' P Li(Bn)-

=1 1—1

Ainsi, Agr(e(-),¥'(:)) converge presque sirement vers Ago((+),®'(+)) quand
(6, h) tend vers (0,0). La conclusion vient alors du lemme de Fatou.

En revanche, ’application Ag"f} présente un défaut essentiel, c’est que ’on ne sait
pas si elle est s.c.i.. L’application Ag; n’est pas suffisamment réguliére au voisinage
de P° pour que l’on puisse appliquer le théoréme 1.4.10 et les méthodes plus di-
rectes échouent: en particulier, pour démontrer la semi-continuité, en un chemin

n’appartenant pas a C/[0, T], c’est-i-dire oscillant une infinité de fois autour de P°,
on devrait sommer une infinité d’inégalités. Le résultat le plus proche d’une s.c.i.
est le résultat asymptotique (2.68) en un chemin ¢ de C/*[0,T}:

o 6,h
Aoz (p) < om o liminf Agzr(4)
yec/[0,T)
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Ce résultat nous conduit a régulariser la fonctionnelle de coiit en la calculant sur les

chemins de C/[0,T].

2.2.3 Définition d’une fonctionnelle régularisée L. Proprié-
tés. Théoréeme avec cette fonctionnelle

On introduit d’abord une régularisation de la fonctionnelle approchée, qui va
pallier le fait que Ag:gﬂ n’est pas nécessairement pas s.c.i..

Notation 2.2.7 On pose, pour ¢ dans C[0,T] :

LI%(p) = liminf Ag7(%)
yec/{o,T)

Comme A" dans [AR] (définition 1.1.9), ce colit ne fait intervenir que des chemins
suffisamment réguliers. L’application (8, k, ¢) — ,Cg:'}(cp) posséde les propriétés sui-
vantes:

Proposition 2.2.8

(i) Pour ¢ dans C[0,T] donné, ,Cg:’}(cp) est décroissante par rapport a 6
et par rapport a h.
(ii) Pour (0, h) positifs fizés, l’application [Ig:}} est s.c.t. sur C[0,T].
(iii) Pour tout compact K et pour 0, h positifs, l’ensemble
{v € C[0,T]| ¢(0) € K et ,Cg:’}(cp) < +oo} est compact.

Démonstration:
(?) est immédiat. On montre facilement (iz), par l’absurde, en utilisant le fait que
I’application ¢ +— liﬂigf Ag’}(tﬁ) est s.c.i. et que C/[0,T] est dense dans C[0,T.

¥€C(o,T]
(#77) (cf démonstration du lemme 4.3 dans [AR]):

Considérons un chemin ¢ dans C[0, T'] tel qu’on ait ¢(0) € K et Eg:f}(go) < +o0. Né-
cessairement, il existe une suite (¢,) dans C/[0, T'] convergeant uniformément vers ¢
et telle que nggleo Ag:’f}(z,bn) < +4o00. Pour n assez grand, 1, (0) appartient & B(y(0),1)
et ps en t, ¥/ (t) appartient & I’enveloppe convexe de S',},n(,) et .S'fbn(t). Puisque les
champs de probabilités vérifient I’hypothése (H4), on sait que cela implique que les
1y, sont a valeurs dans un compact. Les 3!, sont donc uniformément bornées. On peut
donc extraire de (3,,) une sous-suite (x) dont les dérivées convergent pour la topolo-
gie faible de L?([0, T']), vers une fonction qui est nécessairement ', donc absolument
continue (par: ¢(t) — ¢(0) = lim [$(t) — ¥4(0)] = lim Jgi(s)ds = Jo¢'(s)ds)-
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Presque sirement en ¢, ¢, (t) appartient & un compact ne dépendant que de K. L’ap-
plication ¢’ est donc bornée par une constante ne dépendant que de K.

En particulier, {¢x € C[0,T]| ¢(0) € K et ,Cg:'r}(cp) < +oo} est équicontinu. Comme
d’autre part, il est fermé, d’apreés (i7), et que tout chemin de cet ensemble est a valeur
dans un compact fixe, on en déduit d’apres le théoreme d’Ascoli que cet ensemble
est compact dans C[0,T].

Remarquons que (zi7) revient a dire que les chemins de C[0,7T] d’origine dans un
compact et de cott fini (que ce soit Aqr, ﬁg:’} ou Lo ci-dessous) ont des dérivées
a droite uniformément bornées (et sont donc a valeurs dans un compact).

Notation 2.2.9 On définit une fonctionnelle de coit régularisée en posant, pour ¢
dans C[0,T]:

1; .. 6,k
Loz(p) =, lim L () = o, o liminf Aoz ()
yec/[o0,T]

Avecles notations introduites dans ce paragraphe, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant, démontré dans le prochain paragraphe:

Théoréme 2.2.10

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de I’hyperplan P°, {(Y}),cv}, associé @ des champs de probabilités
(pl) et (42) vérifiant les hypothéses (Hmaj) et (Hp). On appelle o™ le chemin
aléatoire continu défini sur [0,T) par: o"(k7) = Y7 pour 0 <kr <T+r
et ©” est affine sur [k7;(k+ 1)7].

Alors, pour toute partie borélienne G de C[0,T], tout compact K de IR? et
tout € > 0, il existe 79 tel que T < 7o implique, P-ps sur {Yy € K} :

Tlog P(SD7[0,T] € Glfo) S —ﬁ(—G'—) + e

Remarquons que ce résultat peut s’énoncer sous la forme: uniformément en z dans
K,on a:

lim sup 7 log P (¢jpom) € G) < —L£7(G)

ot £L*(G) désigne _inf Lor(p).

©€EG, ¢(0)=zx
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2.3 Démonstration du théoreme avec L

2.3.1 Méthode

Le théoréme 2.2.10 donne une majoration de la probabilité qu’un processus d’ap-
prentissage lent & statistiques discontinues le long de I’hyperplan P° soit dans une
partie borélienne donnée, quand 7 tend vers 0. De facon classique (cf chapitre d’in-
troduction), cela se déduit d’un premier résultat consistant en la majoration de la
probabilité que le processus soit & une distance strictement positive de l’ensemble
des chemins de colit inférieur 2 une quantité fixée, toujours quand 7 tend vers 0.

Pour établir ce résultat dans le cas d’un seul champ, on peut procéder de la facon
suivante (cf théoréme 6.3 dans [AR]): pour I > 0, on construit un chemin aléatoire
n, régularisé de la trajectoire de la marche aléatoire, restant proche de cette tra-
jectoire et dont le coiit est inférieur & I avec une forte probabilité (supérieure & un
terme de ’ordre de 1 — e'rL). Pour construire 7, on regroupe les pas effectués pendant
un petit intervalle de temps sur lequel on prend 7’ proche de la vitesse moyenne du
processus. Précisément, sur ’intervalle [knT; (k 4+ 1)nT[, on construit » de la fagon
suivante: on pose

1 (k+1)n-1
wp==>= >, X(¥)
n I=kn

puis vx = hys o(wsi) (cf définition 1.2.9) et on définit un champ de vecteurs Wi(-)
tel que, pour y dans IR?, W, (y) désigne la projection de vy sur le compact {Ly(-) <
Ly (vx)}. On prend alors pour 7 sur [knT; (k + 1)n7[ la courbe intégrale du champ
Wi. On suppose que le champ (u.) vérifie I’hypothése (HLip) (c’est-a-dire ’hy-
pothése (H’) dans notre paragraphe 1.1.1), ce qui permet de majorer |p’(t) — v]
par C|n(t) — Y} | et donc de prouver que 7 reste proche du processus (a une dis-
tance inférieure a € donné) pour # suffisamment petit. Pour ¢ dans [knT; (k4 1)n7],
Ly (Wi(n(2))) est majoré par Lys (vk), lui-méme contrdlé grice a un théoréme sur
les vitesses moyennes du type de notre lemme 2.1.3. On peut alors obtenir, en som-
mant sur tous les intervalles, une majoration de la probabilité P(Aer(n) = I) et
donc une majoration de la probabilité que le processus soit & une distance supérieure
a € de ’ensemble des chemins de coit inférieur a I.

Une construction analogue pourrait étre établie dans le cas de deux champs de
probabilités (cf remarque 2.3.4). Nous utilisons une autre méthode qui permet
de ne pas faire d’hypothése de type lipschitzien sur les lignes de niveau de la trans-
formée de Cramer. Exposons-la dans le cas d’un seul champ:

on prend 7(t) directement égal & vk, sans projeter; alors on ne contrdle plus que
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la borne inférieure des L,(n’(t)) pour y dans un voisinage de 7(¢). Cela permet ce-
pendant de majorer P(A§(n) = I), avec Aj(n) = JI AL o (n'(2))dt et il suffit
ensuite de passer a la limite quand A tend vers 0. Cette approche est celle utilisée
dans [DEW].

Ainsi le premier résultat que nous démontrons consiste en une majoration avec le
cott approché Ag:’} (théoréme 2.3.2). Remarquons que la présence de la discontinuité
rend de toute fagon nécessaire I'usage d’un tel colit. Cela explique la présence d’un
autre parametre: 6.

Pour démontrer le théoréme 2.3.2, nous construisons a nouveau un chemin aléa-
toire n approchant la trajectoire. Etudions ce que doit vérifier  au voisinage de la
frontiére:

on devra estimer la probabilité que la moyenne des pas soit proche d’un certain
vecteur. On sait que, quand la moyenne est constituée de pas du méme type %,
c’est-a-dire quand le processus reste toujours dans le méme demi-espace P?, cette
probabilité est donnée, en un point z, par la valeur de la transformée de Cramer L%
en ce vecteur (on se rameéne au cas ou il y a un seul champ de probabilités). Dans
le cas contraire, on doit tenir compte des passages de la frontiere P° pour regrouper
les pas. En effet, supposons que I’on s’intéresse & n pas consécutifs. Si on fait deux
moyennes w! et w? réunissant chacune un type de pas, et qu’on écrit n’ en fonction
de ces deux vecteurs, on n’arrivera pas a faire apparaitre un colit mixte approchant
L. (notation 1.4.4 page 37) car w(w!) et m(w?) sont quelconques: les conditions
(—1)'w(w') < 0 ne sont pas vérifiées. On obtiendra seulement le colit conv(LL, L2):

7 w?
o /\u/\—v//’\/\/\/
/_/\> /1 wl

On distingue alors quatre classes de pas parmi ceux considérés:

— ceux antérieurs a o, instant de premiére traversée de P°, tous de méme type, dont
on note wp, la moyenne, .

— ceux qui sont effectués aprés o/, instant de dernier passage de P°, de méme type
également, dont on note w, , la moyenne,

— et les pas intermédiaires, qui se font au voisinage de P?, et que 1’on sépare en deux
classes selon leur type, les moyennes correspondantes étant notées respectivement
w, 0 et w2 .

Cette fois, wf,’a, est une moyenne de pas faisant passer de P* a ’autre demi-espace,
on a donc (—1)'r(w ) < 0; de plus, la moyenne de tous ces pas intermédiaires,
barycentre de w} ,. et w? ., est pratiquement parallele & P° (pour 7 petit & nT fixé),
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ce qui justifie 'utilisation du coilit mixte sur ce vecteur:

n
Y~ J;'\; Woor, Lo J wer
l:v/\l__/ = 174 A T o

Yo

D’autre part, de la méme facon que dans le cas d’un seul champ, pour des questions
d’uniformité, on doit ramener les vitesses moyennes a 'intérieur des S: par les ap-
plications h;'o, ; I’écart entre 7 et la trajectoire va alors étre proportionnel a 8’. Or,
pour que h} o(w} /) appartienne 3 (S'{,of)_‘s, on va devoir prendre nTM (distance
maximale parcourue en n pas) petit devant §’.

Si par exemple Y, (w) appartient & P'UP° et Y{j,;),(w) & P?, la construction sur
[fjn7, (j +1)n7] pourrait étre de prendre 7’ égal & h%;:'g,(wo,,) sur [jnT, 0], & un bary-
centre de h%;j;'a,(w},'a,) et hzjrn,e,(w?,',,) sur [0,0'] et & hf,j;,g,(w,:,n) sur [o’, (F + 1)n7]
Avec cette construction, 7 peut passer dans P? alors que la trajectoire est encore
dans P! et avoir une vitesse de premiere coordonnée élevée. Le colit mixte ne permet
pas de prendre en compte le coit 1 d’un tel vecteur, or c’est celui que ’on contrdle
puisque la trajectoire est encore soumise au champ 1.

On va donc modifier la construction de fagon & maintenir  dans P! dans ’exemple
précédent : si w(h},jfn,o,(wo',,)) > 0, au lieu de h},j;,o,(wo,o), on prend pour 7’ un vecteur
fixe, paralléle & P°. Cette modification devrait permettre de contrédler le coiit tout
en gardant une distance petite entre 7 et la trajectoire; en effet, la durée concernée
par cette modification est faible: on obtient un écart en (Ao + o72M6')(1 + <) si
Ao est I’écart initial |p(jn7) — Y7, | (le terme en € correspond & la modification).
Malheureusement, cela n’est pas encore suffisant ; en effet, cette modification peut
intervenir sur chaque intervalle de longueur n7, la meilleure majoration de la dis-
tance entre les deux chemins est donc en nT2M8'(1 + %)'ﬁrf' qui est, pour nTM < @',
plus grand que nT2MnTM(1 + %'-)FT? Ce majorant tend vers 4+oco quand nr, le pas
de découpage de [0,7], tend vers 0.

Ce probléme vient du fait que, avec cette construction, n reste & une distance de la
trajectoire réelle qui est de 1’ordre de la distance parcourue par la marche aléatoire
sur ’intervalle concerné et que la position de 7 par rapport a la frontiére P° n’est
alors pas suffisamment liée a celle de la trajectoire (les instants o et ¢’ sont peu
significatifs pour 7).
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La construction qui sera effectivement utilisée dans la démonstration du théoreme
2.3.2 consiste a effectuer deux regroupements successifs des pas: pour a et n en-
tiers, on calcule d’abord les moyennes de a accroissements, on regroupe ensuite ces
moyennes par paquets de n. Cette construction conduit a une distance entre 7 et la
trajectoire qui est petite devant le pas de découpage n7. Les instants o et ¢’ définis
sur un intervalle [jnart, ( +1)na7] correspondent alors a des instants ou 7 est proche

de P°.

2.3.2 Théoréme de majoration avec coiuit approché

Le théoréme 2.3.2 donne un résultat de majoration avec un colit approché Ag:'};
nous passons a la limite dans le paragraphe suivant (page 98). Rappelons une nota-
tion utilisée dans le chapitre d’introduction:

Définition 2.3.1 On définit la distance entre deuz chemins @1 et ¢, de [0,T] dans
IR? par:
do.T(p1,2) = sup |p1(t) — p2(2)]
te[o,T)

et, st G est un ensemble de tels chemins, on pose do1(1,G) = 1rét'c do,1(p1,p2)-
¥2

Théoréme 2.3.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de l’hyperplan P°, {(Y{ ).}, associ€ a des champs de probabilités
(1l) et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmaj) et (Ho). Pour T > 0, I > 0,
0 et h > 0 fizés, on note 1‘3;’}(1) P’ensemble des chemins continus, p, de
[0,T] dans IR?, tels que Ad%(p) < I. Soit 4" le chemin aléatoire défini par
77 (t) = Y7 pour kr <t < (k+1)7.

Alors, pour tous €,0 strictement positifs et pour tout compact K de IR, il
existe h et 1o strictement positifs, tels que pour v < 1o et pour tout yo de K,
on ait la majoration:

Pyo <d0,T(7", I‘g:'}(I)) > 5) < e"’?“"‘).

Remarque: ce théoréme sera utilisé seulement sous une forme légérement plus faible
(pour ’obtention de (2.66)).

Démonstration: on considére X un compact de IR? et T' > 0. On leur associe
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et M comme dans (1.16). On note Qo ’ensemble {Yy € X}.

On veut disposer, pour tout z de U, d’un vecteur v, paralléle a la direction de
P° et tel que L (v;) soit uniformément borné. On utilise I’hypothése (Hp):

2.3.3 Choiz de v, : d’aprés la continuité de ’application = +— S., il existe mo et
bo strictement positifs tels que, pour tout z dansU et pourt égal a 1 ou 2, ’ensemble
{B € R?| (—1)'n(B) < —mo} N (Si)~% soit non vide. Alors on peut trouver des
applications continues sur IR?, z +— b, d valeurs dans (Si)~%, telles que, pour tout
z de U, on ait w(bl) > mo et w(b2) < —mp.

On note v, l'unique vecteur de la forme pbl + (1 — p)b2 tel que w(pbl+ (1 —p)b2) = 0.

Remarquons qu’on a, avec la notation 2.1.4:
Lz(vz) < pLz(b2) + (1 — p)LZ(b7) < Jz(bo)

et, pour tous 8, h positifs, Lk (z,v.) < L.(vz) < J=(80)-

On se donne 6,6', h, T strictement positifs et des entiers n et a. On utilisera:

Vz €U, VB € Si, |B— hip(B)| = 0|8 — mi| < 2M6’ (2.8)

On définit les variables aléatoires suivantes:
(avec toujours, pour [ > 1, A} = {¥]" € P1UP°} et A} = {Y" € P?})

1. pourz=1o0u 2, et £k € IN,

( 1 (k+1)a-1
T;‘ = - Z HA;
@ =k
=Kka
T v T
wp = — 3 LgXi(¥)
ary l=ka
| wr = riwi+riwg

Le réel r} est la proportion de pas de type ¢ parmi les a pas effectués entre
les instants kat et (k + 1)at. Le vecteur w} est la moyenne de ces pas. On a:
ri+ 1% =1et Yi,, =Yy, + arwi. Les variables r, w} et wy sont Fk+1)a-
mesurables. Les variables r* et w' du paragraphe 2.1 correspondent a rj et
wWy.
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2. pouri=1o0u2,et k <k €N,

( 1 k'a—1 1 k'—1 .
i — . ]I . — - r!
k-1 L.
1 k'a—1 Z r;w;
Po= , LeXHYy™) = 1=k
\ Wkr (¥ — B)ari gk:a Aj (Y77 K1
" >
=k
2 - -
Wk k! = z rl,k'wl,k'
\ t=1

Le réel r};'k, est la proportion de pas de type ¢ entre les instants kat et k'art.
Le vecteur w} ;. est la moyenne de ces pas. On a:
Thp + Thp =1, Th = Thppr, Wi = Wigy et Y, =YL + (K — k)atwee.

La démonstration commence par la construction d’un chemin aléatoire 5 régularisant
la trajectoire. Si = est un réel, on note [z] sa partie entiére. On pose, pour k entier
de [0, ..., Z]:

.y i

A = |n(kar) — Y| (2.9)
On construit 7 successivement sur les intervalles [jnar; (j+ 1)nar| recouvrant [0, 7).
Dans le paragraphe précédent, nous avons suggéré ce qu’allait étre la construction
de 7 sur un tel intervalle. Précisons-la maintenant. Supposant 7(0) connu, nous
donnons la construction sur ’intervalle [0; nar] et majorons A, en fonction de A,.
La méme construction est ensuite appliquée & [jnat;(j + 1)nar| en remplagant
(n(0), (Y¥ Jo<k<na) Par (7(inat), (YY)jna<k<(i+1)na)- Nous montrons alors par récur-
rence que, si on prend 7(0) égal & Y7(0), pour tout j entier de [0, ...,;{—;], Ajp, est
majoré par un terme de la forme C(nar)d’ (résultat (2.27). Puis nous utilisons le
lemme 2.1.3 sur chaque intervalle [jna7; (7 + 1)na7] en remplacant (¥ )o<k<na Par

()/l:)jnaSks(j+1)na .

Construction de 7 sur [0;nat] et majoration de 1’écart avec (Y )o<k<na

A la chalne de Markov (Y, )o<k<na, on associe deux variables aléatoires liées & la
position de la chaine par rapport & P°:

1. on prend o égal anAinf {k > 0| |7(Y;,)| < arM}. L’instai.t oa est un (Fi)-
temps d’arrét correspondant, & a prés, a la premiére entrée de (Y]7) 1IN dans
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(P°)*™  Remarquons que, d’aprés le choix de M (1.16), (P°)*™™ correspond
a la zone en dehors de laquelle on ne peut atteindre la frontiere en moins de a
pas.

2. on appelle ¢’ le plus grand entier compris entre o et n, tel que Y/,,..., Y,

soient dans le méme P*, pour i = 1 ou 2 (ce n’est pas un temps d’arrét). Si

Y” appartient & P°, on prend o’ égal & n. L’instant o’a correspond, a a prés, a

la derniére traversée de P° de la chaine (Y, )o<k<na, sauf éventuellement pour
k SKS ’

o' = o, signifiant qu’il n’y a aucune traversée (la valeur commune n’est pas

)a-rM

nécessairement n puisqu’on peut entrer dans (P° sans qu’il y ait de tra-

versée).

On donne la construction de n(w) pour chaque w de 2o = {Yy € K}. Si o(w) est
égal & o'(w) (en particulier si o(w) est égal a n), les na pas sont tous du méme type.
Sinon, il y a “mélange” des deux champs (ul) et (#2). Nous supposons par exemple
que Yy (w) appartient & P'{J PP et, si o(w) < n, que Y7 (w) appartient & P?; les
autres cas sont traités de facon analogue. On a alors:

m(Y]) <0 et, pour o(w) <n, —atM < n(Y], (2.10)

P-presque sirement sur 2o, la chaine (Y] )o<k<na reste dans K™™  On recouvre ce
compact par des boules de rayon atM :

Kre™ c | JB(zq,atM), (2.11)
q

et pour 0 < k < n, on prend z(k) (variable aléatoire) parmi les centres de ces boules
tel que Y,”, appartienne & B(z(k),arM) P-ps sur {Y7 € (P*UP°)NK]}.

On pose, pour t =1 ou 2 et k € IN,

‘Uf: = hi(k),e' (w;c) )

et, pourt=1ou22et k <k’ €N,

1 k'—1 2

v’k'kl = T I Z T';'U; et Vi, k! = Zr;c'k,‘v;:'k.
(K" — E)rhn ik i=1
K1 .
Remarquons que (k' — k)r} . est égal & Y r}. D’autre part, le vecteur vj ; est aussi
1=k

égal au barycentre

1 k'—1

e’m g r;m;(,) + (1 - Gl)w;cyk:.
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La construction de 5 sur [0,na7] est faite ci-dessous. Nous en donnons d’abord un
résumé rapide. Les différents choix pour 7’ sont motivés par le fait qu’on veut, a
tout instant, pouvoir majorer Ass(n(t),n’(t)). Le vecteur 7'(t) est pris égal a des
moyennes de pas de la chaine. Or I’expression de Agr(7(t),-) dépend fortement de
la position de 7(t) par rapport & P° et on ne contrdle pas toujours sa valeur sur
ces moyennes (par exemple quand on a une moyenne de pas de type 1 et que 7(%)
appartient & P?). Il est alors parfois nécessaire, pendant des durées arbitrairement
petites, de remplacer ces moyennes par vy; vecteur pour lequel Xon(z, ‘Uyof) est par-
faitement contrdlé, dés que z est dans (P°)* et proche de Yy .

Le chemin 7 vérifie, pour un bon choix de A:
1. Sur [0,0aT]

(a) Sin(0) € P:
sur un premier intervalle [0, k;a7] tel que 7([0, k1a7]) est inclus dans
P1) n'(t) vaut v; pour t dans [kat;(k + 1)ar] avec k¥ < k. Sur
[k1a7,0aT], n' vaut ensuite v, , ou vy; et n([k1aT,oca7]) est inclus
dans (P°)h.

(b) Sin(0) € P°U P

7’ vaut vo, ou vyr et n([0,0a7]) est inclus dans (P°)".
2. Sur [caT,0’at], 7’ vaut v, g1, v}, ou vyr. Le chemin 7 reste dans (P%)",

3. Sur [0’aT,na7], on a une des situations suivantes:
7’ vaut v,r,, et n reste dans (P°)* ou P2, n’ vaut b}of et n reste dans P!
ou 7 vaut vy; et 7 reste dans (P°)".

Le processus reste presque sirement dans U sur [0,7"] et on construit n tel que,
presque srement en t, 7'(t) appartient & |J Conv(S;,,S?) (notation 1.4.7), on sait
yeU

donc qu’on va avoir, pour tout ¢t de [0,na7], |7'(t)] < M (cf (1.16)) et que 5 va rester
dans U/ quitte & agrandir cet ensemble.

On suppose

arM < ¢’ (2.12)

et

oM < —. (2.13)
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On a alors, pour i=1ou2et k < k' € IN:

lvi — wi| < 2M¢' < g et [vjp — wiw| < 2M0' < §- (2.14)

Remarque 2.3.4 L’utilisation de la méthode de [AR] pourrait étre envisagée en
définissant deuz champs de vecteurs W, .(-) et W ,.(-) de la maniére suivante :

pour y € IR?, on note W} ,(y) la projection de v{ ,, sur le compact convexe

T 1 i
{ ML, () < CE Z: T Y,f(vl)}

et on prend 7 comme courbe intégrale du champ Y2, ri ,.W; ... On aurait alors
besoin d’utiliser le fait que les lignes de niveau de ’application z +— L. sont locale-

ment lipschitziennes, ce qui nécessite au moins I’hypothése (HLip).

¢ Construction avant ’instant gar (pour o < 0):

Remarquons que pour tout 0 < k < o, 0n a r} = 1 donc wy = w} et vx = v}.

On distingue deux cas, selon la position de 7(0) par rapport & P°:

1. Si (0) € P*:
on définit une application £ : [0,0a7] — U par £(0) = n(0) et ¢'(t) = vk sur
[kaT; (k+1)aT] pour 0 < k < 0. Soit k; le plus grand entier tel que £([0, k;a7])
soit inclus dans P!. On prend 7 égal & ¢ sur [0, kya7]. D’aprés (2.14), pour
t € [kaT;(k+ 1)at], on a:

€'(t) — wi| < 2M6". (2.15)

On en déduit, d’apreés Y54y, = Y, + atwk que, pour 0 < k < ki, on a, avec
la notation (2.9), Axy1 < Ax+ at2ME' et donc:

Ay, < Ao + kyat2M6'. (2.16)
Si k1 < o, on distingue deux cas ensuite, selon la valeur de 7 (wg, ) :
— soit 7(wg, ) <; alors, on prend 7’ égal & vy, , sur [kia7;o0a7]. On a d’aprés

(2.14) :
Ay < A, + (0 —k)at2MO' < Ap + caTt2M¥'.
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Remarquons qu’on aurait pu également prendre 7’ égal & vox, sur [0; kiat],
mais cela ne s’imposait pas comme ici: on aura besoin de |7(n’(t))| < 8 pour
controler le colit sur 'intervalle [kja7;oar], ce qui est assuré par (2.14).

— soit w(wk,,0) > % ; alors, on prend 7'(t) égal a vy; sur [kia7,oa7]. En

majorant simplement les |wx — vys| par 2M, pour k1 < k < o, et k; par o, on
peut écrire:

A, < Ay, +2M(0 — k1)ar < Ao+ cat2MO' + 2M (0 — ky)art.

Montrons que (o — k;)ar est nécessairement petit: pour cela, on reprend le
chemin £ sur [0, cat]. D’aprés le choix de k; et puisque k; < o,ona —aTM <
w(é(ki1a7t)) et donc, d’apres (2.12): '

— 0 < w(é(k1aT)). (2.17)

D’apres (2.13) et (2.15), |€/(t) — wx| est inférieur & § pour tout ¢ de I'intervalle
[kaT, (k + 1)aT], avec k; < k < 0; on en déduit par intégration qu’on a:

| (0 — ky)arws, o — /: ¢ (t)dt ] < (o — kl)afg.
Or, (W, ,0) > £ donc
(0= karg < [T x(E@®)dt = w(é(oer)) — m(E(kaar))
Comme |7({(cat) — Y )| < Ao+ car2M¥ , on en déduit, d’apres (2.17):
(o — kl)a'rg < Ao+ ocar2MO' + =(Y,,) + 6,

et donc, puisque 7(Y,,) < 0, on a la majoration suivante de la durée pendant
laquelle 7/() vaut vy, :

(0 — k1)ar < %(Ao + 60"+ caT2M¥0"). (2.18)

On en déduit A, < (1 + %) (Ao + 6’ + caT2M¥E").

. Si n(0) € P°U P?, on distingue deux cas:

— soit w(wo,r) < -23‘3 ; alors on effectue une construction analogue a celle choisie
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sur [kiat,oa7t] pour w(wy,,0) < Z: on prend 7’ égal & vo, sur [0,0a7]. On a
d’apres (2.14):
Neg < Ao+ car2M¥’
— soit m(wo,,) > % ; alors on prend 7’ égal & vy; sur [0,car].
Ona A, £ Aog+0oat2M ,avec —Ag < 7(Yy), n(Yy + catwo,) < 0 (d’apres
8

(2.10)) et w(wo,.) > %, donc, oar est inférieur & =Ao. On en déduit:

s (1434,

Nous avons donc dans tous les cas:

A, < (1 + %)(Ao +0' + car2M0"). (2.19)

e Construction de 7 entre les instants car et o’ar (pour o < ¢’'):

Le vecteur (o' — o)a7r} ,/w; ./ est une somme d’excursions commengant toutes dans
P' U P° et se terminant dans P? (somme des pas entre le o¢ et le (¢’ — 1)¢ qui sont
soumis au champ 1); donc 7 (w] ) est positif.

De méme, (¢’ — o)arr? ,,w? ,, est une somme d’excursions commengant toutes dans
P? et se terminant dans P! U P°, sauf la derniére, qui correspond a au plus a pas.
On a donc (¢’ — o)arr? (w2 ) < arM. D’ou I'implication :

(¢ =owte220) = (vt < 2) (2.20)
D’autre part (cf (2.10)):
w(Y],) € [-aTM,0] (car o < n), et = (Y],) € [0,aTM] (2.21)
donc
(w00 = (b b+ P2 gt )] = = Yeall o ZM (5 99

(6 =0o)ar ~— o' —o0
2L 2 . s 280 N 7 , . s 3M
Cette quantité est majorée par 5~ dés que o’ — o est supérieur a =-.

On distingue trois cas pour la construction de 7:
L Sim(w?,)<Zeto' —o>3M
on prend 7' égal & v, o+ sur [oaT, o’at]. Alors |7/(t) — we,e| < 2M8'; on a donc:

Ay <Ay + (0 — o)ar2ME'.
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2. Siw(w?,) > % et w(wl,) <%,

alors, d’apres (2 20), (o' —o)rZ, < 3. On prend 7’ égal & v} . sur [oaT, o’a7].
Par rapport au cas precedent on a un accroissement supplémentaire de JAW

| , quantité qui reste inférieure a a.'r 2M.

d’au plus (o’'—o)ar 2 .|v} . —v2

Donc
, ,  3M?
Ay KAy + (o' —0)at2MO + 7

aT.

3M

CSim(w?,) > Zetw(wl,)>% oun(wl,) < Eeto —o< ¥,

dans les deux cas, o'—o < 34 (d’aprés (2.22) pour le prernier) On prend 7’ égal
a vyy sur [oat, o’'at]. Alors, les inégalités (o' — 0)at < 2Mart et |wy o — vyy| <

2M 1mphquent
2

aTt

6
<
Bor S By + 2

Nous avons donc dans tous les cas:

6.M?

arTt

Ay < As+ (0 —0o)at2ME +

( 6M

2
1+-—)(A0+9'+aar 2M0") + oM

0

ar d’aprés (2.19).

e Construction de n aprés ’instant o'ar (pour o’ # n):

On sait que Y, et Y7, sont dans P2?. On distingue trois cas selon la valeur de
T(Wern):

1. Si |7(wern)| < %2, on prend 7’ égal & v,r, sur [o’aT,nat]. D’aprés (2.14), on

a:
A, <Ay + (n—0o')ar2M6'.

2. Si r(w,:,n) > -2-32',

— soit p(o’at) € P?|J PO alors on garde la construction précédente, donc
la majoration de A, ; on a 7(n(t)) > £ > 0 donc 7 reste dans P2.

— soit n(o’at) € P!, alors on commence par ramener 7 dans P2?. On a dé-
fini des champs (b.) au moment du choix des v, (2.3.3). On prend 7’ égal & by,
sur I'intervalle [o’a7, '], ol t’ est tel que p(o’at) + (¢ — a’a*r)b},or appartient a
P°. Sur [t/,nar], on reprend 7’ égal & v, ,,. La trajectoire régularisée 7 reste



Chapitre 2 85

alors dans P? sur [t/,nar]. Entre o’at et t/, ’écart entre n et ’application
t — Y. + (t — kat)w, augmente d’au plus 2M (' — o’a7). Comme w(b},or) est
plus grand que mo, on a, puisque Y, appartient & P2:

(' — o'at)mo < —w(n(o’at)) < A, (2.23)

donc 2M (t' — o’aT) est inférieur & A,:——— Apres t/, I'inégalité |7'(t) — wern| <
2M0’' est de nouveau vérifiée. En majora.nt nat —t’ par (n—o’)at, on obtient:

A, <A,,(1 + gy—) + (n—od')ar2M6’

o

d’ou oM
A, (1 + ———) (A + (n — 0")ar2M8').

3. Si m(worn) < —%, alors, on an—o' < 24 d’aprés les inégalités n(Y],) < atM
et #(Y],)+ (n — a’)arw(w,:'n) > 0. On prend 7'(t) égal a vy; sur [o'aT,nart];
alors, en majorant |vyy — wern| par 2M, et (n — o')aT par 3};’a7 on obtient :

2
A, < A, + 3M arT.
Nous avons donc dans tous les cas:
2
A, (1 + gﬂ_l) (Ayr + (n — o')aT2M0O') + 3];{ ar
To

donc finalement :

M? 2M
A, < (1—}--2—7(%-) (1+@{[—)(A0+0'+na1'2M0)+3A; ar(1+2<1+-——)) (2.24)
0 7o

Construction de 7 sur [0;7] et majoration de P’écart avec (Y )ocrqz}r

La construction précédente peut étre faite avec Yy dans P?, on obtient les mémes
résultats. On pose alors 7(0) = Yy et on effectue la construction de % sur [0,T] par
récurrence :

soit jo l’entier tel que T' < jonar < T + nar. Pour j < jo, on construit 5 sur
[fjrat,(j + 1)nat] de la méme facon que sur [0,na7]. Pour cela, a la chaine de
Markov (Y} )ina<k<(j+1)na, ON associe des variables o; et o analogues & o et o’ pour
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(Yi )o<k<na (par exemple o; est égal & [(j + 1)n] Ainf {k > jn| |[r (Y )| < aTM})
et on recouvre U par des boules de rayon ar M, comme pour X™*™™ dans (2.11):

U c |JB(zg,atM) (2.25)

tel que Y;”, appartienne P-ps & B(z(k),arM). La variable z(k) est définie P-ps sur
{Yy € K}, quitte & agrandir le compact . On obtient, d’aprés (2.24), et toujours
en supposant (2.12) et (2.13):

Enfin, on prend, pour jn < k < (5 + 1)n, z(k) parmi les centres de ces boules

2M M 3M? 2M
AGyn < (1 + ——) (1 + 6——)(Ajn + 0" +nar2M6’) + at (1 + 2(1 + ——))
o 6 2 o
Cette inégalité s’écrit

Agsnyn < Co(Ajn + 6'),

ou Cy ne dépend que de 0 et des données T, M et 7o (on a utilisé (2.12) et naT < T).
La valeur de 8 est elle-méme fixe dans le théoréme. D’aprés Ag = 0 et Cy > 1, on
en déduit que pour tout j < jo, on a:

. o’
< Jo .
Asn < (Co)P 5=

al — 1

a—1

(On utilise A1y < a(Ajn+B) = Ajn < Ao+ < QJLI pour a > 1.)

?

On pose alors

c e(;%;-}-l)logCg
= 2.2
(nar) = T — (2:26)
On a, pour j < jo:
A < C(nar)é’ (2.27)

et cela est valable dés que les conditions (2.12) et (2.13) sont vérifiées.

Quitte & augmenter Cy, on assure en fait:
Ajn+ 60"+ nar2M0’ < C(nar)b’,

ce qui permet, en utilisant 1’équivalent de (2.18) sur l'intervalle [jnart, (7 + 1)nart],
d’obtenir:

(05 — k1 )ar < % C(nar)d, (2.28)



Chapitre 2 87

ou k; ; désigne I’équivalent de k; sur [jnart, (5 + 1)na7]. On a également:
Agr < C(nat)d’, (2.29)

puisque A,,;, est inférieur au majorant de A(j41)n. Alors, comme dans (2.23) et d’apres
(2.29), on a:

(t; — osat)mo < C(nart)d’, (2.30)
ou t; désigne I’équivalent de ¢’ sur [jnar, (5 + 1)nar].
Enfin, comme 7’ est bornée par M, on a, d’apres (2.27):
dor(7",n) < C(nat)d’+ 2narM, (2.31)

et, pour tous j, k tels que 0 < jnar < kar < (j + 1)nar < T + nat et tout t de
Pintervalle [jna7, (j + 1)na7],

In(t) — Y%L < C(nat)d’ + 2natM (2.32)

Remarquons que la quantité C(nat) croit quand nar décroit et tend vers +oco quand
nat tend vers 0. On prendra 6’ petit pour nar fixé pour assurer dor(7",7) petit.

Majoration d’un coit approché de 7

Lemme 2.3.5

Soit € > 0. Sous certaines conditions sur les différents paramétres, on a:
pour h plus grand que C(nat)8’'+ (2n+ 1)atM et pour tout j tel que jnat <
T + nar,

in—1

2
Adtnar(n) S ar 30 S riLin(vi) + e

k=0 i=1

Démonstration : on pose A = C(na7)8’'+(2n+1)aTM et on note, pour k et k' entiers
de [0, ,%] tels que £ < &/,

Ak'k' = Ai;}.:',k’a‘r(n) .

D’apreés (2.27) et la valeur choisie pour &, dés que o; < (7 +1)n, c’est-a-dire dés que
le processus entre dans (P°)*™™ entre jnar et (j + 1)nar, n([jnar, (5 + 1)nat]) est
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inclus dans (P°)"* (puisque les vitesses du processus et de 7 restent bornées par M).
Dans ce cas on aura, pour tout ¢ dans [jnar, (j + 1)nat]:

Li(n(t),n'(2)) si |=(n'(¥))| <0
A t),n'(t)) = 6L ’, ) - . 2.33
o,n(n(t),n'(2)) { hL’n(t)(U ) si |v(n'(2))| > 6 et n(t) € P’ ( )
Remarquons que, d’aprés (2.6) (page 68), pour : = 1 ou 2, dés que 7(t) appartient
3 P' ona:
Xon(n(),7'()) £ "Liy(n'(2)) (2.34)
On utilisera que, toujours pour ce choix de h et pour ¢ dans [jnar, (5 + 1)nart],

B(n(t), k) contient les z(k), jn < k < (j+1)n. En effet, pour t dans [jnar, (j+1)na7]
et i n<k<(j+1)n,on a

In(t) — z(k)] < |n(t) =YL +avM < C(nat)d’' + 2(n + 1)atM,

d’apres (2.32), donc,
In(2) — 2(k)] < b (2.35)

Cela permet d’écrire:

pour t € [jnar, (j + L)nar], "Li,y < conv{Li(k) | in<k<(F+1)n}. (2.36)

1 k'—1 L.
> rjvj, pour jn < k< k' < (j+1)n,on a:

Alors, comme v}y =
' (k’ - k)r;c,k’ 1=k

—_ . 1 k-1 .
RT3 1 irs i
L y(vk,k’) < (k, _ k)r;;'k' g TIL::(I)(UI)’ (237)

Soit § > 0. D’aprés les hypothéses (H2) et (HC) (qui entrainent la continuité de
z — m et de z — S, cf théoréme 1.2.8 et sa démonstration), (1.4) est vérifiée: il

existe des constantes strictement positives C} et C} telles que, pour tous 8’ de [0, 1],
62 > 0 et y dans U,

Ci¢' > Cjb, = pouri=1 ou?2, hla((Si)%)C (5;)—(0{9'-0562)_
Alors, pour C; = C} V C}? et C; = C} V C2, les conditions
C.8' > 26 (2.38)

et
6 2 C362, (2.39)
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impliquent :
pour tout y de U, pour i =1 ou 2, ki .((S§)*) C (S))~° (2.40)
D’apres la continuité de z — S, il existe &3 tel que
lz —y| <&, zel = S, C(S))%. (2.41)

On suppose
2atM < 63 (2.42)

Alors, pour ka < I < (k+1)a,ona | —z(k)| < |V = YL|+arM < 2atM < 63
donc Syf est inclus dans (Sz(k))s’ Le vecteur wi est une moyenne de termes de la
forme X, (Y]") pour ka <1 < (k + 1)a. Comme X;(Y,") appartient & Syr, lui-méme
inclus dans (5% (k)) , wi appartient & (S (k))5’ et d’apres (2.40),onapour0 < k < n:

v € (S (k))—s (2.43)

On majore le coit sur [0,nar]; on procédera de méme sur [jna7,(j + 1)nat]. Les
seules propriétés utilisées sont (2.27), (2.28), (2.29), (2.30), (2.33), (2.36) et (2.37),
qui sont vérifiées sur chaque [jna7,(j 4+ 1)nat], et (2.31) et (2.32).

Nous nous plagons donc sur [0,nar] et reprenons successivement chacun des sous-
intervalles considérés précédemment.

e Avant ’instant gat :

1. Si n(0) appartient & P':
Comme 7([0, k1a7]) est inclus dans P?, pour k < k; et tout t de [kaT, (k+1)a7],
on a Xgn(n(t),7'(£)) < *Liyy(n'(2)) < Liqy(n'(t)) d’aprés (2.36). Donc:

ky—1

Aok, <ar Li.(k)(vk).
k=0

Sur [k;aT,oaT], avec k; < o, on constate que, comme ¢ traverse P® et que ¢
et 7 coincident en kjat, n([k1a7,0a7]) est inclus dans (P°)*, donc (2.33) est
vérifié.

— si T(wry o) < 25 soit w(why ) 2 26 alors, d’aprés (2.14), |7 (vk,,0)| est
inférieur a 6, donc, d’apres (2.33),

)\a,h(ﬂ(t), U/(t)) = Lg(n(t)ﬂ)hﬁ) < hz-i—fl(t)(vkx .0')'
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soit m(wg,,0) < —%, alors, commeon a 7(Y)]) < —atM et,si o <n, n(¥Y]) >
—aTM, ce cas est possible seulement avec o = n. Comme 7(7'(t)) < —% et
n(kiat) € P!, nécessairement n([k1aT, ocar]) est inclus dans P!. Donc, pour ¢
dans [kiaT,oat], d’aprés (2.34), on a encore

Ao n(n(t),n' (1)) < FLT 0 (vky,0)-

Dans les deux cas, on déduit de (2.37) (avecrp =1 pour k <o et ry , =1):

o—1
Z L:t'(k) (vE)-

Aoaln(®), (1) € ——
1 k=k,

Donc:

o—1
Ak, < ar kzk L7y (k)
=K1

— si m(wk,,0) > 2 ; puisque 7(vy;) est nul, on a
Aon(n(t),n'(2)) = Lg(n(t),vyy) < Loy (vyy)-

Or, pour 7 = 1 ou 2, et ¢t € [0,na7], on a, d’aprés (2.32), |7(t) — Yy | < k. Donc,
. . . &
vy € (S;,or)’5° C (S,‘,(,))""?' pour h assez petit devant &g, condition que ’on
écrit

h < h(5o) (2.44)
et que ’on suppose vérifiée. On a:
vVt € [0,nar], b;of € (Sf,(t))—%o'. (2.45)
Alors P
Ly (vyy) < Jn(t)(-22> <J ~ (2.46)

N 6 . . . » .
ou J = sup Jy(—22) est fini puisque L!(.) est bornée sur |J y X (S;)'ﬁzo' On en
yeU yeU

déduit, d’aprés (2.28):
Aro < (c—k)ard < i;;C’(na.T)G'J
Au total, on a donc dés que 7(0) appartient & P!:

o—1
Aoo < at ) Ligy(vi)+ %C(naT)H'J.

k=0
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2. Si n(0) appartient a P°|J P2, de nouveau 7([0,ca7]) est inclus dans (P°)* car
Yy € P! implique 7(n(0)) < C(nar)é’, et C(nat)é’ + natM est inférieur a h.
On a distingué deux cas:

— soit 7(wo,) < 2 ; alors, d’aprés (2.14), si t appartient & [0,ca7], |7(7'(2))|
est inférieur a 8, on a donc:
Ao (n(t),n'(1)) = Lg(n(2), vo,0) < *L¥n(e)(vo,q);

et

o—1
Aoo < aty ) Ligy(ve).
k=0

— soit w(woo) > &, alors A a(n(t),n'()) = L§(n(t),vy;) < J comme dans
(2.46). D’ou

Ao < ogatJ < 3A°

J < —C’(na7‘)9 J.

Au total, nous avons donc dans tous les cas:

o—1

Aoo < art Z Lx(k)(vk) + C'(na‘r)0 J.
k=0

Dans la suite on regarde le coiit sur [car,nar] pour o < n. On a alors 5([caT, nat])
inclus dans (P°)". L’égalité (2.33) est donc vérifiée pour tout ¢ de 'intervalle.

e Entre les instants gar et ¢’ar (pour o < o'):

1. Sim(w2, )< Zeto' —o >3,
Alors, d’apres (2 22) (encore vrai sur [jnar, (j+1)nat]), pour t dans [caT, o'aT],
|7 (we,0r)| est inférieur & Z donc |x(n'(t))| & 6, d’apreés (2.14). Avec (2.33), 0n a

donc o (n(8), (1) = Li(n(®),7/(1)) = L5((2), vor). Or, w(u) est positi
et w(w2 /) inférieur & 2, donc, pour i =1 ou 2, on a (—1)'n(v; ,.) < 6.

o/—1 2
Alors L} (7(), vo,er) < Zra'a, Ly (v 1) << 1 >° > riLig(vi), d’aprés
(2.37). Donc,

i=1 -0 k=0 i=1

o/—1 2

Aaa' < aT Z Zrk :c(k)(vk)

=0 t_
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2. Siw(w?,)>2 et m(wl,)<%.

Alors, pour t dans [gaT,0’at], on a |w(n'(t))| = |r(vl,.)| < 6 , donc, d’apres
(2.33),
o’—1
Xon(n(t),n'(1)) < Lg(n(t),n'(1)) £ "L p(v)00) < — > Ll (vi)-
k=co
D’ou
o'—1
Aa,a’ < ar E L::(k)(vllc)
Ainsi, on a
o'—1 o'—1
A, < ar Z rkLz(k)(vk) + ar Z i max Lx(k)(vk)
k=o k=o
= 3M
ou encore, d’apres (2.43) et g rr=(o'—o)l, < ETIE

Aa'ql S GT[O TkLz(k)(vk) + J(6)]

=0

3. Si r(wa,)> et 7r(w“,)> , ou #(wg',,)szs—”et a’—a<%:
d’apres (2.33) et m(vyy) =0,0n a

Aon(n(t), ' (1)) < Lyy(vyy)-

Avec (2.44), on en déduit:

Agor < (0 —0o)ard < arig—/[—J.

On suppose

8
§ < ?° (2.47)

Alors J est inférieur a J(6). Au total, nous avons alors dans tous les cas:

‘-1 2

iri 1 3M
Aa,a’ < art Z Zrka(k)(vk) + TJ(5):|

k=0 1=1
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e Apreés ’instant o’ar (pour o’ # n):

1. Si |m(wern)| < 2, d’apreés (2.33) et puisque |7 (vorn)| < 6, on a:

n—1
Aprn < ar y Li(k)(vk)

k=o'

2. Si m(worn) > 2,
tant que 7(t) appartient a P*, Ao a(n(t),n'(t)) < Ly y(by;) < J d’aprés (2.45).
Quand 7(t) appartient & P?, d’aprés (2.34), on a:

Mo () 1'(1) € FPao(' (1) € —— 3 L204y(v8)-

n—o k—o!

\ . ’ . N !
D’apres (2.30), t' — o’aT est inférieur a 9151%)-8— donc

n-—1 C 91
Ao”,n S aTt Z Li(k)(vk) + —“(n_ﬂ_‘aoi‘:].
k=o'

3. Si w(worn) < —%, (2.33), Li(n(t),vyy) < Jet n—o' < 3M impliquent

Aprn < (n—0"YarJ < ar %TJ'

Au total, nous avons donc dans tous les cas:

3IM

C(nat)¢’
20 J

To

| n—1
Aa’.n < GT[Z Li(k)(vk) +

k=o'

J|+

En faisant la somme des cotits obtenus sur chacun des sous-intervalles, on peut écrire:

o—1
Ao < at L;(k)(vk) + %C(nar)G'J +

k=0
o/—-1 2 L. . 3M iy 3M C v
ar 3 Z"LL;:(k)(v;c) + a‘rTJ(cS) +art kz Li(k)('vk) + at 28 J+ (";107') J
k=c i1=1 =o'

i iy g M , 3 1
< at E ZrkLz:(k)(vk) + -5-07.]] + 6 C(na'r)J<-§ + w—o)

k=0 1=1
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Soit € > 0. On suppose

9—21J < ne (2.48)
et
3 1 €
/ 4= et 2.49
6 C’(nar)J(e + Wo) < natg (2.49)
Alors

n-1 2 .
Aon < a1 3 (SoriBi(oh) + €)

k=0 “i=1
et on a aussi ’inégalité correspondante pour A;, (j+1)n, avec j tel que (j+1)nar < T
En sommant ces inégalités, on obtient, pour tout j tel que (7 + 1)nat < T':

12
Aojn < ar Y, (Z T L) (Vk) +€)’

k=0 “i=1

et donc, comme nat est inférieur a T':

jn-—1

OJna‘r(T]) < ar ZrkL;(k)(vk) + €T,

k=0 i=1

inégalité vérifiée sous les conditions suivantes, pour & fixé: (2.12) et (2.13) (pour va-
lider la majoration de la distance A;, (2.27)), puis (2.38), (2.39),(2.42),(2.44),(2.47),
(2.48) et (2.49).

La fonctionnelle AY fmr décroit quand h augmente. On a donc, sous les mémes

conditions et pour tout h supérieur & C(nat)d’' 4+ (2n + 1)aTM :

jn—=1 2

anaT(ﬂ) < ar Z Zrk‘[’:(k)(vk) + ET
k=0 i=1
d’ot le lemme 2.3.5.
Fixons k tel que 0 < k£ < *-. On utilise le lemme 2.1.3 sur les moyennes pour le

processus (Y}")ra<i<(k+1)a avec R = a7 M : pour €, et 0’ fixés, on sait qu'on peut
trouver 6; tel que, pour 2a7M < §; et z fixé tel que B(z,ar M) soit inclus dans K,
il existe N7;, tel que, pour a > NZ;4 , I > 0 et yo dans B(z,ar M), on ait:

(Z riLi(RL o (w})) > Tet AL o(w}) € (SL)7%, pouri=1 ou 2

1=1

Vi, =y0) < e



Chapitre 2 95

Rappelons que v} est égal a h;(k)'e,(w};) et définissons la variable F(z41)s-mesurable
suivante: )
Br =Y riLiy(vi)-
i=1
Alors, d’apres v € (Si;))™° (2.43), pour z fixé, avec a > NZzqp et I > €, on a,
pour tout k tel que 0 < k < 3—T:

P(Bi > I|Fya) < eU=9) Pps sur {z(k) = z}

(puisque {z(k) = z} implique {Y}, € B(z,arM)}), et cela reste vérifié pour I < e.

On somme sur les valeurs prises par la variable z(k), c’est-a-dire les z, apparaissant
dans le recouvrement (2.25). On obtient, puisqu’ils sont en nombre fini, qu’il existe
N, s tel que

2atM < 6 (2.50)
et

a> Nsp (2.51)

impliquent, pour tout 7 > 0:

P(amBk 2 I|Fia) < e~7UI=¢e7)  P_ps sur g = {Yy € K}.

On a, sous les conditions (2.50) et (2.51), pour tous 0 < k < L et 7 >0:

P(arBi > I|Fi) < e 77 Pops sur Qo = {Y7 € K}. (2.52)

Nous reprenons une démonstration de [Rou] (pp. 494-495) pour en déduire une
majoration de P(a7(Bg + ...Bk) = I|Fo). Posons Z; = a(By — €)1 p,>.. La variable
Zy, est positive, F(ri1)o-mesurable et vérifie, pour tous 0 < k£ < f'; et v positif:

P(Zk 2 v|Fia) = P(atBr 2 vr + €at|Fra) < €7, P-ps sur Q. (2.53)

Pour une variable réelle quelconque Z, de fonction de répartition F', —In(1 — F(Z))
suit une loi exponentielle de parameétre 1. Considérons pour k fixé la variable Wy telle
que Wi (w) soit la valeur au point (Z(w),w) de I’application (v,w) +— —In P(Z; >
v|Fka). La variable Wy est F(k+1)c-mesurable et suit conditionnellement a Fi, une
loi exponentielle. On en déduit que les W sont indépendantes et d’aprés (2.53),
pour tout 0 < k < ;7%, on a P-presque sirement sur {)p et pour tout v positif:

P(Wk > ‘Ulfka) =e v > P(Zk > 'Ulfka)-
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En sommant on en déduit, pour g entier inférieur a aT—T:

P(Zo -+ Zq Z 'vlfo) _<_ P(Wo + Wq ?_ 'Ul]'-o)

Le calcul de la transformée de Cramer de la loi exponentielle permet de majorer le
terme de droite de cette derniére inégalité par:

e_q(%—ln %_1)
Ainsi, on a:
P(ar(Bo + ...By) > I|Fo) < e~vFalngte (2.54)
avec v = £ — (g + 1)ae.
Soit TV < T. Dés que natr < T — T”, il existe j entier tel que TV < (j + 1)nar < T.

Prenons alors ¢ = (j + 1)n — 1. D’aprés le lemme 2.3.5, pour tout A supérieur a
C(nar)d’'+ (2n + 1)atM, on a:

Ag'.’(lj-l-l)nar(n) < aT(Bo + Bq) + €.

Donc, d’aprés (2.54), on a P-presque siirement sur §o et pour tout h supérieur &
C(nat)0' 4+ (2n + 1)ar M, 'inégalité
z

P(Ag7(n) = I|Fo) < P(ar(Bo+...By) > I — €| Fo) < &7, (2.55)

avecJ =T —¢e—(qg+ 1)a're—q“rlnqLT—q'r > I — 2eT — € si on suppose:
I
gt In po +q7 < €T (2.56)

L’inégalité (2.55) est vérifiée dés que les conditions suivantes sont réunies : conditions
validant le lemme 2.3.5 (énumérées & la fin de la démonstration de ce lemme),
conditions (2.50), (2.51), (2.56) et nar < T — T".

Donnons-nous maintenant €o et 8 strictement positifs, T/ < T et ¢ tel que go soit
égal a 2¢T + €. On choisit les parameétres de fagon a vérifier toutes les conditions
précédentes:

e on prend K <T — T' et tel que

2KM < @ (2.57)

(on imposera a nat d’étre a-peu-preés égal 3 K),
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e on choisit ensuite ¢’ tel que 2M ¢’ < £ (2.13),

’ K h((SQ)
) < %0 .
ec(2>_ = (2.58)
K 3 K e
ol=)J(2 <= .
o(3) (G +7) <55 (2.59)
et
K\,
C’( )0 +2KM < e, (2.60)

e puis § tel que 26 < C16’ (2.38) et § < £ (2.47); on associe &, et 83 & § comme
dans (2.39) et (2.41). A partir de €, 6, 8', on détermine N, 54 tel que (2.52) soit
vérifié pour a > N, 56, 0 <k < L et I >0.

e On fixe ensuite K’ tel que

h(8) , 1A &

’ < / .
K'M<6 A 3 5 (2.61)
> — .
( = —1)e (2.62)
(on imposera & a7 d’étre a peu prés égal a K’).
e Soit S > 0; on prend 7 assez petit pour avoir, en X = (277,‘ —1)7:
S
X 1n X + X <eT (2.63)
ot K’
T < . (2.64)
£,6,60'

e Enfin, on impose K' —7 < ar < K’ et K —at < nar < K, ce qui, pour 7 fixé,
détermine a et n de maniére unique, en garantissant :

O nar<T —TY,

O (2.49), d’apres (2.59) et £ < nar, qui implique C(nat) < C(¥),
O 2atM S 81 A 63, d’aprés (2.61), alors (2.42) et (2.50) sont vérifiées,
O dor(77,m) < €0 d’apres (2.31) et (2.60),

& (2.56), pour I < S, d’aprés (2.63), at < Kii et g7 < %

O (2.12), d’apres (2.61),

O n>EXK 5 K1 donc (2.48), d’apres (2.62)
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O et a> N.gso ((2.51)), d’apres (2.64).

On pose h = C(£)6'+ (2K + K')M. Alors, d’apreés (2.57), (2.58) et (2.61), (2.44) est
vérifiée. De plus, h est supérieur & C(nat)8'+(2n+1)ar M et (2.55) est donc vérifiée.

On obtient ainsi, dés que T < 79, pour tout I < S et tout yo de K:

{ Po(Alh(n) > 1) < e~3U-<)
dO,T(')’ 77) S Eo

Donc, si Fg:’}.([ ) est ’ensemble des chemins continus 3 tels que Ag:gv,(z/)) < I, pour
7 comme ci-dessus, on peut écrire pour tout yo de K:

Pyo(dor (77, Tgi(1)) > €0) < Pyo(n ¢ Te(1)) S Pyo(Agi(n) 2 1) < e+,

ce qui prouve le théoréeme 2.3.2.

2.3.3 Majoration finale: passage a la limite (6,k) — (0,0)

Pour montrer le théoréme 2.2.10, il reste & passer a la limite quand (6, k) tend
vers (0,0). Pour T, I, h et 6 fixés, on note Gg’ T(I ) I’ensemble des chemins continus,
®, de [0,T] dans IR" tels que L '}((p) <I (notatlon 2.2.7). Montrons tout d’abord
que, dans le théoréme 2.3.2, on peut remplacer I‘OT(I ) par GoT(I ). Pour cela, on
reprend la fin de la démonstration de ce théoréme (fin du paragraphe précédent).
D’apreés la construction de 1, P-ps, nw est constante par morceaux donc 7, appar-
tient & CY[0,T]; alors £L3%(n) < A (1)) Ainsi, on a Py (n ¢ GOT’(I)) < Py(n ¢

Lo (1)) < emvU==0), d’ot

Py (dor (7", Golti(I)) > €0) < e vF=e0), (2.65)

Le théoréeme 2.3.2 est donc encore vrai avec, au lieu de AOT, le coiit Eg:’}, c’est-a
dire, en posant a = (6, k) et en munissant (IR*)? de 1’ordre lexicographique, un coit
L§ r ayant, d’apres la proposition 2.2.8, les propriétés suivantes:

(1) aw L§; est décroissante,
(2) pour tout ¢ de C[0,T], hm L3 r(p) < hm hm mf L3 ()-

(on a méme, pour tout ¢, o,T(‘P) < 111r1’n 1nf LO'T('Lﬁ) puisque L§ T est s.c.i.,
—

mais cet énoncé va suffire),
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On a noté:

— Lor(p) = lin’(x) L5 () (donc (2) s’écrit: Loz(p) < liI'I(l) li{bn inf L5 7()).
o — o — —

— pour I 20, Ggr(I) = {¢ € C[0,T]| L57(v) < T}.

D’apres le théoréme 2.3.2 (sous une forme plus faible puisque 8 est mis ici sur le
méme plan que A et non plus quelconque), pour I fixé, K compact de R? et € > 0,
1l existe ap et 70 tels que, pour a < ap, 7 < 70 et Yo dans K,

Py (dor(Y",Gsr(I)) 2 €) < e 7U=9 (2.66)

(la probabilité diminue lorsque a diminue donc (2.66) est vraie dés que cette majo-
ration est vérifiée pour a = ag). Montrons que cet énoncé et les hypothéses (1) et
(2) impliquent le résultat du théoréeme 2.2.10, c’est-a-dire que, si G est une partie
borélienne de C[0,T] et K un compact de IR? , on a:

pour tout € > 0, il existe 7o tel que, pour 7 < 75 et yo dans K, } (2.67)

on ait: 7log Py (¥jor € G) < —L(G) +e¢.

Lemme 2.3.6

On suppose (1) et (2) vérifiées. Soit G une partie borélienne de C[0,T).
Pour tout A < L(G) et tout compact K de IR?, il existe g et €o tels que
GN{p | ¢(0) €K, et, psent, [p(t)| <M} soit inclus dans

{¢ € C[0,T] | dor(p, Go'r(A)) = €o}-

Démonstration : on considére G une partie borélienne de C[0,T] et on prend ¢ tel
que A + & < L(G). D’aprés les hypotheses (Hmaj), nous savons que G N {p|p(0) €
K et psent, |¢(t)] < M} est compact (M est associé au compact K et & T' comme
dans (1.16), voir aussi (z77) de la proposition 2.2.8). Notons Gk cet ensemble et
B(p,r) ’ensemble {¢p € C[0,T] | dor(p,?) < r}. D’apres (2), pour tout ¢ de Gk,
il existe «,, tel que liirl’n _jl‘;].f L5%(1) soit supérieur & Lor(v) — 5. Alors il existe €,
tel que L5%(B(p,€,)) soit supérieur & Lo7(p) — €. Si Lo,r(p) vaut +o00, on prend
simplement a,,, €, tels que L3%(B(p,€,)) soit strictement supérieur a A. Du recou-
vrement de Gx par les B(p, %), avec ¢ dans G, on extrait un recouvrement fini
Gk C 1<U< B(pi, %) (on note €; = €, et a; = ;). On pose g = %. Alors,

pour tout 3 dans (Gx)®, il existe i tel que 1 € B(yp;,€;). On a:

inf
1<i<n

L3 ($) Z Lox(p:i) — €, ou L3r(p) > A pour Lor(pi) = +00,
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et donc, puisque ¢; appartient a G,

Lyr(p) > A.

On pose ap = lil,li a;. Pour ¥ dans (Gk)®, on a, d’aprés (1) et pour un z conve-
nable: L£5%(%) > L3i(¥) > A. L'ensemble (Gx)® est donc disjoint de G5 (A).
Donc Gk est inclus dans {¢ | do,r(v, Go%(A)) = €0}, ce qui démontre le lemme. [

Considérons G une partie borélienne de C[0,7] et X un compact de IR?. Mon-
trons que (2.67) est vérifié. Considérons € > 0, posons A = L(G) — € et prenons
ap et €9 comme dans le lemme 2.3.6. Pour @ < ag et € < €9, G N {p | ¢(0) €
K et psent, |¢(t)] < M} est inclus dans {¢ € C[0,T]| dor(v, G5 (A)) = €}.
Prenons € < gg. Il existe a; inférieur & ag et 7; tels que, pour 7 inférieur a 1; et yo
dans K, (2.66) soit vérifié pour a = a;, avec I = A. On a P-presque slirement sur
{Yg e K}:
log P(doz(¢", GEi(A)) > el Fo) < —(A — ¢)

L’ensemble {do,r(¢", Gg}r(A)) = €} contient {7, ) € G} N {Yy € K}. Donc, pour
T <71, P-ps sur {Yy € K}, on a:
T].Og P((JD;'[O,T] € Glfo) < ‘—(A - 6) = —ﬁ(—G-) + 2¢,

d’ou le résultat, ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.2.10 (page 72).

Remarques:

1. le fait d’avoir supposé (2) et non L§+ s.c.i. pour tout a permet d’appliquer
cette démonstration dans le cas d’un seul champ:

alors la fonctionnelle ¢ +— [ *I,4)(¢'(2))dt vérifie (1) et (2). Comme la
limite de [T ML) (¢'(2))dt quand % tend vers 0 est égale & [T L) (' (2))dt
pour tout ¢ de C[0, T, le membre de gauche dans (2) est Ao (). On retrouve
donc exactement le résultat de [AR] (qui est par ailleurs contenu dans le nétre)
mais sans avoir supposé que les lignes de niveau de la transformée de Cramer
sont localement lipschitziennes. Précisément on obtient le résultat suivant:
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Théoréme 2.3.7

On considére un processus d’apprentissage lent, {(Y)), . v}, associ€ a un
champ de probabilités (ui) vérifiant les hypothéses (Hmaj). On note A -
la fonctionnelle de Cramer associé au champ (ul) et A*(G) la borne in-
férieure de cetie fonctionnelle sur un ensemble G. On note ¢” le chemin
aléatoire continu défini sur [0,T] par:

@"(kT) = Y pour 0 <kt <T 47 et " est affine sur [kr;(k + 1)7].
Alors, pour toute partie borélienne G de C[0,T], tout compact K de IR¢
et tout € > 0, il existe 7o tel que T < 79 implique, P-ps sur {Yy € K}:

7 log P(¢jj0,1 € G|Fo) < —A'(G) +¢

2. Si Ag;’; vérifiait (2), on n’aurait pas besoin d’introduire le coiit régularisé (cf
les commentaires a la fin du paragraphe 2.2.2); mais on a pu montrer

. 6,k
Aor(p) < im liminf Aoz(h)

seulement pour ¢ dans C/'[0,T] et en se limitant & des chemins 3 variant
dans C/[0,T)] (inégalité (2.68)).

2.4 Calcul du coiit régularisé

2.4.1 Calcul du coiit régularisé £ sur les chemins réguliers

On s’intéresse, dans ce paragraphe, aux chemins pour lesquels le coiit régularisé
Lo,r prend la méme valeur que Ag 1 qui est le colt attendu (cf paragraphe 1.4.3).

Théoréme 2.4.1

On considére deuz champs de probabilités (ul) et (u2) vérifiant les hypothéses
(Hmaj). Alors, pour tout chemin ¢ appartenant a C/1{0,T], Lor(p) est égal

@ Aox(p) (fonctionnelles de coit définies respectivement dans les notations
2.2.9 et 1.4.5).

Ce résultat est vrai, en particulier, pour tous les chemins ne rencontrant pas P°.

Démonstration : soit ¢ dans C/[0,T]. Le cofit Eg:g(go) est inférieur & Ag;'}(cp). On
a donc:

8,h
Loz(e) = , Mm  Lor(e) < , lim = Agz(e).
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D’apres le théoreme 2.2.6, le membre de droite de 'inégalité est égal a Ao () qui
est donc supérieur & Lo 1(¢). Pour prouver 1’égalité, il suffit de montrer qu’on a

Aoz(p) <, lim liminf AGT(#) (2.68)

yec/[0,T)
Le membre de droite de cette inégalité est une limite croissante quand 0 et h dé-
croissent vers 0. Remarquons que la démonstration de (2.68) va étre proche de celle
du lemme 4.3 de [AR] (il y a alors un seul champ; on ne fait pas d’hypothese sur
¢ et ce qu’on montre alors, c’est que le coiit est s.c.i.). Notre démonstration permet
d’ailleurs d’obtenir
Aoz(p) = liminf Aor(4),
vec’[0,T)

forme affaiblie de semi-continuité en ¢ puisqu’on se restreint dans la limite a des
suites d’éléments de C/[0, T).

Considérons une suite (x) dans C’[0,T] convergeant uniformément vers ¢, avec
. . 6,h __ .
(a,hl)lg(lo,o) kll.l_'l_’loo Ag'r(¥x) = I. On veut montrer:
Aor(p) <1 (2.69)

et il suffit de considérer le cas I < +o0.

Il existe une partition finie 0 =ty < t; < ... < t, = T telle que ¢(]¢;, tj4+1]) soit inclus
dans P', avec i; = 0,1 ou 2; quand 7; vaut 0, ¢ est C! par morceaux sur [t;,t;41]-
Comme dans la démonstration de la proposition 2.2.8 (i), on peut extraire une

Cend . . 6,h _ . e s
sous-suite (i) telle que (a,hl)]—I.I%o,o) kl{inoo Ag7(%x) = I et dont les dérivées convergent

sur chaque intervalle [t;,%;41] vers ¢, pour la topologie faible de L?([t;,%;41]).

Soit t dans [0, T'].

1. Considérons le cas ol ¢(t) appartient & P*, pour un i égal & 1 ou 2. Alors, il
existe € > 0 et V; un voisinage de ¢ tel que (V) soit inclus dans (P*)~°. Pour
k assez grand, do (¢, %) est inférieur & £ donc ¥x(V;) est inclus dans (P*)~5.
Alors, pour A < £, 6 > 0 et s dans V;, on a:

Xon(Vr(8), ¥i(s)) = "Ly, a) (i (s))-

Soit V un voisinage fermé de Conv{S; ; y € B(¢(t),h)} (notation 1.4.7).
Pour h petit et k grand, Ag:’}(¢k) est fini, donc, presque sirement en s dans
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Vi, le vecteur ¥, (s) appartient a C’onv{S'; ; ¥y € B(¥r(s),h)}. Alors, d’apres

la continuité de z — S:, V contient 4(s) pour k zssez grand et presque tout
Yr(s2)—vYi (1
S$2—3

pour k grand et presque tout s; # s; dans V//. On en déduit que, pour de tels
S1, 89, &22l=e(n1) 5nhartient & V et donc p'(t)a V.

S2—3

s dans V/, un voisinage de t inclus dans V;. Donc appartient a V

On a montré que pour h petit, presque sirement en t de [0, T'], ’(¢) appartient
a Conv{S; ; y € B(p(t),h)}. En faisant tendre h vers 0, on obtient:

@'(t) € Siy- (2.70)

2. Considérons le cas ou ¢(t) appartient & P°. Pour z € IR?, on note .A%" ’en-
semble :

O Conv{S;,y € B(z,h)} |

(C’on‘u{,.S":,1 N{x(-) > —9_},532 N{x(-) <6} ; v1,y2 € B(x, h)} N{lr()] < 0})

Pour 6 et h petits et k grand, Ag:'}(z,bk) est fini, alors pour presque tout s de
[0,T], ¥5(s) appartient & .Afl,'f(_,). Considérons V un voisinage fermé de .Az,jf(,) ;
comme dans le cas 1, V contient ¥;(s) pour k assez grand et presque tout
s dans un voisinage de t, et donc ¢’(t). On en déduit que ¢'(t) appartient &
N Ai'(ht), ce qui se réduit, puisque 7 (¢’(¢)) vaut 0, & la condition:

8,h

©'(t) € Conv{S ) N {x(-) = 0}, 8,y N {=(-) <0}} (2.71)

On accroit les supports S; par convolution des probabilités u, avec les mesures v™
comme dans la démonstration du lemme 1.3.5. On a de nouveau, pour tout n et
tout z, S! inclus dans (Si™)~%, avec § > 0 fixé, pour tout z, 3, Li*(B8) < Li(B) et:

lim_Li"(B) = Li(B)- (2.72)

n—<+oo

On indique toujours par un exposant n les notations correspondant au champ de
ny. n n n
mesures (pz * v™): L7, A", AZ,,....

Montrons que pour tout z,/, on a:
Jim_ 12(8) = L.(6). (2.73)

Il suffit de montrer L, (8) < li}'*_noo LZ(B) et cela dans le cas ou le membre de droite

est fini. Pour n assez grand, L*(B) s'écrit alors 32, pi Li™(BL) avec Bi dans le
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compact Si™ et les conditions habituelles sur (p, 8:), en particulier 8 = Y7, pn,B‘
Soit (p*, B°) une valeur d’adhérence de la suite (o}, 8%). Ona B = L, p'B* et (o', B°)
vérifie les conditions permettant d’écrire:

2
L(B) <Y A LL(BY).

i=1
Si on note L, la transformée de Cramer d’une probabilité u sur IRY, on sait que
Papplication (g,8) — L,(B) est s.ci. sur E x IR? ou E désigne l’ensemble des
probabilités sur IR? vérifiant (H2), muni de la topologie de la convergence faible.
Puisque g, * v™ (normalisée correctement pour avoir une probabilité; le coefficient
de normalisation tend vers 1), converge faiblement vers p; quand n tend vers +co,
on a:

L(f) < lim L:"*(B)-

n—+4o0o

On en déduit :
L:(f) < lim ZPnL'"(ﬂ')

s-.l

et donc (2.73).

Supposons maintenant qu’on ait montré, pour chaque n:

./(; A(p(t),9'(t))dt < lim liminf /OT Ao (Yi(t), ¥r(t))dt (2.74)

(8,h)—(0,0) k—+co

Alors on a:

Aor(p) < liminf A“(cp(t) '(t))dt

n—<4-o0o0
= hl)—'(OO) = mf/ Aoalbr(D) WD)t = , lim, o\ iminf Aciz () =1,

(2.69) est donc démontré.

(pour la premiére inégalité, on utilise le lemme de Fatou sachant que, d’apres (2.72)
et (2.73), A(e(:),#’(+)) est la limite simple de A" (¢(-), ¢'(:)) quand n tend vers +oo,
et pour la deuxiéme, (2.74)).

Dans toute la suite, n est fixé. Pour alléger l’écriture, nous choisissons de le sous-
entendre dans les notations (coits et Si™) et de signaler par un | en ezposant les
moments ou nous utilisons le cout initial (sans convolution avec v™). Retenons que
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si L. ¥(v) est fini, alors v appartient a (S.)~% (on l’utilisera pour v = (1)) et que,
d’aprés (2.70) et (2.71), si p(t) € P*, alors ©'(t) appartient a (S, ) )78 et sip(t) €
P°, alors ¢'(t) appartient & Conv{(S}))~° N {x(-) = 0}, (S%))~ 3 ﬂ {m(-) <£0}}.

Montrons (2.74) :

Soit [a, b] un des intervalles [t;,¢;4+1]. Nous allons montrer:

T
n [ /
Lo, e < | Jim timint [CALG0, 9L (279)
1. Considérons [a, b] tel que ¢(]a, b[) soit inclus dans P?, avec i = 1 ou 2.

Alors Al (o) est fini. La mesure de Lebesgue de {t € [a,b] | ©(t) € (P°)"}

tend vers 0 quand A tend vers 0. On en déduit que / tefat] ‘p(t)(cp (¢))dt tend

w(t)e(PO)H
vers 0 quand h tend vers 0 (dés qu’une fonction positive f est intégrable, si

on a des parties A, telles que m(A,) tend vers 0 quand n tend vers 0, alors
J4, f dm tend vers 0 quand n tend vers 0).

Sur un tel intervalle [a, b], on peut donc trouver ¢ tel que le colt en dehors de
[a + t, b — t] soit arbitrairement petit. On pose Z = [a + t, b — t]. Considérons
h tel que (Z) soit inclus dans (P*)~2*. Pour k assez grand, ¥x(Z) est inclus
dans (P*)~*, alors on a:

Ladhn®), wi@)dt = [T (i)t

Pour obtenir (2.75), il suffit donc de montrer:

i ' Vi T i ‘
L L@ ®)at < Limliminf [ AT @@t (276)

Soit € > 0. L’application L.(-) est uniformément continue sur U ey X (S5) 7% et
z +— S! est continue donc il existe &’ tel que, si z,y appartiennent AU, |z—y| <
&’ implique (S})~% C (S‘)"f et, pour tout v de (S})~%, |Li(v) — L; (v)] < e.

On prend kA inférieur a — et k assez grand pour avoir d, (@, ¥r) < —- . Alors,
pour t dans T et y dans B(¢k(t), k), |y — @(t)| est inférieur a &, donc pour
tout v de (S;)~°%, |L}(v) — l'(t)(v)l est inférieur a €. Presque siirement en t,

T gy ($4(2)) Sécrit T, pi L 1(B]) avec T, p}By = wi(t) et B} dans (S])~°.
La quantité L} *(B.) + € est minorée par L; (ﬁ‘) + € donc par L‘P(t)(ﬂ ). En

utilisant la convexité de L‘p(t), on en déduit *L7 ,J,k(t)(z,bk(t)) +e> L:P(t)(;bk(t))
pour presque tout ¢ de 7.
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Pour obtenir (2.76), il suffit donc de montrer:

L Lol @)at < Limint [ L (wi(t)dt. (2.77)
Or, la convexité des transformées de Cramer L. permet d’écrire, pour tout t
de [0,T] et tout v de (S¥ (t))—%;

Lio(0) 2 o) + { 2222 00,0 — 1)),
On a donc, puisque ¥ (t) appartient a Conv{(S;)"s; y € B(p(t),8)}, qui est
inclus dans (.5'31,)"% :

7 aLiP(t) ’ ’ ’
[ L@@ > [ Lige @i+ [ ( Z2200), i) — ¢'(@) ).

On conclut en utilisant la convergence dans L?*(Z) de (3}) vers ¢’. On a bien
(2.77) et donc (2.75).

Considérons [a, b] tel que ¢(]a, b[) soit inclus dans P°.
Soit € > 0. On découpe [a, b] en intervalles [a;, aj4+1] de fagon & ramener le coiit
des 1 & un coiit calculé au point ¢(a;):

on reprend &' tel que si z,y appartiennent & U, |z — y| < &’ implique (S;)~% C
(5i)~% et, pour tout v de (Si)~%, |Li(v) — L (v)] <e. On choisit les intervalles
[a;, a;41] assez petits pour avoir |¢(t) — ¢(a;)| < & pour ¢ dans [aj, a;j4+1]). On
prend ensuite k assez grand pour a.voir d‘1 s, ) < £. Alors, pour t dans

3"

laj, @41, |¥k(t) — ¢(a;)| est inférieur & 2. En imposant A inférieur a £, pour
y dans B(¥x(t), k) avec t € [aj,a;4+1], |y — ¢(a;)| est inférieur a &', on a donc
|Li(v) — ‘P(aj)(v)l < € pour tout v de (S;)~°.

Presque stirement en ¢, "L’ ,,,k(,)(z/)k(t)) s’écrit 3, pi L u(,By) avec 3, P By =
¥i(t) et B, dans (S‘)“‘ La quantité L} ¥(8}) + € est minorée par L¢(a (B)-
En utilisant la convexité de L‘p(a ), on en déduit que pour presque tout ¢ de

[aha.?'l‘l]? on a:

ML ¢k(t)(¢k(t)) +& > Lo, (¥i(2))-

R - i A7 ! i F7 ! i

De méme, L} "(vr(2), ¥i(t)) s’écrit E oL w(Bi) et PLi, o (Bi) + € est
- 3 i‘:l

supérieur a L:p(aj)(,@t‘), donc, pour presque tout ¢ de [a;,a;41], on a:

Ly (e (1), $i(0)) + & 2 L§(o(as), %i(2)).
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On peut alors minorer, presque sirement en t, Ag?h(d)k(t),’l,[);c(t)) + € par:

([ L5((as), $i(t)) sipu(t) € (PO)* et |m(i(2))] < 6,

Pe(t) € (P)~"
L;(aj)(d);‘(t)) pour z = 1 ou 2 si ou
Pe(t) € (PO NP et [r(9i(t)) > 0

V.

( Loy (¥i(t)) sipi(t) € PO et |m(i(t))] > 6
(2.78)

Remarque: le fait de se ramener a des coiits en un méme point ¢(a;) au lieu
de ¢(t) comme dans le premier cas d’intervalle [a, b] va permettre d’utiliser la
convexité de I’application 8 — gj, (¢(a;), B) dans (2.80); on remarquera que
I’écriture de (2.80) revient a exprimer que pour des champs de probabilités
constants, le coilit entre deux points pour une durée donnée est minimal pour
le chemin affine reliant les deux points en un temps T'.

Pour montrer (2.75), considérons une suite (0, hx) convergeant vers (0,0) et
montrons qu’on a alors:

Aap(p) < lim inf AZP Y (). (2.79)
On prend k assez grand pour avoir d, (¢, ¥x) et Ay inférieurs a %’. Alors la

minoration (2.78) de Aaf’h(gbk(t),tﬁi(t)) + € est vérifiée presque sirement en %.
Pour chaque k, puisque 3 appartient & C/[0,T], on peut découper [a;, a;41]
en sous-intervalles [tf,tf,;] tels que ¥x(Jtf, 15, [) soit inclus dans Pk, avec
ik,z - 0, 1 ou 2.

Pi(aj41)

o(a;) g = 1 g2 =2 ira=0 /-———"
) /Jk(t‘g’;)_—\ (P(aj+1)

Ye(a;) = (1)

Le fait de distinguer les [t},tf,,] va permettre de faire apparaitre des mélanges
de L' et L), ou L? et L), mais jamais des trois colits en méme temps, ce qui
st fondamental puisqu’on ne veut pas faire apparaitre conv(L!, L?).

(a) si ig; = 0; presque stirement en ¢, 7(;(t)) vaut 0.

¢
L’intégrale /k'“[/\af'hk(wk(t),t,b;c(t)) + €]dt est alors minorée, d’apres
4
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(2.78), par
A 13, (o), wh(0)d
donc par
(th1 — t1) Lo, (w(as), Bra),
ou on a posé Py = ¢k(t::;:1)_:?(tf) (convexité de Lg, (v(aj),-)).

(b) si ik = 1, pour : = 1 ou 2, d’apres (2.78), ’\ak,hk(‘/’k(t),"l’i(t» + € est
minoré par gok (¢(a;), Yi(t)), ot gy(z, B) est égal a

min{pLL(8) + (1= p)LY(=,€) | B =o'+ (1= p)E', Im(€)] < 0}

(en effet, les deux expressions L‘,,(‘1 y($i(t)) et Lg(p(as), Pi(t)) de (2.78)
sont possibles, donc on minore par une expression “convexifiée” des deux).
gi(z,-) est convexe puisque L. et LI(z,-) le sont, ainsi que ’ensemble
{B | |7(B)] £ 6}. On en déduit, d’apres I'inégalité de Jensen:

t:‘+1 i Y
[ 6h (ole), ) 2 (thy — by (olas), Bra)y  (2:80)
3
k
ou Pk, est défini comme dans le cas précédent: Bx; = ¢"(t:{~‘)_:ﬁ"(t‘). La

quantité gj (¢(a;), Bes) est finie; grice & la compacité des S: elle

¥(aj)?
s’écrit :

Pi,zL;(a,-)(ﬂf;,z) + (1 = pis) L5, (@), €L r)s
avec By = piBis+ (1 — pir)éiy et [x(€i)| < Ok

On pose, pour k et ! fixés, aj,; = ;—‘_ﬁ:‘;— et, pour 1 = 0,1 ou 2 et k entier,

2
Ty = {l | irg =t} et a;c':zak,l (OnaZa}c=1).
leT i=0

Pour k fixé, on rassemble les Bi; correspondant & i,y = 0: on note By leur
barycentre, pour les poids 24t :
k

0 (2978
Br= > _a B,
ler? —k
Pour z = 1 ou 2, on pose:

i ) i Cl’kIP akl(l P )
Pr= D Pras Br=_ Hﬁkz et &=, kaz

1€7; €T} % Pl 1T} o Pl
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On a, pour z=1ou 2:

> EY'k"l'ﬂkl = piBi + (1 — pi)éi. (2.81)
leTy k

En regroupant tous les sous-intervalles de [a;, a;j4+1], on obtient donc:

Yr(ajy1) — Yr(aj) — z ap By = 280 + Z ) [pLﬁL + (1 - P;c)f;:] . (2.82)

aj+1 — a; k1 i=1

Or, d’apres (a) et (b), on a:

AP () +e(b—a) = z/ [)‘ak ne (P (2), ¥i(2)) +€ldt 2 Z(a,.,.l——a,)Qk,

N

ou
2
= > kg Lo, (0(as), Bra) + 2° > ary ga, (#(as), Bra)-
IGT’? 1=1 [e’]’kl'
Puisque
Dt 96, (0(a5), Bet) = D ikt Py Lipay(Bi)+ D s (1—pi ) LG, ((a;), €k
leTy €T} leTy
que chaque L y est convexe et que Lj (¢(a;),-) est convexe sur ’ensemble

{8 |I=(B)] < 9;;}, on en déduit:

Qi > o218, (¢(as), ﬂk)+zak[ ELE e (BD) + (1 — AL LS, ((as), 60)] - (2:89)

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (ag,.a};zp};,ﬂg? B;:’E;c)
(: = 1 ou 2) converge quand k tend vers +oo. Soit (%, ¢, pt, B°, B, &) sa
limite. Alors, on a, d’aprés (2.82):

. —— . 2 . - - - -

(P(aJ-l-l) QO(GJ) — CYO,BO + Eaz [P‘ﬂ‘ + (1 _ P‘)ft]- (2.84)
Qj+1 — G5 =1

Nous cherchons & minorer, pour %k grand, les termes L“‘,(u )(ﬂk) L3, (¢(aj), BR)

et L), (¢(a;), L) apparaissant dans (2.83). Nous traitons le premier ‘terme dans

(a) et les deux autres dans (b).

(a) Considérons (k,!) tel que ixy = 2, avec i = 1 ou 2. Alors w(akBk)
vaut 0, :tﬁ"_(_?)) ou ’r(a""i(laj‘:;)) donc supe7; |7(ak,1B,)| tend vers 0 quand
J 2

L tend vers +oo. D’apres (2. 81), |7r(pkﬁk + (1 — pi)€L)| est inférieur &
2 supiez; |m(ckBr,)| donce |x(p* B+ (1 — p)¢Y)], limite de cette quantité
k
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(b)

quand k tend vers 4o, vaut 0 dés que o' est non nul.

Or |m(éi)| < 6k implique |7(¢L)| < 6k et donc w(¢') = O (en montrant
cela, on montre plus ou moins qu’un chemin minimisant le coiit locale-
ment suit P°, ce qui tend & prouver que les chemins minimisant le coit
Ao, ne peuvent avoir une infinité d’oscillations autour de PO). On en dé-
duit 7(B8%) = 0 et c’est ce qui va permettre la minoration par le bon cofit
mixte ; en effet cela implique Ly (a;)(8°) < L (B ') et comme L}
s.c.i.,, on a:

) est

w(a; @(a;

Loy (8) < liminf Ly, (By)-

Ce résultat sera utilisé pour minorer QJ 3 partir de (2.83) si o' est non
2 [ . 1 2
nul. On a réussi a minorer avec Ly(q;) et non conv(Ly, y, Lga,)-

Pour traiter les deux autres termes, montrons:

L) (8°) < liminf LG, (¢(a;), B7)
Ly(a;)(€') < lim inf LG, (¢(a;), £k)
7 (B°) et w(£') sont nuls (vu pour le second et d’aprés m(8x,;) = 0 quand

i,y vaut 0 pour le premier). Or, pour tout 8 tel que n(8) = 0, si (Bx)
converge vers 3, on a pour tout z de P°

L.(f) < iminf L3, (=, )

En effet, d’apres (2.7), L3(z, B) est inférieur & l’i‘m_énf Ly, (z, Br) or, d’apres
la remarque 2 page 64, L3(z,-) et L. coincident sur {8]| =(8) = 0}.

On en déduit

hmmf Qi > a°L o(a;)(B°) + Za [p Lo@p(B)+ (1 —p VL p(a;) (€° )]

=1

et les vecteurs 8%, 8 et £ sont tous de premieére coordonnée nulle (si @' # 0
pour le deuxiéme). La convexité de Ly(,;) sur {B| 7(f) = 0} permet alors de
minorer le membre de droite par Lv(aj)(w), d’aprés (2.84). Finale-

ment, on a:

aj+1—6;

hmman""“‘ "(x) + (b — a) > Z(GJH — ;) Ly(a;) (‘P(GJH) ‘P(GJ))

aj+1 — @5
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Pour conclure, on utilise que ¢ est de classe C' par morceaux sur [a, d] (cette

hypotheése sert seulement & cet endroit): quitte & diminuer les intervalles

[aj,a;+1], on peut supposer que ¢’ varie d’au plus % sur chacun de ces in-

tervalles (parmi les a; on prend tous les points de discontinuité de ¢’). Pour

J fixé, il existe ¢ dans [aj, a;41] tel que %ﬂ = ¢’(c). Ce vecteur ap-
partient & B(y’(a;),%), ensemble inclus dans (S:;,(aj))_g', donc, pour t dans
[aj? aj+l]:

L‘P(aj)(So(aJ#l) — So(aj)) > L‘p(t)(‘f’(aj-f-l) — ‘P(a5)> e

aj+1 — @; aj+1 — @;

On a donc:

liminf A% () + 266 — ) 2 35 [ Ly (B 2@ g,
i T

aj+1 — a;

e(ejt1)—(aj)
a;+1—-a5

Posons alors x(t) = pour t dans [aj,a;4+1[. On prend la limite
sur une suite de partitions (a;) dont le pas tend vers 0. Soit x,. la fonction
correspondant a la partition d’indice m. La suite x,, converge presque par-
tout vers ¢’. La fonction L) est s.c.i. donc on a, presque siirement en ¢,
Low(e'(t) < £§i§L¢(,)(xm(t)). De plus, elle est positive donc, d’apres le
lemme de Fatou, on a:

b b
Aas(@) = [ Low(@'®)dt < liminf [ Lo (xm(®))dt.
Or, on a montré, pour tout m,

b
liminf A% H(e) + 26(b— @) 2 [ Lot (xm(®)) .

Donc
lim nf AZS™ (i) + 26(b — @) 2 Aap(e)-

En faisant varier €, on obtient
.. h
liril_gngsz “Uk) > Aap(e).

On a montré (2.79). L’inégalité (2.75) est donc vraie également pour ce type
d’intervalle [a, b].
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Il y a un nombre fini d’intervalles [a, b] & considérer; on a donc bien montré le théo-
réeme 2.4.1.

Ce théoréeme prouve qu’on a amélioré les résultats de [Du88] et [DEW]:

notre majorant —L(G) dans le théoréme 2.2.10 est meilleur que —A(G). En effet,
pour ¢ de classe C? tracée sur P°, —Apr(p) peut étre strictement plus petit que
- foT(conv(L}P(t), pr(t)))(cp’(t)) , majorant obtenu en utilisant les résultats de [Du88]
ou [DEW] (paragraphe 1.4.4). Cette amélioration est claire dans le théoréeme final
2.5.1 ou la fonctionnelle £ n’apparait plus.

2.4.2 Simplification de ’expression du coiit régularisé

Pour ¢ n’appartenant pas 2 C/1[0,T], Lor(p) est calculé comme

i 1 1 ak vh
e dim o liminf A ().
vec’[0,T)

On peut essayer de 1’écrire liin inf Aor(%) mais, en tout cas, on devra garder
—p

yec/[0,T)
I’approximation par des éléments de C/[0,T]: le colit se calcule sur des chemins

suffisamment réguliers au voisinage de P°. On peut simplifier I’écriture de Lo de
la fagon suivante:

Théoréme 2.4.2

Pour tout ¢ de C[0,T), dans l’ezpression du cott

T
_ . . . !
Lox(p) =, lim . liminf fo Ao,n((t), ¥'(2))dt,
Yec’[0,T]

la fonction Mg (notation 2.2.4) peut étre remplacée par vy o, pour x et
dans IR?, on a:

L3(B) si z€(P)™ i=10u2
vor(z,B) =< L%=z,B) si |x(B)| <8 _ e
LZ(ﬂ) si |7(B)]| > 6 } si € PPN(PO)*, i =0,1 ou 2
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Rappelons qu’on a posé:

AL (B) si z€ (P)* i=10u?2
Aon(z,B) =14 Li(z,B) si |x(B)| <6 : i -
VIL(B) s |m(B) > 6 } Siw € PIACPES, =01 ou2

et que LI(z,B) est égal A:

int{3° 5 LL(8)

1=1

2 2
S 6 =1, 368 =B, m(BY) 2 —0 et n(87) < 0.
=1 =1

Démonstration : soit ¢ dans C[0,7]. La fonction Mg, est inférieure & vy p, donc il
suffit de montrer:

lim inf oTua,h(¢(t),¢'(t))dt< lim  liminf /OT/\g,;,(gb(t),gb’(t))dt.

lim <
(6,h)—(0,0) ¥—e (6,h)—(0,0) Y—o
¥€C/[0,T) YeC’[0,T]
Pour cela, on reprend le début de la démonstration du théoréme 2.4.1. Il suffit
de considérer le cas ou Lo 1(¢) est fini et de montrer le résultat en prenant dans le
terme de gauche les coits associés & (g *v™), pour n fixé. Il s’agit de transformer les
hL* en L'™ et on utilise pour cela le raisonnement qui a permis de montrer (2.76). O

Nous ne développons pas davantage ce point puisqu’il suffit de s’intéresser & Lo 7()
pour ¢ dans C/![0,T], comme nous le montrons dans le paragraphe suivant.

2.5 Nouvel énoncé

Le théoreme 2.4.1 permet de donner une autre formulation du résultat de ma-
joration (par rapport au théoréme 2.2.10), celle que nous avons annoncée au début

de ce chapitre. Nous reprenons la démonstration du lemme 2.3.6, en montrant que
I’on peut remplacer £(G) par A(G N C/1[0,T)).

Puisque C/[0, T est dense dans C[0, T], on peut recouvrir G par les B(¢, Z)ou o
varie seulement dans G N C/*[0,T] au lieu de G N C[0,T]. On peut donc remplacer
L(G) par Lor(G N CH*0,T)) (le raisonnement est inchangé) qui est bien égal a
A(G N C’/*[0,T)) puisque Lo et Ao coincident sur C/1[0,T] d’apres le théoreme
2.4.1.

Remarquons d’autre part, qu’on a nécessairement A(GNC/1[0, T]) > L(G). L’énoncé
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suivant améliore donc le théoréme 2.2.10 (il est possible que pour tout fermé G on
ait A(G N CH0,T)) = £(G) auquel cas les deux énoncés sont équivalents).

Enfin, comme A(G N C/1[0,T)) est supérieur & A(G), on obtient également la ma-
joration avec le cotit A. On peut avoir A(G N C/1[0,T]) > A(G), par exemple pour
G = {¢} avec ¢ n’appartenant pas & C/'{0,T] et Aor(¢) fini.

Théoréme 2.5.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de ’hyperplan P°, {(Y)),c v}, associ€ a des champs de probabilités
(1l) et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmaj) et (Hp). On appelle ¢ le chemin
aléatoire continu défini sur [0,T) par: o™ (k1) = Y7 pour 0 < kr <T + 7
et 7 est affine sur [kr;(k + 1)7]. Alors, pour toute partie borélienne G de
C[0,T), tout compact K de IR® et tout € > 0, il existe 7o tel que, T < 7o
implique, P-ps sur {Yy € K} :

7log P(¢jo 1) € GlFo) < —A(GNCH0,T]) + e < —A(G) +¢

Application: d’apres (2.68) et Ag:g = Ao, (Proposition 2.2.6), on a:

Aoz(p) < lim] inf Ao, ()
yecs? [0,T)

on en déduit que pour tout ¢ de C/*[0,T), A(B(p,e) NC/10,T]) tend vers Ao r(p)
quand € tend vers 0, on a donc:

limlim '31f 7 log P(¥j10,1) € B(p,€)|Fo) < —Aox(ep).

e—0 7T—

Le théoréme précédent doit étre précisé en tenant compte du fait que, si G est un
ensemble de chemins & valeurs dans P pour i = 1 ou 2, il n’en est pas nécessairement
de méme pour G. Dans ce cas, tandis que A(G N C[0,T]) et A’(G) coincident, ce
n’est pas toujours le cas de A(G N C/*[0,T]) et A’(G). Or, le résultat de grandes
déviations doit faire intervenir dans ce cas la fonctionnelle A’ et non A(-NC/1[0, T)),
qui risque de prendre en compte un coiit mixte le long des chemins de G qui suivent
PP sur certains intervalles. A(G N C/![0,T)) serait alors plus petit que A*(G).

Pour tenir compte de cette éventualité, il convient de remplacer A(G N C/'*[0, T))
par:

inf{Jor(p) | ¢ € GN C/0,T]}
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ou Jor(p) est égal & Ao r(p) sauf si il existe [t;,t2] tel que o(]t1,12[) soit inclus
dans P° et tel que pour toute suite ¢, dans G convergeant vers ¢, on ait, pour
chaque n, ¢,(]t1,12[) inclus dans P! U P2. Alors, sur [t;,?3], on remplace A4, ,(¢p)
par A}, .. (®) A A? . (¥), et si les pn(Jt1,12[) sont tous inclus dans P, on remplace

Atl-t2((p) pa'r A;.],tg ((P)'

Exemple: supposons 0 < t; < t; < T et appelons G 'ouvert des chemins de C[0,T]
tels que ¢(Jt1,%2[) est inclus dans P'. Alors, on remplace le résultat du théoreme
2.5.1 par:

7log P(¢70,1) € GlFo) < —inf{Aou(p) | ¢ € GNCHY0,T]}

—inf{A,1(p) | ¢ € GNC/0,T]} + €

ol le majorant peut étre strictement inférieur & —A(G N C/*[0,T)) + ¢.

2.6 Cas ou pour tout z, S! est inclus dans 1’en-

semble {8|(—1)'r(8) > 0}

Jusqu’a présent dans ce chapitre, nous avons supposé que I’hypothése Ho(z) était
vérifiée pour tout z de IR?. Nous étudions maintenant le cas ol, pour au moins un
des deux indices ¢ = 1 ou 2, on a: “ pour tout z de IR?, St est inclus dans I’ensemble
des vecteurs strictement rentrants dans P* ”. Nous montrons qu’alors, il n’y a pas
de mélange des champs c’est-a-dire pas d’oscillations du processus entre les deux
demi-espaces (dés que le processus entre dans P?, il y reste). Seuls les coiits L} et
L? interviennent et non le coiit mixte L.

On considére un processus d’apprentissage lent & statistiques discontinues le long de
I’hyperplan P°, {(Y{).cIN}, associé & des champs de probabilités (ul) et (u2) véri-
fiant les hypothéses (Hmaj). Supposons que pour tout =z de IR?, S} soit inclus dans
I’ensemble {B|7(B) < 0}. Alors, pour tout chemin ¢ absolument continu, Ao z(¢)
est égal a

T
/0 (L:a(t)((lol(t))n{v’(t)epl} +L?p(t)(Sol(t))ﬂ{so(t)emum}) dt
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Si le processus a son origine Yy dans P'U P°, presque slirement, sa trajectoire reste
dans P! U P° et le champ pu! gouverne tous les pas. Alors le principe de grandes
déviations (majoration et minoration) est vérifié avec la fonctionnelle de cotit A? (les
chemins de coiit fini ayant leur origine dans P! U P° sont & valeurs dans P! U P?)
quels que soient les supports SZ.

On suppose maintenant que le processus a son origine Yy dans P2. Presque si-
rement, le processus traverse au plus une fois P°.

Notation 2.6.1 On note C77%" l’ensemble des chemins ¢ qui traversent au plus une
fois P°, c’est-a-dire tels que {t € [0,T] | p(t) € P°} contient au plus un élément.

Remarquons que pour les chemins de cet ensemble on n’a pas besoin de définir de
fonction de colit L. pour = dans P°.

Théoréme 2.6.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de l’hyperplan P°, {(Y)),c N}, associ€ a des champs de probabilités (p1;)
et (12) vérifiant les hypothéses (Hmayj) et tels que, pour tout = de IR?, S! soit
inclus dans l’ensemble {B|w(B) < 0}. Alors, pour toute partie borélienne G
de C[0,T], tout compact K et tout € > 0, il eziste 7o tel que 7 < 79 tmplique
les majorations suivantes :

P-ps sur {Yy € (P*UP°)NK}, 7log P(¢jjor) € GlFo) < —AY(G) +e¢

P-ps sur {Yy € P2NK},

7 log P(¢7101) € GlFo) S —A(GNCT™) +e < —A(G) + ¢

Démonstration: on a vu que si le processus a son origine Yy dans P! U P9, le
principe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de colit A!. Soit G
une partie borélienne de C[0,T] et K un compact. Il suffit donc de montrer que P-ps
sur {Yy € P2NK}, on a, pour 7 < 75 convenable:

T log P(‘P;[O,T] (S Gl]'_o) < —A(-G—ﬂ C’Trau) + €

Considérons ¢ dans le compact G N C77%¥, en supposant d’abord que ¢ appartient
a C7mv et que Aor(p) est fini. Alors, pour tout € > 0, il existe o et deux instants
t et t’ tels que le tube d’axe /[0, €t de rayon « soit a valeurs dans P? et le tube
d’axe ¢/q,7] €t rayon « a valeurs dans P?, pour 7 = 1 ou 2, avec, de plus, Asu ()
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inférieur a . En utilisant les résultats concernant un seul champ (théoréme 2.3.7),
on sait qu’il existe 7, tel que, pour 7 < 7, on ait P-ps sur {Yy € P2NK}:

7log P(#j0.1 € B(p, a)|Fo) < 7log P(¥4 € B(¥/0.4 @)|Fo)
+7log P(¢]11y € Blpye11, )Y, € B(e(t), @)
< =A5(p) = Ay r(p) +€ < —BAox(p) + 2¢

([t']- désigne le plus grand multiple de 7 inférieur & ¢’).
Si Ao,r() est infini, on peut trouver « tel qu’on ait, P-ps sur {Yy € P2NK}:

lim inf 7 log P(¢jp0,1) € B(p, @)) < —o0

Considérons maintenant ¢ dans G N C77e¥ n’appartenant pas 2 C7™" et (p,) une
suite d’éléments de G N C77®¥ convergeant vers ¢. Soit [t, ;] I’ensemble des t tels
que ¢(t) appartient a P°. Pour «, assez petit, '’événement {¢/o 1 € B(p, )}
implique que le processus reste dans P? jusqu’a un instant ¢3 arbitrairement proche
de t; (avec t3 < t;). En effet, dés qu’il entre dans P° U P!, le processus quitte
presque siirement le voisinage de la frontiere. Pour n suffisamment grand, B(pn, 32)
est inclus dans B(p, ay,) et ¢,([0,23]) dans P2, ce qui permet de majorer P-ps sur
{Ys € P2N K} 7log P(¥j10,1) € B(w, @p)|Fo) par —Ao1(#n), & € prés. On obtient,
pour T < 7,, P-ps sur {Ygy € P2NK}:

7 log P(¢70,1 € B, @p)|Fo) < — liix}_‘i;lf Aor() + €
¢eGnCT""’

On en déduit (en utilisant [ GNCTe*NCT™ JU[ G N CT™ | € G N CT™) que,
pour tous les chemins ¢ de G N C77e¥ pour «, convenable et 7 < 7,, on a P-ps sur

{Yy € PPnK}:
Tlog P(907[0'ﬂ € B((P, aq,)lfo) S —_ lltr,brl}gf AO,T(¢) + € S __A(_G_n C'Tra.v) +e

1!'66007—""

L’ensemble G N C7me*N{p € C[0,T]| ¢(0) € K et, ps en t, |¢'(t)] < M} est un com-
pact. On le recouvre par une union de boules ouvertes de centre ¢; dans G N C7rav
et de rayon o; = «, choisi comme ci-dessus. On en déduit, puisque (" appartient
4 I’ensemble C7™*¥ (parce qu’on a choisi le champ (gl) sur P°), que pour 7 assez
petit, on a P-ps sur {Yy € PN K}:

T lOg P((p}'[o’T] € Gl.'Fo) S —A(@ N CTT‘W) + €

d’ou le théoreme.
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La quantité —A(G N C77%") est inférieure & —A(G), mais ce dernier terme ne serait
pas un majorant optimal comme nous le constatons dans ’exemple suivant :

Considérons un chemin ¢ tel qu’on ait:

©(0)
ﬁ!x
@(t2) pour les supports B @
w(t1)
Vi
1<t
(2.85)

pour tout t, ¢'(t) = B: avec 7(B:) maximal parmi les 7(8) pour B dans S:‘;(t) et
L%;)(Bt) < +o0. Un processus issu de ¢(0) atteint presque sirement P' U P° a une
date proche de t; (et supérieure a t,) et quitte alors le voisinage de P°. Au voisinage

de ¢ la bonne fonctionnelle de cotit est inf{Ao,7(%) | % a une seule intersection avec P°}.
Elle vaut +oo sur le voisinage de ¢ (c’est-a-dire que A(B(p,€) N C7™%) vaut +oo
pour € assez petit), alors que Ao (¢) est fini et n’intervient pas dans les résultats.

Indiquons maintenant des cas o1, au contraire, A(G N C7™") et A(G) coincident
pour toute partie borélienne G de chemins d’origine dans P?:

1. pour tout =z de IR?, S2 est inclus dans ’ensemble {8|x(8) > 0} :
52 (O
OO s

presque siirement le processus reste dans P2. On a alors un résultat de grandes
déviations avec la fonctionnelle de coiit A? (égale & la fonctionnelle A sur les
chemins d’origine appartenant a P?).

2. pour tout z de IR?, S? est inclus dans {B|7(B) < 0} avec p2({=(-) = 0}) =
0: un chemin de coiit fini ne peut suivre P° et appartient & C77*¥, donc
A(GN CTe) = A(G), pour toute partie G.

s2 (] s
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Remarquons que si on consideére la situation symétrique par rapport a la précédente
(échange des indices i = 1 et i = 2: on suppose que pour tout z de IR?, S? est inclus
dans I’ensemble {B|7(B) > 0}), les résultats ne sont pas tout a fait les symétriques
des précédents. En effet, ¢” n’appartient pas nécessairement & ’ensemble C77°V:
si pour tout z, pl({w(-) = 0}) est strictement positif, certains processus peuvent
suivre la frontiere P°; on se contente alors d’une majoration avec la fonctionnelle
Ao (- N C7[0,T)) sur les boréliens pour Yy dans P! U P°. Pour Yy dans P2, la ma-
joration est obtenue avec A3 r.

Retenons que quand ’hypothése (Hp) n’est plus vérifiée, le comportement du pro-
cessus dépend fortement de la condition initiale et du choix du champ sur P° et que
la symétrie en les indices i = 1 et ¢ = 2 est perdue (cf Remarque 1.4.2).

Dans le paragraphe 4.1.3, nous étudions les cas limites des points z pour les-
quels S} (respectivement S2?) est inclus dans I’ensemble {w(-) > 0} (respectivement
{m(-) < 0}) mais tangent & {=(-) = 0}.
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Chapitre 3

Grandes déviations trajectorielles :
inégalité de minoration

Dans ce chapitre, nous établissons, pour un processus d’apprentissage lent a
statistiques discontinues le long de I’hyperplan P°, {(¥{), N}, associé & des champs
de probabilités (ul) et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin) (cf fin du chapitre 1),
I’inégalité de minoration du principe de grandes déviations (1.3). Précisément, nous
montrons le théoréme suivant : notons C/7[0, T'] I’ensemble des chemins ¢ de C[0, T
tels que

(1) A(',"?r'o(cp) est fini pour un 6 > 0

2) 1l existe une partition finie 0 = t, < t; < ... <t, =T telle que, pour tout j,
' P

©(]t;,t;41]) soit inclus dans P*, avec i; = 0,1 ou 2. De plus, pour z; # 0 et

o(t;) sur P° Si,., et SZ, ) contiennent des vecteurs strictement rentrants

dans P'i.
Théoréeme 3.0.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de I’hyperplan P°, {(Y{)iev}, associ€ a des champs de probabilités (1))
et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et (HLip). On appelle 7 le chemin
aléatoire continu défini par:

@ (kT) = Y7 pour 0 <kt <T+ 1 et " est affine sur [k7;(k+ 1)7].
Alors, pour tout yo de IR® et pour toute partie borélienne G de Cy,[0,T)
(ensemble des chemins ¢ continus sur [0,T] tels que ¢(0) = yo), on a:

—A(G NC¥7[0,T)) < liminf 7log P (wfjo.7) € G)

Dans le paragraphe 3.4.2 on étudie ’existence de 6 réalisant la condition (1) dans la
définition de C/7[0,T)]. La condition (2) est peu contraignante (cf remarques.apres
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le théoréme 3.3.3) pour un chemin qui est déja dans C/[0,T] et a un coit fini.

Nous complétons ce résultat par un second qui permet de prendre en compte la
configuration des supports considérée dans le paragraphe 2.6, pour laquelle le mino-
rant dans le premier résultat vaut —oo. On note C77**+ I’ensemble des chemins ¢
qui traversent au plus une fois P° et tels quesi {t € [0,7] | ¢(t) € P°} est égal & {t},
alors pour i tel que ¢(T') appartient & P*, les ensembles S,y et S2,) contiennent
des vecteurs strictement rentrants dans P".

Théoréme 3.0.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de Uhyperplan P°, {(Y{ ).V}, associ€ a des champs de probabilités (©l)
et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et (H Lip) et tels que, pour tout = de
IR?, S} soit inclus dans l’ensemble {B|m(B) < 0}. Alors, pour tout z de P?
et pour toute partie borélienne G de C,,[0,T], on a:

_A(é nc’]’rau+) < hrTn ionf 'rlog Pyo ((,07[0'7'] € G)

Remarquons que dans ce second résultat, on ne calcule des fonctionnelles de coit
que le long de chemins qui ne suivent jamais la frontiere. C’était déja le cas pour la
majoration. Il n’y a donc pas lieu, sous cette hypothése sur les supports, de définir
une fonction de coiit L, avec z dans P°.

La minoration est, en général, la partie la plus délicate a établir dans un résul-
tat de grandes déviations. Une difficulté notable ici est d’obtenir le colit L. le long
de la frontiére, (1.12), qui fait intervenir les contraintes n(8') > 0 et 7(8%) < 0, et
non simplement conv(LLl, L2) (1.13). Cette difficulté a été résolue par P. Dupuis et
R.S. Ellis dans [DE], pour 1’étude des vitesses moyennes, mais seulement dans le cas
particulier de champs de probabilités constants et avec une origine sur la frontiére.
Dans le paragraphe 3.1.2, nous étendons leur démonstration au cas ou les champs de
probabilités sont variables et ol Y n’est pas nécessairement dans P°, ce qui nous
conduit au résultat concernant les vitesses moyennes (théoréme 3.1.8 page 139).

Nous en déduisons une minoration de la probabilité que (" appartienne a un tube
d’axe un chemin suffisamment régulier ; on approxime ensuite “la plupart” des che-
mins par de tels axes, ce qui conduit a la minoration pour des tubes d’axes plus
généraux. On passe alors a des parties boréliennes quelconques.
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Nous traitons a part le cas ou les champs de probabilités sont constants. L’utilisa-
tion de la fonctionnelle de cofit A(é’ NC/[0,T]) au lieu de A(é NC’[0,T]) dans
I’inégalité de minoration des grandes déviations résulte en effet d’une difficulté qui
disparait dans ce cas.

Enfin dans une derniére partie, nous abordons, comme pour la majoration, le cas o,
pour au moins un des deux indices 7, comme dans le paragraphe 2.6, Si est inclus
dans ’ensemble des vecteurs strictement rentrants dans P°, pour tout = de IR? et
montrons le deuxiéme théoréme énoncé ci-dessus.

Dans tout le chapitre, on se donne un processus d’apprentissage lent & statistiques
discontinues le long de I'hyperplan P°, {(Yy),cIN}, associé & des champs de proba-
bilités (ul) et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmin). On suppose que ce processus
a sa valeur initiale dans un compact K et est & valeurs, pour nTt < T, dans un
compact U, qui contient également tous les chemins issus de K et de coit Ao ()
fini. Les vecteurs des Si, z € U sont alors de norme inférieure & un réel M (cf (1.16)).

3.1 Résultats sur les vitesses moyennes

3.1.1 Introduction

Dans cette partie, on minore, pour une valeur initiale Y™ proche de P°, la proba-
bilité que la moyenne %,9: soit proche d’un vecteur donné, paralléle & P° (théoréme
3.1.8) et la probabilité que Y7 soit dans un demi-espace P fixé (paragraphe 3.1.5).
Au passage, on retrouve (lemme 3.1.7) le cas ou tous les pas sont gouvernés par le
méme champ de probabilités, qui sera utilisé pour Yy éloigné de P°.

Pour le premier résultat, comme pour la majoration, on décompose la moyenne
T_Y." . ’ : M

l’% en plusieurs termes: les pas effectués avant de franchir P°, puis ceux effec-

tués de part et d’autre de P°.

On appelle o” 'instant de premiére traversée de P° et on commence par établir
un lemme (lemme 3.1.2) qui s’applique P-ps sur {|7(Yy)| < 7M} et qui sera utilisé
pour étudier (Y )s>o~ ; TM est la longueur maximale d’un pas fait dans I ; on s’in-
téresse donc au processus a partir d’un instant ou il est susceptible de traverser P°.
Cette contrainte |7 (Yy)| < 7M permet d’obtenir le lemme de stabilité 3.1.4 sur la
chaine (27 (Y))k<n.



124 Chapitre 3

On en déduit le théoréme 3.1.8 qui s’applique P-ps sur {|r(Yy)| < nTa}, en utilisant
le lemme 3.1.2 pour traiter (Y )k>o~ et le lemme 3.1.7 pour les o” premiers pas de
(YY), qui obéissent & un méme champ de probabilités.

On prend « petit ; alors, P-ps sur {|n(Yy)| < nTta}, ¢” est petit avec une probabi-
lité en e~"!, ou I est petit; le résultat obtenu convient pour obtenir la minoration
concernant des tubes d’axe régulier dans le paragraphe 3.2.

Dans les lemmes 3.1.2, 3.1.7 et 3.1.9, et dans le théoréme 3.1.8, on se ramene a
des probabilités presque constantes en supposant Yy dans B(zo,€1) avec €; petit et
en prenant n7 suffisamment petit pour que les probabilités gouvernant n pas suc-
cessifs varient tres peu.

Notation 3.1.1 Pour zo dans P° et 6 > 0, on note &(zo,80) !’ensemble des
(P17P2’1317 132) tels que

2 2 L
(—1)'7(B) <0, B € (Si,)™™, p'20, > p'=1 et W(}: p‘ﬁ‘) = 0.

1=1 =1

Remarquons que ’hypothése Hy(zo) est vérifiée si et seulement si il existe 6o > 0
tel que E(zo, o) soit non vide, et que dans ce cas, £(zo, d0), I’adhérence de E(zo, bo),
est I’ensemble des (p!, p?, B, #?) vérifiant les conditions de la notation 3.1.1, sauf la
premiére, changée en 1’inégalité large (—1)'w(8°) < 0.

3.1.2 Minoration de la probabilité de suivre un vecteur pa-

ralléle & P? pour des points de départ Yy trés proches
de P?

On remarquera que pour que -}—,L;—Y“T— soit proche de 3%, p'B' parallele & P°,
quand w(B!) > 0 et 7(8?%) < 0, avec, pour chaque 7, la moyenne des pas de type ¢
égale & B°, le nombre de passages de P° par le processus doit tendre vers +oco quand
n tend vers +o0o. En effet, si N; est le nombre de pas de type 7 qui traversent P?,
pour 7(Yy) = 0 et par exemple 7(Y,7) > 0, Ny7M doit étre supérieur & nrw(5?).
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Lemme 3.1.2

Soit €,60 > 0. Il existe €,, K tels que, pour tout €2 > 0, pour tout zo dans
P°NK tel que E(zo,60) soit non vide et tout (p, p%, B, B?) dans E(zo, b0),
on peut trouver N tel que n > N implique, quels que sotent 7 tel que nT < K
et yo dans B(zo,&1) N{|7(-)| < M} :

e B(Xpf.e) ) 2 =3 P LL(B) —c.

1=1 i=1

YT —-Yy
% log P, (-L———O—

Démonstration : nous montrons tout d’abord comment on passe du résultat avec
E(zo, b0) au résultat avec &(xo,60). Aprés avoir rappelé les résultats obtenus par
[DE] pour des champs constants, nous exposons ensuite les grandes lignes de leur
extension au cas présent: champs non constants, Yy pas nécessairement sur P°.

1. Montrons comment on passe du résultat avec £(zq, §o) au résultat avec £(zo, o) :
il suffit de montrer que, pour tout € > 0 et tout (p!, p?, B!, B?) dans E(zo, o), il
existe (p', p%, B, B?) dans E(zo, bp) tel que:
2

2 -~ . 2 - - - . -~ . 2 . . .
SAF - <e et L FLL(E) S L ALL(B) +e.
=1

1=1 =1 i=1

Pour chaque i, on considére ' appartenant & (S%,)7% tel que w(b') = —w(4?) > 0
(possible puisque £(zo,8p) est non vide). On distingue alors trois cas:

1. si, pour chaque 7, (—1)'w(8%) < 0, alors (p!, p2, B*, B?) est déja dans &(zo, bo)-

2. sim(B)=7(B?)=0et p! =0o0u l:

si par exemple p! vaut 0, on pose Bl = bl et B2 = Ob2 + (1 — 8)B?% et on
prend 5! et 52 tels que p' + p2 = 1 et #(2, 5°8") = 0. Quand on fait tendre
6 vers 0, 2, p'f' et T2, ﬁiLio (B%) sont arbitrairement proches respective-

ment de Y2, p'f' et T2, p‘Li.o (B%), en particulier parce que, pour chaque 1,
B* appartient & (Si )~%.

3. si m(B) = w(B?) =0 et p! €]0,1]:
on pose B = 0p* b + (1 — 0p°>*)B; alors, (—1)'7(B°) est strictement né-

gatif et m(1% p‘ﬁ‘) vaut 0. La modification est arbitrairement petite et on
conclut comme dans le cas précédent.
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2. Rappels des résultats de [DE] : pour des champs de probabilités constants,
minoration de la probabilité que la moyenne de n pas consécutifs soit
proche d’un vecteur donné paralléle a P°

Rappelons 1’étape essentielle conduisant au résultat de minoration établi par Dupuis
et Ellis dans [DE] et redonné dans le paragraphe 1.4.2:

les deux champs de probabilités (xl) et (42) sont supposés constants (égaux res-
pectivement & u! et p?). Soit z un point de P°; on considére la chaine (S) définie
de la fagon suivante:

So T
{ Skr1 = Sk + Ls,eprupy X} + Is,epry X3

(3.1)

Alors, pour tous (p!, p?, B, 8%) tels que 0 < p! < 1, p'+p? =1, n(B') <0, n(B?) >
0 et w(p'B* + p?B?) =0, et pour tout € > 0, on a:

— PLNBY) — LB <Sliminf —log P(22 € B8 + p?B%¢))  (3.2)
Ce résultat est établi de la fagon suivante:

g On considére (p!, B, p?, B?) comme ci-dessus. On pose:

pour k > 1, A} = {Sr € PUP°} et A7 = {S; € P?},

. lﬂ—l . 1 n—1 .
y — | R . | S . 1
et, pourz=10u 2, r, = - kEOHA;‘ et w} = — kEOIIA;‘Xk.
= n =

Pour chaque i, on prend «; tel que L'(8) = (i, ') — H(a;) (on 2 o; =
VLi(BY)). Si P, est la probabilité induite par la distribution marginale des
(X _;:)J-S,, par rapport a P, on fait un changement de probabilité tel que la nou-
velle probabilité donne un poids maximal & 1’événement “avoir la vitesse §°

dans P’ ”, c’est-a-dire qu’on prend:
dP, G i i
P =LY [(an Xi(w) - Hia)]
dP"' ij=1i=1

Les deux éléments fondamentaux qui permettent alors de conclure sont les
convergences en probabilité, sous P, extension de Kolmogorov de (B,), de i
et 1';;(1.05t — ,B‘) respectivement vers p" et vers 0, quand n tend vers +oo. D
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Nous allons utiliser une démarche analogue dans notre cas, qui est plus complexe
techniquement. On notera qu’un élément important de ce raisonnement est le fait
que les conditions (—1)'r(B') < 0 impliquent une stabilité de la premiére coordonnée

du processus sous la condition qu’il ait la vitesse B quand il est dans P’ (lemme
3.1.4).

3. Grandes lignes de I’extension au cas des champs non constants; dé-
monstration du lemme 3.1.2 pour (p!, 8%, p?, f?) variant dans £(zo, &)

Revenons au cas général de champs de probabilités non constants. On considére
la chaine (3Y{)i: elle a des accroissements en X} comme la chaine (Sx) considé-
rée dans (3.1); on va alors lui appliquer une généralisation de (3.2): cette fois, les
champs sont non constants et I’origine de la marche aléatoire n’est plus tout a fait
sur P° mais reste & une distance bornée de P° (on cherche un résultat vrai P-ps sur

{12 (Y9)I < M}).

Cette généralisation doit étre uniforme en 7. En effet, quand on fait tendre n vers
+o0 en gardant nT < K, 7 tend vers 0. Or, contrairement au cas des champs de pro-
babilités constants, la loi des accroissements varie avec 7. Les résultats doivent donc
s’appliquer a toutes les chaines correspondant aux différentes valeurs du parametre 7.

Pour conserver, dans le cas de champs de probabilités non constants, les conver-
gences établies dans [DE], on utilise, pour 7 = 1 ou 2, les propriétés (i) et (:2):

(2) (z,B) — VLiL(B) est continue sur Yz x S:
2 pri

. 0’°H .
(7) pour tout @ de R? et tout 1 < k < d, z 8202 (a) est continue
k

[+

Soit 8o,& > 0. D’aprés (H3) et (z), et puisque Li(-) est continue sur Jzx Si, il
existe £1(do, €) tel que pour tout z dans K, on ait, pour : =1 ou 2:

(Si)~% c (Si)~#

|z — y| < 261 = { (3.3)

|LZ(B) — Ly(B)| < e

1 \—&o
VB & (527 IVIL(B) — VLL(B)| < e

On consideére zo dans P° N K tel que E(zo, &) soit non vide. On suppose KM < ¢,
et nT < K et on pose Qp = {Yy € B(zo,€1)} N{|7(Yy)| < 7M}. Alors on a:
v

P-ps sur {p, pour tout 7 < n, Y] appartient a B(zo, 2¢,). (3.4)
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Dans toute la suite de ce paragraphe, nous reprenons les principes de la démonstra-
tion de [DE], en les adaptant a notre cas:

— les champs ne sont plus constants

— le point initial est dans un voisinage de P° et non plus sur P°.

On considére (p!,p?, 81, 8%) dans E(zo,80). On utilise une suite de changements
de probabilité, associés & B! et 52, obtenus de la facon suivante:

pour i = 1 ou 2 et z tel que B* appartienne & Si, on pose i = VLL(B'). Alors
on a Li(B) = (ci,B) — Hi(al). D’apres (3.3), (3.4) et B € ( ,_o)'5°, P-ps sur Q,
pour tout j < n — 1, B* appartient a (S;.’jr)_%g- ; alors le vecteur a';,jf est bien défini
et d’apres la propriété (z), il reste dans un compact.

Les variables X;: sont définies sur un espace de probabilité (2, F, P). On appelle P/ la
probabilité sur (£2, F) induite par la distribution des {X}(¥]);5 = 0,...,n — 1,1 = 1,2}
par rapport & P. Pour chaque (7,n), on définit une nouvelle probabilité Q7 sur
de dérivée de Radon-Nikodym par rapport a P égale a:

@) = e T 3 (ki X @) - Broalw)] ()

3=0 1=1
n—-1 2
(exp > Z[ ayf,X‘(Y’)) - Hyr(ayr)]) est une martingale de moyenne 1, donc
7j=0 i=1 n

Q7 est une probabilité. De plus, pour j < n—1, Q7(Xi(Y]") € dz|Y] = y) est égal &
exp[(a},z) — Hj(cl)]pi(dz). En particulier, X}(Y]") a pour moyenne §° par rapport
207

On appelle Q7 la probabilité sur (§2, ) extension de Kolmogorov de la suite (Q;)nelN
(existe, puisque les hypothéses du théoréme d’extension sont vérifiées).

On pose, pour j > 0, A} = {Y] € PUP°} et A? = {Y7 € P?}. Remarquons
que ces événements dépendent de 7 dés que Yy n’appartient pas & P°. Enfin, on
pose:

. 1 n—-1
T':z’.r = - Z IIA-

. i-o n—1 (3‘6)
wi, = —— 3 L XiY)

n,7 3=0
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On va montrer qu’on a, comme dans le cas des champs constants, les deux conver-
gences en probabilité, par rapport & Q7 : P-ps sur ), pour i = 1 ou 2

i i iy n—too
{ Tn,T(wn,T‘ - :B ) — 0 (3 7)
: n—+4oo N :
rn,f E— P

Précisément, pour tout € > 0 et tout yo dans B(zo, 1) N{|7(-)] < 7M}, nous mon-
trons que, pour chaque i, Q7 (|} . (wh . — BY)| =€) et Q7 (|rh, . — p'| > €) tendent
vers 0 quand n tend vers +o00, et cela uniformément en 7 tel que nT < K et en la
condition initiale yq.

Pour établir la premiére convergence, on utilise, pour j < n:

E?” (IIA;:X}(Y;)

Fj ) = IIA;'-:Bi-

On appelle 7% I’application qui associe 2 un vecteur sa k° coordonnée et on pose
Wi = Ty (X;(Y]) — B'); c’est une variable aléatoire Fjii-mesurable. Soit yo dans

IR¢, on a IEZ"(W}) = 0 et donc:

d n—-1
B (I, (wh, - B)F) = SES{ T WHF+2 3 A whewh)),
k=1 j=0 0<j<m<n—-1

avec, pour j < m, B (rH(WmH(Wi)) = B (x*(WHE? (+H(Wi)|Fm) ) = 0.
D’autre part, on a:
g (i) < B (B ([ - 6] | 7))
et, d’aprés f' = VH:(cl):
o°Hi

SraaeE ey (@) = [ 7= BTy — BT (dy)

= B (x+(Xi(¥7) - B)7¥ (Xi(7) - B | Yy == )
D’aprés (3.4), pour yo dans B(zo,€;), on peut donc majorer IESOT([W"(W/;)P) par
0*H: -
M= su — (.
. 363(25251) 6271"‘(&) ( )

Cette quantité est finie d’aprés les propriétés (z) et (27): %(VL;(E')) est conti-

. . . .. 6
nue en z sur B(zo,2¢;), puisque, pour z dans cette boule, ' appartient & (Si)~7
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(cf (3.3)). On obtient:

d
n*BY (Iri,(wh, — B)) <n Y M,
k=1
et on en déduit d’apres 'inégalité de Tchebichev que, pour tout €3 > 0,
7 (Irh - (w}, . — B*)| = €3) tend vers 0 quand n tend vers +o0, uniformément en 7,
pour nt < K, et en la condition initiale, pour yo dans B(:ro,el), ce qui prouve la

premlere convergence.

Pour établir la deuxiéme convergence, on associe & la chaine de Markov (Y, )« son
générateur infinitésimal L7 :

pour T fixé, ( Y7) k<n est, sous QT une chaine de Markov de probabilité de transition
7 telle que #(z,z + dy) = TL, Tpu(z)elors¥)-Hiz(ars) yi (dy), ot Pt = P1|J PO et
P2 = P2, on pose, pour toute fonctlon continue bornée f : R? — IR:

£71(@) = 3 Tpu(e) [[f(a +3) = f(&)] ettt ui (@), (38)

i=1
Al LT = IE?” 1 Y’ Lyr
ors, on a f ) = f-1-_-j —f;j_l 1l
Remarque: quand les champs sont constants, si f(z) ne dépend que de = (z), alors
L™ f(z) dépend seulement de 7(z). Cela n’est plus vrai pour les champs de probabi-
lités non constants considérés ici.

Pour 7 donné, on définit une mesure d’occupation en posant :
1 n
T —_— T —_— .
rn(dz) - rn(w’ dx) - ; E J%Yj’;;(“’) ’
=1

pour w fixé, r7 est une probabilité sur IR.

Lemme 3.1.3

Pour toute fonction continue bornée f de IR® dans IR et pour tout yo de
Ir?, /,C’f(:z:)r;(d:r.) tend vers 0 quand n tend vers +oo, en probabilité par

rapport a Q7 , et cela uniformément en 7 et en yo.
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Démonstration : on utilise celle du lemme 6.14 de [DE]: on veut montrer que, pour
tout € > 0, Q7 (| J L™ f(z)r5(dz)| > €) tend vers 0 quand n tend vers +oo, unifor-
mément en 7 et en yo. Or, [ L7 f(z)rL(dz) est égal & L =7, L7 f(2Y],); pour tout
7, on majore donc

0 () -1 () - B (b))

i=1

4
par :,?”fllZo‘ 0

On pose
1 n
rra(dz1) = =3 81,y y(dz1)
niz TN
Pour w fixé, r]; est une probabilité sur R et on a r}, = r] ,(IR7) (ou r}  est la

variable aléatoire définie en (3.6)).

Les contraintes 7(8') > 0 et 7(8%) < 0 garantissent, pour le processus {(¥y), N}
sous la probabilité Q7 , avec yo dans B(zo,€1) N{|7(-)| < 7M},lerésultat de stabilité
suivant sur la chaine (27 (Y)))x<n:

Lemme 3.1.4

Pour tout A de [0,1], il existe Ky, compact de IR tel que, quels que soient
T >0, n € IN et yo dans B(zo,e1) N{|7(-)| £ TM}, on ait:

(a2 1-2) > 12

Démonstration : (analogue de [DE] lemme 6.15)

1. Grice & w(8') > 0 et 7(B?) < 0, le générateur L7 vérifie, pour V(z) = |r(z)|:
3C, Ao > 0 tels que V7, |7 (z)| > Ao = L7V (z) < -C (3.9)

En effet, considérons z dans IR? et posons z; = m(z). Si z; est négatif, d’aprés (3.8),
on a:

LV(2) = [ olln(a + )] = In(z) )eletnHaletd) 1 (dy)

Notation 3.1.5 On note vi(dy;:) la mesure sur IR obtenue en intégrant
elozv)-Hz(ez) yi (dy) sur les d — 1 derniéres coordonnées de y.
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On a, toujours avec z; = n(z) négatif,
LV(@) = (2 + vl + 1) i)

= [olzr = @1+ 9] vha(dn) + [l +9) + loa + ) vh(dw)

La premiére intégrale de cette somme vaut —7(VH:(al)) = —n(B?), la seconde est
X < x(B}
égale a ff::’ 2(z1 + y1) vi.(dy1), quantité qui est inférieure a —Lg—-)- pour |z;| assez

grand. Donc L7V (z) est inférieur a —ﬂf—ll. On montre de méme que, pour z, positif
assez grand, L7V (z) est majoré par ﬂf—zl, d’ot (3.9) avec C = ﬂi‘—mél-’m, constante
indépendante de 7 (elle peut également étre indépendante des m(4°) si on se limite
aux B tels que (—1)'r(B*) < —0, cf remarque aprés ’énoncé du théoréme 3.1.8).

2. La condition (3.9) permet de prouver, grice a une extension d’un résultat clas-
sique (par exemple [Ku] p.146), que pour tout A de [0,1], il existe Xy compact de
IR tel que, pour tout yo de B(zo,€1) N{|7(-)] £ TM}, on ait:

. 1
inf Q7 (;W(Y;_I) € Ky ) >1—2A (3.10)
k)

c’est-a-dire que le processus (3w(Y[)); est tendu, uniformément en 7.

0 La démonstration de Kushner concerne un unique processus de diffusion X. Nous
allons la généraliser au cas ou on a une famille de processus réels paramétrés par
7, (X7), vérifiant une condition telle que (3.9), donc uniforme en 7. Supposons
qu’il existe C et Ao > 0 tels que:

pour tout 7, V(z) > Ao i.nplique L7V (z) < —-C (3.11)

et montrons que cette propriété implique que pour tout compact B de IR et
tout A de [0,1], il existe Ky compact de IR tel que, pour tout zo dans B, on
ait:

inf Q7 (X" € Ky) 21— A (3.12)
Ty

Nous rappelons brievement les étapes essentielles de la démonstration de Ku-
shner, en vérifiant qu’il y a uniformité en 7. Posons Vo = {z|V(z) < Ao}.
D’aprés (3.11), si z n’appartient pas & V,, pour tout 7, on a L7V (z) < —C.
On pose, pour A; > Ao, V1 = {z|V(z) < A1} et on définit (Fr désigne la
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frontiére d’une partie de IR ):

o] = min{t|X"(t) € Vo},

¢ o3 =min{t > o7, _,|X"(t) € FrW1},
O3k41 = min{t > 03, |X7(t) € Fro},

[ -
La démonstration est basée sur les résultats suivants, ici vérifiés uniformément

€en 7:

r r A
Eoy, (02k41 — U?k)ﬂ{0;k<+o°} < Elﬂ{a;k<+oo},

H{65k<+oo}Pa;k{[ sup V(X’(t))} Azt g,

k1 kt1

et il existe 6;,6, > 0 tels que

H{”;k-1<+°°}P°§k—1 {a;k - a;k—l 2 51} 2 62H{U;k—1<+°°}' O

Remarquons que ’origine X7(0) doit rester dans un compact, ce qui est vérifié
dans notre cas puisqu’on suppose >|r(Yy)| < M P-ps.

3. De (3.10), on déduit le lemme de stabilité 3.1.4 de la fagon suivante:
pour j donné dans IN, on considére (W keIN une suite de vecteurs i.i.d. de méme
distribution que 17 (¥;_;). On note rnl(d:z:l) =iy7 6wk(d$1) la mesure d’occu-

pation de (W#)i<j<n. On suppose que le lemme 3. 1 4 est faux. Alors il existe A
dans [0, 1] tel que, pour tout compact K dans IR, on puisse trouver 7, n et yo dans
B(zo,e1) N{|7(-)| < 7M} tels qu’on ait:

. (r;'l(ICC) > ,\) Y

Dans ce cas, il existe M, (K) tel que, pour m > M (IC) le cardinal de I’ ensernble '
{ke{1,..,m}|r; (IC ) > A} est plus grand que 2. On prend v dans [0, 2 ] et K,
le compact associé tel que (3.10) soit vérifié. On a:

Z E Tiwre(c,)) 2 Z ): Tiwre(r,)e)

k=1j=1 {k | rok(ce)2ayi=t

Dans le terme de droite, 3°7_; ]I{Wke(x: )e} est strictement plus grand que An pour
les k considérés. Alors, pour m > M, (K,), on a:

m n A2mn
2.2 Lwreyys) > —5

k=1 j3=1
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On en déduit:
Am

liminf — Z Z ]I{Wke(x:‘r)c} > -———/\n

m—+too m k=1 j5=1

Or, d’aprés le choix de K, et des (W), on a aussi:

1 T c
L -3 Z Liwrewcny) = Z%:( -7(¥) € (Ky) ) < ny

k=1 5=

ce qui est absurde puisque n+ est strictement plus petit que 2. Le lemme 3.1.4 est
donc démontré.

Considérons, pour § > 0, gs, une fonction impaire bornée croissante sur IR, de
classe C!, égale & l'identité sur [0, ;] et telle qu’on ait gs(z) < z pour tout z > 0,
et gi bornée uniformément en §. On définit ensuite f; de IR? dans IR, en posant
fs(z) = (g95(7(z)),0,...0). La famille de fonctions fs correspond au type de familles
considérées dans [DE], paragraphe 6.b: ce sont des applications de classe C!, bor-
nées, et telles que, pour chaque §, f5(z) ne dépend que de w(z) et vaut m(z) quand

|7w(z)| est inférieur & }; on a également |fs(z)| < |7 (z)| et supsup |V fs(z)| < Ci
£50 =

avec C; > 0.

On pose B(z) = Tpiypo(z)w(B) + Up2(z)7(B?). Cette quantité coincide avec L7 7 (z)
et on a:

[ Blz)ridz) = Sori (B (3.13)

=1
On veut comparer /,C"fg(:z:)r:(da:) et /ﬂ(m)r;(dm) .Ona:
1€ fo(e)| < sup [Vfol 3 [ lyslelobemd=rt= (ot _(ay),
R =1

donc, pour 7z dans B(zo,2¢;1) (ensemble inclus dans U), |L7 fs(z)| est majoré par
M SUp|Rd |V fs| donc par M Cj. Soit A > 0. On considére le compact K, associé & A
comme dans le lemme 3.1.4 et yo dans B(zo,e1)N{|7(-)] < 7M}. On a:

yo( 1((K2)9)2 A) <A (3.14)

Si Tz appartient a B(zo,2¢;), on majore |L7 fs(z) — B(z)| par
MC; + |7 (BY)| V |7 (B?)| donc par MC; + 2M, que ’on note C'.
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Si w(z) appartient a Ky, on écrit une majoration plus précise: L7 fs(z) — B(z) est
égal a L7 fs(z) — L77(z) donc &:

> 1pi(z) [ ([fse + 1) = f5(2)] = [tz + ) = #(@)] ) whatitsd)

1=1

(cf notation 3.1.5). On prend & tel que Ky soit inclus dans [—35, %] ; alors, si 7(z)
appartient a Ky, on a fs(z) = n(z) et, pour |7(y)| < %, fs(z +y) = n(z + y), donc:

£ fs(@) = BN < S [ 2d(E) + ()l (du)).

w(v*)> 35

K est fixé; on fait tendre § vers 0 ( Ky reste dans [—3;, 5;]). Le majorant précédent

tend vers 0 (I'ensemble (J Si. ne rencontre pas {|x(-)| > %} dés que 6 est assez
€K

petit) ; il est donc inférieur & AC’ pour § assez petit. On a ainsi, pour 7z dans
B(zo,2¢1):
{ L7 fs(z) — B(z)] < C' pour n(z) & K
< AC' pour w(z) € K\

On en déduit:

2
<Qu(| [, [£75s(2) - (@) ritan)

d’ott, d’aprés (3.14):

L(| [ £ sserriten) — [ Bayridn) | 2 2207) < 2 (3.15)

Or, d’apreés le lemme 3.1.3, il existe N tel que, pour n supérieur & N et pour tous
T et Yo, on ait Q7 (| f L7 fs(z)ri(dz)| > AC') < Aj alors, d’apres (3.13) et (3.15),
pour n > N, on a:

o (

On en déduit que pour n assez grand, on a, sur un ensemble de mesure Q7 au moins
égale a 1 — 2A:

[ £ fs(@)ride) - [ Bla)ri(dz)

> 2,\0')

> ,\C') <qQr (c'r;.l((zg)c) > ,\c’),

2
SorhLm(BY) l > 3/\C'> < 2

=1

Rt =1 et s n(8) 478 = ¢
avec |c| < 3AC". On a alors

1 2 2 (]

1 ¢ — 2 _
T SO B (B < T T (B — (B
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Pu)sque ) peut &tre pris arbitrairement petit, on en déduit que r! converge vers

p' en probabilité par rapport a Qj , uniformément en 7, pour n7 < K, et en la
condition initiale pour yo dans B(zo,&1) N{|7(-)] < TM}, c’est-a-dire la deuxiéme
convergence cherchée. Notons que le fait que, pour (—1)'7(8%) < 0, il existe un

unique (p!, p?) tel que %2, p' =1 et (T4, p'B') = 0 est essentiel & la conclusion.

Les deux convergences (3.7) sont prouvées; pour montrer le lemme 3.1.2, on a besoin
d’un dernier résultat, extension au cas des champs de probabilités non constants du

lemme 6.12 de [DE]:

Lemme 3.1.6

Soit G : (IR*)?* x IR* — IR mesurable, bornée. On pose, pour = dans IR? et
B application de IR? dans IR?: fi(B) = — [(a;,ﬁ(m)) - H;(a;)] . Alors, pour

tout yo de IR?, _/G(w,lm.,w2 rl 12 )dP, est égal a:

n)'n7ryinT

n—1 2

[ Gk exp [T 3 s iy (X @,

7=0 i=1

Démonstration : d’apres (3.5), il suffit de montrer que, pour tout ensemble d’indices
(Zk)k=1,...,n)

'/(1::[:-11 "‘)G(wn‘r’wnf) Tn,r n,)exp[géfyf(X‘(Y’))]dQ
est égal a
/(,EH -»:)G(wm, wi T m)eXP[fiéﬂA-fw(x')]dQ

Si yo appartient & P'|J P° (resp. P?), on a P- ps T, =1 (resp. Iy = 0). Pour 1
fixé, on utilise le fait que (ITfy L )G(wh,, w273, 72,,) exp TE2h S (X0 (7))
est une fonction mesurable de {X;*(¥y), 0 < k S n — 1}, et que, pour une telle
fonction I', on a:

Jrux; (Yk)})epofs'** X2 (YA, = [ TUXE (¥))da;,

Cette derniére égalité est obtenue en utilisant le fait que X3*(¥{") et X2~ (¥;) sont
indépendants conditionnellement & F; et que [ exp 725 f’,}'”‘ (X2 (Y7))dQT, vaut
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1. On a alors:

n—1 2

/(H I u)G(ww Wa s Tres n,f)exp[z Zf,,,f(X'(Yf))]dc;g;0 =

7=0 1=1

n n—1
/ (1:[ T ) Gwh ol 0772 ) exp > S (X)),

n—1

On conclut en utilisant que, sur ’ensemble {H I, i = 1}, E f (X (Y[)) est égal

n-1 2

a‘ZZHA‘fY"(X) D

7=0 i=1

Soit yo dans B(zo,e1) N{|7(-)] £ 7M}. Nous utilisons les deux convergences (3.7)
et le lemme 3.1.6 pour obtenir I'inégalité du lemme 3.1.2 pour le quadruplet choisi
(', 0%, B, B?): y o

pour €3 assez petit (fonction de €, et de M), d’aprés -}-’——9- ri_w

t—l n‘r n,7? on a:

Pyo

(Y o B(Zpﬂ‘ ez) ) = er( w) @ (dw), (3.16)

1=1

ou on a posé:

By =¥ =30} 0 () ({ri.q(wh, = 6) € BO,€0)} (\iri., € Bs',e3)})

1=1,2

Sur cet ensemble, d’aprés le lemme 3.1.6, log j—gé— s’écrit :

dPy = i(yr P
log dQT = — 2;) E; HA‘ [(ayr,x (Y )) — .Hy)r (ayl’r)]
I=0 1=

D’apres (3.3), pour y dans B(zo,2¢1), on a:
|Li,(B) — LL,(B) <€ et |oy —af | <e,
et donc:
|y () — Hz, (k)] < oy = ok, B9 + 1Ly (B) = L, (B < e(M +1).
D’aprés (3 4) et le fait que | X}(Y]")| est borné P-presque siirement par M, on minore
donc log 2-5’2- sur E,, par:
n—1 2

= 303 g [(ak, XIY) - Hi(ady)] = ne(2M + 1)

3=0 i=1
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ou encore par:

(3 [(d it ) = H (o) + (20 4+ 1)),

égal a

2

— ([ ok, = B) + 7 LL,(89)] + (20 +1)). (3.17)

=1

D’apreés les convergences, de 7}, (w} , — B) vers 0 et de ri » vers p', en probabilité
par rapport & Q7 , on a donc, uniformément en 7 tel que n7 < K et en yo de

B(zo,61) {|7(-)] < 7M}:

- 2
hm_'{nf-— log P, (Y — Yo € B(ZP B, 62) ) > —>"pLL (B)—(2M+1)e (3.18)

neTee i=1 i=1

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.1.2.

3.1.3 Minoration pour les vitesses moyennes en présence
d’un seul champ de probabilités
En présence d’un seul champ de probabilités, la démonstration précédente se

simplifie beaucoup ; la premiére convergence de (3.7) suffit pour obtenir le résultat
suivant :

Lemme 3.1.7

On considére un processus d’apprentissage lent, {(Yy),cqv}, associ€ a un

champ de prodabilités (pi) vérifiant les hypothéses (Hmin) et K un compact

de IR®. Soit €,60 > 0. Alors il existe €,, K tels que, pour tous e, > 0, zo dans
(<}

K et B dans Sio, on puisse trouver N tel que n > N implique, pour tout T
tel que nT < K et tout yo de B(zo,€1):

1 YT - Y] .
- —n "2 >t —
nlongo( nr GB(ﬁ,€2)> = Lzo(ﬂ) €

Démonstration: Soit € > 0. On prend & tel que B appartienne a (Sfco)"&’. A e
et 6o, on associe €1 tel que (3.3) soit vérifié et K tel que KM < €;. On pose
Qo = {Yy € B(zo,£€1)}. On effectue le changement de probabilité associé a f comme
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dans (3.5) : pour chaque (7,n), on définit une nouvelle probabilité R sur Q de dérivée
de Radon-Nikodym

Zﬁé () = e"PE (VL (B, X5 (@))(w)) - Hiyr oy (VE(8)]  (3.19)

On appelle R la probabilité sur (2, F) extension de Kolmogorov de la suite (R}), N -
On pose wn, = > 3720 Xi(Y]) = YZ-% et on considére yo dans B(zo,€;). Alors

nr

W, r CONVErge vers ,B par rapport & R} quand n tend vers 4+oco (cf (3.7)). On en

déduit :

Y7 — Y7 dpPT
P, (7—0' GB(ﬁ,€2)> .>_/E JRr (@) Ea(dw),

ou E,, désigne I’ensemble {Yy = yo} N {|wn - — B] < €2}.

On conclut comme dans le paragraphe précédent : on a obtenu 1’équivalent de (3.16),
on utilise de nouveau le lemme 3.1.6 ; d’aprés le choix de €; et de K, pour nr infé-
rieur & K, les variations de L'(B) et de VL!(B) sur B(zo,€&;1 4+ nTM) sont inférieures

a €. De nouveau, sur E,,, log ‘—;%; est minoré par (3.17), avec 8 = B*. Cela permet

de minorer liminf - log Pyo(——yn— € B(B,¢e2)) par —L% (B) & un terme en € pres,

n—-+4o00

comme dans (3. 18), d’oti le résultat.

3.1.4 Minoration de la probabilité de suivre un vecteur pa-
rallele & P? avec une contrainte plus faible sur (YY)

Dans ce paragraphe, nous déduisons du lemme 3.1.2 un énoncé équivalent avec
une contrainte plus faible sur #(Yy ), résultat qui permettra d’obtenir la minoration
pour des tubes de trajectoires. On utilise le lemme 3.1.7 pour traiter les pas effectués
avant la traversée de P°.

La nouvelle contrainte sur #(Yy) est |7(Yy)] £ n7a. Pour déduire du résultat
la minoration pour des tubes, on ajoute dans la probabilité & minorer la condi-
tion |r(¥,7)| £ nTa, ce qui permettra d’utiliser le théoréme sur tous les intervalles
[sn7, ( 4+ 1)nT] successifs. Rappelons que, pour zo dans P° et § > 0, £(zo, 6o) est
Pensemble des (p!, p?, B, 5?) tels que (notation 3.1.1):

(~1)m(B) < 0, B € (SL)%, F 20, S p=1 et w(Zpﬂ‘):O.

=1
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Théoréeme 3.1.8

On considére un processus d’apprentissage lent d statistiques discontinues le
long de I’hyperplan P°, {(Y}),c v}, associ€ a des champs de probabilités (pl)
et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et K un compact de IR®. Soit €,60, > 0.
Il eziste €1, K tels que, pour tout €2 > 0, il existe a tel que, pour tout zo dans
P° N K tel que E(xo, 80) soit non vide et tout (p!, p?, B, B?) dans E(zo, bo),
on peut trouver N tel que n > N implique, pour tout 7 tel que nTt < K et
tout yo de B(zo,e1) N{|7(-)| < nTa}:

1 Y, -Yy N T 2 irioopi
glogPyo(—T eB(Zpﬂ,sg> et |7r(Yn)|§n'ra) > => pL.(B)—e.
1=1

1=1

Remarquons que K et « sont indépendants de zo et de (p!, p?, B, B%) variant res-
pectivement dans P° N K et dans £(xo, 60). Une uniformité analogue est sans doute
possible pour N, en se limitant, pour 8 fixé, aux §° tels que (—1)'w(8%) < —0, ainsi
que dans le lemme 3.1.2, mais on ne I'utilisera pas.

Démonstration : on note o” 'instant de premiere traversée de P?:

c"=nAinf{k>0]|n(Yy),...,m(¥Yy) ne sont pas du méme signe }

(NB: cette définition est différente de celle de o ; ici, pour ¢” < n, I’accroissement
iu_1(Y7_,) fait franchir P°). La variable o” est un temps d’arrét.

Soit £ un compact. On prend M comme dans (1.16) puis €; et K comme dans

le lemme 3.1.2. Quitte & diminuer K, on peut supposer KM < £. On impose

i ki 2
nt < K. On considére (p*, p?, B, B?) dans E(zo, bo) et on pose, pour a > 0 donné:

% ={¥5 € B(z0,3)} N {In(%)] < nra}.

P-ps sur o, on a Y, € B(xo,€1) N{|7(-)] £ 7M}, ce qui permet d’utiliser le lemme
3.1.2 pour (Y} )sv<k<n- On choisit le rayon & :

soit €3 €]0, 1[. Il existe N tel que, pour (1 — e3)n > N, P-ps sur £ N {Z" <e3},on
ait pour tout 7 tel que nT < K:

2

Fo) 2 =SB e (3.20)

=1

1 Y,;r_ ;;t 2 ini &
Slog P(= == € B(S 46 3)

1=1
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On s’intéresse maintenant a la partie (Y;7)r<o#. Si z est un réel, on note toujours
[z] sa partie entiere. On pose 2 = Qo N{Yy € P'UP°} et Q% = Qo N{Yy € P?}.
Puisque £(zo, 6o) est non vide, il existe b dans (52 )% tel que m(b?) soit strictement
positif. Grace a la continuité de z +— S}, pour tout zo de K, on peut choisir b' tel
que 7(b') soit minoré par une constante mo strictement positive, indépendante de
To. On a aussi L (b') < sup,cx Jz(80). On prend a < 63@. Alors, P-ps sur 0},
Yy + [nes]T B(bY, 1(,_1,’—11) est inclus dans P? (pour n grand & cause de la partie entiére).

Yy + [nes]rB(b*, 282

W"f// s
=

Yy (< Zo % _L-n'cok

Donc P-ps sur 3,

1 T 1 T
.7:0) Z P(XO(WO)+"'+X[ne3]—1(W[n53]—l) € B( 1 “(b )) ‘ .7:-0)’

{n€3]
(3.21)
ou (W) est une chaine de méme valeur initiale que (Y;) et d’accroissement X} (W[)
(donc contrdlée par le champ de probabilités (¢l)). D’aprés le lemme3.1.7, on a alors,
dés que n est assez grand, P-ps sur 2} :

a.l'
P('— <eés
n

"

P(-a‘—_<_63
n

f.o) > eInes] (Lk, (#1)+2) (3.22)

uniformément en 7 et en la condition initiale.

Considérons maintenant la chaine compléte (Y} )o<k<n- On pose B = T2, p'Bi et on

rend €2 > 0. La norme de Yo % est majorée P- -ps par -—M donc, pour €3 et «
p oy J

petits (indépendamment de zo et 3) et n grand, l’ensemble

(B2 en(s )} 0 (L2} nre

est inclus dans ’ensemble

{T{C (ﬂ’sz)} N {lW(YJ)I < nra}.
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En effet 1’événement définissant le premier ensemble implique les conditions sui-
vantes:

I Y5 — Y

€2
?a

€
< —2-, pour esM <
nT 2

0’”

7w (V)| < |7 (Y)| + (n — a”)*r% <M+ n'rg- < nrTa, pour M < n%

et donc:
Y7 —-Yy

nrT

Y=Y, l

et, pour €3 et « assez petits,
T __ T " "
“een((-5)n(-T)3) < 8(e3),
nr n n/2 2

On a donc, P-ps sur },

P(-}i-r-;—;—yg— € B(B,¢2) et |x(Y,])] £ nTa I .7'_0> >
Y"-Y7 o Toald
P2 en(p5)| 7)xp(Gze| 7)2
nT 2 n
2 . - -
exp[—n 3 P LL (B) — ne — [ne] (L, (8) + €] (3.23)

i=1

d’aprés (3.20) et (3.22). On prend ez sup_ex J=(60) < € (€3, et donc «, est indépen-
dant de z¢ et (p!, 8%, p?, #%)). On minore alors (3.23) par:

exp [—n 22: p L. (B) — ne — 2ns]

=1

On fait de méme sur Q2. Pour ¢, fixé, on obtient ’existence de « tel que, pour tout
zo de K, tout (p!, B, p?, B?) de E(zo, o) et pour n assez grand avec nt < K, on ait
P-ps sur {p:

P(E_;S__Y_o € B(B,¢€) et |7 (Y])| < nTex

fo) > exp —n (22: pLL(B') + 36) ;

=1

d’ot le théoréme 3.1.8.
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3.1.5 Probabilité d’étre dans un demi-espace donné apres n
pas

Le théoréme 3.1.8 indique la probabilité que la vitesse moyenne sur un intervalle
de longueur n7 soit proche d’un vecteur parallele & P° pour Yy voisin de P°. Un
deuxiéme résultat sur les vitesses moyennes est nécessaire avant de passer a 1’étude
des tubes.

On veut pouvoir étudier la probabilité que le chemin 4™ soit proche, sur un in-
tervalle [a, b], d’'un chemin ¢ tel que ¢(]a, b]) est inclus dans un des demi-espaces,
avec ¢(a) sur la frontiére. On s’occupe de ce qui se passe au voisinage de a (pour le
reste de 'intervalle, on prendra un rayon suffisammment petit pour que seul un des
champs de probabilités soit concerné et on utilisera le théoréme 3.2.3).

On a besoin de minorer la probabilité qu’une moyenne de pas issue d’un voisinage
de PP soit & valeurs dans un P’ donné. Il suffit de minorer cette probabilité par une
quantité de la forme e ™2 avec B fini (localement, il s’agit du coiit maximal d’une
traversée). En effet cette minoration sera utilisée sur un intervalle [a,a + t] avec ¢
arbitrairement petit.

. -]
Soit zo dans IR et pour i =1 ou 2, ¢' un vecteur de S% .

On va minorer la probabilité que -)—,l‘r—;;yﬂ: appartienne a Uz 4 B(B,€), ou A est I’en-
veloppe convexe de c! et c?. En prenant c! et c? rentrants dans P2, c’est-a-dire tels
que 7w(c!) > 0 et w(c?) > 0, pour Yy assez proche de P° (& nr fixé) et € petit, cette

condition implique que Y7 appartient & une boule incluse dans P2,

Cela permettra d’en déduire la minoration pour le tube d’axe ¢ si, pour z dans
un voisinage de ¢(a), chaque S! contient un vecteur rentrant dans le demi-espace
contenant ¢(]a, b[).

Le prochain lemme correspond 2 l’extension au cas de champs de probabilités non
constants du lemme 6.17 de [DE].
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Lemme 3.1.9

°
On considére zo dans IR® et, pour i = 1 ou 2, ¢' dans S; . On note A
I’enveloppe conveze de ¢! et c®. Alors, pour tout € > 0, il eziste €1, K et N
tels que n > N implique, pour tout T tel que nt < K et tout yo de B(zo,€1),
on ait:

%logPyo <}—/’£-1;——7_—}:°—T- € U B(ﬂﬁ)) > —Ll (C )V L (02)

BEA

Démonstration : comme pour montrer le lemme 3.1.7, on reprend la démonstration
de la premiére convergence dans le lemme 3.1.2. Considérons € > 0 et &y tel que,
pour chaque 7, ¢’ appartienne & (Sio)’5°. A € et 8, on associe €; tel que (3.3) soit
vérifié et K tel que KM < g;. On pose o = {Yy € B(zo,€1)}. On effectue le
changement de probabilité associé a c! et ¢ comme dans (3.5) : pour chaque (T,n),
on définit une nouvelle probabilité R? sur ) de dérivée de Radon-Nikodym

OB () = exp T2 32 (VL ) KT @D@)) = By (Vi (€))] (0:20)

J=0 i=1

On appelle R™ la probabilité sur (2, F) extension de Kolmogorov de la suite (R]), . IN-
On définit r}, , et w} , comme dans (3.6) et on considére yo dans B(zo, €1).

La convergence de r}, . (w}, . — ¢') vers 0 par rapport & R}, quand n tend vers +co est
encore vraie (cf (3.7)). En revanche, on n’a pas de résultat de convergence des r}, ..
Le vecteur 7} ¢! + 2 c? appartient P-ps & A, donc B(r}, ¢! + 72 .c?,¢) est inclus
dans Upea B(B, €). D’autre part, 5:—:,“: est égal arl w) +r2 w?’ . On en déduit:
T T T
(B e U neo)z [ @R,
BeA Eyo
ol E,, désigne I’ensemble {Yy = yo} N {Vi, |r} (wi, — )| < £}
On conclut comme précédemment: on a obtenu 1’équivalent de (3.16), on utilise

P!/O

de nouveau le lemme 3.1.6; d’aprés le choix de €; et de K, pour n7 inférieur a
K, les variations de L(c) et de VLi(c') sur B(zo,€1 + nTM) sont inférieures 3
€. De nouveau, sur Eyo, log % est minoré par. (3.17), avec ¢’ au lieu de §'. Les
variables aléatoires rf, . ne convergent pas vers p, mais on majore i, i . L (¢f)
par L (c')VLZ (c?). Cela permet de minorer lim inf % log Pyo(}—’——yﬁ- € UgeaB(B,¢))

n—+oo
par —L (c')V L2 (c?) & un terme en € prés, comme dans (3.18), avec uniformité en

T tel que nT < K et en yo € B(zo,€1), d’ou le résultat. 4
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3.2 Minoration de la probabilité d’un tube de che-
mins d’axe régulier tracé sur P°

Un chemin régulier (par rapport aux deux champs de convexes (S}) et (S2)) va
jouer le méme réle qu’un chemin a vitesses intérieures dans [AR] (cf notre définition
1.1.9).

Définition 3.2.1 On dit qu’un chemin ¢ de C[0,T), tracé sur P°, est régulier
si 1 est différentiable et si, pour tout t de [0,T], ¥'(t) s’écrit T2, piBi, avec, pour
chaque i, t — B} continue par morceauz, fB; ES::(t) et (=1)'x(B) < 0.

Remarquons qu’un tel chemin % est nécessairement C! par morceaux (la continuité
de t — B implique celle de t +— p} d’apres pi = r(ﬁ;f;___;(ﬁ:
sairement, pour tout t de (0,7, Ho(¥(t)) est vérifiée.

)). D’autre part, néces-

Rappelons que le chemin 47 est défini sur [0, 7] par:
Y () = Y sit € [kr;(k+ 17| (3.25)

Théoréme 3.2.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de l’hyperplan P°, {(Y)),c v}, associ€ a des champs de probabilités (u}.)
et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et b un chemin de C[0,T] a valeurs
dans P°, qui est régulier : pour tout t de [0,T], '(t) s’écrit 2, piBi, avec,
pour chaque i, t — Bi continue par morceauz, i dans S:;,(t) et (=1)'w(B{) < 0.
Alors, pour tout € > 0, il eziste «, 7o tels que, pour T < 19, on ait:

T2 . . .
v1og P(do;z (7", %) < elFo) 2 = [ 3 piLiyy(Bdt — e

1=1

P-ps sur {Yg € B(¥(0),2)}.

Remarque: puisque le théoréme 3.1.8 prend en compte £(zo, 6o), on pourrait montrer

ce théoréme pour ¢ dérivable telle que ¥/(t) s’écrit 32, pifi, avec, pour chaque 1,
[+

t — Bi et t > p! continues par morceaux, §; appartenant a Sy et (-1)'w(B) < 0.

Ce cas sera contenu dans le théoréme 3.4.9 (remarquons qu’alors pour tout ¢ de

[0,T], Ho(3(t)) est vérifiée).
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Démonstration : puisque ¢ + f} est continue par morceaux, il existe & tel que,
psent € [0,T],
Bi € (Sy(y)~".
Alors, on sait que
(o}, o7, 1, B2) appartient & £(3(2), 60) (3.26)

On passe des résultats sur les vitesses moyennes du paragraphe 3.1 a ce théoreme
de fagon standard (cf [AR]) en utilisant la propriété de Markov pour réunir les
intervalles [jn7, (§ + 1)n7]:

on prend KX compact égal 3 B(¥(0),1), M associé a K et T comme dans (1.16)
et € > 0. A 6 et £, on associe €; tel que (3.3) soit vérifié et on prend K tel que
KM < €;. Soit €2 < &. On suppose d’abord que % est de classe C* sur [0, T]. Alors,
il existe K; tel que, pour nT < K, on ait:

[$(8) = $(Gnr)] < 2 et [$(t) = $'(n7)| < =%, pour jnr St< G+ U7 ST
(3.27)
A €3, on associe a comme dans le théoréme 3.1.8 (&, et K ont été déterminés eux-
mémes comme dans ce théoréme).
On pose Qo = {¥5" € B(¥(0),&2)} N{I7(¥J")| < nra} et, pour jonT < T,

Yinn — Y | o
Q= N { (J+1)nT LS B(‘(/)'(Jﬂ,'l‘),%) et |7(Yiyn)l Snre, 055 < _70}.

Pour nT < K A K, P-ps sur j;,, on a |[¢p(jnT) — Y| < €2 + 25 jnT < 2€, pour
J < jo et jonT < T. Donc P-ps, I’événement Q;, implique do jonr(¥,7") < 3e2, pour
JjonT < T, d’apres (3.27).

D’autre part, P-ps sur §;, d’aprés |[(jn7) — Y| < 262 < €, et [7n(Y])] < nTa, le
théoréme 3.1.8 (avec ce choix de €;, K et «) implique, grace & (3.26) en t = jnr,
qu’il existe IV; tel que, pour n > IV; et 7 tel que nT < K, on ait:

Y v — YT .
PR =5 ¢ p((jnr), 22) e In(Yamm)| < nre | Fin) T,

2
2 exp [—n (Z p_;'n-r :,b(jn-r) (ﬂ;n-r) + 6)]

i=1
J'o—l 2 - - .
On en déduit P(£2;,|Fe) > exp [—n S D PrnrLyinr) (Bins) — njge] P-ps sur Qo,

=0 i=1
pour jonT < T et n > sup N;.

On se donne S < T, on suppose 3e2 < €, nT < T — S et on choisit jp tel que
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jont € [S,T). Alors 2, est P-ps inclus dans {dp s(7",%) < €}. Cela permet d’obte-
nir
Jo—1 2

P(dos(17,%) S el0) 2 exp [~ (77 30 3 blnr Ligiun (Bins) + T )|

7=0 i=1

Les applications ¢ — p} et ¢ — B} sont continues et (¥(-), 8°) est a valeurs dans le
domaine ot Li(-) est continue, donc il existe K tel que, pour nT < K, on ait:

Jo—1
nrT Z ZpJnTL'JJ(JnT)(IBJnT) / ZptLdJ(t)(ﬂt)dt l S E.
7=0 i=1

On en déduit que, P-ps sur 2o, on a:

rlog P(dos(v,4) S el o) 2 ~ [ zptL' (BDdt — (T + 1),

inégalité valable pour tout nt < K A Ky A Ko A (T — S) et n > sup NVj, donc pour
T assez petit une fois n correctement choisi. En prenant S tel que (T' — S)M < ¢,
on obtient, sous les mémes conditions:

T 2 .. .
rlog P(dor(7", %) < 2¢|%0) 2 — [ 3 piLiyo(B)dt — (T + e,
=1

ce qui démontre le théoreme 3.2.2 quand i est de classe C! sur [0,T]. Si ¢ est
seulement C! par morceaux, on applique le résultat précédent sur les différents
sous-intervalles ol 3 est de classe C! en choisissant convenablement les rayons (cf le
passage de (3.35) au résultat du théoréme 3.3.3 dans la démonstration de ce théo-
réme).

Remarquons que l'utilisation du lemme 3.1.7 permet d’énoncer un théoréme ana-

logue en présence d’un seul champ de probabilités. Rappelons qu’un chemin & vi-

tesses intérieures par rapport au champ (ul) est (définition 1.1.9) un élément 7 de

C[0,T], C* par morceaux, tel que pour tout ¢ de [0,T[, la dérivée & droite de 2 en
o [+

t appartient a .S':;,,(t) (2 rapprocher de f3; appartient & Si,(t) dans la définition d’un
chemin régulier 3.2.1).

En itérant (de la méme fagon que dans la démonstration précédente) le lemme
3.1.7, on retrouve le résultat suivant, correspondant au théoréme 7.3 de [AR] sous
des hypotheéses légérement différentes (et contenu également dans [DE}):
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Théoréme 3.2.3

On considére un processus d’apprentissage lent, {(Y\), .}, associ€ a un
champ de probabilités (u.) vérifiant les hypothéses (Hmin) et 3 un chemin
de C[0,T] a vitesses intérieures par rapport au champ (pui). Alors, pour tout
€ > 0, il existe a, 1o tels que, pour 7 < 79, on ait:

rlog P(dor(x"» %) < €l o) > — [ Lo (/(2))dt — e

P-ps sur {Yg € B(4(0), )}

3.3 Minoration pour un tube d’axe un chemin
continu, avec un coit approché

3.3.1 Etude des lignes de niveau du coiit L, sous la condition
(HLip)

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi une minoration de la probabilité
d’un tube d’axe régulier. Nous allons en déduire dans le paragraphe 3.3.2 une mino-
ration avec des axes plus généraux en les approchant par de tels chemins réguliers.
Nous reprenons ainsi la démarche proposée dans [AR], ou la minoration est d’abord
montrée pour des tubes dont ’axe est un chemin a vitesses intérieures (théoréme
3.2.3 ci-dessus), ce qui conduit, dans le cas d’un seul champ, au résultat suivant, ou
on a posé (définition 1.1.9):

NS(p)=  lminf  Aox(v)
Y & vitesses intérieures

pour tout yo de IR? et pour toute partie borélienne G de C,,[0,T] (chemins
continus d’origine en yp), on a:

— A™(G) < liminf 7 log Py (¢" € G) (3.28)

On fait alors I’hypothése que les lignes de niveau de la transformée de Cramer
du champ de probabilités sont localement lipschitziennes (définition 1.1.7). Cette
hypothese (H’) permet, pour tout chemin continu ¢ et tout €, d’approcher ¢ par un
chemin a vitesses intérieures % avec Ao r(¥) plus petit que Ao r(p) + €, de la fagon
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suivante:

pour t dans [0,7T], on pose vy = hy(1),6(¢'(t)) (cf définition 1.2.9) et on obtient
un premier chemin 1; par intégration de maniere a ce que pour presque tout ¢ de
[0, T, ¥1(2) soit la projection de v, sur le compact convexe {Ly,(1)(:) < Ly(y(ve)}-
La distance entre 1; et ¢ est majorée par une quantité proportionnelle a2 § grace
& (H’) qui implique [$](t) — v| < C |[¢1(t) — ¢(2)]. On a Aoz(¥1) < Aox(p)- De
plus, d’aprés (1.4), il existe § > 0 tel que, presque slirement en £, ¥{(t) appartient a
(Sy:(t))~%. On peut alors approcher ; (qui, a priori, n’est pas de classe C') par un
chemin & vitesses intérieures v tel que Ao 7(¥) < Aor(p) + € (on approche d’abord
] par une fonction étagée puis par une fonction constante par morceaux, cf lemme
4.4 de [AR]). On montre ainsi que A7 est majoré par A (les deux fonctionnelles sont
alors égales puisqu’on a A < A d’apres la s.c.i. de A). On peut donc remplacer
AT par A dans (3.28). On obtient, sous les hypothéses (H) et (H’):

pour tout yo de IR? et pour toute partie borélienne G de C,,[0,T), on a:

—AQ) < lim inf 7 log P,y (¢” € G) (3.29)

L’apport de I’hypotheése (H’) est que, pour z,y dans un compact K donné et pour
tout B de IR, il existe 8 & une distance de S inférieure & Cx|z — y| tel que
Ly(ﬁ) < L.(B). Pour pouvoir reprendre ce type d’approche dans le cas du mé-
lange de deux champs, on doit disposer d’une propriété analogue vis-a-vis du cott
mixte défini en 1.4.4. On cherche donc une propriété de la forme suivante:

pour z,y dans un compact X, pour (p!, p2, B, B?) tels que
S>p =1, w(358) =0, (-1)n(8) <0,
on peut trouver (7', 52, 8, B?) tel que
SF =1, 7(NFF) =0, (-)x(F) <0, L(F) < L:(8)

=1 =1

2 2
et Zﬁiﬂi -3 p' B I < Cklz — y|, ou Ck ne dépend que du compact K.

i=1 1=1

Il faut au minimum supposer que (HLip) (correspondant a (H’) pour chacun des
deux champs) est vérifiée mais cela ne suffit pas. En effet, cette propriété est réali-
sée en (p!, p?, B, B?) de facon certaine seulement quand on a (—1)'n(8%) < 0; cette
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condition permet en effet d’effectuer séparément une modification de chaque 3, et
de prendre ’'unique barycentre des deux nouveaux vecteurs qui est paralléle a 0,
barycentre voisin de 3°2_; p'8* quand 7(B!) et 7(5?) ne sont pas trop proches de 0.
Nous le traduisons dans la proposition suivante:

Proposition 3.3.1

On considére des champs de probabilités (ul) et (u2) vérifiant (HLip). Soit

6o > 0. Alors, pour tous z et y de K on a: pour tout (p*, p?, B, B?) tel que

2 2

Sop =1, W(Zpiﬁi) = 0 et (—1)'n(B') < —bq, il existe (p*,p%, B, B?)
i=1

i=1

tel que éﬁ" =1, r(ip"ﬁ") 0, (—1)'x(8) < 0, L‘(,B) < Li(B) et
( )C’nlm—yl

Démonstration : supposons (—1)'7(8*) < —fo. Il existe B* tel que |3*'—B'| < Cx|z—v|
et L! (,[§‘) < Li(B"). Pour z et y assez proches, on a (—1)'x(8*) < 0. Il existe alors
p' et 5% uniques tels que 2, 5 = 1 et (T2, 5'4°) = 0. La quantité 5! — p! est
égale a

i=1 1=1

() _ Fa(f) + Pr(BY)
m(B') — =(8?) w(B') —=(B?)
D’apres (32, 5'8°) = 0, on a donc:

= Pl = (B + Pln(8) — x(8)
m(8') — =(B?)
et enfin, puisque p! — p! = 52 — p?, pour : = 1 ou 2:

R
P =Pl < Ty =)

A+

(3.30)

La quantité 7(8') — w(B?) est minorée par 26y, donc on a |p' — p| < 29 ZE|z — y| et

20 . 2 2 . 2. M
S FF - A < L FIF - A+ L1 15 - 1< (145 )Cele—ul o
=1 i=1

1=1 1=1

Nous nous contentons des quadruplets vérifiant les conditions de la proposition
3.3.1 pour poursuivre: la minoration pour les tubes d’axe un chemin continu va



Chapitre 3 151

faire intervenir un coit approché Jg:’T(go) correspondant au fait qu’on se limite aux
décompositions de la forme ¢'(t) = 32, p' B avec (p?, p2, B, B?) vérifiant ces condi-
tions. On passe ensuite a la limite (quand 6, tend vers 0), comme pour la majoration.
Dans le cas de champs de probabilités constants, on ne se limite pas 4 ces quadru-
plets; la minoration est alors obtenue avec Ao r(p) (paragraphe 3.7).

3.3.2 Application aux chemins de C’[0,T]

Rappelons qu’on a noté (notation 2.2.1) C/[0,T] ’ensemble des applications
continues pour lesquelles il existe une partition finie 0 =t < t; < ... <t, =T telle
que:

¥(Jt;, ti41[) C P9, aveci; = 0,1 ou 2. (3.31)

Pour 6, positif, on reprend la définition 2.2.5 du colt approché, pour A = 0 et
6 = —6o ; pour tout chemin continu, ¢, de [0,7T] dans IR, on a:

T
Ag,g?'o(tp) _ { /0 /\_g.o'o(cp(t),cp (¢)) dt  si @ est absolument continu
+0o smon

avec, pour z et 8 dans IR?:

Li(B) si z€ P, i=10u?2
’\—90.0(3:1 ﬂ) = L(-J-Go(x: :B) si IW(IB)l < b } : o
LiB) s @) >0 f O TEF

ou L%, (z,B) est égal &

inf{ 3" #'L5(6)

i=1

2 2
S5 =1, 346 =B, 7(8") 2 60, (") < —t}.

i=1

Notation 3.3.2 Pour 8¢ positif, pour simplifier, on remplace, dans ce paragraphe,

la notation Ag,%’” par ngT.

Soit ¢ un chemin de C*[0,T], absolument continu. Pour ¢(t) dans P°, ps en t,
7('(t)) est nul. Donc Jgo(¢) est égal a I'intégrale de 0 & T' de I’application

£ { Loo(#(0) si p(t) € P’
L%, (e(1),¥'(t)) sip(t) € P°
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Théoreme 3.3.3

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de Uhyperplan P°, {(Y{),cv}, associ€ a des champs de probabilités
(1) et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et (H Lip). Soit ¢ un chemin de
C/[0,T). On lui associe {t;,i;} comme dans (3.31). On suppose que, quand on
ai; # 0 avec <p(tj.) € P°, S, .,y et SZ,) contiennent des vecteurs strictement
rentrants dans P%.

Alors, pour tous 0o, > 0, il existe o, 7o tels que, pour tout 7 < 79 et tout
yo de B(¥(0), ), on ait:

7 log Py, (dor(77, ) < €) = —J5% () — €

¢(T)
Sat) i =2

Sl

w(t1)

©(0)

Remarques:

1. le cas i; # 0 et ¢(t;) ¢ P° ne se produit éventuellement que pour j = 0. Si
i; # 0 avec ¢(t;) € P°, dans la plupart des cas, I’hypothése sur S, ) et S,
est peu contraignante. Supposons par exemple ¢; égal a 2. Puisque ¢(]t;, t;41])
est inclus dans P?, I’hypothése sur Si(t,-) est en général vérifiée, sauf dans des
cas particuliers, par exemple:

sup{m(B)|B € S7(;)} est strictement positif
pour t > t;, mais s’annule en t = ;. P!

Pour ’hypothése sur S:,(,J.) (pour j # 0):

— si 2;_1 = 0, alors, si Jf:?_htj(cp) vaut 400, la minoration est triviale; sinon,
d’apreés la continuité de ’application z +— S., on sait que Scl,;(t_,-) rencontre ’en-
semble {7 (-) > 6o}.

— si 351 = 1, sup{n(B)|B € Si;} est strictement positif & gauche de ¢;;
I’hypothese exclut le cas ou cette quantité s’annule en ¢ = ¢;.
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o e 3 _ . . 1
— si j_1 = 2, on ne sait rien sur S, . . \/

p! w(t;)

Si ’hypotheése n’est pas vérifiée, au voisinage de ¢(¢;), le processus peut fran-
chir la frontiére et rester ensuite dans P!. L’hypothése implique que le proces-
sus revient dans P? avec une probabilité non nulle.

— de méme, si 7 = 0, on ne sait rien sur S(,lo(O) (donc I’hypotheése est nécessaire
si ¢(0) appartient & P°, & moins de travailler avec yo dans B(¢(0), a) N P?).

2. en fait, si z; # 0, ’hypotheése sur SZ&?) est vérifiée dés que Hy(p(t;)) est vraie.

3. Jo%(¢) est fini seulement si Ho(yp(t)) est vérifiée pour tout ¢ de [t;,%;41] quand
2; vaut 0.

4. il suffit que ’hypothése (HLip) soit vérifiée dans un voisinage de ([0, T)).

Démonstration : la démonstration consiste & approcher sur chaque [t;,%;41] le chemin
¢ par un chemin régulier (si i; = 0) ou & vitesses intérieures par rapport au champ
(pi) (si i; = i) en utilisant le lemme 3.1.9 A droite de t; tel que ¢; 7 0 et (¢;) € P°
grace a ’hypothése faite dans ce cas. Cette démonstration fait 1’objet de la partie
3.6.
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3.4 Minoration finale pour un tube: passage a la
limite 6 — 0

3.4.1 Résultat général

Théoréme 3.4.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de I’hyperplan P° associé a des champs de probabilités (ul) et (u2) vé-
rifiant les hypothéses (Hmin) et (H Lip).

Soit ¢ un chemin de C/[0,T]. On lui associe {t;,i;} comme dans (3.31).
On suppose que, quand on ai; # 0 avec p(t;) € P°, Sg ) et 5%,y contien-
nent des vecteurs strictement rentrants dans P . Alors, pour tout €, il eriste
a et 1o tels que, pour tout 7 < 79 et tout yo de B(p(0), ), on ait:

71og Py, (dor(7", ) S €) = —lim Jor(p) — €

>0

Dans la suite, on note %i_r.ré Jo (i) pour lim Joz(¢)-

€>0
Démonstration : considérons ¢ tel que Jgf’T(gp) soit fini pour un 6 > O (sinon rien
a montrer). Le colit L%,(z,-) est un minimum calculé sur un ensemble conditionné
par w(B') > 0 et w(B?) < —0. Ces contraintes sont moins fortes quand 6 diminue,
alors L2 4(z,-) diminue. On a donc J§1(¢) < J7() pour 6 < 6'. Considérons € > 0
et Oy tel que Jgf’T(cp) soit inférieur & %i_r’% Jor(p) + €. D’aprés le théoréme 3.3.3, il

existe et 7o tels que, pour 7 < 79 et yo dans B(y(0), @), on ait:

7log Py (dor (77, ) < €) 2 —Jor(w) —e 2 —limJgr(p) —26. 0

Dans la suite de cette partie, nous calculons %ina Jg:’T(cp) (dans la proposition 2.2.6,

on a montré, pour tout chemin ¢ de C[0,T], Aor(¢) = Ag:'} () mais la

(04 =(0,0)
limite portait sur les 6 positifs alors qu’ici, on a: JE () = Ag°(¢) ).

Nous montrons que %irré Jng(go) vaut soit Agr(¢p), soit+co. Nous cherchons ensuite a

caractériser les configurations de supports des mesures pour lesquelles le deuxieéme
cas peut se produire.
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Théoréme 3.4.2

On considére des champs de probabilités (ul) et (u2) vérifiant les hypothéses
(Hmin) et ¢ un chemin de C/[0,T). On suppose qu’il eziste 0, tel que Jgf’T(c,o)
soit fini. Alors on a:

lim J5 () = Aoz()

La condition “il existe 6y tel que Jgf’T(go) soit fini” est étudiée dans le paragraphe
3.4.2. Remarquons que si, pour tout 6 positif, J§,(¢) est égal & +oo, };i__r.% Jgf’T(cp)
est égal a2 +oco et le minorant dans le théoréeme 3.4.1 vaut —oco. Dans certains cas
cependant (champs de probabilités constants dans le paragraphe 3.6, ou exemples
du paragraphe 4.1), on pourra améliorer cette minoration en remplagant ‘l)i_r'% Jg'T(cp)

par Aor(p) dans le théoréme 3.4.1.

Démonstration du théoréme (on n’a pas besoin de toutes les hypothéses (Hmin)):
les fonctionnelles J% et A coincident sur les chemins restant dans un des P*. On peut
donc se contenter d’étudier le cas ou ¢([0,T]) est inclus dans P°.

Notation 3.4.3 On pose, pour z et B dans IR® :

Li(z,B) = inf{}i Pt Lo(B)

=1

2

Zpi =1, zsziﬁi = B, (—l)iw(ﬁ{) < 0}

=1 =1

On utilisera cette notation pour g tel que n(8) vaut 0.

Lemme 3.4.4

Avec les hypothéses du théoréme 3.4.2, si de plus ¢ est tracé sur P°, on a:
. 0 T + '
lm g r(e) = [ L (o' @)at

Démonstration : on suppose Jgor(¢p) < +oo et ([0, T]) inclus dans P°. J§ () s’écrit
IT fo(t)dt, ot fot) = L2((t), #'(1)). Pour 8 < O, 0n a fo < fe,, avec fa, intégrable,
donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée:

. 8 T .
lim Jr(p) = [ lim fat)t,

ol %irré fo désigne la limite simple (avec § > 0). Or, Lj(t)(go’ (t)) est un minimum

calculé sur un ensemble qui est la réunion, pour € variant dans ]0, +oo[, des ensembles

{(pl,pz,ﬂl,ﬁz) Sopi=1,3 pB =¢t), 7(B) 2 6,7(B% < —9} (3.32)

=1 =1
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Pour # fixé, I’ensemble (3.32) est celui sur lequel on calcule le minimum donnant
fe(t). En raison de la monotonie, on a donc, pour tout ¢:

Ly (¢'(8) = lim fo(2),
d’ou le lemme.

Etudions maintenant le lien entre L} et L :
Lemme 3.4.5

Pour tous z et B dans IR? tels que L¥(B) soit fini, on a:

LZ(B) = Lz(B)-

Démonstration: pour z et 8 quelconques, on a L (8) < L¥(B). Supposons L} (B)
fini et considérons (p*, B?) tel que 2, p' LL(B) < LI (B) + 1 avec

i=

2 2

S =1, pB =pet (—-1)n(f)<0 (3.33)

=1 =1

L.(B) s’écrit 3°2_, p" Li(B") avec les mémes conditions que (3.33) sauf la derniére,
qui est remplacée par une inégalité large. Posons, pour chaque z,

iy 0P BT+ (1 —8)p"B"
/6(0)— epi+(1—9)p'i

Alors on a (—1)'7(8'(0)) < 0 et 8 = i [0p° + (1 — 6)p"] B(6).

=1

ﬂl2

B*(6)
z ﬂ2

On a donc: L¥(B) < 3 [66° + (1 — )] Li((0)).

=1
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D’apres la convexité des applications L},

on en déduit que, pour tout 6 de ]0, 1],
on a:

LI(B) < 22:(9/)"111(,3") + (1= 0)p"Lo(8) < 6(LE(B) +1) + (1 — 0)Lz(B).

1=1

En faisant tendre # vers 0, on obtient:

L¥(B) < L.(B), doi lelemme.

Pour démontrer le théoréme 3.4.2 pour ¢ tracé sur P°, on remarque que dés que
Jg?T((p) est fini, presque siirement en t, L:(t)(go’(t)) est fini donc égal a L,;)(¢'(1))
d’apreés le lemme 3.4.5. Alors [T Lz(t)(cp’(t))dt est égal a Ao 1(p) et le lemme 3.4.4
permet de conclure.

Pour compléter le lemme 3.4.5, nous étudions plus précisément, dans la suite de ce
paragraphe, dans quels cas L} () est infini alors que L.(8) est fini. Pour 8 tel que
7(B) = 0, supposons L.(B) fini égal & %, p'LL(B'), avec B = T4, p'f, Tl p' =1
et (—1)'w(B%) < 0 et précisons a quelles conditions L} (3) peut étre fini, donc égal 2
L=(B)-

Pour assurer ’existence des exemples qui suivent, rappelons que chacun des §' pré-
cédents (on a LL(B') < +o0) peut étre sur la frontiere de Si quelle que soit sa forme.
En effet, considérons une mesure g sur un ouvert S, un vecteur fy sur la frontiére
de S et, pour p dans ]0,1[, posons g = pég, + (1 — p)u!. Alors, la transformée de
Cramer de u est finie en [ (si on note L cette transformée de Cramer, L! celle de
ul et H! la logtransformée de Laplace de !, on a:

L(Bo) = sup,{(c, Bo) — In[pe(=fe) + (1 — p)eH'(M]} = In p+(1—p)1e—1.1(po) < —logp.)

Etudions alors les différents cas possibles (tous les exemples qui suivent sont ob-
servables avec 37, p'Li(B') < 400):

Si Ho(z) n’est pas vérifiée, Ly (z, ) vaut +oo.
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On suppose Hp(z) vérifiée. Si un des w(5*) est non nul, ’autre est non nul. LF(5)
est alors égal & L.(8). Etudions le cas ot #(8') = n(8*) = 0:

1. si, pour un i, B appartient a Si (avec p' # 0).
On considére un vecteur 53¢ dans S2~' N{(—1)3"'n(-) < 0} (d’aprés Ho(z)).

(a) sip> " #0

g B F {v|r(v) = 0}

On pose B3~ = b3~ 4+ (1 — 0)B% " et B = B — g%i(bi’i —B%*7%).0na

alors (—1)'n(B8) <0, B = 2, p'f' et Li(B) est fini pour § assez petit.
On en déduit L4 (z,B) < +oo et donc Ly(z,B) = L-(B).

(b) si B3~ n’est pas défini (p>~* = 0).

Es—:‘ = bi""

On pose B3~ = 83~% et B = (1 +60)B' — 663~'. Alors on a (—1)'w(5*) < 0,
et B =0 = 256+ 1558°", avec LL(B') fini pour § assez petit, donc
L+($,ﬂ) < +oo et L+(:I:,,B) = Lz‘(ﬂ)

2. si chaque (' est extremal dans S{ (pour chaque 7 tel que p’ soit non nul et
toujours avec 7(B°) = 0) : supposons que p' appartienne 4 ]0; 1[ et que la droite
(-] o

(B'4?) rencontre S! ou S2: 5
ﬁ a

(la configuration de la figure est possible si L3~ (83%) est élevé). Si (B'5?)
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o o
rencontre S, par convexité, S N(B!B?) contient des vecteurs de premiére co-
ordonnée nulle, arbitrairement proches de §'. Le vecteur B n’est pas égal a
o

f* donc on peut prendre B sur la demi-droite 8 + R¥[B' — B] et dans S,
avec L!(B') arbitrairement proche de Li(B‘). Le vecteur S est barycentre de
B* et B3~% avec des coeflicients arbitrairement proches de p' et p®>~'. Comme

B¢ appartient 3 Si, on peut appliquer la construction de 1.(a). On a donc

L+(.’E,ﬂ) < +o0 et donc L+($1 IB) = Lz(ﬁ)

Dans tous les cas précédents, L, (z, 3) est égal a L (B).

En revanche, si p' appartient a ]0;1[ alors que (8'?) ne rencontre ni S} ni S2,
ou si p' est égal & 0 ou 1, on ne peut pas conclure de fagon générale. Les deux
situations L.(8) = L4 (z,B) < +oo et L (B) < L4+(z, ) < +oo sont observables:

Exemples ou1 L (8) = Li(z,B):

hyperplan tangent & S! en !

{v|x(v) = 0}

la droite (8!$?) est orthogonale
au plan du dessin

S! admet un hyperplan tangent en 8! et SZN{r < 0} contient un vecteur de l'autre
c6té de cet I’hyperplan par rapport & S! (nécessairement cet hyperplan contient 8

. o

et B2): alors, on trouve un vecteur 3% dans S2 {7 < 0} arbitrairement proche de
- (<]

B2. La droite (B%8) contient des points de S N{7 > 0} arbitrairement proches de

o
B'. On conclut comme dans le cas 2. ci-dessus ou (8'4?) rencontre un des S..
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e p! vaut 1 et il existe une droite contenant S et rencontrant SN {x > 0} et

SZN{r < 0}:
g /\ {v|r(v) = 0}

Exemples ou L.(8) < L4 (z,B) = +oo:

2 2
e 3 s’écrit Zpiﬁi avec Lo(fB) = ZpiLi(,Bi) < +oo tandis que Ly(z, ) vaut +oo:

1=1 =1

-
]
VA N

AN
~___“~

éventuellement avec p! = 1:

S1 S?
a=
\'3/ )

e S! admet un hyperplan tangent en B! et S2N{r < 0} est du méme c6té que S!
par rapport a cet hyperplan.

hyperplan tangent & S! en B!

{v|7(v) = 0}
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3.4.2 Cas ou %ir% Jg,T(go) = Ao ()

Soit ¢ un chemin continu tracé sur P° On a Agr(p) < girrg Jor(p) et ily a

égalité des qu’il existe Op tel que Jng(go) soit fini; on sait qu’alors on peut mi-
norer avec Ao r(p) dans le théoréeme 3.4.1. Etudions dans quels cas cette condition
est réalisée. D’apres la monotonie en @ cela correspond aux cas ou ‘lgir% Jg,T(cp) est fini.

Nécessairement, ’hypothése Ho(p(t)) doit étre vérifiée presque strement pour ¢
dans [0,7T)]. D’autre part, le colit Ao r(p) doit étre fini. En particulier, dans ce cas,
presque sirement en t, il existe (p}, p?, B}, B7) dans [0,1]* x S,y x §2,) tel que

2 2
DopBi=¢'(t), dopi=1 et (=1)'n(B) <0 (3.34)
i=1 =1

(en effet, presque sfirement en t, L,(;)(¢'(t)) s’écrit 37, piL;(t)(,Bf), avec ces condi-

tions).

Lemme 3.4.6

Soit ¢ un chemin absolument continu tracé sur P° tel que, presque partout
en t, (1) scrive T2, pif, avee (pb, o2, B, B2) dans [0, 1] x Sky X S,
Yiap=1 et (-1)=(8) <0.

Dés qu’on peut découper [0,T] en un nombre fini d’intervalles sur lesquels :
— soit il existe Oy tel que, ps en t, (—1)'w(B]) < —bo,

— soit il existe 6o tel que, psent, Bi € (S“;,(,))"%,

alors il existe Oy tel que ng,.(go) < +oo et donc él)irré Jor(®) = Aor(p) -

Remarquons que d’aprés 1’étude conduisant & (1.15) page 48, le cas “il existe 0 tel
que, ps en t, (—1)'w(B;) < —6,” n’est pas nécessairement fréquent.

Démounstration : il suffit d’étudier le deuxiéme cas. Supposons donc que, pour presque
tout ¢ de [0, T, B appartienne & (S.,))~%. Alors, comme (—1)'7(8;) < 0, Ho(ip(2))
est vérifiée presque stirement en ¢, donc Hy est vérifiée dans un voisinage de ([0, T1).
On va modifier (p, 3{) de fagon a obtenir, pour un @ convenable, indépendant de
t, (5 Br) tel que

2 .. 2. R T2 ..
() =B oA =1, (~1m(B) < —bo et [ 3 AiLiy(B)dt < +oo.

=1 =1 =1

Considérons 8g, po > 0.
1. Si (=1)'w(B;) < —6p pour i = 1 ou 2, on pose Bi = Bi et pi = pi.
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2. Si pour un %, on a (—1)'7(8{) > —bo, avec p; € [po,1 — po]. L’hypothése Ho
est vérifiée dans un voisinage de ¢([0,T]). Pour tout z de ce voisinage, on
peut donc considérer un vecteur b. ‘1éfini comme dans le chapitre 2 (choix du
vecteur vz 2.3.3). On a (—1)'x(b.) < —mo. On pose:

3—1

—i —i ai : Op —i -
B3~ = b3 + (1= )8 et Bl =Bl — (b3 — A7)

On a alors (—1)3~ 7 (B2™%) < —6nq et

3—-1

w(Bi) = =(B;) + —'W(pt"ﬂa") - o,z:_"‘ (B5) = m(B)(1 — 6) — m(b5)-

Donc
3—1

(—1)m(Bi) < (-1 ”‘ r(535) < —0pomo.

D’autre part, on a, pour j = 1 ou 2, I,Bt - Bl < 2%2 < 5,} pour 6 assez petit,
3 po fixé, et /(1) est égal & T2, pifi.

3. Si pour un i, (—1)'7(B{) > —00, avec pi & [po,1 — po]; par exemple p; < po.
Alors w(ﬁf) a.ppa.rtxent a ] — 6o,0] (sinon, w(B}) serait dans [0,8o(; on aurait
—w(B?) =2 ’;“6 < -f?_—}% < o, donc c’est vrai de toutes fagons). On suppose 8
inférieur & po et on pose

0(B7 — go(t)) + P (B — bl¢(¢))

:Btl =b‘lp(t) et :Bt2=,8t2+ 2_¢

Alors on a 7(3}) > mo et, en posant p! = pl+0et 52 = p?—0, () = =L, 5B
D’autre part, on a

=131
©(B}) = — M:(z—@—)'_ ptﬂo < —pymo < —Omo
Pt i

ot 2M(0 +p0) _

Po

llBt ﬁtl _— 0 - 9 -— 2
pour @ et po assez petits.
Prenons alors 6; = 6pomo A 0p. Pour chaque 7, dans chacun des cas précédents,

(—1)"7r(Bf) est inférieur & —6,. De plus, presque siirement en ¢, |3} — Bi| est inférieur
g ~. . ~. . . . &
4 £ (ou bien §; = b,(1)) donc le vecteur §; appartient & (S;(t))"}.
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On a donc:
T i gz 6o
A ZptLgp(t)(:Bt)dt <TJ (’5’) < 400,
=1
avec J(£) = sup{Li(v) | z € ¢([0,T]), v € (Si)‘iz?', i =1 ou 2}. Donc Jgy(¢) est
fini. On conclut en utilisant le théoreme 3.4.2.

Pour certaines configurations des supports au voisinage de la frontiére, }?if’ré Jor(p) =

Ao, () est vrai avec des conditions plus faibles sur ¢, parfois méme pour tout che-
min continu ¢:

Exemple Si pour tout z d’un compact X, chaque Si est inclus dans {(—1)'r(-) < 0}:
il existe 6o tel que, pour y dans K et i = 1 ou 2, S} soit inclus dans {(—1)'x(-) < —6o}.
Alors, pour ¢ dans C[0,T] & valeurs dans X, })in& J5 () et Aor(p) sont égaux (on

revient sur cet exemple dans le chapitre 4).

Notation 3.4.7 Pouri =1 ou 2 et = dans IR%, on note q. l’application qui, ¢ un
réel ¢, associe la projection de Si N {n(-) = —(—1)'c} sur I’ensemble {x(-) = 0}.

Lemme 3.4.8

Soit ¢ un chemin absolument continu sur [0,T] a valeurs dans P°. Sup-
posons que, pour z dans p([0,T]), les applications ql et q2 soient stricte-
ment croissantes, pour l’inclusion, sur un intervalle a droite de Q0 et qu’il
existe po tel que, presque sirement en t, ¢'(t) s’écrive ¢'(t) = 32, piBi avec
(0}, 92, B, B2) dans [po, 1= pol? x Sk X Sy, T2y i = 1 et (—1)im () < 0.
Alors, il exziste 6o tel que Joor(¢p) < +o00, et donc gi_r’% Jor(®) = Aoz (e).

Exemple: ,
=G0
N

~__ {vl7(v) = 0}

Démonstration : Posons, pour § > 0,7 =1 ou 2 et avec u; = (1,0,...,0):

Bi(6) = B; — 6(—1) p} *us.
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D’apres I’hypothése sur les applications q:, il existe § > 0 tel que, pour 8 assez petit,
presque siirement en t, le vecteur 5;(8) appartienne & (.S'i,(t))'s. Alors, on a:

¢'(t) = ipiﬂf(e), (—1)'m(Bi(6)) < —0pF < —Opo et Ly,y(Bi(6)) < J(6)

i=1

Donc Jg% () est fini. On conclut en utilisant le théoréeme 3.4.2. o

Remarquons que ce résultat peut étre vrai avec gl et g2 constantes: par exemple,
pour d = 2, considérons les probabilités ui = 3"i_, p};(:c)csai (z)» Pour 2 = 1 ou 2, avec
la configuration suivante au voisinage de P°:

al(z) a3(z) a3(z) a?(z)

{Bl=(B) = 0}

az(z) a3(<) a3(z) ai(z)

Alors, on peut faire la méme modification que dans la démonstration précédente. On

n’a plus Bi(0) € (S5(yy)~° mais le fait que L soit bornée sur Si (par — log lréqkig1 pi(z))

assure JgR(¢) < +oo.

3.4.3 Conclusion

Les lemmes 3.4.6 et 3.4.8 mettent en évidence des chemins ¢ pour lesquels le
théoreme 3.4.1 peut s’écrire avec Ag () au lieu de ¢l9inc1) Jor(¢) (les deux quantités

sont égales). En rassemblant ces résultats, on obtient le théoréme suivant pour les
tubes:
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Théoréme 3.4.9

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues
le long de l’hyperplan P° associé d@ des champs de probabilités (ul) et (p2)
vérifiant les hypothéses (Hmin) et (HLip). Soit ¢ un chemin de C/[0,T] et
{t;,1;} tels que ¥(]t;,t;41]) C P. On suppose:

o sii; # 0 avec p(t;) € P, alors Si, et 5%,y contiennent des vecteurs
strictement rentrants dans P'.

o sii; =0 et que ¢ est absolument continu sur [t;,t;4+1], presque partout en
t, ©'(t) s’écrit 32, piBi, avec (p}, p?, B}, B?) dans [0,1]? x Sty X S2ey
2 .pi =1, (=1)'n(B}) < 0 et on peut découper [t;,t;4+1] en un nombre
fini d’intervalles sur lesquels :

— soit il existe Oy tel que, ps ent, (—1)'w(Bi) < —bo,

— soit il existe &y tel que, ps ent, Bi € (.S';,(t))"&,

— soit les applications gl et g2 sont, pour tout = de ¢([0,T]), strictement
croissantes sur un intervalle a droite de O et il existe po strictement positif
tel que, presque sirement en t, p! appartient a [po,1 — po]-

Alors, pour tout €, il existe a et 1o tels que, pour tout T < 79 el toutl yo de

B(¢(0),a), on ait:

7 log Py (dor(77,¢) < €) = —Aor(p) —€

Exemple: ce résultat est vérifié pour ¢ comme dans la remarque qui suit le théo-
reme 3.2.2: dérivable et telle que pour tout ¢ de [0, T], ©'(t) s’écrit T2, pip;, avec,
o

pour chaque %, t — ! et t — pi continues par morceaux, B appartenant a S:},(t) et
(—1)'w(B;) < 0. En effet, alors, il existe & tel que, ps en t, §; appartient & (S},,))~%.

3.5 Minoration pour un borélien quelconque

On a défini (notation 2.2.1) C/[0,T] comme ’ensemble des chemins 1 continus
pour lesquels il existe une partition de [0,T] en un nombre fini de sous-intervalles a
I’intérieur desquels 7 reste dans un méme P°.

Définition 3.5.1 Pour yp dans IR%, on appelle C,,[0,T] l’ensemble des chemins
continus ¢ : [0,T] — IR? tels que p(0) = yo. On munit cet ensemble de la topologie
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de la convergence uniforme.

On veut établir une relation du type —-Am.-n(co;') < lig}_‘ié)frlog Py, (¢” € G) pour
toute partie borélienne G de C,[0,7]. On a obtenu des résultats de minoration
d’un tube quand son axe est dans C7/[0,T). On ne sait pas approcher un chemin
quelconque par un élément de C/[0,T] en modifiant peu le coiit. Le colGt de mino-
ration Apmi, va donc se lire sur les chemins de C/[0,T]. D’autre part, il est inutile
de prendre en compte les chemins ¢ pour lesquels Jg,T(cp) vaut +oo pour tout 6
puisqu’alors %i_r% Jor(¢p) est infini. Pour les autres chemins, quand ils vérifient les

hypothéses du théoréme 3.4.1, dans ce théoréme, le minorant est égal & —Aq () —¢.

Notation 3.5.2 On note C/7[0,T] l’ensemble des chemins ¢ de C/[0,T] tels que

(1) J§r(¢) est fini pour un 6 > 0

(2) si{t;,i;} est associé a p comme dans (3.31) (¥(Jt;,t;41() C P%), pouri; # 0
et p(t;) sur P°, S; ., et Si(, ) contiennent des vecteurs strictement rentrants
dans Pi.

Remarque: la condition (2) est peu contraignante (cf remarques apres le théoréme
3.3.3) et on a vu dans le paragraphe précédent des conditions pour que (1) soit
vérifiée.

On a le résultat final suivant:

Théoréme 3.5.3

On considére un processus d’apprentissage lent a statlistiques discontinues le
long de Uhyperplan P°, {(Yy ), .V}, associ€ a des champs de probabilités (ul)
et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmin)et (HLip). On appelle ™ le chemin
aléatoire continu défini par ¢"(k7) = Y pour 0 < k7 < T + 7 et " est
affine sur [kT;(k+ 1)7].

Alors, pour tout yo de IR? et pour toute partie borélienne G de C,,[0,T),
on a:

—A(G NCY7[0,T)) < liminf 7 log Py (¢fo) € G)

Démonstration : on suppose A(é’ NC4™[0,T)) fini et on considére, pour £ > 0 donné,
un chemin ¢ dans G NCY ™[0, T) tel que Ao () soit inférieur & A(E;’ NCH[0,T)) +e.
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(<}
Pour €; > 0 assez petit, G contient le tube d’axe ¢ et rayon €;. D’aprés le théoreme
3.4.1, on a:

liﬁiglf 7log Py (dor(77, ) < €1) = —Ao,1(ep)
(J7™ — ¢7| est P-ps majoré par 7 M, petit devant ;) d’ou le résultat.

Remarquons que la condition (1) ne peut étre supprimée dans la définition de
C/7[0,T] (notation 3.5.2):
nous donnons a la fin du paragraphe 4.1.3 un exemple ou lirrcx) 7 log Py, (¥J0,1) € G)

vaut —oo alors que é’ contient un chemin ¢ vérifiant la condition (2) de la nota-
tion 3.5.2 (en fait ¢ est & valeurs dans P°) et tel que Ao r(¢) < +00. Il s’agit d’un
exemple dans lequel (Hp) n’est pas vérifiée. Nous n’avons pas d’exemple quand (Hp)
est vérifiée au voisinage des ¢([0,7T]), ¢ € G. Il est possible que A(OG NnCc’ 0, T))
soit toujours égal a A((o;’ NC’[0,T]) dans ce cas. Nous le montrons pour les champs
de probabilités constants dans le paragraphe 3.7.

3.6 Démonstration du théoréme 3.3.3

Revenons a la démonstration du théoreme 3.3.3 concernant les chemins continus.
Il suffit de montrer que, sous les hypothéses(Hmin) et (HLip), pour tout ¢ de C[0, T']
tel que (]0, T[) est inclus dans P*, pour 7 = 0, 1 ou 2, avec S} o) et S2 ;) rencontrant
{(—=1)'w(-) > 0} si i # 0 et ©(0) € P° on a:

pour tous 8y, > 0, il existe a, 79 tels que, pour tout 7 < 79 et tout yo 3.35
de B(p(0), @), on ait:  7log Py (dor(7", ) < €) 2 —Jox(p) — € (3:35)

Nous démontrerons (3.35) un peu plus bas. Supposons ce résultat obtenu. Alors,
pour ¢ comme dans le théoréme, on ’utilise sur chaque intervalle [¢;,t;41] avec
0<j7<p—1:6et € sont fixés; on pose a, = € et, par récurrencede j =p—1 a
j = 0, on prend «a; et 7; tels que, pour 7 < 75, on ait, P-ps sur {Yy € B(p(¢;),a;)}:

y
rlog P sup bt —1;) — o) < 2| Fo) 2 — Tk, (0) .

tj<t<tj+1

On utilise ce résultat pour la chaine (}/}:)g;skfsgj +1 Ou, pour j et 7 fixés, on note
7 'unique multiple de 7 tel que {7 — 7 < t; < t]. Pour 7 < ir}f 7j, on a, P-ps sur

{77 (t7) € B(v(;), @5)} -

rlog P sup b ( +1— 1) — w(®)| <

t;<t<ti4a

541

]:t;) 2 —J:;Jvt.i+l(¢) — &
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On suppose Jgf’T(ga) fini sinon il n’y a rien & montrer. Alors, pour presque tout %, on

a |p’'(t)] < M, o M est associé & K = B(%(0),1) et & T comme dans (1.16). Donc,
pour 7 < inf;(7; A 5%), pour chaque j, on a, P-ps sur {77 (t]) € B(p(t;),;)}:
3

rlog P sup |y7(t) — p()] < =4

t7<t<t;4

J—',;_) > —Jf, (o) —e. (3.36)

Pour conclure, on utilise la propriété de Markov en conditionnant aux différents
instants t7. On note E; I’événement {suptr<,<t}+l Y7 (t) —(t)] < 3—""?—'f—} On a, pour
tout yo da.ns B(¢(0), o) :

Py (dor(77,p) <€) 2 Py, (UOSjSP—lEj) = Py, (Eo) H P(E;+1|E;j)-
0<i<p-—-1
Pour 7 < 241 E; est inclus dans {7y7(t],,) € B(¥(tj+1),@j+1)}, on a donc, d’apres
(3.36), pour 7 < inf;(7; A )
Tlog P(E;jn|E;) 2 —J/%,.,.(p) — €.
La somme des différents J, t;41 () est égale a J5%(¢) ; on en déduit le résultat du
théoreme 3.3.3 pour ¢.

Démonstration de (3.35):

1. Montrons (3.35) quand ([0, T]) est inclus dans P°:

On suppose Jgf’T(go) fini. Le réel M est associé a K = B(¥(0),1) et a T comme dans
(1.16). Alors, L%, (¢(t),¢'(t)) est fini presque slirement en t. Sa valeur est obtenue
comme le minimum, sur un compact, d’une fonction s.c.i. donc presque siirement en
t, il existe (p}, p7, B¢, B?) dans [0,1]% x S1,) x §%, tel qu'on ait L2, (¢(t),¥'(2)) =
2 L piL: () (Bi), avec (—1)'w(Bi) < —0o. Remarquons que les p} sont & valeurs dans
un compact inclus dans 0, 1[.

Soit € > 0. On souhaite approcher le chemin ¢ par un chemin régulier (défini-
tion 3.2.1). Pour cela, on modifie p} et B; de maniére & construire des applications
t— pi et t — Bf, C° par morceaux, telles que, si on pose

(t) = p(0) + / gpuﬂ* du

alors le chemin 1 vérifie les conditions suivantes:

sup (—1)'x(8!) < 0 (3.37)
te(0,T)
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Jnt_d(Bi, Fr(Sy)) > 0 (3.38)
do1(0, %) <€ (3.39)
I S AL (Bi)dt < Tiip() + €T. (3.40)

=1
Les deux premiéres conditions permettront, a 1’aide du théoréme 3.2.2, de mino-
rer la probabilité pour que " appartienne & un tube d’axe 3 ; on en déduira la
minoration pour un tube d’axe ¢, faisant intervenir Jgf’T(cp), en utilisant les deux
derniéres (rema.rquons qu’il n’est pas nécessaire que le cott de v soit donné par
15D ,=1 p,L:p(t)(ﬂt)dt dans le théoréme 3.2.2, on n’a pas supposé Ly)(¥'(t)) =

Zi=1 piL ¢(t) (:Bt))

Une modification de p! et B! pour un t fixé est facile & obtenir. La difficulté ici
vient de ce qu’on veut ramener les vecteurs §; a l'intérieur des supports tout en
gardant proche de ¢’(t) celui de leurs barycentres qui est paralléle & P°, avec une
uniformité en t.

On considére 6 > 0 et on pose v} = ki, 4(B;) (cf définition 2.1.2). On a
lvi — Bi] < 2M6 et

(=1)'7(v;) = O(=1)'m(mye) + (1 = )(=1)'7(8;) < —(1 — 6)6 + MO.  (3.41)
D’autre part, v{ € (S, (t))—c,o d’aprés (1.4) du chapitre 1, et L, ,,(v;) < Li,(t)(ﬂf).

Pour z dans IR? et I > 0, on note pf, ; la projection sur le convexe compact {L(-) <
I} comme dans [AR] 4.6. On pose I‘(t) = '(t)(vt') Siona (— 1)'7r(p; I.(t)(vt')) <0
pour chaque 7, on note F(, z) 'unique barycentre de p; (t)(v,) et p? I3(2) (v?) tel que
n(F(t,z)) = 0. Alors, F(t,z) s’écrit 2, p'(¢, z)pL 1!(:)(”:) avec 2,2-1 p (t z)=1.

L’application (¢,z) — pi Ii(2) (vi) est localement lipschitzienne en z, uniformément
en t € [0,7)]. Sur un intervalle ou (—1) ﬂ(pz I,(t)(vt)) est majoré par une constante

négative donnée, notée —C, la fonction p'(t,z) I’est également (cf (3.30): on a

o' (¢, z) — pi(t,y)] < mest 7, "(‘)iuc',) it "Q(u‘)l) alors F'(t,z) est une fonction boré-

lienne du couple (t,z) qui est localement lipschitzienne en z, uniformément en ¢

appartenant a cet intervalle.

On considére un chemin 3; défini par ¥:(0) = ¢(0) et 1(¢t) = F(¢,%1(t)) sur un
intervalle & droite de 0, tant que (—1)'r(pj, (t)'I.-(t)(vf)) est majoré par une constante
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négative. On a sur cet intervalle:

P1(t) = ¢(0) + ./: Ep‘(u,‘l/)l(u))pilu(u).I‘(u)(vi)dw

i=1
On pose p; = p'(t,¥1(t)) et Bi = Pl (y.ri)(¥i) (Projection de v sur le compact
{Ly, () < Liyy(vi)})- Alors 9(t) est égal 2 7, pipi. D’apres I’hypothese (HLip)
sur les lignes de niveau des L}, il existe une constante Cy telle que, presque siirement
en t, on ait |B] — vi| < Culi(t) — (t)|, donc |B] — Bj| < 2M6 + Cul1(t) — ¢(2)].
On reprend les calculs faits dans la démonstration de la proposition 3.3.1. On a:

2 2 2 e . 2 - . -
> RBi - Yo piBl| < o AB - Bil+ 316 15 — il

1=1 =1 =1 =1

maz; |B; — Bi|
m(Bt) — 7(BF)

#i(0) = ¢ @) < (1+ 5 ) mas: 1B — 8] < (1+ ) Cultha(t) — w(0)] + M0,

ou M'=2M(1 + %) Par intégration, on en déduit pour ¢ dans [0,7]:

[1(2) — ¢'(2)] =

(cf (8.30)) et (—1)'n(B{) < —8bo, donc

avec |p; — pil <

[1(2) — ()] < (1 + eﬂo) Cu /ot [¥1(u) — o(u)|du + MO'T

et, en utilisant le lemme de Gronwall:
doir(py 1) < M'6T exp[ (14 -31) cuT| = o(r)e
o

pour C(T') convenable. Pour chaque i, presque stirement en ¢, 5} vérifie les propriétés
suivantes :
|8 — vi] < CuC(T)8, donc, d’apres (3.41), pour (M + 8o + CuC(T))6 < & :

(—1)'7(Bi) < —(1 — 6)6p + MO + CL,C(T)0 < —%9 (3.42)

et

Ly, 0(B1) < Liyy(vi) < Ly (Br)- (3.43)
D’autre part, comme on a (cf remarque aprés la démonstration du théoréme 1.2.7:
d’aprés (HLip), z — S: est localement lipschitzienne), quitte & augmenter Cy,:

h(Siys Sua(e)) < Culthr(t) — ()] < CuC(T)8,
de v € (Si(yy)~° et |Bi — vi| < CuC(T)9, on déduit:
Bi € (Sy,0))~° ot § = C16 — 20 C(T)6.



Chapitre 3 171

Quand T tend vers 0, C(T) = M'T exp[(1 + ££)CuT) tend vers 0. On prend T assez

petit pour avoir

20, C(T) < & C‘ (3.44)
on a alors oo
Bi € (Sh ) (3.45)

Il reste cependant a rendre ¢ — i et t — pi continues par morceaux, en conservant
un chemin & vitesses paralléles & P°. Soit £; > 0. Pour chaque 7, on approche t + 3}
par une fonction étagée puis par une fonction constante par morceaux t +— B:' telle
que ps en t, |Bi — Bi| < €10 (cf la démonstration du lemme 4.4 dans [AR]). On
prendra €; petit devant toutes les autres données pour conserver a ,Bt les propriétés
de Bi. Supposons déja €,0 < -14"- ; on a, d’apres (3.42), pour presque tout ¢:

(~1)m(B)) < (~1)m(B) + 26 < —2.

La condition (3.37) est donc vérifiée. Il existe alors p} et p? tels que p! + p? =1 et
2
r(Z ﬁ;ﬂ:) = 0. On définit un chemin 9 par:

=1

B() =00 + [ Fifidu

=1

Alors, pour presque tout ¢, on a
2
[%'(2) — 1(D)] < Zﬁ:lﬂt ﬂtl + Z lPt - Pt
=1 =1
avec, d’apres (3.42):
maz; |Bi— Bil _ €0
m(B) —w(B?) — bo
On en déduit dor(¥1,%) < (1 + %{-)519T et donc

|5t — Bi| <

2M
do (0, ) < (1 + —0—)510T + C(T)6 < 2C(T)6,
0
pour €; petit. En prenant 6 assez petit, on obtient la condition (3.39):

do1(p,¥) < €. (3.46)
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D’apres les hypothéses (Hmin), il existe &y tel que les conditions
. Cy0
lz—y| <6, |[v—1 <6y, zEU et v E (Si)y~=

impliquent

o' € (S et |Li(v)— Li(v')| < (3.47)

€
5
On prend e, assez petit pour avoir:

(14 (1+20)7) <6
0

Alors dor(¥1,%) < (1 + -%’-)EIBT, |Bi — Bi] < €10 et (3.45) impliquent, pour
presque tout %: oo

Fi .- L

B € (Syy)™ (3.48)

ce qui permet de vérifier la condition (3.38), et |th(t)(5f) — Lf,b(t)(:éti)l < . En
utilisant (3.43), on en déduit:

2 2
iri Bi iri i €
2Ly (B) < 3 piLliy(Be) + 5
1=1

i=1
. Or,on a )
", ; maz; |Bi — Bi| _ 2MO + CuC(T)0 + £,0
— < <

IP: Ptl = 20, = 20,

et - 3 -
i (=)'(BTY) 0o
pt - 1 2 Z b)

donc

15 — pi] < pi% [2M + CuC(T) + 61]9 < piM"8, ot M" est une constante.

=i i T " SN iy, &
On a p; < pi(1+ M"6), donc ZPtL¢(t)(.3t) < (1+M"9) [Z: PiLoyy(B) + 5] -On en
=1 i=1
déduit :
T2 e
[ 3 ALy (BDdt < (1 + M 0)[Jgerly) + ST) < Jor(@) + €T, (349)
=1

pour & petit, d’out la condition (3.40).

Remarque: le fait de devoir prendre T petit devant certaines constantes du probléme
(condition (3.44)) n’est pas génant: en effet, la construction précédente peut étre
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faite a partir de 9(0) = z du moment que z est sufisamment proche de ¢(0). On peut
alors construire 3 successivement sur un nombre fini de sous-intervalles de longueur
T suffisamment petite. Les 1 (771) successifs sont arbitrairement proches des ¢(771).

On utilise alors le théoreme 3.2.2: il existe o et 75 tels que, pour 7 < 79, P-ps

sur {Yy € B(¥(0),a)} on ait:

r logP(doT(qr b) < e

)"‘ /Z Lfﬁ(t)(ﬁ:)dt“e.

i=1

On a alors, d’aprés (3.46) et (3.49), pour 7 < 79:

7log P (do.T('YT, ¢) < 2€

T2 ... _
Fo) 2= [ L AL (Bdt —e
1=1

~Joor () — (T +1),
P-ps sur {Yy € B(¢(0),a)}, ce qui démontre (3.35) pour .

2. Montrons maintenant (3.35) lorsqu’on suppose que ¢(]0,7'[) est inclus dans un P*
(¢ =1 ou 2), et que S, et 52, rencontrent {(—1)'w(-) > 0} pour cet i:

on suppose que ¢(0) appartient & P°, sinon le résultat est évident (il suffit de mi-
norer la probabilité d’étre dans un tube d’axe ¢ sur [0,7"] avec T” arbitrairement
proche de T et de rayon suffisamment petit pour que les chemins du tube soient a
valeurs dans P*; un seul champ de probabilités est alors concerné).

Supposons par exemple ¢ égal & 2. Alors J0 (@) est égal & A r(¢). L’hypothese
(HLip) étant vérifiée, pour tout € > 0, on peut approcher ¢ par un chemin a vi-
tesses intérieures, 1, dont le coiit soit proche de celui de ¢. On souhaite que le
chemin % soit & valeurs dans P2. Pour cela on modifie légérement la construction
faite.dans le cas d’un seul champ, rappelée dans le paragraphe 3.3.1:

d’apres la condition sur S? e(0)) Pour y dans un voisinage de ¢(0), on peut trou-
ver un vecteur cg appartenant a (52)—50 tel que 7r(c2) soit supérieur a g, ou o
et my sont strictement positifs et indépendants de y. Pour ¢t dans [0,7T], au lieu
de #m?2 ) + (1 — 8)¢'(t), on prend v, égal & fctyy + (1 — 6)¢'(t). On a encore
lve — @'(t)] < 2M6. D’apres le lemme 1.2.10, il existe une constante C; telle que,
presque sirement en t, v; appartient a (.S (t))—cle D’autre part, on a Lw(t)(v,) <

L2 o (#'(2)) + 8J(80) < L,y (¢'(t)) + € pour 6 petit.
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Comme dans le paragraphe 3.3.1, on obtient un premier chemin ; par intégra-
tion de maniére a ce que, presque siirement en t, ¥;(t) soit la projection de v,
sur {Lyso() < Lo(@)}; on a [94(t) — ¢(B)] < Cultr(t) — ()] + 2M8 donc
dor(p,¥1) < 2M6Te“T. Ensuite on approche 1, par un chemin a vitesses inté-
rieures 1 tel que dor(¥],%’) < €10. On prend ¥(0) = ¥,(0) = ¢(0). Pour 6 et ¢,
petits, la distance entre ¢ et ¢ est inférieure & € et on a Ao 7(¥) < Aor(p) + 2€T.
D’autre part, on a pour tout t < 7':

($'(8) = 708 + (1 — O)m((2)) — [ (t) — vel — €16,

et | (t) — v;| est majoré par Cydor(p,:1) donc par Cyy2MOTeC“T. On considére
alors Ty tel que Cy2M T, eCuTt soit inférieur a 72 et on suppose €, inférieur a 3. On
construit 1 sur ’intervalle [0,T3]. On a, pour tout ¢ de [0,T}]:

(() 2 5 9 + (1 = ) (¢'(1))

donc
r((t) = Z0t + (1 = O)m(o(2)) > 0.

Donc % est & valeurs dans P? sur 'intervalle [0, T}]. D’autre part, puisque |¢’(t) — v;|
est majoré par Cy2MOTeCuT + €16 et |(t) — p(t)| par 2MOT eCuT + £,6T, de v; €
(82(5y)~C*%, on déduit que 9'(t) appartient & (53,) ¢ avec:

C’1

6§ = C10 — [CL2MT1eCu4Ts 4 4]0 — Cu[2MTye4T + €, T1]0 > =~ -

pour €; et T petits devant C;. Le chemin % est alors un chemin a vitesses intérieures
sur 'intervalle [0, T3].

Pour T arbitrairement proche de T et ¢ assez petit, on sait minorer la probabi-
lité que v” soit dans un tube d’axe /[, 71] et rayon €. Le résultat fait intervenir
le coit A%, /(p) = J;-‘;’T.(go). Il suffit donc de montrer (3.35) pour /o 1,) et quitte
a remplacer ¢ par 1 ci-dessus, on peut supposer que ¢ est un chemin & vitesses
intérieures & valeurs dans P? sur ]0, 7). On prend alors § tel que presque siirement
en t, ¢'(t) appartient & (S2;))” —%. On veut minorer la probabilité d’un ensemble de
trajectoires, pour cela, on va tenir compte seulement des trajectoires qui sont dans
P2 aprés une certa.xne durée nt, petite devant T'. Par hypothese, il existe ¢! dans

S¢(o) et ¢ dans S o(0) Tentrants dans P2, c’est-a-dire tels que 7(c') > 0 pour chaque :.

Soit € dans ]0, M] On prend €;, K et N comme dans le lemme 3.1.9, avec K
tel que KL p)(c') V LZ ;) (c?) < € et K < 1; on considére Ky < K et « inférieur &
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Bir(c?)An(c?) etae,. Pournt < Ketn>N,ona:

YT YT

rlog P(=2_=2 ¢ | B(B,e) | ¥ € B(¢(0),))
nT BEA
> —n7Lig(c") V L )(c®) —nTe > —e(1 + K) > —2¢

Or, pour K; < n7, comme € est inférieur & ﬂiﬁa\l@ﬁ, P-ps sur

T YnT _ }/()T

(%% € B, {2 e U B(8,9)},
nT BeA

YT appartient & {n(-) > m1}, avec 7; > 0. En effet, on a, P-ps sur cet ensemble:

n(¥7) 2 —a+ [r(c)) Am(c?) — €] nr 2 —a+ 2

7(c) A(c?) > I—gl—'/r(cl) A w(c?),

d’ou le résultat avec m; = Eiw(c') A w(c?). D’autre part, Y] — Y5 est P-ps majoré
par nTM donc, pour K; <nr < Ketn>N,ona:

Tlog P(Y] € £ | Yy € B(¢(0),a)) = —2¢, (3.50)

ou &€ est ’ensemble {w(:) > 71} N B(¢(0),a + M K) (boule fermée).

Pour y dans £, on note ¢, le chemin y — ¢(0) + ¢. On prend K et o assez pe-
tits pour avoir, pour tous z,y dans U tels que |z —y| < a+ M K et pour tout v dans
(S2)7%, |L2(v) — L?(v)| inférieur a €. Alors, puisque |y — ¢(0)| < a+ MK, A} +(v,)
est inférieur & A3 7(¢) + €. Les chemins du tube d’axe ¢, et rayon % sont a valeurs
dans P? sur [0,T] (car 7(y) — 7(x(0)) > m et w(x(t)) = 0). D’aprés le théoreme

3.2.3, il existe alors ¢, et 7, tels que, pour 7 < 7, on ait, P-ps sur {Yy € B(y,ay)}:

Fo) 2 —Adzlpy) —¢.

rlog P(dor(v", ) <

On recouvre £ par une union finie de boules ouvertes B(y;, ay;), avec y; dans £.
Alors, pour 7 < inf 7, P-ps sur {Yy € £}, on a:

'rlogP( pour un 4, dor (7", py:) < % | fo> > —Ad 7(p) — 2e.

On prend K, K; et « assez petits pour que a + M K + ZL soit inférieur a €. Si pour
un #, do7(7", ¥y ) est inférieur & Zt, alors do,r(7", ) est inférieur a €. Donc, pour
7 <inf7,, P-ps sur {Yy € £}, on a:

7log P(do,r(77, ) < €|Fo) = —Ag7(p) — 2¢. (3.51)
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On utilise (3.50) pour (¥} )i<n et (3.51) pour (Y )r>n- La quantité nt appartient
a [K;, K]. Prendre n grand revient donc a prendre 7 petit. Il existe donc 7o tel
que, pour 7 < To, I'inégalité (3.50) est vérifiée: P-ps sur {Yy € B(¢(0),)}, on a
Tlog P(Y,T € £ | Fo) = —2¢. D’autre part, d’apreés (3.51), pour 7 < inf 7, P-ps sur
{YT € £}, on a:

Tlog P(_sup [|y7(t) — @t —n7)| Se | Fu) 2 —AGz(p) — 26
nt<t<T
On prend K assez petit pour que ¢,t' € [0,T] et |t—t'| < K impliquent |p(t)—p(t")] <
e. Alors, pour 7 < inf 7, P-ps sur {Y; € £}, on a:
7log P(dnrz (77, ) < 26 | Fu) 2 —Ag () — 2¢.

Donc, pour 7 < 79 A inf 7y, P-ps sur {Yy € B(¢(0),)}, on a:

7log P(dor(77,¢) < 26 | Fo) 2
Tlog P(Y;] € £ | Fo) + 7log P(dnrx(77,) < 26 | YT € E) = —A] 7(p) — 4,

ce qui démontre (3.35) pour .

3.7 Cas des champs de probabilités constants, sous
I’hypothese (Hj)

Dans le cas des champs de probabilités constants, les hypothéses (Hmin) sont
vérifiées dés qu’on a u! = pu’ avec S* compact d’intérieur non vide (on note sans
indice z les données relatives aux champs de probabilités) et (HLip) est toujours
vraie. D’autre part, si {t¢;,¢;} est associé comme dans (3.31) & ¢ appartenant a
CZ[0,T), avec Aor(¢) fini, quand i; est non nul, S% rencontre {(—1)%=(-) > 0}.
Dans tout ce paragraphe, I’hypothése (Hp) est supposée vérifiée. La condition (2)
dans la définition de C7"[0, T'] (notation 3.5.2) est alors satisfaite pour tout chemin
¢ de coit fini. On a donc, pour toute partie borélienne G':

A(G NCP7(0,T)) = inf{Aor(p) | ¢ € G et 30, JE1(¢p) < +o0}

Nous allons montrer qu’en fait, méme si, pour tout 6, Ag.T(go) vaut +o00, on peut
remplacer gir% Jor(¢) par Aor(¢) dans le théoréme 3.4.1. Grace & ce résultat, la mi-

noration avec Ag r(¢) pour le tube d’axe ¢ est obtenue pour tout ¢ dans C/[0,T] et
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non plus seulement dans C/7[0,T]. On obtient alors le théoréme 3.5.3, ou C/7[0,T)
est remplacé par C/[0,T]. Nous énoncons dans le chapitre 4 le résultat complet de
grandes déviations dans ce cas.

Montrons ici le théoréme suivant :

Théoréme 3.7.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de Uhyperplan P° associé d des champs de probabilités constants (p')
et (u?) dont les supports sont bornés, engendrent IR? et vérifient I’hypothése
(Ho)- Soit o un chemin de C’/[0,T). Alors, pour tout €, il eziste a et 7o tels
que, pour tout T < 1o et tout yo de B(¢(0), @), on ait:

7 log Py, (do7(77, ) < €) = —Aox(p) — €

Démonstration : on n’est pas obligé de se limiter aux (p!, p?, 8, 8?) vérifiant les hy-

pothéses de la proposition 3.3.1: montrons que pour tout chemin ¢, quand Ag 7(y)
s'écrit [T 32, piLi(Bi)dt < +oo, avec les conditions (3.34) pour presque tout ¢,
on peut construire un chemin % vérifiant les hypotheses du théoréme 3.2.2 (avec
P'(t) = T, 5iB}) et tel que ¥ est arbitrairement proche de ¢ et [T T2 | 5iLi(B3)dt
arbitrairement proche de Ao r(¢). Nous en déduirons la minoration avec Ag ().

Considérons donc un chemin ¢ tracé sur P° tel que Ao () soit fini. P-ps en ¢, il

existe (pg, p7, By, BZ) dans [0, 1]? x S* x S? tel que L(¢'(t)) soit égal & -2, pi L (B}),
avec (pi, Bi) vérifiant les conditions (3.34).

La construction étend celle de la démonstration de (3.35) quand ¢([0,T]) est in-
clus dans P°: dans cette démonstration, nous nous sommes limités aux écritures
©'(t) = 2%, piBi avec (—1)'w(Bi) < —bo, ce qui a conduit & une minoration avec
Jgf’T(tp). Ici la contrainte n’est plus que (—1)'7(5{) < 0 qui améne & une minora-
tion en Ao (). On distingue trois cas pour la construction de (5, 5;). Le premier
(t € A;) est utilisé pour les t tels que (—1)'n(8;) < —6p est encore vérifié; la
construction est alors celle de la démonstration du théoreme 3.3.3. Les deux sui-
vants (¢ € Az et t € Ajz) aboutissent seulement dans le cas présent ou les champs
de probabilités sont supposés constants. Ces trois cas sont les mémes que dans la
démonstration du lemme 3.4.6 mais on n’a plus la condition B} € (S’i,(,))'“.

Soit po,fo et 6 dans [0,1] et € > 0. La construction de 5} et Bi va étre faite en
fonction des valeurs de p' et (—1)w(8{) par rapport respectivement a po et & —6,.
Rappelons qu’on a de toute fagon (—1)'w(3{) < 0. On prendra po et 6 petits, pour
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€ fixé. Pour pg et 6 fixés, la modification sera proportionnelle a 6.

On note

e A; I’ensemble des t pour lesquels, pour i =1 et 2, (—1)'7(B}) < —bo,

e A; ’ensemble des t pour lesquels un des (—1)'n(5;) est dans [—6o,0] et p; dans
[P0, 1 — po) (dans la construction, on supposera w(5;) < 6o), et

e A3 ’ensemble des t pour lesquels un des (—1)'n(B}) est dans [—6,,0] et p; n’ap-
partient pas & [po,1 — po]. On suppose, par exemple, p! inférieur & po; alors 7 (57)
appartient & [—68o,0] (B} n’est pas toujours défini).

1. si t appartient & A;, on pose v} = hi(B}) (définition 2.1.2, avec des champs
constants). On a les propriétés suivantes: |[v] — B}| < 2M6, et
(=17 (v]) = 8(=1)'m(m’) + (1 — 0)(~1)'n(B}) < MO — (1 — 8)6o < —%,
pour (M + 60)0 < Q,};
d’autre part, vi € (S7)~%%, avec C; > 0, enfin L(v}) < L'(B}).

2. sit appartient & A,. Pour chaque 7, on considére & dans S* tel que (—1)'7(¥) <
0. On prend 7 et § strictement positifs tels que, w(b') > mo, m(b?) < —mp et
b € (5')~%. Pour i = 1 ou 2 et § dans [0, 1], on note g; I’application définie
sur IR? par g}(v) = 6b°+(1—6)v. Quitte 2 diminuer C, on a g}(S*) C (5*)~“°.

Pour chaque 7, on a (—1)'pin(d') < 0; il existe donc a} dans ]0, 1] tel que,

si on pose a? = 1 — o}, on ait 7(Ti, aipid’) = 0 (si les supports le per-
mettent, par exemple s’ils rencontrent tous les deux {wx(-) = 0}, on prend
w(b') = —m(b?) = 7o et on remplace o} par p; ). Alors a} est égal a

P W(-bf;:rgb;}(b,). Comme 7 (b') et —x(b?) appartiennent & [mo, M], o} est supé-

rieur & cp = 272, de méme pour . On a donc ¢} € [ao,1 — ao].

On pose v} = gi:-a(ﬂf) = oifb' + (1 — aif)Bi. Alors, on a |vi — Bi| < 2M6,
(—1)i7(v]) < aif(—1)'7(d') < —Oaomo, vi € (57)~C1ot8 c (§%)~Cro08 gt

Li(v;) < 487 (60) + (1 — 8 L(B;) < L'(By) + e,

quand on suppose .

< —.
~ J(bo)
Rappelons que J(&) est égal & max {L(B)| B € (S)~%, i =1 ou 2}.

0 (3.52)

3. sit appartient & A3, on a supposé p! < po qui implique 7(8?) € [—6o, 0] (avec,
éventuellement p! = 0 et B} non défini). On pose v} = b! et v? = g2 (B5?).
Alors, on a, d’une part, si B} est défini, pl|lv} — Bi| < 2Mpl < 2Mp, et
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7 (v}l) > 7o, et d’autre part, |[v? — BZ| < 2M0 et 7(v}?) < —6b7o.
Enfin, quitte & supposer C18 < 6, v appartient a (5')~%*? pour chaque 7 et

L*(vf) < 0J(80) + (1 — 6)L*(B7)

donc

2
S AL ) < 1T (80) + 02 (07(60) + LA(BD)) < p2LA(BE) + e,

i=1

pour (po + 6)J(60) < € .

Dnas tous les cas, les vecteurs v} vérifient presque slirement en t:

2
.S pilvi — Bi| < 2M6 + 2M po,

1
=1
2. (—1)'w(v{) € —Bagmo (dés que Baomg est inférieur & %),
3. v} € (§7)Croxob et
2 . . . 2 . o .
4. > piL(v]) < D piLi(BY) + e

i=1 i=1

Soit €; > 0. Pour chaque %, on approche ¢ ~ v! par une fonction constante par
morceaux t — B} telle que, presque siirement en ¢, on ait |3; —v}| < £,6 (cf [1] p.33).
Supposons €; < 921(7ro A Ci). En utilisant les propriétés 2 et 3 de v}, on montre:

Qoo

(—1)in(B}) < —
Bi e (50 (3.54)

L’ est uniformément continue sur (S*)~%¢1%0; pour ¢, assez petit, |[v — v'| < £,0 et
v € (§%)~%C1 impliquent |L'(v) — Li(v')| < €. Alors on a |L(v]) — L*(B{)| < €. En
utilisant la propriété 4 des v}, on en déduit:

6. (3.53)

2 ~ . 2 - - -
2_PLi(B) < 3 pLi(Br) + 2. (3.55)
=1 i=1
(3.53) permet de définir 5} tel que n (XL, 5:8) = 0, avec p? = 1 — jt. Alors ji
appartient & ]0,1[. On pose
t 2 ...
$(t) = 9(0) + [ 2 AiBidu

=1
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Le chemin 1 est a valeurs dans P°. On a:

() — o' @1 < (15 - 4l + £i1BE — Bil)-

=1

Etudions |5} — p!| dans chacun des cas:

1. sit € A;, on a (comme pour (3.30)):

maz; |8} — Bi < 2M0 + €,6

o= ril < TN —r) S 200

D’autre part,
i (_1){7"(@_{) 6o
Pe= 2B —=(B2) = M

On en déduit v
15, — pil < 0—3(2M0 + €18)p}.

(3.56)

2. sit € A;,ona(—1)'r(v]) < 0, il existe donc v} dans )0, 1] tel que (T2, viv}) =
0 pour v =1 —v}. La quantité | — p}| est petite grice au choix de o} :

si un des 7(f;) est nul, 'autre ’est aussi et m(v{) vaut fain(b') donc v} et pi

’ . 1 1 2
sont égaux. Sinon, on a: p! — v} = £ :g ;t:(:(;’ )
t t

(—1)**7(vi) > apmed. On en déduit

1
2aqmol

lpt — vil <
(i1 piBi) =0 et 7(B}) < 6o impliquent alors

blo¢ — adlpin(6) _ o

i Vt' <
lpt tl - 2aomol ~ 2ap7o
s . i ﬁ'l' - (1
Oron a [p; —y| < "‘“fr(l?)(.‘,?(u?§"')' s 2;017fo donc

bo+e1 6o+ ex
20071’0 - 2p07l"c2)

M.

|5: — il <
En supposant M (6, + €1) < 2p372, on en déduit

15i — pil < P& < popi.

, avec w(3_

aipit’) = 0 et

(1 — e 0)pm(Be) + (1 — f6)pim(BY).
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3. si t € As, de m(v}) > o, en supposant ;0 < %, on déduit #(B}) > 2. Alors

~1 — —71'(52 . s, . =27 6-2
I°h —-—d-—w(ﬁ‘l)—r(ﬁ?) est inférieur a ____(__‘_l" .

[+]
Or, on a —m(B2) < —n(B?) + |B? — B < 6o+ (2M + &) < 32, pour
(2M + £1)8 < % ; alors j} est majoré par 37?.
On a donc |p} — pi| < %{%‘l V po. On suppose 30p < po(l — po)mo, alors on a
15: — Pil < po et |57 — pZ| < popi-

On suppose (2M + €1)0 < Mpo. Alors, d’apres la propriété 1 des v}, dans tous les
cas, 2, pi|Bi — Bi| est majoré par 3Mpo. Si on suppose de plus %”3—(2M+51)0 < po,
presque slirement en t, |5 — pi| est majoré par po. On peut alors écrire, d’aprés
(3.56):

[%'(t) — ¢'(t)] < 2Mpo + 3Mpo < 5M po.

On a donc do1(%, ) < SMpoT < € pour po assez petit.

Sauf pour t € A3 et i = 1, presque slirement en ¢, |pi — pi| est majoré par popi.
-~ &

On prend &0 < % ; alors, pour tout t de A3, 3} appgrtient a (Sl)."zo'. On a donc:

prLY(B}) < poJ(&) < € pour po petit. En utilisant 5; < (1 + po)p} pour t & Aj; ou

¢ # 1, on obtient dans tous les cas:

2 2 2
SOBLIB) < (1+po) > piL (Bi) + € < (1 + po) [E piLi(B]) + 2e] +e,

=1 1=1 =1

d’aprés (3.55). On suppose po choisi tel que poAo,r(p) < €T. On a alors:

T2 ...

[ S ALB)A < (1+ po) [Aor(e) + 26| + €T < Rox(p) + 66T
=1

On fixe successivement po, 6o, 8 et €; vérifiant toutes les conditions énoncées. Alors,

d’apres (3.53) et (3.54), ¥ est un chemin régulier. Le théoréme 3.2.2 implique donc

qu’il existe a et 79 tels que, pour 7 < 7, on ait, P-ps sur {Yg € B(¥(0),a)}:

T2 . . ..
rlog P(doz (v, %) S elFo) 2 — [ S AILI(Bi)dt — €T

=1

On a alors, pour 7 < 79, P-ps sur {Yy € B(¢(0),a)}:

T2 . . .
7log P(dor(77,¢) < 26|50) 2 — [ 3 piLi(B{)dt — €T

=1

qui est bien le résultat annoncé.
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3.8 Cas ou I’hypothése (Hj) n’est pas vérifiée

Dans les cinq premiers paragraphes de ce chapitre, nous n’avons pas fait 1’hy-
pothése (Hp). Cependant, les résutats obtenus sont triviaux si cette hypothese est
fausse (on minore toujours par —oo; en particulier, A csrpo,7) vaut +00). Dans ce
paragraphe, nous précisons les résultats dans le cas ou les trajectoires restent dans
un ouvert out I’un des S% est toujours inclus dans I’ensemble des vecteurs strictement
rentrants dans P’, comme dans le paragraphe 2.6. Nous trouvons des fonctionnelles
de coit trés proches de celles obtenues pour la majoration.

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le long
de I'hyperplan P°, {(Y{),.IN}, associé & des champs de probabilités (ul) et (42)
vérifiant les hypothéses (Hmin) et (HLip).

Notation 3.8.1 On note C7™"+ l’ensemble des chemins ¢ de C[0, T qui traversent
au plus une fois P° et tels que si {t € [0,T] | ¢(t) € P°} est égal a {t}, pour tel que
¢(T') appartient a P?, S;(t) et .5'3,(:) contiennent des vecteurs strictement rentrants
dans P'.

Remarquons que, comme C77°%, cet ensemble contient tous les chemins continus qui
restent dans un méme P°.

Théoréme 3.8.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de l'hyperplan P°, {(Y{),c N}, associé a des champs de probabilités (ul)
et (¢2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et (H Lip) et tels que, pour tout z de
IR?, S} soit inclus dans l’ensemble {B|m(B) < 0}. Alors, pour tout yo de IR®
et pour toute partie borélienne G de Cy,[0,T], on a:

—A(G NCT™*) < liminf 7 log Py (¢j0.11 € G)

Démonstration: si le processus a son origine Yy dans P! U P?, le principe de
grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de cotit Al. Or, si yo appar-
tient & P! U P° dans le théoréme ci-dessus, on a bien A((o; NCTravt) = AI(COJ)
puisque tous les chemins de coiit fini et d’origine en yo restent dans P! U P°. Re-
marquons de la méme fagon que, si par exemple, pour tout z de IR?, 52 est inclus
dans I’ensemble {#|n(B) > 0} et que le processus a son origine Yy dans P2, le prin-
cipe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle de coiit A% et on a bien
A(Co;' NCTrev+) = A2(é’) pour yo dans P2
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Soit ¢ un chemin de C77e** tel que ¢(0) appartienne & P?; supposons par exemple
que (T') appartient & P!. Le chemin ¢ a une seule intersection avec P°, & un instant
t, avec Sgyy N {n(-) < 0} et S3,y N {7(-) < 0} non vides. On minore la probabilité
que le processus appartienne a un tube d’axe ¢ en utilisant le théoreme 3.2.3 dans
chaque demi-espace et le lemme 3.1.9 au voisinage de l’intersection avec P°, sur
un intervalle de longueur arbitrairement petite (comme dans la démonstration du
théoréme 3.3.3 au voisinage de t; tel que i; # 0 et o(t;) € P°, sachant que S,
et S2., rencontrent tous deux 'ensemble {r(-) < 0}). La fonctionnelle de coit a
utiliser est bien Agr, c’est-a-dire qu’on obtient le résultat du théoreme 3.3.3 mais

avec Ao,r(p) dans le minorant.

Soit G une partie borélienne de C,,[0,T] pour laquelle A(Co;' NC7Trevt) est fini. On
prend, pour € > 0 donné, ¢ dans G NCTrev+ vérifiant Aor(p) < A((o;' NCTrevt) 4 e,

Pour ¢; assez petit, G contient le tube d’axe ¢ et rayon €;. On a donc:

lix;xl’iglf 7log Py, (do (0", ) < €1) = —Ao,x(p)
On en déduit:

—A(G NCT™*) < liminf 7log Py (¢]or) € G) 1

On a vu dans le paragraphe 2.6 deux cas ou A(G N C77°") est toujours égal a A(G),
cela reste vrai avec C77%** puisque dans ces deux cas C7¥+ N {Ag7(-) < +oo} et
C7Trev N {Aor(-) < 400} coincident. On a vu également un cas (exemple 2.85) ou la
minoration serait fausse avec A((o;') (pour G = B(yp,€) comme dans ’exemple). Le
chemin ¢ alors considéré n’appartient pas & C77%*+’; on a A(B(p, e)NCT7v+) = 4co.
Le chemin ¢ n’est donc pris en compte ni dans le calcul du majorant ni dans le calcul
du minorant.

Remarquons que ’on peut remplacer A(é NC7rev+) par la borne inférieure des
Ao, 7(p) pour ¢ variant dans é et tel que, si [t1,t2] est ’ensemble des ¢ tels que ¢(t)
appartient & P°, alors S2(, ) N {7(:) > 0}, Sgs,y N {m(-) < 0} et ST,y N {x(-) < 0}
sont non vides. En effet, avec ces conditions sur ¢, on peut approcher ¢/, par
un chemin v i vitesses intérieures par rapport au champ (u2), & valeurs dans P?
et de coiit proche de A, (¢) (comme dans la démonstration de (3.35) quand on
suppose que ©(]0,T[) est inclus dans un P?). En construisant correctement v sur
[t2, T] on obtient un élément de C77*** tel que do7(¢, %) et |Ao,z(¥) — Ao,z(p)] sont
arbitrairement petits.
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Dans le cas symétrique o S? est toujours inclus dans ’ensemble {B|7(8) < 0}, on
peut constater que le résultat du théoréeme 3.8.2 est encore vrai. On a en particulier
le résultat de grandes déviations avec la fonctionnelle A2 pour yo dans P?, et avec la
fonctionnelle A! pour yo dans P! U P? si pour tout z, S! est inclus dans ’ensemble

{B|=(8) < 0}.

Les résultats complets de grandes déviations pour les cas envisagés dans ce pa-
ragraphe sont énoncés dans le chapitre 4.
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Chapitre 4

Conclusion et compléments

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous rassemblons les résultats de grandes
déviations démontrés pour les processus d’apprentissage lent a statistiques disconti-
nues le long d’un ’hyperplan. Dans la seconde partie, nous indiquons comment sont
obtenues les équations vérifiées par les trajectoires minimisantes entre deux points
et le colit optimal associé.

4.1 Résultats complets

Nous rassemblons, dans les deux premiers paragraphes, les résultats obtenus dans
les chapitres 2 et 3, en fonction de I’hypothése faite sur la configuration des supports
des mesures au voisinage de la frontiere.

Dans le premier cas, c’est-a-dire sous ’hypotheése (Hp), le principe de grandes dévia-
tions fait intervenir au voisinage de la frontiére un coit qui mélange les transformeées
de Cramer des deux champs de probabilités. Cela correspond a un comportement
du processus tel que le nombre de traversées de la frontiére sur un intervalle de
temps de longueur donnée n’est pas borné. Notons que sur les vecteurs paralléles a
la frontiére, ce colit est inférieur & chacune des transformées de Cramer et que le
processus peut rester au voisinage de la frontiére alors qu’il la quitterait s’il était
soumis a un seul des deux champs.

Au contraire dans le deuxiéme cas, localement, le processus traverse au plus une fois
la frontiére et la fonctionnelle de coit fait intervenir 1’une ou ’autre des transfor-
mées de Cramer des deux champs. On se contente alors de calculer les fonctionnelles
de coiit le long de chemins qui ne suivent P° sur aucun intervalle et il n’est pas
nécessaire de définir de fonction de colit L, pour z dans P°.
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Dans le troisieme paragraphe, nous étudions les “cas limites” de configurations des
supports exclues dans les deux premiers cas.

On constatera que dans tous les cas nous ne calculons des fonctionnelles de cotit
que le long des chemins de C7[0,T] c’est-a-dire changeant un nombre fini de fois
d’ensemble P*, pour 7 = 0,1 ou 2, comme nous ’avons indiqué aprés la remarque
1.4.9. En I’absence de frontiére, cette restriction disparait et nous retrouvons les ré-
sultats de [AR]. D’autre part, si I’on doit étre prudent dans le choix des chemins sur
lesquels on calcule le minorant, la majoration est toujours vraie avec la fonctionnelle
A : pour tout yo de IR? et toute partie borélienne G de C,,[0,T], on a

lim sup 7 log Py, (¢j0) € G) < —A(G)

Rappelons enfin que ’énoncé complet des hypothéses figure a la fin du chapitre 1.
g

4.1.1 Cas ou I’hypothéese (Hj) est partout vérifiée
Dans le cas ou ’hypothése (Hy) est partout vérifiée, on a le résultat final suivant :

Théoréme 4.1.1

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de hyperplan P°, {(Y{ ).V}, associ€ a des champs de probabilités (u1.)
et (u2) vérifiant les hypothéses (Hmin), (HLip) et (Ho). On appelle o™ le
chemin aléatoire continu défini sur [0,T] par:

@7 (kt) = Y7 pour 0 < kr <T + 7 et ©7 est affine sur [kT; (k+ 1)7].
Pour tout yo de IR® et toute partie borélienne G de C,,[0,T], on a:

—A(G nC’[0,TY) liminf 7log Py (¢, € G)

=<
< limsup 7log Py, (¢jpom € G) < —A(GncCc’io,T)
7—0

Rappelons que les hypothéses (z) et (¢¢) dans (Hmin), ainsi que (HLip), sont néces-
saires seulement pour obtenir 1’inégalité de minoration.

Dans ce résultat de grandes déviations, les colits de majoration et de minoration
sont tous deux minorés par A et proches en général. Ils coincident dans certains cas:

Exemple 1 Si pour tout z de IR?, chaque Si est inclus dans {(—1)'w(-) < 0}:
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G
G

Alors, pour toute partie borélienne G de C[0,T), les quantités A(G), L(G) et
A(GNC*1(0,T]) coincident (en effet, Ag""} et Ao, sont égaux, tandis que Ao T est s.c.i.
d’aprés L, = conv(L}, L2) sur ’ensemble {8| 7(8) = 0} -fonction convexe- et le théo-
réme 1.4.10). D’autre part, pour ¢ dans C[0,T],on a 61’i_r.18 Jor(®) = Aor(p) (cf para-
graphe 3.4.2) et en fait, pour toute partie borélienne G, on a A(GNC/7[0,T)]) = A(G)
(les hypothéses (1) et (2) de la définition de C/7[0, T] sont toujours vérifiées: on n’a
jamais i; # 0 avec Ao () fini, puisque les seuls chemins de coiit fini sont & valeurs

dans P°).

Dans ce cas, le processus reste au voisinage de la frontiére et oscille entre les deux
demi-espaces. Précisément, le nombre de traversées de P° par le processus pendant
une duré fixée tend vers +oco quand 7 tend vers 0. Si les hypothéses (Hmin), (HLip)
et (Ho) sont vérifiées, pour tout yo de IR? et toute partie borélienne G de Cy, [0, T],
on a:

—A(G) < liminf 7log Py (¢]j0r) € G) < limsup 7log Py (10,71 € G) < —A(G).
(4.1)

Exemple 2 Cas des champs de probabilités constants:

On suppose qu’on a ui = u’, probabilité & support borné engendrant IR? et (Hp)
vérifiée ((HLip) ’est nécessairement ainsi que les hypothéses (Hmin)). On a mon-
tré (paragraphe 3.7) que dans ce cas, on a encore le théoréme 3.5.3, avec C/[0, T']
remplacé par C/[0,7]. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.2

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de lhyperplan P° associé a des champs de probabilités constants (p')
et (u?) dont les supports sont bornés, engendrent IR? et vérifient ’hypothése
(Ho). Alors, pour tout yo de IR? et toute partie borélienne G de Cy,[0,T], on
a:

—A(G NnC’[0,T)) liminf 7log Py (¢)p0,11 € G)

limsup 7 log Py, (#jj0,r) € G) < —A(GnClo,T))

7—0

<
<
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Exemple 3 Cas ou les deux champs de probabilités sont égaux:

On suppose que pour tout z, on a pul = u2. Alors A est égal & A'. Sous ’hypotheése
(Hp), la condition (2) dans la définition de C/7[0,T) (notation 3.5.2) est toujours
vraie. Comme dans le cas des champs constants, le théoréme 3.4.1 est vrai avec
Ao,r(p) au lieu de %i_l}g Jé1(¢). Le théoréme de I'exemple précédent est donc encore

vrai. Notre majorant est au moins aussi bon que celui obtenu dans [AR]; le minorant

peut étre moins bon. En fait, A(G NC/7[0,T]) et A(G N C/1[0,T)) coincident sans
o —_—

doute dans de nombreux cas avec respectivement A(G) et A(G).

4.1.2 Cas ol pour tout z, S! est inclus dans l’ensemble
{Bl(—1)'=(8) > 0}

Dans le second cas, on a le résultat suivant:

Théoreme 4.1.3

On considére un processus d’apprentissage lent a statistiques discontinues le
long de Uhyperplan P°, {(Y{),c N}, associé & des champs de probabilités (p7)
et (p2) vérifiant les hypothéses (Hmin) et (HLip), et tels que, pour tout z
de IR?, S} soit inclus dans l’ensemble {B|n(B) < 0}. Pour tout yo de IR? et
toute partie borélienne G de Cy,[0,T}], on a:

—A(G NCT™*) < liminf 7log Py (¢fpom € G)
< limsup 7log P, (vjpor € G) < —A(GN C7rev)

—0

Remarquons que, si yo appartient & P! U P°, le principe de grandes déviations est
vérifié avec la fonctionnelle de cofit Al; or on a bien A(G NCT™ev+) = AY(QG) et
A(GN C7™%) = A}(G) pour toute partie borélienne G de C,, [0, T]. D’autre part, si
par exemple, pour tout z de IR?, S2 est inclus dans ’ensemble {B|7(8) > 0} et que
Yo appartient & P2, le principe de grandes déviations est vérifié avec la fonctionnelle
de colit A%, ce qui est 13 encore le résultat du théoréme.

Dans le cas symétrique ol S? est toujours inclus dans ’ensemble {B|7(8) < 0},
on a un résultat analogue, sauf pour la derniére inégalité, a remplacer par:

lim sup 7 log Py, (¢Jj0.1) € G) < —A(G) pour yo dans P' U P°
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4.1.3 Cas limites (S! tangent a {8|n(8) = 0})

Dans les chapitres 2 et 3, nous nous sommes placés sur des ouverts ou aucune
des configurations suivantes n’était possible:

S c {r(-) <0} et S2c{n(-)>0} et

S2n{r(-)<0}#0 Sin{r(-)>0}#0

o= OFEN

configuration 1 configuration 2

c’est-a-dire que nous avons donné les résultats de grandes déviations concernant
les portions de trajectoires restant dans 1’'un de ces ouverts. Pour compléter cette
étude, il conviendrait de donner des résultats permettant de relier ces différentes
“portions” de trajectoires (en faisant intervenir les temps d’arrét correspondant a
I’entrée dans chacun de ces ouverts, ce que nous ne détaillons pas) mais aussi de
décrire les portions de trajectoires restant dans un ouvert non vide ou I’on a une des
deux configurations précédentes.

Nous donnons, dans la suite de ce paragraphe quelques exemples de résultats et
de situations éventuellement pathologiques (c’est-a-dire ot la fonctionnelle de coiit
n’est pas A). Elles sont liées 4 la présence de masses de Dirac sur {#|n(8) = 0} quand
un des S: est tangent a cet ensemble. Dans tous les cas, les méthodes exposées jus-
qu’a présent permettent de conclure. On remarque surtout que le comportement
du processus devient trés sensible au choix du champ de probabilités sur P° (alors
que celui-ci est sans incidence quand (Hp) est vérifiée) et aux conditions initiales
(loi de Yy), et que la symétrie en ’indice 7 n’est pas toujours assurée. Remarquons
également que les points ol un des S? est tangent & {B|7(8) = 0} sont ceux ou il
peut y avoir changement de fonctionnelle, c’est-a-dire passage d’un type de résultat
a l'autre.

e Points isolés: remarquons que si par exemple (Ho) est fausse en un point isolé
z (et vraie autour de z) et si 0 n’appartient pas & 1’enveloppe convexe de S} et S2,
le processus quitte presque siirement un petit voisinage de z en un temps (et avec
un colit) arbitrairement petit, et on garde les résultats pour (Hp) vraie.
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e Configuration 1: si Yy appartient & P? U P, presque stirement, le processus reste
dans P! U P? et le champ p! gouverne tous les pas. Alors le principe de grandes
déviations (majoration et minoration) est vérifié avec la fonctionnelle de coit Al
quels que soient les supports S? (les chemins de coiit fini ayant leur origine dans
P! U P° sont a valeurs dans P! U P°). Le long de P°, A peut étre différent de Al
(quand les S2 sont & cheval sur P°) et n’est donc pas la bonne fonctionnelle de coit.

[ s ]

Exemple:

St ﬁ

On suppose que les champs de probabilités sont constants, avec les configurations
du dessin pour les S?, et que p*({n(-) = 0}) et p?({=(-) = 0}) sont strictement
positifs. Si Yy appartient & P! U P° (respectivement P?), le processus reste dans
Py P° (respectivement P?). On en déduit le résultat de grandes déviations avec A’
(respectivemnent A?). Considérons alors ¢ tel que ¢(0) appartient a P° et, pour tout
t, ¢'(t) est égal & B (cf dessin). Af 1(v) et Aj () sont infinis alors que Ao,r(¢p) est
fini et n’intervient pas dans les résultats. En fait, dans ce cas, les masses de chacune
des mesures sur {w(-) = 0} ne se mélangent pas.

Revenons sur la remarque 1.4.2. Dans la démonstration des résultats quand (Ho)
est vérifiée, le choix de la probabilité en un point de P° n’est pas intervenu. Il appa-
rait clairement dans cet exemple que ce choix devient significatif quand (Hp) n’est
plus vraie: on aurait pu choisir au lieu de x! un mélange aléatoire des deux probabi-
lités, alors le colit Ag,r(¢) interviendrait dans les estimations, ce qui correspondrait
au mélange des masses de chacune des mesures sur {=x(-) = 0}.

Nous pouvons obtenir dans cet exemple des résultats trés proches de ceux du théo-
reme 4.1.3. En effet on peut encore appliquer la méthode du paragraphe 3.8 qui
conduit a la minoration avec A(E;’ NCTrev*); pour la majoration, on avait utilisé
dans le paragraphe 2.6 que le processus quittait le voisinage de la frontiére des qu’il
était dans P! U P°. Cela n’est plus vrai ici et I’on obtient plutét une majoration
avec la fonction L1 A L2 le long de P°.

Avec la configuration 2, on obtient des résultats comparables.
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4.2 Calcul du colit minimal entre deux points et
des trajectoires minimisantes

Pour une partie borélienne G de C,,[0,T], les quantités A(é NCIm[0,T]) et
A(G n C5Y0,T)) sont proches de

inf{Aoz(¢) | ¢ € GNCL[0,T]}. (4.2)
Rappelons que Ag r(p) vaut:

Tr2. .
/0 [2 Loy’ (1)) Lipyepiy + L‘p(t)(cp'(t))]l{‘,,(,)epo}] dt si ¢ est absolument continu
i=1
400 sinon

et que d’aprés les résultats précédents, on peut se contenter d’envisager des chemins
¢ tels que, pour deux instants ¢; et t, quelconques, ¢([t1,%2]) est inclus dans P°
seulement si (Ho(w(2))) est fausse au plus pour un nombre fini de t de [t;,,].

Dans cette partie, on s’intéresse & la quantité (4.2), quand G est I’ensemble des
chemins reliant en temps T deux points zo et yo. Si on identifie ¢ telle que Ao 1(¢p)
soit égal & ce minimum, il conviendra alors de regarder si ¢ appartient & CZ;7[0,T)

ou a C/:'[0,T].

4.2.1 Cas particulier des champs de probabilités constants

Nous énongons quelques résultats simples concernant la trajectoire optimale entre
deux points dans le cas ou les champs de probabilités sont constants.

Remarquons d’abord qu’en présence d’un seul champ constant, le coit optimal a
durée T fixée entre deux points est obtenu, quand il est fini, pour le segment reliant
ces deux points. On peut le montrer en utilisant 1’inégalité de Jensen:

%/OT L )t > I (511_ /0T<p’(t)>dt _ L.-(SO(T); sD(O)>_

On en déduit que dans le cas de deux champs, il y a au plus un segment ou la
trajectoire optimale suit P°. En effet, un chemin ¢ de la forme

o Ho

\/‘-f

PO

n’est pas optimal: entre zo et yg, le segment (parcouru pendant la méme durée) est
1% P Yo, g p
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moins coliteux (car L', fonction utilisée le long de ¢, est convexe et supérieure a L

sur {w(-) = 0}).

En particulier, la trajectoire optimale entre deux points pendant la durée T" appar-
tient & C/1[0, T) et si les deux points appartiennent & P°, elle est & valeurs dans P° .

On constate d’autre part que la présence de la frontiére modifie le probleme de
facon importante : entre deux points de P le chemin optimal n’est plus nécessaire-
ment le segment qui les joint. Par exemple si on a w(m!) > 0 et 7(m?) < 0, ol m'
est le barycentre de ¢, on peut suivre P° avec un coiit nul. Le chemin

%, .//”m* Nﬂo

peut alors étre moins coliteux que le segment joignant zo et yo. Cela est lié au fait
qu’on peut avoir deux points zo et yo sur P°® avec L!(#z2) et L?(%372) élevés (voire
infinis) alors que L(¥Z%) est faible (voire nul comme sur le dessin).

Pour traiter le cas de champs de probabilités variables, nous donnons dans le pro-
chain paragraphe un argument topologique permettant de prouver ’existence d’une
trajectoire optimale entre deux points et dans les deux paragraphes suivants les mé-
thodes habituelles permettant d’écrire des équations vérifiées par ce chemin optimal
ou par le colt optimal lui-méme.

4.2.2 Existence de chemins minimisants

Dans ce paragraphe, on donne un argument topologique permettant de prouver,
quand F' est une fonctionnelle sur C[0,T], ’existence de chemins ¢ tels que F(¢p)
soit minimale (on l'utilisera pour F' = A}, ou F = Lo7).

On a le résultat suivant:

Lemme 4.2.1

Soit ' une fonctionnelle sur C[0,T], ¢ valeurs réelles. Si, pour tout I > 0,
l’ensemble {F(-) < I} est compact, alors F atteint son minimum sur tout
fermé non vide de C[0,T].
Remarquons que F' est nécessairement s.c.i.. L’hypothése du lemme est par exemple
vérifiée si F' est s.c.i., avec, de plus, {¢ | F(¢) < +o0} compact, ce qui est le cas
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(toujours sous ’hypothése de compacité des Si) pour F égale & la restriction de A} -
a {p]p(0) € K}, aveci =1 ou 2 et K un compact donné.

Démonstration : voir par exemple [FW].

On en déduit le théoréme suivant sur le premier coit de majoration Lor appa-
raissant dans le théoreme 2.2.10, méme s’il n’est pas s.c.i..

Théoréme 4.2.2

Sous les hypothéses (Hmaj) sur les champs de probabilités (ul) et (p2), pour
tout compact K de IR?, la fonctionnelle Lo 1 atteint son minimum sur tout

fermé non vide de {¢ € C[0,T] | »(0) € K}.

Démonstration : soit G un fermé non vide inclus dans {¢ € C[0,T] | ¢(0) € K} tel
qu’on ait L(G) = uég Lo1(¢p) < +00. Rappelons que la fonctionnelle Lo 1 est définie
P

sur un chemin ¢ absolument continu par:

. . . 0,h
Lor(p) = o h) (00) oF(p) = (o_hl)lggo'o)llggf/\o,r(ﬂlz)-
vecd -

On considére une suite (6,, kn, cp,._) dans IR? x IR? x G telle que, pour tout n,

e"'h" (¢n) soit inférieur & L(G) + L. L’ensemble G, = {Lé () < L(G) + 11nG
est non vide puisqu’il contient ¢, et compact puisque, d’aprés la proposition 2.2.8,
Lot "7 est s.c.i. et que les éléments de G, ont des dérivées uniformément bornées. L’in-
tersection ﬂ G, contient un chemin ¢ de G tel que, pour tout n, on ait: L'a"'h“ (¢) <

LG)+ % Alors, puisque Lo 7(¢) est la limite croissante, quand (4, h) tend vers
(0,0), de L%(w), on a:

Loz(p) = lim Lo#™(e) < lim [L(G)-{-%] — £(G). g

Ce dernier théoréme prouve que, pour toute partie borélienne G, le coit de majo-
ration £(G) dans le théoréme 2.2.10 est atteint en un chemin de G.

En revanche, on ne sait pas montrer que I’ensemble {Agr(-) < I} est compact (on
n’a pas montré la s.c.i. éventuelle de A) donc le lemme 4.2.1 ne s’applique pas a Ag T.
Mais il s’applique pour un ensemble fermé de chemins & valeurs dans un méme P*. En
particulier, Ag r atteint son minimum sur tout ensemble fermé de chemins a valeurs

dans P° et d’origine dans un compact donné.
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Par ailleurs, la quantité A(GNC/'[0,T)]) ne s’écrit pas nécessairement sous la forme
Ao1(p) avec ¢ dans G N C/1[0,T]. Cela vient cette fois du fait que C/[0,T] n’est
pas fermé. Considérons ’exemple o1, en (z,y) de IR?, on a la mesure:

K
Pew) = D Pe(Z,Y)bau(zm)
k=1
avec 3K | pi(z,y) = 1 et pi(z,y) > 0. On peut trouver des applications px et ax
continues telles que pour tout (z,y), le barycentre m; ) = K pe(z,v)ar(z,v)
soit :

1 1
M(z,y) = (:z:, 3z?sin z 7 sin -;) .

La courbe intégrale (¢,%) du champ moyen telle que (¢(0),%(0)) = (0,0) vérifie
alors:

(o), 9@ = (1 sin 7).

Elle oscille donc une infinité de fois entre P! et P? au voisinage de 0. Prenons alors
les deux champs ,u%x'y) et p%z'y) égaux a p(z,y) dans cet exemple; si un ouvert G
contient le chemin (¢, ) précédent, G contient un chemin de C/**[0, T'] de coiit A1
arbitrairement petit (pour des S: suffisamment grands: il suffit de modifier 1ége-
rement (¢,7) au voisinage de 0). Donc A(G N C/![0,T]) est nul tandis que Ag,r
ne s’annule pas sur G N C1[0, T}, car la trajectoire du champ moyen n’appartient
pas & C/[0,T) (donc le probléme est lié au choix du majorant : A(G) aurait convenu
au lieu de A(GNC/1[0,TY)), et dans ce cas, le minimum est atteint en un point de G).

Remarquons qu’en remplagant t3 sin-}- par t°sin %, le vecteur m(.,) peut corres-
pondre a K | pr(z,y)ar(z,y) avec pr et ax localement lipschitziennes, donc au
barycentre pour un champ de probabilités vérifiant I’hypothése (HLip).

Dans la fin de ce chapitre, nous établissons les équations vérifiées par les trajectoires
minimisantes entre deux points et le colit optimal associé. Nous énoncons des condi-
tions nécessaires, sans entrer dans le détail des résultats d’existence ou d’unicité de
solutions pour lesquels nous donnons simplement des références.
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4.2.3 Equations vérifiées par les chemins minimisants entre
deux points: équations d’Euler

Soient zo et yo dans IR?. L’ensemble des chemins ¢ de C[0, T tels que ¢(0) = zo
et o(T) = yo est un fermé non vide. On sait donc que Lo 1 atteint son minimum sur
cet ensemble (théoréme 4.2.2). Ce minimum correspond au colt minimal pour relier
Zo & yo en temps T fixé (probléme a horizon fini). Un autre probleme est de chercher
a4 minimiser le colit entre ces deux points sans fixer le temps (probléme a horizon
infini). Comme dans le cas des champs constants, nous étudions le premier probleme
et commencons par le traiter dans le cas ol il y a un seul champ de probabilités p'.

Rappelons que le calcul de trajectoires minimisantes peut servir a la mise au point
d’algorithmes de simulation rapide d’événements rares, par exemple la sortie d’un
bassin d’attraction de I’équation moyenne. Pour cela, on effectue un changement de
probabilité le long de la trajectoire minimisante, ce qui transforme 1’événement rare
en événement non rare et permet d’accélérer sa simulation ([CFM], [DK]).

Cas d’un seul champ
On s’intéresse au probléeme de minimisation suivant:

inf{Abr(e) | ¢ € C[0,T), ¢(0) = zo, ©(T) = yo}, (4.3)

T _.
i L'(p(t),'(t))dt si ¢ est absolument continu,
Mgy =4 fo Lo @)t sie

+oco sinon

(on remplace Li(B) par L(z, B) pour des commodités d’écriture.) Il s’agit d’un pro-
bléme variationnel classique (cf [Ca] pour le cas le plus élémentaire ol I’on recherche
des fonctions ¢ de classe C?! ou [Li] pour ¢ absolument continue). On sait le résoudre
dans le cas ot la fonction L* est de classe C. Supposons donc que le minimum (4.3)
est atteint en un chemin ¢ tel que (¢(-),¢’(+)) est & valeurs dans un ouvert o L'

est de classe C!. On peut par exemple supposer L’ de classe C! sur IR?x Si,(t), ce
qui est vérifié dans ’exemple suivant :
considérons le champ de probabilités sur IR?

d
Hz = Z Pk(x)aak(x)
k=0

avec ai,pr de classe C'. Pour simplifier, on suppose que les d + 1 points ax(z)
forment une base. Alors tout vecteur de I’enveloppe con’exe des ax(z) est repéré par
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ses coordonnées barycentriques. Supposons

6= Zpk(m Blar(a), avec 3 pa(e,B) = 1
k=0
La transformée de Cramer de p, vaut alors en §:

L(B) =S pa(z, B) log 220

k=0 Px(z)

Donc L est de classe C! en (z,) sur Uz x S. puisque les pi le sont (pi(z,B) est

une combinaison linéaire de 3 et des ax(z)).

Si le minimum (4.3) est fini, on doit avoir:
pour tout chemin ¥ de C[0,T], de classe C? et tel que ¥(0) = (T") = 0, pour tout
e>0,

T . T .
[ L)+ ep (), #/(0) + e @) > [ Li(w(e), /(1))
Pour toutes les fonctions 3 considérées, on doit donc avoir:

L 0@, ®) + { Z ow,e ), ww ] d =

On en déduit que ¢ doit vérifier I’équation:

[BL’

(00, ¢'®)] + 2 (p(0), /(1) = 0,

pour tout t de [0,T], si ¢ est de classe C!, et au sens des distributions, si ¢ est
seulement absolument continue. Cette équation est I’équation d’Euler.

Remarquons que I’on retrouve, pour des champs de probabilités constants, le fait
que les chemins optimaux entre deux points sont des segments : ’équation entraine

que 2 (gp (t)) est constant or _a'ﬁ' est une bijection de .S" dans IR

Avec davantage d’hypothéses sur L’, on a des propriétés de régularité sur les so-
lutions : on sait que si L* est de classe C™ avec r > 2, puisque ?9?7(:5 f) est définie

positive pour tout (z,8) de Uz x Si, alors ¢ est de classe C” et ’équation d’Euler

x
est vérifiée en tout ¢ de [0, T] ([Li] ou [FR]). Les résultats d’existence seraient donc
simples si le domaine de chaque L' était tout IR® et non un compact.
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Cas de deux champs

On cherche ¢ dans C/[0,T] minimisant Ao r(¢) en présence d’une frontiere de dis-
continuité du champ de probabilités. Remarquons qu’il n’est pas rare en général
qu’une trajectoire optimale suive cette frontiére (cf cas des champs de probabilités
constants).

Si on prend (t;,17;) associé a ¢ comme dans (3.31), on peut écrire une équation d’Eu-
ler sur chaque [t;,%;41], les instants ¢; et les extrémités z; = () et z41 = @(t;41)
étant fixés. Si z; vaut 0, on écrit que Ay, () doit étre minimale pour ¢ variant
seulement dans ’ensemble des chemins tracés sur P° (le long desquels Ao r est égal

a fconv(Lq,(t)/{,r( 10} Loy /{m()<0)) ¥’ ()dt) et parmi les At, ,J“(z/)) avec ¥ a valeurs

dans P' et ¢(t;) = z; et ¥(tj41) = z;+1- Les dérivées -g% et 2% (on suppose qu’elles

existent) sont prises dans IR~ (d — 1 derniéres coordonnees). On fait ensuite varier
les z; et les t;. En plus des équations d’Euler sur les [¢;,%;4+1], on peut alors obtenir
des conditions limites aux différents points t; ou ¢ est dérivable a gauche et a droite.

e Nous détaillons cette étude dans le cas ou le minimum est atteint pour un che-
min ayant une seule intersection avec P°. Considérons zo dans P! et yo dans P2 et
supposons que le minimum

inf{Ao,7(¢) | v € C[0,T], ¢(0) = zo, ©(T) = yo} (4.4)

soit fini et atteint en ¢ ayant un seul point d’intersection avec P°, cela & un instant .

La quantité

inf{Ag (%) | ¥ € C[0,1], ¥(0) = zo, ¥(t) = ()}
est égale & Aj,(p). On suppose que s — (p(:),¥'(:)) est & valeurs dans un ouvert U
tel que, pour 7 = 1 ou 2, L’ soit de classe C* sur U N {(z, 8)|z € P'}. Le chemin ¢
doit alors vérifier:

-_[aaLﬂl (¢(s), ¢’ (S))] +Q—(<P(S),so (s)) =0, pour presque tout s de [0,7]. (4.5)

De méme, on doit avoir:

[aL2 OL?

(e(s), e (s))]+——(tp(s),<,o (s)) = 0, pour presque tout s de [t,T]. (4.6)

Ces équations d’Euler sont obtenues en faisant varier ¢ & t et ¢(t) fixés. En défor-
mant maintenant ¢ sans plus garder ¢(t) fixe, on va obtenir une équation au point ¢.
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On ajoute €y & ¢ en prenant pour ¥ ’application définie par ¥(s) = s(T —s)f, avec
B fixé dans IR®. Elle est de classe C! et vérifie 1(0) = ¢(T") = 0.

Considérons d’abord un vecteur B tel que w(f) soit nul. Cela revient a faire va-
rier le point d’intersection de ¢ avec P° | en supposant que ce point reste atteint a
I'instant . Pour que le coilit soit minimal en ¢, la quantité

[ (o) + (), () +ew'(s))ds + [ " L2 (p(s) + e (s), () + e ())ds (4.7)

doit étre minimale en € = 0. Cette quantité a pour dérivéeen 0:

am= [] aa";g (90(8)50(3))1/)(5)>+ O (pls) (), () Y] s
+[ (% ©)+(% |2

Si on pose Ai(s) = aL' 2= (p(s),¥'(s)) et Bi(s) = aL' S5 (2(s),¢'(s)), d’apres les deux
premieres équations (4 5) et (4.6), on a A! = (Bl)’ presque sirement sur [0,t] et
A? = (B?)’ presque stirement sur [¢,7]. La quantité Cs(t) est donc égale a:

L BT, + (B ) wn]ds + [ [(Bs), 0D + (B2 (), (o)) ds =

< El_I"ItlB (s) — hrn Bz(s),¢(t)>,

d’apreés ¥(0) = ¥(T") = 0, d’ou, pour tout ,B:

oLt
Co() = (55
avec w(4(t)) = 0 pour tout .

En considérant g tel que n(f) = 0, on montre donc que toutes les coordonnées de
1
%((p(t), py(t)) et aﬁ (¢(2), ¥4(t)) sauf la premiére doivent étre égales:

() = S e, w0 s (1) (4.9

pour 2 < 3 < d, 7rj<

oL , ;( 8L ,
S5 (0.6, = (G (e eh®)  (49)

En considérant B tel que 7 (B) # 0, on peut éventuellement obtenir d’autres équa-
tions. Supposons que ¢ est de classe C! 4 gauche et & droite de ¢ et que (p(s), ¢'(s))
est & valeurs dans P! x {n(-) > 0} pour presque tout s d’un intervalle ]t — €, %[ et
dans P? X {7(-) < 0} pour presque tout s dans |¢,t+¢&;[ (et toujours s — (o(-), ¥'(+))
a valeurs dans un ouvert U convenable). Cette derniére hypothése permet d’avoir
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T[py(t)] et 7y} (2)] strictement positifs.

Pour ¢ petit et sur un voisinage de £, ¢ + €¢ coupe une seule fois P° & un ins-
tant £+ f(g). Alors f est monotone et dérivable & gauche et a droite en ¢; f(0) vaut
0. Pour 7(B) < 0, f est croissante, négative & gauche de 0 positive a droite; pour
w(B) > 0, f est décroissante, positive & gauche de 0 et négative a droite. On a pour
tout €:

wlp(t + f(e))] + ex[(t + f(€))] = 0.

D’apres les hypothéses sur ¢ et 3, on en déduit que, pour € petit, em[p(t)] est
équivalent a —m[p;(t)] f(€) pour f(e) positif et & —n[p](t)] f(€) pour f(g) négatif.
Donc, pour 7(8) < 0, f,;(0) vaut -—% et f3(0) vaut —%. Ces deux valeurs
sont échangées pour 7 () > 0. Pour que le colt soit minimal en ¢, la quantité

t+ f(e T
L () ep(6), ) e (oNds + [ Lol +e(s), /() +ew(5))ds
(4.10)
doit étre minimale en € = 0. Cela est vérifié pour tout 3 tel que () < 0 dés qu’on a
w5 (t) & Sy et pour tout B tel que m(B) > 0 si ¢ (t) ¢ Syyy- Si ces deux conditions
sont vraies, par exemples si S':,(t) et Sfp(t) sont disjoints, on n’obtient pas de nouvelles
équations.

[ ]
Supposons ¢y (t) €SZ, et ¢i(t) €Sk (cas ou 'on obtient le plus d’équations).
Alors la quantité (4.10) est dérivable & gauche et a droite en 0. Sa dérivée a gauche
doit étre négative. Elle vaut:

70) [ (0(2), ¢4 8)) — L2 (p(8), w3 ()] + Calt), pous m(8) < 0

et

O [ (0(2), ®)) = L((2), #()] + Ca(2), pour x(8) > 0

Sa dérivée a droite doit étre positive. Elle vaut:

72(0)[22(p(2), ¢(®)) — Z*(p(2), #5()] + Ca(8), pour =(8) > 0

730)[L(0(2), #4)) = L(o(2), ()] + Ca(2), pour (8) > 0.

Du cas 7(8) < 0, on déduit que ’on doit donc avoir:

@] [ ;1 , \ ,
aAO) [L (0 (2), (1)) — L (cp(t),cpg(t))] + Cp(t) <0
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7O [ o oo
P e, 0u0) — e, )] + G 2 0,

alors que le cas w(8) > 0 conduit aux inégalités inverses. On en déduit que les deux
quantités précédentes doivent étre nulles. En reprenant la valeur de Cp(t) dans (4.8),
on obtient :

wp@)]
el (1]

et

7l-[‘l»b(‘t)] 1 ’ 2 P _ oL , Q_Li ,
T AT IE (o), 2u) =L (1), o)) = ( G (o0 #4(0)= 5 (00 22, 90

[0, 64~ L(00,2(0)] = (G0 ()= G (01, 1)), (D)

On en déduit, en simplifiant par 7[(t)], que I’on doit avoir, en plus de (4.9):

L (p(2), 5 (1)) — L2((2), 5 (1)) _ L(2(2), Pa(t)) — L2((2), pu(t))
WlAQ) 7[pa(?)]

=[S (e, ) — T 0, 9] (4.11)

Les conditions (4.9) et (4.11) représentent au total d 4+ 1 équations sur ¢(t), ¢, (t)
et pg(t).

Dans le cas des champs constants les conditions s’obtiennent plus simplement, de la
facon suivante: d’apres les deux équations d’Euler, sur [0, t] et [¢, T], on doit chercher

inf{t It ("’

La dérivation par rapport & z donne (4.9). La dérivation par rapport & ¢ (en suppo-
sant que les S sont a l’intérieur des supports) ajoute I’équation

2 — {81569 - 26 - (8. 56 ) = 0

"’°) + (T —t) LQ(%‘%%) | z = (0,z1,...,74), 0 <t < T}

ou on a posé

1 2 yo z
gl — et (% = .
T —1

# (5o h) = 1 (5 7).

On doit donc avoir
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Remarquons que 1’on trouve (et c’est normal) a peu prés les mémes conditions quand
on cherche, pour S8 donné, les vecteurs ' et 52 en lesquels le cotit L.(8) est atteint
(en supposant que les 3° sont a ’intérieur des supports). En effet rappelons la valeur

de L.(B):

L) = mf{3 pLi

i=1

=B, 7(B) 2 0,7(F) <0 }

1=1 i=1

On cherche le minimum de (p, 8') — pLL(B*) + (1 — p)L2(21:£.g‘_) en supposant qu’il
est atteint & 'intérieur de [0,1] x S1. La dérivation par rapport & 8 conduit &

oL! 3L2
Tﬁ‘(-’c»ﬁl) = (15 B?)
et la dérivation par rapport a p a
oL!
W(ﬂ)) = (ﬂz))

On doit donc résoudre Hl(a (BY)) = Hz(al’l (B)), en se limitant aux solutions B!

pour lesquelles 7 (B8!) est p031t1f Ensuite, si on pose % = (aL’ )~! (aLl (BY)), on
doit avoir 7(B2) négatif et B — B! et B2 — B colinéaires.

(BL2

e Pour étudier un chemin de C/[0,T] qui minimise le coiit entre deux points avec
#([0,%]) inclus dans P! et o([t,T]) dans P°, on applique la méme méthode. Pour
obtenir 1’équation d’Euler sur les intervalles ou ce chemin suit la frontiere on a be-
soin de la différentiabilité de la fonction L, sur {x(-) = 0} pour z dans P° (on
peut regarder si le théoréme des fonctions implicites est vérifié aux points ou le
minimum de (p, 8') — pL1(BY) + (1 — p)L2(p—1:f;L1) ci-dessus est atteint & ’intérieur
de [0,1] x S!). Dans ce cas, (4.9) est conservée entre L! et L sur {«x(-) = 0}. On
peut ensuite chercher de la méme fagon que ci-dessus des conditions aux points ou
le chemin change d’ensemble P".

e Dans le cas de plusieurs traversées, on étudierait les équations d’Euler sur chaque
intervalle ol le chemin est dans un méme P* et les équations au niveau de chaque
point de passage dans un autre P'. Il conviendrait d’étudier la convexité du cofiit en
fonction de ces points de passage. Les résultats obtenus pour des champs constants
permettent de supposer qu’une trajectoire minimisante traverse un nombre fini de
fois la frontiere.
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4.2.4 Equations vérifiées par le coiit minimal entre deux
points : équations d’Hamilton-Jacobi
On reprend le probléme précédent, en s’intéressant cette fois aux équations vé-

rifiées par le colit minimal entre deux points.

Cas d’un seul champ
A nouveau on étudie d’abord le cas d’un seul champ de probabilités (et horizon fini).
On a le résultat suivant:

Théoreme 4.2.3

On considére un champ de probabilités (p;) vérifiant les hypothéses (H).
Supposons qu’il existe u de IR? x IR dans IR*, de classe C!, nul en (zo,0) et
vérifiant ’équation d’Hamilton-Jacobi suivante :

Ou Ou
¥ (z,t) + H(a:, o (:r,t)) = 0.
Alors, on a:

u(z,t) = inf{Aos(¢) | ¥ € C[0,T], #(0) = zo, ¢(t) = z}.

Démonstration (d’aprés [FW]):

considérons un chemin absolument continu ¢ tel que ¢(0) = zo et ¢(t) = z. En
utilisant que L(p(s),y’(s)) est supérieur & (o, ¢'(s)) — H(p(s),a) au point a =
2 ((s), s), on peut écrire:

Bos(@) 2 [ (52(0(s),5), /() s — [ H ((s), Ze(i(s), ) ) ds

le membre de droite est égal & [5 %[u(p(s),s)]ds d’aprés 1’équation d’Hamilton-
Jacobi. On en déduit:

Aou(p) = u(p(t),t) — u(p(0),0) = u(z, t).

Considérons alors ¢ solution du systéme suivant :

OH Ou

1oy — 241 bt

#(s) = 5o (9(), 52 (), 9))
©(0) = zo

Cette solution existe, d’aprés le théoréme de Cauchy-Peano (par exemple dans

[CL]), puisque I'application (z,s) — 2 (z,2%(z,s)) est continue (grice & I’hypo-
these (H1)).
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D’aprés H(p(s),:) = L(y(s),:)* et les propriétés de différentiabilité des fonctions,
on a:

Hp(s), @) = {0 T ((s), ) ) — L(5(5), T ((s), ) ).

- : 0 :
En utilisant cette relation pour a = b—;‘(go(s), s), on obtient:

d Ou Ou
Z[ute(),9)] = (Fale(s), ) #()) + Se((5), )
= (Goe(),9), G (), S2((),)) ) + FE (s, )
L(p(s), /() + H (16(5), 5o ((5),9) ) + Zo((5),9)

= L(p(s),¢/(5))
Donc Aos(yp) = /ot -(-lc-l; [u(cp(s), s)] ds = u(p(1),t).

On a prouvé successivement que u(z,t) est majoré et minoré par
inf{Ao:(p) | ¢ € C[0,T], ©(0) = zo, (t) = z}; on en déduit le théoreme.

Remarquons que pour le probléme a horizon infini, I’équation devient:
Ou
H(x ~2(2)) =0
’ (9:1:( )
c’est-a-dire que si u est solution de cette équation, on a:

u(z) = inf{AThTz((P) |90 € C[TlaT2]1 SO(TI) = Zo, cP(:Z12) =z,—00<T1 <T> < +00}

On peut énoncer un résultat local ([Li],[Be]) de la fagon suivante:

on prend u telle que u(z,t) = inf{A;7(p) | ¢ € C[0,T], ¢(t) = z, ©(T) = vyo}-
Alors, si L et H sont continues en (Z,z) et si u est différentiable en (¢, z), u vérifie
I’équation d’Hamilton-Jacobi au point (,z). Cette équation est obtenue alors par un
argument de programmation dynamique, en remarquant que, pour tout s de [¢,T7],
on a:

u(z,t) = inf{A¢s(e) + u(p(s),s) | ¢ € C[0,T], ¢(t) =z, o(T) = yo}-.

L’existence (et l'unicité) de solutions aux deux équations d’Hamilton-Jacobi pré-
cédentes est assurée dés que H posséde certaines propriétés ([Li],[Be]). L’étude de
ces équations fait intervenir la théorie des solutions de viscosité, que nous n’abor-
dons pas. Dans notre cas, les hypothéses ne seront pas vérifiées au bord des S; et
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on aura probablement des résultats seulement si la trajectoire minimisante vérifie
(-]
@'(t) €ESen)-

Cas de deux champs

On reprend le probleme avec une frontiére de discontinuité. Comme pour 1’équa-
tion d’Euler, on écrit 1’équation d’Hamilton-Jacobi entre des points appartenant a
un méme P’. Entre deux points de P°, on utilise le méme raisonnement que pour
montrer le théoréme 4.2.3, pour le coit mixte L, avec (zo,0) et (z,t) sur P° et en
se limitant aux chemins qui suivent P%. On doit prendre H telle que pour tout y
de P°, on ait H(y, ) = L(y,-)* dans IR*"?, c’est-a-dire d’apres le théoréme 1.4.8,
H(y,) = (max{H1 H2})" On a besoin de H(y, ) et L(y,-) strictement convexes,
de classe C! sur 'intérieur de leur domaine avec (y, @) — Z—Z(y, «) continue, condi-
tions qui ne sont pas toujours vérifiées. Si elles le sont, la solution de 1’équation
d’Hamilton-Jacobi

au(x t) + (ma:c{H;,ﬁz}) (?ﬁ(x t)) (4.12)

donne le colit minimal.

Exemple: nous donnons un exemple ou H vérifie toutes les propriétés. Supposons
que les champs de probabilités sont constants avec S? inclus dans {#(-) > 0} et pour
tout (u,v) de R x R¥™1, u! (u,v) = p?(—u,v) (il s’agit d’un cas ol le coiit mixte est
égal & conv(L?, L?); alors H est égal & maz(H*, H?)).

—m- ()=

0,v) {B|x(8) = 0}

e w()=—u

Alors on peut montrer que le colit mixte vaut, en un vecteur paralléle & P°, L(0,v) =
inf, L'(u,v) et 400 ailleurs, et que L(0,-) est donc la transformée de Cramer de la
probabilité 1! sur IR?~? définie par dv!(v) = / du'(u,v). Sur {=(-) = 0}, H est
alors égale au logarithme de la transformée de Laplace de v!; elle a donc les mémes

propriétés que les H'. On peut alors écrire le méme résultat que dans le théoréme
4.2.3, pour I’équation (4.12).
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Enfin, comme dans le paragraphe précédent, les équations d’Hamilton-Jacobi per-
mettent d’obtenir des équations aux points de passage entre différents P*. Supposons
que le colt minimal entre zo € P! et yo € P? soit atteint en ¢ ayant un seul point
d’intersection avec P% & un instant t. Si on note V(zo,yo) ce coiit, on a:

V(zo,30) = inf, [u(zo; 7, 1) + v(5ei z,1)], (4.13)
t:efo.Tl
ou on a posé:
w(zo; 2,t) = inf{AL(¢) | ¢ € C[0, T}, ¢(0) = 2o, (t) = =) (4.14)
et
v(yo; z,t) = inf{Af 7(¢) | ¢ € C[0, T}, () = z, o(T) = yo}- (4.15)

On cherche des conditions pour que le minimum V/(zo, yo) soit atteint en un point
(z,1). Si u(zo;-) et v(yo;-) sont différentiables au point (z,t), (4.14) et (4.15) impli-
quent :

Ou, 1 Ou, _
—é—t—(xo,m,t)-i-H (:B, ‘8—$($o,$,t)) = 0
et P 5
v v
_—a—t-(yo, x, t) + H2 (:E, —E(yo, xz, t)) = 0

D’autre part, pour que (4.13) soit minimale en (z,?), il faut:

Ou Ov
"37(330, z,t) + E(?/o, z,t) =0

Ou Ov

—6;(230; z,t) + éz(yo;x,t) =0
L’ensemble des conditions au point (z,t) s’écrit donc:
( Ou Ov
3, (2012 t) = —o—(yo; 7, 1) = @

HY(z,a) = H*(z, )

du ov
'a—t(mfh zat) + 'a_t(yot :C,t) =0

%;i(::o; z,t) + H(z,a) =0

Pour plusieurs traversées, & nouveau, on doit rassembler les équations correspon-
dant aux intervalles o le chemin est dans un méme ensemble P* et les conditions
aux points de passage entre les différents ensembles.
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