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Présentation

Cette these est composée de cinq chapitres, traitant tous de questions liées a la théorie des
représentations lisses de GL,(F) ou F est un corps local de caractéristique >0 (& corps résiduel
fini). L'idée de départ était d'exploiter I'idée de D. Kazhdan selon laquelle la théorie d'un corps
local de caractéristique >0 est limite des théories de corps locaux de caractéristique nulle et de
méme corps résiduel, quand I'indice de ramification absolu tend vers I'infini. On espérait ainsi
montrer, pour GL(F), la conjecture de Howe et peut-étre l'intégrabilité locale des caractéres.
Ces deux résultats ont été obtenus mais grace a des arguments plus intrinséques que ceux issus
seulement d'une comparaison des caractéristiques. En effet, si le principe de D. Kazhdan
s'applique naturellement aux problémes li¢s aux algebres de Hecke relatives a un sous-groupe
de congruence de niveau fixé (conjecture de Howe), il devient d'autant plus difficile a utiliser
que les dits problémes ont a voir avec I'analyse harmonique sur le groupe. D'ou le recours aux
constructions de Bushnell & Kutzko & chaque fois que I'on a besoin d'informations locales sur
le comportement des orbites voisines d'un élément dans le groupe. Les cinq chapitres, de
difficulté croissante, glissent progressivement du premier type de préoccupations (comparaison
de l'analyse harmonique sur GL,, pour des corps locaux proches) vers le second (analyse

harmonique sur GL(F) ou F est fixé), le chapitre 4 illustrant bien la complémentarité des deux
approches.

Chapitre 1: Algebres de Hecke et corps locaux proches (1-22).
Chapitre 2: Représentations génériques et corps locaux proches (23-44).

Chapitre 3: Intégrales orbitales sur GL(F) ou F est un corps local de
caractéristique >0 (45-106).

Chapitre 4: La conjecture de Howe pour GL(F) ou F est un corps local de
caractéristique >0 (107-153).

Chapitre S: Intégrabilité locale des caractéres de GL(F) ou F est un corps local
non archimédien de caractéristique quelconque (155-184).

Chacun des chapitres est précédé d'une introduction dans laquelle nous tentons d'expliquer
le probléme et les ingrédients qui nous ont permis de le résoudre. Ces chapitres ont été rédigés
dans le désordre et de maniére relativement indépendante (on peut donc aussi les lire dans le
désordre), ce qui entraine quelques redites dont nous nous excusons. Les références a
l'intérieur d'un chapitre renvoient a la fin de ce chapitre.
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Résumeé des résultats

La lettre F désigne un corps local non archimédien a corps résiduel de cardinal q. Le plus
souvent F est de caractéristique non nulle p. On note G(F) le groupe GL,(F) (pour un entier
N =2), K; le sous-groupe maximal standard GL(O;) et K. (pour n entier > 1) les sous-
groupes de congruence modulo P, de K. On note aussi B, le sous-groupe d'Iwahori standard
de G(F) et B;” (pour n entier = 1) les sous-groupes de congruence correspondants.

Fixons un entier n > 1. D. Kazhdan a prouvé que si r est un entier assez grand et si E est un
corps local non archimédien r-proche de F (au sens ou O, /P~ O,/P;"), alors les algébres de
Hecke H (G(F),K.?) et 7{ (G(E),K;") sont isomorphes.

Le premier chapitre de la thése est consacrée a un résultat (plus général) obtenu en
remplagant K.” par B."; ce résultat est aussi beaucoup plus précis au sens ou 'on prouve que
I'entier r = n suffit. On utilise pour cela une description explicite par générateurs et relations de
l'algébre de Hecke H (G(F),B,”) due a R. Howe.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie les représentations génériques de G(F) ayant un
vecteur non nul fixe sous le groupe B.". On montre que ces représentations sont classées par
les sous-modules d'un module FG(F),B;") sur H{ (G(F),B,*). On montre ensuite que, pourvu
que les corps F et E soient (n+ 1)-proches, les espaces vectoriels £ G(F),B;") et T G(E),B.")
sont isomorphes, I'action de H (G(F),B,") se transportant sur celle de 7 (G(E),B.").

On voit aussi que si deux représentations irréductibles génériques de G(F) et G(E) (ayant
un vecteur non nul fixe sous B." et B." respectivement) se correspondent, leurs conducteurs
sont égaux ou bien tous deux strictement plus grands que n (il semble du reste assez naturel de
pousser l'investigation, ce que faute de temps nous n'avons pas pu faire, en montrant que les
facteurs L et € de paires sont eux aussi conservés).

Le troisiéme chapitre constitue une mise au point sur les problémes d'intégrales orbitales
pour GL(F) quand le corps F est de caractéristique >0. La littérature ne contient pas de
traitement satisfaisant dans ce cadre, méme si des énoncés et des idées de démonstrations ont
été rédigés. Pour cette mise au point, on s'appuie essentiellement sur l'article de R. Howe
Fourier transforms and germs of characters, Math. Ann. 208 (1974), et sur une prébublication
de G. Laumon Cohomology with compact supports of Drinfeld modular varieties, Pub. Math.
Univ. Paris-Sud (1991). On établit soigneusement les normalisations et les énoncés de
descente, non a partir de la décomposition de Jordan comme il est d'usage en caractéristique
nulle, mais a partir d'une décomposition plus générale et indépendante de la caractéristique; on
établit aussi la théorie des germes et leur indépendance au voisinage des éléments semi-simples
séparables. De maniére plus originale, on obtient, grice aux travaux de Bushnell & Kutzko, un
résultat explicite de constance locale des intégrales orbitales sur les nappes de Dixmier,
précisant ainsi et généralisant un-énoncé d'Harish-Chandra pour les éléments réguliers. Cette
normalisation nous permet de prouver lindépendance des germes au voisinage des éléments
semi-simples inséparables. On poursuit avec une démonstration détaillée du théoréme de
caractérisation des intégrales orbitales et du théoréme de densité des intégrales -orbitales
réguliéres séparables.

Dans le quatriéme chapitre, on donne la preuve (une preuve) de la conjecture de Howe pour
GL,(F) ou F est de caractéristique p > 0. On procéde par comparaison avec. la caractéristique
nulle, ou le résultat a été démontré par L. Clozel (et d'ailleurs pour n'importe quel groupe



réductif). Qu'une telle démonstration soit possible a été, il y a quelques années déja, suggéré
par D. Kazhdan. La conjecture de Howe affirme que si K est un sous-groupe ouvert compact
de G(F) et si Q2 est une partie compacte modulo conjugaison dans G(F) au sens ou (2 est
fermée et contenue dans AAdG(F)(W) pour une partie compacte WCG(F), les restrictions a
lalgébre de Hecke JH (G(F).K) des distributions invariantes 3 support dans 2 forment un
espace de dimension finie. On peut se contenter de prendre K=K." pour n assez grand et de
choisir pour W une union finie de doubles classes K. gK; (g€ G(F)), laquelle union a un sens
indépendamment du choix de F. On fixe I'entier n et la "forme" de la partie W. L'idée est alors
de comparer la situation sur F a celle sur des corps locaux E de caractéristique nulle de plus en
plus proches de F (c'est-a-dire de plus en plus ramifiés sur Q,) et de voir alors que la
dimension de I'espace en question pour E ne dépend en fait que du cardinal du corps résiduel
de E. Le point crucial dans cette démonstration, et qui occupe les n° 1 et 2 du chapitre,
consiste a prouver que les intégrales . orbitales elliptiques sur G(F), vues comme formes
linéaires sur H (G(F),K,"), se "relévent" en caractéristique nulle (i.e. sur le groupe G(E) pour
une extension E/Q, suffisamment proche de F) grice aux isomorphismes du chapitre 1. Il
s'agit 1a d'une sorte d'énoncé de constance locale uniforme plus précis (on donne en effet une
formule explicite pour les intégrales orbitales elliptiques des fonctions de l'algébres de Hecke
H(G(F),K")) et plus délicat i obtenir que celui d'Harish-Chandra (4 submersion principle
and its applications, proc. Indian Acad. sci. (Math. Sci.) 90 (1981)).

Dans le cinquiéme et demier chapitre, il s'agit de prouver que les caractéres-distributions
des représentations admissibles irréductibles de GL(F) (F toujours de caractéristique >0) sont
des fonctions localement intégrables sur GL,(F). En caractéristique nulle, ce résultat est di a
Harish-Chandra, dont une technique essentielle est de passer a l'algébre de Lie grice a
l'application exponentielle. En caractéristique >0, F. Rodier, utilisant I'application X — 1+ X,
a pu étendre les résultats de Harish-Chandra en prouvant l'intégrabilité locale au voisinage des
¢léments séparables. Les éléments inséparables posent plus de problémes; le caractére a a leur
voisinage un comportement a priori plus compliqué et les techniques traditionnelles de
descente ne s'appliquent plus. Pour aborder ces éléments, lidée est de construire, grice a la
corestriction modérée de Bushnell & Kutzko, une "descente” qui, combinée a une utilisation
assez fine du principe de submersion — décidément vraiment trés fécond — d'Harish-Chandra,
permet de ramener I'étude a celle d'une distribution invariante sur l'algébre de Lie d'un groupe
plus petit (le centralisateur de I'é¥lément étudi€). On peut alors utiliser les puissants résultats de
R. Howe sur les germes de caractéres (valables pour GL, en toute caractéristique). En fait,
cette construction (qui traite tout aussi bien les éléments séparables) simplifie I'approche de
F. Rodier puisqu'elle permet de faire 'économie de quelques démonstrations délicates dues au
passage du groupe a son algébre de Lie.



Chapitre 1

Algébres de Hecke et corps locaux proches

On appelle corps local non archimédien un corps commutatif localement compact, non
discret, ultramétrique et a corps résiduel fini. Si F est un tel corps, on note O, l'anneau des
entiers de F et P, l'idéal maximal de O,.

Rappelons les deux possibilités ([Weil] chap. I, theorem 5 et theorem 8):

— Si F est de caractéristique 0, alors F est une extension algébrique finie du corps Q, des
nombres p-adiques pour un entier premier p, et O, est constitué des éléments entiers sur
l'anneau Z, des entiers p-adiques. :

— Si F est de caractéristique >0, alors F est isomorphe au corps des fractions de I'anneau
Oy=F [[w]] des séries formelles en une indéterminée W & coefficients dans le corps fini F_

Définition 0.1. — On dit que deux corps locaux:non archimédiens F et L sont m-proches
pour entier m>1 si les anneaux quotients O, /P, et O, /P,™ sont isomorphes.-

O

Rappelons le résultat de D. Kazhdan ([Kazh]).

Soit G un Z-groupe réductif déployé. Pour tout anneau commutatif A, on note G(A) le
groupe des A-points de G.

Soit F un corps local non archimédien. On munit le groupe G(F) de la topologie P;-adique
induite par F et I'on note K,CG(F) le sous-groupe ouvert compact maximal G(O;). Pour
chaque entier m>1, soit K;™ le sous-groupe de congruence modulo = de K, c'est-a-dire le
noyau de la projection K, — G(Oy/P.™). Chacun de ces sous-groupes est distingué dans K et
la famille {K."}_., forme un systéme fondamental de voisinages ouverts compacts de l'unité
dans G(F).

Soit dg; la mesure de Haar sur G(F) telle que

vol(K; ,dg,)=1,
et pour tout sous-groupe ouvert compact H de G(F), soit H (G(F),H) l'algébre de Hecke de

G(F) relative a H (munie du produit de convolution * induit par la mesure dg;). Explicitement,
c'est I'espace vectoriel des fonctions f: G(F)— C telles que



(i) f est H-biinvariante, i.e. hgh')=f{g) pour tout g€ G(F) et tout couple (h,h'")EH,
(ii) f est a support compact,
muni de la multiplication C-bilinéaire

£r(x)=[ fle:)0(e-"x)deg; (x<G(F)

pour toutes fonctions f, ¢ : G(F) - C H-biinvariantes a support compact. Ainsi, 7 (G(F),H)
est une C-algebre associative et e,=(vol(H,dg;))™' 1, (1,; désignant la fonction caractéristique
de H) est I'élément unité de cette algebre.

Si H' est un sous-groupe ouvert compact de H, alors H (G(F),H)CH (G(F),H) (inclusion
d'algebres) mais e, #e,, siH'#H.

Soit

- H(GE)={J,H(c®),H)={]_, H(GEF),K:")
ou H parcourt I'ensemble sous-groupes ouverts compacts de G(F), l'algébre de Hecke de G(F)

(munie du produit de convolution * défini ci-dessus) des fonctions G(F)—>C localement
constantes et a support compact. C'est une algébre associative mais sans élément unité.

Soit m un entier >1 et soient F et L deux corps locaux m-proches. Supposons donné un
triplet (A, @,,W,) ou

AO /P —=> 0O, /P"
est un isomorphisme d'anneaux et W, (resp. W,) une uniformisante de F (resp L) satifaisant

légalité A(wp+P")=w,+P™ L'isomorphisme d'anneaux A induit un isomorphisme de
groupes

B=B(A):K /K" —=— K /K. ™.
La décomposition de Cartan pour G(F) et G(L)

G(F) =] [ K@, K, (wF‘“) = diag(@,™ ..., W™ ))
(@)

GL)=][ K, = “K, (wL‘“’ = diag(w,™,..., @, )) ,
@

ou (o) parcourt l'ensemble des suites ordonnées (a)=(o,<...<a,) (,€Z), permet de
construire une bijection (ne dépendant que du triplet (A, @, w,))

K"k, @0 VkK" b kK" @, @B (k,Ke™) ((k,k,) eKpxKy)

entre les doubles classes K;"\G(F)/K;™ de G(F) et les doubles classes K, ™\G(L)/K;™ de G(L)
([Kazh] lemma 1.2), laquelle bijection induit un isomorphisme de C-espaces

EA @, @, ): H (G(F),K™)—— H(G(L),K,").

Le résultat de D. Kazhdan s'énonce en ces termes ([Kazh] theorem A): i/ existe un entier
my>m tel que, pour tous corps locaux mg-proches F et L et tout triplet (A, @, @) comme ci-

dessus, l'isomorphisme de C-espaces vectoriels E(A, W, W,) induit un isomorphisme de C-
algébres.



Remarque 0.2. — Les conséquences de ce résultat quant a la théorie des représentations en
caractéristique positive sont extrémement séduisantes. En effet, si n est un entier >1 et F un
corps local de caractéristique p>0 a corps résiduel de cardinal q=p", alors F est n-proche de L
pour toute extension finie L de @, de degré résiduel r et d'indice de ramification supérieur ou
égal 2 n. Comme l'ensemble £%(G(F)) des classes d'équivalence de représentations admissibles
irréductibles de G(F) ayant un vecteur non nul fixé par K.” est en bijection avec 'ensemble des
classes d'isomorphisme de FH (G(F),K,")-modules simples de dimension finie (cf. [Be-Ze] prop.
2.10), lisomorphisme

(0, H(GEF),K:"), W) (c-&, H(G(L),K,"), W)

de la catégorie des H{ (G(F),K;")}-modules sur celle des FH (G(L),K,")-modules, induit une
bijection entre £YG(F)) et £(G(L)). Ainsi, la théorie des représentations de G(F) est limite des
théories des représentations de G(L) quand l'indice de ramification de L/Q, tend vers Il'infini.
On peut illustrer la fécondité de ce principe par deux exemples: le théoréme de densité des
caracteres-distributions des représentations admissibles irréductibles de G(F) dans I'espace des
distributions AdG(F)-invariante sur G(F) ([Kazh] theorem B); la conjecture de Howe pour le
groupe GL,(F), le point central de la démonstration consistant a construire un relévement
uniforme 3 GL (L) des intégrales orbitales elliptiques des fonctions de H (GLy(F),K;") (cf. le
chapitre 4)).

O

D. Kazhdan a conjecturé que l'entier m,=m vérifiait cette propriété.
1 q m, prop

L'objet de ce chapitre 1 est de montrer, pour G=GL, (N entier >2), une variante
(Iégérement plus forte) de cette conjecture. Soit F un corps local non archimédien et soit B le
sous-groupe d'Iwahori supérieur de G(F) (i.e l'image inverse par la projection K, - G(O./P;)
du sous-groupe de Borel de G(O,/P,) formé par les matrices triangulaires supérieures). :Pour
chaque entier m>1, soit B,™ le sous-groupe de congruence modulo £, de B,, c'est-a-dire le
groupe des matrices b=(b, ), ;. de By telles que

b, eP™ si1<i<j<N
b, €l+H" sil<i<N
b, eP™ si1<j<i<N

(ne pas confondre cette filtration avec celle, plus fine, induite par les puissances du radical de
Jacobson de I'Op-ordre héréditaire minimal de M (F) ayant B, pour groupe multiplicatif, cf. la
remarque 2.2.2).

Sin est un entier =1, on montre (numéro 2), grace a la présentation de 1'algebre de Hecke -
H (G(F),B.") par générateurs et relations donnée par R. Howe ([Howe] chap. 3, theorem 2.1)
et rappelée dans le numéro 1, que pour tous corps locaux n-proches F et L, la donnée d'un
triplet (A, W, W,), ot A: O/P"—>O,/P," est un isomorphisme d'anneaux et Wy (resp. W, ) une
uniformisante de F (resp. L) satisfaisant 1'égalité A(w+ P,")=w, +P.", induit (la construction
ne dépendant que du triplet (A, @, ,)) un isomorphisme d'algébres

C=C(A,@,, @, ):H(G(F),B,")—— H(G(L),B,").

On étend ensuite le résultat aux sous-groupes H de G(F) contenant B." (donc en particulier au
sous-groupe de congruence modulo £." du sous-groupe ouvert compact maximal K;; de G(F))
en vérifiant que la restriction de lisomorphisme T ci-dessus a la sous-algébre H (G(F),H) de
H (G(F),B.") induit un isomorphisme d'algébres



Ty : H(G(F),H)—— H(G(L),H),

ou H est le sous-groupe de G(L) défini par L(1,)=1,,. Signalons que pour les groupes H=K_
et H=B,, on connaissait depuis longtemps la structure de I'algébre de Hecke HH (G(F),H) donc
en particulier le fait que cette structure ne dépend que du cardinal du corps résiduel O./P.
([Sata] pour H=K_ (1963), [Iw-Ma] §3 pour H=B_ (1965)).

On peut justifier ce contrdle du degré de proximité de deux corps locaux F et L nécessaire a
I'obtention d'un isomorphisme d'algébres H (G(F),B.") = FH (G(L),B,") par les travaux de P.
Deligne coté galoisien. Il a en effet montré que la sous-catégorie pleine de la catégorie des
extensions finies séparables de F formées des extensions F/F ayant un n®™ groupe de
ramification en notation supérieure Gal(F/F)* trivial, ne dépend (a2 équivalence unique a
isomorphisme unique prés) que du triplet Tr(F)=(O/P:" P/ P e (F)) ou €, désigne le
morphisme de OF/ P"-modules P/ P! - O P;" induit par l'm]ectlon P.— O, par passage au
quotient. De méme, coté automorphe lalgébre de Hecke FH (G(F)B,”) ne dépend (i
isomorphisme unique a isomorphisme unique prés) que du triplet Tr (F). En d'autres termes,
l'isomorphisme d'algébres (A, @, w,) ne dépend que de (A,A,) ou A, : P/P -+ — PP
est lisomorphisme de @Q./P,-modules -défini par A, (@ + P )= A(a)(w +$,**) pour
tout a€ O/ P, (cf. la proposition 2.1.2).

1. Présentation d'algébres de Hecke par générateurs et relations ([Howe]).

1.1. Soient

— F un corps local non archimédien.

— q=[O;:P;] le cardinal du corps résiduel de F.

— W, une uniformisante de F. |

— N un entier =2 et G=GL,. On identifie naturellement le centre de G(F) a F*.

— B I'O;-ordre héréditaire minimal de M(F) formé des matrices de M (O;) triangulaires
supérieures modulo P, B! le radical de Jacobson de B, formé des matrices de B, dont les
coefficients diagonaux appartiennent a P; et B,™ (mEZ) les puissances du radical de Jacobson
B

— B,="B_* le groupe multiplicatif de B (c'est un sous-groupe d'Iwahori de G(F)) et pour
chaque entler m>1, B,"=1+B. =1+, mﬂ ¢ (c'est un sous-groupe distingué de B,).

On fixe un entier n>1 et l'on s'intéresse a 'algébre de Hecke 7 (G(F),B.").

1.2. Pour tout élément g€ G(F), soit
n -1
£, =vol(B;",dg;) 1

Bg"gBg"

1, désignant (pour toute partie ouverte compacte X de G(F)) la fonction caractéristique de X.
Les fonctions f, (g€B"\G(F)/B;") constituant une base du C-espace vectoriel sous-jacent a
l'algebre de Hecke H (G(F),B,"), on est a priori tenté d'exhiber un systéme de représentants A
dans G(F) des doubles classes B,"\G(F)/B" de G(F) puis de déterminer les relations existant
entre les £ (ou g parcourt A) a l'aide des formules de multiplication suivantes. Pour tout

couple (x,y)€ G(F)xG(F)
fxf,=>c,..1, (D



ou les coefficients c, , sont calculés comme suit. Le groupe B;"(x)=B;"NAdx(B.") est ouvert
compact donc d'indice fini dans B;”. 11 existe par conséquent des éléments g,,...,g  dans B." tels
que B.” est union disjointe des classes g,B(x),...,8 B (x). Ainsi, la double classe B “xB est
union disjointe des classes g, xB.",...,g xB.". On définit de la méme maniére le groupe BF“(y) et
des éléments h,,....,h, dans B." tels que la double classe B."yB." est union disjointe des classes
hyBg",....h,yB" Alors c, , est le nombre de paires (ij) telles que z 'gxhy appartient au
groupe B.” (cf. [Shim] n® 3.1).

L'astuce de la méthode développée par R. Howe, et qui permet de faire I'économie de la
détermination problématique de I'ensemble A, tient toute entiére dans la proposition suivante,
conséquence des formules ci-dessus ([Howe] chap. 3, prop. 2.2):

Proposition 1.2.1. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire et H un sous-
groupe ouvert compact de G. Soit dg une mesure de Haar sur G et pour chaque élément g de
G, soit £ =vol(H,dg)™ 1., Si x et'y sont deux éléments de G tels que

vol(HxH R dg)vol(HyH R dg) = vol(H , dg)vol(nyH , dg)
alors
f *f =1,
ou * désigne le produit de convolution induit par la mesure dg (cf. l'introduction).
a
On considérera donc, comme générateurs de l'algébre de Hecke FH (G(F),B,"), les éléments
f, (bEB;) et les éléments £, (WEW?), W* désignant un systéme de représentants dans Gy des
doubles classes B\G(F)/B;. En effet, tout élément g€ G(F) peut s'écrire sous la forme g=bwb'

pour un (unique) élément weW* et un couple (b,b')EB.xB,. Comme le groupe B." est
distingué dans B, on a la relation

B."gB." =bB."WB."b'
laquelle entraine I'égalité |
vol(BF“ b, dgF) vol(BF“ wb'B.", dgF) = vol(BF“ , dgF) vol(BFn gB.", dgF)
donc (proposition 1.2.1 pour x=Db et y=wb')
f, *f, =1,
et I'égalité
vol(BF“wBF“, dgF) vol(BF“b' , dgF) = vol(Br_n , dgF)vol(BF“ wb'B;", dgF)
donc (proposition 1.2.1 pour x=w et y=b')
f *f, =1,

En définitive (grace a l'associativité du produit de convolution)
f=f,*f, *f,.

Remarque 1.2.2. — R. Howe travaille en fait avec FH (G(F)//B,"), l'algébre de Hecke de
G(F) relative a B," munie du produit de convolution induit par la mesure de Haar sur G(F)



donnant volume 1 a B;" On passe immédiatement d'une formulation a l'autre grice a
lisomorphisme d'algébres H (G(F),B,") — H (G(F)//B;"), £ vol(B",dg,)f.

O

1.3. Systémes de Tits généralisés et volumes des doubles classes ([Iw-Ma]).

Soit {e, (F)},.,q<x 12 base canonique de M (F).

Pour chaque 1<i<N-1, soit s(F)=1-(e (F)+e,, ., (F)+e, . (F)te,, (F) I'élément de
G(F) qui, agissant a gauche par translation, permute les lignes i et i+1.

Soit
(0 L,
SN(wF) = Iy,
..61;:...;...................................;......0....)
et soit
(0 1 0 0
t(wF)= M 0
0 1
\w}_ 0 0 )

Le corps F et l'uniformisante @, étant fixés pour tout le numéro 1, on notera plus
simplement s;=s(F) (1<i<N—1), s,=5s,(;) et t=t(0p).
Avec la convention s,=s,;, on a les relations (pour tous 1<1j<N),

5;8;=S§;S; sili——jl(modN)>1 1)
§:S,18; = 8,188,y SIN>2 (2)
tst™ =5, 3)

Soit W*=W?*(;) le sous-groupe de G(F) engendré par t et les involutions s, (1<i<N) (ou,
ce qui revient au méme, part et s, ).
Le groupe W* se décompose en un produit semi-direct

W:=8, XD “4)
ou S, =S (F) est le N“™ groupe de permutations engendré par les involutions s, (1<i<N-—-1)
et D=D(@) le groupe (isomorphe a Z¥) des matrices diagonales de la forme

w, =diag(wF‘" , O™ ,...,wF““), (a)=(al,a2,...,ocN) eZ".
Notons que le groupe W* se décompose aussi en
W={t)XW )

ou (t) est le groupe (isomorphe a Z) engendré par t et W=W(w,) le groupe engendré par les
involutions s, (1<i<N).



Soit A le tore diagonal de G et N.=S XA(F)=W*XA(O;). Alors ([Iw-Ma]) le triplet
(G(F),B,N,) est un systéme de Tits généralisé (cf. [Iwah] n°1 pour la définition) avec pour
groupe quotient

N:/(B;NNp) = W?
Rappelons quelques-unes des propriétés du triplet (G(F),B.,N;) (cf. [Iwah] n°1 pour une liste
plus exhaustive):

(1) G(F) est union disjointe des doubles classes B,wB; (WEW?). C'est la décomposition dite
de Bruhat-Tits.

(ii) L'élément t normalise B, et le normalisateur de B, dans G(F) est union disjointe des
classes t* B (aE€2Z).

(i) G(F)’=1 ., B;wB;, est un sous-groupe distingué de G(F) et, notant N.*=N.NG(F)’,
le triplet (G(F)°,B.,N;.°) est un systéme de Tits avec pour groupe quotient

N /(BN = W.

On appelle W (resp. W*) le groupe de Weyl (resp. le groupe de Weyl généralisé) du triplet
(G(F).B,,N,).

Le groupe de Weyl W est naturellement doté d'une fonction longueur €: W — N. En effet,
tout élément we(W—{1}) peut s'écrire sous la forme

W=S§; S ...§ (ISik SN)

avec r minimal. On note f(w) cet r minimal et I'on pose ¥(1)=0. Tout élément wEW?
s'écrivant de maniére unique sous la forme
w=tlw

pour un entier d et un élément w de W (cf. la décomposition 1.3.(5)), on étend cette fonction
longueur au groupe de Weyl généralisé en posant T(w')=1(w).

Le lemme suivant est démontré par N. Iwahori & H. Matsumoto ([Iw-Ma] prop. 1.10 et
prop. 3.2). :

Lemme 1.3.1. — Pour tout élément wEW* on a
[By:B: nAdw(B;)|= [3 i BrnAdw(B F)] =q'™

ot =[O, :P.] est le cardinal du corps résiduel de F.
O
Pour la clarté de l'exposé (et parcequ'elle nous sera utile dans les chapitres suivant), on

donne une description relativement explicite, donc assez lourde, de l'action par conjugaison du
groupe de Weyl généralisé W* sur M (F).

L'action de I'élément t est donnée par les relations

F(Adt(g))id; Zisijn s 1 e{l,...,N - 1},j e{l,...,N - 1}
J(Adt(g)), =2,

(Adt(g))m= g, i€l N-1} -
\(Adt(g))N,j= 81> ie{l,...,N—l}

pour tout élément g=(g;)), ;;xEMy(F). En particulier



Adt(B,)=B,.

Sic€{l,...,N—1}, l'action de l'involution s, est donnée par les relations

(Ads (g)) ;=8 s 1&{0 c+1} et Jes{c c+l}

(Ads (g)) =8y €t (Ads (g))c =i si ]E{c c+1}
<(Ads¢(g))lc= 8. €t (Adso(g))im— g, si 1¢{c,c+1}
(Ads, (), = Zunen et (Ads ()., =E..
(Ads,(2)), ., =8ono et (Ads,(g)),, =8.cn

pour tout élément g=(g;,),;;-xEM(F). Pour chaque couple d'entiers (i) tel que 1<i<j<N,
on définit l'entier a,(s )€ {0,1} par a,(s))=0 si (ij)#(c,c+1) et a,, (s)=1. Alors

g=(ng) eM, (F), gi’jeﬂ,“"'(") sii<j
Adsc(B F)= 8.:€0;

g;:i€ 1)1-'1_'”(") sii<j

Pour c=N, l'action de l'involution s, est donnée par les relations

(AdsN(g)) ;=8 Si 193{1 N} etjg{l N}

(Adsy(2)), = gu, et (Adsy(g)), ,=T;8,; si j#{l,N}
<(AdsN(g))LN—w g, et (AdsN(g)) Weg; y S 155{N 1}
(AdSN(g))“"gNN et (Adsu(g))NN"'gu

(AdSN(g))lN— F gNl et (AdSN(g))Nl Fzgl,N

pour tout élément g=(g;)),;;.xEM\(F). Pour chaque couple d'entier (ij) tel que 1<i<j<N,
on définit I'entier a, (s,)€{—1,0} par a,(s,)=0 si (i,j)#(1,N) et a,(s\)=—1. Alors,

g= (ng) eM(F), g;; eP ) sii<j
AdsN(B F) = 8.:€0;

gj,i EPFI"LJ'(“N) Si i <j

Par induction croissante sur la longueur ¥(w) des élément wEW et grice a la description de
I'action des générateurs s, (i€E{1,...,N}) du groupe de Weyl W donnée ci-dessus, pour chaque
couple d'entiers (i,j) tel que 1<i<j<N, on déduit I'existence (et l'unicité) d'une application

a, ;W2
telle que

g= (gi-i)lsi,jsn’ &ij e‘Pl’.i‘j(W) sii<]j
Adw(ﬂ F) = g.€0;
8, P sii<

pour tout élément wEW. Compte-tenu de la décomposition 1.3.(5) et puisque I'élément t
normalise I'O;-ordre héréditaire B, de M (F), on étend naturellement ces applications a,; au
groupe de weyl généralisé W* en posant



a,(wt*)=a,;(w) (1<i<j<N)

pour tout élément wEW et tout kEZ. Par ailleurs, la décomposition 1.3.(4) assurant que les
coefficients diagonaux d'un éléments Adw(g)EM(F) (gEM,(F), wEW*) sont, modulo
permutation, les mémes que ceux de g, on a clairement les relations

g=(gi,j) eG(F), gi,jEPF‘U(W) sii<j
Adw(B;)= 8..€0;.”
g;; P ™ sii<

et

g= (ng) eG(F), g,;eR™M™sii<j
Adw(BF“)= g el+f"
gj’i EPFI-;U(W)+n Sii<j

pour tout élément wEW?,

Précisons encore un peu cette description. Pour chaque wEW?* on note k(w) l'unique entier
tel que w=w,t*™ pour un élément (unique lui aussi) w,EW (cf la décomposition 1.3.(5)) et
m(w) l'entier défini par m(w)=max(f(w),|k(w)|). Alors, par induction croissante sur I'entier
m(w) et grace a la description de l'action des générateurs du groupe W* donnée ci-dessus, on
déduit, pour chaque élément wEW?* et chaque couple d'entiers (i,j) tel que 1<ij<N, l'existence
(et l'unicité) d'un couple d'entiers (c,d)=(c,(w),d;(W)), 1=c,d<N, tel que

(Adw(g))i,j = wFU-i.j(W)gc.d
pour tout €lément g=(g; ), ;;<xEM\(F), I'élément o, (w) étant défini par
(a,,(W) sil<i<j<Netl<c<d<N
a;;(w)—1 si1<i<j<Net ISd<c<N
o ;(W)=10 sii=]j
1-a;;(w) sil<j<i<Net 1<c<d<N
—a;;(w) sil<j<i<Net1<d<c<N

Ainsi, notant ¢ la matice de permutation définie par 6=s,,_,...s,, on a la relation
(c.5®), dy;(1)=(c15(0),d; (o))
pour chaque couple (Lj)€{1,...N}x{1,...N}, donc la relation (cf. la formule 1.3.(3))
(ci,j (sx)»di;(s )) = (ci.j (Adc(sl)) »di s (Adc(sl)))

pour chaque couple d'entiers (i,j) tel que 1<ij<N. En définitive, l'action par conjugaison du
groupe de Weyl généralis¢ W*(=W?*(@;)) sur un élément gEM,(F) est, modulo multiplication
des coefficients de g par une puissance entiére de l'uniformisante W, une action de
permutation. Sans nécessairement la rappeler explicitement, nous utiliserons. assez
fréquemment cette propriété dans ce chapitre et dans les chapitres suivants.

Le lemme suivant découle alors directement du lemme 1.3.1 (précisément de I'égalité

[B:BrnAdw(B,)|=q""



pour tout élément wEW?).

Lemme 1.3.2. — Pour tout éléement wEW? on a

t(w)= Z lai'j(w)|.

ISi<jsN

Corollaire 1.3.3. — Pour tout élement weW* on a

[B,":B;" nAdw(B,")|=q"™.

. Démonstration.

Le groupe B." étant normalisé par t, la décomposition 1.3.(5) raméne la démonstration du
corollaire 1.3.3 au cas ou w appartient au groupe de Weyl W.

Il s'agit de montrer que l'indice du groupe B."NAdw(B;") dans le groupe B." es;t égal a
l'indice du groupe B,NAdw(B;) dans le groupe B..

Il est clair, compte tenu de la description donnée plus haut de l'action par conjugaison sur
M, (F) des éléments du groupe de Weyl W, que pour tout élément t€EW et tout i€{1,...,N}, il
existe un unique couple d'entiers (r,k), 1<r<k<N, tel que a (ts,)#a (7). De plus, cet unique
couple satisfait I'égalité

lar,k (Tsi) “a (T)' =L

On en déduit que si o=t s, (1<i<N) est un élément de W tel que ¥(c)=F(t)+1, alors le
groupe B.NAdo(B,) est contenu dans le groupe B.NAdt(B;). En effet, si (r,k) (1<r<k<N)
est I'unique couple d'entiers tel que a ,(c)#a (1), le lemme 1.3.2 entraine la relation

ar,k (T)
et I'on peut distinguer deux cas: ou bien a,,(c)>0, auquel cas a,(t)=a ,(c)—1 et

BpNAdo(B)= {g e(:B s NAdt(B F))’ g, e:PFar.x(“)};

a,, (o')‘ =1+

b

ou bien, a ,(0)<0, auquel cas a (t)=a,,(c)+1 et

B NAdo(B ) ={g E(B s NAdt(B F)), 2. ePFl'"*(")}.

Soit w un élément de W de longueur £(w)=r>1 et

WSS S, ...

une décomposition minimale de w. Pour chaque kE€{1,..., r}, soit w, 'élément de W défini par

Wk =Si Siz...sik .

Alors, pour chaque k€{1,..., r—1}, I'égalité f(wk +1)=f(w,‘)+ 1 entraine l'inclusion
BrnAdw, ,(B)cBnAdw,(B;),

et l'application x — 1+ x, B, > B.", induit, par restriction et passage au quotient, un
isomorphisme de groupes
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(BrnAdw, (B,))/(B s nAdw,,(B ;) —=—>(B;" nAdw, (B;"))/(B;" nAdw,.,(B;")).
En effet, pour tout couple (x,y)€(B NAdw,(B;))x(B:NAdw,(B;)),
(1+@x)(1+ @ y) = 1+ @* (x +y) + @, (xy)

avec WA(xY)EW(BNAdw,(B)CwW(BNAdw,(By))CBNAdw, , (B;).
D'ou I'on déduit (avec la convention w,=1),

-1

[B.":B," nAdw(B,")] =] [B;" nAdw,(B,"):B;" nAdw,,(B;")]
k=0
1

=1;[ [B F r\Ade(ﬂ F)13 F f‘Adeu(B F)]

k=0

avec, pour chaque k€ {0,..., r—1}, I'égalité (cf. 'expression de B.NAdw, . ,(B;) en fonction de
BNAdw,(B;) donnée plus haut)

[CB F nAdwk(ﬂ 1=):2B F mAdwm(ﬂ F)]=q.

D'ou le résultat.

1.4. Présentation de H (G(F),B,") par générateurs et relations ([Howe]).
Soit g(W,n) la partie de H (G(F),B,") formée par les éléments

f, , 1<i<N.

f, f

to Sl

f,, beB;.

Théoréme 1.4. ([Howe] chap 3, theorem 2.1) — L'algébre de Hecke J{(G(F),B;") est

engendrée par la partie g(Wgn), les éléments de g(W.n) étant soumis aux relations
suivantes:

Relations A:
(1) f, *f, =f xf si|c—d|(modN)>1.
(1) £ *f *f =f =*f *f si 0<c<N-lesrN23.
(Il n'y a pas de relation si N=2).
(3) £, *f, =q £, x e(Adsc(BF“)).BF“/BF“ , 81 1<c<N-1.

Relation B:
fxfxf . =1, pour x=s, (IScSN) ouxeB;.

Relations C:
(1) £, =f, pour toutb €B," et f, est I' élément unité de I' algébre FH (G(F) , BF").
(2) f£.xf, =f_ pour tout couple (x ,y) €B.xB;.
() f, *f =f,, *f. pourtout 1<c<N et tout x eB; N Ads,(B;).
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(4)  Pour tout x€ O, et tout 1<c<N-1, soit u(x) l'élément de B défini par
uc (X) =1+ xec.c+l (F) .

Pour tout x€ O et tout 1<c<N-—1, soit v(x) l'élément de Bdéfini par
. vc (x) = 1+ (x - l)ec,c (F) - (x-l + l)ec+l,c+l (F) *
Avec ces notations

£, *f, o *L., =q(f *f, *f, o *f )pour tout 1<c<N-1et tout x eO;*.

u u, (x“‘ ) Ve u, (x’1 )

De plus, la partie g(,n) et les relations A,B,C définissent une présentation de l'algébre
de Hecke 3 (G(F),B;).

0

Signalons que nous avons, dans I'énoncé ci-dessus, légérement modifié deux relations du
théoréme 2.1 de R. Howe: dans la relation C(1), il manque au texte de R. Howe la relation
(indispensable) f,=f, pour tout bEB."; dans la relation C(4), nous avons remplacé la condition
1<c<N par celle 1<c<N-1, la relation correspondante pour c=N se déduisant des
précédentes grice a la relation (relation B pour x=s))

g, 6.1, .

Quelques commentaires sur I'obtention (ou la vérification) des relations A,B,C du théoréme
1.4: ’

— En notant que le groupe B.X(t) est exactement le normalisateur du groupe B dans
G(F), les relations B, C(1),C(2) et C(3) découlent directement de la proposition 1.2.1.

— Les relations A(1) et A(2) traduisent, via la proposition 1.2.1 et le corollaire 1.3.3, les
relations 1.3.(1) et 1.3.(2) dans le groupe de Weyl généralisé W*.

— Les relations A(3) et C(4) s'obtiennent de maniére un peu moins directe. Pour chacune
d'elle, on détermine 4 la main le support K, de la fonction ¢ située 4 gauche de I'égalité. C'est
une union finie de doubles classes du type B.gB," et ¢ est combinaison linéaire des fonctions
caractéristiques de ces doubles classes, chacune affectée d'un coefficient non nul. 1l suffit alors
de vérifier que ¢ est en fait K,-biinvariante donc multiple de la fonction caractéristique de K,
Le calcul de ¢ en un point quelconque de K, donne la valeur du multiple en question (cf
[Howe] chap. 3, n° 2).

La décomposition de Bruhat-Tits (n° 1.3 propriété (i) du triplet (G(F),B;,N,)) nous assurg
que la partie g(wWy,n) engendre l'algébre de Hecke F (G(F),B."). En effet, si w et w' sont deux
éléments de W* tels que T(ww')=T(w)+TL(w'), alors la-propaosition 1.2.1 et le corollaire 1.3.3
entrainent I'égalité £, ,=f *f . Les éléments s, (1<c<N) et t engendrant W*, toute fonction £,
(WEW?) est produit dans H (G(F),B;*") des fonctions f, (x=s_, t out™).

I reste & montrer que les relations A,B,C définissent bien I'algébre H (G(F),B."). On donne
le schéma de la démonstration de R. Howe: soit A l'algébre libre engendrée par les éléments
de g(wn) sujets aux relations A,B,C. Pour éviter les confusions, notons ¢ la loi de
multiplication dans I'algébre A. Comme les relations A,B,C sont satisfaites dans A, on a un
morphisme surjectif d'algébres

C:A—— H(G(F),B.").

Pour montrer l'injectivité de T, on construit une section linéaire
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§:H(G(F),B;")—— A
définie de maniére suivante: si w est un élément de longueur r de W* et si
w=t's s .8, (IScj <N, d eZ)
est une décomposition minimale de w, soit ¢, I'élément de A défini par

b =(Fuo )s(d)d of, of, o-of,

e(d)d
d=e(@), (£un) = L0 00 Fr |.
—_—

|d} fois

Les relations A(1) et A(2) montrent que ¢, ne dépend pas de la décomposition minimale de w
choisie. Si g est un élément de G(F), il existe un unique élément w de W* et des éléments b,b'
de B, tels que g=bwb". Soit alors ¢, I'élément de A défini par

d)g =¢b*¢w*¢b' .

Les relations C(1) et C(2) montrent que ¢, ne dépend que de la double classe B."gB,". Soit Ola
section linéaire de T définie par

6(f8) =0,

pour tout gEG(F). On conclut en montrant, toujours grace aux relations A,B,C du théoreme
1.4, que limage 6(J (G(F),B;")) de H (G(F),B,") par 6 est un sous-espace vectoriel de A
stable par multiplication (disons a gauche) par les générateurs de A, donc coincide avec A.
L'injectivité de  en découle.

2. Isomorphismes d'algébres de Hecke.

2.1. Soit n un entier =1 et soient F et L deux corps locaux n-proches a corps résiduel de
cardinal q. Soit un triplet (A, @, ™,) ou
AO /P —250O, /P

est un isomorphisme d'anneaux et W, (resp. @, ) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant
égalité A(w+P.)=w +P"

Soit
Ay :BIPH —=PB P
lisomorphisme de groupes additifs défini par
A (x+B)= wL(A(wF“x +7" ))

pour tout x€ P;. Soit 5: B, — B,/B," I'application définie par I'égalité 5(b)=b'+B " pour tout
élément b=(b, ), ;;.xEB; et tout élément b'=(b",)),;;xEB, tel que

b, +P=Ab,;+B") si 1<i<j<N

b+ P =4, (b, +R) s 1<j<i<N
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Comme l'isomorphisme de groupes additifs A,, induit un isomorphisme de OyP;"-modules
pour la structure de O,/P,"-module sur le groupe P,/P,"*! donnée par

O/B" xPIP M > PIP, (x +P",y+ PL““)I—) A(x +H" )(y + ’PL““) ,
l'application 6: B, — B, /B, " ci-dessus se factorise en un isomorphisme de groupes
B:B./B;* —=—B,/B,".
Soit
YW (@) —— W' ()
lisomorphisme de groupes défini par
Y (s:(F)=s,(L) (1<isN-1)

Y (su(@5)) =¥ (s (w2)

Y (t{we)) = (t(w1)
Pour tout élément g€ G(F), soit ge}[ (G(F),B;") 1a fonction définie par

f, =vol(BF“ ,dgp)qlBFn B
et pour tout élément g'€G(L), soit ¢g.€5-[ (G(L),B;") 1a fonction définie par
b =vol(B,"dg,) "1, ...
Soit
C: 3 (G(F),B;")—— H(G(L),B,")

lisomorphisme d'espaces vectoriels donné par son action (induite par S et y) sur les éléments
f, (8€G(F)), laquelle est définie de manicre suivante. Si g appartient a G(F), il existe un unique
élément weEW?*(W) et un couple (non nécessairement unique) (b c)EB.xB; tels que g se
decompose en g=bwc (décomposition.de Bruhat-Tits, cf. le numéro 1.3). On pose C(f )=0,
ou g'=b"y(w)c', le couple (b',c')EB, xB, vérifiant les relations

B(b+B*)=b'+B,"

ﬁ(c+BF“)=c'+BL“ '
Les fonctions £, et ¢, ne dépendant que des doubles classes B;2gB.” et B, "g'B, " respectivement
(cf. les relations C(1) et C(2) du théoréme 1.4), l‘apphcatlon C est bien définie et ne dépend
que du triplet (A, @, ,@,).

La proposition suivante est le résultat central de ce chapitre.

Proposition 2.1.1. — L'application T=C(A,@,,W,) induit un isomorphisme de C-
algebres (et méme d'anneaux)

C:H(G(F),B;")—=— H(G(L),B,").
Démonstration.
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L'application T induisant, par restriction, une bijection de la partie g(@,n)CH (G(F),B,")
sur la partie g(@,,n)CFH (G(L),B,"), il suffit de vérifier qu'elle préserve les relations A,B,C du
théoréeme 1.4.

Relation A(1)
Pour tout couple d'entiers (c,d) tel que 1<c,d<N et |c—d|>1(modN), on a (par définition -
de l'application T)

g(f-m) * §(f»d(F)) =0, 0)*0,,0)

=0.,0)* .0

= C(f-d(F)) * g(fnc(lf)) :
Relation A(2)
Idem.

Relation A(3
Pour tout couple d'entiers (c,d) tel que 1<c,d<N et cd, et tout élément xEF (resp. X'EL),
soit u (x)EG(F) (resp. u, (x')EG(L)) I'élément défini par

u, 4(x)=1+xe_,(F) (resp. u,(x)=1+x"e 4 (x')) )

Pour tout entier 1<c<N—1, on a la décomposition
Adsc (F)(BFn )‘BFn = H uc+l,c (-‘D'F“T])BFtl b
n

M parcourant une famille de représentants dans O, des éléments du corps résiduel Oy/%;.
Comme l'entier n est =1, Ads (F)(B;")CB; et

ﬁ(AdSc (F)(BFu)- BFn) = H 3(uc+l,c (wpnn)BFn)
= H Ueite (wLnu)BLn

=A:dsc (L)(B,")B.",

u parcourant une famille de représentants dans O, des éléments du corps résiduel O,/P,. D'ou
l'on déduit

C(fsﬁ)) * C(fs,(f)) =6..0)* 0.1y
=4 Z Uesr,c wL P

—qz €[ o)

Relation B
Pour tout x€EB U{s,,s,,...,Sy}, on a

G R AR () EE T R

= ¢Adt(wL )(x')

o)
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ou I'élément x'€ G(L) est défini comme suit.

Six=s(F) (1<c<N-1), alors x'=s(L).

Si x=s,(Wy), alors x'=s, (0, ).

Si xEB,, alors X' est un quelconque représentant dans B, de la classe B(x+B)EB, /B, (et
donc B(Adt(™)(x)+B)=Adt(w, }(x")).

Relation C(1)
Par définition de C.

Relation C(2)
Idem en remarquant que B(xy+B;")=B(x+B;*)B(y+B;") pour tout couple (x,y)EB.xB..

Relation C(3)

Idem en remarquant que pour tout entier 1<c<N-—1 et tout élément x€(B NAds (F)B,)),
B(Ads (F)(x)+B;")=Ads (L)(x')+B," pour tout élément x'€B, tel que B(x+B,")=x'+B,".

Relation C(4)

Pour tout entier 1<c<N-—1 et tout élément x€ O.*, on a

’:(fscm) * C(f..‘(x)) *C(fscm) =0, 1) *bui* ey
= q(¢uc(y—l) * ¢gc(L) * d)"e()’) *d)uc(y") )

o) T )

ou y est un quelconque représentant dans O, * de la classe A(x+P;") de O, /P~
a

Si (n,G(F),V) est une représentation lisse, on note V* le sous-espace de V formé par les
vecteurs fixes sous l'action de B.* et (n°,FH (G(F),B;"),V®) le H (G(F),B;*)-module V* induit
par (n,G(F),V). Rappelons (cf. [Be-Ze] prop. 2.10) que l'application © > =® induit une
bijection de I'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles
(t,G(F),V) telles que V20 sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de F{(G(F),B.")-
modules simples de dimension finie (et méme, comme on le montrera plus loin (cf. le chapitre
2, n° 1) une équivalence de catégories entre la catégories des représentations lisses (7,G(F),V)
engendrées par V* et la catégories des H{(G(F),B.")-modules).

Corollaire 2.1.2. — L'application
(7, G(F), V) (r"o T, H(G(L),B,"), V")

induit une bijection entre les classes de représentations admissibles irréductibles (n,G(F),V)
telles que V"0 et les classes de représentations admissibles irréductibles (p,G(L),W) telles
que W"#0.

O

En accord avec la philosophie de R.P. Langlands, P. Deligne a montré le méme phénoméne
pour les représentations linéaires (complexes continues) de dimension finie du groupe de
Galois Gal(F/F), F, désignant une cloture séparable de F ([Deli]). Soit E(F) la catégorie des
extensions finies séparables de F et, pour chaque entier n>1, soit £ (F) la sous-catégorie pleine
de E(F) des extensions F'/F ayant un n-iéme groupe de ramification en notation supérieure
Gal(F'/F)" trivial (cf. [Deli] (appendice) pour la généralisation de la théorie de la ramification et
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des fonctions de Herbrand aux extensions finies séparables non galoisiennes). P. Deligne
introduit les triplets (R,M,¢) formés d'un anneau de valuation tronqué a corps résiduel parfait
R, d'un R-module libre de rang un M et d'un épimorphisme € de M sur l'idéal maximal de R.
Via l'organisation de ces triplets en une catégorie, il montre que le triplet

Tr, (F) = (O /B, Op /P 85, )

ou g, P/P"'>O/P;" est le morphisme de O/P;"-modules induit par linclusion P, —> O;
par passage au quotient, permet de reconstituer la catégorie £ (F) & équivalence unique a
isomorphisme (du triplet Tr(F)) unique prés. Son résultat est valable pour tout corps valué
complet pour une valuation discréte et a corps résiduel parfait (tout triplet (R,M,g) est du reste
isomorphe a un Tr(E) pour un entier ex1 et un tel corps E, cf [Deli] n° 1.2). Noter que la
classe d'isomorphisme d'un triplet (R,M,¢) est déterminée par celle de 'anneau R, mais le triplet
(R,M,g) n'est pas déterminé a isomorphisme unique prés par R, il admet des automorphismes
non triviaux mais triviaux sur O/ P;" (P. Deligne illustre cette subtilité par I'exemple suivant: si
F=F ((X)), on ne sait pas reconstituer la catégorie £,(F) des extensions modérément ramifiées
de F rien qu'en terme du corps résiduel O /P;. En effet, I'automorphisme de F, X - aX, trivial
sur [, ot a€F ¥ est une racine primitive m*™ de l'unité pour un entier m>1 et premier a p,
aurait sinon un prolongement naturel en un automorphisme d'ordre m de I'extension séparable
F=F ((X")) de F, ce qui est impossible). Fixons une cléture séparable F, de F. Alors la
catégorie E(F) détermine le groupe profini Q%(Gal(F/F))=Gal(F/F)/Gal(F/Fy> a
automorphisme intérieur prés ([Deli] 3.5). Le groupe Q%Gal(F/F)) ne dépend donc, a
automorphisme intérieur prés, que du triplet Tr(F), ce que pouvait déja suggérer
lisomorphisme canonique de l'abélianisé de Q*(Gal(F/F) avec le complété profini du groupe
multiplicatif F*/(1+ ;") fourni par la théorie du corps de classe.

On peut traduire ces résultats sur nos isomorphismes d'algébres de Hecke. Comme on I'a
dit plus haut, la classe d'isomorphisme d'un triplet T=(R,M,e) ne dépend que de celle de
l'anneau R. Précisément, si T'=(R',M',¢") est un autre triplet, tout isomorphisme 1: R - R' se
reléve en un isomorphisme n=(,1,,) : T = T'. Si @ est un générateur de M, relever 1 en' n
revient a relever le générateur ice(w) de lidéal maximal de R' en un générateur ' de M.
Définissant alors 1,,: M — M par 1,,(x0)=0'(x) (xER), le diagramme suivant

M ‘*’l a Ml
Le L

R ——» R

est bien un diagramme commutatif (cf. [Deli] n° 1.1). Comme pour la sous-catégorie E (F) de
E(F) coté galoisien, on peut donc s'attendre coté automorphe a ce que la classe
d'isomorphisme du triplet Tr (F) détermine celle de I'algébre FH (G(F),B,") i isomorphisme (de
l'algébre) unique 4 isomorphisme (du triplet Tr(F)) unique prés. Autrement dit, il s'agit de
vérifier que l'isomorphisme C(A, @, w,) de la proposition 2.1.1 ne dépend pas vraiment du
triplet (A, W, W, ) mais seulement du couple (A,A ) induit par le triplet (A, @, @,).

Proposition 2.1.2. — Soient F et L deux corps locaux n-proches et soit (A,A,,) un
isomorphisme du triplet Tr(F) sur le triplet Tr(L). Soient (W.w,) et (W, W,') deux
couples d'uniformisantes de F et L tels que A, (W0)=w A(a) et A, (W /)= A(xt)
pour tout élément o€ O/ P, Alors

LA, @, @, )=C(A, ", @)

17



Démonstration.

On pose L=C(A, W, W,) et '=C(A, 0, @,'). Il est clair (cf le numéro 2.1) que les triplets
(A, @, @,) et (A\,w,,®,") induisent le méme isomorphisme de groupes B : BY/B," — B,/B".
Par conséquent,

C(fb) = (fh )

pour tout élément bEB,. Comme on a aussi

C(fsc (F)) =6, )=C' (f%(r))

pour tout c€ {1,....N—1}, on est ramené a montré les égalités

(8, ) (o) & )% (e )

Soient u€ O;* tel que W,=uw; et vE O, * tel que W,'=vW,. Alors, s(Wy)=s(W:)3(u)
avec 8(u)=diag(u,1,...,1,u™?) et s (W, ")=s(@,)d(v) avec §(v)=diag(v,1....,1,v"!). On a donc

¢ (fsN(ws))= ¢ (fsu(wp-)*fs(u)-l)=¢SN(WL,)*C' (£ )-

Or, les relations A, (W@ + P )=w A(u+P") et A, (WO + P )=vw, + P! entrainant
'égalité A(u+P.r)=v+P,", ona

4 (fa(u)" ) =50

et donc

(o) )" = =P

En remarquant que t(W@)=t(wy)diag(u,l,...,1) et t(w,")=t(w,)diag(v,l,...,1), le méme

raisonnement entraine 1'égalité
f =C'|f :
C( t(w,.-)) C ( t(m,,))

D'ou la proposition 2.1.2.
a

Remarquer (cf la subtilit¢ évoquée plus haut c6té galoisien) que si (A,A,,) est un
isomorphisme du triplet Tr,(F) sur le triplet Tr (L), et si @, et @,' sont deux uniformisantes de
L telles que MW +P )=, +P," et A (Wp+P")2w, + P.>*! pour une uniformisante W,
de F, alors I'élément t(T0,") n'appartient pas a la classe t(@,)B," de B,"\G(L)/B,", et la fonction
caractéristique de la classe t(@w;)B;" de B \G(F)/B," a une image différente pour les
isomorphismes C(A,w,, ™)) et (A, @, T,"). -

Considérons deux corps locaux F et L n-proches et un isomorphisme 1 du triplet Tr (F) sur
le triplet Tr,(L). Fixons aussi une cl6ture séparable F, de F et une cloture séparable L, de L.
Parmi les compatibilités montrées par P. Deligne, signalons que l'isomorphisme de groupes

v(n):Q"(Gal(F,/F)) —=— Q"(Gal(L,/L))
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(bien défini a isomorphisme intérieur prés) induit une bijection entre les classes d'équivalence
de représentations (complexes, continues et de dimension finie) de Gal(F/F) triviales sur
Gal(F/F)" et les classes d'équivalence de représentations de Gal(L/L) triviales sur Gal(L /L)",
laquelle bijection préserve les facteurs L et €. Dans le méme ordre d'idées coté automorphe, on
montre dans le chapitre 3 que l'isomorphisme de C-algébres L(n) induit une bijection entre les
classes d'équivalence de représentations (admissibles irréductibles) génériques de (7,G(F),V)
telles que V20 et les classes d'équivalences représentations génériques (7',G(L), V') telles que
V20, laquelle bijection préserve le conducteur m(n) des représentations = telles que m(w)<n.
Nous n'avons pu, faute de temps (mais nous y reviendrons plus tard), pousser plus avant cette
question; il semble qu'on puisse, en utilisant I'équation fonctionnelle de Godement-Jacquet,
obtenir le méme résultat pour les représentations non génériques. De méme pour les facteurs L
et € de paires.

2.2. Si X est une partie ouverte compacte B, biinvariante de G(F), soit {(X) la partie de
G(L) définie par
C(lx) =1 (x)-

Proposition 2.2.1. — Soit H un sous-groupe ouvert compact de G(F) contenant B.".
Alors H'=T(H) est un sous-groupe ouvert compact de G(L) contenant B, et l'application T
de la proposition 2.1.1 induit, par restriction a la sous-algébre 3 (G(F),H) de H (G(F),B,"),
un isomorphisme d'algébres (et méme d'anneaux)

Cu:H(G(F),H) —— H(G(L),H).

Démonstration.

1l est clair que H' est une partie ouverte compacte B, ™biinvariante de G(L) contenant B, " et
stable par multiplication. Quant a la structure de groupe, il suffit de vérifier que si h'€H' alors
“h''€eH'. Soit donc un élément h'EH' et soit une décomposition de h' en h'=b'w'c’ pour un
couple (b',c')EB,xB, et un élément w'EW?*(w,). Soit un couple (b,c)EB.xB; satisfaisant les
relations B(b+B;")=b'+B," et B(c+B")=c'+B," et soit w I'élément de W*(w,) défini par
I'égalité y(w)=w". De la relation

H' 5B, "h'B."=b'B,"wB, "¢'=L(B;"bwcB;"),

on déduit que la double classe B."bwcB." est contenue dans H. Par conséquent (bwc)™'€H et
la double classe

C(B:"c'wb'B") =B (c7B" )y (w™) B(b7'B")
=¢'B,"w" B,"b""
=B,"h"* B,"
est contenue dans C(H)=H.
Rappelons que l'idempotent e, €H (G(F)) est défini par
ey =vol(H, dg},)_llH :
L'égalité
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H(G(F),H) =ey*H (G(F))*e,
=ey*H (G(F),B;") *e,

entraine la relation
C(g-[(G(F) b H)) = C(eH * g{(G(F) > BFn) * el{)
=Z(ex) *L(H(G(F),B;")) *T (ex)
=ey*H(G(L),B,") *ey,
=7 (G(L),H)
ol ey, est lidempotent de FH (G(L)) défini par
ey =vol(H',dg, )—l 1.
Ainsi la restriction de l'application T a la sous-algébre HH (G(F),H) de H (G(F),B,") induit une
bijection, donc un isomorphisme d'algébres (et méme d'anneaux car T (e,)=e,,)
Cu: H(G(F),H)—— H(G(L),H).
0O
Remarque 2.2.2. — Pour chaque partition ordonnée de N, a=(a,=...=a,), a,+...+a, =N,
r=r1(ct), soit la chaine de O-réseaux L(a)=L(a); GEZ) dans F" définie par (cf. [Bush] §1)
L), =0."0 OO DO™
La), =0 - @O/ 'SP ™
L(a’)r—l =0 OP 1 D---OP
L(),,,, = L(), pour tout 0< j<r et tout k eZ.
Soit Q(at); I'O;-ordre héréditaire de M, (F)=End (F~) défini par
Q). = {g eM(F), gL(a), c L(a), (i eZ)}
et 9(a);' le radical de Jacobson de Q(a), défini par
9(a),' ={g€Q(a), ,gL(e), c L(),,, (i€Z)}.
En tant qu'idéal fractionnaire de Q(at), le radical Q(at),' est inversible et I'on a
(Q@)")" ={g €Q(@); ,8L(@), « L(),.,, (i<Z)}

pour tout mEZ. On pose Q(a)"=(2(a):' )" (mEZ)

Soit Q(at),= () *C G(F) le groupe multiplicatif de Q(a), et pour chaque entier m=1, soit
Q(a)m=1+ 9(a),™ Pour chaque m=1, Q(ct).™ est un sous-groupe distingué de Q(ct),.

Rappelons que tout O, -ordre héréditaire de M, (F) est conjugué par un élément de G(F) a
un O;-ordre héréditaire Q(o), pour une partition o de N (cf. [Bush] (1.8))).

Soient o, et a les partitions définies par a,=(1=---=1) et a,,=(N). Alors Q(a,);=B; est
un Op-ordre héréditaire minimal et Q(a);=M(O;) un Op-ordre héréditaire maximal de
M, (F). Pour toute partition () de N, on a la double inclusion

B = Q(al)p CQ(a)F CQ(a’N)= Ke,
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I'inclusion

B:" =Q(at,) " cQ(a);”

pour tout entier m=1 tel que r(ct)n=m, et I'inclusion

Q(@);” =Q(ay )" =Ky’

pour tout entier m=>1 tel que r(a)n<m.

Dans les chapitres suivants, on utilisera abondamment ces objets (en fait seulement les O-
ordres héréditaires Q(a); principaux, c'est-a-dire tels que o,—a;,,=0,—0y,, pour tout couple
d'entiers (i,j) tel que 1<ij<r(a), ingrédients essentiels de la théorie des strates de M (F)
développée par C.J. Bushnell & P.C. Kutzko (cf. par exemple la proposition 2.4.2 du chapitre
4, ou pour relever les intégrales orbitales elliptiques des fonctions f appartenant a l'algébre de
Hecke H (G(F),K.") (n fixé) on est amené a relever les strates simples elliptiques de M (F)).

[Bush]

[Deli]

[Howe]

[Iwah]

[Iw-Ma]

[Kazh ]

[Sata ]

[Shim]
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Chapitre 2

Représentations génériques et corps locaux proches

Soit N un entier =2, F un corps local non archimédien (i.e. un corps commutatif localement
compact, non discret, ultramétrique et a corps résiduel fini), G(F)=GL(F) et U(F) le sous-
groupe triangulaire strict supérieur de G(F). Soit y un caractére additif non trivial de F et ©),,
le caractere de U(F) défini par

@\u (u)= H W(ui,iﬂ)
1SiSN-1

pour tout élément u=(u;;),;;. de U(F). Soit (15, G(F),E(G(F),v)) linduite lisse du caracteére.
O, de U(F) a G(F), ie. la représentation de G(F) agissant par translation a droite sur l'espace
E(G(F),\u) des fonctions f: G(F) — C telles que

(i) flug)=@(u)f{g) pour tout ucU(F) et tout g€ G(F).

(ii) 11 existe un sous-groupe ouvert compact K, de G(F) tel que f{gk)=fg) pour tout k€K,
et tout g€ G(F) (condition de lissité).

Soit 7 une représentation lisse de- G(F). Un sous-espace vectoriel ‘'W. de E(G(F),y) est
appelé modeéle de Whittaker de 7 par rapport.a.\y si ' W est invariant sous l'action de 7, et sila
restriction de 1, 3 W est équivalente a 7. Il est clair qu'un modéle de Whittaker peut étre défini
par un opérateur d'entrelacement injectif de 7w:a 1.

Une représentation lisse de G(F) est dite générique si elle admet un modele de Whittaker
par rapport a . La propriété de généricité d'une représentation ne :dépend pas-du caractére
additif non trivial  de F choisi. Deux questions se posent alors naturellement (surtout pour les
représentations irréductibles):

- Soit 7 une représentation lisse de G(F). Est-elle générique?

- Soit 7 une représentation générique de G(F). Admet-elle plusieurs mod¢les-de Whittaker -

par rapport a \y ?

Des réponses a ces questions ont été partiellement données par M. Gel'fand & D. Kazhdan
([Ge-Ka]) puis complétées par F. Rodier ([Rodi]): les représentations admissibles irréductibles
supercuspidales de G(F) sont génériques ([Rodi] theorem 1) et toute représentation admissible
irréductible de G(F) admet au plus un modéle de Whittaker par rapport a \y ([Rodi] theorem
3).
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Soient n un entier >1, O, l'anneau des entiers de F, P, l'idéal maximal de O, B; le sous-
groupe d'Iwahori supérieur de G(F) (i.e. le groupe multiplicatif de I'O.-ordre héréditaire
minimal B, de M(O,) formé par les matrices triangulaires supérieures modulo ;) et B." le
sous-groupe de congruence modulo P,* de B, (cf. le chapitre 1). Soit H (G(F),B,") l'algébre
de Hecke des fonctions f: G(F) — C telles que

(i) f est B;™biinvariante, i.e. f{bgb")=f(b) pour tout g€ G(F) et tout couple (b,b")EB;"xB.",

(ii) le support de f est union finie de doubles classes HgH, g€ G(F),
munie du produit de convolution induit par la mesure de Haar dg, sur G(F) telle que

vol(G(Op),dgy)=1
(cf. le chapitre 1).

-Si (n,G(F),V) est une représentation lisse, on note V* le sous-espace vectoriel de V formé
par les vecteurs fixes sous l'action de B.” et (1,7 (G(F),B,"),V") le H (G(F),B,")-module V*
associé a (n,G(F),V). Rappelons que le foncteur 7 — n* (de la catégorie des représentations
lisses de G(F) sur celle des  (G(F),B.")-modules) induit une bijection de I'ensemble des
classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles (n,G(F),V) telles que V* %0
sur l'ensemble- des classes-d'isomorphismes de F{(G(F),B,")-modules simples de dimension
finie (cf. [Be-Ze] prop. 2.10) ‘

On a montré dans le chapitre 1 que pour tout L, corps local non archimédien n-proche de F,
la donnée d'un triplet (A, @,) ou A:O/P>—>O,/P," est un isomorphisme d'anneaux et W,
(resp. ;) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant I'égalité A(w +P.")=w +P." induit
un isomorphisme d'algébres (chapitre 1, prop. 2.1.1)

C=C(A, @, @, ): H(G(F),B;") —— H(G(L),B,"),
lequel induit a son tour un isomorphisme de catégories
(0,H(G(F),B."),w) (0L, H(G(L),B,"),w)

entre la catégorie des HH (G(F),B,")-modules et celle des H (G(L),B,")-modules. On montre
dans ce chapitre que, pourvu que les corps F et L soient n+1 proches, cet isomorphisme de
catégories (combiné au foncteur (m,G(F),V)—>(n®F (G(F),B,"),V")) induit une bijection,
notée 'n—L('n"), entre les classes d'équivalence de représentations génériques (m,G(F),V)
engendrées par V° (i.e telles que n(G(F))V"=V) et les classes d'équivalence de représentations
génériques (n',G(L),V") engendrées par V™. De plus, cette bijection préserve l'exposant m(m)
du facteur € (défini dans [Go-Ja] par &(s,m,0)=¢(q%0), £(T,0)=c(n,0)T™™ pour tout
caractére additif : F>C* de conducteur O, ou q est le cardinal du corps résiduel O/P,) des
classes de représentations génériques irréductibles © de G(F) telles que m(w)=<n.

La démonstration se fait en trois étapes. On commence par vérifier (numéro 1) que le
groupe B." vérifie un certain nombre de propriétés permettant d'affirmer, grice au corollaire
3.9 de [Deli], que le foncteur 7> " induit une équivalence de catégories entre la catégorie des
représentations lisses (7,G(F),V) engendrées par V" et la catégorie des H (G(F),B.”)-modules.
Par conséquent la généricité ou non d'une représentation lisse (n,G(F),V) engendrée par V® se
lit sur le module (n°,7H (G(F),B;"),V") au sens ou (n,G(F),V) est générique si et seulement si
(7", H (G(F),B,"),V") est isomorphe 2 un sous-module de (t.*,7 (G(F),B”),E(G(F),y)"). Puis
(numéro 2) on donne des formules explicites pour l'action 1.* de F{ (G(F),B.") sur E(G(F),y)",
formules grice auxquelles on montre (numéro 3) que si F et L sont (n+1)-proches, alors il
existe un caractére additif non trivial } de L et un isomorphisme de C-espaces

Py E(G(F),w)' ——E(G(L),x)"
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tels que pot.(f)=1,"(C(f))ep pour toute fonction f appartenant a FH (G(F),B,"). D'ou la
bijection annoncée. Quant a la propriété de compatibilité avec le conducteur, elle résulte
directement du critére donné par H. Jacquet, LI. Piatetski-Shapiro et Shalika ([J.P-S.S]) et de
la proposition 2.2.1 du chapitre 1.

1. Le groupe B." est un '"bon'' sous-groupe ouvert compact de G(F).

1.1. Décomposition d'Iwahori et module de Jacquet.

Soient

—U,=U(F).

— A, le tore diagonal de G(F).

—P,=A,U, le sous-groupe de Borel standard de G(F).

— Sy le N** groupe de permutation, naturellement identifié au sous-groupe de G(Op)
agissant par permutation de la base canonique de F.

On dit qu'un sous-groupe de Levi M (resp. une paire parabolique (P,A)) de G(F) est semi-
standard si MDA, (resp. PDA,). On dit qu'un sous-groupe parabolique P (resp. une paire
parabolique (P,A)) de G(F) est standard si POP, (resp. PDP, et ACA)). Enfin on dit qu'un
sous-groupe de Levi M de G(F) est standard si M est composante de Levi d'un sous-groupe
parabolique standard de G(F) (autrement dit si M est produit diagonal de groupes linéaires
dans G(F)). On renvoie, pour plus d'informations sur ces objets, a [Spri] ou [Cart] n° 2.1.

Lemme 1.1.1. — Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de G(F) de radical
unipotent U, M la composante de Levi semi-standard de P et P=U"M le sous-groupe
parabolique de G(F) opposé a U. Alors

B;"=(B;"nU")(B;"M)(B;"U).

Démonstration.

Le parabolique P est conjugué a un parabolique standard P' par un élément du groupe S,.
En effet, il existe un élément g€ G(F) tel que Adg(P)=P'DP,. Comme A, et Adg(A,) sont deux
sous-tores déployés maximaux de P!, il existe un élément u'€Adg(U)CU, tel que l'on ait
Adu'g(A,)=A,. Par conséquent u'g appartient au normalisateur N (A,)=S,XA, de A, dans
G(F). Décomposant g en g=u'"'wa (WES, et a€A)), on obtient Adw(P)=Adu'(P")=P".

Soit {e;;},;;<x 12 base canonique de M(F) et W, une uniformisante de F. Pour chaque
couple (i,j) tel que 1<ij=<N, soit uy; (o) (o EF) I'élément de M(F) défini par u,(c)=1+ae;;
Pour chaque couple (i,j) tel que 1<i<j=<N, soit a;;=a, (W™"') I'entier défini par (cf. le chapitre 1,
n° 1.3)

g= (gi,j) eG(F), g,;eR" " sii<]
Adw™(B;")= g, €l+%"
g;i eR W sii<j

Soit g un élément de Adw™'(B;"). Les transformations ¢lémentaires

xt——)uj,i(wFl'ﬁ.j*"a)x (ISi<jSN, o EOF) (*)
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et
xl—)xui_j(wF"J“‘a) (ISi<jSN, a EOF) (**)

sont toutes dans Adw!(B."), et il est clair qu'en effectuant sur g (par éliminations successives)
un nombre fini de transformations élémentaires du type (*) et (**), on peut obtenir un élément
de A donc de ANB,". Pour chaque couple couple (i,j) tel que 1<i<j<N,

u,,e(Op) (Adw'l (BF“) N U") H(Adw‘1 (BF") g M')
et
[ (Op) (Adw‘l(BF“) ) M') ]_;[(Adw"l (B:")n U') ,

ou U'=Adw(U), U =Adw(U~) et M'=Adw(M). Comme linverse d'une transformation
élémentaire du type (*) (resp. (**)) est encore une transformation élémentaire du type (*)
(resp. (**)) et comme le sous-groupe de Levi M' de G(F) normalise les groupes U' et U'", on a
montré que g appartient a

(Adw™(B.") AU )(Adw ™ (B,") vM')(Adw ™ (B;*) n U).
Par conséquent
Adw™(B;")=(Adw™(B;") A U )(Adw™(B,") M) (Adw ™ (B,") n U').
Le lemme 1.1.1 vient en appliquant Adw a cette expression.
O
Si P est un sous-groupe parabolique de G(F) de radical unipotent de U, M une composante
de Levi de P et (t,G(F),V) une représentation lisse, on note V, I'espace des co-invariants de U

dans V (i.e. Vy=V/<n(u)v—v, u€U, veV>) et (n,,M,V,,) le module de Jacquet non unitaire
(cf. [Be-Ze] n° 3.12).

Proposition 1.1.2. ([Deli] prop. 3.5.2) — Soit P un sous-groupe parabolique semi-
standard de G(F) de radical unipotent U et M la composante de Levi semi-standard de P.
Alors pour toute représentation lisse (n,G(F),V), la restriction de Jacquet ©= — T, induit une
surjection

TCBFn (T:U)N[ﬁBl.-tl

O

Noter que cette proposition généralise aux représentations lisses de G(F) un résultat montré
par Jacquet pour les représentations lisses admissibles (cf. [Be-Ze] n° 3.16).

1.2. On vérifie dans ce numéro que le groupe B." vérifie les conditions (3.7.1) et (3.7.2) de
[Deli] permettant d'appliquer le corollaire 3.9 de [Deli].

Lemme 1.2.1. (condition (3.7.1) de [Deli]}— Soit M un sous-groupe de Levi de G(F).
Alors, pour tout sous-groupe parabolique P=MU de G(F) de radical unipotent U et de
composante de Levi M, et pour tout groupe H conjugué de B." dans G(F), la classe de
conjugaison dans M de H,,=(HNP)/(HNU) est indépendante de P et H.
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Démonstration.

(i) Supposons pour commencer que M est un sous-groupe de Levi standard. Alors P est
conjugué par un élément w de S, a un sous-groupe parabolique standard de G(F) et la
décomposition d'ITwasawa G(F)=P,S,B; entraine la décomposition G(F)=PS,B;. Comme le
groupe B normalise le groupe B.", il existe un couple (p,s)EPxS, tel que H=Adps(B.").

Soit y: P — M la projection sur la composante de Levi M identifiée au quotient réductif
maximal P/U de P. De I'égalité

HNP=Adp(Ads(B;")nP),
on déduit que Y(HNP) est conjugué dans M a y(Ads(Bg")NP). Or (lemme 1.1.1)
Ads(B;*) nP=(Ads(B;") nM)(Ads(B;*) nU),
par conséquent y(Ads(B.")NP)=Ads(B.")NM et l'on est ramené a montrer qu'il existe un
élément mEM tel que Ads(B.")NM=Adm(B."NM).

Montrons, par induction sur la longueur ¥ (cf. le chapitre 1, n° 1.3) des éléments de Sy que,
pour tout sous-groupe de Levi semi-standard L de G(F) et tout ¢lément weS,, il existe un
élément xEL tel que Adw(B")NL=Adx(B.,"NL). '

Si €(w)=0, alors w=1 et il n'y a rien a montrer.

Si f(w)=1, alors w est une permutation élémentaire s .=s (F) pour un entier c€{1,...N—1}
et (cf. le chapitre 1, n° 1.3)

’g=(gi,j) eG(F), 8. eP"sii<jet (i’j)¢(c,c+1) N
gc,c+l EPFHTl
Ads,(B;")=1 g e+’ 5
g R sii<jet (i,j)=(c,c+1)
gc+l,c EPFn

N

Ainsi, ou bien s €L et Ads (B.")NL=Ads (B."NL), ou bien s gL et Ads (B,")NL=B."NL.

Soit k un entier >1. Supposons la propriété vraie pour tous les élément de S, de longueur
inférieur ou égale a k et considérons un élément weS,, de longueur T(w)=k+1. On écrit w
sous la forme w=s_c pour un entier c€{1,....N—1} et un élément €S, de longueur f(c)=k.

Comme Ads (L) est encore un sous-groupe de Levi semi-standard de G(F), il existe un élément
x=Ads(y)EAds(L) tel que Ado(B.")NAds(L)=Adx(B."NAds(L)). D'ou I'on déduit

Adw(B;")NL =Ads,(Ado(B;")nAds, (L))
=Ads,x(B;" N Ads, (L))
=Adys, (B;" nAds, (L))
= Ady(Adsc (BF“) g L) .

On conclut grice a I'hypothése de récurrence (car f(s)=1).

(ii) Passons au cas général. Soit M'=Adg(M), g€G(F), un conjugué standard du Levi M.
Alors P'=Adg(P) est un sous-groupe parabolique semi-standard de G(F) de radical unipotent
U'=Adg(U). Soient y: P — M la projection sur la composante de Levi M identifiée au quotient
réductif maximal P/U de P et y': P' & M' la projection sur la composante de Levi M' identifiée
au quotient réductif maximal P'/U' de P'. Le diagramme suivant
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P> M
Ak | lae
P 7' > M
est commutatif. Soit x un élément de G(F) tel que H=Adx(B."), et soit y=gx. Alors
y(HmP) =Adg oy’ oAdg(HnP)
=Adg™oy'(Adg(H) N P)).
Or Adg(H) est un conjugué de B." dans G(F), donc (point (i) de 1a démonstration) il existe un
élément m'eM tel que y'(Adg(H)NP")=Adm'(y'(Adg(B:")NP")). D'ou I'on déduit
y(HAP) = Adg"(Adm' (y' (Adg(BF“) N P')))
=Adg™"'m' g(Adg “oy'oAdg (B N P))
=Adm(y(B;"NP))
avec m=Adg (m')EM.
g
Lemme 1.2.2. (condition 3.7.1 de [Deli]) — Pour tout sous-groupe parabolique P=MU de

G(F) de composante de Levi M et de radical unipotent U, et pour toute représentation lisse
(n,G(F),V), la restriction de Jacquet T — m; induit une surjection

TCBFn (TCU)‘y(PhBFn)

ol y: P — M désigne la projection sur la composante de Levi M identifiée a P/U.

Démonstration.
Pour M standard, c'est exactement la proposition 1.1.2.

Dans le cas général, considérons M'=Adg(M), gEG(F), un conjugué standard du sous-
groupe de Levi M. Soient P'=Adg(P) (c'est un sous-groupe parabolique semi-standard de
G(F)) et U'=Adg(U) le radical unipotent de P'.

Soit (n,G(F),V) une représentation lisse admissible et soit V(U). le sous-gspace de V
engendré par les vecteurs t(u)v—v (uEU,vEYV). Alors, pour tout vEV,

(V+V(0) eV’ o v, = V/IV(U))
= (n(p)v ev+V(U) pour tout peB."n P)
= (n(gp)v en(g)v+V(U") pour tout p eBF“mP)

car ©(g)V(U)=V(U'). Comme G(F)=P'S;B;. (cf. les premicres lignes de la démonstration du
lemme 1.2.1), on peut décomposer I'élément g en g=u'm'wb, (w'€U', m'EM’, weS et b,EB,).
Comme I'Iwahori B, normalise le groupe B." et comme Adg(P)=P'=Adwb (P), quand p
parcourt le groupe B."NP, Adwb (p) parcourt le groupe Adw(B.")NAdwb (P)=Adw(B.")NP'.
On en déduit

(n(gp)v en(g)v+V(U") pour tout p eAdg(BF“) ' P')'
= (n(u' m' Xbe)V en(g)v+V(U") pour tout x eAdw(BF“) ') P‘)
< (n(x)n(wb,)v en(wbl)v +V(U') pour tout x eAdw(BF“) N P')
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car t((u'm')")V(U")=V(U'). Soient P"=Adw~(P') (c'est un sous-groupe parabolique semi-
standard de G(F)), U"=Adw(U") le radical unipotent de P", M"=Adw~!(M') la composante
de Levi semi-standard de P" et y":P"—>M" la projection sur le groupe M" identifié au quotient
réductif maximal P"/U" de P". Alors y"(B;"NP")=B."NM" (lemme 1.1.1) et

(n(x)n(wb v en(wb, )v+ V(U") pour tout xeAdw(B;") N P')
< (n(y)m(b,)v en(b,)v+ V(U") pour tout yeB.* N P")
& (n(d,)v+V(U") eV ™ <V, = V/V(U")).

Comme le sous-groupe de Levi M" de G(F) est semi-standard, pour tout vEV tel que la classe
n(b,)v+V(U") de V/V(U") est fixée par la restriction de n,;. a B,"(M", la proposition 1.1.2
nous dit qu'il existe un élément v, fixé par la restriction de w a B." tel que n(b,)v appartient a la
classe v,+V(U") de V/V(U"). Or, U"=Adw (U')=Adb,g(U")=Adb,(U), par conséquent pour
tout v,EV, w(b,")(v,+V(U"))=n(b, ) (v,)+V(U). Le groupe B, normalisant B.", on en déduit
que v, est fixé par la restriction de © a B.” si et seulement si il en est de méme pour w(b, *)(v,).

D'ou le lemme 1.2.2.

O

On peut donc énoncer pour B." le résultat de P. Deligne démontré pour tout sous-groupe
ouvert compact de G(F) vérifiant les lemmes 1.1.1, 1.2.1, et 1.2.2. Rappelons que pour toute
représentation lisse (,G(F),V), V" désigne le sous-espace vectoriel de V formé par les
vecteurs fixes sous I'action de B.".

Proposition 1.2.3. ([Deli] corollaire 3.9) — Le foncteur
(r,G(F), V) (", H (G(F),B;"), V")

induit une équivalence de catégories entre
(i) la catégorie des représentations lisses (n,G(F),V) engendrées par V*,
(i) la catégorie des FH (G(F),B.")-modules.

2. Le H (G(F),B;")-module E(G(F),y)"

2.1. Description du C-espace vectoriel E(G(F),y)".

Rappelons quelques notations introduites au numéro 1.3 du chapitre 1, auquel on peut se
reporter pour plus de détails.

Soit {e, (F)},..4<y la base canonique de M(F).

Pour chaque 1<i<N-1, soit s(F)=1—(e (F)+e,,,;,,(F)+e , (F)+e,,(F) I'¥lément de
G(F) qui, agissant a gauche par translation, permute les lignes i et i+ 1.

Soit T une uniformisante de F.

Soient s (0;)=1+wWe, (F)+w; e, (F) et t(Wp)=1+we,(F)+ 2, oy, € 41(F):

Soit W(@,) le groupe de weyl engendré par les involutions s(F) (i€ {1,...,.N—1}) et s ().

Soit W*(w;) le groupe de Weyl généralisé engendré par le groupe de Weyl W(w;) et
I'élément t(0},).
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Pour chaque couple d'entiers (i,j) tel que 1<ij<N, soit u;(a) (0EF) I'¥lément de M (F)
défini par u; (a)=1+ae et, pour toute partie A de F, soit u,(A)={u, (o), aEA}.

Pour tout le numéro 2, on notera simplement s;=s(F) (1<i<N-—1), s ;=s(}), t=t(Wy),
W=W(w@;) et =0,

Partant de la décomposition d'ITwasawa
G(F)=]]., ... UEFE)WB;,

on commence par déterminer les doubles classes U(F)wbB;* (WEW?, bEB,) supportant un
élément non trivial de I'espace E(G(F),y)". On distingue deux cas:

(i) w est un élément de W* tel que le caractére @ est trivial sur U(F)NwB;* w™!. Comme
I''wahori B, normalise le groupe B.°, pour tout bEB, le sous-espace de E(G(F),y)* des
fonctions a support dans U(F)wbB," est de dimension 1 .

(ii) w est un élément de W* tel que le caractére @ est non trivial sur UF)NwB " w™'. Alors
le support de tout élément de E(G(F),y)" est d'intersection vide avec U(F)wB;.

Remarquons qu'a wEW" fixé, la trivialité ou non de @ sur UF)NwB."w™! ne dépend que
de l'exposant c(\y) du conducteur du caractére additif y de F (i.e I'entier c=c(y) tel que y est
trivial sur P;° et non trivial sur P°~"). En effet, rappelons (cf. le chapitre 1, n° 1.3) qu'a chaque
élément wEW?* on peut associer des entiers a, (w) (1<i<j<N) définis par

g= (gi,j) eG(F), g; et §ii<j
Adw(B,")= g, €+ F"
g;; P sii<j

Ainsi, pour chaque élément wEW?,

(@lU(F)MdW(BF,.) = 1) =S (c(\u) <max{a;;,, (W), 1SiSN- 1}) :

Soit Q=Q(w;,c(y),n) la partie de W* définie par
Q = {W EW' s @|U(F)MdW(BFn) = 1} 5

et, pour chaque élément g€ G(F), soit h, €E(G(F),y)" la fonction définie par les conditions
suivantes:
(1) Si © est non trivial sur U(F)NgB"g™ (ie. si ggU(F)Q2B =11, U(F)wBy), alors h =0.
(i) Si O est trivial sur U(F)NgB"g™* (i.e. si ge U(F)(2B,), alors

supp(h, )=U(F)gB;"
h, (ugb)=O(u) pour tout ucU(F) et tout beB;".

De la définition ci-dessus, on déduit la relation d'homogénéité
h, =@ (u)h,, R)

pour tout g€ G(F), tout u€U(F) et tout bEB,".

Si, pour chaque wE (2, on fixe (arbitrairement) une famille B (w,n) de représentants dans B,
des classes de

(B nAdw™ (U(F)))\B¢/B," = ((B; ~Adw™ (U(F))).B," )\B,,
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alors les éléments h, (WEL2, bEB(w,n)) forment une base de l'espace vectoriel E(G(F),y)".

2.2. Pour tout élément g€ G(F), soit f I'élément de l'algebre de Hecke I (G(F),B,") défini
par

f, =vol(B," ,dgF) Brgnn

1, désignant (pour toute partie ouverte compacte X de G(F)) la fonction caractéristique de X.

Les €léments f (g€BU{t,t™},s,}) engendrent l'algébre de Hecke I (G(F),B;"). En effet,
d'aprés R. Howe ([Howe] chap. 3, theorem 2.1; cf. le chapitre 1, prop. 2.1.1), les éléments f,
(8€BU{tt JU{s},cicn)) engendrent }[(G(F) B.") et

ft" f‘i f' - f'm
pour tout entier 1<i<N-—1.

Le morphisme d'algébres 1.” : H (G(F),B;*) = End (E(G(F),y)") est donc complétement
déterminé par l'action des £, (gEB U {t,t™}s,}).

Proposition 2.2.
(1) — Pour tout x€B U {t,t"'} et tout yE G(F),

" (£)(hy)=h, .-
(2) — Pour tout a.€F, soit u, ,(a) l'élément de U(F) défini par
u,,(a)=1+ae,(F).
Alors, pour tout ye G(F),
TFn(fsl )(hy ) = Z,, hyuu(m;n)s, ’
ou | parcourt un systéme de représentants dans O des éléments du corps résiduel O/ P,.

Démonstration.

Pour tout couple (x,y)E G(F)xG(F) et tout élément g de G(F), on a
" (£)(y &) =], £(ee)h, (28r)des

Jocerymn (8786, (85 )

vol(B, ", dg )(vol (U(F) ~Ady(B,"), du))” Ji i, (6 0y)O @)

= (vol(U(F)~ Ady(B,"), du))" | © (u)du,

ou du désigne une quelconque mesure de Haar sur le groupe unimodulaire U(F).

(F)ngBg” xBg"y ™

Si x€B U{t,t™'}, x normalise le groupe B." et l'intersection U(F)NgB."xy™ est non vide si
et seulement si U(F)yx™'B."=U(F)gB,". Par conséquent

0 sig gU(F)yx"'B;" ousi U(F)yx "B,z [ [ _, U(F)wB,

. . |g=uyx7b, (ub) cU(F)xB;" .
vol(U(F) N Ady(BF ) , du) O(u) si { U (F))'Xlep c Hwe() U(F)wB,

J‘U(F)ngBan.\,_, e (u)du =
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D'ou le point (1) de la proposition 2.2.
Quant au point (2), on se raméne a la démonstration ci-dessus grace a la décomposition
Bp's,Bg" = Hn B:su;, (_ann)

ou m parcourt un systéme de représentants dans O, des éléments du corps résiduel O/P;. En
effet, en posant x=s, dans le premier calcul de la démonstration du point (1), on obtient

T." (fsl )(hy )(g) = (vol(U(F) s Ady(BF“ ) , du))-]l J'U(F) rgBeB oy ©(u)du
= (vol(OE) ALy (B). ) T, [y e O

pour tout couple (y,g)€ G(F)xG(F). Pour chaque n, I'intersection U(F)NgB."su, ,(— @)y’
est non vide si et seulement si U(F)yu, ,(@:"n)sB"=U(F)gB;". En reprenant les arguments
utililisés plus haut, on obtient, pour chaque n, I'égalité

(vol(U(F) A Ady(BF“) , du))_l L  O(u)du= hyuu (@) (g).

(F)thFnslul.z(-ann)y_

D'ou le point (2) de la proposition 2.2.

3. Corps locaux proches.

3.1. Soient F et L deux corps locaux n-proches, et soit (A, 70,70, ) un triplet ou
A:O /P —=—0O, /P"

est un isomorphisme d'anneaux et W, (resp. @, ) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant
I'égalité A(wp+ P")=w, + P

Soit
C=C(A, @, @, ): H(G(F),B;") —— H(G(L),B,")

lisomorphisme d'algébres induit par le triplet (A,@,,@,) (chapitre 1, prop. 2.1.1). Alors la-
proposition 1.2.3 nous assure que le foncteur

(r,G(F), V) (r"- L7, H(G(L),B,"), V")

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses (7,G(F),V)
engendrées par V° et celle des H (G(L),B,)-modules. Pour pouvoir remonter 4 G(L), on peut
décrire un quasi-inverse de la restriction du foneteur (n',G(L), V") - (n"*, 3 (G(L),B,"),V") a la
catégorie des représentations lisses (n',G(L), V") engendrées par V™. Soit

H(ew)={J,,,H(GL),B,")

l'algébre de Hecke des fonctions G(L) — C localement constantes a support compact (cf. le
chapitre 1) et, pour chaque entier m>1, soit e, I'idempotent de JH (G(L)) défini par

€= (vol(BL"‘, dg, ))—IIBL.,, .
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Alors, identifiant naturellement la catégorie des représentations lisses (n',G(L),V’) avec celle
des modules lisses (n',7 (G(L)),V") (un HH (G(L))-module V' est dit lisse si V'=U_,, e,V
cf. [Be-Ze] n° 2.5), le foncteur

L. W (H(GL))*e, ,)® i) W
est un adjoint & gauche du foncteur n''>n"™ (cf. [Deli] corollaire 3.9) et un quasi-inverse de la
restriction du foncteur n'>n' a la catégorie des représentations lisses (n',G(L),V') engendrées
par V™. Ainsi, le foncteur

T T(r)=1, ,° (n“oC")

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses (n,G(F),V) -
engendrées par V* et celle des représentations lisses (7',G(L),V') engendrées par V™, et a
fortiori une bijection

't C(‘n')

entre les classes d'équivalence de représentations lisses (n,G(F),V) engendrées par V" et les
classes d'équivalence de représentations lisses (1',G(L),V') engendrées par V™.

3.2. On montre dans ce numéro comment le triplet (A,@.,w,) fixé au n° 3.1 induit un
isomorphisme C-linéaire de I'espace E(G(F),y)" sur l'espace E(G(L),x)"

Pour chaque élément x€ G(F), soit £ € H (G(F),B,") la fonction définie par
f, =vol(B,",dg;) 1

B"xB" °
De méme, pour chaque élément yEG(L), soit ¢ € FH (G(L),B,") la fonction définie par
o, = VOI(BL“, dg, )-11

B "yB. " °
On suppose a partir d'ici, et jusqu'a la fin du chapitre, que le caractére additif \y de F
introduit dans l'introduction est de conducteur P,

Soit % un caractére additif de L de conducteur P," tel que xeA(a+P.")=y(a+ P.2)=y(a)
pour tout élément o€ O,.

Soient O, et @, les caracteres des groupes U(F) et U(L) respectivement induits par-y et .

Soient Q,=Q(W; ,c(y), n) et 2,=2(W, ,c(x), n) les parties (définies. au numéro 2:1) du
groupe W*(w,;) et du groupe W?*(w,)) respectivement. Avec les' notations introduites au
numéro 2.1, et compte tenu de I'hypothése c(y)=c(x)=n,on a

O ={w eW(w;), a;,.,(w)20, 1sisN-1}
et

0, ={w W (@), a,,,(w)20, 1<i<N-1}.

Pour chaque élément x€G(F), soit h €E(G(F),y)" la fonction définie par les conditions
suivantes:

(i) Si la restriction du caractére ©, au groupe U(F)NAdx(B,") est non triviale, c'est-a-dire si
x n'appartient pas a U(F)Q2 B, alors h, =0.

(i) Si la restriction du caractére @, au groupe U(F)NAdx(B;") est triviale, c'est-a-dire si x
appartient a U(F)(2,B,, alors '
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supp(h.) = U(F)xB,"
h, (uxb) =@, (u) pour tout ueU(F) et tout beB."

De méme, pour chaque élément x'€G(L), soit 5 ,EE(G(L),x)" la fonction définie par les
conditions suivantes: . . ,

(i) Si la restriction du caractére @, au groupe U(L)NAdX'(B,") est non triviale, c'est-a-dire
si x' n'appartient pas a U(L)(2,B, , alors §,=0.

(ii) Si la restriction du caractére @, au groupe U(L)NAdx'(B,") est triviale, c'est-a-dire si x'
appartient a U(L)(2,B, , alors

supp(8,.)=U(L)x'B,"
h, (ux'b) =0, (u) pour tout ueU(L) et tout beB, "

Soit
YW (@) —— W ()
l'isomorphisme de groupes induit par le couple (@, @, ) (cf. le chapitre 1, n° 3.1).

L'isomorphisme de groupes vy induit, par restriction, une bijection de la partie 2, de W¥(w,)
sur la partie {2, de W*(@,). En effet, I'égalité

a;;(w)=a,;(y(w)) (1 si<js N) '
pour tout élément yE W*(0 ) entraine la relation
(w e.Ql) 2= (aLi+l(w)Z 0 pourtout ISi<N-— 1)
= (ai,i,,l (¥ (w))20 pourtout ISi<N - 1)

< (y(w)e,).

Soit
B:B./B;"—=—>B,/B,"

l'isomorphisme de groupes induit par le triplet (A, @, @,) (cf. le chapitre 1, n° 1.3) et, pour
chaque couple (w,b)EW*(w)xB,, soit p(h,,) I'élément de E(G(L),x)" défini par

P (hwb) =3y

ou b' désigne un quelconque représentant- dans B; -de la-classe S(bB.") de B,;/B;".

Lemme 3.2. — L'application p est bien définie sur E(G(F),y)" et elle induit un
isomorphisme de C-espaces vectoriels

Pyy E(G(F),y) ——E(G(L),x)" .

Démonstration.

Pour chaque couple (w;b)€(2;xB,, le sous-espace de E(G(F),y)" des.fonctions a support
dans U(F)wbB," est de dimension 1, engendré par h . Montrer que l'application p est bien
définie sur I'espace E(G(F),y)" revient donc a montrer qu'elle préserve, pour chaque couple
(W,b)EQ xB;, la relation d’homogénéité (R) du numéro 2.1 appliquée a I'élément h,.
Donnons-nous domnc un tel tel couple (w,b) et montrons que
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0, (Adw(x))p(h,,,)=p(h,,)

pour tout élément x appartenant 8 B.NAdw™'(U(F)). L'élément w appartenant a Q,, a,;, (W)
est un entier >0 pour chaque i€ {1,...,N—1}. On a vu au chapitre 1,1n° 1.3, qu'a chaque couple
d'entiers (ij) (1=<ij=<N), on pouvait associer un couple d'entiers (c,d)=(c,(w),d, (W)), tel que

(Adw(g)). j = wFai'j(W) Eea
pour tout élément g=(g; ), ;;<nE G(F), l'entier (W) s'exprimant explicitement en fonction de

a,(w) (en particulier, pour chaque i€{1,...,.N—1}, on a o;,,(W)=a,,,,(W) si ¢,;,,(W)<d,;,,(W)
et o, ., (W)=a,;,,(W)—1sid,;, (W)<c;,,(W)). Il est clair que

(ci.i+1 (w), d;;n (W)) = (ci,i+1 ('Y (W)) Ny P ('Y (W)))

pour chaque i€ {1,...,N—1}. Par conséquent (cf. la construction de l'isomorphisme de groupes
B donnée dans le chapitre 1, n° 2.1), pour chaque i€{1,...,.N—1},

A(Adw(x)),,,, +B") = (Ady(W)(x)),,., + B

i+l
pour tout élément xEB,, et tout élément x'EB, tel que x'B, "= B(xB."). L'hypothése
Lo Am+F")=y(n+H")
pour tout élément € O, entraine donc I'égalité
B, (Adw(x))=0, (Ady (W)(x))
pour tout élément x€B.NAdw'(U(F)) et tout élément x'EB, tel que x'B, "= B(yB,"). Ainsi

P(hwxb) = 8)'(W)X'b'
— @x (Ady (W)(xl -1 )) Sy(w)b'
=0, (Adw(x™)) p(h,,)

pour tout élément xEB.NAdw™'(U(F)), x' (resp. b') désignant un quelconque représentant
dans B, de la classe B(xB") (resp. bB,") de B,/B,".

Donc l'application p est bien définie: sur l'espace E(G(F),y)" et induit, pour chaque couple
(w,b)EQ,xB;, un isomorphisme du sous-espace vectoriel de E(G(F),y)* des fonctions a
support dans U(F)wbB." sur le sous-espace vectoriel de E(G(L),y)" des fonctions a support
dans U(F)y(w)B(bB.").

Quant a la seconde assertion du lemme 3.2, compte tenu de I'égalité y(2,)=(2, et grice au
résultat établi ci-dessus, il suffit de montrer que l'application

U(F)wbB."— U(L)y(w) B (bBL“)

induit une bijection de I'ensemble des doubles classes U(F)gB,” de U(F)(2,B; sur l'ensemble
des doubles classes U(L.)g'B," de U(L)(2,B,. Fixons un élément weW*(w,). Il est clair que
l'isomorphisme f: B;/B;" — B,/B," envoie le sous-groupe (B,NAdw~(U(F))B,* de B/B." sur
le sous-groupe (B, NAdy(w)~'(U(L))B," de B,/B,", par conséquent l'application bB."+->pB(bB.")
induit une bijection de I'ensemble des doubles classes U(F)wbB."* de U(F)wB,. sur I'ensemble
des doubles classes U(F)y(w)b'B." de U(F)y(w)B,. On conclut grice a la décomposition
d'Twasawa (cf. le numéro 2.1) pour G(F) et pour G(L).

a
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3.3. Grice aux formules de la proposition 2.2 et modulo une hypothése supplémentaire
concernant le caractére X, on montre que lisomorphisme p,, du lemme 3.2. entrelace les
modules (1", H (G(F),B"),E(G(F),y)") et (1, (G{F),B o), E(G(L),x) ). On en déduit que si-
les corps F et L sont (n+1)—proches l'application 'n' — C('n') induit une bijection entre les
classes de représentations génériques de G(F) et les classes de représentation génériques-de

G(L).

Commengons par un lemme technique. On rappelle que la fonction longueur €: W*(w,)—>N
sur le groupe de Weyl généralisé W*(T ) peut étre définie par (chapitre 1, lemme 1.3.2)

tw)= 3 |a;(w)

1si,jSN

pour tout wEW*(p).

Lemme 3.3.1. — Soient w un élément de W(,) et c un entier tel que 1<c<N—1. Alors
T(ws(F))=L(w)+1 si et seulement si Adw(u,_,, (O,))CB,.

Démonstration.

Comme T(t(w,)* w)=T(w) pour tout entier k et puisque t(w0;) normalise le groupe B_, on
peut supposer que wEW(wy).

On suppose que T(ws)=T(w)+1 avec s, =s(F). Alors (cf. le chapitre 1, n° 1.3) 1l existe un
unique couple d'entiers (r,k), 1<r,k<N, r#k, et un unique meZ tels que

Adwsc(uc,c+ 1( OF)) =ur,k( Ppm)'

L'action par conjugaison du groupe de Weyl W(@;) sur un élément g€ G(F) étant, modulo
multiplication des goefficients de g par une puissance: entiére de l'uniformisante @, une action
de permutation (cf. le chapitre 1, n° 1.3), on a aussi la relation

Adw(uc,c+l (OF )) = Adwsc.(ucﬂ',c (OF)) =0y, (ﬂ’-m )

On distingue deux cas:

Si r<k, alors m=a (ws)=~(1—a (w))=—1+a,(w). La description explicite de I'action
par conjugaison des ¢€léments du groupe W(w,) sur le groupe B, (cf le chapitre 1, n° 1.3)
assurant I'existence et I'unicité d'un couple d'entiers (i), l<l<]<N tel que a;;(ws) # a,(W),
Thypothése €(ws (F))=T(w)+ 1 entraine la relation

a,, (w)I . ™

-8i m>0, I'égalité a,,(w)=1+m contredit la relation (*). Par conséquent m<0, et-on-a la série
d'mclus1ons Adw(u,,,,(Op)Cu, (P! )CB;.

Si r>k, alors m=1-—a,_(ws)=—a,(w) et I'hypothése C(ws(F))=C(w)+1 entraine (mémes
arguments que ci-dessus) la relation

=1+

a,,(ws,)

Iak,r( c) = 1+|ak,r(w)l' (**)
Si m>0, alors I'égalité a, (w)=1—a (W)=1+m contredit la relation (**). Donc m<0 et
Adw(u, ., ,(Op))Cuy, (O, )CB,.

Reciproquement, supposons que f'(ws_)=T(w)— 1. Alors, le raisonnement effectué ci-dessus
en remplagant w par w'=ws_, montre que Adw(u,_,,(Op))=u, (P;™) pour un couple d'entiers
(r,k), 1=r,k<N, r#k, et un entier m<0. Donc Adw(u, . (O.))zB..

O
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Soit % un caractére additif de L de conducteur n supposé satisfaire les hypothéses (H,) et
(H,) suivantes () :
(H): xeAM+P)=w(n+ P")=y(n) pour tout élément n€ O,.

(H,): 1 existe une famille {0}, (ou q est le cardinal du corps résiduel OJ/F;) de
représentants dans Op* des éléments du groupe (Oy/P;)* et une famille {a'},_;_, , d'éléments
de O, * telles que

6] A(a +P)=a',+ P, pour chaque 1<i<q-1.

(i) w(@za) ™ )=x((@ a')™") pour chaqie 1<i<q—1.

Soit p=p,,, : E(G(F),y)" — E(G(F),)" lisomorphisme de C-espaces du lemme 3.2. (qui n'a
besoin, pour vivre, que de I'hypothese (H,)).

Poposition 3.3.2. — Sous les hypothéses (H,) et (H,), pour tout fonction f€ H (G(F),B."),
le diagramme suivant
EGE.v) —0s  EGE,v)
le \E
E(G(L),x) —2— E(GL),x)

est commutatif.

Démonstration.

Les fonctions f, (x€B.U {s,(F),t(;),t(w;)"'}) engendrent l'algébre FH (G(F),B;") et les
fonctions h , ((w,b)EW?*(;)xB;) engendrent I'espace vectoriel E(G(F),®,)", donc il suffit de
vérifier 1'égalité

pot:"(f,)(h,,)= TLn(g(fx))o p(h,,)
pour tout élément x€B_U {s,(F),t(™;),t(W0;)"'} et tout couple (w,b)EW*(w,) xB,.

La démonstration est longue mais la démarche est assez répétitive. On traite séparément les
cas XEB U {t(w;),t(0;) "'} et x=s,(F). Comme le point (2) de la proposition 2.2 pouvait déja
I'ndiquer, le cas x=s,(F) est le plus délicat a vérifier; on procéde pour ce faire par étapes
successives, ces étapes étant dictées par les différentes formes que peut prendre I'élément b
apparaissant dans la fonction h,.

Cas (1) — xEB U {t(w),((w,)'}.
Alors pour tout couple (w,b) appartenant a W‘(wF)xBF, on a (proposition 2.2.(1))

(£, )(hy)=h, ..
On traite séparément le cas xEB, et le cas x€ {t(W0),{(0;)™'}.

Cas (1-1)—x€EB;.
Soient b' (resp. x') un élément de B, tel que B(bB,")=b'B," (resp. B(xB;")=x'B,"). Comme
B est un isomorphisme de groupes, on a B(bx'B")=b'x'" 1BL“, et donc

(1 On donne ici les conditions les moins fortes nous. permettant de montrer la proposition 3.3.2.
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porte(£)(hw) =P (h,,)
=3 e
= 7" (02)(8 0w
=7, (C(fx)) ° p(hwb)’
Cas (1-2) — x& {t(Wy),t(0e) '}.
Soit b' un élément de B, tel que S(bB;")=b'B,". On a y(t(W))=t(w,), par conséquent (cf

la construction de lisomorphisme f, chapitre 1, n° 1.3) B(Adx(b)B.")=Ady(x)(b')B," et de
I'égalité wbx'=wx'Adx(b), on déduit la relation

Pote(£)(bow) =P(B i)
=3y adyo(w)
= T_Ln(‘by(x) )yper)
= TLn(g(fx)) °p(hyy)-

Cas (2) —x=s,(F).
Alors, pour tout couple (w,b) appartenant 3 W*()xB,, on a (proposition 2.2.(2))

g (fx )(h“b ) = Zn h“buu(wp“n)"

ou m parcourt un systéme de représentants dans O, des éléments du corps résiduel O/
Avec la convention o,=0, la décomposition de B; en

Bp= [Ju.(a;)(B; ~Adx(By))

0sisq-1
nous permet d'écrire b sous la forme
- b=u,,(a)b,

pour un unique couple (i,b,) appartenant a {0,...,q—1}x(BNAdx(B;)).
Soit x'=s,(L) et soit b', un élément de B, NAdx'(B, ) tel que

3(b1BFn) =b'B,"
B(Adx(b,)B;")=Adx' (b',)B,"

c'est-a-dire tel que
ﬁ(blBFn) =b',B,"
A(wF“(bl)u+PF“) =, (b)), +PB"

Pour chaque NE O, soit 1' un élément de O, tel que A(W "M+ P)=w,* 'n'+P." On
distingue deux cas:

Cas (2-1) — Adw(u, ,(F))={u, ,(v), vEF} CU(F) ou bien i=0.
L'égalité (rappelons que x désigne I'involution s (F))

wbu,, (anT]) x= Adw(ul'2 (or; )) wXx Adx(blul_2 (‘wF“n))

pour tout n EF et la relation dhomogénéité (R) du numéro 2.1, entrainent la relation
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T (fx)(hwb ) = @\v (.Adw(uh2 (—ai ))) zn hwm(

ou 7 parcourt un systéme de représentants dans O des €léments du corps résiduel O/P,". Les
hypothéses B(Adx(b,)B.")=Adx'(bt')B," et A(W," M+ P")=w, " '+ P,> (NE O;) entrainent
I'égalité B(Adx(b,u, (0 ))B)=Adx'(b'u,,(@,™")B," pour tout nE O,. En appliquant le
raisonnement effectué ci-dessus dans I'autre sens, on obtient la relation

by, (wF"n))

p(h “KAdx(bl“l.z (w,:“n)) ) =5 Y(W)x'Adx' (b', L) (w:."ﬂ'))
=0, (Ady (w)(o'; )) )

Y(W)uyz ()bl “l,z(wl."ﬂ')x'

pour tout € O,. Or, B(bB")=u,,(')b',B;" et quand 1 parcourt un systéme de représentants
dans O, des éléments du corps résiduel O/P,, m' parcourt un systéme de représentants dans
O, des éléments du corps résiduel O,/P,. Par conséquent

(£ )(0) =0, (Adw(u,,(-<t,))) O, (Ady (W)(u;4 (0x:)))ro (e )(Byups:)
et 'on est ramené a montrer 'égalité
0, (Adw(u,, () =6, (Ady (W)(u,, (o). *)

Il existe un entier m et un couple (r.k), r<k, tels que Adwx(u, ,(v))=u, (@) pour tout
élément VEF. Si kzr+1, Adwx(u,,(Op)) (resp. Ady(wx)(u,,(O,)) est contenu dans le noyau
du caractére O, (resp. ©,) et (*) est I'égalité triviale. Si k=r+1, alors m=a,,, (W)=0 (car w
appartient a (2)) et

e, (Adw(u1 2 (ai))) =0, (u,‘,,,l (wp“‘oci))
- v(w"a,)
=X éA(wp“‘ai +PF“)
-
=0, (uWr1 (‘lIIL“‘OL'i ))
=0, (Ady (w)(ul 2 (a'i)))

grice a I'hypothése (H,) sur x.
Cas (2-2) — Adw(u,,(F))2U(F) (i.e. Adwx(u,,(F))cU(F)) eti€{1,...,q—1}.

De la relation
1 0) (1 v'\y(0o 1N/v 0 \(1 !
v 1) lo 1 J)l1 o)lo -v')lo 1

pour tout vEF*, on déduit 1'égalité
Adx(ul,2 (ai)) =u,, (oci'l) xv,(a;)u,, (ai'l)

ouv,(v)=1+(v—1)e, (F)—(v'—1)e, (F) (vEF*). Par conséquent
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wbu, , (wF“n)x =WwWX Adx(ul.Z (e, )) Adx(b 1tz (ann))
=wxu,, (ai") xv,(a;)u,, (ai'l)Adx(bluu (ann))
= Adwx(ul,2 (cxi_l )) wvV, (ai )uu ((li—1 )Adx(blux,z (anT]))

pour tout 1 appartenant a F*, et
TFn (f" )(h“" ) - @"’ (Adwx(uu (—'(l i-l ))) Zn hwvx (o )up 2 (e )Adx(blul.z(ann))

ou 1 parcourt une famille de représentants dans O des éléments du corps résiduel O/P;. Les
hypothéses S(Adx(b,)B.")=Adx'(bt')B," et A(W,"" M+ P")=w," '+ P> (NEO,) entrainent
I'égalité

B (a)u, (o, NAdx(bu, ,())B)=v (' Ju, (o', NAAX'(b'u, (W, "n"))B, "
pour tout N € O. D'oui l'on déduit la relation

p(h wvy (@;)uy 5 (e )A‘b‘(blul.z(wr-"ﬂ)) ) B SY(W)Vx (a')us, (‘l'i_l)AdY(x)(b'l U (wx.n'fl'))
=0, (Ady(wx)(um (("'i_l ))) 8y(w)u, 2(a)by 0,5 (@) ¥(x)

pour tout N€ O,. Or, B(bB")=u,,(a')b',B," et quand n parcourt une famille de représentants
dans O; des éléments du corps résiduel O/, n' parcourt une famille de représentants dans
O, des éléments du corps résiduel O,/P,. Par conséquent

p(f)h,,)=6, (Adwx(ul‘2 (-, ))) e, (Ady (wx)(ul_2 (e )))'c L (E )(hy(w)b.)

et I'on est ramenés a montrer 1'égalité
e, (Adwx(ul'2 (oc - ))) =6, (Ady (wx)(ul,2 (a'i‘l))). (**)
Pour ce faire, on distingue a nouveau deux cas.

Cas (2-2-1) — C(wx)=CL(w)—1.

Alors Adwx(u, ,(Op))CBNU(F)=U(O;) (lemme 3.3.1). Précisément, il existe un couple
(r,k), r<k, et un entier m=0 tels que Adwx(u,,(v))=u, (V) pour tout VEF. Si k#r+1,
Adwx(u, ,(O;)) (resp. Ady(wx)(u,,(O,)) est contenu dans le noyau de @, (resp. de ©,) et
(**) est I'égalité triviale. Si k=r+1, alors Adwx(u,,(o;™"))=u,, (T ",~") et I'égalité (**)
découle alors de I'hypothése (H,) sur x (méme raisonnement que pour le cas (2-1).

Cas (2-2-2) — C(wx)=L(w)+1.

Alors Adw(u, ,(Op))CBNU(F)=U"(P;) (lemme 3.3.1) ou U~ désigne le sous-groupe
unipotent triangulaire inférieur de G. Précisément, il existe un couple (r,k), r<k, et un entier
m=1 tels que Adw(u,,(v))=u, (W) pour tout VEF. Donc Adwx(u,,(v))=u, (@ ™))
pour tout vE€F. Si k=#r+1, Adw(u,,(Oy)) (resp. Ady(w)(u,,(O,)) est contenu dans le noyau

de ©,, (resp. de ©,) et (**) est I'égalité triviale. Si k=r+1, a_, (W)=1-m est =0 (car w
appartient a (2,) et donc m= 1. Par conséquent

e, (Adwx(u1 4 (OL T ))) =0, (u,_m ((‘wyai )-] ))
= ((wFai)—l).

Or, I'hypothese (H,) sur  nous assurant I'égalité
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q/((‘wFa ; )-l ) = x((wLa' ; )-l) ,

en appliquant dans I'autre sens 'enchainement ci-dessus, on obtient

X ((wl_a'i)-l) =06, (u, M((wl_ a'i)—l))

-6, (Ady (wo)u,a(e, )
a

Corollaire 3.3.3. — Si les corps F et L sont (n+1)-proches, alors la bijection 'n' — T('r')
introduite au n° 3.1 induit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence de
représentations genériques (1n,G(F),V) engendrées par V®° et ['ensemble des classes
d'équivalence de représentations génériques (n',G(L),V') engendrées par V™.

Démonstration.
Soit
A, O/ PF““ —=>0,/ PL““

un isomorphisme d'anneaux relevant lisomorphisme A : O/ P2 — O/ P," et
AL BB — s PR
lisomorphisme de groupes additifs défini par
A (@ a)=w, "0 +B", A, (a+B)=a+ B,

pour tout élément o€ O.

Soit % un caractére de conducteur n du groupe additif L tel que x°A _,(a+ P;")=y(ct) pour
tout a€ P;~". Ainsi, x vérifie Ihypothése (H,) et I'hypothése (H,) pour toute famille {ov;}, ;.. ,
de représentants dans O des éléments du groupe (Oy/Pp)* et toute famille {a'},.;.,,
d'éléments de O, telle que A, (o,+ P )=+ P,**" pour chaque i€{l,...,q—1}. On peut
donc appliquer la proposition 3.3.2.

Soient (7,G(F),V) une représentation générique engendrée par V* et "W(n,y)CE(G(F),y)
un modéle de Whittaker de w par rapport a . Soit 1 un C-isomorphisme de V sur W (m,y) tel
que 1ont(g)=T(g)°1 pour tout élément gEG(F) et soit Q°CE(G(L),x)" limage de W(m,y)*
par lisomorphisme p,, .. Alors, pour toute fonction fe H (G(F),B,") le diagramme suivant

Vn 1 ; W(TC , \U)n Py.y ; Qn
1=® AR0) A0
Ve — 5 W(r,y) —22 Q"
est commutatif. Les modules (n° L 1,74 (G(L),B,"),V®) et (1, C,H (G(L),B,"), Q") sont donc

isomorphes et la sous-représentation de (1,,G(L),E(G(L),x)) engendrée par Q" est dans la .
classe C('n").

Réciproquement, si (n,G(F),V) est une représentation lisse non générique, la classe de
représentation (‘') de G(L) ne peut étre générique. En effet, si L('n') est générique, le
module (n"T',7H (G(L),B,"),V") est isomorphe (grice a la proposition 1.2.3) a4 un sous-
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module de (1,°,3H (G(L),B,*),E(G(L),x)") et la construction ci-dessus entraine que 7 est
équivalente a une sous-représentation de (T, G(F),E(G(F),y)), contradiction.

O

Remarque 3.3.4. — Si l'on s'intéresse seulement aux sous-représentations de 1, alors on a
plus qu'une bijection a équivalence prés. Avec les hypothéses du corollaire 3.3.3, I'application

Ve V=1, (H(G(L))).p(V*)

induit une bijection entre l'ensemble des sous-représentations V de (t,G(F),E(G(F),v))
engendrées par V" et l'ensemble des sous-représentations V' de (t1,,G(L),E(G(L),x))
engendrées par V"= p(V").

O

Remarque 3.3.5. — On peut de la méme maniére traiter le casn=0 et B.=B_. L'action de
H (G(F),B,) sur le sous-espace E(G(F),y)’ de E(G(F),y) formé par les vecteurs fixes sous
l'action de B, est donnée en posant n=0 dans les formules de la proposition 2.2, les seuls
générateurs a considérer étant les £, (g€ {t,t™',s,}). Le lemme 3.2 est vrai si F et L ont méme
corps résiduel (i.e. sont 1-proches), et la proposition 3.3.2 et son corollaire 3.3.3 sont vrais
pourvu que F et L soient 2-proches.

O

3.4. A toute représentation admissible irréductible © de G(F), on peut associer ([Go-Ja])
des facteurs L(s,n) et €(s,m,p) de la forme

L(s,n)=(P,(a™))", P, C[T], P,(0)=1,

e(s,m,0)=¢,(q7",9), £,(T,0)=c(r, )T,

ou q est le cardinal du corps résiduel OJ/P, et @:F>C* un caractére additif non trivial.
Comme I'entier m ne dépend que du conducteur du caractére ¢, on note m(w) 'entier défini par

e,,(T , (p) = c(n R (p)T“‘(")
pout tout caractére ¢ de conducteur O,.

Pour les représentations génériques irréductibles m, H. Jacquet, L1. Piatetski-Shapiro et J.
Shalika ont donné un critére permettant de déterminer l'entier m(7):

Théoréme 3.4.1. ([J.P-S.S] theorem 5.1) — Soit (n,G(F),V) une représentation admissible
irréductible. Alors

(1) m(m)=0.

(2) Soit P(0)=G(O,) et, pour chaque entier a=1, soit P(a)CG(O;) le sous-groupe
mirabolique de niveau a défini par

v
X : :l X eGL,_, (OF)
P." = . |, ou{yel+R:
U o Uy by

Alors, pour chaque entier a=0,
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(V@ 0) < (m(n)<a)
O

Pour tout entier a tel que 0<a<n, B." est contenu dans P(a) et l'isomorphisme d'algébres
du numéro 3.1

C: H(G(F),B;")——H(G(L),B,")
induit, par restriction a la sous-algébre H (G(F),P(a)) de H (G(F),B;"), un isomorphisme
d'algébres (chapitre 1, prop. 2.2.1)
§PF(.) : H (G(F) > Py (a)) —H (G(L) > Py (a)) .

Comme
B."cP.(n) et B,z P:(n+1),

le corollaire 3.3.3 et le théoréme 3.4.1 entrainent directement le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.2. — Si les corps F et L sont (n+1)-proche, alors l'application 'n'+— C('n")
induit, pour chaque entier a tel que 0<a<n, une bijection entre l'ensemble des classes
d'équivalence de représentations génériques irréductibles (n,G(F),V) telles que m(n)=a et
les classes de représentations génériques irréductibles (n',G(L),V') telles que m(n')=a.

a

Comme nous l'avons déja dit a la fin de I''introduction du chapitre 1, il semble qu'en utilisant
I'équation fonctionelle de Godement-Jacquet on puisse assez facilement généraliser le corollaire
3.4.2 a toutes les représentations admissibles irréductibles; de méme pour les facteurs L et € de
paires. A suivre, donc...
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Chapitre 3

Intégrales orbitales sur GLx(F)
ou F est un corps local de caractéristique >0

Ce chapitre — a inscrire dans le cadre "nettoyons la caractéristique p"...— ne prétend a
aucune originalité. Nous avons simplement rassemblé, en écrivant complétement les
démonstrations qui manquaient, un certain nombre de résultats concernant les intégrales
orbitales de G=GL,(F), ou F est un corps local non archimédien (i.e. un corps commutatif
localement compact, non discret, ultramétrique et a corps résiduel fini) de caractéristique >0.
Premier pas, donc, dans I'entreprise qui consiste a étendre a la caractéristique >0 les résultats
d'analyse harmonique connus pour n'importe quel groupe réductif en caractéristique 0 (cf les
chapitres 4 et 5 pour la suite du voyage).

Quelques remarques sur l'organisation du chapitre et les sources utilisées:

1. Notations.

2. Classes de conjugaisons de G. On rappelle la structure des classes de conjugaison de G
(paramétrisation; décomposition de G en nappes regroupant les orbites de méme dimension,;
fermeture d'une orbite, d'une nappe) partant des orbites unipotentes (cf. [Howe]) puis
généralisant aux orbites quelconques (cf. [Laum] n°(4.3) et n°(4.8)). Les complications dues a
la caractéristique positive sont essentiellement les suivantes: les orbites inséparables (i.e. dont
au moins une composante irréductible du polyndme minimal est inséparable sur F) dégénérent
lorsqu'on passe a une cloture algebrique F de F (il existe par exemple des éléments semi-
simples dans G au sens de [Bour] Alg. VIII, §9, n°2, déf. 2, qui deviennent unipotents modulo
le centre lorsque considérés dans GL(F); on n'a plus la décomposition de Jordan en parties
semi-simple et unipotente commutant entre elles). Signalons le rdle central joué par la
proposition 2.2.6.1 (exprimant la fermeture d'une orbite de G en termes de l'orbite dans un -
sous-groupe de Levi M de G d'un élément sEM semi-simple dans M) pour la théorie des
intégales orbitales, puisque c'est grice a elle qu'on peut, dans le numéro 3, montrer leur
convergence.

(1) Toutes les techniques utilisées dans ce chapitre sont indépendantes de la caractéristique et donc a fortiori
valables pour F corps local non archimédien de caractéristique nulle.
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3. Intégrales orbitales sur G. On montre, grice aux travaux de R. Howe ([Howe] prop. 5)
dans le cas unipotent et usant des idées de [De-Ka-Vi] déja rédigées par G. Laumon ([Laum]
n°(4.8)), la convergence des intégrales orbitales sur G. On rappelle les propriétés de descente
des dites intégrales, propriétés nous conduisant a2 adopter une normalisation qui leur est
compatible. Les points suivants sont cités dans [De-Ka-Vi] mais, a notre connaissance, non
rédigés en caractéristique >0; on a donc puisé avec beaucoup de circonspection dans la
littérature écrite en caractéristique O (utilisant principalement la thése de J. Rogawski ([Roga])
et l'article de M.F. Vigneras ([Vign])): développement en germes d'intégrales orbitales au
voisinage des éléments semi-simples; homogénéité des germes au voisinage des éléments
centraux; indépendance linéaire des germes au voisinage des éléments semi-simples séparables.

4. Une bonne normalisation des intégrales orbitales. Caractérisation, indépendance
des germes et densité. On a jusqu'a présent soigneusement évité de s'approcher de trop pres
des éléments inséparables de G. On ne peut en effet traiter ces éléments en se contentant
d'adapter, comme nous l'avons fait dans le numéro 3, les techmiques développées en
caractéristique 0. L'idée, suggérée dans [De-Ka] puis [De-Ka-Vi], est de produire une
normalisation rendant, pour toute fonction fE€C,  (G) (ou C (G) désigne l'espace des
fonctions G — C localement constantes et a support compact), les intégrales orbitales de f
localement constantes sur chaque nappe. Pour ce faire, on utilise les travaux de C.J. Bushnell
& P.C. Kutzko ([Bu-Ku]) permettant de controler assez finement le comportement des
¢léments voisins d'un élément s€G irréductible dans G (i.e. dont le polyn6me minimal est
irréductible sur F) sous l'action de G par conjugaison. On en déduit une normalisation pour ces
éléments, normalisation que l'on étend a tous les éléments de G grace aux propriétés de
descente des intégrales orbitales montrées dans le n° 3 (signalons qu'aux points séparables,
cette normalisation ne coincide pas avec celle définie par M.F. Vignéras dans [Vign], cf. la
remarque 4.1.4). Ainsi normalisée, I'intégrale orbitale d'une fonction fEC__(G) est localement
constante sur chaque nappe. En particulier les germes d'intégrales orbitales [b,(.)];, (s semi-
simple dans G) induits par cette normalisation sont constants sur chaque nappe. On en déduit
une caractérisation des intégrales orbitales sur G: ce sont les fonctions ®: G— C telles que

(i) 1a restriction de ® a chaque nappe de G est localement constante.

(ii) ® est AdG-invariante.

(iii) 11 existe une partie compacte w de G telle que pour chaque nappe X de G, le support
de la restriction a X de la fonction @ (c'est-a-dire la partie {x€X, ®(x)#0} grice au point (i))
est contenu dans AdG(w).

(iv). En chaque point semi-simple s de G, @ induit un germe de fonctions [®(.)];,
combinaison linéaires des germes [b.(.)];..

Signalons que cette caractérisation est (assez peu clairement) énoncée dans [De-Ka-Vi]. On
montre ensuite, grace la normalisation ci-dessus, la propriété d'indépendance des germes-au
voisinage des éléments semi-simples inséparables; propriété a laquelle — soyons franc — on-ne
s'attendait pas (que de temps perdu a chercher un contre-exemple!). Enfin, on montre le
théoréme de densité des intégrales orbitales semi-simples réguliéres séparables dans l'espace
des distributions AdG-invariantes sur G. Il s'obtient en deux temps en suivant les indications de
[De-Ka-Vi]: on commence, griace a la propriété d'indépendance des germes au voisinage des
éléments semi-simples, par montrer qu'une intégrale orbitale nulle sur l'ouvert des éléments
semi-simples réguliers séparables est nulle sur G tout entier; on passe aux distributions AdG-
invariante en rangeant les nappes par dimension d'orbites croissante et grice aux résultats de
.M. Gelfand & D.A. Kazhdan ([Ge-Ka] prop. 1).
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1. Notations.

1.1. Soient:

— F un corps local de caractéristique p>0, a corps résiduel F_ de cardinal q. On fixe @ une
uniformisante de F, ce qui permet d'identifier F 4 F ((70)), le corps des séries formelles en
I'indéterminée W sur [ .

— O=0O=F [[@]] 'anneau des entiers de F.

— P=P,=wOlidéal maximal de O.

— | | 1a valeur absolue sur F normalisée par ||, =q"".

— N un entier =2 et g=M,(F) l'algebre des matrices NxN sur F, munie de la topologie w-
adique induite par F. On note encore | | la norme sur ¢ donnée par la plus grande valeur
absolue des coefficients. La fermeture, et plus généralement toutes les notions topologiques
utilisées, feront référence, sauf mention du contraire, a la topologie @W-adique.

— 8°=M,(O) I'O-ordre héréditaire maximal standard de g et g=wWM(O), i€EZ, les
puissances du radical de Jacobson g'de g°.

— G=GL(F) le groupe des éléments inversibles de g.

— K=GL(0O) le groupe multiplicatif de g°. C'est un sous-groupe ouvert compact maximal
de G.

— K'=1+¢' (i entier >1) le sous-groupe de congruence modulo P de K. C'est un sous-
groupe distingué de K.

— U T'ensemble des éléments unipotents de G.

— T, le tore diagonal de G, B, le sous-groupe de Borel de G formé par les matrices
triangulaires supérieures et U, le radical unipotent de B, formé par les matrices triangulaires
supérieures unipotentes.

1.2. Soient (P,A) une paire parabolique de G ([Cart] n° 2.1), U le radical unipotent de P et
M le centralisateur de A dans G. Un sous-groupe ouvert compact maximal K, de G est dit en
bonne position par rapport a (P,A), s'il vérifie la décomposition

PnK,=(MnK,;)UnK,).
Ainsi, K est en bonne position par rapport a la paire (B,,T ) (cf. [Be-Ze] lemma 3.11.(a)).

On note Ad l'action de G sur g par conjugaison. Si H est un sous-groupe de G, Y une partie
de g et x un élément de g, on note

AdH(Y)={Adh(y), heH, yeY},
H, ={h eH, Adh(x)=x} le fixateur de x dans H,
O, (x)=AdH(x) - I' AdH-orbite de x.

Si P est un sous-groupe parabolique de G, on note
§,:P>q’cQ*
le caractére module usuel sur P déterminé par la relation
5,(p)=d(Adp'(p))/dp (p'EP)
pour toute mesure de Haar (a droite ou a gauche) dp sur P.

Si M est un sous-groupe de Levi de G, on définit la fonction D,,, : M — F par

D, (m)=det (1-Adm™) (meM).

Lie(M)\Lie(G)
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1.3. Si Q2 est un espace topologique totalement discontinu, on note C_({2) I'espace des
fonctions a valeurs complexes sur 2, localement constantes et a support compact. Le dual
algébrique D () est I'espace des distributions sur Q2. Si T est une distribution sur {2, on note

jﬂ f(x)dT(x) ou T(f)
la valeur de T sur I'¥lément fde C__(€2).

Si f est une fonction sur 2 a valeurs complexes, on appelle support de f (et I'on note
supp(f)) I'ensemble des points we 2 tels que pour tout voisinage W, de w dans (2, f n'est pas
identiquement nulle w,, De méme, si TED(L), on appelle support de T (et l'on note
supp(T)), I'ensemble des points w2 tels que pour tout voisinage W,, de w dans 2, T n'est
pas identiquement nulle sur W,,

Si I est une partie ouverte (resp. fermée) de (2, on identifie C_(I') (resp. D(I')) a I'espace
des fonctions (resp. distributions) sur (2 a support dans I' (cf. [Be-Ze] n°1.7).

Soit T: G — Aut(G) une action de G sur G. Elle induit de maniére naturelle une action sur
lespace C__(G) et une action sur D(G) que I'on note respectivement t* et 1:

(t*g(f))(x) =f(1g"'(x)), g €G, f €C,_(G), x €G.
(D)D) =T(t*g™()), g€G, TeD(G), f C,(G).

Si 2 est une partie AdG-invariante de G, on note C((2) le sous-espace de C_(£2)
e’ 2zendré par les fonctions de la forme

f—Ad*g(f), feC, (©2), g€G.

2. Structure des classes de conjugaison de G.

Les "faits" rappelés dans cette section sont aujourd'hui bien connus (bien que les références
réellement utilisables en caractéristique >0 soient relativement rares). Une remarque
cependant: nous avons choisi de présenter les résultats de maniére progressive, a savoir partant
des orbites unipotentes ([Howe]) puis généralisant aux orbites quelconques (cf. [Laum]). Nous
sommes bien conscient des répétitions engendrées par une telle présentation, mais nous
espérons ainsi mettre en valeur le role fondamental joué par les éléments unipotents dans
I'analyse harmonique sur G.

2.1. Les classes de conjugaison unipotentes de G.

2.1.1. On note I, I'ensemble des partitions (ordonnées) de N, c'est a dire I'ensemble des
suites

(oa)=(oclzon2 2-~-Zoc,),
o, entier 21, o, +a, +---+a, =N.

A tout élément (a)=(o,>---=a,) de II, on associe la partition duale (a) €1, définie par

(@)=(a,2a,=-24,)
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&j=#{lsi5r, a; Zj}, m=max{j21, &j¢0}.

On peut exprimer cette dualité en termes de diagrammes de Young: le diagramme de Young de
la partition (a) est formé de r lignes comportant respectivement o, , ..., 0, cases; la partition
duale a un diagramme de Young formé de r colonnes comportant respectivement a.,,...,q,
cases, se déduisant du diagramme de Young de (o) par symétrie par rapport a la seconde
diagonale (cf. [Mac.D] chap. I, n° 1). Un exemple:

(@)=(52421) <> o[ee]e - el o (@)=(322222221)

Si(a)=(a,=0,=---=a.) est une partition de N, on pose (convention que l'on utilisera tout
au long du chapitre) a,=0 pour tout i€ {r+1,... N}.

On a sur II, une relation d'ordre partielle "<", définie comme suit. Soient deux partitions
de N, (0)=(a,=z0,=---=a,) et (B)=(B,=B,=---=h,). Alors,

(0)<(B) (oc1 +oeta, <P+ 4B pourtoutiZl).
On vérifie aisément (cf. [Mac.D] chap. 1, (1.11)) la propriété
(@)=<(B) <= (B)<(@).
Enfin, on dira que deux partitions (o) et (B) de N telles que (a)<(B) sont adjagantes s'il
n'existe pas de partition (y) de N telle que (y) = (o), (Y)=(B) et (a)<(Y)<(B).

2.1.2. L'ensemble U des éléments unipotents de G est union finie de classes de conjugaison,
ces derniéres étant paramétrées par les éléments de I1,. Rappelons la construction (qn peut,
par exemple, se référer a [Howe]):

A tout élément u€ U, on associe les objets suivants: le drapeau {V,;},.;., de FN défini par
vV, = ker{(u -1):F¥ > FN}, 0<i<r,
- 1=rang(u-— 1),
la partition (A), de N définie par
), =Mz, 22 1,),
A, =dim(V,;)-dim(V,;,), 1<i<rT,
et la partition duale (a),. On appelle (o), la partition de N associée a u.
Ainsi, l'application
Eub (),
induit une bijection de I'ensemble des AdG-orbites de ‘U sur I

2.1.3. On construit de maniére tout a fait classique une section de & a valeurs dans U,. Pour
tout entier n>1, on définit le bloc de Jordan J_
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J = . 0|eGL(F)sin22, J, =1(eF).

Si v est un élément unipotent de GL (F) de polynome minimal (T—1)", on peut identifier le
F-espace vectoriel F* avec F[T]/((T—1)") et l'action de v sur F * avec la multiplication par T.
Alors {(T—1)""%...(T—1),1} est une base de F[T]/((T—1)") et J est la matrice de la
multiplication par T dans cette base.

A tout élément (a)=(at, = a, =---= o, ) de I],, on associe la matrice diagonale par blocs

U, = diag(J(xl Tayseees Ja‘) eU,.
Alors, l'application
((X) = u(cn)

est une section de &.

Pour tout (at)E11, on note O, l'orbite O(u,,).

2.1.4. Fermeture des orbites unipotentes.

On associe canoniquement a tout €lément unipotent de G un sous-groupe parabolique de G.
Soient x€U, {V, }, i le drapeau de F¥ défini au numéro 2.1.2 et P, le sous-groupe
parabolique de G stabilisant ce drapeau. On appelle P, le sous-groupe parabolique de G
associé a x.

La proposition suivante ([Howe], lemme 2) est la clé de voiite de toute la construction.
C'est grace a elle que R. Howe montre la convergence des intégrales orbitales unipotentes de G
indépendamment de la caractéristique ([Howe], prop. 5).

Proposition 2.1.4.1. — Soient x€U, P=P,, le sous-groupe parabolique de G associé a x
et U le radical unipotent de P. Alors O(x) est dense dans U pour la topologie w-adique.
0O

Comme le groupe U est fermé dans G, la partie AdC(U) est fermée dans G pour toute partie
compacte CCG. D'ou le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.4.2. — Soit K,, un sous-groupe ouvert compact de G tel que G=K,P. Alors
AdK,(U) est la fermeture de O(x) dans G pour la topologie Ww-adique.
a

Remarque 2.1.4.3. — Comme

U={yeG, (y-1)V,;cV,

X,i—1°

1<i<r},
tout élément yEU induit par passage au quotient pour chaque i€ {2,...,r}, une application

(y- 1)i Vi /Vi, >V, /V ..

xi-1

50



Le lemme 2 de [Howe] dit trés exactement que I'orbite O,(y) de y dans P est dense dans U
pour la topologie w-adique si et seulement si les applications (y—1),, 1<i<r, sont toutes
injectives.

O

On peut, de maniére équivalente, exprimer les résultats précédents en termes de partitions
de N.

Proposition 2.1.4.4. — Pour tout x€U, O, (x)G = I Qq,.
B)<(a),

Démonstration.

Comme la fermeture de l'orbite O (x) est une partie AdG-invariante de ‘U (cf. le corollaire
2.1.4.2), il suffit de montrer qu'une orbite unipotente O, ((B)EIL) est contenue dans cette
fermeture si et seulement si (B)<(a),.

Soit (B)=(B, = B, =--= B,,) une partition de N et soit y un élément de l'orbite O . Alors
(cf. le numéro 2.1.3) le F[T]-module F¥ induit par y est isomorphe au F[T]-module
B,
®lSiSr F[T]/ (T_ 1)

et la suite

{(r-1" (T-1",....(T-1}

est la suite des diviseurs élémentaires associés a y. Ainsi ([Bour], Alg. VII, §5 appendice, n° 3,
prop. 5), pour chaquei€{1,...,N}, le polynome

(T— 1)9N By o B

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice (T—y)€ GL(F[T]).

Notons (o)=(a),=(a, = o, =---= o ) la partition de N associée a x.

Si une orbite unipotente O g, est dans la fermeture dans G de l'orbite O, pour une partition
B)=(B,=B,=---=P,) de N, il est clair que cette partition vérifie la relation

Ol F Oy Oy iy S BN+ﬁN—1+"'+BN-i+l
pour chaque entier i€{1,...;N}. D'ou l'on déduit
G
(O(B)CO(G) ):;»(Bl-&---.--t-Bk Sate+o pourtoutke{l,...,N})
=((B)<(a))-

Quant a l'implication inverse (dont nous ne donnons pas la preuve explicite), elle s'obtient,
aprés réduction du probléme grace a la transitivité de la relation d'ordre partielle "<" au cas de
deux partitions de N-adjacantes ()< (), en produisant une application -algébrique ¢: F >G

telle que (0)E O, et p(x)EO,, pour tout xEF*.

a
En particulier, la proposition 2.1.4.4 nous dit que O (1)=1 est l'unique AdG-orbite

unipotente fermée de G et qu'elle est contenue dans la fermeture dans G (pour la topologie -
adique) de chaque AdG-orbite unipotente de G.
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2.2. Les classes de conjugaisons de G.

2.2.1. Tout élément x de G définit sur le F-espace vectoriel F¥ une structure de F[T]-
module V,. Deux éléments x et y de G sont dans la méme AdG-orbite si et seulement si les
F[T]-modules V, et V_ sont isomorphes.

Ainsi, l'application x — V_ induit une bijection entre

(1) Les AdG-orbites de G.

(2) Les classes d'isomorphisme de F[T]-modules W vérifiant les conditions

dim,(W)=N
TW=W

De la méme maniére qu'on a paramétré les orbites unipotentes par les partitions ordonnées
de N, on peut définir une paramétrisation pour les orbites quelconques. On note II I'ensemble
des partitions (ordonnées), une partition étant par définition une suite d'entiers =0 presque
tous nuls (8,=8,=>---=8 =---). A toute partition (§)=(5,=6,=---=8,=---), on peut associer un
poids |8]| et une longueur long(8), respectivement définis par

8]=2_8:,
ix1
max{1>1 8, #0} silg|= 0
0 sinon

long(8) = {

On note P, I'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré =1 de F[T], excepté
le polynéme T.

La théorie des modules sur les anneaux principaux nous permet d'affirmer l'existence d'une
application

GX P~ 11, (x.£) > B(E)=(B..(£)2 B(£) 2 ),
telle que, pour chaque élément x de G, on ait un isomorphisme de F[T]-modules
~ Bx.i(f)
v,z @ FT)/(£7©),
i1

Ainsi ([Bour] Alg. VI, §5, n°1, Prop.3), l'apphcatlon B: x B, induit une bijection entre
(1) les classes de conjugaison de G.
(2) les applications p: P, — I1 telles que || ]|=N ou (définition)

lull= > deg(H)u(f)|.

fedr
Si u:®.— I1, on définit le support de p par supp(p)={fEP,, || #0}.

Si p: @, — II est une application telle que ||(||=N, on fixe (arbitrairement) un ordre sur
I'ensemble (fini) supp(Ht), ordre auquel il sera fait référence tout au long du chapitre. Noter que
cet ordre ne joue aucun réle dans la théorie qui nous intéresse (cf. la définition 3.3.1, propriété
(4)), méme si des constructions intermédiaires en dépendent (cf. le numéro 2.2.6).

2.2.2. On construit, tout aussi classiquement qu'au paragraphe 2.1.3, une section de f3.

A tout polyndme feP, écrit sous la forme f{T)=T—a_,T'—-.-—a,T—a,, a.€EF, on
associe le bloc de Jordan J (f)E GL(F) (appelé aussi matrice compagnoii de f) donné par
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0 0 a,

1 :
J,(f)=|0

: 0 a,_,

0O - 0 1 a,_

Si, de plus, m est un entier =2, on note J_(f)EGL_(F) la matrice définie par

Ju(f)=

ou la matrice E €M (F) est donnée par

0 0 1
0

E,= |-
0O -«-- 0 0

Si y est un élément de GL_(F) de polynome minimal f{T)™, on peut identifier le F-espace
vectoriel F™ avec F[T]/(RT)™) et I'action de y sur F™ avec la multiplication par T. Alors

£(T)™, TE(T)™ ..., T (T)™;...
...;f(T), TE(T),..., T"'£(T);1,T,..., T

est une base de F[TJ/(RT)™) et J (f)€GL_(F) est la matrice de la multiplication par T dans
cette base.

Si p: P, — I est une application satisfaisant la condition || ||=N, on définit I'élément x, de
G par

x, = diag(J o (£) s T, (B)seros T, (B)oes T, (R))5

- ou les blocs de Jordan sont définis et rangés de maniére suivante :
supp(U)= {fl yeees fk} (ordre arbitraire fixé au numéro 2;2.1) ,
“(fj)=(mj.l 2m;, Z"')’
d; =long(p(£))), 1<j<k.
Alors, l'application
U X,

est une section de 3.

Pour toute application p: P, — I1 telle que ||4||=N, on note O, 'AdG-orbite de x,..
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2.2.3. Décomposition de G en nappes de Dixmier.

La théorie des diviseurs élémentaires ([Bour] Alg. VII, §5, n°1, prop.2) permet d'associer a
tout élément x de G une suite (unique) {f ; } CF[T], 1<i<r,, de polynémes unitaires de degrés
=1 telle que

f,  adivise f ;, 1<i<r, -1
{Vx =® F[T)/(£,;), isomorphisme de F{T}-modules
On définit alors une partition (o), de N par
(a), =(0Ll >a, _>_---Zoc,x),

o; = deg(f&i), 1<i<r,.

Cette application
G- IL,, x—(a),,

prolonge bien évidemment l'application

EU>IT ,u- (o),
définie au numéro 2.1.2.

A toute partition (a)=(c,>---=0., ) de N, on associe la nappe de Dixmier X , CG définie
par

X ={x eG,(a) = (a)}.

Proposition 2.2.3.1. —
(i) Chaque nappe contient une unique orbite unipotente.
(i1) Chaque nappe est une partie AdG-invariante de G et

G= H(a)eUN X(a) .

(iii) Soit (a)€Il. Alors pour tout x€X ,,, la dimension de l'orbite Oy(x) (en tant que.
variété w-adique) est

N? —?(&j)z.

(iv) Soit (O‘)E.H v Alors la fermeture de la nappe X, dans G pour la topologie W-adique
vérifie la relation d'inclusion

G
Xo < H(B)<(a) X
X

et X ,, est ouverte dans 11 ®r

B)<(®
Démonstration.
(i) et (ii) sont évidents.

(iii) I est clair que la dimension de O(x) coincide avec N>*—dim(G, ). Or, l'algébre de Lie
de G, s'identifie a End;(V,) dont la dimension est bien connue ([Jaco] theorem 3.16).
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(iv) A tout €lément x de G, on associe la suite {f ,f,,....f }CF[T] ou {£_}, 1<i<r,, est
la suite des diviseurs élémentaires associés a x et £ ;= 1 pour r, <i<N. Alors ([Bour] Alg. VII,
§5 appendice, n° 3, prop.5), pour tout entier 1 <i<N,

h ,=f ...f

A N=—i+l

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice T—x € GL(F[T]).
Par conséquent, si (0)=(o,=---=a,) est une partition de N (et toujours avec la
convention o, =0 pour tout entier i tel que d<i<N) on a la relation

(y eX(a)G)z(aN +eot Oy S deg(hy,i) pour tout ISiSN)
:(al +ootoy 2 deg(fy’l...fy,k) pour tout ISkSN)
= (a),<(a).

La premiére assertion du point (iv) est montrée.

Quant a la seconde assertion du point (iv), elle résulte de la premiére grice a la transitivité
de la relation d'ordre partielle "<". En effet, pour toute partition (B) de N, la partie IT,_ ., X,
est union des fermetures dans G des nappes X, ((v)<(B)) donc est fermée dans G. Comme la
partie (I g ) X(5,)— X, est union des parties [1,_ o X/ (B)<(a), (B)#(0)), elle est fermée
dans G donc dans II 5, X5 et par conséquent (passage au complémentaire) X ,, est ouverte

dans I1 X

B)=<(@) =B

a

Remarque 2.2.3.2. — La fermeture (pour la topologie @-adique) d'une nappe X, de G
n'est, en général, pas égale a l'union des nappes X, ((B)<(c)). Considérons par exemple les
partitions (a)=(3=1) et (B)=(2=2) de N=4 (on a bien (B)<(a)) et un élément x€GL,(F)
ayant un polynéme minimal Q(T) de degré 2 irréductible sur F. Cet élément x appartient a la
nappe X, mais n'appartient pas a la fermeture dans GL,(F) de la nappe X ,, (il n'est en effet
pas possible d'approcher d'aussi prés que l'on veut le polynome caractéristique Q(T)* de x par
un polynome ayant une racine dans F).

g
2.2.4. Fermeture des classes de conjugaisons de G en termes de partitions.

Proposition 2.2.4.1. — Soit x un élément de G. Alors, la fermeture de l'orbite O(x) dans
G pour la topologie w-adique est l'union disjointe des orbites O, ou U parcourt l'ensemble
(fini) des applications @, —> 11 telles que

()= Bx(f)‘ =N, pour tout f e®,
u(f)=< B.(f) (dans HN;) pour tout f e®,’

Démonstration.

1l s'agit, peu ou prou, des mémes arguments que ceux utilisés pour démontrer la proposition
2.1.4.4 et le point (iv) de la‘proposition:2.2.3.1.

A tout élément y de G, on associe la suite {f |,f,,...,f }CF[T] ou {f;}, I<i<r , estla
suite des diviseurs €élémentaires associés a x et £ ; = 1 pour 1, <i=<N. Alors ([Bour] Alg. VII,
§5 appendice, n°3, prop.5), pour tout entier 1 <i<N,
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h,,=f f

y.i y,N *** Sy N-i+l

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice T—x € GL(F[T]). Par conséquent
(y emc}) = (hx,i divise h,; pourtout 1<i< N)
= (fyyl. ..f,, divise f ...f , pourtout ISk< N)
= (lﬁy(f)‘ = Bx(f)‘ et B,(f)=<pB,(f) pour tout fefpp).

Quant a l'implication inverse, elle s'obtient, aprés réduction du probléme au cas d'un élément
x dont le polyndme minimal posséde une unique composante irréductible sur F, de la méme
maniére que dans le cas unipotent (cf les indications données a la fin de la démonstration de la
proposition 2.1.4.4).

a

Corollaire 2.2.4.2. —

(1) Les éléments de G d’AdG-orbite fermée dans G pour la topologie W-adique sont les
éléments x tels que B, (£)€{0,1} pour tout f€ P et tout entier i=1 (c'est a dire les éléments
semi-simples au sens de [Bou] Alg. VIII, §9, n°l1, déf. 1).

(2) La fermeture d'une AdG-orbite O de G pour la topologie W-adique est union de O et
d'un nombre fini d'’AdG-orbites de dimensions (en tant que variétés W-adiques) strictement
inférieures a la dimension de O. En particulier, toute AdG-orbite de G est une sous-variété
wW-adique localement fermée dans G.

O

2.2.5. Lexique.

On dira qu'un élément x de G est:

— Primaire si #{supp(B, )}=1.

— Régulier silong(B, (f))<1 pour tout feP,.

— Semi-simple si B, ;(f)€{0,1} pour tout fE P, et tout entier i=1.

— Irréductible (ou simple ?) si x est primaire et semi-simple (autrement dit si X a un
polynéme minimal irréductible sur F).

— Elliptique si x est irréductible et régulier (autrement dit si x a un polynéme
caractéristique irréductible sur F).

— Séparable si tout polyndme fE P N {supp(B, )} est séparable sur F.

Par respect des traditions, on note

. G,,={xEG, semi-simple séparable et régulier},
e

G,,={x€GQ, elliptique et séparable}CG,,.

Remarquons que les éléments semi-simples séparables de G sont exactement les éléments
"absolument semi-simples" au sens de [Bour] Alg. VIII, §9, n°2,déf. 2.

Remarque 2.2.5.1. — Signalons pour éviter les confusions que nos éléments semi-simples
(resp. semi-simples séparables, resp. irréductibles) sont les éléments fermés (resp. semi-
simples, resp. elliptiques) de [Laum].

a
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Remarque 2.2.5.2. — On peut dire que cette distinction entre éléments semi-simples et
¢léments semi-simples séparables est, bien souvent, a I'origine de nos difficultés a transposer les
techniques développées en caractéristique 0. Des phénoménes de dégénérescence des orbites
semi-simples inséparables par extension algébrique du corps de base, par exemple, compliquent
notablement I'analyse harmonique sur le groupe G.

Considérons I'é1ément

0 0 @
1 - 0

x=|0 - : eGLp(le((w))).
o - 0 1 O

1l est elliptique dans GL, (IFp ((w))) mais conjugué dans GL, (IFp ((w"" ))) a I'élément

-1

w?’ QO o0 ees 0
1 .o :
y=| o i eOL(E((@))
S
0 - 0 1 W™

lequel est loin d'étre semi-simple puisque produit de la matrice scalaire " 1d par un €lément
unipotent régulier.

a

Remarque 2.2.5.3. — Avec ces définitions, et compte tenu du lemme 2.2.3.1.(iii), la strate
réguliere X, est I'ensemble des AdG-orbites de G de dimension maximale. A I'opposé, on a la
strate centrale X, ., (identifiée au groupe F*) qui regroupe les éléments dont 'AdG-orbite
est de dimension nulle.

g
On généralise naturellement les définitions de ce n° a tout groupe isomorphe a un produit
(fini) de groupes linéaires sur F (donc en particulier a tout sous-groupe de Levi de G). Si
1:M—=—GL, (F) x---x GL, (F)

est un tel groupe, on dira qu'un élément mEM est primaire (resp. régulier, semi-simple,
irréductible, elliptique, séparable) dans M si chaque composante de m a travers l'isomorphisme
1 est primaire (resp. réguliére, semi-simple, irréductible, elliptique, séparable).

2.2.6. Fermeture des orbites de G en termes des orbites fermées des sous-groupes de Levi
de G.

Soit x un élément de G et soit {f, ,...,£} I'ensemble supp(f, ) des composantes irréductibles
du polynéme minimal de x (ordonné arbitrairement au numéro 2.2.1). Pour chaque i€ {1,....r},
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soient m,=|B (£, )| la multiplicité de f, dans le polynéme caractéristique de x et W, le sous-
espace caractéristique de F~ défini par

W, = ker{fi(x)mi :FN > F" }
Alors ([Bour] Alg.VIL, §5, n°1, proposition.3), FN se décompose en
F'= ®& W,

I<i<r
Soit M' le sous-groupe de Levi de G défini par
M'=(geG, gW,cW,, 1<i<r)=][]GL(W,),

1sisr

et soit P' le sous-groupe parabolique P' de G de composante de Levi M', défini par
P'={geG, g(W,® - O&W,)cW, ®---®W, pour tout 1<i<r}.

Le sous-groupe parabolique P' dépend clairement de l'ordre fixé arbitrairement au numéro
2.2.1 sur I'ensemble supp(B, ).

Aprés avoir isolé les composantes primaires de x, on s'intéresse d'un peu plus pres a
chacune d'elles. Pour chaque i€{1,...,r}, on introduit le drapeau de F-sous-espaces vectoriels
de W,

0=W,, EWM g---gwm =W,
défini par
W, = ker{f,. (x)": W, —)Wi}, 0<k<m;.
Soit P," (i€{1,...,r}), le sous-groupe parabolique de GL(W,) défini par
P,"={g eGL(W,), gW,, cW,, pourtout 0<k<m.},

et soit P" le sous-groupe parabolique de M' défini par

P'=[]P"<]]GLW,)=M"

1<i<r 1<i<r

Soient U' et U" les radicaux unipotents respectivement de P' et P", et soit P le sous-groupe
parabolique de G défini par

P=P'UcMU=PcG,
de radical unipotent
U=U"U"

On appelle M' le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P le
sous-groupe parabolique de G associé a x et P"=PNM' le sous-groupe parabolique de M'
associé a x. Noter que les groupes M' et P" dépendent canoniquement de x, tandis que le
groupe P dépend de x et de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble des
composantes irréductibles du polynome minimal de x. Si x est primaire dans G, alors M'=G et

l'on note P, le groupe P=P". Ainsi, pour x unipotent, cette définition coincide avec celle du
numéro 2.1.4.

La proposition suivante généralise la proposition 2.1.4.1 (fermeture de I'AdP
élément x€U) a un quelconque élément de G.

3 '
«-orbite d'un
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Proposition 2.2.6.1. — Soient x un élément de G, M' le sous-groupe de Levi de G associé
aux composantes primaires de x, P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de M)
associé a x et U le radical unipotent de P. Soit M une composante de Levi de P" et x=x,,x,,
(xuEM et x,€U) la décomposition de x suivant P=MU. Alors

(1) Le centralisateur G, de x dans G est contenu dans P".

(2) x, est irréductible dans M.

(3) O,(x) est dense dans O,,(x,,)U pour la topologie wW-adique.

Démonstration ([Laum] lemma (4.8.4)).
On reprend, sans les réexpliciter, les constructions et les notations du numéro 2.2.6.

(1) Tout élément du centralisateur G, de x dans G commutant, pour chaque 1<i<r, a
n'importe quelle puissance de I'endomorphisme f(x) de F¥, on a immédiatement

G, cP'=PnM'.

(2) Soit U" le radical de P" et
n:P"—>P"/U"
son quotient réductif maximal. On a
romy
P'/U"=] [ [ GL(W,,/W,,_,).
i=l k=1
Pour tout couple d'entiers (i, k) tel que 1<i<r et 1<k=<m,, la composante n(x),, de m(x) dans
GL(W,,/W,,_,) a un polynéme minimal égal a f;, donc est irréductible dans le groupe linéaire
GL(W,, /W;,_,). Comme M est une composante de Levi de P",
(%) =T7(Xy)

et la restriction de ® a M induit un isomorphisme de M sur P"/U". Donc x,, est irréductible
dans M.

(3) Pour tout élément pEP décomposé en p=mv (mEM, veU), on a I'égalité
Ad(p)x =Adm(x,, )Adm(Adx,, ™ (V)x,v™).

L'élément x,, de M étant irréductible dans M, il est semi-simple dans M, et une extension
immeédiate du corollaire 2.2.4.2 permet d'affirmer que 'AdM-orbite de x,, est fermée dans M
pour la topologie w-adique. D'ou l'inclusion

mc <Oy (xy)U.

La fermeture dans G de l'orbite O,(x) est encore une partic AdP-invariante de G. Par
conséquent il suffit, pour obtenir l'inclusion inverse, de montrer la relation

veU= xu,v eOP(x)G.

Soit U' le sous-groupe unipotent de P tel que U=U"U' (produit semi-direct).. Pour tout
élément u"€U", M' est le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de
x,u", par conséquent

det 1- Ad(x\u")) =0

Lic(U‘)(
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car le centralisateur de x,,u" est contenu dans M, et I'application
U-U, v (xu") u'x,u"u?.

est un isomorphisme de variétés W -adiques. Soit v un élément de U et soit v=v"v' (V'€U" et
v'eU') la décomposition de v suivant U"U'. Alors il existe un élément u'€U' tel que

" 1-1

v =(xu") u'x, 0w

Par conséquent x,,vEAdU'(x,,U") et I'on est ramené a montrer la relation

" eU" = x,u" €0, (x)G ,
laquelle découle directement de I'égalité ([Laum], lemma (4.8.4))
G
0,.(x) =1 (Opuyir (n(x))).

a

Comme l'orbite O,(x,,) est une partie fermée de M et comme O, (x,,)U est l'image inverse
de O,,(x,,) par la projection de P sur son quotient réductif maximal identifié a M, O,,(x,,)U est
une partie fermée de G. Par conséquent AdC(O,(x,,)U) est une partie fermée de G pour tout
compact CCG. D'ou le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.6.2. — Soit K, est un sous-groupe ouvert compact de G tel que G=K,P.
Alors

0.(x) =AdK, (OM (Xn )U)

2.2.7. L'AdG-orbite fermée associée a un élément de G.
On note
G- HT], x— P, (x),
l'application "polynome caractéristique" sur G.
Pour tout x€G, 'AdG-orbite {sEG, s semi-simple et P_(s)=P_(x)} est (prop. 2.2.4.1)
I'unique AdG-orbite fermée contenue dans la fermeture de O (x) pour la topologie w-adique.

On l'appelle 'AdG-orbite fermée associée a x.
Si s est un élément semi-simple de G, on définit 1a partie fermée A (s) de G

As(9)={x€G, P, (x)=P,, (9}
={x €G, .@(f)‘ = ﬁs(f)' pour tout fe@F}
={x€G d'AdG- orbite fermée associée O (s) }.

La proposition suivante est conséquence directe de la théorie des modules sur les anneaux
principaux ([Bour] Alg. VI, §5, n°1, prop.3) rappelée au numéro 2.2.1.

Proposition 2.2.7.1. — Soit s€G semi-simple, {f, ,....f } le support de B, et, pour chaque

entier i tel que 1<i<r, soit N, =|B(f,)| le poids de la partition B(f ). Alors il existe une
partie finie {s)CG en bijection avec avec l'ensemble
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telle que
Ag(s)= I O4(x),

x€F(s)

et Ay(s) est la fermeture dans G de l'unique AdG-orbite réguliére O, de G telle que
supp(O ) = supp(B.).-

O

Tout élément xEG séparable s'écrit d'une fagon et d'une seule sous la forme x=su_avec
s,EG semi-simple dans G, u, €U et su =us, ([Bour] Alg VII, §5, n°4, prop. 11 et prop. 12).
On appelle s_ (resp. u, ) la partie semi-simple (resp. la partie unipotente) de x, et x=su,_la
décomposition de Jordan de x. Avec ces définitions, si s est un élément semi-simple séparable
de G, on a clairement

A(s)={xEG tels que s €O0(s)}.

D'ou la version suivante de la proposition 2.2.7.1 pour les éléments semi-simples séparables
de G.

Corollaire 2.2.7.2. — Soit s€G un élément semi-simple séparable. Alors
Ag(s)= I Og(su)
ueU(s)

pour toute famille U(s)CG, de représentants des AdG.-orbites unipotentes de G..

2.2.8. Décompositions standard.

Soit x un élément de G. On dira que la décomposition (ordonnée) de la fermeture de O(x)
dans G en

G
Q;(x) = Hoc(xi)
0<i<m
est une décomposition standard si diim(O 4(x;))<dim(O4(x,,, )) pour chaque entier 0<i<m-—1.
Ainsi (cf le numéro 2.2.7) O (x,) est 'AdG-orbite fermée associée a x et (corollaire
2.2.4.2.(2)) x appartient a O((x_, ). De plus, pour chaque entier 0<k=<m, II _,_ O/(x;) est une
partie fermée dans G et l'orbite O (x,) est une partie ouverte dans I _,_, O(x,). En effet (a
nouveau griace au corollaire 2.2.4.2.(2)), I ,_,_,O(x,) est union de la fermeture dans G de
chacune des orbites qu'elle contient et l'orbite O (x,) est une sous-variété w-adique lisse de
méme dimension que II_,_ O (x,).
De méme, si sEG est un €lément semi-simple dans G, on dira que la décomposition
(ordonnée) de A (s) en
As(s)= H OG(xi)
0s<i<d
est une décomposition standard si dim(O(x,))<dim(O(x,,,)) pour chaque entier 0<i<d—1,
autrement dit si I'union disjointe ordonnée II_,_, O(x,) est une décomposition standard de la

N
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fermeture dans G de l'unique AdG-orbite réguliére de G contenue dans A (s) (cf la
proposition 2.2.7.1).

Si s est un élément semi-simple séparable de G, on écrira systématiquement toute
décomposition standard de A (s) sous la forme
Ag (S) = H OG (Su
0<i<d

pour des éléments u, parcourant une famille de représentants dans ‘UNG, des AdG,-orbites
unipotentes de G, (cf. le corollaire 2.2.7.2).

Enfin, on dira que la décomposition (ordonnée) de Gen

G=11 X

0<i<r
est une décomposition standard si dlm(u(a(l») dim(u,;,,,) pour chaque entier 0<i<r—1
(autrement dit si les nappes sont rangées par dimension d'orbites croissante). Ainsi (proposition
2.2.3.1) X(q((,» est la nappe cex.ltrale. de G et X, es.t.la nappe réguliére de C:‘r De plus, pour
chaque entier 0<k<r, le point (iv) de la proposition 2.2.3.1 assure (grice aux mémes
arguments que ci-dessus) que la partie IT,_;_, X . est fermée dans G et que la nappe X est
ouverte dansII,_._, X )

3. Intégrales orbitales sur G.

3.1. Convergence.
Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par K (i.e. telle que vol(K,dg)=1).

Si s€EG est semi-simple dans G, le centralisateur G, de s dans G est (non canoniquement)
isomorphe a un produit

GL, (F)x---xGL (F,) (

> [E:FN; =N),
I<i<r

pour des extensions finies F,,...,F, de F. En particulier, G, est unimodulaire et 1la donnée d'une
mesure de Haar dg, sur le centralisateur G, de s dans G induit une mesure invariante dg\dg sur

lI'espace homogéne G\G ([Weil] chap. II, §9). On peut alors définir 1' intégrale orbitale au
point s dans G

I°(f,s,dg,)= J-G'\G f (Adg™'(s))dg,\dg

pour toute fonction fEC, (G). Comme l'orbite O(s) est fermée dans G, cette intégrale est
absolument convergente (c'est méme une somme finie, la restriction de f a O(s) restant
localement constante a support compact).

On aimerait que cette construction fiit possible dans le cas général, c'est-a-dire pour
n'importe quel élément x€G. Cette généralisation se heurte a deux difficultés: le centralisateur
dans G d'un élément qui n'est pas semi-simple est-il encore unimodulaire? Si tel est le cas,
l'intégrale orbitale définie ci-dessus pour un élément qui n'est pas semi-simple (donc dont
l'orbite n'est pas fermée dans G) est-elle encore convergente? On peut trouver la réponse a ces
deux questions dans [Laum] (lemma (4.8.6) et lemma (4.8.11)). La méthode qui permet de
montrer le deuxiéme point est une généralisation de celle qu'a utilisée R. Howe pour montrer la
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convergence des intégrales orbitales unipotentes indépendamment de la caractéristique
([Howe] prop. 5).

Lemme 3.1.1 (cf. [Laum] lemma (4.8.6) — Pour tout xEG, le centralisateur G, de x dans
G est unimodulaire.
O

Proposition 3.1.2. — Soient x un élément de G et dg, une mesure de Haar sur le
centralisateur G, de x dans G. Alors, pour toute fonction f€C__(G), l'intégrale orbitale

1°(f,x,dg,) = ij\G f(Adg™(x))dg,\dg.

est absolument convergente.

Demonstration .

Soient M' le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P (resp. P")
le sous-groupe parabolique de G (resp. de M') associé a x, U le radical unipotent de P et M une
composante de Levi de P" (cf. le numéro 2.2.6). Soient s=x,,EM et w=x,EU les éléments
tels que x=sw. Soient A le centre de M et K, un sous-groupe ouvert compact de G en bonne
position par rapport a la paire parabolique (P,A) de G. Soient dk,, dm, du, les mesures de Haar
respectivement sur K, M et U normalisées par

vol(K, ,dk; )=vol(MNK,; ,dm)=vol(UNK, ,du)=1.
On a alors la formule d'intégration (cf. [Cart] n° 4.1))

jG f(g)dg = [[ Imm,, f(muk, )dmdudk,

pour toute fonction fEC__(G). On a vu (proposition 2.2.6.1.(1)) que G,=P,. Par conséquent,
la mesure dg, sur le groupe unimodulaire G, induit une mesure invariante dg \dmdu sur l'espace
homogene G \P ([Weil] chap. I, §9) et la formule d'intégration ci-dessus entraine alors I'égalité

I°(f, %, dg, ) = j Lx\qu Ad*k, (f)(u™'m ™ xmu )dk, (dg,\dmdu)

pour toute fonction fEC__ (G). Il s'agit pour l'instant d'une égalité formelle, au sens ou le terme
situé a gauche de I'égalité est convergent si et seulement si le terme situé a droite I'est.

L'AdP-orbite O,(x) s'identifie (en tant que variété w-adique) a I'espace homogéne P,\P. On
note do la mesure sur O,(x) déduite par identification de la mesure quotient dg \dmdu sur P \P
définie ci-dessus. Alors, la relation

m,um'u'=m muAdp(u,)
pour tout couple (m, ,u, JEMxU et tout p=um€P (u€EU, mEM), entraine que la mesure do
sur O,(x) vérifie I'égalité
d(Adp(c))=5,(p)dot

pour tout élément pEP.

Le sous-groupe de Levi M étant (non canoniquement) isomorphe a un produit de groupes-
linéaires, une extension immédiate du lemme 3.1.1 entraine que le centralisateur M, de s dans
M est unimodulaire. La partie O,,(s)U de P s'identifie naturellement (en tant que variété variété
w-adique) a l'espace homogéne M \P. Soit diu, une mesure de Haar (arbitrairément choisie)
sur M_. Elle induit une mesure invariante dm \dm sur I'espace homogéne M\\M ([Weil] chap II,
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§9) et l'on note dB la mesure sur O,,(s)U déduite par identification de la mesure (dm\dm)du
sur M\MU. Alors, posant [a,b]=Ada(b)b~" pour tout couple (a,b)€GxG, la relation

Adp(m, " sm, u, )=Admm,~'(s)[(Admm,)~",u]Adp(u, )

pour tout couple (m, ,u,)€MxU et tout p=umeP (uéU, m&EM) entraine que la mesure df3 sur
O,(s)U vérifie I'égalité

d(Adp(B))=35,(p)dp

pour tout élément pEP. Ainsi, df} induit une mesure dy sur I'ouvert dense et AdP-invariant
(proposition 2.2.6.1.(3))

Ox(x)COW(s)U
vérifiant I'égalité
| d(Adp(y))=35,(p)dy
pour tout élément pEP.

On en déduit ([Weil] chap II, §9) l'existence d'une constante c>0 (dépendant clairement de
la mesure dm, que I'on s'est donnée sur M, ) telle que

da=cdy.
Enfin, la partie fermée
(O(s)U~ O,(x))C O(y)U
ayant une mesure nulle pour df3, on obtient 1'égalité
I°(f, x, dg,) = fo,,(x) jK Ad*k, (£)(o)dkda
= 0f, 1 Ji Ak, (D)(7)dkydy
= IM,\M jU L Ad*k, (£)(msmu)dk,, (dm,\dm)du

pdur toute fonction fEC__ (G). Comme I'AdM-orbite de s est fermée dans M (car s est semi-

simple et méme irréductible dans M, proposition 2.2.6.1.(2)), cette expression est absolument
convergente pour toute fonction f€C__(G).

a

Les propositions 3.1.1 et 3.1.2 se généralisent bien entendu a tout groupe isomorphe a un
produit (fini) de groupes linéaires
H GLNi (E) >

1<isr

les F, étant, par exemple, des extensions finies de F. Si H est un sous-groupe de G de ce type,
on note dh la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts
maximaux de H (lesquels sont tous dans la méme AdH-orbite). Si x est un élément de H, et dh_

une mesure de Haar sur le centralisateur H, de x dans H, on définit /'intégrale orbitale au point
x dans H

I"(f,x,dh,)=[ _f(Adh~(x))dh \dh

pour toute fonction f€C__ (H).
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3.2. Propriétés de descente.

Soient (P,A) une paire parabolique de G, U le radical unipotent de P, M une composante de
Levi de P, A le centre de M et K, un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne
position par rapport a (P,A). Soient dk; et du les mesures de Haar respectivement sur K, et U
telles que

vol(K, ,dk, )=vol(UNK,,du)=1.
A toute fonction feC, _(G), on associe le terme K;-invariant de f suivant P, f*€C__ (M),
défini par
£* (m)=38}* (m) [ jU o Ad*k, (f)(mu)dk, du (m eM).

L'intégrale est absolument convergente; c'est méme en fait une somme finie.

La proposition suivante traduit la propriété de descente des intégrales orbitales utilisée pour
établir leur convergence (cf. la démonstration de la proposition 3.1.2).

Proposition 3.2.1. — Soient x un élément de G, M' le sous-groupe de Levi de G associé
aux composantes primaires de x et P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de
M) associé a x (cf- le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P", A le centre de
M, K, un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la
paire parabolique (P,A) de G et s=x,, la composante de x suivant M. Alors, pour toute
mesure de Haar dg, sur le centralisateur G, de x dans G, il existe une unique mesure de
Haar dm, sur le centralisateur M, de s dans M telle que

I°(f, x,dg,)=1"(f",s,dm,)

pour toute fonction f€C,_(G), ou f* désigne le termeK-invariant de f suivant P.
a

On s'intéresse ensuite aux sous-groupes de Levi de G contenant le centralisateur G, d'un
élément x de G donné. La démonstration que nous donnons reprend a l'identique celle de
G. Laumon ([Laum] prop. (4.3.11)) énoncée et démontrée pour x semi-simple.

Proposition 3.2.2. — Soit x un élément de G, dg, une mesure de Haar sur le centralisa-
teur G, de x dans G et L un sous-groupe de Levi de G contenant G,. Soient A le centre de L,
Q un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi L et K, un sous-groupe ouvert
compact maximal de G en bonne position par rapport a la paire parabolique (Q,A) de G.
Alors

I°(f, x,dg, )= (]DL\G (x)|F)—U2 I"(f,x,dg,)

pour toute fonction f€C_(G) ou £ désigne le terme K -invariant de f suivant Q et ou D,
est la fonction sur L définie par (rappel)

D, (f)=det 1-Adt™) (T eL).

Lie(L)\Lie(G) (
Démonstration.

Soit U le radical unipotent de Q et soient dk,, df et du les mesures de Haar respectivement
sur K, L et U telles que

65



vol(KQ ,dk, ) = vol(Lm K,, df) = vol(U NKy, du) =1.
Appliquant la formule d'intégration (cf. [Cart] n° 4.1)
jG F(g)dg= [ LxeKQ F(fuk,)df dudk,

pour toute fonction F intégrable sur G, on obtient (proposition 3.1.2)
1°(F,x,dg, )= [[f | flko ™0™ xbuky )dkodu(dg,\dE)

pour toute fonction fEC__(G). Pour chaque élément t €L, 'application

U U, u (AdT (%) u?(AdE (x))u,
est un isomorphisme de variétés w-adiques, de Jacobien constant

I(x)=J(AdT™(x))
ou
Iy)= IdetLie(U) (1-Ady™ )‘F (yeL).
Ainsi, en effectuant le changement de variables u1=(Adf“(x))"‘u‘lAdf(x)u, on obtient
1°(f,x,dg,) = [[f weong, Ta B B kg) dicg (3(0)\du, )(dg,\ d )

=1 | W Baf Adt’-l(x))"”fQ(Adf-l(x))dgx\df
= (1093, )"") T-(£%,x, dg,)

pour toute fonction fEC__ (G). On conclut en remarquant que,

[Puo(£), =8o(E)I(E))

pour tout teL.

Remarque 3.2.3. — La formule de descente de la proposition 3.2.2 montre en particulier
que, pour toute fonction fEC_ _(G), l'intégrale orbitale I'(f,x,dg ) ne dépend pas du choix du
sous-groupe parabolique Q de G de composante de Levi L ni du sous-groupe ouvert compact
maximal K, de G en bonne position par rapport a la paire parabolique (Q,A) (bien que le terme

K,-invariant de f suivant Q, lui, en dépende).

3.3. Normalisation.

Soit M un sous-groupe de Levi de G; il est (non canoniquement) isomorphe a un produit de

groupes linéaires
M —— GL, (F)x---x GL, (F) (Ni >1, D'N;= N),

1<€i<r

et, pour chaque élément meM, soit
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(m)= H m, (mieGLNi (F))

I<i<r

la décomposition de m a travers cet isomorphisme. Comme
(M,,)=(GLy(F)) x-x(GLy, ().,

pour tout €lément mEM, un €élément sEM irréductible dans M a un centralisateur M, dans M
isomorphe a un produit de r groupes linéaires sur des extensions finies de F. Pour un tel s, tous
les sous-groupes ouverts compacts maximaux de M, sont donc dans la méme AdM,-orbite et,
notant dm, la mesure de Haar sur M, donnant volume 1 a ces sous-groupes, on définit I(.,s)
l'intégrale normalisée au point s dans M par

IM(.,s)=IM(.,s,dms).

Définition 3.3.1. (Normalisation) — Soient x un élément de G, M' le sous-groupe de Levi
de G associé aux composantes primaires de x et P (resp. P") le sous-groupe parabolique de
G (resp. de M) associé a x (cf- le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P", A
le centre de M et K, un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par
rapport a la paire parabolique (P,A). Soient s=x,,€EM la composante de x suivant M (c'est
un élément irréductible dans M, proposition 2.2.6.1.(2)) et dg, la mesure de Haar sur le
centralisateur G, =P",_ telle que

IG(f,x,dgx)=IM(fP,s)
pour toute fonction f€C__(G) (f* désignant le terme K,-invariant de f suivant P). On note
alors 19(.,x) l'intégrale normalisée au point x dans G, définie par

IG(f,x)=IG(f,x,dgx)

pour toute fonction f€C__(G).

Cohérence de la définition 3.3.1.

Stricto sensu, on a seulement besoin de vérifier que la définition de 19(., x) donnée ci-dessus
ne dépend ni du choix de la composante de Levi M de P", ni du choix du sous-groupe ouvert
compact maximal K, (points (1) et (2) ci-dessous). On vérifie aussi que l'intégrale orbitale
normalisée 19(.,x) ne dépend pas vraiment de x mais seulement de l'orbite O (x) au sens ou
IS(.,x)=I%(,y) pour tout élément y€ O(x) (point (3)), et qu'elle est indépendante de l'ordre
arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur I'ensemble des composantes irréductibles du polynéme
minimal de x (point (4)).

Soit U (resp. U") le radical unipotent de P (resp. P").

(1) On suppose que le groupe M est fixé et I'on se donne K, et K;, deux sous-groupes
ouverts compacts maximaux de G en bonne position par rapport a (P,A) (ou A est le centre de
M). Soit p un élément de P tel que K, ,=Adp(K,, ). Soient dK,; et du, (i=1,2) les mesures de
Haar sur K, ; et U telles que

vol(K;;)=Vol(K;,NU, du,)=1, i=1,2.
L'égalité K, ,NU=Adp(K, ,NU) entraine la relation
vol(KP'2 nU, du,) = vol(Adp (KP,l g U) , dul)
=58,(p) vol(AdKP‘I nU, dul) =6,(p),
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et donc l'égalité
du,=5,(p)du, .

Soit dm la mesure de Haar sur M normalisée par
Vol(K,,NM, dm)=1, i=1,2.
Ceci a un sens car K;,;\M (i=1,2) est un sous-groupe ouvert compact maximal de M. Soit dmn,
la mesure de Haar sur le centralisateur M, de s dans M qui donne volume 1 aux sous-groupes
ouverts compacts maximaux de M,. On a donc deux mesures df3, et df3, sur la sous-variété w-
adique O,(s)U de P, déduites respectivement des mesures (dm\dm)du, et (dm\dm)du, par
identification de O,,(s)U avec l'espace homogene M\P. 1l est clair qu'elles vérifient la relation
dB,=38,(p)dpB, .
Par conséquent la mesure df, est I'image de la mesure dB, par 'homéomorphisme de variétés
w-adiques ‘
Ou(s)U— Oy(s)U, B> Adp(B).
On en déduit I'égalité

Ad*k, (D)f(B,)dk, dB, = jOM(s)U .. Ad*p(f)(k,, "Adp(B, )k, , )dk, ,dB,

- Op (8)U ij 2 Ad*k P2 (Ad*p(f ))(Bz )dkp,zdﬁz

J‘OM (8)U JKp,

pour toute fonction f€C__(G).
On conclut en remarquant que

I°(f, x,dg, ) =1°(Ad*p(f),x, dg,)
pour toute fonction fEC_ _(G) et toute mesure dg, sur le centralisateur G, de x dans G.

(2) Vérifions maintenant que la définition 3.3.1 ne dépend pas de la composante de Levi M
de P" choisie. Soient M, et M, deux composantes de Levi de P", et soit A, i=1,2, le centre de
M;. Soit u€U" un élément tel que M,=Adu(M, ). Notant x=su, et x=s,u, (s;€M; et u,€U")
les décompositions de x respectivement suivant M,U" et M,U", on a les relations

s,=Adu(s,)
et
u,=us,'u’lsu, .

Soit K, | un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la
paire parabolique (P,A,) de G et soit K, ,=Adu(K,, ). Il est clair que K, , est un sous-groupe
ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la paire (P,A,). Soit dm, la
mesure de Haar sur M, telle que

vol(KP,lm M,, dml) =1,
et soit dm, la mesure de Haar sur le centralisateur M, de s, dans M, telle que
™ .,s1)=IM‘(.,sl,dm,l)

en tant que distributions sur M,. Alors
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1 (h,s,) = jM. . h(Adu(m,™)Adu(s,)Adu(m, ))dm, \dm,
= IM'I(Ad*u" (b),s,)
pour toute fonction heC_(M,). La relation
Ad*u(£72)= (Ad*u™(£))"

pour toute fonction fEC__(G) (ou f*€C,(M;) désigne le terme K, ; -invariant de f suivant P),
jointe au fait que l'intégrale orbitale I9(.,x,dg, ) définie par une mesure de Haar sur le
centralisateur G, de x dans G est une distribution AdG-invariante sur G, entrainent I'égalité

M (f,s,) =1 (£",s,)
pour toute fonction fEeC__ (G).
(3) L'intégrale orbitale normalisée I15(.,x) ne dépend que de I'orbite O (x) au sens ou
I°(f,y)=I°(f,x)
pour tout élément yE O(x) et toute fonction fEC__(G). En effet, soit y=Ady(x), YEG, un
élément de I'orbite O(x) et soit dg la mesure de Haar sur le centralisateur G,=Ady(G,) de y

dans G telle que I%(.,y)=I%_.,y,dg,) (en tant que distributions sur G). Soit Ady(dm, ) I'image de
la mesure de Haar dm, sur M, par 'Thoméomorphisme de variétés w-adiques

M, —21 (yM'y ")

yMy™? '’

Alors (définition 3.3.1),

I°(f,y) =I°(f,y,dg,)
=IMTOD(£A D) Ady(s), Ady (dm, ))
=1*(Ad*y 7 (£4®), 5, dm,)

pour toute fonction f€ C. .(G) (ou fA®eC__ (Ady(M)) désigne le terme Ady(K,)-invariant de
f suivant Ady(P)). Or

Ad*y (£ 0) = (Ad*y(E))
pour toute fonction fEC, _(G). En définitive,
I° (f, y) =I°(Ad*y (f), x)
=I¢ (f s x)

pour toute fonction f€C, _(G), car la distribution I(.,x) est AdG-invariante sur G.
On peut donc parler de la mesure AdG-invariante sur l'orbite O4(x) induite par la
normalisation 3.3.1.

(4) La normalisation 3.3.1 est indépendante de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1
sur I'ensemble des composantes irréductibles du polyndme minimal de x. En effet, soient P" le
sous-groupe parabolique de M' associé a x, U" le radical unipotent de P", U' le sous-groupe
unipotent de P tel que U=U"U' (produit semi-direct) et P'=M'U" (cf. le numéro 2.2.6). Soit K,
un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la paire
parabolique (P,A) de G. Notant A' le centre de M, il est clair que K, est en bonne position par
rapport a la paire parabolique (P',A') de G. Soit K,.=K,NM'. C'est un sous-groupe ouvert
compact maximal de M' en bonne position par rapport a la paire parabolique (P",A) de M'. On
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peut donc, pour chaque fonction ¢E€C, (M), former le terme K,.-invariant ¢*€C_ (M) de ¢
suivant P"

o% (m) =8, (m) [ Ad*k,.(h)(mu")dk,.du" (meM),
ou §,.. P" — gZ désigne le caractére module sur P" et ou dk,. et du" sont les mesures de Haar
respectivement sur K,. et U" telles que
vol(KP, , dkp.) = vol(U" , du") =
Les relations U=U"U' et K,.=K,NM entrainent alors I'égalité
| () =¢

pour toute fonction fEC, _(G) (ou fF€C_ (M) désigne le terme K;-invariant de f suivant P').
La relation (proposition 3.2.2)

IM'(fP',x>dg (IDM\G(X)‘ ) IG f,x ng)
—(IDM'\G(X)I ) IM( fP )

pour toute fonction fEC_ _(G) et la propriété d'unicité de la proposition 3.2.1, entrainent que la
mesure de Haar dg_sur le centralisateur G,=M, de x dans G est définie comme Il'unique
mesure de Haar satisfaisant la relation

I (h,x,dg,) = (Dune(x)| )\ ™(h™,s)

pour toute fonction heC, (M'). La définition de dg, est donc bien indépendante de l'ordre
arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble B,.

O

Griace a la propriété (4) ci-dessus, on étend naturellement la normalisation 3.3.1 a tout
groupe isomorphe a un produit de groupes linéaires

[IGLy (E)

I<i<r

les F, étant par exemple des extensions finies de F. Si H est un sous-groupe de ce type et h un
élément de H, on définit I¥(.,h), /'intégrale orbitale normalisée au point h dans H, composante
par composante grice a la propriété ([Hari 1] corollary of lemma 16)

C.o{TT6L.(8) |- @, C.n(6L,, (5)

I<i<r

La normalisation 3.3.1 traduisant directement la propriété de descente de la proposition
3.2.1, il est naturel de se demander si elle est compatible avec la seconde propriété de descente
(proposition 3.2.2). Pour répondre a cette question, on aura besoin du petit lemme suivant.

Lemme 3.3.3. — Soit un élément x€G, primaire dans G et soit L un sous-groupe de Levi
de G contenant le centralisateur G, de x dans G. Alors L=G.

Demonstration.

On peut (pér exemple) raisonner en termes de modules.
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Soit L un sous-groupe de Levi de G contenant G, et soit
F'=R,®---®R,
la décomposition de F¥ définissant L, c'est-a-dire telle que
L={geG, g(R,)=R,, k=1,...,1}.
Soit
1,=¢,®---De,

la décomposition de I'élément unité 1, de End(F") en somme de projecteurs e, € End (FV,R, ).
Pour chaque kE{1,...,r}, la condition G,CL entraine que I'élément e, commute a tous les
éléments de G, donc a tous les éléments de Lie(G,) (en effet si HELie(G, ), alors 1+w™H
appartient G, pour un entier m suffisamment grand, donc (@W™™1,+H)EG, commute a e, et
par suite H commute lui aussi a e, ). Par conséquent ([Jaco] corollary 1 of theorem 3.17), pour
chaque k€ {1,...,r}, lidempotent e, appartient au sous-anneau F[x] de End(F). Comme
I'élément x est supposé primaire, son polyndme minimal posséde une unique composante
irréductible Q(T)EF[T] et

F[x] = F[T)/(Q(T)")

pour un entier a=1. Enfin, comme l'anneau F[x] posséde un unique idempotent non nul (la
condition ®(x)*=®d(x) entraine que O(T)*—D(T)=D(T)(1—D(T)) appartient a I'idéal (Q(T))*
et donc que Q(T) divise ®(T)(1—d(T))), on a r=1 c'est-a-dire L=G.

a

Proposition 3.3.4. — Soient un élément XxEG, L un sous-groupe de Levi de G contenant
G,, Z le centre de L, Q un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi L et K, un
sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la paire
parabolique (Q,Z). Alors on a l'égalité entre intégrales orbitales normalisées

IG(f,x)= IL(fQ,x)
pour toute fonction f€C__(G) (f°€C, (L) désignant le terme K ,-invariant de f suivant Q).

Démonstration.

Soit M' le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x et soit P' le
sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M' induit par l'ordre, arbitrairement fixé
au numéro 2.2.1, sur I'ensemble des composantes irréductibles du polyndme minimal de x. (cf.
le numéro 2.2.6). L'élément xEM' est primaire dans M', par conséquent I'égalit¢ G,=M', et le
lemme 3.3.3 généralisé a un produit de groupes linéaires entrainent l'inclusion

M'cLcG.

Soient P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de M') associ€ a x (cf. le numéro
2.2.6). Soient M une composante de Levi de P", A le centre de M, s=x,, la composante de x
suivant M et dm, la mesure de Haar sur le centralisateur M, de s dans M donnant volume 1 aux
sous-groupes ouverts compacts maximaux de M,. Comme I'énoncé de la proposition 3.3.4 est
indépendant du choix de K, (cf. la remarque 3.2.3), la double inclusion ADA'DZ permet de
supposer le groupe K, en bonne position par rapport a la paire parabolique (P,A). Alors
(définition 3.3.1)
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I°(f,x)=I"(f",s,dm,)

pour toute fonction fEC__(G) (ou f* désigne le terme K,-invariant de f suivant P).

Soit U" le radical unipotent de P". Le groupe K,=M'NK, est un sous-groupe ouvert
compact maximal de M' en bonne position par rapport a la paire parabolique (P",A) de M et
l'on peut, pour chaque fonction $¢€C, (M), former le terme K,.-invariant ¢*'€C_ (M) de ¢
suivant P"

6% (m) =85,."? (m).”(xp')xw Ad*k,.(h)(mu")dk,.du" (meM),
ou §,.. P" — g désigne le caractére module sur P" et ou dk,. et du" sont les mesures de Haar
respectivement sur K,. et U" telles que
vol(KP, , dkp.) = vol(U" , du") =1.

Soit dg_la mesure de Haar sur le centralisateur G,=M, de x dans G telle que (proposition
3.2.1 généralisée a un produit de groupes linéaires sur F)

™ (¢ ,x,dgx)=IM(¢P' ,s,dms)

pour toute fonction ¢C__ (M)
Les relations U=U"U" (ou U' désigne le radical unipotent de P') et K,.=K,NP assurant

I'égalité
(£7)" =" (feC..(G))

ou ffeC, (M) désigne le terme K-invariant de f suivant P', la proposition 3.2.2 entraine la
relation

1°(£,%) =1"((£7)"",s,dm,)
=I"(f",x dgx)
(’DM\G(X)' ) IG f,x,dg,)

pour toute fonction fEC_ _(G).

Puis on reprend a l'identique le raisonnement effectué ci-dessus en remplagdant G par son
sous-groupe de Levi L. Le groupe LNP est un sous-groupe parabolique de L de radical
unipotent LNU et LNK,, est un sous-groupe ouvert compact maximal de L en bonne position

par rapport a la paire parabolique (LNP,A) de L. Alors (définition 3.3.1 étendue a un produit
de groupes linéaires sur F)

I'(h,x)=T"(h""",s,dm,)

pour toute fonction heC (L), ou h**€C__(M) désigne le terme (LNK)-invariant de h
suivant LNP. De la méme manicre, le groupe LNP' est un sous-groupe parabolique de L de

radical unipotent LNU' et LNK,, est en bonne position par rapport a la paire (LNP',A"). D'ou
l'on déduit (proposition 3.2.2)

I(h,x) =1"((b*")",s,dm,)
(b, x dg )

™
(‘DM\L(X)l ) h x,dg, )
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pour toute fonction heC__(L) (ou h*"*€C, (M) désigne le terme K, -invariant de h suivant le
parabolique LNP").

On conclut grace la relation (proposition 3.2.2)

1°(f,x,dg,) = (Do @) (£, x, dg,)

pour toute fonction fEC_ (L) et a I'égalité

IDM'\G (x)l ” IDL\G (x)l-m ID ML (x)l-m =1

3.4. Développements en germes au voisinage des éléments semi-simples.

Soit s un élément semi-simple de G et soit
Ac(®)=10:(x)
0<ism

une décomposition standard de A (s) (cf le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k, 0<k<m, on

note
O, = H O, (xi)

0s<i<k

la partie fermée de G formée par l'union (disjointe) des k premiéres AdG-orbites de cette
décomposition.

Lemme 3.4.1. — I/ existe un jeu de fonctions {f,,.£, ,,... £} CC, (G) tel que

(1) supp(f,, )N O, CO(x, ), 0<k=m (supp(f) désignant le support de la fonction f).
(2) I%(f,, ,x,)=8,,, 0=< Lk <m (§,,=0 siizk, §,=1).

Démonstration.

On montre le lemme 3.4.1 par induction sur le nombre d'AdG-orbites de A(s).
Soit un entier ke{0,....m—1}.

Supposons que I'on a construit des fonctions (f), €C, .(G), 0<i<k, vérifiant ies conditions

supp((fi)k)hOi cO4(x;), 0<i<k
IG((fi)k’xj)zsi-.j’ 0<i,j<k

(pour k=0, c'est une trivialité car I5(1,, ,x,)>0 pour toute partie ouverte compacte W de G

d'intersection non vide avec l'orbite O {s)). On veut passer au cran k+1. Soit C une partie

ouverte compacte de G. Alors AdC(x,,,) est une partie ouverte compacte de l'orbite O(x,,, ),

donc de volume a>0 pour la mesure AdG-invariante sur O(x,,, ) induite par la normalisation
3.3.1. Par conséquent la fonction
V=00,

appartient a C__(O4(x,,,)) et satisfait I'égalité

(50 =1.
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Comme O,,, est une partie fermée dans G et O4(x,,,) une partie ouverte dans O, ,,, la fonction
(2 valeurs complexes) sur O, ,, prolongeant \y par 0 sur O, ,,—O(x,,,) appartient a C__(O,.,,),
donc il existe une fonction heC__(G) qui vérifie

hloc(xkﬂ) =V
supp(h) " O,,; = Og (xk+1)
On définit alors les fonctions (f)),,,€C, .(G)

(fea)in=h
{(fi)kﬂ =(£), —I°((f)s> X4y )b, 0<i<K

En définitive, les fonctions f;=(f;),,, 0<i<m, répondent a la question.

a

Corollaire 3.4.2. — Pour tout entier a=1, il existe un jeu de fonction {f .f ,....£_}
contenu dans C, (sK*) et vérifiant les conditions (1) et (2) du lemme 3.4.1.

Demonstration.

Les conditions (1) et (2) du lemme 3.4.1 ne dépendant pas vraiment des éléments x;EA(s)
(0<i<m) mais seulement des orbites O(x,) induites par ces ¢léments, on peut supposer que la
famille {x},.;.. est contenue dans le voisinage ouvert compact sK* de s dans G.

On reprend a l'identique la démonstration du lemme 3.4.1.

Soit un entier k€ {0,...,m—1} et supposons que I'on a construit des fonctions (f;),€C_ . (G),
0<i<k, vérifiant les conditions

supp((f;), )= sK*
supp((£;), )~ 0. = Os(x;), 0<i<k
IG((fi)p"j)=5i,J~, 0<i,j<k

(pour k=0, c'est une trivialité car I°(1,, ,x,)>0 pour toute partie ouverte compact W de sK*
d'intersection non vide avec O(s), donc en particulier pour W=sK?*). Pour passer au cran
suivant, considérons une partie ouverte compacte-C de G telle- que la partie- AdC{x; ., ) soit
contenue dans sK* (par exemple C=KP" pour un entier b=a suffisamment grand). On définit
alors la fonction y€C__(O(X,,,)) comme dans la démonstration du lemme 3.4.1. Comme la

partie AdC(x,,,) est ouverte dans O, ,NsK*, et comme O, ,NsK* est fermée dans sK?, il
existe une fonction heC, (sK*) telle que

hloo(xkd) = W
supp(h) N O, ,, =O4 (xk+1)

Les fonctions (f)), ,, définies dans la démonstration du lemme 3.4.1 ont alors toutes un support
contenu dans sK* et le corollaire 3.4.2 est montré.

O
Soit s un élément semi-simple de G. Deux fonctions complexes f et h définies
respectivement sur un voisinage V; et V, de s dans G sont déclarées (G,s)-équivalentes s'il

existe un voisinage WCV, NV, de s dans G sur lequel f et h coincident. On rappelle qu'une
classe de (G,s)-équivalence est un germe de fonction au point s dans G. On note [f{.)];, la
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classe de (G,s)-équivalence d'une fonction f: G — C. 1l est clair qu'une action 1: G = Aut(G)
induisant une action t* sur les fonctions £ G — C (cf le numéro 1.3), elle induit aussi une
action sur les germes, notée encore t* et donnée par t*g([f(.)], )=[v*2(H)()] g+, (BEG).

Proposition 3.4.3. (Développement en germes) — Soient s un élément semi-simple de G et
H(s) une famille (arbitraire) de représentants dans G des AdG-orbites de As). Alors, pour
chaque x€ F{(s), il existe un unique germe de fonction [a,(.)]l,, (ne dépendant que de l'orbite
O4(x) et pas du choix de la famille (s)) au point s dans G tel que

(e, = 2 el

X Er(s

pour toute fonction f€C__(G). De plus, pour chaque x€ Hs),

S (CNOT Iy N

pour tout élément g€ G.

Deéemonstration.

Existence. Soit

Ac(®)=J10s(x;) (x:F(s)
0<i<m
une décomposition standard de A (s) (c'est-a-dire qu'on ordomne l'ensemble F{s) de telle
mani€re que la décomposition ci-dessus soit standard) et soit{f, .f,,,... £  }CC__(G) un jeu de
fonctions qui vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition.
Soit f€C, _(G) et soit n€C,_ (G) la fonction définie par

n=f- > I°(f,x;)f.;.
0<i<m

Les intégrales orbitales I5(n,g) de la fonction 1 sont nulles pour tout gEA(s). Par conséquent
([Vign] prop. 2.1), il existe une fonction yEC(G) qui coincide avec 1 sur A (s). Comme la
fonction y—n est nulle sur A(s), on peut appliquer le lemme 2.4 de [Vign] et conclure a
I'existence d'un voisinage ouvert, AdG-invariant et compact modulo conjugaison (c'est a dire
contenu dans AdG(C) pour une partie compacte C de G) de s dans G sur lequel y—n est nulle
(I'article de ML.F. Vignéras est €crit pour la caractéristique 0 mais la démonstration de ces deux
résultats est indépendante de la caractéristique).
Ainsi, les germes
[19(f,

si2°

)] , 0<i<m,
G.s
vérifient 'égalité

[C0.)], = Z1°0.x)°E ),

0<sism

pour toute fonction heC__ (G).
Unicité. Soit

Ags(s)= Hoo(xi) (xi EF(S))

0<i<m

une décomposition standard de A(s). Supposons qu'il existe, pour chaque entier 0<i<m, un
germe de fonction [a,(.)];, au point s dans G, tel que
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2 10(E,x 2], =

0<ism

pour toute fonction fEC__(G). Soit {f, .f ,,... £} CC_ .(G) un jeu de fonction vérifiant les
conditions du lemme 3.4.1 pour la decomposmon de A4(s) ci-dessus. On a alors

0= ZIG( sk 2 l)[a ( )]G.s [ k( )]Gs
0si<m
pour chaque entier 0<k<m.

Indépendance quant au choix de H(s). Soit E(s) une autre famille de représentants dans G
des AdG-orbites de A(s). Pour chaque yE &(s), soit [a'(.)];, le germe au point s dans G
associé a y pour la famille #(s) (grace aux propriétés d'existence et d'unicité montrées ci-
dessus) et pour chaque x€ F(s), soit y(x)€ E(s) I'élément défini par y(x)= O (x)NE(s). Alors,
la propriété d'invariance (3) de la normalisation 3.3.1 entrainant la relation

o, = 3 )L,
= Z IG(f x)[ )'(x)( )]

x€F(s)

pour toute fonction fEC_(G), l'unicité des germes [a(.)];, (XE#(s)) montrée ci-dessus

entraine 1'égalité
[ax(.)]G,s = [a'y(ﬂ(')]e,s

pour tout élément x€ F(s).

Propriété d'invariance. Quant a la derniére assertion de I'énoncé 3.4.3, grice a nouveau a la
propriété d'invarince (3) de la normalisation 3.3.1, on a

Adg([r°(£, ')]o;) it [Ad*g (1°(£, ‘))]cmg(s) =[°(F, ')]GA@(‘)

pour toute fonction fEC__(G) et tout élément gEG. Par conséquent, le développement en
germes au point s dans G entraine la relation

[IG (f s ,)]GAdg(s) = x;ﬂs) I° (f R x)Ad*g ([ax(. )]‘G_s)

pour toute fonction fEC_ (G) et tout élément gEG, et l'unicité du germe [a,(.)] gy (XE FH(5))
au point Adg(s) dans G entraine 1'égalité

Ad*g ([ax(.)]m) =[ax(-)]c,mg(s)

pour tout X€ f{s) et tout gEG donc pour tout couple (x,g)EA(s)xG.

Remarque 3.4.4. —

(1) On a une autre propriété d'invariance (des supports), liée a la propriété d'invariance
montrée ci-dessus. Fixons un élément s semi-simple dans G, une famille {s) de représentants
dans G des AdG-orbites de A (s) et, pour chaque xE f{s), un représentant a_: G— C du germe
[a,(.)];, au point s dans G. Alors pour tout élément gEG la fonction Ad*g(a, ): G— C est un
représentant du germe [a ()]G4, au point Adg(s) dans G (c'est la propriété d'invariance ci-
dessus). De plus, si I'on fixe fEC__(G) et g€G, alors V(s,f) est un voisinage ouvert de s dans
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G tel que I%(£y)=Z, . ,, I%(£x) a,(y) pour tout élément yEV(s,f) si et seulement si Adg(V(s,f))
est un voisinage ouvert de Adg(s) dans G tel que I°(£y)=2, - I9(£x)Ad*g(a, Xy') pour tout
élément y'EAdg(V(s,f)). Bien entendu, si I'on prend pour chaque représentant a, une intégrale
orbitale sur G, cette remarque est une trivialité.

(2) Les germes [a(.)];, (XEAL(s)), en tant que germes d'intégrales orbitales sur G
normalisées comme en 3.3.1, dépendent de cette normalisation. On verra plus loin (corollaire
4.2.2) qu'il existe une normalisation des intégrales orbitales sur G induisant des germes
constants sur chaque nappe de G.

O

3.5. Homogénéité des germes au voisinages des éléments centraux.

Pour tout élément t€ O— {0} (F* étant naturellement identifié au centre de G) et toute
fonction f€C, _(AdG(K')), on note f'€C,_ ,(AdG(1+tg")) la fonction définie par

£'(1+ tx)=£(1+ x) pour tout xeAdG(g")
f'(g)=0si g eAdG(1+tg") '

Lemme 3.5.1. — Soient ue‘U et t€ O—{0}. alors
19(8*,u) = & 15 g )

pour toute fonction f€C_ _(AdG(K).

Démonstration.®

Quitte & conjuguer l'unipotent u dans G, on peut supposer que u=u,,, pour une partition
ordonnée (a)=(a, =0, = -+ =0, ) de N (cf le numéro 2.1.3). Soit n I'élément nilpotent de G
défini par n=u—1 et soit la matrice diagonale par blocs y=diag(y, ,...,y, ) donnée par

(1 0 --- .- 0 )
0 t :
y;i=[: . . .1 |eGL, (F), I<i<r.
: t%? 0
0 - - 0 ta;—I)

On vérifie sans difficulté que Ady~'(1+n)=1+tn. Ainsi
1°(f',u) = Lu\c f'(g'ug)dg, \dg
= ‘detLie(G“)\Lie(G) (Ady) . _[G“\G f'(g”'y 'uyg)dg,\dg
= .detLie(Gu)\Lic(G) (Ady)‘F I1°(f ,u)
pour toute fonction feC, (AdG(K'). Comme

‘detLie(G)(Ady)l =1,

() Si 1a caractéristique p du corps F est > N, alors n est I'un des générateurs d'une sous-algébre de Lie de g
isomorphe 4 sl, (F) (théoréme de Jacobson-Morosow) et I'on peut facilement adapter le travail de J. Rogawski
([Roga] lemma 7).
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le probléme se raméne a montrer I'égalité

‘det Ady™ )L =|[t|&m Q™2

Lie(G,) ( F

Ce résultat est bien connu (et souvent cité), mais comme nous n'avons trouvé aucune
référence dans la littérature, nous proposons ci-dessous une démonstration.

Soit
{0} = Vu,O < Vu.l c-c Vu.r = FN
le drapeau de F¥ défini par
V,; =ker (n':F¥ > F")

pour chaque i€{0,1,...,r}. Soient P=P, le sous-groupe parabolique de G associ¢ a u, U le
radical unipotent de P, M la composante de Levi semi-standard de P et {W,},_;_ la famille de
sous-espaces vectoriels de F¥ telle que

{vufwieav i=1,...,1

u,i-1 2

M={p eP, pW,=W,, i=l,...,r}'
Pour chaque couple (i,j)€{1,...,r}x{1,...,r}, soit W;; le sous-espace de g défini par
W, ;= HomF(Wj,Wi).
Ainsi,
Lie(U) =0, W;; C Dpcicjer Wij= Lie(P).
Pour chaque entier i€{2,...,r}, notons
n,:W, ->W_,

I'injection induite par la restriction de n 8 W, (cf. la remarque 2.1.4.3). Pour tout élément x
appartenant a Lie(P), on note x=&,_;_;_ X;; la décomposition de x suivant & W, On sait

1<i<j=r

que le centralisateur G, de u dans G est contenu dans P (proposition 2.2.6.1). Avec la notation
[a,b]=Ada(b)b* ((a,b)€GxG) et la convention n,=0=n_,, on a

[n , ij]=nioij —X;;on
pour tout couple d'entiers (ij) tel que 1<i<j=<r et tout élément x,;EW, ;. Par suite
[n , x] = leisjg n;oX;; = X;;°n;,
= leistr-l D ° X jn ~ X %Dy
pour tout élément xELie(P). D'ou I'on déduit
Lie(G,)= {x eLie(P), n;,,°X;, 0 =X on; V (i,j) tel que 1<i<j<r- 1}.
Pour chaque entier i€ {1,...,r}, soit E, le sous-espace vectoriel de Lie(P) défini par

r—i
E; = S?lwuk,uk

) En voici une autre, tellement plus simple, indiquée par J.L. Waldspurger: l'espace Lie(G,)\Lie(G) est
symplectique pour la forme bilinéaire (X,Y)+> Trace(n [ X, Y ]) et Ady en est une similitude de rapport t.
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et soit d, la dimension du F-espace vectoriel Lie(G,)NE,. Comme les applications n, (2<k<r)
sont injectives, pour chaque i€{1,...,r} I'espace vectoriel Lie(G,)NE, s'identifie naturellement
au sous-espace de W, ; formé par les €léments x, ,EW  ; tels que

Xy (ni+1 Oce-omy,y (\Ni+k )) cn,o--com (Wl+k )

pour chaque k€ {1,...,r—i}. Un calcul facile entraine alors (avec la convention a_,,=0)
di: leks].,.,_i&’k(&Hk—l _&'i+k) (1 E{l,...,f}),

En remarquant que la restriction de l'application Ady™' au sous-espace E, i€{1,....r}) de g
agit scalairement par multiplication par t*~!, on obtient la relation

‘detue(c,,)(Ady—l)'F = l;_[ ’detLie(Gu)r\Ei (Ady-l)

-1

1<isr

F

avec

Z ("1)di = Z &k( Z (i‘l)(&m-l’&m))

I1<isr 1sksr I<isSr+1-k

=z

1<k<r k+1<Si<r

=1/2 (N’ - a:)

1<k<r

=1/2dim(Q, ).

D'ou le lemme 3.5.1.

Proposition 3.5.2. — Soit

As(D)= H Oc(ui)
0<i<m
une décomposition standard de l'ensemble des éléements unipotents de G et soit un jeu de
Jonctions {f,.f ,,...f . YCC_  (G) vérifiant les conditions du lemme 3.4.1 pour cette
décomposition. Alors il existe un voisinage W de 0 dans § tel que pour chaque i€ {0,...,m},

19(f,, 1+ X) =[O (%)) g 14 x)

F

pour tout XEW et tout t€ O—{0}, Ux désignant le radical unipotent du sous-groupe
parabolique de G associé¢ a 1+ X .

Deéemonstration.

S'agissant d'un résultat portant sur les germes d'intégrales orbitales au point 1 dans G, on
peut supposer (griace a la propriété d'unicité de la proposition 3.4.3) que le jeu de fonctions
{fo.f,,,..fi} Vérifiant les conditions du lemme 3.4.1 pour la décomposition standard de
A,(1) de I'énoncé est contenu dans le sous-espace C_(K') de C__(G) (corollaire 3.4.2).
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Soit un élément 1+ X=x€K" fixé. Montrons que pour toute fonction fEeC_, (AdG(K')) et
tout élément t€ O—{0}

1°(f',1+tX) =t * P I°(f ,1+X)

ou U=U, est le radical unipotent du sous-groupe parabolique P de G associé a x.

Soient M' le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P" le sous-
groupe parabolique de M' associé a x et M une composante de Levi de P". Alors, pour tout
élément t€ O— {0}, G,, =G, =P", et, notant X,,ELie(M) et X, ,ELie(U) les éléments tels que
I'ou ait I'égalité X=X, +X,,

14+ X = (14X, )1+ (14 X,,) " Xy )

1+ X = (1+ X, )1+ 1+ 1%,,) " X )
Pour tout élément t€ O— {0}, il est clair que M’ est le sous-groupe de Levi de G associ€¢ aux
composantes primaires de 1+ tX €K' et que P" est le sous-groupe parabolique de M' associ¢ a
1+tX. Si t#1, les composantes irréductibles du polyndome minimal de 1+ tX peuvent étre
distinctes de celles de x et le sous-groupe parabolique P(t) de G associé a 1+ tX (dépendant
de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur 'ensemble de ces composantes) peut a priori
étre distinct de P. On peut, sans perte de généralité (grice au point (4) de la définition 3.3.1),
supposer que P(t)=P pour tout t€ O—{0}. Soient A le centre de M et K, un sous-groupe

ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la paire parabolique (P,A) de G.
Soient dk,, dm, du les mesures de Haar respectivement sur K;,, M et U normalisées par

vol(KP , dkp) = vol(M K, dm) = vol(U NK;, du) =1
Alors, pour toute fonction fEC__(AdG(K")) et pour tout t€ O— {0},
I°(F,1+X) =T"((£'),1+1X,)
o W (£) (™ (1+tX  )m)dm, ., \dm

ou (f')" désigne le terme K,-invariant de f' suivant P et ou la mesure de Haar sur le
centralisateur de I'élément 1+X,, dans M est celle définie en 3.3.1. Or

() (m™ 1+ X)m) = 8(1+1X,, ) det o (Adwmi, (£))((1+6X,, Ju)dudk,
= 8)7(1+1X,) |det,,. () (Adm™)|_ Ix, (], (Ad*mic, (£))' (14X, Ju)du) dic,
et, notant dN la mesure de Haar sur Lie(U) normalisée par vol(Lie(U)N g°)=1,
[, @' (1+Xy,)u)du = LG(U) @' ((1+tX,,)(1+N))dN
= @' (1+tX,,+(1+tX,, )N)dN

Lie(U)
==

Li.e(U)

(Adm™ | I

e o) (1 +tX +t(1+ XM)N)dN
=l [ ®((1+X,,)u)du

pour toute fonction ®€C__(AIG(K')) car

det,; v, (1 +tXy )IF': ldetLiC(U) (1 +Xn )|F= !

On obtient I'égalité
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I°(f, 1+tX) = [t * (£, 1+ X)

pour toute fonction fEC__(AdG(K')) et pour tout €élément tEO—{0} en reprenant le
développement ci-dessus dans l'autre sens.

Soit une fonction feC__(AdG(K')). Alors, pour chaque élément t€ O—{0}, il existe un
entier 1(f,t) tel que (proposition 3.4.3 et lemme 3.5.1)

I°(£,14tX) = > I°(f',u; ) I°(£,;, 1+tX)

0<ism

= 3 [0t 16 (£ 1w ) 15(F,,, 1+1X)

0<i<m

pour tout X€ g 1l est clair que cet entier r(f,t) ne dépend en fait que de fet [t|..

Pour chaque élément t€ O—{0}, soit r(t)=max{r(f,,t),...,1(f, ,,t)}. Le développement en
germes ci-dessus appliqué aux fonction f; aux points 1+tX (t€EWO* et XEG") ou r=r(w),
joint a la formule dhomogénéité montrée ci-dessus, entrainent I'égalité

ItIFm(Ux) 1¢ (fl.i ,1+X)= lt‘:m(OO(ui))/z I¢ (f,,i,1+tX) (OSiS m)

pour tout tEW O et tout XEAAG(g"). Comme tg'= g™ C g* pour tout tEWO* et comme

dim(U,)=dim(U,) pour tout t€ O—{0} et tout X€AdG(K, ), par itérations successives on
obtient la formule dhomogénéité

19(f,; ,1+tX)= ) (O ) )IG(f 1+X)

1,i>

pour tout tEP—{0} et tout XEAAG(J'). En notant y l'entier défini par y=sup(r(1),r(w@)),
cette formule est valable pour tout t€ O—{0} et tout X€AdG(g”); par conséquent le
voisinage W=AdG((g") convient et la proposition 3.5.2 est montrée.

O

Pour tout élément g€G et toute fonction fEC,  (G), rappelons que A*g(f)eC, . (G) est la
fonction définie par

(?»*g(f ))(x) =f (g“x) (x eG).
La translation a gauche par des éléments de F* (identifié au centre de G) commutant a l'action
par conjugaison, il est clair que
I°(f, x) =I°(A*z(f), zx)
pour tout couple (z,x)EF*x G et toute fonction feC__(G).

D'ou la variante suivante de la proposition 3.5.2.

Corollaire 3.5.3. (Homogeénéité des germes) — Soient zEF* (identifié au centre de G),

As(z)= I_I OG(Zui)

0<ism

une décomposition standard de A((z) et {f,,.f,,,....f,,, }CC, (G) un jeu de fonctions qui

vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition. Alors il existe un voisinage

W de 0 dans g tel que
1°(f;

zi o PR

14+6X) = OO ) o g 14 x)
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pour tout XEW, tout t€ O—{0} et tout i€{0,...,m}.

3.6. Indépendance linéaire des germes au voisinage des éléments semi-simples séparables.

Commengons par un lemme technique de descente des intégrales orbitales non normalisées
au voisinage dans G, d'un point semi-simple séparable de G.

Lemme 3.6.1. — Soit T un tore maximal de G, s un élément de T et f€C__(G). Alors, il
existe une fonction FEC__(G,) et un voisinage (2 de s dans T tels que

{F(s) =1°(f,s)

IG(f,t)=IG'(F,t) pourtout teQ NG,

Démonstration.

Il s'agit essentiellement d'utiliser la propriété suivante ([Hari 1] lemma 19 ou [Roga] §1,
lemma 1): il existe un voisinage ouvert W; de s dans T tel que, pour toute partie compacte X
de G, il existe une partie compacte C=C(X) de G telle que

Adx Y (w;)NX = 0) = x€G,C.
Soit X=supp(f) et C=C(X) une partie compacte de G vérifiant la propriété ci-dessus. On

peut supposer que C est ouverte dans G. Pour toute fonction heC__(G), on définit la fonction
h, €C, .(G,\G) par

h(s) (X) = -"G_ h(gsx)dgs )
ou dg, est la mesure de Haar sur G, telle que 'on ait 1'égalité
I°(.,s,dg,)=I°(,s)

(en tant que distributions sur G).

Soient ¢€C, . (G) telle que ¢, soit la fonction caractéristique de G,C et FEC__(G,) la
fonction définie par

F(g,)= IG d(g)Ad*g(f)(g, )ds -
Alors,
F(s) = [ o(e)f(s7'sg)ds
= [fascpee, HE2)(e'5E)(d8,\de)de,
= J1o b ®f(ese)dz\dg
= IG (f , S) .
Soit un élément t€(w;NG,,) et soit dg; une quelconque mesure de Haar sur G,=T. Alors,

1°(f,t,dg; ) =1%(F,t,dg,)
car
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1°(f,t,dg;) =] Ad*g(f)(t)dg,\de
= Jo oo, Ad*E.8(0)(D)(de,\dg)(de \dg.)
= [110 o, 40 (£A02, 2(5)0)(de. ) der\de.)
=] fm_ ¢(g)Ad*g, g(f)(t)dg(dg, \dg, )
= [ Ade.()(t)dg,\dg, .

En particulier, si l'on prend pour dg; la mesure de Haar sur T donnant volume 1 au sous-
groupe ouvert compact maximal de T, on obtient (normalisation 3.3.1)

I°(f,t)=1%(F,t)
pour tout élément tew,NG,,.

]

Proposition 3.6.2. (Indépendance des germes, cas séparable) — Soit s un élément de G
semi-simple_séparable et “U(s) une famille de représentants des AdG,-orbites unipotentes de
G,. Pour chaque élément u€U(s), soit a,,: G — C un représentant du germe [a_(.)];, au
point s dans G. Supposons qu'il existe une famille de nombres complexes {c, },cq, €t un
voisinage W de s dans G tels que

> c,a,,(x)=0 pourtoutx eWN G, ;
uell(s)

alors c,=0 pour tout u€ U(s).

Démonstration.
Soit

As(s)= HOG(sui) (uieu(s))

0<i<m

une décomposition standard de A(s) et soit {f, £ ,,...f, }CC_ . (G) un jeu de fonctions qui
vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition. Soient c,,...,c_,, m+ 1 nombres
complexes et W un voisinage de s dans G tels que

> cI%(f,;,x)=0 pourtoutx eWnG,, .
0<i<m
Soit f€C__(G) la fonction définie par
f= Z cif;-
0<ism
Ainsi, I%(f, x)=0 pour tout xEWNG, et le probléme se ramene 4 montrer que 1(f,su;)=c,;=0
pour chaque 0<i<m. On traite séparément le cas i=0 et le cas 1IE{1,...,m}.
(1) Le cas i=0. On a un isomorphisme (non canonique)
G,=GL, (F)x--xGL, (F,), Y [E:F|N,=N,
I1sisr

pour des extensions finies séparables F, ,...,F, de F. Soit TCG, un tore maximal de G elliptique
dans G, (au sens ou chaque composante T, de T a travers cet isomorphisme est compacte
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modulo F¥). Le lemme 3.5.1 nous permet d'affirmer I'existence d'une fonction F, dans C, (G,)
telle que

I(E ,5)=F(s)
et
1°(f,x)=I%(F,,x)

pour tout xETNG,; suffisamment proche de s. Une extension immédiate de la proposition
3.4.3 entraine l'existence d'un développement en germes au point s dans G,
IG' (FO aY) = ZIG. (Fo H Sui)bi (Y)
0<ism
pour tout yEG, suffisamment proche de s (ou, pour chaque i€ {0,...,m}, la fonction b;: G, - C
est un représentant du germe de fonctions au point s dans G, associ¢ a I'élément su;). La

formule dhomogénéité des germes au voisinage des éléments centraux (corollaire 3.5.3),
entraine enfin I'existence d'un voisinage ouvert compact V de 0 dans Lie(G,) tel que

0=1%(F,,s(1+v))

= Y 1% (E, ,su;) b (s(1+v))

0<i<m

= S I%(E,, su, ) a0 b, (s(1+tv))

0<i<m

pour tout v€ Vtel que (1+v)ETNG, et pour tout t€ O (identifié 4 un sous-groupe du centre
de Lie(G,)).

On sait qu'il existe une constante ¢ non nulle indépendante de T telle que b (y)=c pour
tout yeTNG,, suffisamment proche de s (extension immédiate a s central du résultat montré
par G. Henniart pour s=1 ([Henn] appendice 3)). Pour chaque t€ O, la partie T(t)CT définie
par T(t)=TN{s(1+tV), vEV} est un voisinage ouvert compact de s dans T et T(t)NG,, est
un ouvert dense dans T(t). On peut donc dans la demiére égalité de la formule ci-dessus faire
tendre s(1+tv) (t >0, v€ V) vers s dans TNG,,,. Par passage a la limite, on obtient

0=1%(F,,s)=F,(s)=1°(f,s).

(2) Le cas i€{1,...,m}. On pose u=u, Soient M’ le sous-groupe de Levi de G associé aux
composantes primaires de su et P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de M')
associé a su (cf le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P" contenant s, A le
centre de M et K, un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport
a (P,A). Soit TCM, un tore maximal de G elliptique dans M, (c'est a dire compact modulo A),
et soit dg, la mesure de Haar sur T qui donne volume 1 au sous-groupe ouvert compact
maximal de T. Une généralisation immédiate du lemme 3.6.1 au groupe M nous permet
d'affirmer I'existence d'une fonction FEC_ (M, ) telle que

I™(f",s)=F(s)
et
IM(fP,x)=IM'(F,x)

pour tout x € TNM, . C TNG,, suffisamment proche de s (f'€C, (M) désignant le terme K-
invariant de f suivant P).

En notant que
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0=I°(f,x)=T"(f",x)

pour tout x€ WNTNG,, le raisonnement effectué ci-dessus pour i=0 entraine

0=I"(F,s)=F(s)=T"(f",s)=I°(f, su).

3.7. Commentaire.

On va voir (numéro 4) que, modulo une approche un peu différente de celle développée
dans le numéro 3, on peut prouver la proposition 3.6.2 pour les éléments de G semi-simples
inséparables. On a jusqu'a présent suivi d'assez prés, en la modifiant au besoin pour l'adapter a
nos objets, la théorie développée en caractéristique 0. Pour aller plus loin et aborder la
question vraiment intéressante — que se passe-t-il de si mystérieux au voisinage des éléments
inséparables ? — on a besoin d'une construction différente, permettant de traiter indistinctement
les €léments séparables et inséparables. Cette construction nous est suggérée par la
décomposition de G en nappe de Dixmier. On va en effet définir, de la méme maniére qu'on I'a
fait pour IS(.,.), une normalisation JS(.,.) des intégrales orbitales dans G induisant, pour toute
fonction f€C__(G), une application x > J(£x) localement constante sur chaque nappe.
L'indépendance des germes au voisinage des éléments semi-simples inséparables (comme la
caractérisation des intégrales orbitales sur G et le théoréme de densité des intégrales orbitales
régulieres semi-simples séparables dans l'espace des distributions AdG-invariantes sur G)
découlera alors directement de cette normalisation.

4. Une bonne normalisation des intégrales orbitales.
Caractérisation, indépendance des germes et théoréme de densité.

4.1. On montre une propriété de stabilité des intégrales orbitales "voisines” (en un sens que
I'on précisera) d'un élément irréductible de G. 1l s'agit essentiellement d'utiliser les techniques
d'approche d'un tel élément développées par C.J. Bushnell & P.C. Kutzko dans [Bu-Ku].

Soit s un élément-irréductible de G et soient:

— E=F[s]Cg, l'extension (non nécessairement séparable) de F engendrée par s.

— Wy une uniformisante deE.

— O, l'anneau des entiers de E et P=w0_O; I'idéal maximal de O;.

— a=End(E) et @*=Aut.(E) le groupe multiplicatif de a.

— A =A°1O,-ordre héréditaire principal de & normalisé par E*.

— Ai=w A, i€Z, les puissances du radical de Jacobson A' de A.

— b=End,(F") le commutant de s dans g.

— G=@G" I'O.-ordre héréditaire principal de g normalisé par E* (au sens ou Adx(G)=G
pour tout xEE*) tel que B=DB°=bPNG soit un Op-ordre héréditaire maximal de b.

— G'=w/G, i€Z (resp. B'=bNG', i€Z), les puissances du radical de Jacobson G' de G
(resp. les puissances du radical de Jacobson B'=pNG' de B ([Bu-Ku] prop. (1.2.4)).

— V'@ — Z la hauteur sur g relativement 4 G définie par

vg(x)=max{i€Z, x€G'}

et v,: & — Z la hauteur sur & relativement a ‘A définie par
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v (x)=max{i€Z, x€ A'}.

On peut voir G comme le stabilisateur dans g d'une chaine de O -réseaux L={L,, i€Z}
dans F". Soit W le F-sous-espace vectoriel de F¥ engendré par une E-base {w,,...,w,} de F".
L'inclusion de W dans F" jointe a l'action de s sur F" induisent un isomorphisme (canonique) de
F-espaces vectoriels

EQ W=F", (1)

un isomorphisme de F-algébres
End,(E) ® End (W)=g, 2)
et un isomorphisme de (&, b )-bimodules, appelé (W,E)-décomposition de g ([Bu-Ku] (1.2.6))
a®.b=g. (3)

Si, de plus, on suppose que {w,,...,w,} est une O, -base ([Bu-Ku] déf. (1.5.6)) de la chaine de
réseaux £ vue comme chaine de O -réseaux dans le E-espace vectoriel F¥ (cette supposition a
un sens car E*-normalise G) alors ([Bu-Ku] prop. (1.2.9)) lisomorphisme 4.1.(3) ci-dessus
induit un isomorphisme de (A, B)-bimodule

A®, B=G. 4)

et, par restriction pour tout i€Z, un isomorphisme de (A,B)-bimodules ([Bu-Ku] corollary
(1.2.10))

A®, B =G, &)
On note (restons fidéles aux notations de [Bu-Ku])
JIEY. SRV (6)
Iinjection de @ dans g prolongeant l'injection E — g (le corps E étant canoniquement inclus
dans l'algebre @).
L'idée est de montrer que, pour toute fonction fEC,  (G) fixée, I'intégrale orbitale
X IG(f,x,dgx)

est, modulo une bonne normalisation des mesures de Haar dg , localement constante au
voisinage de s dans 1,(a*). Pour ce faire, on introduit les réseaux N, ([Bu-Ku] def. (1.4.3)),
lesquels permettent de contrdler assez finement (pour le propos qui nous intéresse) le
comportement des éléments voisins de s sous l'action de G par conjugaison.

Pour chaque k€Z, on définit I' Op-ordre de g (resp. I'O,-ordre de &)
N (s,G)={x€qG, sx—xs€G-}CG
(resp. N (s, A)={xEA, sx—xs€ A }CA).
On note k(s,G) (resp. k,(s,-A) l'exposant critique ([Bu-Ku] def. (1.4.5)) défini par
ky(s,G)=max{ keZ, N (s,G)zB+G'}
(resp. ki(s, A)=max{ keZ, N (s,A)z O, +A'}).
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Alors ([Bu-Ku] prop. (1.4.13)) k,=k(s,-A)=k/(s,G) et la (W,E)-décomposition 4.1.(4)
entraine par restriction pour tout k€Z, un isomorphisme

N (5, A) @0 B=N (s,6). Y
Pour simplifier I'écriture, on note
NA)=N ko(s,.ﬁ)
et

N(G)=N . (s,6)-

Lemme 4.1.1. — Soit W le voisinage ouvert compact de s dans &* défini par
w=s+ Ak

et, pour chaque élément xE1, (W), soit dg, la mesure de Haar sur le centralisateur G, de x
dans G telle que

vol(G, (1+ @, N(G)), dg,\dg) =

Alors, pour toute fonction f€C__(G), le germe de fonctions au point s dans 1, (@)

X > [IG(f,X,dgx)]tw(aX).s

est un germe constant.

Démonstration.
Soient un entier a=1 et un élément geG tel que
Adg™'(s) e s+G***,

et soit t=v(g) la hauteur de g sur g. Alors la relation

a+ko+t

sg—gse @
entraine ([Bu-Ku] corollary (1.4.10)) I'existence d'un élément
x € BHN(G)=w;"" N(G) =G
tel que sg—gs=sx=xs. Ainsi y=(g—x)€ G,N G'=G,NB" et I'on a montré la relation

(Adg™ (s) e s+G**™* ) = (g € Gs(l + wE'.’]\f(G))) .

Réciproquement,

(1+y)s(1+y) " =s+(sy - yS)(Z -1y’ ) € s+ A
i20
pour tout élément ye ;N (G) D'ou l'on déduit I'égalité
{g€G, Adg™(s)e s+G***}= G,(1+w5'.7\f(§)).

Pour tout entier a>1, on considére les strates simples ([Bu-Ku] def (1.5.5)) dans g et dans
a respectivement deﬁmes par

87



Q.(S,g )= [g’_r’_(ko +a)’ S]

et
Q (s, A)=[A,—r1,—(k,+2), s]

avec 1=vg(s)=V ,(s). Comme I'¢lément s est elliptique dans @, on a, pour tout entier a=1, une
formule pour le @*-entrelacement de la strate Q (s, A)

JH(Q.(S,.A)) Z{h €a*, Adh7(s+ A% ) s+ Ak = @}
relativement plaisante ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))
Tu(Q(s,A)) =E*(1+w@,* N (A))
={hea*, Adh7'(s+A%")=s+ A"}

A fortiori, pourtout Xe A***, (a%),  CEX(1+w N (A)), donc (¢%),,, est compact modulo
E* et s+X est un élément elliptique de a*.

On fixe un entier a>1 et un élément X € A***°. Soient Y=1,(X) et E'=F[s+Y]C g
I'extension de F engendrée par s+Y. Alors les strates [G,—r1,—(k, +a), s+Y ] et Q,(s,G ) sont
équivalentes ([Bu-Ku] prop. (1.5.2)) et le raisonnement effectué ci-dessus en remplagant s par
s+Y, joint a la proposition (2.3.4) de [Bu-Ku], entrainent I'égalité

[geG, Adg™(s+Y) e s+ G }=G,,,(1+ TN (G)).
Par ailleurs, l'isomorphisme 4.1.(7) entraine l'identification
E(1+ @, N (A)) ®, B = b(1+w,' N (G))
et par conséquent l'inclusion
G,.y =G,(1+@;' N (G)).
En définitive, on a montré la relation
[g<G, Adg™(s+Y) e s+ G} =G,(1+w" N (G))
={geG, Adg™(s) e s+G***}.
Soit V le voisinage ouvert compact de s dans G défini par
V=s+G'*",
Alors, pour tout élément xE1,(W),
1°(1,,x,dg, ) = ij S (g7'xg)dg, \dg

=vol(G,(1+ @, N (G)), dg,\dg)
=1

ou 1,€C,_(G) désigne la fonction caractéristique de I'ouvert compact V de G. Pour tout
entier a>1, soit wW* (resp. V*) le voisinage ouvert compact de s dans a* (resp. dans G) défini
par

w* =s+ A% (resp. V' =s+G*™).
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I (lv- X, dgx) = vol(G, (l + W' N (G)), dgx\dg)

= [G, (1+@N(G)):G,(1+ @' N ((_5))]_1
=I° (lv- ,S, dgs)
pour tout entier a=1 et tout élément xE1,( W*).

Soit une fonction fEC,_(G). On peut, sans perte de généralité, supposer que f est la
fonction caractéristique d'un ouvert compact C de G. L'AdG-orbite O (s) étant fermée dans G,
on construit aisément un recouvrement de O (s)NC de la forme

O;(s)NC=0,(s) N (H Adgi(\/‘i ))

1<i<r
pour des entiers a; >1 et des éléments g,€G. Notant b=max,_,_(a,), on a la relation
I°(f,x,dg, )= ZIG(IW ,x,dgx)=IG(f, s,dg,)
I<isr

pour tout xE1,( W*).
O

Remarque 4.1.2. — Sj, de plus, s est elliptique dans G, le lemme 4.1.1 dit trés exactement
qu'il existe un jeu de mesures dg, sur les centralisateurs G, des éléments situés dans un
voisinage de s dans G tel que, pour toute fonction fEC, _(G), le germe de fonction au point s
dans G

xl—)[IG(f,x,dgx)]

G.s

est un germe constant.

Notons qu'Harish-Chandra a, grice a son trés élégant principe de submersion, montré ce
résultat (et méme un résultat plus profond) au voisinage de n'importe quel élément semi-simple
régulier séparable ([Hari 2] theorem 3). On peut, du reste, vérifier que sa démonstration
fonctionne encore au voisinage d'un élément elliptique inséparable (cf. le chapitre 4, n°® 2.3).

]

Pour chaque élément s€G irréductible dans G, on note J°(.,s) l'intégrale orbitale au point s
dans G normalisée comme dans I'énoncé du lemme 4.1.1, c'est-a-dire telle que

19(.,8)=1°(.,s,dg,)

en tant que distributions sur G, ou dg, est la mesure de Haar sur le centralisateur G, de s dans
G définie dans le lemme 4.1.1.

On étend naturellement cette définition a tout sous-groupe de Levi M de G. Pour chaque
¢lément s€EM, irréductible dans M, on note JM(_,s) l'intégrale orbitale au point s dans M définie
comme ci-dessus composante par composante (grace a [Hari 1] corollary of lemma 16, déja
cité au n° 3.3) pour un isomorphisme de M avec un produit de groupes linéaires sur F.

On peut alors recopier la définition 3.3.1.
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Définition 4.1.3. (Normalisation bis) — Soient x un élément de G, M' le sous-groupe de
Levi de G associé aux composantes primaires de x et P (resp. P") le sous-groupe paraboli-
que de G (resp. de M') associé a x. Soient M une composante de Levi de P", A le centre de
M et K, un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a la
paire parabolique (P,A). Soit s=x,, la composante de x suivant M. Alors on note J°(.,x)
l'intégrale orbitale au point x dans G définie par

JG(f,x )=JM(fP,s)
pour toute fonction feC_ (G) (" désignant le terme Ky-invariant de f suivant P).
a

La cohérence de cette définition se montre exactement de la méme manic¢re que pour la
normalisation 3.3.1 et les propriétés d'invariance par conjugaison (n° 3.3.1.(3)), d'indépendance
vis a vis de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 (n° 3.3.1.(4)), de descente parabolique
(proposition 3.3.4), restent vraies si I'on remplace I6(.,.) par J°(.,.). Noter que si les propriétés
des développements en germes au voisinage des éléments semi-simples (resp. centraux, resp.
semi-simples séparables) restent inchangées si l'on remplace la normalisation 16(.,.) par la
normalisation J9(.,.), les germes eux-mémes dépendent de la normalisation choisie (cf la
remarque 3.4.4.(2)). Si sEG est un élément semi-simple dans G et si H(s) est une famille de
représentants dans A(s) des classes de conjugaisons de A(s), on note [b ()]s, (XE Hs)) les
germes de fonctions au point s dans G définis par le développement (proposition 3.4.3)

3 = B,

pour toute fonction fEC__(G).

Remarque 4.1.4. — Nous avons dans un premier temps essay¢, comme il est suggéré dans
[De-Ka-Vi], appendice A, n°® 2.d, d'utiliser la normalisation définie par M.F. Vignéras dans
[Vign], n° 1.g. En fait, cette normalisation — définie seulement pour les éléments séparables —
ne peut (en général) pas étre étendue a tout le groupe en une normalisation induisant des
intégrales orbitales localement constantes sur les nappes. En effet, pour chaque élément
séparable g€G, MLF. Vignéras définit une "mesure orbitale canonique normalisée” d(g)| *w,|
ou [¢*,| est la mesure AdG-invariante sur l'orbite O(g) induite par une mesure | | sur le
centralisateur G, de g dans G, et ou d(g) est un facteur de normalisation défini comme suit: soit
g=su la décomposition de Jordan de g en partie semi-simple sSEG et u€G,. Soit T un tore

maximal de G contenant s, 2 un systéme de racines de G par rapport a T, 2, CX les racines
triviales sur s et 2,=3—2 . On pose alors

D(s)= H (l—a(s))

ael,

et
d(g)=|D(s)* .

Considérons maintenant I'élément xEGL (F ((0))) défini dans la remarque 2.2.5.2. 1l est
elliptique inséparable dans GL (F (())) et peut étre approché d'aussi prés que I'on veut par
un élément s€ GL, (F ((@))) elliptique séparable. Mais comme I'élément x a une seule valeur
propre W'? de multiplicité p dans une extension algébrique F ((w'r)) de F ((w0)), quand un tel
s tend vers x, ses valeurs propres tendent toutes vers la méme valeur et le facteur de
normalisation d(s) tend vers 0. On ne peut donc espérer prolonger cette normalisation en une
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normalisation sur tout le groupe induisant des intégrales orbitales localement constantes sur les
nappes.

O

4.2. On montre dans ce numéro que la normalisation 4.1.3 induit, pour chaque nappe X,
de G et chaque fonction fEC__(G), une application localement constante
X o= C, x> I, x).
On en déduit une caractérisation des intégrales orbitales sur G.
Commengons par préciser la structure des nappes de G. Soit (a)=(ct,=>---=a, ) une
partition de N. La nappe X, associée 4 (o) est I'ensemble des points sur F d'une sous-F-

variété algébrique lisse X ,) de G=GL,. De méme, notant Y ,, I'ensemble des suites {f,,....f, }
de F[T]—T.F[T] telles que

i+l

f, est unitaire de degré o; 21, 1<i<d
f,,, divise f;, 1<i<d-1 ’

Y ., est I'ensemble des points sur F d'une F-variété algébrique lisse Y . Soit

@
P Xy = Vo
le morphisme algébrique tel que p,,(X)={f,,,....f, 4} (cf le numéro 2.2.3) pour tout x€X |, et
soit
S@ Vi ™ X

la section (algébrique) de p,, définie comme suit: a toute suite {f,,...,f;} appartenanta Y, on
associe la matrice diagonale par blocs

Swl{E15£2» -0 £ }) = diag(3,(£),3,(£,) .. T,(£.)) €G
ou, pour chaque polyndme unitaire f&(F[T]—T.F[T]) écrit sous la forme
f(T)=T -a, T —----—a,T-a,, a,€F,

J,(f)EGL(F) désigne la matrice compagnen de f (déja définie au numéro 2.2.2 pour tout
polyndme unitaire irréductible f&(F[T]—{T})) donnée par

(0 -« - 0 a, )
1 .

S I()=|0
P 0 a,_,
LO - 0 1 a_)

Ainsi, p,, est surjective, submersive, et de fibres les AdG-orbites de X(a).(“)

Proposition 4.2.1. — Pour chaque nappe X, de G et chaque fonction f€C_(G),
l'application

Xa—C, xi—)JG(f,x),

est localement constante.

) Un tel couple (X4, P(qy) est appelé par 1M Gelfand & D.A. Kazhdan un "geometrical factor" ([Ge-Kal]).
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Demonstration.

Soient (a)=(a,=---=ay,) une partition de N et x un élément de la nappe X, Soit
{Cy5---,Cq} limage de x par la submersion p,y: X ,,—> Y, Fixons aussi une fonction f& Cc «(G).
Comme

I°(f,y)=1°(f, Adg(y))

pour tout couple (y,g)EGxG, et comme les fibres de I'application p,, sont les AdG-orbites de
la nappe X, il suffit de montrer que le germe de fonction au point {C,,...,C,} dans Y,

{&1,...,§d}&—>[16(f,s(u)({ép---,&d}))]

est un germe constant.

Yy {Gse-erCa}

Soit n un entier =1. On note F _[T] la variété w-adique des polynémes unitaires de F[T] de
degré n, et pr_: F [T] > F* 'homéomorphisme de variétés w-adiques défini par

Pr, (W)= (b, (W), b, (W), bo(W))
pour tout polynéme y€EF [T] écrit sous la forme

w=T"+b, (V)T" "+ +b,(W)T+bo(v).

Pour tout entier k=1 et pour tout polyndme y€F [T], soit V¥(y) limage réciproque par
l'application pr, du voisinage ouvert compact de pr(y) dans F* formé des n-uplets (b

1 5+-+50)
tels que

b.=b_(v) (mod?“), 1<c<n.

Rappelons que si WEF [T] est irréductible sur F, alors il existe un entier k>>1 tel que tout
polynéme ®EVH(y) est irréductible sur F. D'autre part il est clair que si y, et y, sont deux
polynémes distincts de F [T], alors il existe un entier k>1 tel que les ouverts V¥(y,) et
VX(y, ) sont disjoints dans F,[T].

Soit supp(B,)=1{0. .} 15j<m 12 famille (arbitrairement ordonnée) des composantes irréductibles
du polynome mm1mal de x et, pour chaque couple (ij)€{l,....d}x{1,....m}, soit a(ij)=0
I'entier défini par

Ci= H ¢j.(i'j) .

1<j<m
Les remarques ci-dessus assurent l'existence d'un entier v=1 minimal tel que
(i) pour chaque j€{1,...,m}, tout polynéme \UEV"(dJ) est irréductible sur F,
(i1) considérés comme des parties de @, (cf le n° 2 2.1), les V¥(¢,) (1<j<m) sont deux a
deux disjoints.
Alors, pour chaque entier k>v, la partie R, de Y, formée par les suites {£, ,...,£,} telles que

=TT v (w,eV b)), 1555m)
1<j<m
pour chaque i€{1,...,d}, est un voisinage ouvert compact de p(x)={(,,....C,} dans Y .
Soient M' le sous-groupe de Levi associé aux composantes primaires de x et P (resp. P") le
sous-groupe parabolique de G (resp. de M') associé a x. Soient M une composante de Levi de
P", U" le radical unipotent de P" et x=su (s=x,EM, u=x,EU") la décomposition de x
suivant P"=M'U". On fixe un isomorphisme de groupes
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o-M—=5T[__ 6L, (F) (N21, ¥ N;=N)
et, pour chaque yEM, on note ¢(y)=(y,,...,y,) la décomposition de y a travers cet
isomorphisme. Pour chaque j€{1,...,r}, soient
E,=F[s;]JcM, (F)=g,
I'extension de F engendrée par s, et
A c:EndF(Ej)=CLj

I'O;-ordre héréditaire principal de &, normalisé par E;*. Reprenant, pour chaque jE{1,....,r}, les
constructions du numéro 4.1, on fixe une injection (j=1,...,1)

1,:G, >,

telle que, pour toute fonction h€C, (GLN], (F)), le germe de fonction au point s; dans 1(a;*)

y, [JGLN,-(F) (hj ,yj)]

est un germe constant (lemme 4.1.1).

y(a5*).s;

Soient A le centre de M et K, un soungroupe ouvert compact maximal de G en bonne
position par rapport a la paire parabolique (P,A). Soit f* le terme K;-invariant de f suivant P.

\

On peut supposer que la décomposition de f* a travers ¢ est de la forme ([Hari 1] corol. of
lemma 16)

f7 = (®u £;)°0 (£;€C..(CLy,(P))).

Pour chaque j€{1,...,m}, soit W, un voisinage ouvert compact de s; dans & contenu dans
l'ouvert des éléments elliptiques de & et tel que

GLy;(F) _ SLx;(F)

J (£.y;)=7 (£-5,)

pour tout y;,€3(W,) (lemme 4.1). Soit w=o¢~'(II,_,_ W, )CM. Ainsi,
IM(E7,y)=0"(f",s)

pour tout élément yEW. Quitte a restreindre les ouverts W, de @ (j=1,...,m), on peut
supposer que pour tout élément yEW, le sous-groupe de Levi M'(y) de G associ€¢ aux
composantes primaires de y est contenu dans M' (cela revient a supposer que pour tout couple
d'entiers (j,k), 1<j,k<r, tel que les composantes ¢7'(s;) et ~'(s,) de s dans le Levi M
appartiennent 8 deux composantes connexes distinctes du sous-groupe de Levi M' de G, les
polynémes minimaux des éléments de W, sont deux a deux distincts de ceux des €léments de
W, ). On est ainsi ramené au cas primaire, et il est clair que pour chaque élément yE W, il existe
un unipotent u €U"CU tel que

(1) yu, appartient a la nappe X,

(ii) M est une composante de Levi du sous-groupe parabolique de M'(yu, ) associé a yu ou
M'(yu,)=M'(y)CM'(x)=M' est le sous-groupe de Levi de G (¢éventuellement différent de M)
associé aux composantes primaires de yu, .

Ainsi, J9h,yu, )=IJ"(h",y) pour tout élément yEW et toute fonction heC . (G), h"
désignant le terme K -invariant de h suivant P (rappelons que le sous-groupe parabolique de G
associé a yu, dépendant de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur I'ensemble des
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composantes irréductibles du polyndme minimal de y, il peut étre distinct de P, I'égalité restant
vraie grace au point (4) de la définition 3.3.1).
D'ou 'on déduit

I1°(£,yu, ) =TM(£7,y)=TM(£",5)=T°(f ,x)
pour tout élément yE w.

1l est clair que limage par la submersion p, de la partie {yu,, yEW}CX, contient un
voisinage ouvert compact de p,(x)={C,,...,C,} dans Y, du type R, pour un entier k=v
suffisamment grand. D'ou la proposition 4.2.1

a

Comme les germes associés aux éléments semi-simples de G sont des germes d'intégrales
orbitales sur G (cf la proposition 3.4.2 et sa démonstration), on a en particulier le corolaire
suivant.

Corollaire 4.2.2. — Soit s€G un élément semi-simple dans G et soit xEA(s). Alors le
germe de fonction [b(.)ls, au point s dans G défini par la normalisation 4.1.3 induit, par
restriction pour chaque nappe X ,, de G, un germe constant au point s dans X .

O

Proposition 4.2.3 (Caractérisation des intégrales orbitales sur les nappes) — Soit X, une
nappe de G et soit ® une application X , — C telle que

(1) @ est localement constante.

(i) @ est AdG-invariante.

(iii) Le support de ®© est compact modulo conjugaison dans G, i.e. il existe une partie
compacte C de X, telle que supp(P)CAdG{C).

Alors il existe une fonction CEC, (X ) telle que, pour toute fonction f€C_(G) telle que
la restrictior. de f a la fermeture dans G de la nappe X ,, soit a support dans X ,, et coincide
avec C sur X, on ait l'égalité O(x)=J%f,x) pour tout xEX .
Démonstration. ,

(« définie par
w, ={y € X, D(y)= ()}

Les conditions (i) et (ii) assurent que W, (X€X,)) est un voisinage ouvert, fermé et AdG-
invariant de x dans X . Soit I, . ~W, un recouvrement de C par une famille finie d'ouverts W,
deux a deux disjoints. Pour chaque x€F, on fixe (arbitrairement) une fonction f€C__.(G) telle
que la restriction de £, a la fermeture (pour la topologie W-adique) de la nappe X, dans G
soit la fonction caractéristique de I'ouvert compact W,NC de X, (c'est possible car X, est
une sous-variété W-adique localement fermée de G, cf. la proposition 2.2.3.1.(iv)). Ainsi, pour
chaque x€F, la restriction a la nappe X de lintégrale orbitale J5(f,,.) est une fonction
localement constante (lemme 4.2.1) et a support contenu dans W,NAdG(C). Pour chaque
élément ye W, (x€F), soit W,  la partie ouverte fermée et AdG-invariante de W, définie par

{zew 1°(f,,2)=1J (fx,y)}.

Pour chaque x€F, soit Hye 70oWx, un recouvrement de W,NC par une famille finie d'ouverts
W,, deux a deux disjoints, et pour chaque y€ F(x), soit une fonction f €C, (G) telle que la

Pour chaque élément x€X ), soit W, la partie de X
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restriction de £ a la fermeture de la nappe X, dans G soit la fonction caractéristique de
T'ouvert compact w, NC de X . Ainsi,

¥° (fx ,z)=1¢ (Zyef(x) feys Z) = Zye_’}'(x) ¥° (fx.y ’ Z)

pour tout XxEF et tout élément zEX ,. Comme la restriction a la nappe X, de l'intégrale
orbitale J5(£,_,.) est supportée par W, ,NAdG(C), on a I'égalité

JG(fx,z)=JG(fx'y,z)

pour tout xE F, tout y€ F(x) et tout élément zE€ w, . Finalement, soit fEC_ (G) la fonction
définie par

f= erf Zye o9 a(x , y) F(x)f,,

ou, pour chaque couple (x,y)€ Fx F(x), a(x,y) est une constante >0 définie par

G .
SOOS  iad
Alors,
(8.2 =2, (Zyef(x) o(x,¥)I%(£,, z)) O(x)
=d(z)
pour tout élément zE X . La fonction

L=f

X(a)

satisfait les conditions de I'énoncé et toute fonction h€C__(G) dont la restriction 4 la fermeture
dans G de la nappe X, est a support dans X, et coincide avec { sur X ,,, coincide avec f sur
la fermeture de X ,, dans G, donc satisfait I'égalité

JG(h,z)=JG(f,z)=<D(z)
pour tout élément zEX .

O

On peut désormais montrer, grice a la proposition 4.2.3 et en rangeant les nappes de G par
dimension d'orbites croissante, le théoréme de caractérisation des intégrales orbitales sur G.
Comme on I'a déja dit dans l'introduction, il est énoncé dans [De-Ka-Vi], n° 2.d.

Théoréme 4.2.4. (Caractérisation des intégrales orbitales sur G) — Soit ®: G — C une
application telle que

(i) La restriction de ® a chaque nappe X

(i1) ® est AdG-invariante.

(iii) /1 existe une partie compacte w de G telle que, pour chaque nappe X
support de la restriction de ® a X, est contenu dans X ,,NAdG(w).

(iv) Pour tout élément s€G semi-simple dans G, le germe [®(.)];, au point s dans G induit
par la fonction ® admet le développement

[d)(')](‘..s = erF(s) CI)(x) [bx(')]G.s

« de G est localement constante.

« de G, le
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ou H(s) désigne une famille arbitraire de représentants dans A(s) des AdG-orbites de A(s).
Alors il existe une fonction feC__(G) telle que O(x)=J%(f,x) pour tout x€G.
Réciproquement, pour toute fonction f€C_(G), l'intégrale orbitale J(f ,.) satisfait les

conditions (i), (i), (iii), (iv) ci-dessus.

Demonstration.

Commengons par la réciproque. Les points (i), (ii) et (iv) sont clairs. Quant au point (iii),
considérons une fonction fEC,__(G) et une nappe X ,, de G. L'intégrale orbitale J(f,.) vérifiant
le point (i) du théoréme, le support de sa restriction a X, est I'ensemble des points x de G tels

que J5(f,x)#0, donc est contenu dans X ,,NAdG(supp(f)).

Montrons maintenant qu'une fonction ®: G — C vérifiant les conditions (i), (i), (iii), (iv) de
'énoncé du théoréme 4.3 est bien une intégrale orbitale sur G. On procéde par induction
croissante sur la dimension des AdG-orbites de G. Soit

G= H Xaty

0<is<r
une décomposition standard (cf le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k tel que 0<k=<r, on
note N, la partie fermée de G définie par
N =1 X

0<isk

Les conditions (i) et (iii) entrainent que la restriction de ® a la nappe centrale X,
appartient a C_ (X 4, ). Comme la nappe X, est une partie fermée de G, il existe une
fonction f €C_ . (G) telle que

®(x)=f,(x)=T°(£,, x)

pour tout XEX .

Soit k un entier tel que 0<k=<r—1. Supposons qu'il existe une fonction £ €C__(G) telle
D(x)= JG(fk , x)
pour tout xEN, et soit @,:G—> C la fonction définie par
®, =0-J°(f,,.).

1l est clair (compte tenu de la réciproque déja montrée) que la fonction @, vérifie les conditions
(i), (1), (iii), (iv) de I'énoncé du théoréme 4.3. En particulier, la restriction de cette fonction @,
- alanappe X, est une fonction localement constante, AdG-invariante et a support contenu
dans X 41, NAdG(w') pour une partie compacte w' de G. Cette derniére condition est
insuffisante pour pouvoir appliquer la proposition 4.2.3; montrons donc, grace a la condition
(iv) de I'énoncé du théoréme 4.3, que le support de la restriction de ®, a la nappe X, est
en fait contenu dans AdG(C) pour une partie compacte C de X .,
Soit un élément s€G semi-simple dans G et soit

As(s)= I_I o G(xs.i)

0<i<m(s)

une décomposition standard de A(s) (cf le numéro 2.2.8). Pour chaque i€ {0,...,m(s)}, on
note [B(s,) la partition de N telle que x,,€X ., et k,; T'entier tel que a(k,)=p(s,i). On
suppose que la décomposition de A(s) ci-dessus est compatible avec la décomposition de G
fixée plus haut (c'est-a-dire que pour tout couple d'entiers (i,j) tel que 1<ij<m(s), i<j si et
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seulement et seulement si k,; <k ). En reprenant a lidentique (grice au point (iv) de la
proposition 2.2.3.1) la démonstration du lemme 3.4.1 en remplagant les orbites par les nappes
de Dixmier et la normalisation 3.3.1 par la normalisation 4.1.3, on construit un jeu de fonctions
{50, ey} C€C. .(G) Vérifiant les conditions (légérement plus fortes que celles du lemme
3.4.1) suivantes

supp( )nN cX(( )),Osi.<_m(s)
JG(f x) 8;;, 0<i,j<m(s) '

8,19 “s,j

Alors (proposition 3.4.2)

6, 0L, =[°E ).,

pour chaque i€{0,...,m(s)} et la condition (iv) pour la fonction ®, assure l'existence d'un
voisinage ouvert W, de s dans G, que I'on peut clairement supposer AdG-invariant, tel que

q)" (g) = Zosis:n(s) q)k (xs'i )JG (f“ > g)

pour tout élément gEG.

Pour chaque élément s€EG semi-simple dans G, donnons-nous comme ci-dessus une
décomposition standard de A (s) compatible avec la décomposition de G en nappes de Dixmier
fixée plus haut, un jeu de fonctions {f,,....f .} CC .(G) et un voisinage ouvert AdG-
invariant W, de O (s) dans G. Si x est un élément de w' et si O (o) est 'AdG-orbite fermée de
G associée a x, alors le voisinage ouvert AdG-invariant W, de O (c) dans G fixé ci-dessus
intersecte I'orbite O(x) et par conséquent O (x)C W, . Ainsi

w'c Us W,
ou s parcourt l'ensemble des éléments semi-simples de G, et il existe un recouvrement de '

(donc de AdG(w")) par une famille finie { W, },.» d'ouverts de ce type. Pour chaque s€F, soit
I(k) le sous-ensemble (non vide car k<r—1) de {0,...,m(s)} défini par

Is(k)={i e{O,...,m(s)}, xieG—Nk}.
Alors, pour chaque s€ F,

, (g) = Zid,(k) (Dk (xs'i) ¥° (fS-i > g) |

pour tout élément g€ W,. Notons SCX ., ,,, le support de la restriction de la fonction ®, 4 la
nappe X .,y Cette restriction étant localement constante sur X, ., , on a I'égalité

S={g € X ury> Pul)#0}.

Comme S est contenu dans AdG(w'), donc par construction contenu dans X . ;) N(U,csW,),
le développement en germes de ®, au points s€ F entraine l'inclusion

sc | { €X o)’ JG(fs‘i,g):tO}.

§€

iel, (k)
Or, pour chaque s€F, les conditions légérement plus fortes que celles du lemme 3.4.1 que
nous avons imposées aux fonctions f; (i€{0,...,m(s)}), nous assurent que le support de la
restriction a la partie fermée N, ,, de G des fonctions {; (i€l (k)) est ou bien vide, ou bien
contenu dans la nappe X, ,,,. Par conséquent la partie
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C= U mpp(fs-ilx(u(x«l)))

sef
i€l (s)

est compacte dans la nappe X ., et SCAdG(C).

On peut donc appliquer la proposition 4.2.3. 1l existe une fonction (,,,EC_ (X ,q41y) telle
que, pour toute fonction h€C, (G) telle que la restriction de h a la fermeture dans G de la
nappe X, 41, est a support dans X ., et coincide avec &, sur X ;4,5

@, (x)=J°(h,x)
pour tout X€X .. Comme la nappe X ., est ouverte dans N, ,, (cf le numéro 2.2.8), on
peut choisir une telle fonction heC, _(G) telle que que le support de la restriction de h a la

partie N, ., de G est contenu dans la nappe X ., Considérons alors la fonction £, ,,€C, .(G)
définie par

f.,=f +h.
Elle satisfait 1'égalité
O(x)=T°(£,,,, x)

pour tout x€N,, .
Par induction sur k, on a montré que la fonction ® est une intégrale orbitale dans G.

O

4.3. Indépendance des germes aux voisinage des éléments semi-simples non nécessairement
séparables.

On montre le résultat en deux temps: d'abord pour les éléments irréductibles grace aux
constructions du numeéro 4.1, ensuite dans le cas général.

Proposition 4.3.1. — Soit s un élément irréductible dans G et soit H{s)CA(s) une famille
de représentants des AdG-orbites de A(s). Pour chaque élément x€ f{s), soitb, : G— C un

représentant du germe [b ()], au point s dans G. Supposons qu'il existe une famille de
nombres complexes {C }, .., ef un voisinage W de s dans G tel que

Zx €F(s) cxbx (g) =0

pour tout geWNG,, . Alors ¢, =0 pour tout x€ Hs).

Démonstration.

On reprend (sans les réexpliciter) les constructions du numéro 4.1. Soient E=F[s]Cg
I'extension de F engendrée par s, G 1'O,-ordre héréditaire principal de g normalisé par E*
associ€ a s, r=vg(s) la hauteur de s relativement a G et k,=k(s,G) l'exposant critique.
Rappelons (cf. la démonstration du lemme 4.1.1) que, pour chaque entier a=1, le G-
entrelacement

JG(.Q‘(S, G)) :ﬂ{g eG, Adg™ (s+ Gk°+‘)m(s+ G** ) # 0}
de la strate simple dans G

Q,(S,G)=[g,—r,—(k0 +a),s]
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est donné par la formule ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))
15(2(s.G6))=G,(1+R' N, (5. G)).
Soit d le plus petit entier =1 tel que I'on ait les deux relations d'inclusion
{K" =1+g‘cl+G"®™)
K cW

L'énoncé portant sur les germes d'intégrales orbitales au point s dans G associés aux AdG-
orbites de A4(s), on peut sans perte de généralité grice au corollaire 3.4.2 et a la propriété
d'unicité des germes de la proposition 3.4.3, supposer que pour chaque élément x€ f(s), le
représentant b, : G — C du germe [b,(.)];, au point s dans G est l'intégrale orbitale J5(£, ,.)
d'une fonction £EC__ (sK*).

L'étape suivante consiste a faire jouer au voisinage ouvert compact de s dans G

V=s+ gko+1 - S(1+gl+(ko—r))

le réle tenu par Wy dans la démonstration du lemme 3.6.1. Pour toute fonction heC, (G), on
définit la fonction h( €C, .(G,\G) par

h, (x)= _[ dg. >
ou dg, est la mesure de Haar sur le centralisateur G, de s dans G telle que (cf. le lemme 4.1.1)
vol(Gs(l +P. N ko(s, (j)) , dgs\dg) =

Soit une fonction $€C, (G) telle que la fonction ¢, soit la fonction caractéristique de la partie

J{02,(s,G)) de G\G et, pour chaque fonction fEC_(G), soit F(f)€C_.(G,) la fonction
définie par

F(f)(g.)= |, 6(e)Ad*e(f)(s,)de (g.<G.)-
Ainsi, pour toute fonction feC__( V), on a
F(E)9) = [ ¢(e)f(s7ss)de
= [[oa0peo, (:2)f(s7'se)(de.\dg)de,
= Jf o s0ymc, P (@ (e 7's2)dz\dg
=J°(f,s)

car si G,g & supp(d,,,)=J(2,(s,G)) alors g'sg ¢ V. De plus, pour tout élément x€G,NV tel
que le centralisateur G, de x dans G est contenu dans G,, on a

I°(f,x,dg,) = [ [ Ad*ge(f)(x)(de.\dg)(dg,\dz,)
= L,\G L,\G, b (B)Ad*g,g(f)(x)(dg,\dg)(dg, \dg,)
=1 G, d(g)Ad*g,g(f)(x)dg(dg, \dg, )
= |, .o, A% (F(D))(x)(de,\dg.)

=1%(F(f),x,dg,)
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pour toute mesure de Haar dx sur G,.

On dispose désormais de tous les ingrédients qui nous ont permis de démontrer la
proposition 3.6.2. Reprenons brievement les arguments.
Soit fEC_ (sK?) la fonction définie par

f = ng(s) Cx fx .

Par hypothése, on a
JG(f,g)=Z 0 Cx JG(fx,g)=0

pour tout gEWNG, et I'on est ramené a montrer que J%(£x)=c,=0 pour chaque x& H(s).
Comme on I'a fait pour la proposition 3.6.2, on traite séparément le cas x={FH(s)NO(s)} etle

cas xE(H(s)— {Hs)N Og(s)}).

(1) Le cas x={ Hs)NO(s)}. Soit {u;},;., une famille de représentants dans G, des AdG,-
orbites unipotentes de G,. On a alors le développement en germes de l'intégrale orbitale dans
G, (normalisée comme en 4.1.3) de la fonction F(f)eC__(G,)

[ (B, )], = a7 (), 50 )b, (] -

Comme la partie WNG,, de la nappe réguliere X, est dense dans WN.X,,, la proposition
4.2.1 entraine que

J°(f,g)=0
pour tout gEWNX . Par conséquent

0=J°(f,s(1+v))=T%(F(f),s(1+v))
pour tout v€Lie(G,) tel que
{1+v)eG,nV
Gs(m)c G,

1+v)eWn X0

A ce point il faut faire un peu attention. On a un isomorphisme non canonique

G, ——GLy (F)x---xGLy (E), > __ [F:FN;=1,

pour des extensions finies non nécessairement séparables F,,...,F, de F. On fixe un tore maximal
elliptique de G,

I'=1"(E* x-+xE,*)

ou, pour chaque i€ {1,...,r}, E,/F, est une extension séparable de degré N, de F,. Le groupe I’
est une sous-variété wW-adique de dimension N de G mais n'est pas un tore maximal de G si
I'élément s n'est pas séparable dans G, c'est-a-dire si I'une au moins des extensions F, /F n'est
pas séparable. Pour chaque t€©, la partie I'(t)=I'N{s(1+tV)) est un voisinage ouvert
compact de s dans I' et I'(t)N X, est un ouvert dense dans I'(t). Par conséquent, on peut faire
tendre s(1+tv) (t > 0, v€V) vers s dans I’ NX, et, appliquant a lidentique le raisonnement
utilisé dans la démonstration de la proposition 3.6.2, conclure a I'égalité

1 (F(f),s)=F(f)(s)=0.
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D'ou l'on déduit

- JO(f,x)=J°(f,s)=F(f)(s)=0.

(2) Le cas x€(Hs)—{Hs)NO(s)}). Comme l'élément s est irréductible dans G, x est
primaire dans G et le sous-groupe de Levi de x associé aux composantes primaires de x est G
lui-méme. Soient P le sous-groupe parabolique de G associé a x, U le radical unipotent de P,
M une composante de Levi de P, A le centre de M, K, un sous-groupe ouvert compact
maximal de G en bonne position par rapport 2 la paire parabolique (P,A) de G et f*€C, (M)
le terme K,-invariant de f suivant P. Soient c=x,, et u=x les éléments respectivement de M et
U tels que x=cu. Comme I'élément ¢ appartient a l'orbite O (s), on peut, quitte a considérer
un conjugué de x dans G, supposer que c=s. De méme, quitte a changer (toujours grace au
corollaire 3.4.2 et a la propriété d'unicité des germes de la proposition 3.4.3) le jeu de fonction
{f,} ;e induisant une famille de représentants b (.)=J%£,,.) (g€ H(s)) des germes [b(.)];, au
point s dans G, on peut supposer que le support de la fonction f* est suffisamment concentré
sur s pour permettre de construire (comme pour le cas (1) car I'élément s est irréductible dans
M) une fonction F=F(f*)€C_ (M, ) telle que

IV(£*,s)=F(s)
et

™(f*,y,dm, )=1"(F,y,dm,)

pour tout élément yEM, suffisamment proche de s et tel que le centralisateur M, de y dans M
soit contenu dans M, (dm, désignant une quelconque mesure de Haar sur M, ). On fixe ensuite
une sous-variété w-adique I de dimension N de M qui soit un tore maximal elliptique du
centralisateur M, de s dans M. Comme on peut approcher I'élément s€(WNI") d'aussi prés que
l'on veut par des éléments de I'N X, et comme

O=JG(f,y)=JM(fP,y)

pour tout yE(WNI'NX ), en reprenant a l'identique le raisonnement effectué plus haut pour
le cas x={Hs)NO(s)}, on obtient

0=J"(F,s)=F(s)=I"(f",s)=T°(f,x).

Donc J6(f,x)=0 pour chaque x& F{s) et la proposition 4.3.1 est démontrée.
O
Lemme 4.3.2. — Soient s un élément semi-simple dans G, M' le sous-groupe de levi de G
associé aux composantes primaires de s et {s)CM' une famille de représentants des AdG-
orbites de A(s). Alors pour chaque x€ (s), le germe [b(.)]\, au point s dans M' est la
restriction a M' du germe [b(.)];, au point s dans G.
Démonstration.

Soit

As(s)= H Og (xi) (xi' EF(S))

0<i<m

une décomposition standard de A (s) (cf. le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k, 0<k=<m, soit
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OG.k = I_I O; (x

0<isk

I'union (disjointe) des k premiéres AdG-orbites de cette décomposition. On fixe un jeu de
fonctions {f.f,,....f, }CC__(G) tel que (lemme 3.4.1)

(1) supp(£,)NO;, CO(x,), 0<k=m.

(2) I5(f, ,x;)=58,, 0<i,k<m (5,,=0siizk, §,;=1).

Il est clair que fAs) est une famille de représentants des AdM'-orbites de A,(s) (cf la
proposition 2.2.7.1) et que

Aw(®= T Oulx

0<i<m

est une décomposition standard de A,(s) (i.e. une décomposition standard de la fermeture
dans M' de 'AdM'-orbite réguliére O,(x_) de M"). Soit P' un sous-groupe parabolique de G de
composante de Levi M, A' le centre de M' et K, un sous-groupe ouvert compact maximal de
G en bonne position par rapport a la paire parabolique (P',A") de G. Alors (proposition 3.3.4)

I°(£7,g)=T°(f, g)

pour toute fonction f€C__ (G) et tout élément gEG tel que le centralisateur G, de g dans G est
contenu dans M' (f* désignant le terme K, -invariant de f suivant P'). Comme M est le sous-
groupe de Levi associé aux composantes primaires de s, il existe un voisinage W de s dans M
tel que, pour tout gEW, le sous-groupe de Levi associé aux composantes primaires de g (donc
a fortiori le groupe G,) est contenu dans M'. Par conséquent, pour chaque i€{0,...,m}, la

restriction 4 M' du germe
[b X; (')]G,g = [JG (fl ? ')]c;,s

au point s dans G, est le germe de fonctions

(@]

au point s dans M'. On est donc ramené a montrer 1'égalité

[bn O =7 (@),

pour chaque i€ {0,...,m}.

Pour chaque entier k tel que 0<k<m, soit

Oyy = HOM.(x

0s<i<k

I'union des k premieéres AdM'-orbites pour la décomposition de A, (s) fixée plus haut. Soit U'
le radical unipotent de P'. Alors, pour chaque i€{0,...,k}, le centralisateur de x; dans G étant
contenu dans M', 'application

U->U, uxu'xu™

est un isomorphisme de variété w-adiques, et x,U'CO,(x)CO(x,). Fixons kE{l .,m}.
Alors, pour chaque i€ {0,....k—1},

supp(f, ) N AdK,.(x;U") = supp(f, ) " O (x;) =D

par conséquent
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(fk )P'(xi) =0

et donc
supp(f, )P' N Oy (x;)=2.

En définitive, on montré que le jeu de fonctions {(f},)"',...,(ﬁn)""} satisfait les propriétés

(1) supp((£)" )N Oppy COW(% ), 0<k=m.

(2) ()", x;)=J(k ., %)= 8, 0= ik =m.

On conclut grace a la propriété d'unicité des germes de la proposition 3.4.3 (immédiatement
généralisée a un produit de groupes linéaires sur F).

O

Proposition 4.3.3. (Indépendence des germes, cas général) — Soit s un élément semi-
simple dans G et soit (s) une famille de représentants des AdG-orbites de As). Pour
chaque élément x€ I{s), soit b : G— C un représentant du germe [b(.)ls, au point s dans G.
Supposons qu'il existe une famille de nombres complexes {C },c 5., et un voisinage W de s
dans G tel que

erF(s) bex(g) =0

pour tout geWNG,, . Alors ¢, =0 pour tout x€ H(s).
On a le méme résultat si l'on remplace les germes [b(.)];, par les germes [a ()],

Démonstration.

Soit M' le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de s. Soit W, un
voisinage ouvert compact de s dans WNM' tel que, pour tout mEW,, le sous-groupe de Levi
de G associ€¢ aux composantes primaires de m est contenu dans M'. Alors

W,,AM,, =W,. NG,

et

erF(s) c,b,(m)=0

pour tout mEW,,NM, .. Comme s est irréductible dans M', et comme pour chaque x€ H(s) la
restriction de la fonction b, 8 M' est un représentant du germe [b.(.)],,, au point s dans M'

(lemme 4.3.2), une généralisation immédiate de la proposition 4.3.1 au groupe M' entraine la
nullité des c, (x€ H(s)).

Quant a l'affirmation que le résultat reste vrai si I'on remplace les germes [b.(.)];, par les
germes [a (.)];., elle découle immédiatement du fait que pour chaque x€ f(s), il existe une
constante o, >0 telle que [a,(.)]g, =, [b,(.)]s, Par conséquent, sia .: G— C (x€F(s)) est un
représentant du germe [a (.)];, au point s dans G, la relation

3 e 1 8)=0
entraine la relation

Zxé(s)cxaxbx(g)= 0

et donc I'égalité c =0 pour chaque x&€ F(s).

pour tout geWNG

reg ?

pour tout geWNG

reg >
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4.4. Densité des intégrales orbitales semi-simples réguliéres séparables dans G dans l'espace
des distributions AdG-invariantes sur G.

De nouveau, la démonstration se fait en deux temps. Le résultat ci-dessous est conséquence
directe de la propriété d'indépendance des germes (proposition 4.3.3).

Proposition 4.4.1. — Soit une fonction f€C_(G) telle que J(f, g)=0 pour tout g€G,,.
Alors JX(f, g)=0 pour tout g€G. (1l est clair qu'on a le méme résultat si l'on remplace la
normalisation )(.,.) par la normalisation I(.,.)).

Démonstration.

Soit s un élément semi-simple et soit H{s)CG une famille de représentants des AdG-orbites
de A(s). Pour chaque élément x€ f(s), fixons un représentant b, : G — C du germe [b,(.)];,
au point s dans G. Alors (proposition 3.4.3)

0=1°(f.g)= 1°(£. 0.0

pour tout g€G,  suffisamment proche de s. D'ou l'on déduit (proposition 4.3.3) que J%(f,x)=0
pour tout x& F(s), c'est-a-dire que J°(f, g)=0 pour tout gEA (s).

Comme G est union des parties A((s), s parcourant I'ensemble des €léments semi-simple de
G, la proposition 4.4.1 est montrée.

O

Comme on l'a fait pour le théoréme 4.3 a partir de la proposition 4.2.3, on montre le

théoréme de densité annoncé a partir de la proposition 4.4.1 en rangeant les nappes de G par
dimensions croissantes.

Proposition 4.4.2. — Soit une fonction f€C__(G) telle que J(f, x)=0 pour tout x€G, .
Alors T(£)=0 pour toute distribution T AdG-invariante sur G. (A nouveau, il est clair qu'on
a le méme résultat si I'on remplace la normalisation J(.,.) par la normalisation 1(.,.)).

Deémonstration.

On veut montrer, par induction sur la dimension (en tant que variétés w-adiques) des AdG-
orbites de G, que la fonction f appartient a C(G). Soit

G= H Xt

0sisr

une décomposition standard (cf le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k tel que 0<k<r, on
note N, la partie fermée de G définie par

N, = HX(a(i)) :

0s<isk

D'apres la proposition 4.4.1, J5(f, x)=0 pour tout x€G. Par conséquent
fIX(uw» =0.

Soit k un entier tel que 0< k<r. Supposons que

fly, €Co(N,).
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Comme N, est une partie fermée de G, il existe des fonctions h,,...,h, (h,E€C_(G)) et des
¢léments g ,....g (g,EG) tels que

(f— Sh, —-Ad*gi(ha))

0<iSm

=0.
N,

Notant L€C, (G) la fonction définie par
C=f- Zhi -Ad*gi(hi)’

0<i<r

il est clair que

cl X(ax+1)) < C°’°° (X("'(kﬂ)) )
et que
I¢ (C, x) =0

pour tout élément xEG. Le morphisme algébrique pq41): Xogsy > Yiaqsn) €tant surjectif,
submersif et de fibres les AdG-orbites de X, on peut appliquer les travaux de LM. Gelfand &
D.A. Kazhdan ([Ge-Ka], proposition 1) et conclure

Clx(u(m» eC, (X(a(k+1))) .

Comme N,,, est une partie fermée dans G et comme X, ,,, est une partie ouverte dans N, ,,
il existe des fonctions q,,...,q,, (¢;€C, (G)) et des éléments y, ,...,y,, (v;€G) tels que

(C"‘ ZQi _Ad*Yi(Qi)) =0.
os<is<r' Ny
Donc
flxlm ECO(N‘“‘])
et I'on a montré la proposition.
g
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Chapitre 4

La conjecture de Howe pour GL (F)
ou F est un corps local de caractéristique >0

Soient F un corps local non archimédien (i.e. un corps commutatif localement compact, non
discret, ultramétrique et a corps résiduel fini), G un groupe algébrique réductif connexe défini
sur F et G=G(F) le groupe des F-points de G. Si X est une partie de G, on note AdG(X) la
partie AdG-invariante {gxg~!, gEG, x€X} de G. On dit qu'une partie fermée AdG-invariante
Q de G est compacte modulo conjugaison dans G si Q2 est contenue dans AdG(X) pour une
partie compacte X de G. Si'Y est une partie fermée AdG-invariante de G, soit J(Y) I'ensemble
des distributions AdG-invariantes sur G a support dans Y. Si K est un sous-groupe ouvert
compact de G, soit H (G,K) l'algébre de Hecke (munie du produit de convolution défini par
une mesure de Haar sur G) des fonctions a valeurs complexes, K-biinvariantes et a support
compact sur G.

Il y a quelques années, R. Howe a conjecturé ([Howe]) que, pour toute partie compacte
modulo conjugaison Y de G et tout sous-groupe ouvert compact K de G, I'espace J(Y)| HGK)
des restrictions 4 7{ (G,K) des distributions de J(Y) était de dimension finie. Laurent Clozel a,
en deux temps, démontré cette conjecture pour F de caractéristique nulle: d'abord en 1985
([Cloz 1]) modulo une propriété conjecturale de finitude des exposants: spéciaux de-la série
discréte (propriété qu'il a vérifiée pour GL(F) et SL(F)), puis en 1989 inconditionnellement
([Cloz 2]). On se propose ici de montrer cette conjecture pour G=GL (N entier=2) et F de .
caractéristique >0. La généralisation de la démonstration de L. Clozel se heurte essenticllement
a deux difficultés: la locale intégrabilit¢é du -caractére-distribution d'upe représentation
admissible irréductible de GL,(F) est, aujourdhui, encore conjecturale (cf. [Rodi]); le nombre
de classes de conjugaison de tores maximaux de GL,(F) n'est pas toujours fini (par exemple, si
F est de caractéristique 2, il y a une infinité d'extensions quadratiques séparables de F, chacune
induisant une classe de conjugaison de tores maximaux elliptiques (i.e. compacts modulo le
centre) de GL,(F)).

L'idée est de mettre a profit le résultat de Kazhdan sur les corps locaux proches (cf. le
chapitre 1). Soit G un groupe algébrique réductif déployé défini sur Z, F un corps local non
archimédien a corps résiduel fini, O, I'anneau des entiers de F et P, lidéal maximal de Oy. Le
groupe K;=G(O; ) est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F) et, pour chaque
entier n>1, on note K" le sous-groupe de congruence modulo ;" de K. Alors ([Kazh 2]
theorem A)), pour tout entier n>1, il existe un entier m=m(n)=n, tel que, pour tous corps
locaux non archimédiens F et E m-proches (i.e. tels que les anneaux tronqués O/P," et
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O./P,~ sont isomorphes), les algébres de Hecke 74 (G(F),K.™ ) et H (G(E),K,™) sont
isomorphes.

Désormais, et jusqu'a la fin de ce chapitre, G=GL, pour un entier N>2 fixé.

On rappelle que si E est un corps local non archimédien, les sous-groupes de congruences
K", nEN—{0}, du sous-groupe ouvert compact maximal K; de G(E) forment un systéme
fondamental de voisinages ouverts compacts de l'unité dans G(E). Pour la conjecture de Howe,
on peut donc ne considérer, sans perte de généralité, que les algébres de Hecke FH (G(F),K.*)
relatives a ces sous-groupes.

On fixe un conducteur n>1.

Apreés les notations d'usage (numéro 1), le numéro 2 est tout entier consacré aux intégrales
orbitales elliptiques. Soit F un corps local non archimédien (de caractéristique quelconque). On
rappelle que tout élément x de G(F) a un centralisateur G(F), unimodulaire (cf [Laum] lemma
(4.8.6)) et que la donnée d'une mesure de Haar dg_ sur G(F), définit une distribution AdG(F)-

invariante sur G(F) (pour la convergence, cf. [Laum] lemma (4.8.11) ou chapitre 3, prop.
3.1.2))

IG(F) (f, X, dgx) = J‘

G(F),\G(F)

f (g"xg)dgx\dg

pour toute fonction f localement constante a support compact sur G(F) (dg désignant la
mesure de Haar sur G(F) telle que vol(G(Oy),dg)=1).

On montre (proposition 2.4.2) que pour tout élément y elliptique dans de G(F) (i.e. dont le
centralisateur G(F), de y dans G(F) est compact modulo le centre de G(F)), il existe un
voisinage V= V(y,n) de y dans G(F) contenu dans l'ouvert des €léments elliptiques de G(F) et
un entier r=r(y,n)=m(n) tels que:

(1) Modulo une bonne normalisation des mesures de Haar dg, sur les centralisateurs dans
G(F) des éléments de "V,

I°0(f,x,dg,) =I°®(f,y,dg, )

pour tout élément x€'V et toute fonction fe H (G(F),K.").
(ii) Pour tout corps local E r-proche de F et tout isomorphisme de C-algébres

E: H (G(F),K;")—=— H (G(E),K;")

construit grice aux travaux de D. Kazhdan cités plus haut, il existe une partie ouverte V' de

G(E) contenue dans l'ouvert des éléments elliptiques de G(E) telle que (avec la normalisation
du point (1))

1°P(f,y,dg, ) =1°®((f),x', dg,)

pour tout élément '€ V" et toute fonction f&H (G(F).K).

En fait, énoncé ainsi, ce résultat est virtuellement présent dans le "principe de submersion"
d'Harish-Chandra ([Hari 2] theorem 3). Mais il nous a semblé naturel, dans le droit fil du
chapitre 1 dans lequel on a optimisé (pour G=GL,,) le résultat de Kazhdan en montrant que
l'entier m(n)=n convenait, d'obtenir un certain contrdle sur le voisinage V(y,n) et I'entier
r(y,n). Nous reprenons donc la démonstration d'Harish-Chandra et, grice aux constructions
techniques de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko ([Bu-Ku]) décrivant assez finement le
comportement des éléments voisins de y sous l'action de G(F) par conjugaison, nous donnons
une formule relativement explicite pour les intégrales orbitales I%"(f, y, dg, ) des fonctions f de
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l'algébre de Hecke H (G(F),K;*), formule ne dépendant que de "V(y,n) et sur laquelle on peut
lire I'entier r(y,n).

Le numéro 3 utilise directement la démonstration de L. Clozel Si E est un corps local non
archimédien et si Wy est une uniformisante de E, a toute suite (a)=(a,,...,0y), A,EZ, on
associe I'élément diagonal dans G(E)

@, = diag(w™,..., W™).

On rappelle (décomposition de Cartan) que le groupe G(E) est union disjointe des doubles
classes KWK, (o) parcourant 'ensemble des suites ordonnées (o, <...<a), a,EZ. Par

conséquent, toute partie {2, compacte modulo conjugaison dans G(E) est contenue dans une
partie

AdG(E)([ T, Ke@: K,

pour une famille finie F de suites ordonnées (a)=(a,<...<a,), 0, EZ.

On fixe la "forme" du compact modulo conjugaison, c'est-a-dire qu'on fixe une famille finie
JF de suites ordonnées (a)=(a,<...<a,), o,EZ. On fixe aussi une puissance q=p* d'un entier
p premier et une extension non ramifiée E, de @, (le corps des nombres p-adiques) de degré r.
On montre alors qu'il existe une constante c=c(q,n,F) telle que, pour toute extension
totalement ramifiée E de E, et pour toute partie {2, compacte modulo conjugaison dans G(E)
et telle que

Q; cAdGE)(] ], Ke@:VKs),

la dimension du C-espace vectoriel

J G(E) ('QE )

est majorée par c. Pour ce faire, on suit pas a pas la démonstartion de L. Clozel, en contrélant
a chaque étape que les majorations qu'il obtient ne dépendent pas (ou peu) du degré de
ramification de E sur E,.

7 (G(E).K¢")

On achéve la démonstration (numéro 4) par induction sur la dimension des sous-groupes de
Levi de G. On fixe F un corps local de caractéristique >0 et (2, une partie compacte modulo
conjugaison dans G(F). On suppose la conjecture de Howe vraie pour tous les sous-groupes
de Levi propres de G(F) (elle est trivialement vraie pour les tores déployés maximaux). Ainsi,
grace a un argument de descente du compact modulo conjugaison 2, de G(F) et a la propriété
de descente des intégrales orbitales non elliptiques ([Laum] lemma (4.8.10) ou chapitre 3,
prop. 3.2.1), les formes linéaires '

£ 1°0(£, x, dg,)

ou x parcourt l'ensemble des éléments non elliptiques de (2., engendrent un sous-espace
vectoriel de dimension finie du dual de H (G(F),K."). Par ailleurs, le numéro 2 (relévement des
intégrales orbitales elliptiques) et le numéro 3 (en caractéristique 0, majoration de la dimension
indépendante de la ramification) entrainent que les formes linéaires

f->1°P(f,x,dg,)

ou x parcourt l'ensemble des éléments elliptiques de (2, engendrent un sous-espace vectoriel
de dimension finie du dual de F{ (G(F),K;"). On conclut grice a la propriété de densité des
intégrales orbitales dans I'espace des distributions AdG(F)-invariantes sur G(F).
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Mentionnons, pour clore cette introduction, que lidée qu'une telle démonstration puisse
exister a pour la premiére fois été émise par D. Kazhdan.

1. Notations.

1.1. Quelques objets standard.

Soient N un entier =2, G=GL, et g l'algébre de Lie de G que l'on identifie a I'algébre des
matrices NxN munie de l'opération adjointe.

Soient A, le tore diagonal de G et P, le sous-groupe de Borel (dit standard) de G formé des
matrices triangulaires supérieures de G.

Dans tout le numéro 1, E désigne un corps local non archimédien a corps résiduel de
cardinal q.

Soient:

— O l'anneau des entiers de E.

— P, lidéal maximal de O;.

— | |g 1a valeur absolue sur E normalisée par || = q~! pour tout W E(P— P2).

— &' =M (P,), iIEZ (ce sont des O -réseaux de g(E)).

— K;=G(O).

—K/'=1+g./, i=1, les sous-groupes de congruence modulo ;' de K.

— G(E),,CG(E) l'ensemble des éléments semi-simples réguliers séparables (i.e. dont le
polyndme caractéristique est produit de polynomes irréductibles unitaires séparables sur E,
chacun apparaissant avec une multiplicité 1).

— G(E);,CG(E),, I'ensemble des éléments elliptiques séparables de G(E) (i.e. dont le
polynome caractéristique est irréductible et séparable sur E).

Si M est un sous-groupe de Levi de G(E), M est (non canoniquement) isomorphe a un
produit

GL, (E)x---x GLy (E)
pour des entiers N;>1 tels que N,+---+N,=N, et l'on note M, (resp. M,; ) I'ensemble des

¢léments m de M tels que chaque composante de m a travers cet isomorphisme soit semi-
simple réguliere séparable (resp. elliptique séparable).

On munit I'algebre g(E) des matrices NxN sur E.de la topologie @W-adique induite par E.
Ainsi, K; est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(E) (G(E) étant muni de la
topologie induite par celle de g(E)).

1'.2. On note Adgg, , ou Ad s'iln'y a pas de confusion possible, I'action de G(E) sur g(E) par
conjugaison.
Si H est un sous-groupe de G(E), Y une partie de g(E) et x un élément de g(E), on note
AdH(Y)={Adh(y), heH, yeY},
0, (x)=AdH(x), ' AdH-orbite de x,
H, ={h eH, Adh(x)= x}, le stabilisateur de x sous AdH.

Si P est un sous-groupe parabolique de G(E), on note
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8,:P—>q?cQ"
le caractére module usuel sur P (si dp est une mesure de Haar a gauche ou 4 droite sur P, §, est
déterminé par la relation 8,(p)dp'=d(Adp(p')) pour chaque p'EP).

Soit (P,A) une paire parabolique de G(E), U le radical unipotent de P et M le centralisateur
de A dans G. Un sous-groupe ouvert compact maximal K, de G(E) est dit en bonne position
par rapport a (P,A) s'il vérifie condition

PAK,=(MnK,)(UNK,).
 Par exemple, K est en bonne position par rapport a la paire (P,(E), A,(E)).

1.3. Si W est un espace topologique totalement discontinu, on note C_ (W) I'espace des
fonctions a valeurs complexes sur W, localement constantes et a support compact. Son dual
algébrique D(W) est I'espace des distributions sur W. Si T est une distribution sur W, on note

jﬂ £(x)dT(x) ou T(£) ou (T, f)

la valeur de T en I'élément f de C_(W).

SiI est une partie ouverte (resp. fermée) de W, on identifie C_(I') (resp. D(I)) a I'espace
des fonctions (resp. distributions) sur W a support dans I

On note dg; la mesure de Haar sur G(E) normalisée par

Vol(KE , dgE) =1.

Si H est un sous-groupe ouvert compact de G(E), on note C(G(E),H) le sous-espace
vectoriel de C, (G(E)) formé des fonctions (a valeurs complexes) H-biinvariantes a suppon
compact sur G(E), et FH (G(E),H) (lalgébre de Hecke de G(E) relativement a H) ce méme
espace muni d'une structure d'algébre définie par le produit de convolution

f*_ h(x)= f f(gE lx)dgE

pour tout couple (f,h)EC (G(E),H)xC (G(E),H) et tout élément xE G(E). L'élément unité de

H (G(E),H) est lidempotent (pour ce produit de convolution) e =vol(H,dg.) 1, (ou 1,
désigne la fonction caractéristique de I'ouvert compact H).

' On définit aussi /'algebre de Hecke de G(E)

H (G(E))=LHJ.’}{ (G(E),H)

H parcourant une base de voisinages de 1 constituée de sous-groupés ouverts compacts de
G(E) (par exemple les sous-groupes de congruence K. (n=1) de K;).

Pour chaque corps local non archimédien a corps résiduel fini E, on fixe un caractere additif
1t E— C* de conducteur ; (c'est a dire trivial sur #; mais pas sur O ). On note
(x,8), =Tr, ;s (x8), (x,8) €8(E)x §(E),
la forme bilinéaire symétrique (non dégénérée) sur §(E) ou Tr dénote la trace usuelle, et
’ Y =15°Tr

d(E)/E

le caractére additif de g(E) induit par 7. - 7
SiV est un sous-E-espace vectoriel de g(E), on note V-® le supplémentaire orthogonal de
V dans g(E) pour ( , ), donné par
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vi® ={x eg(E), (x,V)=0}.

Si R est un sous- O, -réseau de g(E), on note R*® I' O -réseau dual de R pour le caractére
Y. de g(E) donné par

R*® ={x eg(E), ¥ (xR)=1}.

2. Relévement des intégrales orbitales elliptiques.

2.1. Quelques constructions empruntées a C.J. Bushnell & P.C. Kutzko.

On fixe, pour tout le numéro 2, un corps local non archimédien F (de caractéristique
quelconque) a corps résiduel de cardinal q et un élément y€ G(F) elliptique dans G(F), au sens
ou le polyndme caractéristique de y est irréductible (mais non nécessairement séparable) sur F.

Soit W une uniformisante de F.

Soit L=F[y]Cg(F) l'extension de F de degré N engendrée par y. Ainsi, le centralisateur
G(F),=L* de y dans G(F) est un sous-groupe commutatif de dimension N (en tant que variété
w-adique) de G(F) compact modulo le centre.

Soit e=e(L/F) (resp. f=f (L/F)) lindice de ramification (resp. le degré résiduel) de
I'extension L/F.

Soit @, une uniformisante de L et soit un élément yE G(F) tel que Ady~ (O, *)CK..

Alors, I'O,-ordre héréditaire (principal) G=G(L) de g(F) défini par

e-1

G=G"=Adw, (y My(D:)77)

est l'unique Op-ordre héréditaire de g(F) normalisé par L*. On note G™=w,™G, mEZ, les
puissances du radical de Jacobson G'=w, G de G.

Remarque 2.1.1. — On aurait pu tout aussi bien partir d'une extension L/F de degré N. Le
choix d'une base B de O, sur O, définissant (par I'action réguliére de L sur FV identifié a L)
une injection ag: L — G(F) qui vérifie az( O, )CM(O;). On peut montrer ([Bush] (1.8)) qu'il
existe une base B de O, sur O, telle que IO, -ordre héréditaire de g(F) normalisé par oz(L*)

soit
{x=(xi’j) €My (D), x;; €Pp si [QJ>[J — IJ},

€ (<

c'est-a-dire I'ensemble des matrices NxN de la forme

S D e i i

B T T P e

( décomposition en blocs exe).
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On définit, de la méme maniére, le sous-groupe parahorique H=H(L) de G(F)
e-1
H=)Adw, (G(O;))=G"
i=0

et, pour chaque i=1, le sous-groupe distingué H' de H
H=1+G'

Remarque 2.1.2. — L'extension L/F est non ramifiée si et seulement si H est un sous-
groupe ouvert compact maximal de G(F) (en particulier dans 'AdG(F)-orbite de K;). A
I'opposé, I'extension L/F est totalement ramifiée si et seulement si H(L) est un sous-groupe
d'Iwahori de G(F).

O

Soit v : §(F) — Z 1a hauteur sur §(F) définie par

vg(x)=max{i€Z, x€G'},
laquelle coincide sur L avec la valuation v; normalisée par v, (@, )=1.

Pour chaque k€7, on définit I'O;-ordre N, =N (v,G)CG ([Bu-Ku] def. (1.4.3) et prop.
(1.4.11)

N = {x G, xy-yx <G},
Soit k,=k,(y,G) l'exposant critique ([Bu-Ku] def. (1.4.5)) défini par
k,=max{k €Z, N,z O, +G'}.
Pour alléger le texte, on note
ki=k,—vg(y)20 et N=N, .

Remarque 2.1.3. — Avec le formalisme de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko, les propriétés
suivantes sont équivalentes:

(i) k,=0.
(ii) 1;1 strate [G, —Vg(¥), 1=v(y), YICY(F) est une strate simple ([Bu-Ku] def. (1.5.5)).
(iii) y est minimal sur F au sens ou ([Bu-Ku] def (1.4.14))

g.c.d. (vg (y), e) =1 -
@, ¢®)y* +F, engendre I' extension (O, /B, )/(O:/F;)

2.2. Trouver le bon réseau...

Soit P un sous-groupe parabolique de G(F).
L'application

{=¢(P): G(F) x P-> G(F), (g,p)>Adg™ (y)p

est partout submersive ([Hari 4] theorem 1; le résultat est énoncé pour un élément elliptique
séparable, mais la démonstration utilise seulement le fait que l'algébre de Lie du centralisateur
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de y dans G(F) ne contient pas d'élément nilpotent non nul); on explore dans ce numéro la
maniére dont elle envoie les ouverts de G(F)xP sur les ouverts de G(F).

Soit pCg(F) l'algebre de Lie de P. Identifiant I'espace tangent en (1,1) au groupe G(F)xP a
g(F)xp, et l'espace tangent en y au groupe G(F) a g(F), l'application linéaire tangente a C au
point (1,1) s'écrit

7 =n(P). §(F) x p— &(F), (X,P)> X — Ady™(X) +P.

Pour tout m€Z, on a (cf. [Bush] (1.13))
(G1+m)*m= G—m
Ainsi, l'application Try, . induit, pour chaque k€N, un accouplement non dégénéré
GO/gkxgl—k/gl__)F/PF-

En particulier, si I” est un sous-O,-module de G°, alors pour chaque kEN, (I'+ G¥)*® est un
sous- Op-module de G'* contenant G'.

Soit A=A(y) I'O,-réseau de g(F) défini par
A= (PLI"“ N ) *(E)

Remarque 2.2.1. —

(1) L'égalité PN =NPr pour tout keZ ([Bu-Ku] prop. (1.4.11)(ii)) nous assure que
I'O,-réseau A est un (O, ,O,)-bimodule.

(2)Ona

gl c Rl-k,w c Gl-k,
d'ou

Gt cAcG’,

toutes ces inclusions étant des égalités si y est minimal. C'est bien siir pour avoir cette demiere
double inclusion qu'on a introduit la puissance de P, dans la définition du réseau A.

a

Les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 suivants sont des variantes du théoréme des fonctions implicites,
avec contrdle des ouverts de définition.

Lemme 2.2.2. — Pour tout m&Z, l'application linéaire tangente n a { au point (1,1)
induit, par restriction, un morphisme surjectif de Op-modules

T, :G™ x(pmG“‘“k‘)—)meA, (X,P)i—)X—Ady"(X)+P.

Demonstration.

Par approximations successives, I' O -réseau A étant construit pour faire tourner le lemme.

Pour chaque i€Z et chaque entier k>0, comme l'élément y normalise G, I'image de la
restriction a G'x (pN G**¥) de l'application linéaire tangente © est contenue dans G'.

On commence par déterminer I'image de 'application

RO/GM‘ :go/ge-ﬂzl x ((p A gk, ) + ge+kl )/gc+k, - go/gc+k,
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déduite de © (grace a la remarque ci-dessus) par restriction et passage au quotient. Soit 1 le
radical nilpotent de p. Alors, d'une part

(prGH)+G=)*® =IX eG), W (X(pnGH))=1}
— (ﬂ A gl-—(e+k,)) + gl—k, c gl—(eﬂ:,)/gl

car

pl(F) =n, (ge"'kl ) *(F) _ gl’(°+|‘x) et (le ) *(F) _ gl“kl ;
d'autre part
(1-Ady™)G° +G=)*® ={X G ™), X-Ady™(X)eG'}
= PLl—(e+k,){X ego, X_Ady—l(X) Egeﬂ:, }
= ?’L"(”"')N Core
- ?Ll—(e-f-kl) +7‘)Ll_k‘N
c gl—(e+k1)/gl ,
la derniére égalité découlant de la propriété ([Bu-Ku] (1.4.9))
N e =O +F'N , pourtoutentierr>1.

En définitive, on a montré la relation

(M(Tco/g“kn )) *F) _ ((p M gk, ) + Ge+k. ) *(F) ((1 - Ady")g° + gu-k, ) *(F)
= ((n N Gl—(c+k1)) + gl—k, ) A~ (ﬂl-(e-nzl) +ﬂl-—k,w).

Or, si(a,x)€ ) x PN et sia+x=b+x avec (b,x)E (11 ) G"(”k')) x G alors
a=b +(x— x') € (n mGl'(”"‘)) +G'™
est nilpotent modulo G'™ donc a€ (ﬂ_l'(”k')m G'™ ) =P etatx € PL""’N . D'ou I'égalité
(Im(no /G )) KD _ P N = GHE)/ G
et, par dualité,
| Im(,/G** )= AcG /G .

Comme 1'O,-module G° vérifie la propriété G*=w *G° (k€Z), on déduit du résultat ci-
dessus et grace a la F-linéarité de I'application T que, pour tout m&Z, I'application

T /g(m+l)e+kl . Gmc/g(mﬂ)cﬂc, x ((:p A Gme+k, ) + g(m+1)e+k, )/g(m+l)e+kl N Gmc /g(m+1)c+k,
déduite de  par restriction et passage au quotient a pour image

I.m(nm/g('““)°“‘" )= meA - ng/G(m+l)e+kl ]

Soit me€Z et Z un élément de W"A. Alors les relations

{Im(ﬂd/g(d"’l)”k‘ ) - deA c g:.lc/g(d+l)c+kl

“ R,)
G L,prd/\ d
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pour tout entier d=>0, permettent de construire, par approximations successives grace a la F-
linéarité de l'application ® et & la structure de O-module des groupes G° et pNG° un
développement hensélien de la forme

Z=wpmn(ZwFiXi,priPi), (Xi,Pi) €@’ x(pmg"'), i>0.
i20 i20

Nous aurons, par la suite, a plusieurs reprises recours a cet argument (nous renverrons alors a
la construction explicite que nous donnons ci-aprés (). Fixons un entier k=0 et supposons
qu'il existe un développement de la forme

k k
Z= men[Z wFiXi,ZwFiPi)+Yk, (Xi,pi) Ego % (pmgkl), Yk Eg(k+m+l)e+kl .
i=0 i=0

Pour k=0, c'est exactement la surjectivité de I'application ©_/G™****1_ On passe au cran k+1
grice aux relations (R_,,,,) ci-dessus et il est clair que le développement construit de cette
maniére converge vers l'élément Z.

D'ou la surjectivité de w_,.

Lemme 2.2.3. — Pour tout entier m=1+Xk, /e,
(1) L'application C induit par restriction une application surjective

C . H™ x (P AH™™ )—) y(l + ‘wF“‘A) , (x , p) — Adx ' (y)p
(2) 1l existe un systéeme de coordonnées
Bm “H™ x (Pf'\ Hme+k1) ~ gmc x (p ~ gme+k,)

tel que, notant A : y(1+@A) - WA [l'application g+ \_(g)=y ' g—1, le diagramme
suivant soit commutatif

H™ x(PAH™™) —=— y(l+w,"A)
B, Ia_

Gme x (pm gmeﬂ:,) T meA

Deémonstration.

(1) Soit m un entier =1+ k, /e.
Notant x=1+.X et p=1+P, l'application {_ s'écrit

Cu(x,p) =y(1+nm(X, P)+nm(X,P)).
avec

nm(X,P)=XP-(y'le)(X+P+XP)+(§y'1X‘y](l+X)(l+P).

La relation d'inclusion

(1) On aurait pu aussi, mais nous n'en n'avons pas eu le temps, établir au préalable un résultat plus général sur
les modules filtrés.
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Na(X,P)cG™ cw," G cw,"" A pourtout (X,P)eG™ x(pnG™*),

jointe a la surjectivité (pour chaque entier d=m) des applications 7, du lemme 3.2.2,
permettent pour chaque élément zEy(14+w,=A), de construire par approximations successives
(cf la fin de la démonstration du lemme 2.2.2) un développement hensélien de la forme

(x,p)=(1+z @' X, ,1+ngpi), (X.,P)eG™ x(pnG™™),i20,

i20 i20
tel que C (x,p)=z.

(2) On déduit du lemme 2.2.2 que, pour chaque mE&Z, l'application 7 induit par restriction
et passage au quotient, un morphisme surjectif de O,/P,-modules

T/ T :(G™ X (PN G )@ (G™ x (P A G™™)) > WA/ " A
Soit
AcG’ x(pnG")

un sous-O-module de g(F)xp tel que I'espace quotient A/, A soit un supplémentaire du
noyau de l'application n/x,. On fixe arbitrairement une famille (finie) 2 de représentants dans
A des classes de I'espace quotient A/, A. Pour chaque m&Z et chaque élément ZEw A,
la surjectivité (pour tout entier d>m) des applications w/x,,, ci-dessus, permet de construire
par approximations successives (comme pour la fin de la démonstration du lemme 2.2.2) un
developpement hensélien (unique) de la forme

(X, ,Pz)=[zzz:;)(i ,ngpi) eG™ x(pnG™™), (X,,P)eZ,

i2m

tel que (X, ,P, )=Z. En effet, fixons un entier k>0, et supposons qu'on a construit un
développement de la forme

m+k m+k
Z=7 (Z w, Xy, ZwF‘Pz.ij+wF“’**“ Z,, (X;:,P;;)eZ, Z, €A

i=m

(Pour k=0, c'est une simple conséquence de la définition de X). On passe au cran k+1 grice i
la F-linéarité de = et a la surjectivité de l'application nt_,, . .,/%_.. ... On pose finalement

(e 22) (S X S P,

i=m i>m
=" (Z W Xz i » Z [ S ) .
>0 i>0

11 est clair, compte tenu de la définition de 2, que I'élément (X ,, P,) ainsi construit est unique;
on le note p_(Z). Si maintenant Z est un quelconque élément de g(F), alors ZEwW ™A pour un
“entier m suffisamment petit et l'on définit I'élément n(Z) de g(F)xp par w(Z)=p_(Z£) (la
définition de p(Z) est clairement indépendante du choix de l'entier m tel que Z€w A).
Vérifions que l'application p ainsi définie est bien F-linéaire. Supposons par l'absurde qu'il
existe un couple (Z,Z")€g(F)xd(F) et un élément o €F tels que p(aZ+ Z") = ap(Z)+(Z'). Soit
d€Z T'unique entier tel que

{(p.(a Z+Z')~ (ap(2)+n(2))) € (G*= x(pnG*=™))
(u(a Z+2Z)-(an(Z)+ LL(Z'))) ¢ '(UF(G"° x(pnGe ))
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Ainsi, l'éle’ment wWoZ+2ZY)—aw(Z)—w(Z") appartient a WL A—w0 A et, par homothétie
par ;™9 on obtient

@, (W(aZ + Z') - ap(2) - n(Z) e(A - A).
et par conséquent
n(w(aZ +Z') - ap(Z) - w(Z) =@’ mo(@, (w(0Z +Z7) - an(Z) - w(Z)))=0
D'ou la contradiction.

En définitive, on a construit une section linéaire
u:g(F)>8E)xp, Z>(X;,P;)
de l'application linéaire tangente 7 a £ au point (1,1) qui vérifie la relation
(@A) =w"w(A) = G™ x (P G™™)

pour tout meZ.
Si m est un entier >1+k, /e, on définit I'application 3, par

Bu(14X,14P)= (X, P)+1(n, (X, P)), (X,P) <™ x(pnG™*).
Alors, on a bien

TpoBa(l+X,14P) nm(x,p)+nou(nm(x p))
Ttm(X P)+n (X P)
km(y 1+1t X P +nm(X P)))
=xmogm( , )
pour tout couple (X ,P) eG™ x (pr\G“‘”k' ), la relation
(X,P)eH* x(PAH**") = n_(X,P)ew,*"'A
= (N (X, P)) eGU® x (pn Gsde+h)

pour tout d=m assurant la bijectivité de I'application 3.

Corollaire 2.2.4. — Pour tout entier m=1+Xk, /e et tout couple (x',p')EL*HXxP,
(1) L'application C induit par restriction une surjection

H™x' x (PAH™™ )p'—>x'™! y(l + wF“‘A)x' p', (x,p)>Adx™(y)p.
(2) 1 existe un systéme de coordonnées
B :H™x' % (P AH™ )p' — > G™ x (Adx' (p)nG™*" )
tel que, notant A' et n'_ les applications
A X y(l-%-ZUF“‘A)x' p — WA, gy Xgp X -1
T, G™ x(AdX (P)NG™™ ) —— W A, (X, P)— X -Ady™ (X)+ P
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on ait

}"m°c-’|ﬂ“x'x(pnn““‘)p‘ =Bl

Démonstration.

Comme le groupe L*H est précisément le normalisateur dans G(F) de I'O;-ordre héréditaire
G, c'est a dire I'ensemble des g G(F) tels que Adg(G°)=G°, on a I'égalité
X' (P ~ Hm+k, )pu = (Adxu (P) A Hm+k‘ )X' pl
pour tout X' €L*H et tout pEP. Ainsi, reprenant la notation {=_(P) introduite au début du
numéro 2.2, on a la relation
L(P)(xx',pp') =x""x"'yxx'pp'

=x'""Adx™ (y)Adx' (p)x'p'

=x""¢(Adx' (P))(y,Adx' (p))x'p'
pour tout couple (x,p)EHxP. Le sous-groupe parabolique P de G fixé au début du numéro 2.2

n'étant sujet a aucune condition particuliére, on peut le remplacer par Adx'(P), et le corollaire
2.2.4 découle alors directement du lemme 2.2.3 appliqué a Adx'(P).

O

2.3. Principe de submersion d'Harish-Chandra et "calcul” des intégrales orbitales elliptiques.

Soit dg=dg; la mesure de Haar sur G(F) définie au numéro 1.3 et dk sa restriction au sous-
groupe ouvert compact maximal K; de G(F). Soit dg, la mesure de Haar sur le centralisateur
G(F),=L* de y dans G(F) telle que vol(O,*,dg )=1 et soit dz=dz, la mesure de Haar sur F*
(identifié au centre de G(F)) telle que vol(F*\L*,dz\dg )=1.

Pour chaque fonction f€C__ (G(F)), on définit I'intégrale orbitale normalisée (cf. le chapitre
3, définition 3.3.1)

I°P(f,y)= JG f(g7'yg)dg,\dg= J;x . (g7'yg)d2\dg.

(F),\G(F)

Soient P,=P (F), A=A (F) et U ,CG(F) le radical unipotent de P,. Soient da et du les
mesures de Haar sur A et U respectivement telles que

vol(A,NK;,da)=vol(U,NK;,du)=1.

Comme le sous-groupe K est en bonne position par rapport a la paire parabolique (P, ,A,) (cf
le numéro 1.2) dp=dadu est la mesure de Haar a gauche sur P, telle que

vol(P,NK;,dp)=1.

On fixe un entier n=>1 et I'on s'intéresse aux intégrales orbitales

1°P(f,y), f eC (G(F),K;").

L'énoncé suivant est montré par Harish-Chandra pour n'importe quel élément y€ G(F) semi-
simple régulier séparable dans G(F), mais reste vrai pour y elliptique inséparable.
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Proposition 2.3.1. ([Hari 4] theorem 3) — I/ existe un voisinage 'V de 'y dans G(F) tel que
1% (£, %) = I%A(£y)
pour tout élément x€'V et toute fonction f€C (G(F),K?).
g

La démonstration d'Harish-Chandra est basée sur la submersion (P) introduite au numéro
2.2. On en reprend ci-dessous le schéma, en insistant sur les arguments que nous réutiliserons
par la suite, sous une forme parfois légérement modifiée.

Soit A,*CA, I'ensemble des éléments diagonaux de la forme
diag(z, ,...,zy), |z|, 2|z],, 1SISN-1.

La décomposition de Cartan nous dit qu'il existe une bijection entre
(1) Les doubles classes F*K\G(F)/K: de G(F).
(2) 'espace quotient F*A (O )\A, ™.

Ainsi 'ensemble A(W;)CA, des éléments diagonaux de la forme

F)

diag(],w,,“z,wF“’,...,wF“”), 0<a,<a,;<---<ay,

forme un systéme de représentants dans A;* des doubles classes F*K gK. de G(F). Toute
I'astuce de la méthode utilisée par Harish-Chandra pour "calculer" les intégrales orbitales
elliptiques tient dans la simple constatation suivante: si 8 est un élément de A(w,), alors la
restriction de l'application AdS~' a P, laisse invariants les élément de A, et contracte le radical
unipotent U, . D'ou I'on déduit que pour tout élément § de A(w,), Add~'(P,NK:")CK.™

Comme l'application
£=¢(R):G(F)xP,—>G(F), (g,p)~>g 'vep

est partout submersive ([Hari 4] theorem 1), il existe une et une seule application linéaire
([Hari 1] theorem 11)

C..(G(F)xP)—>C, (G(F), ab>a,,,
telle que
Lo 2(&:P)E(e ' vED)dgdD = [ et ()F(e)de

pour toute fonction a€C__(G(F)xP,) et toute fonction FEC__(G(F)).
Soit b 1a fonction caractéristique du sous-groupe ouvert compact K. x(P,NK.") de G(F)xP,
et soit a=a. . Pour toute fonction fEC_ (G(F)), on note f,€C__(G(F)) la fonction définie par

£,(x)= jKF f(Adk(x))dk (x €G(F)).
Alors,

Proposition 2.3.2. — Pour toute fonction f€C (G(F),K;"),

‘ 1(FK;8K, d2\dg)
1SO(f )= Vo FORE
( ,y) SQAZ(;F) vol(leKF“,dp)

ou (rappel) Ad*5(f,)(k)=f,(Add~'(k)) pour tout kEK,.

jK o (k)Ad*3(f, )(k)dk
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Démonstration ([Hari 4] theorem 3).
La relation Add~'(p)€EK;" pour tout $€EA(Wy) et tout pEP,NK." entraine

J,, @7k 7yk8)dk =vol(P, NK,*, dp)” | k. (posery P (87K ykp8 )dicdp
=vol(P, nK,",dp)” jcm o(g)Ad*5(®)(g)dg

pour toute fonction ®E€C (G(F),K").

Comme le groupe K;® est un sous-groupe distingué de K., f €C (G(F),K;") pour toute
fonction f€ C (G(F),K*).

Enfin,

I°O(®,y)= [ .., P(€7ve)d2dg

= Y vol(FK.8K,,d2dg)[ @,(567k"yks)dk

SeA(mF)

pour toute fonction ®€C,  (G(F)).
D'ou la proposition 2.3.2.

O
Harish-Chandra ayant au préalable montré, grice a une utilisation intensive de son principe
de submersion ([Hari 4] lemma 1), que l'application

yH ay.b

est constante au voisinage de y dans G(F), la proposition 2.3.1 est montrée.

La formule d'intégration de la proposition 2.3.2, si elle permet a Harish-Chandra de
conclure a I'existence d'un voisinage 'V de y dans G(F) tel que les intégrales orbitales des
fonctions de l'espace C(G(F),K;") sont constantes sur 'V (proposition 2.3.1), ne donne en
revanche aucune information sur ce voisinage. Rappelons (cf lintroduction) que l'on souhaite
obtenir un certain contréle non seulement sur 'V, mais aussi sur l'entier 1= n assurant, pour
tout E corps local non archimédien r-proche de F et tout isomorphisme de C-algébres

£:H (G(F), K" ) —— H (G(E),K;")

- construit par la méthode de D. Kazhdan ([Kazh] theorem A et chapitre 1, prop. 2.1.1), I'égalité
entre intégrales orbitales normalisées

O I9O(f,y)=I°®(E(f), x)

pour toute fonction fEFH (G(F),K;") et tout élément X'€ V' ou V' est une partie ouverte
(dépendant de "V et &) contenue dans 'ouvert elliptique de G(E).

L'idée qui vient naturellement a l'esprit est d'expliciter 'application
q p Xp pp
yP o,

en la "cassant" en une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques d'ouverts
compacts de G(F), et de montrer ainsi qu'elle ne dépend effectivement que d'un certain
quotient O./P (k> 1) de I'anneau des entiers de F.
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En fait, on ne va pas travailler directement avec a puisqu'on va utiliser une décomposition
du groupe G(F) intermédiaire entre la décomposition de Cartan et la décomposition de Bruhat-
Tits, et respectant mieux les constructions du numéro 2.2.

On note B.CK, le sous-groupe d'Iwahori de G(F)A formé par les matrices triangulaires
supérieures modulo #.. Quitte a conjuguer y dans G(F), on peut supposer (cf. la remarque
2.2.1) que le groupe H=H(y) vérifie la double inclusion

B.CHCK.,.

Lemme 2.3.3. — /I existe une famille de représentants des doubles classes F*H\G(F)/K,
de G(F) contenue dans S, A(w;)={sb, sSES,, S€A(w;) }.
Démonstration.

D'apres le n° 1.3 du chapitre 1, on a une bijection entre
(1) Les doubles classes F*B\G(F)/B; de G(F).
(2) le groupe S, X(F*A (Op)\A,) (produit semi-direct).

Soit F*HgK, une double classe. Comme B,CHCK,, il existe un couple (s,a)ES XA, tel que
'on ait F*HgK.=F*HsaK,. Soit s'€S,, tel que a'=Ads'"'(a)€A,*. Alors, linclusicn S,CK,
entraine 1'égalité F*HgK.=F*Hss'a'’K;. On conclut en remarquant que F*A *K.=F*A(w;)K..

O
On fixe (arbitrairement ) une partie 2CS, A(wW;) telle que le groupe G(F) soit union

disjointe des doubles classes F*HgK_, g parcourant les éléments de 2. Pour chaque élément s

de S, on note A (W;)C A(w;) la partie formée des €léments SE A(w;) tels que s8E2. Ainsi,
on a la décomposition

GF)=]] FHegK. =[] ]J] F*Hs8K;.
geX

seSy 8ed,(wy)

Pour chaque €élément s de S);, on note A, €C, (G(F)) l'unique fonction telle que
I J;: (P Kg®) F(g"ygsp 7 )dgdp = _[G(F) & sy (2)F(g)dg

pour toute fonction FEC_,(G(F)), construite grice au theorem 11 de [Hari 1] appliqué a
l'application partout submersive ([Hari 4] theorem 1)

G(F)xP, = G(F), (g.p) > g~ 'ygsps™.

Comme on I'a fait pour K, on note dh la restriction de la mesure de Haar dg=dg, au
groupe H.

On a alors la variante suivante de la proposition 2.3.1.

Proposition 2.3.4. — Pour toute fonction f€C (G(F),K;"),

| I(F*H8K;, d2\dg)
Ic(r) f, _ VO F
( y) s§N SeA-Z(;z'F) Vol(Px mKFn:dp)VOI(H’dg)

."G(p) %) (g)Ad*SS(fO )(g)dg .

Démonstration.
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Elle est pratiquement identique a la démonstration de la proposition 2.3.2.
Comme AdS~'(p)EK," pour tout SEA(W,) et tout p€P,NK,;", on a

[ ©(37sh'yhs8)dh =vol(P, NK,",dp)” [ ®(57's™"h'yhs5(5 'p5)) dhdp

Hx(P,~K¢")

=V01(Pl LS dp)_l -U!*"(Pl"‘“"n)

o -1
=vol(P, nK,", dp) L<F>°‘<=>(g)Ad*55(®)(g) dg

(D(8 “'s7h'yh(sps™) 58) dhdp

pour tout élément sES,, et toute fonction P €C (G(F),K;*).

Comme le groupe K;* est un sous-groupe distingué de K, f,€C(G(F),K;*) pour toute
fonction feC (G(F),K:*).

Enfin,
1°0(@,y)= o 2(e7yE)dAdE
vol| FFHOK ., dz\dg
sy ( F )

seSn & 54 ) VOI(Ha dg)

jH @, (875 "yhsd)dh

pour toute fonction ®€C, _(G(F)).
D'ou la proposition 2.3.4.

O

Pour chaque élément s de Sy on note dp,, la mesure sur P =Ads(P, ), image de la mesure
de Haar a gauche dp sur P, par 'homéomorphisme de variétés W -adiques

P, —=— Ads(P,), p—>Ads(p).

Lemme 2.3.5. — (Avec les notations du numéro 2.1) Soit m=m(y,n) le plus petit entier =
au sup{1+k, /e,n—k,/e} et soit un élément s€S,. Alors, pour toute fonction ®€C__(G(F),

JG(F) o (8) P(g)dg=d(y, S)Zj <I>(g)dg

y(1@ A

avec

vol(H™, dg) vol(P(s) ~H™"™ dp (s))
vol(l +wW"A, dg)

d(y,s)=

b

les couples (x;, ;) parcourant un systeme de représentants dans'Hx(P(s)ﬂKF") des classes
de

H™\H x (P, nH™" \(P,

e KF“).

Démonstration.
La condition m= n—k, /e entraine l'inclusion
Hme+kl c KFn ]

Par construction de I'application o, on a
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[on20@@@dg = [, (1) DB 7' Yhsps™ )dhdp
—”Hx (PyrKe?) ©(h~'yhp, )dhdp,,,
‘ZHH x{rgri=rp,,, P(B7YER Jdbdp
les couples (x;, p,,;) parcourant un systéme de représentants dans Hx(P, NK;") des classes de
H™\H x (P, nH™* \(P) nK;").
On conclut en appliquant le corollaire 2.2.4 au sous-groupe parabolique P=P de G(F)

pour chaque couple (x;, p,);). En effet, avec la notation p, =Lie(P,)), il existe un systeme de
coordonnées

By H™x; % (By nH™ ), —=— G™ x (Adx,(p,,)) N G™™ )
et un systéme de coordonnées
Mnis xi‘ly(1+ @ "A)xp,,); ——> WA
tels que

A °C(Pry)

-1 _
B = "‘(P(s))m'i
ou 7t(P)); est la restriction de l'application linéaire tangente a {(P,,)) au point (1,1) définie par

n(By)_:G™ x(Adx,(p,)) N G™) > @,mA, (X, P)> X - Ady™(X)+P.

"
H™x; x(P(_) AHDR )p(-).j

a

Grice a cette forme explicite donnée aux applications c,, on est 3 présent en mesure
d'estimer le voisinage y dans G(F) sur lequel les intégrales orbitales

Yy IO(f,y)

des fonctions f de I'espace C (G(F),K.") sont des fonctions constantes.

Proposition 2.3.6. — (Avec les notations du numéro 2.2) Soit 'V="V(yn) le voisinage de
y dans G(F) défini par

V=y (1 + wF“’A)

ou l'entier m=m(y,n) est défini dans I'énoncé du lemme 2.3.5. Alors
(1) v€'V = v est un élément elliptique de G(F).
(2) IS°(f, v)= I°®)(f, y) pour tout élément v€'V et toute fonction f€C (G(F),K.").

Démonstration.

(1) La strate [g,—vg(y),—(1+k0 ),y] de g(F) est une strate simple ([Bu-Ku] def. (1.5.5)) et
on a la formule de G(F)-entrelacement ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))

{g eG(F), Adg™'(y+G"™ ) n(y+G"* )= ®}= L"(1+'(IILN).

A fortiori,
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XeG"™ = G(F),,,cL(1+mN)
= G(F),,x est compact modulo F*.

Un élément vE G(F) a un centralisateur G(F), dans G(F) compact modulo F* si et seulement
s'il est elliptique dans G(F). Ainsi, tout élément vEyH"** est elliptique dans G(F) et la relation

1+ W "Acl+G™ cH™™ cH™™

entrainant l'inclusion "V CyH"*, le point (1) de la proposition 2.3.6 est vérifié.

(2) Le voisinage yH'**' de y dans G(F) étant contenu dans y+G, F[v]* normalise G pour
tout élément vEyH™ . Par conséquent, pour tout élément vEyH"™ G est IO.-ordre
héréditaire associé a v. '

La relation

veyH™M et X eG = Xv-vX eXy-yX+Ght

entraine 1'égalité N ,(v,G)=N (v,G) pour tout élément vEyH'"™ et tout entier k<1+k,.
La relation

veyH™ = Oy, c O, (1+m N, (v,G))cO, +G'
entraine I'égalité k (v,G)=k,(v,G)=k, pour tout élément vEyH"**
D'ou I'on déduit
N ko(v, G) = N ko(y, G)z N
pour tout élément vEyH™" .

Si veyH"™ | les strates [G,—Vg(y),—(1+k, ).y] et [G,—v(y),—(1+k, ),v] sont simples et
équivalentes dans g(F), ce qui entraine I'égalité ([Bu-Ku] prop. (2.3.1)) Wy*N = *N
pour tout o €7 et toute uniformisante @y, de F[v] . Par conséquent

veyH"™ = AWV)=A(y).
Ainsi, les trois objets canoniquement associés a y et apparaissant dans les formules
d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5, a savoir. le groupe multiplicatif H de
I'O-ordre héréditaire principal G de g(F), l'exposant k,=k(y,G)—vy) et I Opréseau A de

9(F), ne dépendent pas vraiment de y mais seulement de la strate [G,—Vv(y),—(1+k, ),y].
Comme (1+ W "AYCl1+w"A,

v(1+ @ A)=y(1+ " A)

pour tout élément v€'V et le point (2) de la proposition 2.3.6 est montré.

2.4. Conclusion.

On a fixé un corps local non archimédien F, un entier n>1 et un élément elliptique y de
G(F). On a construit un Op-réseau A(y) de g(F) et un voisinage ouvert compact 'V(y,n) de y
dans G(F) tels que les intégrales orbitales normalisées )

vies IS (£,v)

des fonctions f de l'algébre de Hecke 7 (G(F),K.") sont constantes sur I'ouvert V(y,n) et
s'expriment explicitement en terme du réseau A(y).
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Il s'agit maintenant de déterminer dans quelle mesure cette construction dépend du corps de
base F avec lequel on a travaillé. On conserve les notations et les hypothéses des numéros
précédents, en particulier I'élément y est toujours supposé satisfaire la double inclusion

B.cH=H(y) cK;.

Rappelons briévement les constructions et conclusions du chapitre 1, n° 2.1.

Jusqu'a la fin du numéro 2.4, r désigne un entier >1.

Pour chaque suite (a)=(a, ,...,0y )EZY, soit W I'élément de A (F) défini par

W = diag(‘CUF“‘ yene, W™ )
Soit D(@ ) le sous-groupe de A,(F) formé par les W@ ((a)EZY) et W (w)=S XD(w;) le
groupe de Weyl généralisé¢ de G(F) défini par @ (cf. le chapitre 1, n°® 1.3).

Le groupe d'Iwahori supérieur B, introduit au numéro 2.3 est le groupe multiplicatif B* de
I'O;-ordre héréditaire B de g(F) formé par les matrices de K, triangulaires supérieures modulo
P.. Soit B=1+w B, le sous-groupe de congruence de niveau r de B,. C'est un sous-groupe
distingué de B;.

Pour chaque weEW?*(w,), I'ensemble des doubles classes B'gB." contenues dans B.wB;. est
un espace homogene sous le groupe fini (B/B.)x(B/B") pour l'action

(b,B;",b,B."): B'gB. b, (B gB; )b, =B, (b,gb,™)B,".
Soit S(w)C(B/B)x(B/By") le stabilisateur de la double classe B, wB,".
Soit E un corps local r-proche de F et soit un triplet (A, 0, W) ou
AO /B —=—> O, /P
est un isomorphisme d'anneaux et W, (resp. Wy) une uniformisante de F (resp. E) satisfaisant
I'égalité A(w .+ P )=w + Py
Soient
B=B(A, @, @, ):B./B —=—B,/B,".
lisomorphisme de groupes induit par le triplet (A, ™., ;) et
YW (@) —— W ()

l'isomorphisme de groupes défini par y (s )=sw @ pour tout sES, et tout (at)EZ".
Grice a la décomposition de Bruhat-Tits pour G(F) et G(E)

G(F)=Hw,(wF)BFwBF et G(E)=Hw,(wE)BEw‘BE,
et a la relation BxB(SH(w))=Sy(¥(W)) (WEW*(T0,)), on a une bijection
B;'b,wb,B;" > B(b,B;")y W)B (b,B;") ((by,b;) €Bex By, weW* (w;))

entre les doubles classes BAG(F)/B, de G(F) et les doubles classes B,AG(E)/B," de G(E).
D'ou un isomorphisme d'espaces vectoriels

C=C(A, @, w;): H(G(F),B;") —=—> H(G(E),B;"),

lequel induit un isomorphisme d'algebres (chapitre 1, prop. 2.1.1).
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Si Z est une partie compacte B~biinvariante de G(F), on note (abusivement) L(Z) la partie
compacte et B -biinvariante de G(E) définie par 1,,= C(1,). On étend naturellement cette
notation a toute partie Z de G(F) union disjointe infinie de doubles classes B 'gB", g€ G(F).

Soit H=C(H) et soit G' I'O,-ordre héréditaire de g(E) tel que G*=H (cf le chapitre 1,
prop. 2.2.1). :

Le lemme suivant nous permettra de transporter la formule du lemme 2.3.5 de G(F) a G(E).
Lemme 2.4.1. — Soient k un entier tel que 1<k<r, weW*w;) et gEG(F). Soit g' un
élément de G(E) tel que T(K X gw 'H*)=K *g'y(w)'H™. Alors
vol(hHre nAdw(K:'g), dgF) = vol(C(hH“) nAdy(w)(K:'g), dgE)
pour tout élément hEN(G)={hEG(F), Adh(G)=G}.

Démonstration.

L'hypothése B.CHCK et la condition 1<k=<r assurent que H_*xK.* est, pour tout élément
XEG(F), une partie B_-biinvariante (et méme H"™-biinvariante) de G(F). Pour tout élément b
de B, et tout élément b' de B tel que B(B;b)=B.b', on a I'égalité (chapitre 1, prop. 2.2.1)

C(H"bw"H") =H™b'y(w)"H".
Or B(K)=K;* et B(H"~)=H", par conséquent quand b parcourt une famille de représentants

dans K;* des classes du groupe quotient K;*/H®, b' parcourt une famille de représentants dans
K.* des classes du groupe quotient K.*/H'™. D'ou I'égalité

C(K wH") =K y(w) " H"™. *)
Soit hENg;(G) et soit h'€ L(hH). L'égalité T(H<)=H™ entrainant I'égalité T(hH"™)=h'H",

I'élément h' appartient au normalisateur N (G')=Ngg(H™) de G' dans G(E). Pour tout
élément bEB.C N (G), la relation

vol(bH" , dgF)vol(Hre gw 'H",dg, )vol(hH")
= vol(Hre , dgF)2 vol(Hre bgw 'hH"™, dgF)
entraine l'égalité (chapitre 1, prop. 1.2.1) - | |
C(H“b gwhH")=b'C(H*gw'H" )h'
pour tout élément b'EB; tel que S(Bb)=B.b'. En reprenant a l'identique I'argument utilisé plus
haut, et grice a l'hypothése C(K*gw H*)=K g'y(w) 'H™, on obtient
(K gw hH")=K; g'y(w) h'H". (**)

Pour tout élément hEN - (G), on déduit des égalités (*) et (**) ci-dessus la relation
(hH"~ AdwW(K*g)= D) <(W'H" nK/ gw™'h™" = Q)
< (KFwWHS AKgw'h K = O)
=S (C(kaw"H" )T (K gw™h ' H™ )= @)
& (K y (W) H AK gy (w) b H = O)
2SS (h'H'rc NAdy (w)(K;'g') = @)
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pour tout élément h'e C(hH*)=(L(h~'H*))~". On distingue deux cas.
Ou bien (hH*NAdw(K;*g))=4, auquel cas

vol(hH" n Adw(K*g) , dg; ) = vol(H'™ n Ady(w)(K:*g) , dg; ) = 0

car (WH™NAdy(W)(Kg')=D.
Ou bien il existe un élément h €(hH*NAdw(K"g)), auquel cas

hH* ~Adw(K;"g) = (Hre h,Adw(g™) N Adw(K* )Adw(g)
= ((Hre NAdw(K;" ))h Adw(g™ ))Adw(g)
=(H"~Adw(K*))h,
car h, Adw(g ) €Adw(K;¥) et, comme il existe aussi un élément h', €(A'H™NAdy(W)(K:'g),
{vol(hHre N Adw(KFk g) , dgp) = vol(Hre N Adw(KFk ) , dgF)
vol(h'H™ N~ Ady(w)(K'g), dg ) = vol(H™ n Ady(w)(K;"), dg;)’

Or, les formules explicites pour l'action par conjugaison du groupe de Weyl généralis¢ W*(w;)
sur §(F) (cf. le chapitre 1, n° 1.3) entrainant I'égalité
vol(Hre NAdw(K ), dgF) = vol(H‘“ NAdy(W)(Kg*), dgE) ,
on obtient
vol(hH"" NAdw(K; g), dgF) =vol(h’ H"” nAdy(W)(K:'g), dgE).
et le lemme 2.4.1 est complétement démontré.
a

Proposition 2.4.2 — Soient r=1(y,n) le plus petit entier =2m+Xk /e (ou l'entier m=m(y,n)

est défini dans le lemme 2.3.5) et soit E un corps local non archimédien r-proche de F. Soit

un triplet (A, @, ;) ot A: O P> O/ P," est un isomorphisme d'anneaux et W (resp. W)
une uniformisante de F (resp. E) satisfaisant l'égalité A(Wp+ P)=w+ Py". Soit

C=C(A, @, @ ): H(G(F),B;") ——> H(G(E),B;")

l'isomorphisme d'algébres induit par le triplet (A, W, W;) (chapitre 1, prop. 2.1.1). Alors,
tout élément yE€V'=C(V) (ot V="V (yn) est le voisinage de y dans G(F) défini dans la
proposition 2.3.6) est elliptique dans G(E) et satisfait l'égalité entre intégrales orbitales
normalisées

1°O(f,y)=1°®(L(£),y)
pour toute fonction f€ H (G(F),K2).

Démonstration.
La condition r=m+k /e entrainant la relation

B, cH*cH™™ cl+w,"A,

la partie ouverte compacte V=y(1+w_"A) de G(F) est H™** -biinvariante et la définition de
V' a un sens.
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(i) Relévement de la strate Q=[G,—v,—(1+k,),y] ou v=v(y) et k,=k(y).
Le G(F)-entrelacement de la strate (2 ([Bu-Ku] theorem (1.5.8)),
Jow(R2) ={g€G(F), g7 (y+G*)gn(y+G* )=}
=L (1+P. N, ),
est une partie H'** -biinvariante et compacte modulo F* (car L*/F* est compact) de G(F). Par
conséquent on a
J. G(F) ('Q ) = {g eG(F), (ngHk' N Hl+k'yg) # @}
={H1+klng+k, e H™" \G(F)/H1+k, , (H1+k,ng1+kl mHuk,nguk,);tg},

et donc
C(JG(F)(Q)) ={H.1+k,g. H'it .E H'"\G(E)/H™ | (Hl+k, g'C(yH”k')r‘\C(yHHk‘ )g, H.1+k,)¢®}
= {g' eG(E), (g’C(yHM' )T (yH™ )g') # @}

car la partie C(yH"™") est H''**'-biinvariante dans G(E) (cf le chapitre 1, prop. 2.2.1). Par
conséquent, T(J gz (L2)) est une partie de G(E) compacte modulo E* et qui contient le
centralisateur dans G(E) de chaque élément de L(yH"**'). Donc tout élément de C(yH"*") est
elliptique dans G(E).

Soit un élément y'€ L(yH'"") et soit L'=E[y'] Cg(E) I'extension de degré N de E engendrée
par y'. De l'égalité T(H*)=H* pour tout entier k tel que 1<k=<re, on déduit la relation

C(yHl+k, ) — yl I_IH»L:l ,
laquelle implique que y' appartient au normalisateur N (G)=Ng (H'™") de G' dans G(E).
Ainsi L CN¢ g (G') et comme y' appartient 4 (G"—G"*)NG(E)=C((G"— G"*)NG(F)),
‘ Q'=[GI3—V=_(1+ko)ay']
est une strate pure de g(E) ([Bu-Ku] Def. (1.5.5)). Il reste a vérifier que la strate (' est simple,
et plus précisément que k, est l'exposant critique k(y',G') de y' pour G'.
Pour chaque k€ Z, soit N',=N (y,G'} I' O,-ordre héréditaire de g(E) défini par
N, ={g'eG.yg~gy eG"*}
et k,'=k(y,G)=max{keZ, N @O, +G"} (cf le numéro 2.1). Pour chaque entier k€Z, N
est un sous- O-module de G qui contient G*~¥ donc en particulier est invariant par translation
par les éléments de G*". Par conséquent, si k<1+k, la relation 1+k,=1+k,—v=k—vV entraine
que la partie N ,NG(F) de GNG(F) est H'*" -biinvariante. De la méme maniére, pour tout
entier k<1+k, la partie N',NG(E) de G'NG(E) est H''** -biinvariante . Or, y normalisant le
groupe H"™* et y' normalisant le groupe H'"**' on a
{C(y H1+k,gH1+k, ) =y C(Hl-t-k,gHHkl ) =y Bt g B

;(Hl+k, gH’*k‘y) — E(HH};,gHHk, )y. = H.1+k, g. Hu-n\-1 y|
pour tout g€ G(F) et tout g'€ L(H"** gH'™). Par conséquent
(N nG(F))=N",NG(E)

pour tout entier k<1+k, et l'on est ramené a caractériser l'exposant critique k,=k,(y,G) en
terme de N ,NG(F) (k€Z). Pour tout kEZ, on peut décomposer N, en une union disjointe
de deux ouverts compacts de G
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N =(N A (G-(0,+G)) (N~ (0.+G)).

Ainsi, ou bien k<k, et N . N(G—(O,+G") =D, ou bien k=k,+1 et N, C O, +G". Par densité,
on obtient la caractérisation suivante

k2k,+1 & ((N,AG(F)c((0,+6")~G(P)))
& (N AGE) (@'~ 6E)LTO,HY)).
De la méme maniere
k2k,'+1e (N, " G(E))=(G"~G(E)) IO, "H").
Comme
Jow(Q2)NH=0"(1+P. N, )cO H',
le groupe des unités O, * de L' vérifie la relation d'inclusion
O =L'nHc C(J'G(F) (Q)n H) cG(OHY).
Ainsi O *H'C (O H") et donc O *H'=C(O,*H") car l'application Z->T(Z) conserve le
volume (i.e. ([O *H!:H']=q—1) = ([C(O.*H'):T(H")]=q—1). On en déduit la relation
k2k, < ((W «NG(F)c(G'nG(F)I OL"HI)
& (C(NV .~ G(F) (G ~G(F) LIZ (0, H))
& ((N',nG(B)c(G"~GE) 1O, H")
k2k,'.
D'ou I'égalité k,=k,' et donc la simplicité de la strate (2'.
(ii) Relévement de I' O -réseau A=A(y) de g(F).
Le triplet (A, @0, @™;) induit un isomorphisme de l'anneau gradué &, _,P./P.* sur l'anneau

gradué &, _, PPt (cf [Deli] n° 1.1 ou chapitre 1, n° 2) défini par la donnée, pour chaque
entier k, de l'isomorphisme de O/, ~modules

A BB S BB, (x+ B ) wt (/\(wF““x+ TPF)) ,
pour la structure de O /P~module sur le groupe additif P.*/P.;*** donnée par
OB x P 1B > BlB, (x+ B X + B ) Alx+ B )(x +BF).
Pour chaque k€ Z, soit
1 GHIGHT —= 5 GG

lisomorphisme d'anneaux induit par le couple (A,,A,,,) (cf le chapitre 1, n° 2; on construit
lisomorphisme d'anneaux 1, a partir du couple (A,,A,,,) comme on a construit l'isomorphisme
de groupes 3:B/B—> B, /B, " 4 partir du couple (A,,A))). Par construction, le diagramme

gk/gkﬂe . gl—k—rc/gl—k Trgrye ; Ppl—r/PFl
Limtins L )
guk/gdzﬂc x gd—k-rc/gvl—k Trgeve 3 ﬂzl—r/?ﬁl o



est commutatif (les fléches horizontales désignant (abusivement) les accouplements non
dégénérés induits par Tryy,, et Try), respectivement). Posons

N=Nk°(y,g) et N':Nko(y',g').
Alors
PN ={geG"™, yg-gy G}
est une partie de G invariante par translation par les éléments de G'. De méme,
P N'={g 6™, yg- gy G}

est une partie de G' invariante par translation par les éléments de G". Les relations k,>0 (cf le
numéro 2.1) et re—k,=me>0 (hypothese de I'énoncé) assurant la double inclusion

gl—k,-mc Gl c gl—k, ,

on a les relations

L(y+G") =C(yH™ )=y H" =y'+ G ’
lesquelles entrainent
{tl-k,w(yg +G") =1, (YH™ (g+G"))=yH"™ 1, (g+G")=y"1, (g+G")
Lo (BY+G™) =1 (B + G y) =1, (g+G ) H™ M y'=1,, (g+G")y
pour tout élément g€ G'™' . On en déduit I'égalité
Ly, (BTN =N
Comme I' O, -réseau A(y) se calcule dans la dualité
GG xG'IGH —E > FIR,

(cf. la remarque 2.2.1.(2)) et comme G' >G'™** le diagramme (*), pour k=1—k, entraine la
relation

{Adh(g) eg+G' pourtoutgeG'™ ettoutheH" o H™

o mre (A(y)) - (11—k| (PLl—k1 N)).(F)z (Pyl-kl N)-(E)= A(y') .

On pose A=A(y) et A'=A(Y).

(iii) Applications des formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5.
Soit un élément y'€ V'=C(y(1+ @ "A)CL(yH ™ )CL(yH™™ ). Les conditions imposées a
m et r assurant l'inégalité re=me+k,>ne et donc la série d'inclusions

greCGmcﬂcl c meA c gmeC GO ,
on a (cf. la construction des applications 1,, k€ Z, donnée plus haut) la relation

—me (A) = wEm l'k,—rt: (A) = wEmA' >

1, (meA) =TW;"1
laquelle implique “

L1+ A) =1+, A",
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Soient gEG(F) et f la fonction caractéristique d'une double classe K;:"gK;" de G(F). La
mesure de Haar dg; sur G(F) donnant un volume 1 au sous-groupe compact maximal K de
G(F), on a (cf. le numéro 2.3 pour la définition de (£),)

(), =ik, de,)) 3, Ad*k, 1)

= ([KF K" ])_l Zu Ly padi, @k, 2

les éléments k, parcourant une famille K de représentants dans K; des classes du groupe

quotient Ki,/KF Soit g' un élément de G(E) tel que CT(K"gK.")=K"g'’K." Le groupe K" étant
normalisé par K, on a (chapitre 1, prop. 1.2.1 et prop. 2.2.1)

C(K;" Adk, ()K" ) = K" AdK', (2)K;"

pour tout k €K et tout k' €K tel que T(k K)=k' K" (cette derniére condition impliquant
la relation Z(k “K)=k' ‘IKE )- Quand k, parcourt les éléments de K, k', parcourt une famille
de représentants dans K des classes du groupe quotient K./K;". D'ou I'on dedmt que

C((fax)o) = (¢8')o

ou ¢, est la fonction caractéristique de la double classe K"g'K* de G(E). Par linéarité de
I'application

H(G(F),K;*) > H (G(F),K;*), £ 1,,
on obtient l'égalité

(8(6), =2(%)

pour toute fonction fe H (G(F),K.").

Soit {h,},.une famille (finie) d'éléments de H™ telle que 1+ "A=1__.h H". Soient un
couple (s,8)E S xA (W) et un élément g€ G(F). Soit {g;},c 5 une famllle (ﬁme) d'éléments de
G(F) telle que K "gK*=11 K °g, et soit {g;};c 7 une famille d'éléments de G(E) telle que

C(KF gK." ) H[}e_’}' Kg" gB
C(Kanp(SS)—lHn)_KE g, (s(3) " (BeF)

Une telle famille existe. En effet, considérons une famille {g';};. » d'éléments de G(E) vérifiant
la premi¢re des deux conditions ci-dessus. Pour chaque indice BEF, I'élément (s8)~! agit a
droite sur g, comme une matrice de permutation modulo multiplication des coefficients (g;),;
(1=ij=<N) de g, par une puissance entiére c(i,j) de I'uniformisante @ (cf. chapitre 1, n° 1.3).
De l'autre coté, I'élément (sy(5))™ agit a droite sur g'; comme la méme matrice de permutation
modulo multiplication des coefficients (g}),; de g'; par les mémes puissances c(ij) de
l'uniformisante @y. Ainsi, réaliser la deuxiéme condition pour g;=(g;),;;x» C'est seulement
imposer a chaque coefficient (g'y),; de g; une relation de proximité supplémentaire de la forme
Mgy, + P)=w (g, + Py pour un entier k(i,j).

Soient un couple (x,p)EHx((Ads(P,(F))NK.") et un couple (x',p")EH'<((Ads(P,(E))NK.")
tels que (xH"*)=xH" et {(pH*)=p'H"™. Pour chaque indice BE_F, I'hypothése

C(Ks gy (s8) ' H" ) =K g}y (sy(d) " H™

entraine I'égalité (lemme 2.4.1)

vol(x"yh(u)porc A AdsS(KF"g[s ) , dgp) = vol(?;(x"yh(a)xp H™ ) ~ Adsy(S)(KE"g'[l ) ; dg,z) :
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D'ou l'on déduit

sy A48 (L )(gF)dgF
Z [ e Lo, (B2 )08
(Z:E ol(x~'yh, xpH" ~ Ads3 (K, g, ). dg; )
‘;é ol(Z(x'yh,xpH™) ~ Adsy (8)(K; g} ) dg: )
}f (rvapmapey B9 O)E Ly, () e

grace a la relation

> C(x'yh,xpH™) -X"‘C(Z yhaH"JX'p'

aeE

=x""C(yH™"™" ) (1+w “‘A)

=x"1§( 1+w,"A )x p'
=x"y' (1+@,"A)x'p
Quand (x,p) parcourt une famille de représentants dans Hx((Ads(P,(F))NK;") des classes de

H™\Hx(Ads(P,(F))N H™* )\(Ads(P,(F))NK"), (X',p') parcourt une famille de représentants
dans H'x((Ads(P,(E))NK.") des classes de H™\H'x(Ads(P,(E))NH'™ " )\(Ads(P,(E))NK.?).
Quand (s,8) parcourt les éléments de S xA (W;), sy(8) parcourt une famille de représentants
dans S, A(@y) des doubles classes EXH\G(E)/K, de G(E). Quant aux volumes apparaissant
dans les formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5, pour chaque couple
(s,8)€S xA () on a

vol(Ads(P,(F)) nH™"™ dg;) _ vol(Ads(P,(E)) nH™ " dg;)
vol(P,(F)~K;",dg;)  vol(B(E)nK;",dg;)

car #{ O P)=#O,/P;) et

vol(F"HSKF, dz;\dg; Jvol(H™,dg,)  vol(E*H'y(8)K, dzE\dgE)vdl(H'm° ,dg;)
vol(H,dg; )vol(1+w,A,dg;)  vol(H,dgg Jvol(l+w, A, dg;)

‘car L(F*HSK,)=E*H'y(8)K,, L(H™)=H", L(H)=H et {(1+ @ "A)=1+w A"

Ainsi, les formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5, la linéarité de
l'application f > I®(fy) (feH (G(F),K;")) et la relation (L(£)),=C(f,) F€FH (G(F).K™)

montrée plus haut, entrainent I'égalité

I°P(£,y)=1°®(C(f),y)
pour toute fonction f€ H (G(F),K,").
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3. La conjecture de Howe en caractéristique O.
Une majoration indépendante de la ramification.

3.1. On rappelle dans ce numéro un certain nombre de constructions et de propriétés dont
nous aurons besoin pour la démonstration proprement dite (les spécialistes peuvent
directement passer au numéro 3.2.).

Soit E un corps local non archimédien (de caractéristique quelconque), a corps résiduel de
cardinal q et soit ™ une uniformisante de E

3.1.1. Systémes de racines.

On dit qu'un sous-groupe parabolique P de G (resp. une paire parabolique (P,A) de G) est
un sous-groupe parabolique standard (resp. une paire parabolique standard) si POP, (resp.
siPDP, et ACA)).

On dit qu'un sous-groupe de Levi M de G est un sous-groupe de Levi standard si M est
composante de Levi d'un sous-groupe parabolique standard de G (autrement dit si M est
produit diagonal de groupes linéaires dans G).

On traduit naturellement ces définitions sur le groupe G(E) des E-points de G.

Soit A=A, (E) le tore diagonal de G(E), P,=P, (E) le sous-groupe de Borel standard de
G(E) et U, le radical unipotent de P,.

Soit P(E) l'ensemble (fini) des paraboliques standards de G.

Si PEP(E), on note M, l'unique composante de Levi standard de P, A, le centre de M, et
U, le radical unipotent de P.

Si M est un sous-groupe de Levi de G(E) (resp. si I est un tore maximal de G(E)) on note
A, (resp. A;) le centre de M (resp. la composante deployée de I').

Soit 2. CG(E) une famille de représentants des AdG(E)-orbites de tores maximaux I de
G(E) dont la composante déployée A vérifie la relation Ay CACA, .

Si M un sous-groupe de levi de G(E), on note X(M), le groupe des caractéres rationnels de
M (i.e. le groupe des homomorphismes M — G_ définis sur E) et -

a,,=Hom(X(M),,R)

"l'algébre de Lie réelle" de M. Ainsi, d,, est un espace vectoriel réel dont la. dimension est
égale a la dimension de A,,. On note (en considérant par abus de langage les éléments de
X(M), comme des homomorphismes de M dans E*)

M’= ()ker|x|,

XX (M)g
I'intersection des noyaux des valeurs absolues des caractéres rationnels de M.

On note a, T'algébre de Lie réelle de A, et on définit
a,; =Hom(X(A,), ,Z).

Le choix d'une Z-base du Z-module libre a, , nous donne des identifications naturelles

E’

a,,=2" cR" =aq,.

On identifie aussi le dual algébrique de a,
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a*=XeA, ) ®,R
a R" au moyen du produit scalaire euclidien (, ) sur a,.
Si(a)=(a,,a,,...,04 )EA, 5, on note W (cf le numéro 2.4) I'élément de A, défini par

@, = diag(w,*, W™, W™ ).

On ne considérera en fait que les sous-groupes de Levi standards de G. Si M est I'un d'eux,
on identifie a,, au sous-espace vectoriel de 4, engendré par les a€a,, tels que W™
appartienne a A, et on note a™ le sous-espace vectoriel de a, engendré par les a€a, , tels que
W™ appartienne a M°. On définit aussi a,,°®=a,,Na®®. Ainsi pour tout sous-groupe de
Levi standard M de G(E), on a

a,=0ag,, ®a,® da™
(avec a,,f®={0} si M=G(E)).
Soit P un sous-groupe parabolique standard de G(E) et M=M,,.

On note R(P,A,) les racines de (P,A;) définies par rapport a I'action adjointe de A, dans
l'algebre de Lie de Uj. On les considérera aussi bien comme des caractéres rationnels de A, que
comme des éléments de I'espace dual a,*=XM),®,R=X(A,,).®,R de a,,.

Soit A,CR(P, ,A,) I'ensemble des racines simples pour l'action adjointe de A, sur Lie(U, ).
A, est une base de a%®* (a,*=d ¢, *® a®® *) et l'on note A,"Ca®® la base de a®® duale
de A,. ’

Soit A,,CR(P,A,;) I'ensemble des racines simples de (P,A, ) pour l'action adjointe de A, dans
Lie(U, ) et soit
AM ={a eA,, a(B)=0 pourtout eaM}
I'ensemble des racines de A, qui s'annulent sur 4,,. On peut identifier A M avec l'ensemble des
racines simples de (P,NM,A, ) pour l'action adjointe de A, dans Lie(MNU,).

A, est une base de a,,°® * et l'on note A, "Ca,*® la base de a,,5® duale de A,,. Sia
est un élément de A,,, on note o, I'élément de A, qui lui correspond. On note 7, (resp. %)
la fonction caractéristique de l'ensemble

{[3 eal(ou aM) , a(B) <0 pourtout o eAM}

(resp. {B eal(ou aM), (0, ,B) <0 pour tout o EAM})

Soit
by M — a,,
I'homomorphisme d'Harish-Chandra (de noyau M?) défini par

hy (m)-l)

|)((m)[E =q pour touty, eX(M),,
et soit T,,=x,,°h,, (resp. 1, =%,"°h,,) 1a composée de y,, (resp. de x,,”) avec h,,.
On peut décrire assez explicitement cet homomorphisme d'Harish-Chandra h,,.

L'image de hgy, est un réseau Ry de dgg,. On lidentifie 4 Z de la maniére suivante.
Rappelons que les seuls caractéres rationnels de G(E) sont les puissances du déterminant. Les
éléments W YEA,, a=(a,<a, <---<o )EZ", forment un systéme de représentants dans A,

135



des doubles classes K\G(E)/K de G(E) (c'est la décomposition de Cartan), et l'image par hg,
d'un élément de la forme k W k', avec k€K et K€K, est a,+a, +---+ay ELZL

Via cette identification, on a donc hgg, (G(E))=Z et hgg, (A, )=NZ. Ainsi, l'application
heg,: G(E) — Ag i.nduit par restriction un isomorphisme du réseau Cqp (W)= de A,
(naturellement identifié 4 E*) sur le réseau NZ de Z.

De la méme maniére, si

M= HlsiSm GLNi (E) ’ leiSm Ni =N,

on identifie le réseau h,(M)=R,, de a,, au produit Z= de m copies de Z et I'on note C,(wy) le
réseau de A,, formé par les éléments de la forme

1

3 k; k;
Hlsismxi, x, =diag| w;",..., 0" |, k;€Z.

J

N;fu is

Alors l'application h,,; M — a,, induit par restriction un isomorphisme du réseau C,(w;) de A,
sur le réseau I N.Z de Z=.

1<i<m

3.1.2. La partie compacte de G(E).
Rappelons la construction de Deligne-Casselman ([Cass] n° 2.).

Soient un sous-groupe de Levi standard M de G(E) et un élément mEM,_. Le centralisateur
I'=M_ de m dans M est un tore maximal de M et I'on note U le sous-tore anisotrope maximal
de I'. Comme I est isogéne au groupe U xA_, il existe une puissance m* de m telle que m“=xa
pour un couple (x,a)€ U xA[.

La partie

aM* ={B ed,, o(B)<0 pourtoutc EAIM}

de a, formant une chambre fondamentale pour I'action du groupe de Weyl W(ML,A, ), il existe
un conjugué yay ‘€A, (YEM) de a tel que

M.+

hA‘(ya'y'l) €da,
Notant a'=yay~!, on définit I'ensemble
AM@)={aeaM, a(b, (@)=0}caM.

L'ensemble A M—A M(a') détermine un unique sous-groupe parabolique standard P, de M
(standard au sens ou P,O(P,NM)) de radical unipotent U, tel que I'action de a' par conjugaison
sur P, contracte U,. On note alors P_=Ady~'(P, ) (on vérifie facilement que cette définition de
P_ ne dépend ni de la puissance m* de m ni du conjugué yay™' de a choisis) et l'on définit la
partie compacte® M_ de M par

M, = {m €M, telsque P, = M}

={m eM,, oc(hAl (m))=0 pour toute racine o eAlM}.

(2) Signalons pour éviter les confusions que I'objet attaché au terme partie compacte n'est pas vraiment fixé
dans la littérature (trois notions différentes dans [Cloz 2], [Cloz 3], [Cloz 4]); s'agissant ici de l'utiliser dans
une formule de trace, on s'est limité a I'ouvert dense M, de M.
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Ainsi la partie compacte M, de M est I'ensemble des éléments mEM, ; tels que les valeurs

propres de Adm: Lie(M) — Lie(M) sont toutes de valeurs absolues 1 (dans une extension
séparablement close de E).

Pour chaque entier i tel que 0<i<N-—1, soit (a(i))EZ* le N-uplet défini par

(a(i))=[0,...,0,1,...,1}

N-—i fois ifois
et soit F CZ™ l'ensemble des N-uplets (a(i)), i€ {1,...,.N—1}.

On aura besoin, dans la suite du développement, du petit lemme suivant.

Lemme 3.1.2. — La partie compacte G(E), de G(E) satisfait la relation d'inclusion

G(E), cw*AdG(E),, ., KeT:“K,).

(a)eF .

Démonstration.

Il est clair qu'un élément g de G(E), est contenu dans un sous-groupe ouvert compact
modulo Agy, de G(E). On sait que les classes de conjugaison de sous-groupes ouverts
compacts modulo A, de G(E) maximaux pour ces propriétés sont en nombres fini. On
rappelle le systéme de représentants de ces classes habituellement exhibé (cf. [Bush] (1.18) ou
[Cara] n° 2). Pour chaque entier s>1 divisant N, soit H, le sous-groupe ouvert compact de
G(E) défini comme l'image réciproque par la projection canonique G(O;) = G(O,/F;) du
sous-groupe parabolique standard P (O, /P;) de G(O,/P;) de composante de Levi standard
M, (O/P,)=11,, GL(O/Py), et soit z(w,)EG(E) 'élément défini par

B S S S T

, a=w;1 eGL, (E).

(Ainsi, H; =K et Hg, est le sous-groupe d'Iwahori By introduit au numero 2.3). L'élément z,
normalise le groupe H, et, notant Z (W) le sous-groupe cyclique de H, engendré par z (),
le groupe K =Z (W;)XHg, (produit semi-direct) est un sous-groupe ouvert compact modulo
Agg, maximal de G(E). De plus, les K, (s entier >1 divisant N) constituent un systéme de
représentants des classes de conjugaison de sous-groupes ouverts compacts modulo Agg,
maximaux de G(E).

Soit s entier > 1 divisant N. Alors le réseau @W;” de A, est un sous-groupe d'indice N/s du
groupe Z(W;) et, pour chaque entier k tel que 0<k<N/s—1, on peut en multipliant (z (™))"
a droite par un élément du N*™ groupe de permutation S, CK_; obtenir I'¥lément @ **) de
A (E). Par conséquent

Us]N Ks - sz (Us:N Uosk <N/s-1 HE-S wE(a(kS)) SN) < sz (U(a)ej‘ . Kﬁwﬁ(u)KE)

et donc
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G(E), cAdG(E)(,,, K,)c @ AdGE) ., K@ @Ks).

(e)eF .

3.1.3. Propriétés de descente.

Rappelons que pour m entier =1, K.™ désigne le sous-groupe de congruence modulo ;™
du sous-groupe ouvert compact maximal K;=G(O; ) de G(E). De la méme maniére, si M est
un sous-groupe de Levi standard de G(E), on définit le sous-groupe ouvert compact maximal
de M

KM=MnNK,
et, pour chaque entier m= 1, le sous-groupe de congruence modulo ;™ de KM
Ma=MNK;.

Lemme 3.1.3.1. — Soit (2 une partie compacte modulo conjugaison dans G(E) et soit M
un sous-groupe de Levi de G(E). Alors MN 2 est une partie compacte modulo conjugaison

dans M.
Démonstration.

On peut supposer M standard.
11 est clair que MN (2 est une partie fermée AdM-invariante de M. Donc il suffit de montrer
que la partie MN{2 est contenue dans AdM(W,,) pour une partie compacte w,, de M.

Soit {a;},.,., une famille finie d'élément de A, telle que I'on ait I'inclusion
QcAdGE)J, KeaKe).
Soient P le sous-groupe parabolique standard de G(E) de composante de Levi M (c'est-a-
dire tel que M=M, ), U le radical unipotent de P et U~ le radical unipotent du parabolique

opposé a U.
Soit p un élément de MN (2 et soit g un élément de G(E) tel que

Adg(n) eKga K,
pour un entier i€{1,...,r}.

Comme G(E)=K_.P,=K_P, on peut décomposer I'élément g en g=kum avec kEK, mEM et
u€U. Ainsi Adum(p)€K; a K. On note
®

ny:P—>M

la projection de P sur sa composante de Levi M (identifiée au quotient réductif maximal P/U de
P). Alors, de la relation

Adum(p) = Adm(n)(Adm(n)) " uAdm(u)u” € Ky a,K; AP,
on déduit
Ty (Adum(n)) = Adm(p) € n,(KzaK; nP),
et donc

1 eAdM(KEaiKE N P) .



En définitive, MNQCAdM(W,)) pour W,,=U . T(K;aK.NP) et le lemme 3.1.3.1 est
montre.

O

On rappelle que tout élément x de G(E) a un centralisateur G(E), dans G(E) unimodulaire
([Laum] lemma (4.8.6)) et que la donnée d'une mesure de Haar dg,  sur G(E), définit une

distribution AdG(E)-invariante sur G(E) (pour la convergence, cf. [Laum] lemma (4.8.11) ou
le chapitre 3, prop. 3.1.2))

G(E) - -1
I°®(f, x,dg,)=[_ f(g'xg)dg,\dg
pour toute fonction fEC__(G(E)), dg=dg, désignant la mesure de Haar sur G(E) telle que
vol(G(O,).dg)=1.
On généralise naturellement cette définition a tout sous-groupe de Levi M de G(E), un tel
sous-groupe étant isomorphe a un produit fini de groupes linéaires sur E.

Soient (P,A) une paire parabolique de G(E), .U le radical unipotent de P, M la composante
de Levi de P de centre A et K; un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne
position par rapport a (P,A). Soient dk, et du les mesures de Haar respectivement sur K, et U
normalisées par

(E),\G(E)

vol(K,,dk; )=vol(UNK,,du)=1.
A toute fonction fEeC__(G), on associe le terme Ky-invariant f*€C, (M) de f suivant P

£* (m) =38} (m) [ Lxx,, Ad*k, (f)(mu)dk,du (meM).

L'intégrale est absolument convergente; c'est méme en réalité une somme finie.

On peut alors citer une formule de descente des intégrales orbitales sur G(E) (ce n'est pas la
plus générale, cf. le chapitre 3, n® 3.2) qui, jointe a la propriété de descente des parties de G(E)
compactes modulo conjugaison (lemme 3.1.3.1), nous permettra (via une induction sur la
dimension des sous-groupes de Levi de G(E)) de réduire la conjecture de Howe a une question
portant sur les intégrales orbitales elliptiques.

Lemme 3.1.3.2. — Soient n un entier =1, (P,A) une paire parabolique standard et x un
élément de G(E) dont le centralisateur G(E), est contenu dans M=M, . Alors

(1) Pour toute fonction f€C__(G(E)) et toute mesure de Haar dg, sur G(E),,

I°®(f,x,dg, )= IDM\G(E) (X)E/z ™(f",x,dg,)

ou f* désigne le terme K-invariant de f suivant P et Dy,q, : M — E la fonction définie par

DM\G(E)(m) = detLie(M)\Lie(G(E))( 1-Adm™) (meM).
(2) Si feC_ (G(E),K;"), alors fP€C, (MK M").
Déemonstration.

(1) cf. le chapitre 3, prop. 3.2.2.

(2) Soit une fonction fEeC__ (G(E),K."). Alors, notant U=U, le radical unipotent de P, on a
la relation
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£ (kymk,) =[] Ad*K(E)(k,mk,u)dkdu
=[], f(AdK™ (k, )k mk uk)dkdu
= ”x,:_xu f( k'mk uk)dkdu (car f ECC'«,(G(E),KE") et K; normalise KE“)
= J_, £k muk,K)dkdu (car d(Adk, ()= du)
= .[ J.KExU f (k"muk dkdu (Car f eCc'm(G(E),KE“) et K; normalise KE“)
=£"(m)
pour tout couple (k,, k, )E KM xK M.

3.2. La démonstration de L. Clozel en caractéristique 0. Un contrdle de la ramification.

3.2.1. formulation du résultat et plan de la démonstration.

On fixe les objets suivants:

— p un nombre premier.

—r un entier >1.

—E, une extension non ramifiée de @, (le corps des nombres p-adiques) de degré r.
—n un entier =1 (le niveau des algébres de Hecke considérées).

Jusqu'a la fin du chapitre, E désigne une extension totalement ramifi¢e de E, et @  une
uniformisante de E.

On note j;, I'injection canonique

jen1Cen(G(E),Ke") ——>C, .(G(E))
et jz,,* son application duale

je* D(G(E)) —>(C,.(G(E).K;"))".

Si Q; est une partie fermée AdG(E)-invariante de G(E), on note J . ({2; ) l'espace des
distributions AdG(E)-invariantes sur G(E) a support dans Q.

Si w est une partie du réseau Rq . =hg(G(E)) de dgg), on note G(E)(W)CG(E) la partie
définie par

G(E)(w)={g €G(E), hy ) (2) e}
et G(E) (w)CG(E), la partie définie par
G(E),()=G(E), nG(E)(w).

Si F est une famille finie de suites ordonnées (a)=(c, <o, <---<oaty )EZ¥, on note X ; la
partie ouverte AdG(E)-invariante de G(E) définie par

X, r =AdGE)(] ] wer K@ K ).

Soit p; : G(E) — EM l'application donnée par les coefficients du polyndme caractéristique.
Précisément, si g est un élément de G(E) et si TV+a,_,(g)T" '+---+a,(g)T+a,(g) est le
polyndme caractéristique de g, alors p(g)=11,_,_,a,_(8).
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Si (k,e) est un couple d'entiers tel que k<e, soit V., la partie ouverte compacte de E¥
définie par

Voo =[R2 Jx(R)

i=1

et soit 2,  la partie ouverte fermée et AdG(E)-invariante de G(E) définie par
QE.(k,e) =pg (VE (k.e)) {g €G(E), p:(g) eVE(k.e)}

On peut alors, en ces termes, énoncer le résultat.

Proposition 3.2.1.1 — Soit F une famille finie de suites ordonnées de Z¥. Il existe une
constante c=c(q,n, F)>0 telle que, pour toute extension totalement ramifiée E de E, et pour
toute partie 2 de G(E) compacte modulo conjugaison dans G(E) et contenue dans X
dimension du C-espace vectoriel j; *({2;) est majorée par c.

O

Pour des raisons techniques qui apparaitront par la suite (cf. le numéro 3.2.4), on montrera
en fait une version un peu différente de la proposition 3.2.1.1. Si F est une famille finie de
suites ordonnées (a)=(a, <a, <-:- <0 )EZN, notons k(F) et e(F) les entiers définis par

k(f)=max(a)ef(n €Z,n<q, (i=1,...,N))
e(f)=min(a)€f(n €Z, a,<n (i=1,...,N)) ’

Alors, pour toute extension totalement ramifiée E de E,, la partie
pE(XE,_T) =p}z( H KEwE(a)KE]
(@)eF

est contenue dans I'ouvert compact V. . de EX et par conséquent
mp E&(P.e(F) P q

XE._’F < Qx—:,(k(f).e(f)) :

La proposition suivante implique donc la proposition 3.2.1.1.

Proposition 3.2.1.2. — Soit (k,e) un couple d'entiers tel que k<e. Il existe une constante
c'=c'(q,n,(k,e))>0 telle que pour toute extension totalement ramifiée E de E,, la dimension du
C-espace vectoriel j, *(Qy . .,) est majorée par cf.

O

La démonstration de cette proposition nous occupera jusqu'a la fin du numéro 3.2.

Comme on I'a dit dans l'introduction, l'idée est de reprendre en détail le cheminement de la
démonstration de L. Clozel, en montrant, a chaque étape, que lindice de ramification de
I'extension E/E, n'influe pas sur la dimension de I'espace j,:m*(JG(E)(.QE (o)) Cette démonstration
s'appuyant sur la théorie des representatlons il pourra s'avérer utile de s'entendre sur le
vocabulaire utilisé.

Toutes les représentations considérées sont lisses.

Si M un sous-groupe de Levi standard de G(E), on note
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— ¥Y(M) le groupe des caractéres 3 non ramifiés de M (i.e les caractéres de M qui se
factorisent par M/M°).

— &(M) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles (mais non
nécessairement unitaires) de M.

— &§(M)CE(M) les classes de représentations fempérées (une représentation © de M est
dite tempérée s'il existe un caractére ® de M tel que les coefficients de la représentation tordue
®®T7 soient dans 'espace de Schwartz (cf. [Hari 2] n° 14 pour la définition).

— &,(M)Ce(M) les classes de représentations essentiellement de carré intégrable (une
représentation © de M est dite essentiellement de carré intégrable s'il existe un caractére ©-de
M tel que les coefficients de la représentation tordue ®®7 soient de carré intégrable modulo
Ay).

— £,,(M)CE(M) les classes de représentations supercuspidales (c'est a dire dont les
coefficients ont un support compact modulo A,,).

On rappelle que le caractére-distribution Tr(t) d'une représentation admissible de longueur
finie T de M est localement intégrable sur M ([Hari 3]), au sens ou il existe une fonction locale-
ment intégrable @_ sur M, telle que

(Tx(), £)= | £(m)®, (m)dm

pour toute fonction fEC_ (M) (ou dm est la mesure de Haar sur M telle vol(K;¥ ,dm)=1). De
plus, @, est localement constante sur I'ouvert dense M, des éléments semi-simples réguliers.

On dit qu'une représentation (admissible de longueur finie) tempérée n de M est elliptique si
la fonction @_ n'est pas identiquement nulle sur I'ouvert M, des éléments elliptiques de M, et
I'on note & (M)C&(M) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles
tempérées elliptiques de M.

Si K est un sous-groupe ouvert compact de M et si (1,M,V) une représentation de M, on
note VX le sous-espace vectoriel de V formé par les vecteurs fixes sous l'action des éléments de
K et (t¥,H (G(E),K),V¥)) le H (G(E),K)-module V¥ associé a (n,M,V). Pour chaque entier
m=1, soit E(M)C (M) I'ensemble des classes de représentations ayant un vecteur non nul fixé
par K,M™, et pour chacun des groupes de classes de représentations £.(M) défini ci-dessus, soit
EM(M)=&.(M)NE™(M).

L'idée centrale de la démonstration de L. Clozel consiste a couper l'expression
<TI'(TC) > f> = -[G(E) f(gE )@1: (gE )dgE

ou 7 est une représentation irréductible de G(E) et f€C, (G(E)). Sa premiére version séparait
la trace en termes elliptiques et termes non elliptiques ([Cloz 1]), et amenait, le conducteur n
de l'algeébre de Hecke a laquelle appartiennent les fonctions f étant fixé, a considérer foutes les
représentations (irréductibles) elliptiques; d'ou la nécessité, comme on I'a dit dans l'introduc-
tion, d'une hypothése conjecturale de finitude des exposants spéciaux de la série discréte. La
deuxieme version ([Cloze 2]) en revanche, isole les termes "compacts” (i.e. les éléments de
G(E),) des termes non compacts, et contrdle ainsi, grice a une formule remarquable ([Cloze 2]
prop. 1) exprimant la trace compléte (Tr(r),f) en termes des traces compactes des modules de
Jacquet des sous-groupes de Levi standards de G(E), les représentations (irréductibles)
elliptiques © dont la frace compacte (i.e. la restriction a G(E), de la distribution © (g )dg; )
n'est pas identiquement nulle sur I'algébre de Hecke FH (G(E),K;"). Enfin, une version duale de
la formule susdite ([Cloz 3] corol. a la prop.2.1), exprimant cette fois la trace compacte en

() Pour nous, un caractére est un homomorphisme continu dans C”.
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termes des traces completes des modules de Jacquet de ces mémes sous-groupes de Levi,
simplifie encore un peu les arguments.

Une fois établi que la contribution des représentations irréductibles elliptiques de G(E)
engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie du dual de H (G(E),K."), on montre par
induction sur la dimension des sous-groupes de Levi de G(E) et grice aux propriétés de
descente des parties compactes modulo conjugaison (lemme 3.1.3.1) et des intégrales orbitales
non elliptiques (lemme 3.1.3.2) de G(E), que la contribution de toutes les représentations
irréductibles tempérées engendre un sous-espace de dimension finie du dual de H (G(E),K.").
On conclut grice au théoreme de densité des traces des représentations tempérées dans
I'espace des distributions AdG{(E)-invariantes sur G(E) ([Kazh 1] theorem 0).

3.2.2. Compter les représentations elliptiques.

Lemme 3.2.2.1. — I/ existe une constante c,=c,(q,n) telle que, pour toute extension
totalement ramifiée E de E,, I'ensemble & (G(E)) est, modulo torsion par les caractéres non
ramifiés de G(E), un ensemble fini dont le cardinal est majoré par c,.

Démonstration.

L'homomorphisme d'Harish-Chandra hgg, : G(E) = d, induisant (cf. le numéro 3.1.1) un
isomorphisme du réseau CG@)(‘(D‘E)=‘CUEZ de Agg, sur le réseau hep(Agy, ) (lequel est d'indice
N dans R¢ . =hg;(G(E))), on a une application surjective

Hom(R ), C*) - Hom(w,*,C*).

Par conséquent, si 1, et 1, sont deux représentations irréductibles de G(E), il existe un
caractére non ramifié¢ 1 de G(E) tel que 1, et 1®1, aient méme caractére central sur W72

Sit€'t’ pour une classe de représentations 't'€ £ G(E)), son caractére central % : E* — C*
se factorise par E*/(1+ £;"). Comme le sous-groupe w;? (1+ ;") est d'indice fini (q—1)q"~!
dans E*, la remarque précédente entraine que le caractére central d'une représentation
irréductible de G(E) ayant un vecteur fixe par K;* appartient, modulo torsion par les caractéres
non ramifiés de G(E), a un ensemble fini dont le cardinal ne dépend que de n et q.

I résulte des travaux de H. Jacquet sur le groupe linéaire que I'ensemble & (G(E)) coincide
avec la série discréte £,(G(E)). En effet, toute représentation irréductible tempérée de G(E) se
réalise comme l'induite parabolique unitaire d'une représentation irréductible essentiellement de
carré intégrable de M pour un sous-groupe de Levi standard M de G(E) ([Zele] theorem 9.7),
proposition qui généralise le méme résultat montré par H. Jacquet dans le cadre unitaire
([Jacq] §3)). Or, si M est un sous-groupe de Levi standard propre de G(E), P=MU un sous-
groupe parabolique de composante de Levi M et ¢ une représentation irréductible de M, pour
toute fonction feC__ (M), on a

(,.1)=(0,.7), n=ind5P(5,"c),
ou ffeC_ (M) désigne le terme K -invariant suivant P. Par conséquent le caractére-
distribution @, de la représentation 7 est a support hors de l'ouvert elliptique G(E),,.

On rappelle brievement la classification de &,(G(E)) telle quelle a été faite par Zelevinski
([Zele]). Soit N=ab une décomposition de N et soit M=M(a) le sous-groupe de Levi standard
homogéne de G(E)

M= diag(GLh(E) ,---,GL, (E)) (a blocs diagonaux)‘



Soit
v: GL(E) > Q*, g+ |detgl;,

le caractére de GL,(E) donné par la valeur absolue normalisée du déterminant et soit cE€'c’
pour une classe de représentations 'c'€ £, (GL,(E)). Soit P=MU le sous-groupe parabolique
standard de G(E) de composante de Levi M et soit

1=ind§P(c®vo ® Ve ®-- @ v ®1,),

"ind" désignant ici 'induite parabolique unitaire (cf. [Be-Ze] n° 1.8). Alors 1 posséde un unique
quotient irréductible 7 dont la classe 'n' appartient &,(G(E)). De plus, tout représentation
irréductible essentiellement de carré intégrable de G(E) est obtenue de cette manicre.

On fixe un sous-groupe de Levi standard homogéne M=M(a)=GL,(E)* pour une
décomposition N=ab de N. Soit P=MU le sous-groupe parabolique standard de G(E) de Levi
M. Soit 6E€'c' pour une classe de représentations 's'€ €, (GL,(E)) et soit 7 l'unique quotient
irréductible de I'induite parabolique unitaire

nd§P(c®ve® Ve ®- @ Vv o ®1y).

Le centre A,, de M s'identifiant naturellement a (E*)*, le caractére central de la représentation
T=00Vvo®Vc®---®Vv*~lc de M est donné par

% =% O |,) % ®([,)" ®-8( ) x:(E)>C,

ou y, : EX —> C* désigne le caractére central de la représentation . D'ou I'expression du
caractére central _ de la représentation 7

X =%lp = IE)M!-])/Z (xs) :E*>C*.

Ac(g)

On déduit de cette expression que si ) : Agg (=E*)—> C* est un caractére fixé, et si c est
une représentation supercuspidale de GL(E) telle que la représentation essentiellement de
carré intégrable m construite ci-dessus ait un caractére central x_ €gal a x, alors le caractere
central %, de o appartient 3 un ensemble fini dont le cardinal est majoré par une constante ne

dépendant que de a (ce qui n'est rien d'autre que la preuve de la finitude du nombre d'exposants
spéciaux de la série discrete pour GL,).

Supposons de plus que la représentation © construite ci-dessus contienne un vecteur non nul
fixé par le sous-groupe de congruence K. Le foncteur de Jacquet unitaire 8, '?n,; de © étant
conjugué par un élément du groupe de Weyl W(G(E),A (E)) (= S,CK; ) a la représentation
T=0®vo®Vvo®---®v* o ([Be-Ze]), cette demniére contient un vecteur non nul fixé par le
sous-groupe MNK "=K ™" de M. Donc ¢ contient un vecteur non nul fixé par le sous-groupe
de congruence K=1+w "M (O, ) de GL(E).

On conclut grace au travail de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko ([Bu-Ku]): si @: E* — C* est
un caractere de GL,(E) fixé, les classes de représentations supercuspidales ¢ de GL,(E) de
caractére central o telles que c¥#0 sont paramétrées par les types simples maximaux (J,A)
dans GL,(E) tels que le caractére central x, de A coincide avec @ sur O et la restriction de A

a JNK contienne la représentation unité. Ces types simples sont en nombre fini major¢ par un
entier ne dépendant que de n et q.

D'ou le lemme 3.2.2.1.
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Remarque 3.2.2.2. — Il peut paraitre un peu exagéré d'introduire les (classes de)
représentations elliptiques comme un sous-ensemble des (classes de) représentations tempérées
pour constater, dés le début, qu'elles coincident avec la série discréte. D'une part le terme
"elliptique" fait directement référence a la propriété qui nous intéresse, d'autre part (pensons i
la généralisation) on espére ainsi mettre en évidence le fait que pour un groupe réductif
(connexe) quelconque, toute représentation elliptique n'est pas dans la série discréte (en
revanche, conséquence de la conjecture de Howe via les relations d'ortogonalité pour les
caracteres de la série discréte unitaire (cf [Cloz 4] theorem 3), toute représentation de la série
discrete est elliptique).

a

3.2.3. La trace compacte des représentations elliptiques.

Comme le caractére ©@, d'une représentation admissible de longueur finie © de G(E) est
localement intégrable sur G(E), on peut définir la trace compacte

<Tr(7r) , f) = f(gE)@n (e )dge

G®), Jop),

pour toute représentation irréductible © de G(E) et toute fonction feC__(G(E)).

Lemme 3.2.3.1. — Pour toute extension totalement ramifiée E de E,, les classes de
représentations elliptiques . de G(E) telles que la distribution
fi> (Tr(n) , f>c(s),

n'est pas identiquement nulle sur FH (G(E),K;* ) forment, modulo torsion par les caractéres
non ramifiés de G(E), un ensemble fini dont le cardinal est majoré par la constante c, du
lemme 3.2.2.1.

Démonstration.

On rappelle la formule pour la trace compacte de L. Clozel revisitée par J.L. Waldspurger
([Cloz 3] corol. a la prop. 2.1). Pour toute représentation admissible de longueur finie T de
G(E), on a

<Tr(1c) , f)G(E)c = > (—l)dim(A“)_l<Tr(6p‘”21tU) , xM"f")

PeP(E)
M=M,,U=U,

pour toute fonction fEC_ (G(E)) (f* désignant, pour chaque sous-groupe parabolique
standard PEP(E), le terme K -invariant de f suivant P).

Soit tE€'n' pour une classe de représentations 'n'€ £ ,(G(E)) telle que la distribution
fi> <Tr(7c) ,f )

G(E),

n'est pas identigement nulle sur 7 (G(E),K."). La formule ci-dessus entraine qu'il existe au

moins une fonction @ appartenant a l'algébre de Hecke FH (G(E),K.") et un sous-groupe

parabolique standard P=MU de G(E) tels que l'expression (Tr(8,”'*x;; ), X" P’ est non nulle.
Comme la fonction %,,~ est K-biinvariante pour tout sous-groupe ouvert compact K de M,

la fonction y,,~ ®" appartient & I'algébre de Hecke H (M,K;*") (lemme 3.1.3.2.(2)). On en

déduit que

M.m

(5,7, )" »0.
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Par conséquent le foncteur de Jacquet non normalisé 7, contient un vecteur fixé par le sous-
groupe KM de M.

Comme le sous-groupe ouvert compact maximal K; de G(E) est en bonne position par
rapport a la paire parabolique (P,A,,), son sous-groupe de congruence K. admet une
décomposition triangulaire

K;"=(UnK;" (MK (UnK?)

(U~ est le radical unipotent du parabolique opposé a P), laquelle entraine la surjection (cf
[Deli] prop. 3.5.2)

Kg®

c > (oy )meﬁn

pour toute représentation ¢ de G(E).
Donc la représentation 7t admet un vecteur non nul fixé par K.* et I'on est ramené au lemme
3.2.2.1.
a

Si w est une partie finie du réseau Rep =hg 5 (G(E)) de dg, et si T est une représentation
admissible de longueur finie de G(E), on définit la distribution sur G(E)

£ (Tr(r), £ >c(z)c<w) - .[G(E)c(w) £(e:)0x (e:)des

pour toute fonction f€C_ _ (G(E)).

Lemme 3.2.3.2. — Soit W une partie finie de Z identifiée (pour chaque extension
totalement ramifiée E de E,) a une partie du réseau Rqgp =hq(G(E)) de Ay, I existe une

constante c,=c,(q,n,w) telle que pour toute extension totalement ramifiée E de E,, les
Jfonctionnelles linéaires

£ (Tr(x), f) 'n' €, (G(E)), feH (G(E),K."),

G(E) (w) ’
engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie majorée par c, du dual algébrique
de H (G(E).Kg).

Démonstration.

I suffit de raisonner avec une partie (0 réduite a un élément.
Soit E une extension totalement ramifiée de E,. Alors

<Tr(7t) , f>G(E)c(w) = <Tr(7c) S P .f>

pour toute fonction fEC__(G(E)) et toute représentation irréductible © de G(E) (1, désignant,
pour toute partie Y de G(E), la fonction caractéristique de Y).

Comme la fonction caractéristique de G(E)(W)=hgg ~'(w) est K-biinvariante pour
n'importe quel sous-groupe ouvert compact K de G(E),

1w £ €H (G(E),K.")

pour toute fonction fEH (G(E),K.").

Enfin, si \ est un caractére non ramifi¢ de G(E), par définition il se factorise par le groupe
quotient G(E)/G(E)". Ainsi, si weG(E)(w),

G(E),
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<Tr(7r ® ), f> = y(w)(Tr(n), f)

pour toute fonction fEC__(G(E)) et tout caractére non ramifié  de G(E).

On conclut grace au lemme 3.2.3.1.

G(E). (w) G(E) (w)

3.2.4. Démonstration de la proposition 3.2.1.2.

On procede par induction sur la dimension des sous-groupes de Levi de G. La lettre E
désigne toujours une extension totalement ramifiée de E,.

Soit

M= HGLN,Z N;=N,

j=1
un sous-groupe de Levi standard propre de G. Pour chaque indice j€{1,...,r}, on note
Py.eiGLy, (B)——E™

lI'application donnée par les coefficients du polyndme caractéristique (cf le numéro 3.2.1) et,
pour toute famille ¢=1{(k;,¢;)},.;, de couples d'entiers (k;,e;) tels que k;<e; pour chaque
indice j€{1,...,r}, on définit les parties

. N;-1
VM(E),¢ =H[[H %k,-m)x (?)Eijj e;N; )JC]‘_‘[E i

j=1 m=] j=1

et

j=1 j=1

Qe {Hx eM(E), HPJE( ) M(E)¢}CM(E)'

I est clair que €2, , est une partie ouverte fermée et AAM(E)-invariante de M(E).

On suppose la proposition 3.2.1.2 vraie pour tous les sous-groupes de Levi standard
propres de G, au sens ou si M est un sous-groupe de Levi standard propre de G, alors pour
toute famille ¢ de couples d'entiers (k;,e;) (les entiers j indiciant les composantes connexes du
levi M), il existe une constante c,,=c,(q,n,¢$)>0 telle que pour toute extension totalement
ramifiée E de E,, les restrictions a l'algébre de Hecke FH (M(E),KM®*) des distributions
AdM(E)-invariantes sur M(E) a support dans (2. , forment un sous-espace vectoriel de
dimension finie majorée par c, du dual de 5-[ (M(E),K,M®") Comme cet €noncé est
trivialement vrai pour le tore diagonal M=A, (si F est une famille finie de suites non
ordonnées (o )EZY, il existe une constante c>0 telle que pour toute extension totalement
ramifiée E de E,, la partiell . » W “A (C;) est union disjointe d'un nombre fini majoré par c
de classes du groupe quotient A (E)/(A(E)NK."), le procédé¢ d'induction démarre
effectivement. '

Fixons un couple d'entiers (k,e) tel que k< e et, pour chaque sous-groupe de Levi standard
propre M de G, notons €2, ™ la partie ouverte, fermée et AdM(E)-invariante de M(E)
définie par

E(

E.(k.c) *

Q)" =M(E)AQ
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Commengons par vérifier que pour chaque sous-groupe de Levi standard propre M de G, la
partie Qp , M de M(E) est contenue dans une partie du type de celles définies dans le procédé
d'induction, autrement dit qu'il existe une famille de couples ¢=0(M,(k,e)) telle que l'on ait
linclusion Qg ™M C Q. , pour toute extension totalement ramifi¢e E de E,. On fixe une
cloture algébrique E de E, et pour chaque E, on note v la valuation (réelle) sur E prolongeant
la valuation dicréte normalisée sur E.

Soit un élément x€;, . Alors, l'expression des coefficients a(x) (0<i=N—1) du
polyndme caractéristique de x en termes des fonctions symétriques élémentaires des valeurs
propres v, (1<i<N) de x dans E (chaque valeur propre est comptée un nombre de fois égal a
sa multiplicité dans pg(x)) entraine la relation k<vy(y,)<eN—k(N—1), 1<i<N. En effet,
supposons qu'il existe une valeur propre ¥y, telle que vi(y;)<k et notons alors me{1,...,N} le
nombre de valeurs propres qui vérifient cette propriété. Ainsi, ou bien m=N ce qui contredit la
condition vg(a,(x))=kN; ou bien me{1,...,N—1} et, si 'on ordonne les valeurs propres y; en
sorte que vg(y;)<k pour tout i€{1,...,m}, les relations vg(y,... v, )<km et vg(a,_.(X))=km
entrainent I'existence d'un "mot" de longueur m

Yi-Yis do=igsiczd, {i,,...,i}={1,...,m},

tel que
VE('Yi,---Yim)'_‘vrz('Yl---'Ym),

donc l'existence d'une valeur propre v, i€ {m+1,...,N}, telle que vg(y,)<k, contradiction.
Quant a la majoration vg(y,)< eN—k(N—1), supposons par l'absurde qu'il existe une valeur
propre y; telle que vg(y;)>eN—k(N—1). Alors, comme la condition vg(a,(x))<eN entraine
Iinégalité >, . vi(y,) < k(N—1), la relation k=<v(y,), 1<i<N, déja montrée est contredite.

En retour, il est clair que I'expression des coefficients du polynome caractéristique p;(x;)
d'une composante x; d'un élément x=(II;x,)€ Q2 , ™ (les entiers j indiciant les composantes
connexes du Levi M) en termes des fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres de
x; dans E, entraine l'existence de la famille de couples ¢=0p(M, (k,e)).

Modulo l'identification du réseau Rgg =hgq (G(E)) de dgg, avec Z (cf. le numéro 3.1.1) et
notant Wy,  la partie ho e (Q2p ), on a Wy, ;={kN,kN+1,...,eN—1}. On en déduit, grice
au lemme 3.1.2, que la partie G(E) (wg,, ., ) de G(E) est contenue dans l'union des parties
AdGE) WK wMK,), meZ et i€{0,...,N—1} telles que soit satisfaite la double inégalité
kN<mN+ i< eN. Comme cette union est contenue dans AdG(E)(@ M, (D)) et comme le
déterminant des éléments de cette union est contenu dans P™N—F.™, on a la relation

d'inclusion G(E) (W, )T O ., Comme par définition on a aussi Q2 ,CG(E) (W), en
définitive

G(E)c(wE‘(k'c))c:QE' _C)CG(E)<w

(k E.(k.e))

pour toute extension totalement ramiiée E/E,.

Les préparatifs nécessaires 4 la bonne marche des opérations étant terminés, on peut
commencer la démonstration proprement dite.

Soit x € (2, ., un élément régulier semi-simple non elliptique de G(E) et soit y un élément
de T'orbite Og(X)C Qg tel que le centralisateur I'=G(E), de y dans G(E) soit un tore
maximal de G(E) contenu dans un sous-groupe de Levi standard propre M=M(E) de G(E).

On fixe des mesures de Haar dg, et dg, sur les centralisateurs G(E), et G(E), dans G(E) des
éléments x et y respectivement telles que soit satisfaite I'égalité¢ 19(.,x,dg )=1°P(.,y.dg, )
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(en tant que distributions sur G(E)). Soit P le sous-groupe parabolique standard de G(E) tel
que M=M;. Alors (lemme 3.1.3.2.(1))

-12

I°®)(f,x,dg,)=Dpu (), *(£.y.dg,)
pour toute fonction fEC_ (G(E)) (f* désignant le terme K -invariant de f suivant K).

Grice au lemme 3.1.3.2.(2) et a I'hypothése d'induction sur la dimension des sous-groupes
de Levi de G ci-dessus, on conclut donc a l'existence d'une constante d=d(q,n,(k,e))>0 telle
que, pour toute extension totalement ramifiée E de E,, les formes linéaires

£ 1°0)(f, x,dg,), £ eH (G(E).K,"), x(2n(G(E),, - G(B),)),

engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie <d du dual de 7 (G(E),K.") (le choix
des mesures de Haar dg, sur les centralisateurs G(E), des éléments x considérés étant
absolument indifférent).

Fixons une extension totalement ramifiée E de E, et notons Q= Q , .

Soit W, un sous-espace vectoriel de codimension finie <d de C__(G(E),K;") tel que
I1°®)(f,x,dg,)=0
pour toute fonction fEW, et tout élément x€(Q2N(G(E),,—G(E),,)).

Soit w={kN,kN+1,...,eN—1} et soit W, un sous-espace vectoriel de W, de codimension
inférieure ou égale a la constante c,=c,(q,n, W) du lemme 2.3.3.2 tel que

<Tr(7t) ’ f>G(E)‘(w) =0

pour toute fonction fEW, et toute représentation 'n'€ £ _(G(E)).

Montrons alors que toute distribution DEJ;((2) s'annule sur W,

Soit une fonction fEW, et soit T=1,f, 1, désignant la fonction caractéristique de Q.
Comme la partie (2 est ouverte et fermée dans G(E), la fonction T appartient a C__(G(E)).

Montrons que I°®(T,x,dg )=0 pour tout élément XE(G(E),,—G(E),, ). Si xg 2, cela
résulte du fait que AdG(E)-orbite de x (fermée dans G(E) pour la topologie W -adique) ne
rencontre pas le support de T, et si x€2, alors I°®(T, x,dg, )=1°®(f, x,dg )=0 car feW,.

Si I est un tore maximal de G(E), on note W(G(E),I') le sous-groupe de Weyl de G(E)
relativement a I' et D4, la fonction sur I' définie par Dpg g (x)=det;;, ryicomy(1—AdX ™).
Fixons une mesure de Haar dy, sur chaque tore maximal I €3, de G(E). Alors la formule
d'intégration de Weyl

jG(E) E(gE )@" (gE)dgE - ré lW(G(E) ? T)l-l J’I'r\G(E),:g \DnG(E) (yr)‘EIG(E)(E,'Yr,d‘)’r)@,, ('Yr)d’Yr

pour toute fonction EEC_(G(E)) et toute représentation irréductible = de G(E), entraine que
(Tr(w),C)=0 pour toute représentation 7 irréductible tempérée non elliptique de G(E) (le
support du caractére ®, se trouvant alors hors de I'ouvert elliptique G(E),, de G(E)).

Comme G(E),CG(E),, linclusion G(E)(w)C{2 entraine que si x€EQNG,, n'est pas dans
la partie compacte G(E),, alors x ne peut pas étre elliptique et I®®Xf x,dg )=0. Par
conséquent (a nouveau grace a la formule d'intégration de Weyl rappelée ci-dessus), pour toute
représentation irréductible elliptique n de G(E),

<Tr(7r) , C> = <Tr(1t) 1, f> = <Tr(n) , f>G(E)c(w) =0
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car fEW,.

Ainsi, (Tr(n),1,£)=0 pour toute représentation '€, (G(E)), ce qui entraine ([Kazh 3]
theorem 0) que D(1,f)=0 pour toute distribution DEJ;,(G(E)).

On a donc montré que toute distribution AdG(E)-invariante dans G(E) a support contenu
dans 2 s'annule sur le sous-espace vectoriel W, de C__(G(E),Ky").

En définitive, la constante c'=d+ c, répond a I'énoncé de la proposition 3.2.1.2.

4. La conjecture de Howe en caractéritique p>0.

Soit F un corps local de caractéristique p>0 a corps résiduel |, de cardinal g=p". On fixe
une uniformisante @, de F et l'on identifie F a F ((Wy)), le corps des séries formelles en
lindéterminée Wy sur F .

Proposition 4. (Conjecture de Howe) — Soit 2, une partie compacte modulo conjugaison
dans G(F) et soit K un sous-groupe ouvert compact de G(F). Alors l'espace des restrictions
a H (G(F),K) des distributions de Jow(£2;) est de dimension finie.

Demonstration.

Soit F une famille finie de suites ordonnées (o)=(a,<a,<---< o )EZ" telle que

Q. cAdG(F)( 11 KFw;“)KF]
(0)eF

et n un entier =1 tel que K;"CK.

Par induction sur la dimension, on peut supposer la conjecture de Howe vraie pour tous les
sous-groupes de Levi standard propres de G(F) (elle est trivialement vraie pour le tore
diagonal A /(F) donc l'induction démarre). On rappelle (cf [Laum] lemma (4.8.11) ou le
chapitre 3, prop. 3.2.1) que si x est un élément de G(F) non elliptique, alors il existe un sous-
groupe parabolique propre P (de radical unipotent U) de G(F) et une composante de Levi M
(de centre A) de P, tels que, si x=yu (yEM, u€U) est la décomposition de x suivant P=MU et
si K, est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F) en bonne position par rapport a la

paire (P,A), il existe des mesures de Haar dg, et dm, sur les centralisateurs G(F), et M,
respectivement, tels que

I°O(f,x,dg, ) =1 (fp, Y, dm_v)

pour toute fonction fEC__(G(F)) (f* désignant le terme K -invariant de f suivant P). Quitte a
conjuguer x dans G(F), on peut bien siir supposer que M est standard et prendre K,=K,. Ainsi
(cf le numéro 3.2.4), griace aux lemmes 3.1.3.1 et 3.1.3.2.(2) et a I'hypothese d'induction, on
peut affirmer I'existence d'un sous-espace W, de codimension finie de F (G(F),K;") tel que
I0(f, x, dg,)=0 pour tout élément x€2 non elliptique dans G(F) et toute fonction fEW, .

Soit c=c(q,n, F) la constante de la proposition 3.2.1.1 Supposons par l'absurde que les
intégrales orbitales elliptiques (normalisées)

f>1°0(fy), y eQ; elliptique dans G(F),
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engendrent un sous-espace vectoriel de dimension infinie du dual de FH (G(F),K;*). Alors il
existe c+1 éléments y, ,...,y.,, de L2, elliptiques dans G(F) tels que les formes linéaires

f1°0(f,y,), 1Si<c+1, f eH(G(F),K,"),

sont linéairement indépendantes. On peut supposer que les éléments y,, 1<i<c+1, sont tous
dans I'union de doubles classes 1.  K;@*K;. La proposition 2.4 nous assure alors que si E
est une extension suffisamment ramifiée de @_a corps résiduel de cardinal q, il existe un
isomorphisme d'algeébre de Hecke

C:H(G(F),K;*)—— H(G(E),K;")

et, pour chaque entier i tel que 1<i<c+1, un élément y_.€ |1 w, YK, tels que l'on ait
> P X q X .q . yE,1 ()ETF E q
I'égalité entre intégrales orbitales normalisées

ISO(f,y,)=I°®(&(f),yg;), 1Si<c+1,

pour tout fonction f€H (G(F),K."); ce qui contredit la proposition 3.2.1.
Soit donc W, un sous-espace de codimension finie de W, tel que tel que I°"(f, x,dg )=0
pour tout élément xE(2,, et toute fonction fEW, .

P

L'intersection de (2 avec chaque nappe de Dixmier X, de G(F) (cf le chapitre 3, n° 2.2.3)
est une union (disjointe) d'AdG(F)-orbites de méme dimension (en tant que variétés ;-
adiques). Ainsi, pour toute fonction fEW,, on montre par approximations successives en
rangeant les nappes par dimension croissante (cf le chapitre 3, prop. 4.4.2), qu'il existe des
fonctions h,€C__ (£2;), 1<i<k, et des éléments g,€G(F), 1<i<k, tels que

flo. = D h,—Ad*g;(h;).
i 1<i<k
Comme la partie (2, est fermée dans G(F), il existe pour chaque entier i, 1 <i<k, une fonction
¢,EC, (G(F)) telle que la restriction de ¢, avec (2. coincide avec h;. Ainsi

[f_ > (o, -Ad*g;(%)))

1<i<k

=0
O

et par conséquent T(f)=0 pour toute distribution TEJ;,(£2;).
D'ou le résultat.
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Chapitre 5

Intégrabilité locale des caractéres de GL (F)
ou F est un corps local non archimédien
de caractéristique quelconque

On étudie dans ce chapitre le comportement local du caractére-distribution @_ d'une
représentation lisse irréductible © du groupe G=GL,(F), ou N est un entier =2 et F un corps
local non archimédien (i.e. un corps commutatif localement compact, non discret,
ultramétrique et a corps résiduel fini). On montre que @, est localement intégrable sur tout le
groupe (au sens ou pour toute mesure de Haar dg sur G, il existe une fonction localement
intégrable K : G— C telle que @, =K .dg), ceci quelle que soit la caractéristique de F.

Ce résultat a été démontré par Harish-Chandra pour F de caractéristique nulle et G=G(F)
groupe des points sur F de n'importe quel groupe réductif connexe G ([Hari 2]), puis étendu
par L. Clozel a G non-connexe ([Cloz 1]). Quant a la caractéristique positive, les difficultés
sont nombreuses: absence de l'application exponentielle permettant de transférer la question
sur l'algebre de Lie de G; existence d'éléments semi-simples inséparables (i.e. dont au moins
une des composantes irréductibles du polyndme minimal est inséparable sur F) au voisinage
desquels le procédé de "descente" d'Harish-Chandra ramenant l'étude de ©, a celle d'une
distribution invariante au voisinage de 1'élément neutre d'un groupe plus petit, ne fonctionne
plus; résultats de R. Howe sur les germes de caractéres ([Howe]) valables en toute
caractéristique mais seulement pour G=GL,; etc.

Pour F de caractéristique >0 et G=GL,(F), F. Rodier a résolu le probléme au voisinage
des éléments dont les valeurs propres sont toutes séparables sur F, essentiellement en
remplagant l'application exponentielle par l'application Lie(G) - G, X — 1+X ([Rodi]). La
question de l'intégrabilité locale de @, sur tout le groupe G se raméne dés lors a I'étude de ©
au voisinage des €léments semi-simples inséparables.

On reprend ici point par point l'organisation de l'article de F. Rodier, elle-méme héritée de
Harish-Chandra. On montre comment, grace a la corestriction modérée de C.J. Bushnell &
P.C. Kutzko, on peut construire, pour n'importe quel élément semi-simple (non nécessairement
séparable) y de G, une submersion ramenant l'étude du caractére-distribution ®_ au voisinage
de y dans G a celle d'une distribution AdG-invariante 0_ sur l'algébre de Lie du centralisateur
G, de y dans G (numéros 1 et 2). Cette construction nous transportant directement sur Lie(G)),
elle permet de faire I'économie du passage de G, a Lie(G,) (objet, dans le cas séparable, de
quelques démonstrations délicates de F. Rodier) Pour étudier la distribution 0, on utilise
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directement les énoncés de F. Rodier concemnant les représentations des sous-groupes
compacts de G, lesquels font pendant a la théorie de Kirillov (valable seulement en
caractéristique 0) utilisée par Harish-Chandra en caractéristique 0 (numéros 3 et 4). On conclut
grice aux résultats de R. Howe sur les germes de caractéres, valables, comme on 1'a dit plus
haut, en toute caractéristique pour GL,, (numéro 5).

1. Notations et présentation des acteurs.

1.1. Soient

— F un corps local non archimédien de caractéristique quelconque a corps résiduel fini de
cardinal q.

— O, l'anneau des entiers de F.

— P, Iidéal maximal de O;.

— W une uniformisante de F.

— | |; 1a valeur absolue sur F normalisée par |@;|,=q".

— N un entier =2 et G=GL,(F).

— ¢ lalgébre de Lie de G identifiée a l'algébre de matrices M, (F) munie de l'opération
adjointe adg(v)=[g,v]=gv—vg ((g,v)E9x9g). On note encore | |, la norme sur g donnée par la
plus grande valeur absolue des coefficients.

— S={ge€g, |gl;=1}Cg la sphére de rayon 1 centrée a l'origine.

— N l'ensemble des éléments nilpotents de g.

On note Ad l'action de G sur g par conjugaison.
Si H est une partie de G, W et V deux parties de g, et v un élément de g, on note

AdH(V)={Adh(v) ,heH, veV},
adW(V)=[W,V]={[w,v], weW, veV},
H, ={h eH, Adh(v)=v}.

1.2. Soit y un élément semi-simple de G, c'est-a-dire dont le polynome minimal est produit
de polynomes iréductibles (mais non nécessairement séparables) sur F deux a deux distincts: -

Commengons par isoler les composantes primaires de y: pour chaque polynéme (unitaire)
~ irréductible Q(T)EF[T] divisant le polyndme minimal de y, on définit le F-sous-espace vecto-
riel de F¥

Vo = ker{Q(y):F* ->F"}.
Alors ([Bour] Alg. VII, §5, n° 1, prop. 3)

FF= & V
ameny) AD?

P(y) désignant 'ensemble des composantes irréductibles du polyndme minimal de y. Ainsi, on
peut associer canoniquement a y un sous-groupe de levi de G

M= {g eG, g(VQm) < Vo V¥V Q(T) E‘I’(Y)} = Q(TI)—EIN )AUtF(VQ(T))'
y

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynéme minimal de y, soit N, la dimension
du F-espace vectoriel V., et yop,EAut, (V) la composante de yeM sur Aut (V). Alors
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N = deg(Q(T))et oy

ou o) est la multiplicité de Q(T) en tant que composante irréductible du polyndéme
caractéristique de y. Et, notant

Eq(r = Yo |2 FITI/(Q(T))

I'extension de F (contenue dans la F-algébre End(V,)) engendrée par y,,, le centralisateur
de y dans G

G,= [] AUtEQm(VQ(T))C I1 AUtF(VQ(T))=M

Q(T)e2(T) QAUT)ed(y)

est (non canoniquement) isomorphe a

GL
QT)ed(y)

E

a(Q(T))( Q(T))'

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynéme minimal de y, soient

— €omy=(Eqr /F) l'indice de ramification de I'extension E,, /F.

— fomy=KEqq, /F) le degré résiduel de I'extension E ., /F.

— Oq, l'anneau des entiers de E

— Py lidéal nf..xaximal de Oy

— W, une uniformisante de E, ..

— ng)=Equ(VQG)) identifiée a une sous-algebre de g et My, =Aut(V,) le groupe des
éléments inversibles de M.

— ,BQ(r)C"_‘Q(r) lg Eq-algebre des E, ,-endomorphismes de V., et By, CM,q, le groupe
des éléments inversibles de b,

— Moy I OF:o’rd.re.héréditfﬁre df’ Mo normali\sé par E ., tel que CBQm=BQmﬁMQm soit
un O, -ordre héréditaire maximal (i.e. isomorphe & M, o1, ( Oy, ; de qu-

— My, (resp. BQ(T)i':EQ(T)nMQ(T)i)’ i€Z, les puissances du radical de Jacobson M,
(resp. Bor)' =boryN M) de Mo, (tesp. B

QT)

om):
~ Soit 5'= I omesn) BoeryC M=TII 1 c 5 Moy 6 commutant de y dans g et B=G, le groupe des
¢léments inversibles de b.

Soient

— G=M,(O,) I O;-ordre héréditaire maximal standard de g.

— G'={g€4g,lgl,=<q™), iEZ, les puissances du radical de Jacobson G' de G.

— G'=1+G', i=1, les sous-groupes de congruence modulo P, du groupe multiplicatif
GL(O,) de I'O;-ordre héréditaire G.

Quitte a conjuguer y par un élément de G, on supposera que le sous-groupe de LeviM de G
canoniquement associé aux composantes primaires de y est standard, i.e. produit diagonal dans

G de groupes linéaires sur F. Quitte a conjuguer une secon-e fois y par un élément de M, on
supposera (cf. [Bush] (1.8)) que

mnG'c [[M an SMNG.
Q(T)ed(y)

Pour chaque m&Z, on définit I' Op-réseau de m

M™ = wf’m[ 1Moo [= TTM e
Q1) eb(y) Q1) ed(y)
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et le (I yryc 0y Qo > Tés€au de b
B BAM = []B m ™.

Q(T)eP(y)
On note M=M"° et B=B°=pNM.

Pour chaque suite (00)=(y))ome s 4€ Z4*?, on définit le (ILq)c g, Ogrr )-Téseau de b
(o) — a
B9= ]2 0.

QAT)e2(y)

1.3. Personnage central: la corestriction modérée ([Bu-Ku] (1.3)).

On fixe (arbitrairement) un caractére additif ® 1, de F de conducteur P, (i.e. trivial sur P
mais non sur O,) et, pour chaque composante irréductible Q(T) du polynéme minimal de y, un
caractére additif 1., de E,, de conducteur Pocry

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polyndme minimal de y, il existe une unique
corestriction modérée sur M., relativement a E,/F (i.e un homomorphisme de (Bo(r)’ﬁo(r))‘
bimodules £: My, —> By, tel que R Q)=b,,NQ pour tout O-ordre héréditaire Q de My,
normalisé par Ey)) Soer) - Mo —> Doy telle que

133 °Term p(mb)= Tam °TIBQ(T)/Eq(T) (SQ(T) (m)b)

pour tout couple (m,b)eQOxBQm ([Bu-Ku] prop. (1.3.2) et prop. (1.3.4)).

Soit p=m®n la sous-F-algebre parabolique standard de g (i.e. contenant la sous-F-algebre
de Borel de g des matrices triangulaires supérieures) de composante de Levim, p"=n"ém la
sous-algebre parabolique opposée a p, et pr,, : § — m la projection sur m relativement a la
décomposition de g en

g=n"Omoen.

Soit 'homomorphisme de (b,b)-bimodules (défini composante par composante)

M omess) Sam: M= omesn Mom = b= omean) Pom >

et soit
s=(Homyest) Som )°Prm: $—>b.
Soit ¥ : g — C* l'application définie par
Yy(8)=1roTryr(g), g€9,
et soit ¥;: b— C* I'application définie par

¥s0)= T Tam Ty, ey (bom)> B =( Hbom) <b.
Q(T)ed(y) Q(T)ed(y)
Par construction, on a la relation
\Pg (gb) =TpoTr, ¢ (prm (g)b) = \Ps (S(g)b)
pour tout couple (g,b)Egxb.
Si A est un Op-réseau de @, on note A* I'O;-réseau de g dual de A pour ¥, défini par

(1) C'est-a-dire un homomorphisme continu de (F,+) dans C”.
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A*={g €g, ¥;(gv)=1, v eA}.

De méme, si I est un (I14qyc gy, Oqry )-réseau de b, on note I'* le (I e gy Ory - Téseau de b
dual de I pour ¥ défini par

I*={beb, ¥;(bt)=1, tel}.

1.4. Si 2 est un espace topologique totalement discontinu, on note C__(2)) (ou simplement
C/(2) si la topologie sur X est la topologie discréte) I'espace des fonctions X — C localement
constantes a support compact. L'espace des distributions sur 2 est le dual algébrique D(X) de
2. Si T est une distribution sur 2, on note

[ £()dT(x) ou (T, £)

la valeur de T sur I'élément f de C__ ().
Si I est une partie ouverte (resp. fermée) de X, on identifie C_(I") (resp. D(I')) a 'espace
des fonctions (resp. distributions) sur 2 a support dans I'.

Si A est une partie ouverte compacte de 2, on note 1,EC__(2) la fonction caractéristique
de A.

Si T est une action d'un groupe H sur un espace topologique 2 totalement discontinu, on
note T* et T les actions sur C__ () et D(X) respectivement définies par

(‘c*h(f))(x)=f(rh"l(x)) (h €eH, feC_.(X), x GZ),
<'ch(T),f>=<T,T*h'l(f)> (heH, TeD(X), feC,..(2)).

Si H est un sous-groupe de G et 2 une partie AdH-invariante de g, on note J(2) le sous-
espace vectoriel de D(X) des distributions T AdH-invariantes sur 2, c'est-a-dire telles que
Adh(T)=T pour tout heH.

Si 2 est un espace topologique totalement discontinu et dp une mesure sur X, toute fonc-
tion complexe A sur X localement intégrable par rapport 4 du définit une distribution sur 3

£ [ FAW)dR (feC,.(2)).

Une distribution de cette forme est dite localement intégrable par rapport a du. Si de plus X
posséde une structure de groupe topologique localement compact, alors 2 est muni d'une
mesure de Haar (i.e. une mesure de Radon invariante a gauche et non identiquement nulle)
unique a un facteur constant pres, et l'on dira seulement "localement intégrable" pour
"localement intégrable par rapport a une mesure de Haar sur 2" (l'intégrabilité locale ne
dépendant bien évidemment pas de la resure de Haar choisie).

Soient dX et dH les mesures de Haar sur g et b normalisées par

vol(G,dX)=vol(B,dH)=1.

L'application ¥': g — C* (resp. ¥g: b — C*) construite au numéro 1.3 définit une transformée
de Fourier sur C__(9g) donnée par

b(g)= [ h(X)¥,(eX)dX (g <g)

pour toute fonction heC__(g), laquelle induit une transformée de Fourier sur 1D(g)

159



(D*,h)=(D,h") (heC,.(9))

pour toute distribution DEZD(G). De méme, l'application ¥ : b — C* définit une transformée
de Fourier

£A(b) = Jﬁf(H)‘Pg (bH)dH (b b)
pour toute fonction f€C,  (b), laquelle induit une transformée de Fourier sur D(b) donnée par
(T~ £)=(T,£2) (feC..(b))

pour toute distribution TE D (b).®

1.5. Formule de Plancherel pour les sous-groupes ouverts compacts de G.
Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par

vol(GLy(®;),dg)=1

Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, on note &(K) l'ensemble des classes
d'équivalence de représentations lisses irréductibles de K.

Pour toute classe de représentations p€ £(K), on note ¥, le caractére de p, deg(p) le degré
de p et E =vol(K,dg)'deg(p)x, 1'1dempotent associé a p (dans l'algébre de Hecke F{(G)
d'espace vectonel sous-jagent C__ (G), munie du produit de convolution défini par

£2A(v)= [ f@)Me™v)de

pour tout couple (EA)EC, (G)xC,_ . (G) et tout €lément vEG).

Avec ces notations, la formule de Plancherel pour K s'écrit

el)= D &dg

pee(K)
ou £(g), gEG, désigne la distribution sur G masse unité en g, définie par
(e(g),f)=1(g)
pour toute fonction fEC__(G).

Pour toute d15tr1but10n T€D(G) et toute fonction fEC_, (G), on note T*fla fonction sur G
définie par :

T*f(v)= JG f(g”‘v)dT(g) (v eV) .

Ainsi, conséquence directe de la formule de Plancherel pour K, on a I'égalité

T= 3 (145 )ie

pes(K)

pour toute distribution TE D(G) ([Hari 2] lemma 33).

(2) Comme pour la dualité des réseaux (cf. le numéro 1.3) désignée par le méme symbole * pour les réseaux de
g et pour les réseaux de b, on désigne par le méme symbole ~ la dualité des fonctions et des distributions dans ¢
et dans b. Le contexte dans lequel on utilisera ces objets sera toujours sufisamment clair pour que la lecture ne
soit pas génée par cette imprécision.
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2. Descente des caracteres.

2.1. On construit dans ce numéro un élément x de M NM appartenant a la pré-image de 1
('élément unité de b) par l'application s, grice auquel on produira une submersion (numéro
2.2) permettant de ramener l'étude du caractére-distribution d'une représentation lisse
irréductible de G i celle d'une distribution sur xb (numéro 2.3), et vérifiant des propriétés telles
que dans le cas séparable modéré (c'est-a-dire le cas ou pour chaque composante irréductible
Q(T) du polynéme minimal de y, I'extension E,/F est séparable et modérément ramifiée), x
appartienne au centre de b (cf. la remarque 2.1. 1) Bien que cette derniére précision ne soit pas
réellement indispensable a la construction (les conditions xEMNM et s(x)=1 suffisant i la
démonstration), on espére ainsi mettre en évidence les mécanismes distinguant le cas séparable
du cas inséparable d'une part, le cas séparable modéré du cas séparable non modéré (ou
sauvage) d'autre part.

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polyndme minimal de y, on peut voir I'O,-
ordre héréditaire M, de M, comme le stabilisateur dans M, d'une chaine de O -réseaux
dans V

Qm

Loamy={Low>1€Z}

(cf [Bu-Ku] (1.1)). Soit By, une OQm-base ([Bu-Ku] def (1.5.6)) de la chaine L
considérée comme une chaine de O, -réseaux dans V., (ceci a un sens car le groupe E,,*
normalise I' Op-ordre héréditaire Mom) Soit Wy, le sous-F-espace vectoriel de V., engendré
par By,

Le choix (arbitraire) de B, induit une injection de F-algebres

sy, :EndF(EQ(T))—%mQ(T) 1)

qui prolonge linclusion E,,CM,, le corps E, étant canoniquement inclus dans End(E,).
Come Bg(r) est une EQm-l?ase de Vo, , l'inclusion de .WQ@ dans V., et l'action de yqq,
sur V., induisent un isomorphisme de EQm-espaces vectoriels a gauches

Eqm ®rWoe > Vo » ()

un isomorphisme de E,-algébres

E o1, ®5 End (W (3)

Q(T) am)——>b

Q(T) »
et une (Wq,,Eq))-décomposition de M, (isomorphisme de (EndF(EQm),EQ(T))-bimodules)
: EndF(E )® )

([Bu-Ku] (1.2.3)). Explicitement, lisomorphisme 2.1.(4) est donné par l'injection 2.1.(1),
I'inclusion canonique de EQ(T) dans M, et la multiplication dans M,

b . ——>m

Vs Eqm TQ(T) Q(T)

Q(T) Q(T)

Soit A oy, I'unique Op-ordre héréditaire de End(E,,) normalisé par E.,”. Comme B,
est une Oy,-base de la chaine de Oy -réseaux L, dans Vi, Iisomorphisme 2.1.(4) induit,
par restriction, un isomorphisme de (A o, , B o)-bimodules

A QM ®OQ(T) B Q(T) — M Q(T) (5)

([Bu-Ku] prop. (1.2.8)).
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Soit

So.Q(T) - EndF(EQ(T)) —>Eqm

l'unique corestriction modérée sur End(E,) relativement a E, /F telle que, en termes de la
(W oy »Eqery)-décomposition de M, 2.1.(4), on ait

Sam = Soam® 15
([Bu-Ku] prop. (1.3.9)).

La pré-image de 1 (I'élément unité de E;)) par la corestriction s, ., est d'intersection non
vide avec A p,NAut(E,;). En effet, notant A, i€EZ, les puissances du radical de
Jacobson A ;! de A, on a la relation ([Bu-Ku], prop. (1.3.4)(ii))

So,Q(T) (;4 Q(T)i) = PQ(T)i (6)

pour chaque i€Z. Comme 1+ P, est ouvert dans Oy, (Soqy (11 Por)))NA oy €5t Ouvert
dans A, donc d'intersectiqn' non vide avec .ﬂ.QG)nAutF(EQm). Soit a€ A ,,NAut(E,)) tel
que s, or(2)=1+0 pour un élément o€ P, Ainsi, (1+a)E Oy, * et

So,Q(T) ((1 + a)_l a) = (1 + a)-l SO,Q(T) (a) =1.

Comllne OQ(’DX.AQGFAQ(T), I'élément (1+a)~'a appartient 4 A ;,NAut(E,,) et l'assertion
est démontrée.

Soit X,or, un élément de A, NAut(E,;) appartenant a la pré-image de 1 par la
corestriction s, et tel que le commutant L, de X, o, dans E, soit une sous-extension de
Eqr/F de degré maximal. Soit X, I'élément de M, M, défini par

xQ(T) = IBQ(T) (xO-Q(T)) = V75"(:»(1') (XO-Q(T)® 15 ) :

L'élémc?nt. Xqcr) aPpartient, par construction, a la pré-image de 1 (I'élément unité de BQ(T)) par la
corestriction s,

Remarque 2.1.1.

(1) — Sil'extension E,/F est séparable, la projection orthogonale

Plyr) - EndF(E )—) E

QM) AT)

relativement a 'accouplement non dégénéré sur End(E,)

(z,t)i—)Tr (zt),

EndF(EQ(T))/F

est un (Eqq),Eqr))-homomorphisme non nul (cette propriété est caractéristique des extensions
séparables de F).

Le caractére de E, défini par
Tr® TrEndF(EQ(T))/F (V)=tge TrEo(r)’F )

pour tout VEE;, a pour conducteur P Dy,~", Dy, désignant la différente de l'extension
EQ(F){F. Par S:onséquent, l'applicat"iog PTyr, €st une corestriction' 3nodérée sur EndF(EQm‘)
relatlvemgnt a E,/F (et c%onc comc’xde.a'vec UorySoqery POUT Un el‘em.ent Uqr, appartenant a
Ogry”) st et seulement si on a I'égalité¢ P Dy, '=Py, cest-a-dire si et seulement si
l'extension E, . /F est modérément ramifiée (cf. [Bu-Ku] remark (1.3.8)(ii)). Si tel est le cas,
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I'élément Xo o =Uom € Oyq)” est lunique élément de Aut(E,,) vérifiant les hypothéses de la
construction.
Sitel n'est pas le cas (i.e. si I'extension E;/F est séparable mais non modérément ramifiée),
lexposant de Swan de I'extension E ,,/F
SWon = o~ (Bam ~1).
ou d,, est I'exposant de la différente défini par

D,

= dom
Q(T) Q(T) >

est strictement positif ([Serr] prop. 13). Par conséquent, I'application

Sworm
s ()

Q(T) Py (a)

est une corestriction modérée sur End(E,) relativement a E,, /F. Elle coincide donc avec

s x
Uqcry So.qcry POUT un €lément u, € Oy, et

Uoer) (wQ(T)

est I'unique €élémént de E,,* appartenant a la pré-image de 1 par la corestriction s
n'appartient pas a ‘A.

)'SWQ(T)

0.Q(T)* 1

(2) — Sil'extension E, /F est inséparable, alors la restriction a E;, de I'accouplement non

dégénéré sur End(E))

(Z > t) = TrEndF(EQ(T))/F (Zt) >

est identiquement nulle. Par conséquent E, est dans le noyau de s, ., et donc d'intersection
vide avec la pré-image de 1 par s.

g
Soit x€ M NM I'élément défini par
x= JIxqme [TMqqm=M.

Q(T)eP(y) Q(T)ed(y)

Remarque 2.1.2. — Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynéme minimal de y,
le commutant de X, dans b, coincide avec le sous-F-espace vectoriel de b, image par
lisomorphisme 2.1.(3) de L, ® End{(W,) ([Bu-Ku] prop. (1.4.2)), ou (rappel) L, désigne
le commutant de X, dans E,;. Par conséquent, le commutant de X, dans le groupe B,
isomorphe au groupe des €léments inversibles de L, ® End(W,), est isomorphe a

GL L

u(Q(T))( Q(T))'

Sans appronfondire d'avantage les propriétés de I'élément x, signalons toutefois que, mis a
part les deux cas (non exclusifs I'un de l'autre) suivants

(i) vy séparable modéré, auquel cas x appartient au centre de b (cf. la remarque 2.1.1),
(1) y régulier (i.e. a(Q(T))=1 pour chaque composante irréductible Q(T) du polynome
minimal de y),

I'AdB-orbite de x, hp'mléommphe au p‘rodl.xit H Q(.,.)E.d,(y)(G.L.a(Q(r))(EQ(.”)/GL?(Q(D)(LQm)), n'est.pas
bomée. Cette propriété nous a en particulier interdit d'utiliser I'approche a laquelle nous avions
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initialement pensé: reprenant la méthode exposée par Harisch-Chandra dans [Hari 0], on peut
facilement ramener I'étude d'une distribution AdG-invariante sur G au voisinage de y dans G a
celle d'une distribution AdB-invariante sur AdB(xb) au voisinage de 0 dans AdB(xb). Mais le
fait que I'AdB-orbite de x ne soit en général pas bornée empéche de tirer brutalement la
construction sur b en "tuant" x avec la corestriction s; on tombe en effet sur une intégrale dont
on ne sait, a priori, dire si elle converge. Aprés des essais infructueux dans cette direction, on a
finalement opté pour une autre approche: la submersion qui permet de descendre sur AdB(xb)
permet tout aussi bien de descendre sur xb, cette fois sans la propriété d'invariance. Mais la
construction se transportant naturellement de xb a b, on retrouve cette propriété d'invariance
sur b (cf le numéro 2.3).

O

2.2. On construit dans ce numéro "la" submersion, qui fait pendant a celle construite par
Harish-Chandra dans le cadre séparable ([Hari 2] §17 ou [Rodi] prop. 1).

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynéme minimal de y, I'application
Aqer)  Mom > Mo » M [me,m] >
induit une suite exacte scindée de b

/b

et une décomposition de M, en
M qr) = YomXamBoer @1m(a g )

Soit U la partie de m définie par
U=xb= [T xqpBonm

Q(T)e2(y)

om-modules gauches

0——m —m _5p ——0

2q(m)
— My Q(T)

Q(T)" ' Q(T)

et soit V,, un sous-F-espace de m supplémentaire de b dans m (le choix du supplémentaire V,,
n'a pas d'importance pour le résultat qui nous intéresse).
Avec les notations du numéro 1.3, soit V le supplémentaire de b dans g défini par

V=n®dV, éncn &meén =g.
Pour chaque élément we AdB(U ), soit ®_,: UxV — g l'application définie par
®, (u,v)=yu +[y(1 +w) ,v]
pour tout couple (u,v)eUxV.

Lemme 2.2.1. — L'application @, est bijective.

Démonstration.
Le commutant b de y dans g étant contenu dans m, I'application
nen-nTen, Xely,X]|,

est un isomorphisme de F-espaces vectoriels. 1l suffit donc de montrer que la restriction de
l'application @, a UxV_ induit une bijection de UxV_ sur m. Or
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m = J] (yQ(T)xQ(T)BQ(T)@[yQ(T)’mQ(T)])
Q(T)ed(y)

=yU®[y,m]
=yU®[y,Vm].

D'ou le lemme 2.1.1.

Soit U’ le voisinage ouvert de 0 dans U défini par

it eU tel que (i) detm,F(l+u)¢O (ie 1+u eM)
- (ii) det ., gy (P o @, ™) =0 (ie. @, est bijective)(”

La proposition suivante, simple application de travaux assez anciens d'Harish-Chandra sur
les algebres de Lie semi-simples réelles ([Hari 0] lemma 12), est la clé permettant d'étendre au
cas y semi-simple non nécessairement séparable les techniques développées par Harish-
Chandra puis F. Rodier dans le cadre séparable.

Proposition 2.2.2. — L'application 6 : GxU' — G définie par
5(g , u) = gy(l -i-u)g'1 ((g ,u) eG x U')

est partout submersive.

Deémonstration.

I s'agit de vérifier que la différentielle dé ,, de l'application 6 en (g,u) est surjective pour
tout point (g,u) de GxU". La relation 6(hg,u)=hé(g,u)h~! pour tout u appartenant a U" et tout
couple (g,h) appartenant 3 GxG nous permet de n'effectuer la vérification qu'aux points (1,u),
u appartenant a U'.

Soit donc u un élément de U'. Identifiant l'espace tangent a GxU" au point (1,u) a gxU et
I'espace tangent 4 G au point y(1+u) 4 g, la différentielle d6 , ) de 6 au point (1,u) s'écrit

43, :8xU— g, (X,xH)r> yxH +[y(1+u),~X].
On conclut grace a la bijectivité de l'application ® .
0

L'égalité Adg(y(1+Adb(u)))=Adgb(y(1+u)) pour tout couple (g,u)€GxU et tout élément
bEB entraine le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3. — Pour tout élément bEB, l'application
6,: GxAdb(U) > G, (g,w)— gy(1+w)g™".

est partout submersive.

2.3. Le principe de submersion de Harish-Chandra ([Hari 1] theorem 11).

Soit 7t une représentation lisse irréductible de G et @, le caractére-distribution de 7.
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Soit du la mesure de Haar sur le groupe additif U, image de la mesure dH sur b (définie au
numéro 1.4) par 'homéomorphisme de variétés We-adiques

bo>U, H—xH,
d'application réciproque

U—b, ur s(u).

Comme l'application 6: GxU' — G est partout submersive (proposition 2.2.2), il existe une

et une seule application linéaire surjective ([Hari 1] theorem 11; [Hari 0] theorem 1 pour la
démonstration )

C..(GxU)>C, . (8(GxU")), h>h®,
telle que
[[.., bz w)F(gy(1+u)g™)dedu= [ h°(e)F(e)dg

pour toute fonction heC__(GxU') et toute fonction FEC_(6(GxU")). L'image h® d'une
fonction heC, (GxU") étant construite en intégrant h sur les fibres de la submersion 6, son
support vérifie la relation d'inclusion supp(h®)C é(supp(h)).

Le lemme suivant n'est que la traduction, en termes de la submersion &, du lemme 21 de
[Hari 1] énoncé et démontré par Harish-Chandra pour une autre submersion.

Lemme 2.3.1. — /] existe une unique distribution $_sur U' telle que
(5..n)=(0..1)
pour toute fonction h€C, (GxU"), ot h;€C, (U') est définie par
h,(u)= IG h(g ,u)dg (u eU').

Démonstration ([Hari 1] lemma 21).
Soit D, la distribution sur GxU" définie par

(D,.h)=(6,,h°) (heC,.(GxUY).

Pour toute fonction heC__(GxU') et tout élément ac . soit A*a(h)eC__(GxU") la fonction
définie par

A*a(h)(g,u)=h(a"'g,u) ((g ,u) €G x U').
Fixons une fonction h€C__(GxU') et un élément acG. Alors
.fG (k*a(h))é(g)F(g)dg = ”Gxu- h(a”'g, u)F(gy(] +u)g™ )dgdu
= ”Gxu' h(g , u)F(Ad ag(y(l + u)))dgdu
=) h(g , u)Ad*a - (F)(gy(] + u)g‘l)dgdu
= [ b (@Ada" (F)(g)de
= [, Ad*a(h®)(e)F(e)de
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pour toute fonction FEC__(5(GxU")). Par unicité de I'application £+ 2, on obtient I'égalité
(A*a(h))’ = Ad*a(n®).

Comme la distribution @, est AdG-invariante sur G, le calcul ci-dessus entraine la relation
(D,,A*a(h))=(D,,h)

pour toute fonction heC, _(GxU') et tout €lément a€G. Cela signifie que la distribution D, est
invariante par multiplication a gauche par les éléments de G. Pour chaque fonction BEC (U')
on définit une distribution 1, () sur G par

(x.(B),6)=(D,.¢®B)

pour toute fonction ¢ €C_ (G). Alors, notant toujours A l'action de G sur G par multiplication
a gauche,

(1.(B), A*a(9))

(D, A*a($) ®B)
(D, A*a( (6®B8))
(D,.o®B)
=(7.(B).%)

pour toute fonction ¢E€C,_ _(G) et tout élément aEG. Par conséquent 1,(B)=9,(B)du pour une
constante complexe 3, (B) ([Hari 1] lemma 17). Soit une fonction ¢,€C_.(G) telle que

[.0u(e)dg=1.
Alors &, (B)=(t.(B),d,)=¢D, ,$,® B) pour toute fonction BeC, . (U"). Ainsi, I'application
B—9.(B) (BeC..(U")

est une distribution sur U'. Comme C_(GxU")=C,_(G)®C,(U") ([Hari 1] lemma 4), la
relation

(J, 6@)dg)(9,.B)=(D,.0@B)=(©,.(6 ©p) )
pour tout couple (¢,B)EC, . (G)xC, ,(U") et la linéarité de I'application h > h® entrainent
<9,,,h5) = (@,,,h5> (heC,.(GxUY)).
Comme B=(¢,®3)° pour toute fonction B€C, _ (U"), l'application
C..(GxU')>C,(U"), hi>hy,

est surjective. Ainsi, 3, est uniquement déterminée par D, et donc (conséquence cette fois de
la surjectivité de l'application h > h®) par ©,.

O

Mis a part le cas ou pour chaque composante Q(T) du polyndme minimal de y, I'extension

Eqq/F est séparable et modérément ramifiée, auquel cas I'élément x appartient au centre de b

(cf. la remarque 2.1.1) et 3_€J,(b), la distribution 3 construite ci-dessus est peu agréable a
étudier comme telle. L'idée est de montrer que la dlStI‘lbUthl] sur s(U")Cb définie par

fr—><9ﬂ ’(f°s)‘u. >
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pour toute fonction feC__ (s(U")), coincide sur un voisinage ouvert compact s(U")Cs(U") de 0
dans b avec la restriction a s(U") d'une distribution AdB-invariante sur AdB(s(U")). Pour ce

faire, on exploite de maniére un peu plus précise le principe de submersion d'Harish-Chandra,
essentiellement l'unicité de I'application h+ h®.

Pour chaque élément bEB, soit U,'=Adb(U"). On reprend avec les couples d'objets (6,,U,")
les constructions déja effectuées avec le couple (6,U"). Comme l'application 6,: GxU,' > G est

partout submersive (corollaire 2.2.3), il existe une et une seule application linéaire surjective
([Hari 1] theorem 11)

C..(GxU,)>C,.(6,(GxU,")), hioh™,
telle que

” h(g,bub™ (gy(l +bub™’ )g" )dgdu = J 1% (g)F(g)dg

pour toute fonction heC_ _(GxU,') et toute fonction FEC w(5b(G><U N=C,.(6(GxU")). De
méme, la démonstration du lemme 21 de [Hari 1] appliquée i la submersion &, entraine (cf. le
lemme 2.3.1) I'existence et l'unicité d'une distribution 9 (b) sur U,' telle que

(%015, )=(6,.0*)
pour toute fonction heC, (GxU,), ou h; €C_ (U, est définie par
hy (W)= L h(g ,w)dg (w eUb').
Soit c, le plus petit entier c tel que xXB°CU". Soit U" le voisinage ouvert compact de 0 dans
U' défini par U"=xB* et, pour chaque élément bEB, soit U,"=Adb(U")CU,".

Soit E le C-espace vectoriel somme directe des C, (U,") (b€B) (i.e. le C-espace vectoriel

des sommes tormelles &, f, fEC__(U"), f, =0 pour presque tout bEB) et soit F le sous-
espace vectoriel de E des éléments &, f, telles que (2,cp ., f, )(W)=0 pour tout we AdB(U"),
ou B(w)={beB, weU," } CB pour chaque we AdB(U").

Lemme 2.3.2.
(1) — Pour toute fonction f€C__(U") et tout élément bEB,

(9,(b),Ad*b(£))=(9, ,f).
(2) — Pour tout élément bEB et toute fonction feC__(U'NU,),
(9.(0),£)=(8,.£).

(3) — Pour tout élément &, _,f, de F,

> (9:(0).£,)=0.

Demonstration.

(1) Soient une fonction fEC__(U") et un élément bEB. Notant A 'action de G sur G définie
par Ag(g")=g'g™! pour tout couple (g,2)EGXG, on a
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[, 6(&)Ad*b(£)(Adb(w))F(gy(1+Adb(u))g™ dgdu
=[], 6(eb™E)F(gy(1+u)e ™ )dgdu
= [ (@)@ 1) ()F(e)de

pour toute fonction $EC, _(G) et toute fonction FEC, _(6(GxU")). De l'unicité de I'application
0, on déduit 1'égalité

(6®Ad*b(£))™ = (A*p(9) @ £)°
pour toute fonction $€C_ _(G). Ainsi

(9,(0),Ad*b(£)) =(9,(b),(¢@Ad*D(£)), >

.
8, (M (9) ®f) >
9,.(Mb7(9)®f),) =(8, .£)

) =
<@ o ® Ad*b(f))’ >
~(
=(

pour toute fonction ¢€C__(G) telle que

[, ¢(e)ag=1.

(2) Soit b un élément de B et f une fonction appartenant a C_(U'NU,). Rappelons que la
mesure du sur U est limage de la mesure dH sur b par Thoméomorphisme de variétés w -
adiques b — U, Hi— xH. Ainsi, comme la mesure dH sur b est AdB-invariante et comme on a
I'égalité bub~'=xs(bub~!)=xbs(u)b~! pour tout élément u€U' tel que Adb(u)e(U'NU,), la
mesure du sur U induit une mesure Adb-invariante sur U'NAdb~!(U"). Par conséquent,

_”G 0 0@ (bub™ )F(gy(l +bub™ )g"‘)dgdu
- .”G xU"* d)(g)f(u)F(gy(l + U)g'l)dgdu
= [ (¢©1) (2)F(e)de

pour toute fonction $E€C__ (G) et toute fonction FEC, _(6(GxU")). De l'unicité de l'application
0, on déduit I'égalité

(p@1)" =(p®1)
pour toute fonction ¢C__ (G). Ainsi

(9. (b).£) = 9"(b),(¢®f)ab>

pour toute fonction $C_ (G) telle que
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J.e(e)ag=1.

(3) Pour chaque élément &, f, de E, soit A(®,., f,)CB l'ensemble (fini) des €léments bEB
tels que f, #0. On raisonne par induction sur le cardinal de A(&,; f,).

Si @, f, =0, il est clair que X, ($,(b).f,)=0. Par ailleurs, si &, ,fieF et &, f #0,
alors le cardinal de A(®, £, ) est >=2.

Soit @, f, €F tel que M(®, ., )={b,,...,b,,,} pour un entier n=1. Pour chaque entier i tel
que 1<i<n, la partie

w,=U, "nU,"
est ouverte compacte dans U, ". On peut donc décomposer I'élément &, f, en
Bl =(Brad,) + (B W)
avec
On,., =K., (resp- s, ,=0)

by, = fbi{w prolongée par 0 sur U, " —W, (resp. (NS ¢bi) si1<i<n.
¢,=y,=0sib ek(@beg fb)

Par construction, &, _, ¢, et &, \, appartiennent a F, \(®,, ¥, )<n et

ZbeB<97‘(b)’¢b> = Z <91:(.bi)9¢bi>

1<i<n+l

-(%.0,). 00

grace aux points (1) et (2) du lemme 2.3.2.
D'ou le résultat.

Soit T, la forme linéaire sur E définie par
T.(@afy)= X, (%:0).£)=(3,. 3, L Ad*7(£,))

pour tout élément &, , f, appartenant a E. On note encore T, la forme linéaire induite sur
l'espace quotient E/F (lemme 2.3.2.(3)).

Si ¢ appartient a C__(AdB(s(U"))CC,..(b), le support de ¢ est contenu dans I'union d'un
nombre fini d'ouverts de b du type s(U,")=Adb(s(U")) (bEB), par conséquent ¢ admet une

décomposition de la forme ¢==,., ¢, (6,€C,.(s(U,")CC, . (b), ¢, =0 pour presque tout
¢lément bEB) a laquelle on peut associer I'élément

Byep (91 S)l Uy

de E, élément dont la classe modulo F ne dépend gue de ¢ (au sens ou cette classe modulo F
est indépendante de la décomposition 2, _, ¢, de ¢ choisie).

Soit D, la distribution sur AdB(s(U")) définie par

(D,.8)=T,(®0a(t:09),,.
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pour toute fonction ¢€C, (AdB(s(U")) et toute décomposition ¢=2,_, ¢, (¢,€C, .(sS(U,")),
¢, =0 pour presque tout bEB).

On aimerait, pour la suite des événements, pouvoir travailler avec une distribution sur b. 1l
suffit pour cela de considérer la restriction de la distribution D, a une partie ouverte fermée et
AdB-invariante de b contenue dans AdB(s(U")). C'est I'objet de la construction ci-dessous.

Pour tout élément g€d, on note P(T)=2,_ . a.(g)T™ (a,(8)€EF, ay(g)=1) le polynéme
caractéristique de g. Soit U, la partie de b définie par

u6={b eb, |a

: <1pour chaque OSmSN—l}.

Alors ([Rodi] lemme 3), U est une partie ouverte fermée et AdB-invariante de b, O U= UL,
et il existe une partie compacte K de b telle que U;CAdB(K). Soit P.* (kEZ) la plus petite
puissance de l'idéal maximal de O, telle que P*U;CAdB(s(U"))= AdB(B ‘) (cette définition a
un sens car pour meZ suﬂisamment grand, P,"KCB® et donc P"U;CAdIB(K)CAdB(B*)).
Ainsi, 2=P U, est un voisinage ouvert fermé AdB-invariant (et compact modulo conjugaison
dans B) de 0 dans b contenu dans AdB(s(U")) (remarquons, méme si nous n'utiliserons pas
cette précision, que la partie (2 ainsi définie ne dépend que du triplet (y,x,V,) ou V_ est le
supplémentaire de b dans m arbitrairement fixé au numéro 2.2).
Soit O, la distribution sur b définie par

=0

T5-0

(6..0)=(D,.¢) si ¢ €C, .(Q)

Proposition 2.3.3.
(1)— La distribution 0 _ est AdB-invariante sur b.
(2) — Pour tout sous-groupe ouvert compact K et toute fonction $€C__(Q2Ns(U"))

(6,.0)= % [ 605w O,*E,(y(1+u))du

pe£(K)

Démonstration.

(1) Soit ¢Ecc,m(6) et 0| =325 ¢, (6,€C,..(s(U,")), ¢, =0 pour presque tout bEB), une
décomposition de la restriction de ¢ a (2. Alors, pour tout élément y de B, on a la

décomposition Ad*y(¢)| =25 Ad*y(, ) avec Ad*y(¢, )EC, .(s(U,,")) pour chaque élément
b de B, et donc I'égalite

(ady(6,),0) =(6,,Ad*r(9))
=3 (%:(vb),Ad*Y (8, ) s)
=3 (% (10), Ay (8,29))
=Zben<9;'(b)’¢*os>

o)

par definition de 6_ et grice au point (1) du lemme 2.3.2.
D'ou le point (1) de la proposition 2.3.3.

(2) Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et soit \y, EC__(G) la fonction définie par
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yy =vol(K,dg) "1, .
La formule de Plancherel pour K (cf. le numéro 1.5)

(6,.F)= 3 [ F(g)0,*,(g)de

pe&(K)

pour toute fonction FEC,_ (G), entraine la relation
(6,.4) =(8.(69),.)
= <9, , (Wx® (¢ ° s)lu')5>

-(on (wrot6-, )
) ESZ(K) '[G (WK® ((b ° S)IU')S@ﬂ *&,(g)dg

pour toute fonction ¢€C_(Q2Ns(U")).
Par définition de l'application C, (GxU")—C,(6(GxU")), hi—>1h?, et car @, *&  (p€£(K))
est une fonction localement constante et AdK-invariante sur G, on a

[ (ve®(6°9),) @0, (@)
=[] vk (@(6°s)wO,*E (sy(1+u)e™)dgdu
=[], voUK.dg) "¢ o ()@, *E,(sy(1+u)z ™ )dgdu
= [ 6°sO,*&,(y(1+u))du

pour toute classe de représentations p&€ £(K) et toute fonction ¢€C, _(s(U")).
D'ou le point (2) de la proposition 2.3.2.

Soit c, le plus petit entier =1 tel que l'on ait l'inclusion B CQNs(U")=Q2NB*.

Pour tout a€Z, soit (B*)" le groupe des caractéres complexes lisses de B>,
Si a est un entier >c,, alors pour toute fonction $C_(B*), donc en particulier pour tout

caractére ¢<(B*)", le support de la restriction a U" de la fonction ¢os est contenu dans
l'ouvert xB* de U".

D'ou la proposition suivante, conséquence de la formule d'intégration 2.3.3.(2).
Proposition 2.3.4. — Soit a un entier =c, et soit yE(B*)" tel que
<9n , 5{) #0.

ol y, (B désigne le caractéere complexe-conjugué de y. Alors, il existe une classe de
représentations pe€ &(G?) telle que ®

®) Dans le point (ii) ci-dessous, par abus de notation, on désigne par le méme symbole la classe d'une
représentation et n'importe quel représentant de cette classe.
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() ©,%F)| =0
(i) jB. x(H)p(1+xH)dH =0

Démonstration.

La formule d'intégration (2) de la proposition 2.3.3 pour y €(B*)" s'écrit
<9,, , §> = Z(: | LB. xos(u) @, * Ep(y(l + u))du
pee(G®
= % )j X(H)O, *E,(y(1+xH))dH.
pes(G*

Par conséquent, il existe une classe de représentations p € £(G?) telle que
[, x(EDO, * &, (y(1+xH))dH =0.
Les inclusions x B*CM*CmnN G* entrainent le point (i) de la proposition 2.3.3.
Quant au point (ii), il découle de la formule

[, 78, * & (y(1+xH))dH
= [ X@EE (57y(1+xH))dO, (g)dH

de » _
= ol(G ( (f,(f’d)_g ) TrUyG_ p(e Y){J;, x(H) p(1+ xH)dH}d@ﬂ (g))

ou Tr(L(p)) désigne la trace de l'opérateur L(p).

3. Etude locale des caractéres sur G ([Rodi] n° II).

S1F est de caractéristique nulle, la théorie de Kirillov (cf. [Howe 1]) permet de décrire les
caractéres des représentations irréductibles des petits sous-groupes ouverts compacts de G(F)
pour n'importe quel groupe algébrique réductif G défini sur F. Pour G=GL,, F. Rodier a établi
un €noncé moins précis mais indépendant de la caractéristique, essentiellement en remplagant
l'application exponentielle par I'application § - G, X+ 14+X ([Rodi] Lemme 1), et permettant
d'étudier localement le caractére-distribution @, d'une représentation lisse irréductible ©t de G.
Ce sont ces résultats que nous rappelons dans ce numéro.

3.1. Pour tout entier a=1, on note E* 'homéomorphisme de variétés @ -adiques
E':G'">G', X—1+X.

Sia est un entier =1 et n un entier >2a, alors G"*/G" est central dans G*/G" et I'application
E"* induit un isomorphisme de groupes E"*/E": G"~*/G"— G"~*/G". Par ailleurs, l'application

Gxg—>C%, (g,v)=> Y y(gv)=1,0Try(gv)

induit un isomorphisme de g sur I'ensemble " des caractéres complexes lisses de § qui lui-
méme induit un isomorphisme de G'™/G'**™ sur (G"*/G")" ([Bush] (1.13)).
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Soit a un entier >1, et p€ &(G*) une classe de représentations lisses irréductibles de G de
niveau 1, i.e. telle que p est triviale sur G* et non triviale sur G*™'. Si n=>2a, la classe de
représentations p induit par restriction un caractere ©, de G*™* de la forme

mp(1+X)=‘I’g(YX) (X eg“"),

pour un élément Y de norme |Y|.=q""! determiné de maniére unique modulo G'**. On note
Y, laclasse Y+G'* e GG =(GYGN

On peut en ces termes énoncer le lemme 1 de [Rodi].

Lemme 3.1. — Soient a et n deux entiers tels que a=1 et n=>2a, et p€ &(G*) une classe de
représentations de niveau n. Soit A = E oE* € C_(G") identifiée a une fonction localement

constante sur § a support dans Q Alors Y, est l'unique classe du quotient G'™/G**™
satisfaisant la relation d'inclusion

supp()\p")c Y,.

3.2. Conséquences du lemme 3.1 quant a I'étude du caractére-distribution @, d'une repré-
sentation lisse irréductible © de G au voisinage de y dans G.

Recopions les propositions 4 et 6 de [Rodi].

Proposition 3.2.1. — Soient a et n deux entiers tels que a=1, n=2a et la représentation ©t
posseéde un vecteur non nul invariant sous l'action de G*. Soit pE&(G*) une classe de

représentations de niveau n telle que © *E #0. Alors, il existe un élément YEIN (de norme
IYl.=q""Y tel que Y, =Y+ Gt

Proposition 3.2.2. — /I existe un entier d=d(y)<O0 tel que, si a, n, T et p vérifient toutes
les hypothéses de la proposition 3.2.1 et si de plus la fonction © *E est non identiquement
nulle sur le voisinage yG* de y dans G, alors Y, C b+ Gé+i+a,

4. Etude locale des caractéres sur Db.

On montre dans ce numéro comment les propriétés locales du caractére-distribution @,
d'une représentation lisse irréductible m de G rappelées au numéro 3, se traduisent sur la
distribution 0 construite au numéro 2.

4.1. on note d; la distance sur g associée a la norme | |.. L'énoncé suivant fait directement
écho au lemme 2 de [Rodi].

Lemme 4.1. — Pour tout voisinage ouvert compact W de SNN Nb dans SN, il existe un
entier v=v(W)=1 tel que si XESNN et si d(X,0)<q™", alors s(Xx)EW.

Demonstration.

La partie W étant ouverte compacte dans SN, elle est ouverte compacte dans b et il existe
un entier r tel que W+B'=W

Soit h: (SN N)x — R* la fonction définie par h(g)=d(gx~',b) pour tout g€(SNN)x.
Alors h™(0)=(SNIN Nb)x et la partic W de (SNN)x définie par
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W =s (W) ((SnN)x)
=(n’1€9Wx@[y,m]@n)m((SmN)x),
est un voisinage compact ouvert de h™!(0) dans (SNN)x. La partie (SNN)x—W est

compacte dans (SNIN')x et son image par l'application h ne contient pas 0, par conséquent il
existe un entier v=r+1 tel que h((SNN)x—"W)C[2q™",+ oo[.

Ainsi, les conditions XESNN et d(X,b)<q" entrainent Xx& W et s(Xx)EW.
O
4.2. Soit V un voisinage ouvert fermé de N N(b—{0}) dans b— {0} tel que F*V=V (un tel
voisinage existe car N induit une sous-variété w;-adique compacte F\(N'N(b—{0})) de

l'espace projectif F*\(b—{0})) et soit  une représentation lisse irréductible de G. Soit aussi un
entier a(V,n) qui vérifie les propriétés suivantes:

(i) a(V,m)=c, (ou c, est I'entier =1 de la proposition 2.3.4) i.e. B*V"CB* CQNs(U").

(ii) a(V,m)=v—d (ou d est un entier <0 comme dans la proposition 3.2.2 et v=v(SNV) est
un entier =1 comme dans le lemme 4.1).

(1) (SNV)+Bvm-1=8NV.

(iv) T posséde un vecteur non nul fixe sous I'action de G*V™.

Il est clair que tout entier a suffisamment grand vérifie ces propriétés.

Proposition 4.2. — Pour tout entier a=a(V,n), si y, est un caractére complexe lisse de B*
tel que

<9ﬂ , 5{> #0,
alors supp(xCVU(B="1)*
Deéemonstration.

On distingue deux cas de figure.
(1) Le caractére x,€(B*)" est non trivial sur B>, L'hypothése
<9,, , §> =0
entraine l'existence d'une classe de représentations p € £(G*) telle que (proposition 2.3.4)

@n*gplyG;o et L.-)Z(H)p(l+xH)dH¢0.

Montrons que les conditions ci-dessus entrainent que le niveau n de p est >2a. Supposons
par l'absurde que n<2a; comme I'élément x appartient a G, pour chaque élément HEB?, p est
constante sur la partie 1+x(H+B")C(1+xH)G" de G. D'ou I'on déduit l'inégalité

[ xEdr=o0,

laquelle entraine que 7, est trivial sur B"DB*~!, contradiction.
Soit YEIN de norme |Y|.=q""" tel que Y =Y +G'**™" (proposition 3.2.1).
Comme p (1+x(H'+H))=p (1+xH")p (1+xH) pour tout (H,H)EB*xB"*_ la condition

[, X(H)p(1+xH)dH #0

entraine I'inégalité
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[ x(E)p(1+xH)dH =0,
cette derniére assertion étant équivalente a
[ ()%, (YxH)dH 0.

D'ou l'on déduit (grace a la théorie des représentations des groupes finis) que
x(H) =¥ (YxH)
=¥, (s(Yx)H)
pour tout élément HE B~
L'application
bxb—C, (H,H)— ¥;(HH),

induit un isomorphisme de b sur I'ensemble b~ des caractéres complexes lisses de b, lui-méme
induisant un isomorphisme de (B®)*/(B ~*)* sur (B>"*/B")". Ainsi,

(x1 g ) =vol(B"*,dH)1

s(Yx)+(B™")*

et

supp(x") = s(Yx) +(B"* )

car
™ (H) = [ 2(H)¥, (H H)dH

- > )x(H")\PB (HH)[_, x(H)¥;(H H)dH
F(B 1B

= > x(H"Y(H H")(x1,.)" (H)
T(B1B™)

pour tout élément Heb, F(B*/B"*) désignant une famille arbitraire de représentants H" des
classes de B*/B"~* dans B-.

La condition a=v—d entraine que s(()""'Yx) appartient a SNV. En effet, YEIN est de
norme |Y|.=q""!, par conséquent (W) 'YE(SNN) et, d'aprés le lemme 4.1, il suffit de
vérifier que (W,)""'Y satisfait l'inégalité d ((W,)"'Y,0)<q™". Or d(Y,b)<q~@*'*™ d'apres la
proposition 3.2.2, et cette derniére inégalité entraine la relation d ()" 'Y,0)<q “+9=<q™.

Enfin, grice a I'hypothése SNV+B*"'=SNV et par F*-homothétie, on en déduit I'inclusion
s(Yx)+(wp)' B '=5(Yx)+B*"CV. Or (cf. [Bush] (1.13))

311—: * _ B l—eQ(T)(n—a)
Q(T)

QAUT) ed(y)
_ a-n 1 a-n
=Wy ( 1B J =B,
Q(T)ed(y)
par conséquent supp(x)CV.

(2) Le caractére x €(B*)" est trivial sur B>~ Alors y se factorise en un caractére complexe
du groupe fini B*/B*"! et supp(x) (B> 1)*,

a
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S. Intégrabilité locale des caractéres.

On montre dans ce numéro comment les résultats de R. Howe, joints aux résultats montrés
dans les numéros précédents, permettent de conclure a l'intégrabilité du caractére-distribution
©, d'une représentation lisse irréductible © de G au voisinage de y, et par suite au voisinage de
n'importe quel élément de G.

5.1. Rappel de la théorie de R. Howe ([Howe)).

Si 3 est une partie de b et A un Op-réseau de b, soit J(Z,A) le sous-espace de T (b) des
distributions AdB-invariantes T sur b telles que

(T*1,(E)=(T,1,,,)#0) = (He3),
et soit
ja:D(B)——(C.(6/A))
l'application surjective duale de l'injection
C.(b/A)——cC__(b).
Soit J°(b) le sous-espace de J (b) des distributions AdB-invariantes T sur b & support

compact modulo conjugaison dans B (i.e. telles qu'il existe une partie compacte W de b telle
que supp(T)CAdB(W)).

Soit Zy =111 c o0y (Eqm ™) le centre de B.
Proposition 5.1. — /] existe un voisinage ouvert fermé V de IN N(b—{0}) dans b— {0} tel
que

(1) Z,V=V.
(i) pour toute partie ouverte compacte X de b et tout Z*¥M-yplet ()= (o)

g (T2 (VO X, BO)) iy, (1°(B)-

)Q(T YED()

Demonstration.

On note t l'action de B sur b définie par tb(H)=bH (beB, HEb). Si beZ,, limage par 1b
d'une distribution appartenant a Jy(b) (resp. a J(b)) appartient encore a J,(b) (resp. a J%(b)). De
plus, pour tout élément bEB, on a la relation

(tb(T) *1, 5., J(bH) =(T*1,,, J(H) (TeD(B), Heb),

pour tout (at)EZ*). Ainsi, si (ot)EZXTO) et si b est un élément de Z; tel que bB =B, alors
pour toute partie V de b telle que Z,V=V et toute partic X de b, 'homothétie tb sur b induit
un isemorphisme de J,(VUX,B@) sur J,(VUbX,B).

1 suffit donc de montrer la proposition pour (a)=(0,...,0).

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polyndme minimal de y, B, est un Oy
ordre héréditaire maximal de Bom' Par conséquent (d'aprés la condition (**) de [Howe]), si Y
est un élément nilpotent non nul de Bva il existe un entier r et un entier m=<G tels que, si X
appartient a Eq,"(Y+B oy )N (B oy = B ooy ) pour un entier n<m, il existe une partition. de

Q(T) Qry
X+B,. .. en

Q(T)
Q1)
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Q(T) H X

1si<i(X)
et, pour chaque 1<i<i(X), des €léments b;;€B = BQ(T) , 1=j=<j(X,1), tels que

(1) Adb, (X, )C B! pour tout i et tout j,
(2) Les Adb, (X,) sont disjoints pour des couples (i,j) distincts,
(3) (II; Adb, (X)) + Byq=1; Adb, (X)).

Soit N 1, l'ensemble des éléments nilpotents de BQ(T) La partie N o,— {0} est fermée dans
Q(r) —{0} et stable par E,,*-homothéties. Donc N o,N(Byp—Byr,' ) est une partie
compacte de Bocr) {0} et Y o~ {03 =Eqry) (N oyN(Bory— Bo ))- Par conséquent il
existe un voisinage ouvert fermé V., de N o, —{0} dans b, —{0}, union finie d'ouverts
fermés de BQ(T {O} de la forme EQ(.r (Y+BQm ), YEN Qmﬂ(CBQm Box)' ) et un entier
m,.,<0 tels que si XEV N (Byqy— By, "' ) pour un entier n<myq,, alors il existe une

)7 Qm)
partition de X+ B, en

X+B gy = H X,

1<i<i(X)

et, pour chaque 1<i<i(X), des éléments b;;EB ), 1<j<j(X,i), vérifiant les conditions (1), (2),
(3) ci-dessus.

Soit V=111 a0 Vom (c'est un voisinage ouvert fermé de N N(b—{0}) dans b—{0} tel
que Z,V=V) et (B)=(Bor)omesc & Z¥*P-uplet défini par B,=my,q, (UT)ED(Y)).

Soit X une partie ouverte compacte de b et (y) un Z**-uplet tel que XC B et BOC B,

Pour toute fonction f€C(b/B), on note o(f) la fonctionelle linéaire sur J,(VUB,B) définie
par

(o)1) =(T,f)

pour toute distribution T€J,(VUBM, B). Montrons par induction, grice aux propriétés de V
et a l'inclusion BMCBY, que les fonctionnelles linéaires 01, 5), XEB®, engendrent le sous-

espace 0(C (b/B)) du dual de J,(VUB®,B) . Si X n'appartient pas a VUB® alors 0(1,,5)=0
car

U(1x+B )(T) = <T > 1x+SB>
=T*1,(X)
=0
pour toute distribution TEJ,(VUBM, B). Si X appartient a VN(B@—-DBN ) pour un ZH¥*O)-
uplet (o) alors il existe une partition de X+2B en

X+B= ] X..

1
1<i<i(X)

un Z#*D-uplet (1) tel que BO2BWDOBY et des éléments b, €B, 1<j<j(X,i),tels que

(1) Adb, (X;)CB® pour tout i et tout j,
(2) Les Adb, (X,) sont disjoints pour des couples (i,j) distincts,
(3) (II; Adb,(X;))+B=1, Adb,(X,).

De ces conditions, on déduit la relation
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0 (les) = 20 (1y)

1<i<i(X)
. o\—1
ISISI(X) lsjg(lx'i) LJ( l)

co (Cc_m(ZB(“’/B)).

Or B™/B est un ensemble fini, donc jz(J,(VUB®,B)) est un C-espace de dimension finie.

Soit F une famille finie de fonctions appartenant 3 C(b/B) et séparant les éléments du
sous-espace jz(J,(VUX,B)) de jz(I,(VUB®,B)). Rappelons que la partie U= U, de b définie
au numéro 2.3 vérifie les propriétés

(i) Uest ouverte, fermée, et AdB-invariante dans b,
() O, U=U,
(iii) 1 existe une partie compacte K de b telle que UCAAB(K).

La réunion des supports des éléments de F est une partie compacte de b, par conséquent il
existe un entier k tel que supp(f)C@ U pour toute fonction f€ F. De plus, pour chaque
distribution TE€J,(b), la distribution 1 (T) sur b définie par

N (M=1_.,.T
est clairement AdB-invariante et a support contenu dans AdB(@*K). Montrons, en suivant la

fin de la démonstration de la proposition 10 de [Rodi], que si l'entier k est suffisamment petit,
alors (VU W)+ B=VUwUet

N (D) *1p=T*1y
pour toute distribution TEJ(VUX,B).

Il existe un entier r tel que AdB(K)CVUB* ([Howe] lemma 1). On peut décomposer la
partie UNV de b en

ULV =(UVV)AB)u(UuV)n(6-B))
=((UuV)mB')U(Vﬁ(5“Br))

car UCAdAB(K)CVUB". Comme les parties (UUV)NBr et VN'B* sont ouvertes compactes
dans b, il existe un entier s et un entier s' tels que

(UUV)AB)+B =(UU V) B
(VAB)+B =VAB '

Soit un élémert bEVN(H—B"). Alors be VN (B ~™—B~™+!) pour un entier m>1. Comme la

partie V est stable par multiplication par @™, la définition de s' assure que la partie @ "b+B*

est contenue dans VNB*. Par conséquent b+B*""CVNB~™ et si 'on suppose de plus que

I'entier ' est =1+ 1, alors b+B*"CVN(B =B ~=)CVN(b—B’). Pour k<—max(s,s',r+1),
on a donc l'égalité

(@ UL V)+B=w, UL V.

Soit donc un entier k tel que
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(Vomu)+B=vVuw;!

supp(f) c @.*U pour chaque f € F
et supposé de plus satisfaire linégalité k<1—s'+1. Soient une distribution TEJ,(VUX,B) et
un élément X €(b—(VUX)). Montrons alors que 1, (T)*1,(X)=0. On distingue deux cas:

1. L'élément X n'appartient pas a WU Alors (X+B)Nww XU est vide car si X+HEW U
(HEB), l'égalité (w FUUV)+B=w }UUV entraine que XE W UUV, contradiction.

2. L'élément X appartient a W Montrons qu'en ce cas (X+B)NwFU=X+B. Soit un
élément HEB. Alors on a X+He(w UUV) car (W, UUV)+B=w UUV. Supposons par
l'absurde que X+HE(V—(wFUNV). Comme la partiec B est contenue dans U (cf 1la
définition de U donnée au numéro 2.3), WFUCB* et par conséquent X+HE(V—B*). Ainsi,
X+Heg (B ™— Bk ™) pour un entier m=>1. Par multiplication a gauche par W/ ™™ (et
toujours grice a la propriété F*V=V), on obtient la relation W/ **=(X+H)EVNB". Or,
I'hypothése k<1—s'+r et 'inégalité m=>1 entrainant la relation r—k+m=>s'+m—1=s', I'€lément
W **mH appartient a B* et par suite (grace a la propriété de stabilité (VNB")+B*=VNB")
I'élément w**™X appartient a VNB". Par conséquent XEV, contradiction. On a donc bien
montré 1'égalité

(X+B)nw U=X+B.

On en déduit

N (1) *13(X) = <le (1), 1x+B>

=T, 1(X+B)nw,,“u>
0.

Par ailleurs, la relation

(n,(T),f) = <T,1kau.f>
(1.9
pour toute fonction f€ F et toute distribution TEJ(b) entraine I'égalité
T*1p =n,(T)*1y
pour toute distribution TEJ,(VUX,B).

En définitive, si l'entier k est suffisamment petit, alors jz(T)=jz(n(T))Ejz(3°%b)) pour toute
distribution TEJ,(VUX,B) et la proposition 5.1 est complétement démontrée.

a

5.2. D'aprés la proposition 5 de [Howe], si O est une AdB-orbite dans N NP, la donnée
d'un élément H de O et d'une mesure de Haar db, sur le centralisateur (unimodulaire) de H
dans B définit une distribution AdB-invariante sur b, donnée par

B _ -1

I°(f,H,db,, )= L,,\B f(b™'Hb)db,, \db
pour toute fonction fEC__(b), ot db est la mesure de Haar sur B telle que vol(B~,db)=1.
Comme la mesure AdB-invariante sur O image de la mesure db \db sur B,\B par l'application
B,\B — O, B,b+> b 'Hb, est unique & un facteur constant prés, on note V,€J,(b) lintégrale
orbitale sur O arbitrairement normalisée par V ,(1,)=1.

180



Soit m une représentation lisse irréductible de G.

Proposition 5.2.1. — Pour chaque AdB-orbite nilpotente O de b, il existe un unique
nombre complexe c () tel que, si m est un entier suffisamment grand,

(91: - ; Co (7‘)"0/\)

O décrivant I'ensemble (fini) des AdB-orbites nilpotentes de b.

=0
3!}

k]

Démonstration.

Soit V un voisinage ouvert fermé de N'N(b—{0}) dans b—{0} tel que Z,V=V comme
dans la proposition 5.1, a(V,7) un entier comme dans le numéro 4.2, et a un entier >a(V, ).

La formule de Plancherel pour le sous-groupe ouvert compact B* du groupe abélien b
entraine I'expression suivante pour la restriction a B* de la distribution O,

1,.60,= > <e’”i>x dH.

B 1r(B*)» <X9i>

Le support de la transformée de Fourier " d'un caractére x €(B*)" ayant une contribution non
triviale dans cette somme est contenu dans VU(B*~!)* (proposition 4.2), par conséquent

supp((lB, .6, )’\) cVu(B»! )*.
Or

(15..6,) =vol((B*)*,dH) " ((9,, ) * 1, ),)dH.

Notant o(a)=(0Ua)qr) Jomecon l& Z¥*P-uplet défini par a(a)=1—eya, on a (B)*=B®
([Bush] (1.13)). Ainsi, avec les notations introduites au numéro 5.1,

CASIR (V (B>, (B )*) :
Soit n une distribution appartenant a J°(B) telle que (proposition 5.1)
O (Ch]
Par dualité, on a I'égalité
1,..(m ’\=13,.9ﬂ )

Or, n appartenant a J%(B), il existe un entier m=a tel que la restriction a B™ de la transformée
de Fourier N de n soit une combinaison linéaire des restrictions a B™ des transformées de
Fourier v, des intégrales orbitales v,, O parcourant I'ensemble des AdB-orbites nilpotentes
de b ([Howe] prop. 3).

D'ou la proposition.

O

Corollaire 5.2.2. — Le caractére-distribution ©,_ de n est intégrable au voisinage de y
dans G. '
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Demonstration.

D'aprés la proposition 5 de [Howe] et le lemme 4.7.6 de [Silb], pour chaque orbite
nilpotente O de b, la transformée de Fourier v~ de lintégrale orbitale v, est une fonction
localement intégrable sur b. Ainsi, si I'entier m de la proposition 5.2.1 est suffisamment grand,
il existe une fonction F, intégrable sur B™ telle que

(Gn —F,,.dH,¢>=o
pour toute fonction ¢C,_ (B™).

La distribution 6 est définie en tirant sur b, grice a la corestriction s, la distribution &,
définie sur 2, elle méme construite en intégrant le caractére-distribution @, sur les fibres de la
submersion &. Par conséquent, si (g,u) et (g',u’) sont deux couples appartenant a Gx(xB™)
vérifiant I'égalité &(g,u)=0(g',u'), alors F,os(u)=F, cs(u'). On peut donc prolonger la fonction
F, en une fonction K définie sur l'ouvert AdG(y(1+xB™))=06(Gx(xB™)) de G en posant

K (gy(1+u)g™)=F,°s(u)
pour tout couple (g,u)EGx(xB™). Ainsi

(6,.0) =], 6(F)E, (H)dH
= .[aem ¢ °s(u)F, > s(u)du
= [ ey V@ o WK o 8(gu)dgdu
= [ (ve(be9),.) @K, (e)Me

- <@, (v@(65),. )6>

pour toute fonction ¢EC_(B™) et toute fonction yEC, (G) telle que
[ w(g)ag=1.
De la surjectivité de l'application
C.n(@)®C, . (B") > C...(8(G x(xB™). webr(vO(oes),.)"
on déduit que @ =K .dg sur 6(Gx(xB™)). La fonction K c6=1,®(F,°s) étant localement

intégrable sur Gx(xB™), la fonction K est localement intégrable sur 6(Gx(xB™)) ([Hari 1]
corollary of theorem 11).

Corollaire 5.2.3. — Le caractére-distribution ©_ de w est localement intégrable sur G.

Deémonstration.

Soit g un élément de G. Alors il existe un sous-groupe parabolique P de G contenant g de
radical unipotent U et une composante de Levi M de P tels que, si g=g,,g, (g, EM, g,€U) est
la décomposition de g suivant MU, on ait

(i) g,, est un élément semi-simple de G, et M est le sous-groupe de Levi de G associé¢ aux
composantes primaires de g,, comme au numéro 1.2.



(i) Oy(g) est dense dans O,,(g,,)U pour la topologie w,-adique.
(cf. le chapitre 3, prop. 2.2.6.1).

Ainsi, g a des conjugués (dans P) aussi voisins que I'on veut de g,,. D'ou le corollaire 5.2.3.

O

On conclue ce chapitre par un bref survol des conséquences impliquées — directement ou
moins directement — par ce résultat.

La formule d'intégration de Weyl reliant directement le caractére-distribution @, d'une
représentation admissible irréductible de G aux intégrales orbitales semi-simples réguliéres
séparables dans G devient un outil utilisable en caractéristique >0. Noter que, contrairement a
la caractéristique O ou le nombre de classes de conjugaison de tores maximaux est toujours fini,
la somme apparaissant dans la formule peut étre infinie (dans G=GL,(F) ou F=F ((w)) est le
corps des séries formelles en l'indeterminée T sur le corps fini F,, on a une infinité de classes
de conjugaison de tores maximaux elliptiques en bijection avec les classes d'isomorphisme
d'extensions quadratiques séparables de F). On peut par exemple, via le théoréme de densité
des caracteres-distributions des représentations admissibles irréductibles tempérées (unitaires)
vrai en caractéristique >0 (on a vérifié, grice aux indications données dans [De-Ka-Vi], que la
démonstration de ce théoréme ne dépend pas de la caractéristique), utiliser cette formule pour
démontrer la conjecture de Howe en caractéristique >0 de maniére directe, c'est-a-dire sans
passer de la caractéristique >0 a la caractéristique nulle comme nous l'avons fait dans le
chapitre 4. On peut aussi espérer étendre a la caractéristique >0 (toujours bien siir pour le
groupe linéaire) un certain nombre de résultats exposés par D. Kazhdan dans [Kazh].

Pour F corps local de caractéristique >0, l'intégrabilité locale des caractéres simplifie
notablement la preuve de la correspondance entre les classes d'isomorphismes de
représentations irréductibles de carré intégrable du groupe multiplicatif d'une algébre a division
de dimension N? sur F et celles de GL(F). On peut en effet, des lors, suivre sans grandes
modifications la démonstration de J. Rogawski en caractéristique nulle ([Roga]). On a en
particulier — impliquées par la conjecture de Howe, la formule d'intégration de weyl et la
théorie des germes de Shalika — les relations d'orthogonalité des caractéres pour la série
discrete unitaire (cf. [Cloz 2] ™).

Enfin, signalons — méme si nous n'avons pas eu le temps de nous intéresser de prés a ces
questions — qu'on doit pouvoir étendre a la caractéristique >0 (toujours bien sir pour GL,)

une partie des résultats d'analyse harmonique sur l'espace de Schwartz montrés par L. Clozel
dans ([Cloz 2]).
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