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Titre : L’obstruction de Manin : passage des fibres a ’espace total d’une
fibration; applications.

Résumé : Le but de la these est de présenter un nouvel aspect de la méthode
des fibrations qui sert a étudier la validité du principe de Hasse et de ’approxi-
mation faible pour certaines variétés définies sur un corps de nombres. La these
se compose de deux articles. Dans le premier (“Méthode des fibrations et obstruc-
tion de Manin”), on établit sous certaines conditions que ’obstruction de Manin
au principe de Hasse ou a I’approximation faible est la seule pour I’espace total
d’une fibration quand les fibres ont cette méme propriété. Pour cela, on s’inspire
notamment d’un énoncé dégagé par Skorobogatov. Les résultats généraux obte-
nus s’appliquent par exemple a certaines hypersurfaces cubiques ou encore aux
groupes algébriques linéaires. Dans le deuxiéme article (“Principe de Hasse et
approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on méne & bien dans un cas
particulier des calculs explicites de groupes de Brauer qui permettent d’avoir une
présentation plus concréte des résultats. On retrouve également certains énon-
cés arithmétiques dans ce cas particulier en utilisant non plus la méthode des
fibrations mais la méthode de la descente de Colliot-Théléne et Sansuc.

Mots-clés : principe de Hasse, approximation faible, groupe de Brauer, obs-
truction de Manin, théoréme d’irréductibilité de Hilbert.
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Résumé de la these

1. Principe de Hasse, approximation faible, obs-
truction de Manin

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une k-variété algébrique lisse X vérifie le
principe de Hasse (resp. I’approzimation faible) si la condition X (k,) # 0 pour
toute place v de k implique X (k) # @ (resp. X (k) est dense dans [],es X (ky),
muni de sa topologie produit, pour tout ensemble fini S de places de k).

Soit X une k-variété propre, lisse, géométriquement intégre, qui a des points dans
tous les complétés de k. On note Qi ’ensemble des places de k et j, : Brk, — Q/Z
I'invariant de la théorie du corps de classes local. Alors, la condition :

V(R)e J] X(k) 3A€BrX > j.(A(R))# 0 dans Q/Z

vEQ vEQ
(resp. 3A € Br X 3(P) € ] X(k) Y. ju(A(R)) # 0 dans Q/Z)
uEQy vEQ '

est une obstruction, dite obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin), au principe
de Hasse (resp. a I’approximation faible ) pour X.

Pour beaucoup de classes de variétés, notamment les hypersurfaces cubiques et les
variétés rationnelles (c’est-a-dire dont le corps des fonctions devient transcendant
pur sur la cldture algébrique de k), la conjecture raisonnable n’est pas que le
principe de Hasse et ’approximation faible sont vérifiés, mais seulement que
I’obstruction de Manin a ces propriétés est la seule.

L’objectif de la premiere partie de la thése (constituée de I’article “Méthode des
fibrations et obstruction de Manin”) est de dégager des énoncés permettant de
prouver cette conjecture pour ’espace total d’une fibration quand la base et les
fibres la vérifient. On généralise ainsi la méthode des fibrations classiques (dont
les premiers exemples subtils sont apparus dans les travaux de Colliot-Thélene,
Sansuc et Swinnerton-Dyer) qui consistait & démontrer la validité du principe
de Hasse et de ’approximation faible pour ’espace total quand la base et les
fibres vérifiaient ces propriétés. Cette généralisation se révele particulierement
utile pour traiter certains exemples, notamment dans le cas ou cet espace total
est de dimension au moins 3.



Dans la deuxieme partie de la these (constituée de ’article “Principe de Hasse
et approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on étudie en détails le cas
d’un type particulier de variétés, qui constituent une généralisation des surfaces
de Chételet étudiées par Colliot-Thélene, Sansuc, et Swinnerton-Dyer. Leurs ré-
sultats combinés aux résultats généraux de la premiére partie de cette these per-
mettent trés simplement de conclure que pour ces variétés, I’obstruction de Manin
au principe de Hasse et & I’approximation faible est la seule (c’est d’ailleurs ’étude
de cet exemple qui a motivé la recherche des résultats généraux de la premiere
partie). Il reste alors pour avoir une description plus concrete a mener des calculs
explicites de groupes de Brauer; on sait alors exactement quand le principe de
Hasse et I’approximation faible valent. Quelques contre-exemples numériques au
principe de Hasse et 4 I’approximation faible montrent que les énoncés obtenus
sont les meilleurs possibles. Nous donnons également un apergu des méthodes de
descente qui permettent dans certains cas de retrouver d’une autre fagon nos ré-
sultats arithmétiques. Ces méthodes (introduites par Colliot-Théléne et Sansuc)
ont déja été employées avec succes dans d’autres situations. '

2. Eléments ramifiés du groupe de Brauer d’un
corps de fonctions

La premieére étape de notre travail consiste a prouver I’énoncé suivant :

Théoréme 1. Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométriquement
intégre, projective et lisse, dont on note k(X) le corps des fonctions. Soient @ un
élément de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X et U un ouvert de Zariski non vide
de X tel que a € BrU. Alors, il existe une infinité de places v de k telles que la
fleche U(k,) — Brk, induite par o prenne une valeur non nulle.

On trouve déja ce résultat chez Serre dans le cas ou X est I’espace projectif (sous
une forme quantitative plus précise). La preuve utilise notamment le théoréme de
densité de Tchebotarev, aussi bien sous sa forme arithmétique que sous sa forme
géométrique. Il faut également utiliser les propriétés des fleches de résidu.

On obtient alors purement formellement le corollaire suivant :

Corollaire 1. (“Lemme formel”) Soient k un corps de nombres et X une
k-variété géométriquement intégre, projective et lisse, qui a des points dans tous
les complétés de k. Soient Ay, ..., A, des éléments de Br (k(X)), et U un ouvert
de Zariski non vide de X tel que tous les A; soient dans BrU. Soit S un ensemble
fini de places de k. On note 3, l'invariant local de Brk, dans Q/Z. Alors :

e Sl n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse pour X, il existe
T DS ctune famille de points locauz (P,),er avee P, € U(k,) tels que :



Vie {1,..,r) Zij(A,-(PU)) =0

e S’l n’y a pas obstruction de Manin a I’approzimation faible pour X, alors
pour toute famille (P,)yes telle que P, € U(k,), il existe T D S et une
famille de points locauz (P,)ver\s (avec P, € U(k,) pour toute place v dans
T) tels que :

Vie {L,onr} 3 ju(AP,)) =0

veT

C’est en pratique ce corollaire qui va permettre de faire fonctionner notre méthode
des fibrations.

3. Application a la méthode des fibrations
On a d’abord le résultat suivant :

Théoréme 2. Soient V une k-variété géométriquement intégre et p: V — Al

un morphisme projectif, surjectif, a fibres géométriqguement intégres. Soit K =
k(T) le corps des fonctions de A}, et X un modéle projectif lisse de la fibre géné-
rique V;, de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse.

On fait Uhypothése que Br X est nul et que Pic(X) est sans torsion (c’est le cas
par ezemple si la variété V; est rationnelle ou bien est une intersection compléte
lisse de dimension au moins 3 dans P} ).

On suppose enfin qu’il eziste un sous-ensemble hilbertien H de k = A} (k) tel
que pour tout point § de H, l'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp.
a approzimation faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de la fibre
Vp. Alors, obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a l'approzimation
faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

(Si B est une k-variété géométriquement intégre, un sous-ensemble H de B(k) est
dit hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B et un revétement
étale p : R — U avec R integre sur k tel que H soit I’ensemble des k-points M de
U pour lesquels p~*(M) est connexe; en particulier, ’ensemble des k-points d’un
ouvert de Zariski de B est hilbertien).

Pour prouver cet énoncé, on raffine une méthode dégagée par Skorobogatov (qui
traite le cas ol les fibres satisfont le principe de Hasse ou ’approximation faible)
en utilisant le corollaire 1. Les hypotheses supplémentaires sur Br X et Pic(X)
dont nous avons besoin servent a assurer que le groupe de Brauer non ramifié
de la fibre générique est isomorphe a celui des fibres spéciales (pour un ensemble
hilbertien d’entre elles). On utilise enfin une version effective (due & Ekedahl) du



théoreme d’irréductibilité de Hilbert pour obtenir des propriétés d’approximation
des ensembles hilbertiens.

Notre deuxieme résultat principal (dont la preuve est plus simple mais repose
sur les mémes idées) concerne le cas ou la fibration admet une section (dans ce
cas, le principe de Hasse est automatiquement vérifié et c’est 1’approximation
faible & laquelle nous nous intéressons). On peut alors alléger les hypothéses, en
ne supposant plus que toutes les fibres sont géométriquement integres :

Théoréme 3. Soient V et B deuz k-variétés géométriqguement intégres, avec
Biisse satisfaisant l'approzimation faible et p: V — B un morphisme dominant.
Soit K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre génériqgue V,, de p
est géométriquement intégre, posséde un I -point lisse, et que pour un modéle
projectif lisse X/K de V,,, on a BrX nul et Pic(X) sans torsion.

On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour
tout point 0 de H, ’obstruction de Manin a l'approzimation faible est la seule
pour les modéles projectifs lisses de la fibre V. Alors, l’obstruction de Manin a
Papprozimation faible est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

4. Exemples d’application

Plusieurs exemples sont développés dans le premier article de cette these. Citons
notamment la validité de ’approximation faible pour les hypersurfaces cubiques
lisses de dimension > 3 contenant une droite rationnelle et la validité du prin-
cipe de Hasse et de ’approximation faible pour les intersections lisses de deux
quadriques dans P} contenant une conique. On montre aussi que I’obstruction de
Manin a ’approximation faible est la seule pour les modeles lisses des intersec-
tions (compleétes, géométriquement intégres, non coniques) de deux quadriques
dans P} possédant un point rationnel lisse (mais pouvant comporter des singu-
larités). Enfin, on retrouve un résultat de Sansuc qui dit que cette obstruction
est également la seule pour les modéles lisses des groupes algébriques linéaires
connexes. Si 'on admet la conjecture (formulée et vérifiée numériquement par
Colliot-Thélene, Kanevsky et Sansuc) que c’est encore le cas pour les surfaces cu-
biques diagonales, on en déduit aussi que les hypersurfaces cubiques diagonales
de dimension au moins 3 satisfont le principe de Hasse et ’approximation faible.

5. Une étude détaillée d’un exemple

Nous exposons ici quelques-uns des résultats du deuxieme article de la these.
Nous avons d’abord le résultat arithmétique suivant, qui se déduit facilement du
théoreme 2. et du cas des surfaces de Chatelet traité par Colliot-Thélene, Sansuc
ct Swinnerton-Dyer :
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Proposition 1. Soient k un corps de nombres et a un élément de k* \ k**. Soit
V la k-hypersurface de A} (n > 3) d’équation :

y? — az® = P(z1,.0e, Tng) (1)

ou P est un polynéme non nul de degré au plus quatre. Alors, l’obstruction de Ma-
nin au principe de Hasse et a l'approzimation faible est la seule pour les modéles
projectifs lisses de V. Si P est irréductible ou bien produit d’un facteur linéaire
et d’un facteur irréductible de degré 3, cette obstruction s’évanouit.

Pour savoir dans quels cas le principe de Hasse et ’approximation faible valent,
il faut avoir recours a des calculs de groupe de Brauer. Deux méthodes sont
possibles (selon les cas 'une ou 'autre est utilisée dans ’article) : calculer Br X
via H!(k,Pic X) aprés avoir trouvé une résolution de Pic(X) par des modules
de permutation, ou bien voir Br X a partir des fonctions dont les diviseurs sont
des normes de I’extension k(1/a)/k. La deuxieéme méthode a ’avantage de ne pas
nécessiter la construction explicite d’un modéle projectif lisse X de V, mais la
premiere méthode a ’avantage de fournir davantage de renseignements; elle peut
en particulier déboucher sur des descentes. Nous résumons les résultats principaux
dans la proposition suivante :

Proposition 2. Soit V la k-hypersurface de AT+? d’équation :

y? —az’ = f(z1, .00, Tm)g(T1, ey Trm)
avec a € k* \ k*Q, les polynomes f et g étant irréductibles de degré 2 et pre-
miers entre euz. Supposons que leurs homogénéisés respectifs @(z1,...,Tm,t) €t
Y(z1, ..., Tm,t) aient Uintersection de leurs noyauz réduite a {0}. Soit X un mo-
déle projectif lisse de V. Appelons forme quadratique de type (T) une k-forme de
rang 2 isomorphe ¢ < a,—aca > avec o dans k*. Alors :

e Sim >4, le principe de Hasse et l’approzimation faible valent pour X.

e Sim =3, le principe de Hasse et I’approzimation faible valent pour X dés
qu’tl n’existe pas A, u dans k* tels que la forme Q = Ap + i, ainst que les
restrictions de ¢ et 1 au noyau de Q, soient de type (T).

e Sim = 2, supposons de plus que les coniques définies par ¢ et b sont
lisses et se coupent transversalement. Alors, le principe de Hasse et l’ap-
prozimation faible valent pour X dés que l’intersection des coniques définies
par ¢ et ¢ ne consiste ni en deuz paires de points conjugués dans k(\/a),
ni en quatre points conjugués tels que l’extension de degré quatre associée

contienne k(y/a).

Notons qu’on peut trouver des contre-exemples (reposant sur l'obstruction de
Manin) au principe de Hasse et a I’approximation faible qui montrent qu’on ne
peut pas espérer démontrer leur validité dans les cas d’exception que comporte
cet énoncé.






Méthode des fibrations et obstruction de
Manin

La méthode des fibrations pour établir que certaines classes de variétés défi-
nies sur un corps de nombres k vérifient le principe de Hasse ou I’approximation
faible a déja été employée avec succes dans de nombreux cas : citons les ré-
sultats de Colliot-Théléne, Sansuc et Swinnerton-Dyer sur les intersections de
deux quadriques et les surfaces de Chatelet ([11]), ceux de Colliot-Théléne et
Salberger sur certains types d’hypersurfaces cubiques ([8]), et les divers énoncés
obtenus par Skorobogatov dans [49]. Des résultats généraux sur ce sujet, ainsi
que d’autres exemples d’application, sont exposés dans [2]. Le principe de ces
méthodes consiste a essayer de montrer qu’une variété fibrée vérifie le principe de
Hasse ou ’approximation faible deés lors que la base et les fibres ont les mémes
propriétés.

Cependant, pour beaucoup de classes de variétés (les hypersurfaces cubiques
par exemple), la conjecture raisonnable n’est pas qu’elles vérifient le principe de
Hasse ou ’approximation faible mais seulement que ’obstruction de Manin a ces
deux propriétés est la seule. Cette obstruction a été introduite pour le principe de
Hasse par Manin en 1970 ([35]) et I’obstruction analogue pour I’approximation
faible fut formulée vers 1976 par Colliot-Théléne et Sansuc ([9]). Elle a permis
d’expliquer tous les contre-exemples au principe de Hasse et a ’approximation
faible connus a ce jour, notamment grace a l’utilisation des méthodes de des-
cente (introduites par Colliot-Théléne et Sansuc, et utilisées par exemple dans

(8], [11], [48])-

Le but de cet article est de relier la méthode des fibrations a ’obstruction de
Manin : plus précisément, il s’agit d’établir sous certaines conditions que ’obs-
truction de Manin au principe de Hasse ou a ’approximation faible est la seule
pour une variété fibrée en supposant que les fibres ont cette méme propriété (et
non plus forcément vérifient le principe de Hasse ou I’approximation faible). Ceci
fait I'objet des théorémes 4.2.1 et 4.3.1 qui sont les résultats principaux de ce
travail.

L’intérét est par exemple que I'obstruction de Manin peut trés bien s’évanouir
sur la variété fibrée alors que ce n’est pas le cas sur les fibres; ainsi, cela permet
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d’établir le principe de Hasse et ’approximation faible pour certaines variétés
12 ou la méthode des fibrations classiques échouait (on verra dans ce texte des
exemples de cette situation). Notre méthode semble en particulier souvent bien
fonctionner pour ramener le probleme du principe de Hasse et de I’approximation
faible pour des variétés de dimension au moins 3 au méme probléeme pour des
surfaces (qui ont parfois pu étre traitées par des méthodes de descente). Il serait
évidemment intéressant de pouvoir ramener le cas des surfaces a celui des courbes
mais cela semble pour 'instant hors de portée car les hypothéses nécessaires a
I’application de nos résultats généraux ne sont pratiquement jamais vérifiées dans
ce cas.

Le plan de ’article est le suivant : la premiére partie est consacrée a divers pré-
liminaires, notamment sur le groupe de Brauer et ’obstruction de Manin. Dans
la deuxiéme partie, on établit une propriété arithmétique des éléments ramifiés
du groupe de Brauer d’un corps de fonctions (théoréme 2.1.1), propriété dont
on a besoin pour prouver le “lemme formel” 2.6.1 qui est un ingrédient essen-
tiel pour la suite. Dans la troisieme partie, on compare des groupes de Brauer
“génériques” a des groupes de Brauer “spéciaux” (théoréme 3.5.1). La quatriéme
partie est consacrée a la preuve des résultats principaux : on combine une mé-
thode similaire & celle dégagée par Skorobogatov dans [49] avec le théoréme 3.5.1
et le lemme formel 2.6.1 pour établir les théorémes 4.2.1 et 4.3.1. La cinquiéme
partie est consacrée aux exemples d’application : on y établit (parfois modulo
certaines conjectures) ou on y retrouve les propriétés arithmétiques de certaines
classes de variétés. Enfin, dans la sixiéme partie, on voit comment notre mé-
thode permet aussi de montrer ’existence de familles infinies de contre-exemples
a 'approximation faible.

Je tiens a remercier Jean-Louis Colliot-Théléne pour son aide constante tout au
long de ’élaboration de cet article. Je voudrais également exprimer ma gratitude
au département de mathématiques et informatique de I’Ecole Normale Supérieure
pour les conditions de travail exceptionnelles qu’il m’a offertes pendant la réali-
sation de ce travail.

1. Préliminaires

Dans cet article, tous les anneaux seront supposés noethériens et tous les schémas
localement noethériens. Quand K est un corps, nous appelerons K-variété un
K-schéma séparé et de type fini. Si k est un corps de nombres et v une place de
k, on notera k, le complété de k pour la place v.

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une classe de k-variétés integres lisses
satisfait le principe de Hasse (resp. approzimation faible) si, pour toute variété
X dans cette classe, la condition X(k,) # @ pour toute place v de k implique
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X (k) # @ (resp. implique que pour tout ensemble fini S de places de k, ’ensemble

X (k) est dense dans ] X(k») muni de la topologie produit).
veES

1.1. Invariance birationnelle du principe de Hasse et de
P’approximation faible

Proposition 1.1.1 Soit X une k-variété intégre. Si un modéle propre lisse de
X vérifie le principe de Hasse (resp. l'approzimation faible), il en est de méme
de tout modéle propre lisse de X. Ainsi, ces propri€tés ne dépendent que du corps
des fonctions k(X) de la variété X. Il suffit de les vérifier pour le lieu lisse Xjigee
de X.

Cette proposition résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites
sur k, (qui permet en particulier de montrer que si U est un ouvert de Zariski
d’une k,-variété integre lisse Z, I’ensemble U(k,) est dense dans Z(k,) pour la
topologie v-adique; voir [3], lemme 3.1.2), combiné au lemme classique suivant,
remarqué originellement par Nishimura dans {40] :

Lemme 1.1.2 (Nishimura, Lang) Soient X une k-variété intégre lisse et Y
une k-variété propre. Soit ¢ : X — Y une k-application rationnelle. Alors, si

X(k)#0, on a Y (k) # 0.

1.2. Groupe de Brauer d’une variété

Soient K un corps de caractéristique zéro, de cloture algébrique K, et X une
K -variété géométriquement intégre, propre et lisse. On notera Br X = H%(X, G,,)
le groupe de Brauer cohomologique de la variété X et Br(K (X)) le groupe de
Brauer de son corps des fonctions K(X). Par exemple, si K est algébriquement
clos, le groupe de Brauer de ’espace projectif P™ sur K est nul (ceci résultant de
ce que dans ce cas, on a bien la condition “B; — p = 0”, laquelle est équivalente a
la condition H*(X, Ox) = 0; cf [26], corollaire 3.4 et [6], preuve de la proposition
2.11).

Soit A un anneau de valuation discrete de caractéristique zéro de corps des frac-
tions K’ et soit k4 le corps résiduel de A, que 'on suppose parfait. La suite
spectrale de Leray associée au morphisme g : Spec K’ — Spec A et au faisceau
étale G,, s’écrit :

H?(Spec A, R9.G, ) = H?**(Spec K', G,,)

On en déduit ([38], exemple I11.2.22) la suite exacte suivante :

0 —» H:(SpecA,G,,) — Br K’ i H'(k4,Q/Z)
La fleche 94 est ’application résidu de Br K’ dans H'(k4,Q/Z).
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En particulier, quand X est une variété projective et lisse sur le corps K, on
dispose pour tout anneau de valuation discrete A de corps des fractions K(X)
(et contenant K) de la fleche 04 de résidu en A. Et d’apres le théoreme de
pureté de Grothendieck ([27], corollaire 6.2), le groupe Br X n’est autre que le
groupe de Brauer non ramifié Br,, (K(X)/K) du corps des fonctions K(X) de la
variété X, c’est-a-dire le sous-groupe de Br (K (X)) constitué des éléments dont
les résidus en tous les anneaux de valuation discrete A de corps des fractions
K(X) et contenant K sont triviaux. Le groupe Br X est un groupe de torsion qui
est un invariant K-birationnel ([27], 7.3). Pour une autre définition des fleches
de résidu et des détails supplémentaires sur le groupe de Brauer non ramifié, on
pourra consulter [12] ou [13].

D’autre part, en notant G = Gal(K/K) et K(X) le corps des fonctions de
X = X xk K, puis Br; X = ker(Br X — Br X), le groupe Br; X est le noyau de
la fleche H*(G, K(X)*) — H%*(G,DivX) ([9], lemme 14). On a la suite exacte
(cf [10], 1.5 ou [36]) :

BrK — Br; X — H'(G,Pic(X)) = H*}(G,K")

Cette suite est la suite des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray pour
X — Spec K et le faisceau étale G, soit H?(G, HY(X,Gn)) = H?M(X,Gn).
Quand Br X = 0, cette suite se prolonge en la suite exacte :

BrK — Br; X — H'(G,Pic(X)) = H}G,K) — H3(X,Gp)

Par abus de langage, on notera souvent encore Br K I'image de Br K dans BrX.
Ainsi, si X une variété rationnelle (c’est-a-dire que K(X) est transcendant pur
sur K), on aura BrX = 0 (puisque le groupe de Brauer est un invariant bi-
rationnel et que celui de I’espace projectif est nul sur un corps algébriquement
clos). Si I’on suppose en outre H*(G,K ) = 0 (ce qui est le cas si K est un
corps de nombres, voir [1], VIL.11.4, page 199), alors Br X/Br K ~ H!(G,PicX).
En particulier, si X devient rationnelle sur une extension cyclique F de K, le
groupe BrX est le noyau de la fleche H*(G', F(X)*) — H?*(G',DivXr) (ot
G' = Gal(F/K) et Xp = X Xk F). En utilisant les groupes de cohomologie
modifiés a la Tate (cf [45], chapitre 8), on voit que Br X s’identifie au noyau de
Papplication K(X)*/NF(X)* — DivX/N(Div Xr), le symbole N désignant la
norme de ’extension F/K.

Notons enfin que si V est une K-variété géométriquement intégre (pas forcément
projective ni lisse) et P un K-point lisse de V, alors pour tout élément A de
Br.: (K(V)/K) C Br(K(V)), on dispose de A(P) € BrK : en effet, on peut,
grace au théoreme de résolution des singularités d’Hironaka ([30]), plonger un
ouvert de Zariski lisse U de V contenant P dans un modele projectif lisse X de
V et comme A est alors dans Br X, il était en fait dans BrU ce qui permet de
I’évaluer en P.
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1.3. Obstruction de Manin au principe de Hasse et &
I’approximation faible

Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométriquement intégre,
propre et lisse, qui a des points dans tous les complétés de k. Si v est une
place non archimédienne de k, on note k(v) le corps résiduel de k,. D’aprés ce
qu’on a vu au paragraphe précédent, on dispose d’une fleche de résidu en v, soit
8y : Brk, — H'(k(v),Q/Z), qui dans ce cas est un isomorphisme (ceci résultant
de ce que k, est complet et k(v) fini, voir [38], ITI.2. 220) On a également un iso-
morphisme de H'(k(v), Q/Z) sur Q / Z, obtenu grace a 'identification (au moyen
du Frobenius) de Gal (k(v)/k(v)) et de Z. En composant, on retrouve (quand v
est non archimédienne) l'invariant j, : Brk, — Q/Z de la théorie du corps de
classe local. Rappelons que pour v archimédienne, cet invariant est nul quand v
est complexe et est obtenu a partir de 'isomorphisme de BrR sur Z/2 quand v
est réelle. On obtient ainsi un invariant j = (j,)veq,, défini sur [] k..t
vEQ

On appelle obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin) au principe de Hasse
(resp. a ’approximation faible) pour X la condition :

V(P,) € X(A) 3A€BrX Y j,(A(P)) #0 dans Q/Z

vEN,

(resp. JA € Br X 3(P,) € X(Ax) ), ju(A(PR)) # 0 dans Q/Z))
vEQ,

ou Q) désigne ’ensemble des places du corps k et X(Ax) ’ensemble des points
adéliques de X (comme X est compleéte, on a X (Ax) = [Iyeq, X(kv) )- La formule
de produit assure qu’il s’agit bien d’une obstruction au principe de Hasse (resp.
a l’approximation faible). Pour plus de détails on pourra consulter la section 3

de [10].

Pour plusieurs classes de variétés, on a pu établir que I’obstruction de Manin
est la seule possible pour le principe de Hasse et ’approximation faible. Colliot-
Théléne et Sansuc ’ont notamment conjecturé pour les surfaces rationnelles et
de fait, tous les contre-exemples connus a ce jour au principe de Hasse et a
’approximation faible ont pu étre explicités par le biais de cette obstruction.
D’apres ce qu’on a vu au paragraphe précédent, on a, si X est une variété ration-
nelle, 'isomorphisme Br X/Br k ~ H(G, Pic X).

1En fait, I'invariant j que nous venons de définir ne coincide avec I’invariant usuel, tel qu’il
est par exemple défini dans [45], qu’au signe prés; nous prenons cette convention de signe pour
qu’il y ait bien compatibilité avec la définition générale que nous zvons prise des fleches de
résidu.



Soient Aj, ..., A, des éléments de Br (k(X)) D Br X et I' 'intersection de Br X
et du sous-groupe de Br (k(X)) engendré par Ay, ..., A,. On dira qu’il y a obstruc-

tion de Manin associée ¢ Ay, ...A, au principe de Hasse (resp. a I’approximation
faible) si :

V(P)e [] X(k,) 3A€T ) j,(A(P)) #0 dans Q/Z

vEQ vEQ,
(resp. JA €T 3(P) € X(Ax) > ju(A(P)) # 0 dans Q/Z )
vEN

Bien entendu, quand Br X est engendré par I' U Br k, ces obstructions coincident
avec les obstructions de Manin définies plus haut.

2. Eléments ramifiés du groupe de Brauer d’un
corps de fonctions

2.1. Enoncé du résultat princiﬁal de la section

Le but de cette section est d’établir dans le cas d’une variété quelconque un
énoncé qui était déja apparu dans le cas de I’espace projectif (sous une forme
quantitative plus précise) chez Serre ([47]).

Théoréme 2.1.1 Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométrique-
ment intégre, projective et lisse, dont on note k(X) le corps des fonctions. Soient
a un élément de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X et U un ouvert de Zariski non
vide de X tel que a € BrU. Alors, il eziste une infinité de places v de k telles
que la fléche U(k,) — Brk, induite par o prenne une valeur non nulle.

Remarque : En fait, la preuve donnera non seulement un ensemble infini de
places v qui conviennent mais un ensemble de densité de Dirichlet non nulle.

Cas particulier : Quand X devient rationnelle sur une extension cyclique
F de k, ce résultat peut se formuler en termes de fonctions dont les diviseurs
sont des normes. En effet, on a vu que Br X s’identifie dans ce cas au noyau de
I'application k(X)*/NF(X)* — DivX/N(Div Xf). Le théoréme 2.1.1 nous dit
donc que si f est une fonction inversible sur un ouvert non vide U de X dont
le diviseur n’est pas une norme pour ’extension F/k, on peut trouver, pour une
infinité de places v de k, un point P, de U(k,) tel que f(P,) ne soit pas une
norme de ’extension locale (F ®y k,)/k,.

La preuve du théoreme 2.1.1 se fait en plusieurs étapes, qui font 1’objet des
paragraphes suivants.
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2.2. Un résultat de densité

Pour tout corps de nombres k et toute place v non archimédienne de k, on note
O, 'anneau des entiers de k, et k(v) son corps résiduel. On note également O
I’anneau des entiers de k. L’expression “pour presque toute place de A” (ou A est
un sous-ensemble de §2;) signifiera toujours “pour toute place de A & ’exception
d’un nombre fini”. Quand S est un ensemble fini de places de k, on note Ok s
I’ensemble des éléments de k qui sont entiers en dehors de S.

Proposition 2.2.1 Soient L/k une eztension finie (pas nécessairement galoi-
sienne) de corps de nombres et L' une eztension galoisienne cyclique de L. Alors,
il eziste une tnfinité de places v de k telles qu’il eziste une place wr, de L au-dessus
de v vérifiant : k(v) = L(wg) et wy, est inerte pour leztension L'[L.

Preuve de la proposition 2.2.1 : Soient £ la cl6ture galoisienne de L’ et
G = Gal (L/k). Notons N = [L : k]. Choisissons un élément g de Gal (C/L) C G
dont "image dans Gal (L’/L) en est un générateur. Soient v une place de k, non
ramifiée pour L/k, et de degré absolu 1; soit w une place de £ au-dessus de v et
D, = {r € G,7w = w} le groupe de décomposition associé. On note F,, I’élément
de D,, qui induit le Frobenius de Gal (L(w)/k(v)) ~ D, (rappel : sa classe de
conjugaison F, ne dépend que de v, voir [1], proposition 2.2 page 164). Pour toute
classe de conjugaison o de G, la densité de Dirichlet des v telles que F, = o est
Card(o)/N : c’est le théoreme de Tchebotarev ([32], théoreme 10, page 169). Il
existe donc une infinité de places v, non ramifiées pour L£/k et de degré absolu 1,
telles que la classe de g soit F,.

Pour une telle place v, il existe une place w de £ au-dessus de v telle que D,,
soit le sous-groupe de G engendré par g. Si wy, et wr: désignent respectivement
les places de L et L' induites par w, le groupe de décomposition D,, , associé
4 ’extension L'/L est égal au sous-groupe de Gal (L'/L) engendré par 'image
de g dans Gal (L'/L), donc est égal a Gal (L’/L) tout entier ce qui prouve déja
que wy, est inerte pour l’extension L'/L. D’autre part, si Ly C L est la plus
petite extension galoisienne de k contenant L, I'image h de g dans Gal (L;/k)
induit l’identité sur L. Si wg, est la place de L; induite par w, il en résulte,
puisque D,, est engendré par g, que le groupe de décomposition D, associé a
'extension L;/k est engendré par h (en effet, la flecche D, — D, est surjective,
cf [1], proposition 1.2 page 163), donc est inclus dans Gal (L;/L). Ainsi, on a
Gal (Ly(wr,)/k(v)) = Gal (Ly1(wr,)/L(w)) donc L(wr) = k(v) ce qui acheve la

preuve.

Remarque : On a en fait montré que I’ensemble des places v qui conviennent
est de densité de Dirichlet non nulle.
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2.3. Un premier résultat sur les k(v)-points

Nous démontrons ici une proposition qui ne fait intervenir que des k(v)-points (et
pas encore des k,-points). Nous utiliserons le lemme suivant, dégagé par Ekedahl
dans [18] :

Lemme 2.3.1 Soient W = Spec R un ouvert non vide de Spec (Ok) et 7 : B —
W un morphisme dominant dont la fibre générique B est une k-variété géome-
triquement intégre. Soit p : Y — B un revétement étale galoisien de groupe G.
On suppose que la fibre génériqgue Y de m o p est une k-variété géométriquement
intégre. Soit C une classe de conjugaison de G, on pose ¢ = Card (C)/Card (G).
Pour tout point fermé p de W, de corps résiduel (fini) k(p), on note t(p) le
nombre de points z de B(k(gp)) pour lesquels le Frobenius F, est dans C. Alors,
ona:

t(p)/Card (B(k(p))) — ¢ = O(Card (k(p))~*/?)
Nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition 2.3.2 Soient k un corps de nombres et W un ouvert non vide de
Spec (Ok). Soient B — W un morphisme dominant et B la fibre générique du
morphisme B — W. On suppose que B est une k-variété intégre. Soit p: Y — B
un revétement €tale, conneze, cyclique, de degré m > 2 de B. Pour presque toute
place v de k, on dispose de BY = B xw k(v) et J* = Y x k(v), réductions
respectives de B et Y au-dessus de k(v).

Alors, il eziste un ouvert Uy de B et un ensemble infini I de places v de k tels
qu’on ait, en notant Uy = p~'(Uy) :

1. Pour toute place v de I, le revétement étale p(v) :175’ — L?{’ reste conneze.

2. Si§) est un ouvert non vide de Uy, sa réduction ¥ au-dessus de k(v) admet,
pour presque toute place v de I, un k(v)-point P(v) vérifiant : la fibre de
p(v) en P(v) est conneze.

Preuve : Soit Y la fibre générique de Y — W. Soient K le corps des fonc-
tions de B et K’ le corps des fonctions de Y, qui est une extension cyclique de
degré m de K. Soient L la fermeture intégrale de k dans K et L’ la fermeture
intégrale de k dans K'. L’extension L'/L est une extension cyclique de corps de
degré s, avec s divisant m (s est le degré de I’extension KL'/K). Quand B et Y
sont géométriquement integres (c’est-a-dire quand k = L = L'), le résultat dé-
coule immédiatement du lemme 2.3.1 (et on peut méme imposer que I contienne
presque toutes les places de k). L’idée va étre, en choisissant judicieusement I,
de se ramener (quand on considére v dans I) & une situation ou le lemme 2.3.1
s’applique.
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Nous choisissons I comme dans la proposition 2.2.1, c’est-a-dire que si v € I, alors
v est non ramifiée dans £ (ou £ est la cloture galoisienne de L') et il existe une
place w de L au-dessus de v, inerte pour I’extension L'/ L et vérifiant L(w) = k(v).

Il existe un ouvert de Zariski non vide U; de B tel que la fleche U; — Speck se
factorise par une fleche U; — Spec L et U; est alors un L-schéma géométriquement
integre. De ce fait, il existe un ouvert U; de B tel que la fleche iy — W se factorise
par une fleche Uy — Wy (ou Wy est un ouvert non vide de Spec(Of) ) dont la
fibre générique est U; — Spec L. Posons Uz = p~1(U;); quand v € I, il existe w
(place de L au-dessus de v) telle que L(w) = k(v). Ainsi, une fois que nous avons
remplacé B et ) respectivement par U; et Uz, nous pouvons supposer (quitte
a raisonner au niveau L) que L = k, c’est-a-dire que B est géométriquement
integre.

Notons alors W' I'image réciproque de W par la fleche Spec (Or/) — Spec (Oy)
et U' = Uy xyw W'. Comme L' est la fermeture intégrale de k dans K’, on peut
encore supposer que le revétement U; — U, se factorise par le revétement étale
connexe p' : U' — U;. Or, si la place v est dans I, elle est inerte pour ’extension
L' [k. Comme la fibre générique de U; — U' est géométriquement intégre (vu que
L' est intégralement clos dans K'), on a bien que le revétement p(v) reste connexe
pour presque toute place de I (et nous supposerons, quitte a restreindre I, que
c’est le cas pour toute place de I). Notons que toutes les fibres du revétement
p'(v) : U'Y — U} sont connexes si v est dans I.

Maintenant, écrivons m = pi*...p;* avec les p; premiers et o; > 1 et supposons
par exemple que py,...,p: (t < 1) sont les p; qui ne divisent pas r = [L’ : k].
On dispose ainsi d’un unique corps K" vérifiant K C K” C K' et K" de degré
r' = pi*..pft sur K. Comme r’ est premier a r, on a K" N KL' = K et comme
la fermeture intégrale de k dans K’ est L', le corps k est intégralement clos dans
K". Nous pouvons encore supposer que le revétement U; — U; se factorise par
un revétement étale connexe U, — U”, ou la fibre générique de U” a pour corps
des fonctions K”, ce qui implique qu’elle est géométriquement intégre sur k.
Appliquons alors le lemme 2.3.1 au revétement p"” : U” — U; (ou plus exacte-
ment au revétement 2" — Q qu’il induit, oi Q est un ouvert de Zariski non
vide de U; et 2" son image réciproque par p”). On obtient pour presque toute
place v de I un point P(v) de Q(k(v)) en lequel la fibre de p"(v) : U™ — Uy
est connexe. Comme on I'a vu, la fibre de p'(v) en P(v) est automatiquement
connexe. Mais ceci implique alors que la fibre de p(v) en P(v) est également
connexe : en effet, si Fp) € Gal (K'/K) est le Frobenius en P(v), son image
dans Gal (K”/K) (resp. dans Gal(K'L'/K)) est un générateur de Gal (K"”/K)
(resp. de Gal (KL'/K)) puisque la fibre de p”(v) (resp. de p'(v)) en P(v) est
connexe. Identifiant Gal (K'/K) avec Z/m, I'image de Fp(,) dans Z/p; est a for-
tiori non nulle pour 1 <7 < [ (pour 1 < 7 <t parce que p; divise [K” : K] et
pour t < 7 < [ parce que p; divise [KL' : K]). De ce fait, le groupe Gal (K'/K)
est engendré par Fp(,) d’ou le résultat.
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Remarque : Rappelons le théoreme classique suivant ([34]) :

Théoréme (Lang-Weil) Il eziste une constante C(n,r,d) telle que pour tout
corps fint Fy de cardinal q et toute sous-variété fermée X géoméiriquement in-
tégre, de degré d et de dimension r, de P’;‘«q, on ait :

| Card(X (F,)) — ¢" I< C(n,r,d)g" /.

En n’utilisant que le théoréme de Lang-Weil (et pas le lemme 2.3.1 dont la preuve
fait intervenir des outils plus sophistiqués), on peut retrouver une forme atténuée
(qui nous suffirait en fait pour la suite) de la proposition 2.3.2 consistant a rem-
placer la conclusion : “la fibre de p(v) en P(v) est connexe” par “I’action de
Gal (k(v)/k(v)) sur les k(v)-points de ) au-dessus de P(v) n’est pas triviale”.
En effet, on se raméne comme on I’a vu en choisissant judicieusement I au cas
ou B et Y sont géométriquement integres et un argument de dénombrement des
k(v)-points de BY et 57" donne alors aisément le résultat.

2.4. Calcul de o(P,)

2.4.1. Passage a des modéeles entiers

Le théoréme 2.1.1 est “local”, en ce sens que seul ce qui se passe au voisinage
du point P, compte; en particulier, on peut toujours restreindre ’ouvert U de
I’énoncé du théoreme 2.1.1. La proposition suivante va dans ce sens, afin de per-
mettre I’application d’un résultat que nous prouverons plus bas (corollaire 2.4.3).

Proposition 2.4.1 Soient X une k-variété géométriqguement intégre, projective
et lisse et a un élément de n-torsion de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X. Alors,
il eziste un modéle projectif et lisse X de X au-dessus d’un ouvert non vide
W = Spec (Ok,s) de Spec(Ok), un ouvert affine non vide et lisse V de X et un
fermé B intégre de codimension 1 de V, lisse au-dessus de W, tel que :

o Sill désigne le complémentaire de B dans V, on a a € Brl{.
o Le résidu de o au point générique de B est un élément non nul de H},(B,Z/n).

o L’entier n est premier auz caractéristiques résiduelles de W.

Preuve : Il existe déja un ouvert W = Spec(Oy,s) de Spec (Ox) tel que X
admette un modele projectif et lisse X' au-dessus de W, dont les fibres sont
géométriquement intégres, et a s’étende en un élément (noté encore abusivement
a) de Bri, ou U est un ouvert non vide de X'. Quitte a élargir S nous supposerons
que n est inversible dans O, quand v € S.

Soient Z,...2; les sous-schémas fermés intégres de X’ qui ne rencontrent pas U,
on peut supposer qu’ils sont tous de codimension 1 (quitte & réduire &/). On peut
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aussi supposer (quitte a élargir encore S) que les Z; ne sont pas des diviseurs
verticaux sur X. On dispose des résidus J; = éz,(a) € H!(k;,Z/n), ou «; est le
corps résiduel de & au point générique de Z;. Comme a n’est pas dans Br X, I'un
de ces résidus est non nul (d’apres les rappels de 1.2.).

11 existe pour tout ¢ un ouvert non vide et lisse B; de Z;, ne rencontrant pas les
Z; pour j # 1, tel que J; € H4(B;,Z/n). Prenons pour B I'un des B; tel que J;
soit non nul et prenons pour V 'ouvert & UB de X. Nous pouvons enfin supposer
V affine (quitte a le restreindre autour du point générique de B) pour obtenir
toutes les conditions de la proposition 2.4.1.

2.4.2. Le calcul

Nous allons maintenant utiliser les propriétés des fleches de résidu pour prou-
ver un lemme qui permettra ensuite de calculer a(P,) en vue d’établir le théo-
reme 2.1.1.

Fixons d’abord quelques notations. Quand V = Spec R est un schéma intégre et
B = Spec (R/t) un sous-schéma fermé intégre de codimension 1 de V, on notera R,
le localisé de R par rapport a la partie multiplicative {t7};eN et Ry le localisé de
R par rapport a I'idéal premier engendré par t. On a ainsi (V \ B) ~ Spec (R;). Si
VY et B sont réguliers et de corps de fonctions respectifs K et «, on dispose quand
K et k sont de caractéristique zéro d’une fleche de résidu Br K — H'(k,Q/Z)
que ’on notera &; : en effet, ’anneau R(;) est dans ce cas de valuation discrete
(t en étant une uniformisante), de corps des fractions K et de corps résiduel «
et les rappels de 1.2 s’appliquent. Rappelons que pour toute place v non archi-
médienne de k, on note k(v) le corps résiduel de I’anneau des entiers O, de k, et
6, : Brk, — H(k(v),Q/Z) ’application résidu associée.

Supposons en outre que V et B soient des W-schémas, ot W = Spec (Ok,s) est
un ouvert non vide de Spec (Oy). Si v est une place de k non dans S, on dira alors
abusivement qu’une fleche s : Spec(O,) — V est une “section” si, composée avec
le morphisme structural V — W, elle redonne la fleche naturelle Spec (0,) — W.
L’homomorphisme ¢ : R — O, déduit de s envoyant ¢ sur un élément t' de O,,
on dira que la valuation e de t’ est la B-multiplicité (ou simplement la multiplicité
si le contexte fait que cela ne préte pas a confusion) de la section s.

Avec ces notations, on a :

Lemme 2.4.2 Soit W = Spec (Ok,s) un ouvert non vide de Spec(Oy). Soient
V = Spec R un W-schéma intégre régulier et B = Spec(R/t) un sous-schéma
fermé intégre régulier de codimension 1 de V. Soient K et k les corps de fonctions
respectifs de V et W, on suppose K et k de caractéristique z€ro.

Soit a un élément de n-torsion de Br(R;) C BrK dont le résidu x; = 0;(a) au
point générique de B est dans H},(R/t,Q/Z). Supposons en plus que les carac-
téristiques résiduclles des schémas V et W sont premiéres a n. Alors, il existe
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un ouvert w de V, d’intersection non vide avec B, tel que pour toute section
s : Spec (0,) — w C V, de B-multiplicité e finie et > 0, induisant des morphismes
s1 : Speck, — Spec (R;) et s; : Speck(v) — Spec (R/t), on ait :

bu(s1(a)) = es3(x:)

ou s} : Br(R;) — Brk, et s3: H,(R/t,Q/Z) — H'(k(v),Q/Z) sont les fléches

déduites de sy et s,.

Remarque : C’est 'hypothése 0 < e < oo qui permet d’écrire que les mor-
phismes s; et s; déduits de s sont respectivement a valeurs dans Spec (R;) = V\B

et Spec(R/t) = B.

Preuve : Soit R le complété de R par rapport & I'idéal (t). La section s
se factorise (vu que O, est complet) par une section Spec(O,) — Spec R et les
fleches de résidu commutent avec le passage au complété. D’autre part, si & est un
ouvert de Spec R d’intersection non vide avec B= Spec (R/ t), on peut trouver un
ouvert w de Spec R (d’intersection non vide avec B) dont 'image réciproque par
le morphisme p : Spec B — Spec R est incluse dans & (car I'image par p du fermé
complémentaire de & est, d’apres la proposition 6.F de [37], une intersection de
constructibles ne contenant pas le point générique de Spec R, donc incluse dans
un fermé strict de Spec R). Nous pouvons ainsi supposer que R est complet pour
la topologie définie par I'idéal (t).

Avec ces nouvelles hypotheses, le résidu x: est un élément de H}(R/t,Z/n)
qui se reléve (vu que R est complet pour la topologie t-adique) en un élément
x de HLY(R,Z/n). Soit B = x Ut, ot x est vu dans H}(R:,Z/n) et t dans
H}(Ri,pn) = R;/R;".Ona B € H4(R:, pn) C Br(R:). D’apres la proposition 1.3
de [5], on a ,(8) = x: (car t est une uniformisante de R et n est inversible
dans le corps résiduel & de R(;). Maintenant, I’élément (3 — a) de Br(R;) est
tel que 0;(8 — ) = 0. On en déduit ([38], exemple II1.2.22) que (B — ) est en
fait dans Br R(;) donc il existe un ouvert w de V, contenant le point générique
de B (donc d’intersection non vide avec B) tel que (3 — a) soit dans Brw. De ce
fait, quand s est une section a valeurs dans w, on aura sj(8 — a) € Br(0,) donc
en particulier 6,(sj(8 — a)) = 0 ([5], proposition 1.1). Ainsi pouvons-nous nous
limiter a prouver 1’égalité voulue avec § au lieu de a.

Or, on a s7(f8) = xa Ut (ici t' = ®(t) est vu dans H'(ky,p,) ) odt x; est 'image
de x par la fleche H} (R:, Z/n) — H*(k,,Z/n) déduite de s;. C’est-a-dire que x;
est en fait dans H}(O,,Z/n) et est égal & 'image x3 de x € HA(R,Z/n) par la
fleche déduite de I’'homomorphisme ®. Alors, on a 6,(x1 Ut') = exa, ol x, est
I'image de x3 dans H'(k(v),Z/n) (toujours d’apres la proposition 1.3 de [5], vu
que n est inversible dans O, et que la valuation de t’ est ¢). Comme l'image de

X € Hy(R,Z/n) dans H} (R/t,Z/n) est xy, I'élément xo de H(k(v),Z/n) n’est
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autre que s3(x¢) donc on trouve finalement que §,(x; Ut") = es3(x:) ce qui acheve
la preuve du lemme 2.4.2.

On peut maintenant calculer a(P,) quand on s’est ramené a la situation fournie
par la proposition 2.4.1 :

Corollaire 2.4.3 Soient X une k-variété géoméiriquement intégre et o un élé-
ment de n-torsion de Br(k(X)). Soit X un modéle de X au-dessus d’un ouvert
non vide W = Spec (O4.s) de Spec(Ok), avec n premier auz caractéristiques ré-
siduelles de W. Soient V un ouvert affine non vide et lisse de X et B un fermé
intégre lisse de codimension 1 de V. On suppose que le résidu J de a au point
générique de B est dans H}(B,Z/n) et qu’on a @ € BrU, ou U =V \ B.

Alors, il existe un ouvert w de V, d’intersection non vide avec B, tel que pour
tout point P, de U(k,), correspondant a une section s : Spec(0,) = w C V de
B-multiplicité e, on ait, en notant P(v) le k(v)-point de V associ€ ¢ s :

1. Si P(v) n’est pas dans B, alors 6,(a(P,)) = 0.
2. Si P(v) € B(k(v)), alors :

8,(a(P,)) = €d

ot 9 est l’élément de H'(k(v),Z/n) obienu en prenant la fibre en P(v) de
J € H}(B,Z/n).

Preuve : Notons déja que si P(v) n’est pas dans B, la section s est en fait a
valeurs dans U donc 6,(a(P,)) est nul puisque a(P,) est dans Br (O,).

Si maintenant P(v) est dans B, I'ouvert w est donné par le lemme 2.4.2 qui
s’applique bien ici : en effet, les corps de fonctions de B et V sont bien de caracté-
ristique zéro, la multiplicité e est bien finie et > 0, les caractéristiques résiduelles
de V et W sont bien premiéres a n, et on a bien a € Bri{. Le résultat en découle,
les fleches s; et s; du lemme 2.4.2 correspondant ici aux sections Speck, — U

et Speck(v) — B, lesquelles sont associées respectivement au k,-point P, et au
k(v)-point P(v).

2.5. Fin de la preuve du théoréeme 2.1.1

Soit X une k-variété géométriquement integre, projective et lisse et o un élé-
ment de n-torsion de Br(k(X)) qui n’est pas dans Br X. Appliquant la propo-
sition 2.4.1, on obtient un ouvert non vide W = Spec(Ok.s) de Spec(Ok), un
W-schéma affine lisse V (qui est un ouvert non vide d’un modele projectif lisse
de X au-dessus de W) et un sous-schéma fermé B de codimension 1 de V, integre
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et lisse, vérifiant a € Brf (ou U =V \ B). Si J est le résidu de a au point géné-
rique de B, la proposition 2.4.1 nous permet aussi d’imposer que J est un élément
non nul de H}(B,Z/n), et que n est premier aux caractéristiques résiduelles de
W. Nous sommes donc dans les conditions d’application du corollaire 2.4.3 (et
quitte & réduire encore V autour du point générique de B, nous pouvons supposer
que l'ouvert w donné par ce corollaire est égal & V tout entier). Ainsi, il nous
suffit maintenant pour prouver le théoréme 2.1.1 de trouver (pour une infinité
de places v) un point P(v) de B(k(v)) tel que la fibre 8 de J en P(v) soit un
élément non nul de H'(k(v),Z/n), et de relever P(v) en un k,-point de U tel
que la B-multiplicité e de la section s : Spec (O,) — V associée soit 1 (puisque le
corollaire 2.4.3 nous dit que é,(a(P,)) = ed). La premiére condition va découler
de la proposition 2.3.2 et la deuxieme du lemme de Hensel.

En prenant 'image J de J dans H(x,Q/Z) = Homeen(Gal (8/£),Q/Z), on
peut trouver une extension cyclique non triviale de corps «’/x tel que J soit un
générateur de Hom(Gal («'/k),Q/Z). Ensuite, on peut trouver un revétement
étale cyclique connexe Y d’un ouvert de Zariski non vide 2 de B dont la fibre
générique est Speck’ — Speck. Ainsi, le revétement ) de 2 est étale cyclique
connexe d’ordre m > 2. La fibre générique Y de ) est une k-variété integre. Nous
pouvons alors trouver un ensemble infini I de places de k (avec I disjoint de S)
comme dans la proposition 2.3.2. D’apres cette proposition, pour toute place v
de I, on pourra trouver un k(v)-point lisse P(v) dans {2, tel que la fibre en P(v)
du revétement ) — § reste connexe. De ce fait, I’élément @ de H'(k(v), Q/Z)
obtenu en prenant la fibre en P(v) de J € H}(B,Q/Z) est d’ordre m > 2 dans
H'(k(v),Q/Z), donc 9 # 0.

Maintenant, rappelons qu’on a V = Spec R et B = Spec(R/t). Fixons une uni-
formisante 7, de O, et posons B” = Spec (R'/(t — 7)), ot R’ = R ®o, ¢ O,.
Alors, les k(v)-fibres du Spec (O, )-schéma B et de B sont isomorphes. Ainsi,
par le lemme de Hensel, on peut relever P(v) en un k,-point de B, c’est-a-dire
que P(v) se reléve en un k,-point P, de V tel que la multiplicité e de la section
s : Spec(O,) — V associée a P, est 1 (rappelons en effet que c’est la valuation de
I'image de t par I’homomorphisme R — O, irduit par s). Ceci achéve la preuve.

2.6. Lien avec l’obstruction de Manin au principe de
Hasse et a I’approximation faible.

Nous démontrons ici un corollaire du théoréme 2.1.1, qlii sera trés utile en vue
d’applications arithmétiques :

Corollaire 2.6.1 (“Lemme formel”) Soient k un corps de nombres et X une
k-variété géométriquement intégre, projective et lisse, qui a des points dans tous
les complétés de k. Soient Ay, ..., A, des éléments de Br (k(X)), et U un ouvert de
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Zariski non vide de X tel que toutes les A; soient dans BrU. Soit S un ensemble
fini de places de k. On note j, Uinvariant local de Brk, dans Q/Z. Alors :

e S’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée a (Ay, ..., A,)
pour X, il existe T O S et une famille de points locauz (P,)yer avec
P, € U(k,) tels que :

Vie {l,..,r} D ju(A(R))=0
: veT
e Sl n’y a pas obstruction de Manin a lapprozimation faible associée a
(A1, ..., A,) pour X, alors pour toute famille (P,)yes telle que P, € U(k,),
il eziste T D S et une famille de points locauz (P,)yer\s (avec P, € U(ky)
pour toute v dans T') tels que :

Vie {l,nr} 3 du(AdB)) =0

veT

Preuve : Soit (pour tout ¢ de {1,...,r}) n; ordre de A; dans Br(k(X)). Si
v est une place de k, on note E, le sous-ensemble de [];<;<,(Z/n;Z) constitué
des (j,(Ai(P!)))1<i<cr pour P, € U(k,). Soit T le sous-groupe de [T;<i<,(Z/n:iZ)
engendré par les éléments de [];<;<,(Z/n:Z) qui appartiennent 3 une infinité de
E,. D’aprés la définition de T, il existe un ensemble fini S’ de places de k tel
que pour toute v non dans S’ et tout P, dans U(k,), on ait (j.(Ai(P))))1<i<r
élément de T'. Soit (P,)ven, un élément de [ eq, U(ky). Soit S un ensemble fini
de places de k contenant S’ et soit W 1’élément de [];<;<,(Z/n;Z) dont la iéme
composante est ,¢s jv(Ai(Py)). Deux cas sont possibles :

o Si Wgest dans'yona —Wg =W +...+W,oules W (1 <I1<r)
sont des éléments de [];<;<,(Z/n;Z) qui appartiennent & une infinité de
E,. Ainsi, il existe des places deux & deux distinctes vy, ..., vj de k, qui ne
sont pas dans S, et telles que W, soit dans E,, pour 1 <! < r. En notant
alors §” I’ensemble des v; (1 < I < r)et T =S US”, on voit, en prenant
pour P,, un point de U(k,,) tel que (jy, (Ai(Py)))1<i<r = Wi, qu'on a bien
Yver Ju(Ai(Py)) =0pour 1 <i < r.

e Si Ws n’est pas dans I, il existe un caractere (c’est-a-dire ici un morphisme
vers Q/Z) du groupe [];<i<,(Z/n;Z) qui est nul sur I' mais ne s’annule pas
en Ws (c’est immédiat a partir des propositions 1 et 2 de [46]). Ainsi, il
existe des entiers o; (1 <1 < r) tels que 3,5 7o ([Ti=; A (Py)) soit non nul
dans Q/Z, tandis que pour tout élément (hy,...,h,) de ', 3I_; a;h; est nul
dans Q/Z. De ce fait, pour toute v non dans S’ et tout P, dans U(k,), on a
(4o (Ai(P})))1<i<r élément de I’ ce qui implique que j,([Ti-; A7 (P;)) est nul
dans Q/Z. D’apres le théoreme 2.1.1, ’élément A = []_; A de Br (k(X))
est dans Br X et on a 3°,¢q, ju(A(P.)) non nul dans Q/Z.
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Maintenant, s’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée
a (Ai,..., A;) pour X, on peut trouver (P,)veq, dans [],eq, U(ky) tel que pour
tout élément B de Br X, on ait 3, cq, ju(B(Py)) nul. Ainsi, on est forcément dans
le premier des deux cas envisagés ci-dessus. De méme, s’il n’y a pas obstruction
de Manin a I’approximation faible, on sait que pour tout élément (P,),eq, de
[lueq, U(ky), on est encore dans le premier cas. Ceci acheve la preuve.

3. Un théoréme de comparaison entre groupes
de Brauer

3.1. Rappels géométriques

(Pour des définitions dans un cadre plus général, voir [7] et [23]). Soient F' un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro et Z/F une F-variété intégre,
projective et lisse. Si H*(Z,0z) = 0, le foncteur de Picard Pic 7/ est représen-
table par un F-schéma en groupes localement lisse. Si de plus H!(Z,0z) = 0,
la composante de la section unité Pl%lp est triviale (son espace tangent est
en général un F-espace vectoriel dont la dimension est celle de H(Z,Oz)).
Ainsi, le groupe de Néron-Severi NS (Z), conoyau de la fleche m%/p(F ) —
Pic z/p(F) = Pic(Z)/Pic(F) s’identifie 2 Pic(Z) (on peut identifier Pic z/r(F)
4 Pic(Z)/Pic(F) car Z(F) # 0).

Notons que ces hypothéses sont en particulier remplies si Z est unirationnelle sur
F : en effet, si F' = C, la théorie de Hodge nous dit que pour tous entiers p et
g, les dimensions de HY(Z, ") et HP(Z,§7) sont égales, ou (1 est le faisceau des
différentielles de Z/F; en particulier, le F-espace vectoriel H?(Z,0z) a méme
dimension que H°(Z, ) qui est nul pour p > 0 puisqu’un espace projectif P%
domine Z. On en déduit le résultat pour tout corps F' algébriquement clos de
caractéristique zéro, de degré de transcendance fini sur Q en plongeant F' dans
C et en utilisant la formule de Kunneth, puis pour tout corps F' algébriquement
clos de caractéristique zéro en écrivant qu’on a X = X, X, F', ou le corps Fp est
algébriquement clos et de type fini sur Q et X est une Fyp-variété unirationnelle.
De méme, les propriétés : H?(Z,0Oz) = 0 (avec p > 0) ou encore Br Z = 0 sont des
invariants F-birationnels des F'-variétés projectives lisses. Rappelons également
deux propriétés : '

Proposition 3.1.1 Soit Z une varicté intégre, projective et lisse sur un corps
algébriquement clos de caractéristique zéro F. Alors :

e Si PicZ est sans torsion, le groupe H'(Z,0z) est nul.
o S5iBrZ est nul, il en va de méme de H*(Z,0y).
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Preuve : Soit V la variété de Picard de Z : c’est une variété abélienne dont
le groupe Pic®(Z) des F-points est un sous-groupe de Pic Z; Or, comme F est
algébriquement clos de caractéristique zéro, le groupe des F-points de la variété
abélienne V est de torsion ([41], application 3 page 62). Ainsi, si Pic Z est sans
torsion, la variété V est triviale. Comme la dimension de son espace tangent a
Porigine est celle de H*(Z,0z), ce dernier groupe est nul d’oi le premier point.
Supposons maintenant BrZ = 0. On se rameéne par I’argument déja vu au cas
F =C et on aalors H%(Z,0z) = H°(Z,02) = 0 : en effet la condition BrZ = 0
implique la condition “B;—p = 0" ([26], corollaire 3.4) et cette derniére condition
est équivalente a la condition H°(Z,Q?) = 0 (cf [6], preuve de la proposition 2.11).

Lemme 3.1.2 Soient R un anneau local régulier (intégre et noethérien) et S
son spectre. Soit X un S-schéma projectif et lisse, a fibres géométriques intégres.
Notons K le corps des fractions de R et X la fibre générique au-dessus de K du
morphisme p : X — S. Alors, la fleche Pic(X) — Pic X est un isomorphisme.

Preuve : Comme X est lisse, la fleche Pic (X') — Pic X est déja surjective.
D’autre part, considérons un diviseur intégre D de A qui ne rencontre pas la
fibre générique. Alors, son image par p est un fermé strict de S. Comme les fibres
géométriques de p sont integres, le diviseur D est exactement 'image réciproque
de ce fermé, lequel doit étre de codimension 1 car D est de codimension 1 dans
X et le morphisme p est plat. Ainsi, il suflit de prouver que pour tout point m de
codimension 1 de S, la fibre X, en m est un diviseur principal. Mais ceci résulte
de ce que comme R est local régulier, il est factoriel ([37], théoreme 48 page 142),
donc Pic S = 0 et le diviseur X, est alors clairement défini sur A’ par une seule
équation.

3.2. Ensembles hilbertiens

Soit B une k-variété géométriquement integre, on dira qu’un sous-ensemble H
de B(k) est hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B et un
revétement étale p : Y — U avec Y inteégre sur k tel que H soit ’ensemble des
k-points M de U pour lesquels p~* (M) est connexe. En particulier, ’ensemble des
k-points d’un ouvert de Zariski non vide de B est hilbertien, et I'intersection de
deux sous-ensembles hilbertiens de B contient encore un sous-ensemble hilbertien
de B (cf [33], propositions 5.1 et 5.2). Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert dit
qu’un sous-ensemble hilbertien de A} (k) est Zariski-dense. Plus précisément, on
dispose de la version “effective” suivante :

Proposition 3.2.1 Soient W = Spec R un ouvert non vide de Spec (Ok) et B
un schéma intégre. Soit * : B — Spec R un morphisme dominant dont la fibre
générique B est une k-variété géoméiriqguement intégre. Soit p : Y — B un
revétement étale tel que la fibre générique Y/k de wo p soit intégre. Alors, si B[k
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a la propriété d’approzimation faible (resp. forte), il en va de méme de l’ensemble
des 0 de B(k) tels que la fibre de p en 0 soit conneze.

(On dit que B a la propriété d’approximation forte si I'image de B(k) est dense
dans le produit restreint des B(k,), ol v parcourt toutes les places de k a 'ex-
ception d’une seule).

Preuve : Cet énoncé est pratiquement le méme que celui obtenu par Ekedahl
dans [18] (la seule différence est qu’on suppose juste Y intégre sur k et non plus
forcément géométriquement intégre). La preuve qui suit est analogue a celle du
théoréeme 1.3 de [18] et repose sur le lemme 2.3.1 qui nous a déja servi pour
prouver le théoréme 2.1.1. On pourra aussi consulter [39] pour le cas ou B est la
droite affine.

Soient K le corps des fonctions de B et K’ le corps des fonctions de Y, on note
L la fermeture intégrale de k dans K'. Notons Wy, 'image réciproque de W par
la fleche Spec (Or) — Spec (Ok). Il existe un ouvert de Zariski non vide U de
Y tel que le morphisme structural U — Speck se factorise par un morphisme
U — Spec L. Ainsi, nous pouvons supposer (quitte a réduire W et a remplacer
B et Y respectivement par des ouverts de Zariski non vides de B et )) que B
est lisse et que p se factorise par un revétement p;, : Y — Bp = B Xy Wr. On
peut aussi supposer p galoisien de groupe G. On note K, le corps des fonctions
de B L = B Xk L.

Traitons par exemple le cas ou B vérifie 'approximation faible (le cas de ’ap-
proximation forte est similaire). Soient T' un ensemble fini de places de k et z,
un point de B(k,) pour v dans T. Soit T ’ensemble des places de L qui sont
au-dessus d’une place de T'. Appliquons le lemme 2.3.1 au revétement pr, (la fibre
générique de Y — Spec (OL) est bien géométriquement intégre puisque L est la
fermeture intégrale de k dans K'). D’apres ce lemme, pour presque toute place
w de L, il existe pour toute classe de conjugaison C de G, = Gal (K’/KL) un
point z¢ de B(L(w)) dont le Frobenius est dans la classe C. Soit {Ci,...,C:}
I’ensemble des classes de conjugaison de Gr. En utilisant en outre le théoréme
de Tchebotarev, nous pouvons trouver des places wy, ..., w, de L (qui ne sont pas
dans T, et qui induisent des places deux a deux distinctes vy, ..., v, de k) vérifiant
L(w;) = k(v;), et des points z(w;) de Br(L(w;)) dont le Frobenius est dans C;.
Maintenant, ces points se projettent en des points lisses z(v;) de B(k(v:)), que
’on peut relever par le lemme de Hensel en des points z,, de B(k,,). Appliquant
I’approximation faible a B avec les places de TU {vy, ..., v,}, on trouve un poirnt z
de B(k) arbitrairement proche de z,; pour 1 <7 < r et des z, pour v dans T'. Le
point z est ainsi dans B(O,,;) pour 1 < i < r et sa réduction dans k(v;) est z(v;);
ainsi, la fibre du revétement p;, en z € B (L) est connexe puisqu’un sous-groupe
strict de G ne peut rencontrer toutes les classes de conjugaison de G ([18],
lemme 1.1). Il en va donc de méme de la fibre en ¢ € B(k) du revétement p vu
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que p est juste le composé de pr et de la projection By, = B xyw Wi — B. D’ou
le résultat.

3.3. Fléches de spécialisation entre groupes de Brauer

Commencgons par prouver un lemme utile :

Lemme 3.3.1 Soit K un corps. Soit S une K-variété intégre, de corps des fonc-
tions K(S). Soient Y et Z deur K-variétés intégres munies de morphismes domi-
nants vers S. On suppose que les fibres génériques Y, et Z, sont géométriqguement
intégres et K(S)-birationnelles. Alors, il eziste un ouvert de Zariski non vide U
de S tel que pour tout point rationnel t de U, les fibres Y; et Z; soient géométri-
quement intégres et K-birationnelles.

Preuve du lemme 3.3.1 : Quitte & remplacer S par un ouvert de Zariski
non vide de S, on peut supposer que toutes les fibres des morphismes Y — S et
Z — S sont géométriquement integres. Les variétés Y et Z sont K-birationnelles
(elles ont méme corps de fonctions); soient U et U, des ouverts respectifs non
vides de Y et Z tels qu’il existe un K-isomorphisme ® de U; sur U, alors ® est un
S-morphisme (car si p; et p; sont les projections respectives Uy — S et U; — S,
les morphismes p; o ¢ et p; coincident au point générique de U, donc partout
puisque Uj est séparé sur S). Maintenant, pour tout point K-rationnel ¢ de S, les
ouverts Uy et Uy, des fibres Y; et Z; sont K-isomorphes. Or, il existe un ouvert
de Zariski non vide S’ de S tel que pour tout point rationnel ¢ de S’ 'ouvert U, ;
soit non vide, car I'image de ’ouvert U; par la projection p; est un constructible
de S ([37], théoréme 6.E) qui contient le point générique de S, donc contient un
ouvert de Zariski non vide de S. Le résultat en découle.

Définition d’une fleche de spécialisation entre groupes de Brauer :
Soient maintenant V et B deux k-variétés integres, dont on note k(V) et K les
corps de fonctions respectifs. Soit p : V — B un k-morphisme dominant, dont la
fibre générique V, est géométriquement intégre. Soit A un élément de Br (k(V)).
Il existe un ouvert de Zariski V'’ non vide et lisse de V tel que A soit dans BrV' et
tel que la fibre générique V,) — V;, du morphisme V' — B induit par p soit lisse.
Il existe alors un ouvert de Zariski non vide B’ de B et un ouvert de Zariski non
vide V; — V' de V tel que p induise un morphisme dominant et lisse p’ : V; — B’
dont toutes les fibres sont géométriquement intégres; pour tout point rationnel 6
de B’, la fibre V; 4 de p’ en 6 est alors un ouvert de Zariski non vide de V. On
note alors k(V;) le corps des fonctions de Vj.

De la fleche V; g — Vi, on déduit une fleche BrV; — BrV; 4. On obtient ainsi un
élément Ay de Br (k(Vs)), défini pour tout point rationnel 8 de B’, avec B’ ouvert
de Zariski non vide de B.
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Lemme 3.3.2 Avec les notations ci-dessus, si A est dans Bry, (K(V;)/K), alors
il existe un ouvert de Zariski non vide B; — B’ de B tel que pour tout point ra-
tionnel § de By, la spécialisation Ag € Br (k(Vs)) soit en fait dans By (K(V3)/k).

Preuve : En gardant toujours les mémes notations, on peut (d’apres le théo-
réme de résolution des singularités d’Hironaka), quitte & réduire encore V;, plonger
Wi, dans une K-variété projective et lisse X, puis trouver un morphisme projectif
et lisse p; : Z — B, de fibre générique X — Spec K (ou Bj est un ouvert de Za-
riski non vide inclus dans B’ de B), tel que pour tout point rationnel § de By, la
fibre Zy soit un modele projectif lisse de V; ¢ (avec le lemme 3.3.1), et donc aussi
de V. Maintenant, les diviseurs de Z en lesquels A est ramifié ne rencontrent pas
la fibre générique de p; donc quitte a restreindre encore By, on peut supposer que
A est dans Br(Z) (avec le théoréme de pureté de Grothendieck). Alors, si 6 est
un point rationnel de B, la spécialisation Ay est en fait dans Br(Zs) qui n’est
autre que Bry, (k(V3)/k) (d’apres les rappels de 1.2.). D’ou le résultat.

Remarque : Avec les hypothéses et notations du lemme 3.3.2, si A est dans
Br K, alors Ay est dans Br k. Ainsi, on obtient également une fleche de spécialisa-
tion de Bry, (K(V;)/K)/Br K dans Bry, (k(V5)/k)/Br k, définie pour tout point

rationnel § d’un ouvert de Zariski non vide B; de B.

3.4. Fléches de spécialisation entre groupes de Picard

Soit R un anneau local régulier (intégre et noethérien) de corps des fractions K
et dont le corps résiduel « est de caractéristique zéro. Soit X' un schéma projectif
et lisse au-dessus de Spec R, a fibres (géométriques) géométriquement integres,
dont on note X la fibre générique au-dessus de K et X,, la fibre au-dessus du
point fermé de Spec R. Soit R’ un anneau local régulier dont le corps des fractions
L est une extension finie de K et I'idéal maximal est au-dessus de celui de R (on
dira alors que R’ “domine” R). Le corps résiduel £’ de R’ est ainsi une extension
finie du corps résiduel « de R. Notons Xr = X xg R' et X,, « la fibre de Xn/
au-dessus du point fermé de Spec R'. On a Pic (Xr') = Pic(X) (lemme 3.1.2) et
on dispose d’une fleche de spécialisation Pic(XL) = Pic(Xr/) — Pic(Xm ) qui
est obtenue par image réciproque (cf [20], 20.3).

Lemme 3.4.1 Soient R et X fizés comme ci-dessus. Notons X = X xx K et

Xm =X Xk K.

Considérons les diagrammes commutatifs :

L — R ««— ¥

T T T

K — R — «k
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ot ’anneau local régulier R' domine R, a pour corps des fractions L et pour corps
résiduel k'.

Alors, les fleches de spécialisation Pic(Xp) = Pic (Xr) — Pic (X «) induisent
par passage a la limite inductive sur ces diagrammes une fléche de spécialisation :

Pic (X) — Pic(Xm).

Preuve : Si R et R}, sont deux anneaux locaux réguliers dominant R, de corps
des fractions L; et Ly, de corps résiduels x; et k2, il existe d’abord un anneau
local R} dominant R] et Rj, de corps des fractions L; L, (considérer un localisé
de R ®r R,). Maintenant, par le théoreme de résolution des singularités d’Hiro-
naka, on peut trouver un anneau local régulier Ry dominant Rj et de corps des
fractions Ly L,. Ainsi, on dispose bien d’une limite inductive (filtrante). D’autre
part, toujours a cause du théoréme d’Hironaka, il existe pour toute extension finie
L de K un anneau local régulier R’ de corps des fractions L et dominant R (La
fermeture intégrale Ry de R dans L est un anneau semi-local et on prend pour R’
un modele régulier du localisé de Ry par rapport a I'un de ses idéaux maximaux).
Ainsi, on obtient bien une fleche définie sur Pic (X) tout entier. D’ou le résultat.

Proposition 3.4.2 Soit R un anneau local régulier (intégre et noethérien) de
corps des fractions K et dont le corps résiduel k est de caractéristique zéro.
Soit X un schéma projectif et lisse au-dessus de Spec R, a fibres (géométriques)
géométriquement intégres, dont on note X la fibre générique au-dessus de K et
Xm la fibre au-dessus du point fermé de Spec R. On fait I’hypothése supplémen-
taire que les groupes H'(Xm, Ox=) et H*(Xn, Ox=) sont nuls. Alors, la fléche
de spécialisation (bien définie grace au lemme 3.4.1) Pic (X) — Pic(X,,) est un
isomorphisme de groupes abéliens.

Preuve : Soient R le le complété de R et K son corps des fractions. Soit K une
cloture algébrique de K contenant K. En appliquant le lemme 3.4.1 & ’anneau
R (qui est régulier) et au schéma X'z = &' Xg R, on obtient une fleche de spe—
cialisation : Pic (X-E) — Pic(Xn)- Or, si R est local, régulier, et domine R, il
existe encore (par désingularisation de son complété) un anneau local régulier
complet R” qui domine R’ et a méme corps des fractions (soit L) que R'. Soit &'
le corps résiduel de R". Les groupes H(Xm«,Ox_ ,) et H*( X, Ox_ ) sont
nuls. De ce fait, le corollaire 1 a la proposition 3 de'[22] nous dit que la fleche de
spécialisation Pic(Xy) = Pic(Xgrv) — Pic(Xm«) est un isomorphisme (vu que
R" est bien complet). Ainsi, en passant a la limite inductive, on obtient déja que
la fleche de spécialisation : Pic (Yﬁ) — Pic(X,,) est un isomorphisme.

Par le théoréme de semi-continuité ([29], II1.12.8), les groupes H'(X, O—) et
H?(X, O%) sont encore nuls. Ainsi, le groupe Pic (X%) est isomorphe a NS (X=%)

qui est lui-méme isomorphe & NS (X) = Pic(X) (le groupe de Néron- Sevem ne
change pas par extension de corps de base algébriquement clos). Finalement,
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la flecche de spécialisation : Pic(X) — Pic(X,.) est aussi un isomorphisme de
groupes, ce qui achéve la preuve.

3.5. Une propriété des fleches de spécialisation

Nous en venons au résultat principal de cette section 3.

Théoréme 3.5.1 Soient k un corps de nombres et V une k-variété intégre.
Soient B une k-variété géométriquement intégre et p: V — B un k- morphisme
dominant. Notant K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre géné-
riqgue V;, est une K-variété géométriquement intégre et on note V, la K-variété
V XK K

Si X est un modéle projectif lisse de V, au-dessus de K et X = X xx K, on
suppose aussi que les groupes H'(X,0%) et H*(X,Ox), ainsi que Br X, sont
nuls.

Enfin, on fait en plus l'une des deuz hypothéses suivantes :

1. Le corps K est le corps k(T).
2. La fibre générique V, posséde un K-point lisse.

Alors, il existe un sous-ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour tout point m
de H, la fléche de spécialisation : Bry (K(V,)/K)/Br K — Bryr (k(Vin)/k)/Brk
est un isomorphisme de groupes abéliens (V,, désigne la fibre en m).

Preuve du théoréme 3.5.1 : Comme la caractéristique de K est nulle, on
peut, par le théoréme de résolution des singularités d’Hironaka, trouver d’abord
un modele projectif lisse Z, de V; au-dessus de K. Ensuite, on peut trouver un
modeéle projectif Z — B de Z,, — Spec K. Si V; possede un K-point lisse, alors
Z, posséde un K-point (a cause du lemme de Nishimura). Ainsi, comme le groupe
de Brauer non ramifié est un invariant birationnel, nous nous ramenons (avec le
lemme 3.3.1) au cas ou le morphisme p est projectif avec V,, lisse. Nous noterons
désormais X la K-variété projective lisse V;. Notons qu’il existe un ouvert de
Zariski lisse U; de B tel que la fibre de p au-dessus de tout point (fermé ou
non) de U; soit lisse et géométriquement integre, et tel qu’on dispose, pour tout
point rationnel m de U de la fleche de spécialisation : Bry (K (V,)/K)/Br K —
Bryr (K(Vin)/k)/Brk (voir la remarque suivant la preuve du lemme 3.3.2). On
peut également supposer que le morphisme induit p~*(U;) — U; est lisse.
Maintenant, les groupes H'(X,Ox) et H*(X,O) sont nuls. Le théoréme de
semi-continuité ([29], I11.12.8) assure qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U
de B (avec U C Uy) tel que pour tout point m de U, dont on note la fibre X,,,
les groupes H'(Xpm, Ox=) et H?(Xm, Ox=) soient encore nuls.

Considérons alors un point rationnel m de U dont on note R I’anneau local (c’est
un anncau local régulier puisque U est un ouvert lisse de B). Le corps résicuel de
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R est k. Soit X — Spec R un modele projectif, lisse de V au-dessus de Spec R.
La fibre générique est X, la fibre au-dessus du point fermé de Spec R est X,,.
D’apres la proposition 3.4.2, la fleche de spécialisation : Pic (X) — Pic(X,,) est
un isomorphisme de groupes abéliens.

Maintenant, pour tout entier n > 1, la suite exacte de Kummer en cohomologie
étale donne les suites exactes :

0 — Pic(X)/n — HE(X,pn) = +BrX —0
0 — Pic(X,)/n — H% (X, ptn) = nBrX, — 0

et d’autre part, le théoréme de spécialisation lisse en cohomologie étale ([38], co-
rollaire 4.2.) nous dit que les groupes H2 (X, p1,) et HZ(Xpm, itn) sont isomorphes.
Comme d’autre part le groupe Br X est nul et les groupes Pic (X) et Pic (X, ) sont
isomorphes, on obtient finalement que les groupes Pic (X,,)/n et H3 (X, ptn) sont
isomorphes. Or, il s’agit de groupes finis donc dans la deuxiéme des suites exactes
ci-dessus, I'injection Pic(X.,)/n — HZ(Xm, #in) est aussi surjective, c’est-a-dire
que ,BrX,, est nul. Finalement, on obtient que le groupe Br X,, est nul (puisque
c’est toujours un groupe de torsion).

Alors, on peut trouver une extension finie galoisienne L de K telle que X, pos-
sede un L-point avec en plus Pic(X) = Pic(XL). Au corps L correspond un
revétement séparable p : Y — U (avec Y intégre sur k) de groupe Gal (L/K),
que nous pouvons supposer étale avec Y lisse (quitte a restreindre encore U et Y).
Par définition, il existe un sous-ensemble hilbertien H de U(k) tel que pour tout
point m de H, la fibre de p en m soit connexe. Soit m un tel point, appliquons
ce qui précéde a m. Il y a un unique point fermé m’ de Y au-dessus de m et
I’anneau local R’ de Y en m' est régulier, de corps des fractions L. Soit k' son
corps résiduel. La fermeture intégrale de R dans L est R’ et on a un isomorphisme
Gal (L/K) — Gal (k'/k). La fleche de spécialisation : Pic (Xr') — Pic(Xpm ) est
compatible avec les actions respectives de Gal (L/K) et Gal (k'/k). D’autre part,
on a vu que la fleche Pic(X) — Pic(X,,) est un isomorphisme de groupes donc
comme Pic (Y) = Pic(XL), cette fleche est en fait a valeurs dans Pic (X &) donc
Pic (Xm i) = Pic(X.,) et on obtient donc un isomorphisme de spécialisation de
H'(Gal(L/K),Pic (X)) sur H(Gal (k'/k),Pic(Xm)) qui est en fait un iso-
morphisme de H*(K,Pic (X)) sur H!(k,Pic(X.)) : en effet, comme X}, posséde
un L-point, on a, en notant G, = Gal (K /L), I'égalité Pic (X)®* = Pic(XL)-

Or, pour toute variété géométriquement integre projective et lisse Z sur un corps
F de caractéristique 0, et telle que Br Z = 0, on a la suite exacte :

BrF — BrZ % H'(F,Pic(2)) — H*(F,G,,) = H}(Z,G,,)

En particulier, on a le diagramme :
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HY(K,Pic(X)) = H'(k,Pic(Xn))
1% 1x
Br X 22, Br X,,
ol o, est 'isomorphisme de spécialisation défini plus haut et o, la fleche de spé-
cialisation définie au lemme 3.3.2. Ce diagramme commute au signe prés (d’apres
la description explicite de x, que ’on peut trouver au paragraphe 3.1 de [10], et
des fleches de spécialisation entre groupes de Picard, qui sont obtenues par image
réciproque).
Comme k est un corps de nombres, le groupe H3(k,G,,) est nul. Pour conclure
que o, induit un isomorphisme de Br X/Br K sur Br X,,/Brk (ce qui donnera
le résultat voulu, vu que BrX n’est autre que Bry (K(V;)/K) et BrX,, est
égal & Bry, (k(Vis)/k) ), il suffit donc de prouver que la fleche H*(K, Pic (X)) —
H?*(K,G,,) est nulle. Or, si X posséde un K-point, le morphisme structural de X
vers Spec K admet une section ce qui fait que la fleche H3(K, G,,) — H3(X,Gn)
est injective donc on a le résultat dans ce cas.
Enfin, quand K = k(T'), alors H*(K,G,,) est nul (ce qui permet de conclure).
Ceci résulte de la suite exacte de Faddeev :

H3k,G,) = H*(k(T),Gn) = € H*(k(P),Q/Z)
PeA} @

et de ce que pour tout corps de nombres k', le groupe H?(k’,Q/Z)) est nul ([44],
4.1). Rappelons qu’on obtient cette suite exacte de Faddeev en écrivant la suite
exacte de Gal (k/k)-modules :

0 — k* — E(T)‘ — Div(A}) = EB Z.P—0
PeA} W

(quand V est une variété pure, la notation V(1) désigne ’ensemble de ses points
de codimension 1).

En effet, le corps k(T') est C; d’apreés le théoréme de Tsen, donc de dimen-
sion cohomologique 1. De ce fait, on a H3(k(T),Gn) = H3(k,k(T)*) ce qui
permet d’obtenir la suite exacte de Faddeev en prenant la cohomologie galoi-
sienne de la suite exacte précédente et en utilisant les identifications habituelles

H3(k(P), Z) ~ H*(k(P), Q/Z).

Remarques :

e L’hypothése K = k(T') n’intervient er fait que parce que l’on a besoin
d’avoir H3(K,G,,) = 0. Si 'on n’a pas 'une des hypothéses 1 ou 2 du
théoréme 3.5.1, on peut quand meme conclure que pour tout point m
de ’ensemble hilbertien H, on a un isomorphisme de H'(K,Pic (X)) sur
H'(k,Pic(Xn))-
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e Soit X un modele projectif lisse de V, sur K et X = X xx K. Si on
fait I’hypothése supplémentaire que PicX est sans torsion (rappel : ce
Gal (K /K)-module est, & addition prés d’un Gal (K/K)-module de per-
mutation, un invariant K-birationnel, ‘cf [10], appendice 2A), le groupe
Br X/Br K = H'(Gal(K/K),Pic(X)) est fini. Ainsi, on peut dans ce cas
trouver un ensemble fini {A,,...A,} d’éléments de Br (k(V)) qui engendrent
(modulo Br K) Bry (K(V;)/K) et la proposition nous dit qu’il existe un
sous-ensemble hilbertien H de B(k), tel que pour tout point m de H, les A;
induisent des éléments A;,, de Br(k(V;,)) qui engendrent Bry (k(Vin)/k)
(modulo Brk).

Notons d’ailleurs que la condition H'(X,Ox) = H*(X,Ox) = 0 est auto-
matiquement vérifiée quand on a Br X nul et Pic X sans torsion (proposi-
tion 3.1.1). ‘

e Quand V, est une variété rationnelle, on a bien Br X nul (d’apres les rap-
pels de 3.1.) et Pic X est sans torsion. Quand V,, est une intersection com-
pléte lisse de dimension au moins 3 dans P}, on a encore Br X nul et le
Gal (K/K)-module Pic(X) est méme de permutation ([6], exemple 3.11).
Ainsi, dans ce cas, on a Bry, (K(V;)/K)/Br K = 0. C’est dans ces deux cas
que nous utiliserons le théoréme 3.5.1 en vue d’applications arithmétiques.

4. Applications arithmétiques

Dans cette section, nous établissons, sous certaines conditions, que ’obstruction
de Manin au principe de Hasse (resp. a ’approximation faible) est la seule pour
une variété V dont les fibres (pour certains morphismes) ont cette méme propriété.
I1 s’agit donc d’une généralisation de la méthode des fibrations telle qu’elle est
utilisée par exemple dans [11], [8], ou [49].

4.1. Un lemme

On établit ici un résultat qui garantira ’existence de points locaux (vérifiant cer-
taines conditions) dans les fibres. Ce lemme est donc un raffinement de celui que
prouve Skorobogatov dans [49] (théoréeme 1, deuxiéme étape). On note toujours
Q4 Pensemble des places du corps de nombres k et pour toute place v non archi-
médienne de k, on note O, I’anneau des entiers de k, et k(v) son corps résiduel.
On note de méme O ’anneau des entiers de k.

Lemme 4.1.1 Soient V une k-variété géométriquement intégre et p: V — A}
un morphisme projectif, surjectif, d fibres géométriquement intégres. Soient U un
ouvert de Zariski non vide de V et A un ensemble fini d’éléments de BrU.

Alors, il existe un ensemble fini S de places de k et un ensemble fini E d’éléments
de Br (k(T))NBr U tels que si S’ est un ensemble fini de places de k contenant S,
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il eziste un ensemble fini de places vy, ...,v; qui ne sont pas dans S’ et un €lément
0; de O,, (pour tout i de {1,...,1}) ayant la propri€té suivante :

Si 0 € k est un S'-entier tel que v;(0 —6;) > 2 pour1 <i <l et silafibre VoNU
posséde des points locauz lisses M, pour v € S’ vérifiant T yes0 ju(A(My)) = 0
pour A € (AUE), alors Vo NU posséde des points locauz lisses P, pour v € {d
vérifiant :

3" ju(A(P)) =0 pour A €A

vEQ

Remarque : Le morphisme p induit une fleche Br (k(T")) — Br(k(V)); par
abus de notation, on désigne encore par Br (k(T")) I'image de Br (k(T")) par cette

fleche, ce qui permet par exemple de parler du sous-groupe Br (k(T)) N BrU de
Br (k(V)).

Preuve : On peut supposer l'ouvert U lisse. Soit Z son complémentaire, on
peut écrire Z = Z; U Z,, ou les composantes irréductibles du fermé Z; domi-
nent A}l tandis que Z, est contenu dans la réunion d’un ensemble fini de fibres
Vings--s Vm, (€t nous pouvons supposer que Z; est exactement la réunion des
Vin;). Notons k; ~ k[T]/P,(T) le corps résiduel de A} en m; (ou P; est un poly-
ndéme irréductible unitaire de k[T]). Pour tout i de {1,...,1} et tout A de A,
on dispose du résidu 94; de A au point générique de V,,,. Soit K; le corps
des fonctions de Vj,; (qui est géométriquement intégre). Pour ¢ fixé, les 04,
(avec A € A) engendrent un sous-groupe fini G; de H'(K;,Q/Z), qui est donc
de la forme H'(Gal (K!/K;),Q/Z), ou K est une extension abélienne finie de
K;. Soit L; la fermeture intégrale de k; dans K. On dispose du sous-groupe
G: = H*(Gal (K;L;/K;),Q/Z) ~ H'(Gal (L;/k:),Q/Z) de G;. Rappelons la suite
exacte de Faddeev ([19]) :

0— Brk—Br(k(T) 'S P H'(*(P),Q/Z)—0
pPeAl W

D’apres cette suite, on peut trouver un ensemble fini E; d’éléments de Br (k(T"))
qui ne sont ramifiés qu’au point m; de A} et dont les résidus respectifs en m; sont
précisément les éléments de H!(Gal (L;/k;), Q/Z). On pose alors E = U, <;<; E:.
Les éléments de E peuvent ainsi également se voir comme des éléments de BrU.

On peut trouver un ensemble fini S; de places de k (contenant toutes les places
archimédiennes et toutes les places ramifiées dans les extensions L;/k) tel que si
W, = Spec(Ok,s, ), la variété V admette un modele projectif V au-dessus de A{,v1
et U s’étende en un ouvert lisse U au-dessus de A}, . Les fibres Vp,,; s’étendent
de méme en V,,,; et le fermé Z; en Z;. On peut également supposer, quitte a
augmenter Sy que toutes les fibres de V — A}, sont géométriquement integres,
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et que les réductions modulo v des fibres V,,; sont deux a deux disjointes pour
v & S, avec Vp,, NU = §. On supposera enfin que les éléments de (AU E) C BrU
s’étendent en des éléments de Bri, que le polynéme P;(T) (pour 1 < i <) est
dans Oy, et que sa réduction modulo v est un polynéme séparable pour v non
dans S;.

On peut trouver pour tout ¢ de {1,...,{} un ouvert lisse &; de V,,, (avec U; ne
rencontrant pas Z;) tel que les éléments de H'(Gal (K!/K;),Q/Z) soient en fait
dans H}(U:;, Q/Z). Quitte a élargir encore Sy, nous supposerons aussi que toutes
les composantes irréductibles de F; = V., \ &; dominent W;.

Notons que comme p est dominant et V intégre, le schéma V est plat sur A} ([29],
I11.9.7). De méme, le schéma Z; est plat sur A} et par le caractére ouvert de la
platitude ([24], 11.1.1), on peut supposer quitte & agrandir encore S; que les
schémas V et Z; sont plats sur A}y, . De méme, on peut supposer que les schémas
Vm,; et F; sont plats sur W;.

Or, le degré et la dimension sont constants dans une famille plate et projective
car dans une telle famille, le polynéme de Hilbert est constant ([29], II1.9.9). On
en déduit, par le théoréeme de Lang-Weil, qu’il existe un ensemble fini S de places
de k contenant S; tel que :

esivgSetie {1,..,1},leschéma i (réduction modulo v de U;) possede
un k(v)-point.

e si § € k = A} (k) est un S-entier, alors Ve posséde un k(v)-point hors de
Z, pour toute place v de k non dans S.

Ainsi, si 8 € k est un S-entier et si v est une place de k qui n’est pas dans S,
la fibre Vy posséde toujours un k(v)-point lisse M (v) (soit dans I’un des I/ soit
dans U*, selon qu’il existe i tel que v(Pi(#)) > 0 ou que v(P;(8)) = 0 pour tout
de {1, ...,1}); on peut alors relever M(v) (par le lemme de Hensel) en un k,-point
lisse M, de U NV, dés que 6 n’est pas I'un des m;. On posera W = Spec (Ok,s).

Notons que nous pouvons aussi supposer qu’il existe (pour tout ¢ de {1,...,1}) un
revétement étale ); de U; de groupe Gal (K| /K;), se factorisant par un revétement
étale V; — ! de groupe Gal (K!/K;L;) (avec V! = Vi xw W}, ou W/ est I'image
réciproque de W par la fleche Spec O, — Spec O).

Maintenant, si nous considérons le revétement ); — )i, sa fibre générique est
géométriquement intégre sur L; car L; est intégralement clos dans K;. Le lemme
1.2 de [18] nous dit que )! posséde pour tout élément o de Gal (K!/K;L;), et
pour presque toute place w de L;, des k(w)-points Q(w) tels que le Frobenius en
Q(w) (associé au revétement ); — i) soit 0. Nous supposerons donc que ceci
est réalisé pour toute place w de L; qui n’est pas au-dessus d’une place de S.

Il suffit maintenant de prouver le résultat voulu avec 5’ = S. Nous pouvons déja
(par le théoréme de Tchebotarev) choisir des places v; deux a deux distinctes de
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k (pour 1 < i < 1) avec v; € S et v; totalement décomposée dans I’extension
L;/k.

Comme v; est totalement décomposée dans k;/k, I’équation P;(X) = 0 a une
racine (simple & cause du choix de S) dans k(v;), que I’on peut relever en un
élément 6; de k,, vérifiant v;(P;(6;)) = 1. Ainsi, la condition v;(§ — 6;) > 2
impose v;(P:(0)) = 1. Nous fixerons pour la fin de la preuve un tel # et nous
supposerons qu’il vérifie les hypotheéses du lemme, c’est-a-dire que la fibre VN U
posséde des points locaux lisses M, pour v € S vérifiant 3,5 ju(A(M,)) = 0
pour A € (AU E). Ainsi, on a maintenant défini des points locaux lisses M, sur
Ve N U pour toute place v de k.

Il s’agit alors d’évaluer A(M,) quand A € A et v € S. Le point M, est bien dans
U mais sa réduction M (v) peut étre dans I’un des U; (pas dans plusieurs car les
U; sont disjoints deux & deux). Soit o ’ensemble des places v de k non dans S
telles que M (v) soit dans U et §); I’ensemble des places v de k non dans S telles
que M (v) soit dans U;. Alors §o, 4, ..., §); réalisent une partition de i \ S. On
a en particulier v; € ;.

Nous sommes dans la situation du corollaire 2.4.3 2 : si v € Qo, alors A(M,) =0
et sive€E,ona:

6u(A(M,)) = ni(v)0ui,M(v)

ol Oaimp) € H'(k(v),Q/Z) est I'évaluation de 94; € H (Ui, Q/Z) en M(v)
et n;(v) est la “multiplicité”, qui est ici égale & v(P;(d)) (on a donc en particu-
lier n;(v;) = 1). Le symbole §, désigne toujours I'isomorphisme résidu de Brk,
dans H'(k(v),Q/Z). En d’autres termes, si 'on note F;n(,) € Gal (K[/K;) le
Frobenius en M(v) (associé au revétement ); — U;), on a :

Jo(A(M,)) = 1i(v)0ai(Fimv)
(on notera ici additivement les groupes Gal (K!/Kj)).

Soient maintenant ¢ dans {1,...,{} et A dans A. Montrons qu’on a déja forcément
Tveq; ni(v) Fimv) € Gal (K}/K;L;); Soit p; dans G: = H'(Gal (K;L;/K;),Q/Z),
il existe (par construction) un élément A; de E; C Br (k(T)) N Br U dont le seul
point de ramification sur A} est m; et dont le résidu en E; est précisément p;.
Comme la spécialisation de A; € Br(k(T))NBrU a la fibre VN U est dans Brk,
on a Y ,eq, Jv(Ai(M,)) = 0 donc comme on a imposé 3¢5 ju(Ai(M,)) = 0 (vu
que A; est dans E), on a aussi Y_,¢5 ju(Ai(M,)) = 0 soit 3,cq. ju(Ai(M,)) = 0
soit pi(Cyeq; ni(v)Fim(w)) = 0 (et ce pour tout p; de G}), ce qui implique bien
Loea: ni(v) Fimw) € Gal (K{/K:Ly).

2Le corollaire 2.4.3 faisant intervenir un ouvert w sur lequel le calcul fonctionne, on peut
avoir besoin de restreindre encore les I; pour I'utiliser ici; nous supposerons implicitement que
cela a déja été fait & chaque fois que nous en avons besoin
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Comme L;(w) = k(v;) pour toute place w de L; au-dessus de v;, le choix de S fait
plus haut (grice au lemme 1.2 de [18]) nous dit qu’on peut trouver (pour tout i
de {1,...,1}) un k(v;)-point P(v;) dans U; tel qu’on ait :

Fipwy = Fimy — 2 ni(v)Fp)
veEQN;
Relevons P(v;) en un k,-point lisse P,, de V4 N U, remplagons M, par P, et
posons P, = M, quand v n’est pas 'une des v;. Alors, comme la multiplicité
n;(v;) était 1, on a bien :

Vie {l,.,1} VAeA Y i (A(R))=0
vEQ;
car Y Jo(A(R)) = 04i( Y ni(v)Fipw)) = 94(0) = 0
vEQ; veQ;
puis :

VAe A Y j.(A(R))=0
vgS
Et enfin, comme pour A dans A, on a la condition }_,¢s 7, (A(Py)) = 0, on conclut
que :

VAeA Y j.(AR,))=0
vEQ,

ce qui termine la preuve du lemme 4.1.1.

Remarque : Supposons A réduit a un seul élément B, dont le résidu au point
générique d’une des fibres V,,; est un générateur de H'(Gal (K}/K;),Q/Z), ou
K] est une extension non triviale de K;L;. Alors, comme a la fin de la preuve
du lemme 4.1.1, on pouvait imposer que Fj p(y,) soit n’importe quel élément de
Gal (K!/K;L;), on déduit dans ce cas particulier le fait suivant (qui est le pendant
du lemme 4.1.1) :

Il existe un ensemble fini S de places de k et un ensemble fini £ d’éléments de
Br (k(T)) N BrU tels que si S’ O S est un ensemble fini de places de k, il existe
un ensemble fini de places vy, ...,v; qui ne sont pas dans S’ et un élément 6; de
O,; (pour tout i de {1,...,1}) ayant la propriété :

Si 6 € k est un S'-entier tel que v;(0 — 6;) > 2 pour 1 <7 < letsilafibre VoNU
posséde des points locaux lisses M, pour v € S’ vérifiant ¥ s ju(A(M,)) = 0
pour A € (AU E), alors V3 N U posséde des points locaux lisses P, pour v € {4
vérifiant :

> Ju(B(R)) #0

vEN
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4.2. Principe de Hasse pour les fibrés au-dessus de la
droite affine

Notre principal but ici est de démontrer un résultat dans ’esprit du théoreme 1
de [49]. Nous allons établir :

Théoréme 4.2.1 Soient V une k-variété géométriquement intégre et p: V — Al
un morphisme projectif, surjectif, & fibres géométriguement intégres. Soit K = k(T)
le corps des fonctions de A}l et X un modéle projectif lisse de la fibre générique
V, de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse.

On fait Uhypothése que Br X est nul et que Pic(X) est sans torsion (c’est le cas
par ezemple si la variété V,, est rationnelle ou bien est une intersection complete
lisse de dimension au moins 8 dans Pk ).

On suppose enfin qu’il eriste un sous-ensemble hilbertien H de k = A} (k) tel
que pour tout point 8 de H, Uobstruction de Manin au principe de Hasse (resp.
a 'approzimation faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de la fibre
Vs. Alors, 'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a l’approzimation
faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

Remarque : Rappelons (cf [49], remarques page 209) que la condition que
la fibre générique possede un k(T)-point lisse est automatiquement réalisée si
cette fibre générique est une surface rationnelle lisse, une quadrique lisse, une
hypersurface cubique lisse de dimension au moins 2, ou encore une intersection
lisse de m quadriques dans P} avec n > 2m : ceci résulte de ce que le corps k(T')
est C; (théoreme de Tsen). En particulier, cette condition sera réalisée dans les
exemples que nous traiterons dans la cinquieme partie de cet article.

Preuve du théoréme 4.2.1 : Nous allons adapter la méthode qu’utilise Sko-
robogatov dans [49].

Soit A = {Ai,...,A,} un ensemble fini d’éléments de Br (k(V)) qui engendrent
(modulo Br K) Bry (K(V,)/K). Soit U un ouvert de Zariski de V inclus dans
Pouvert de lissité de V' et tel que pour tout 7 de {1,...,7}, on ait A; € BrU. Soit
M} un point de U(k,) pour v € 2k et S; un ensemble fini de places de k. Nous
pouvons alors trouver un ensemble fini S O S; de places de k et un ensemble
fini E d’éléments de Br K N BrU comme dans le lemme 4.1.1. S’il n’y a pas
obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a I’approximation faible) pour
les modéles projectifs lisses de V', on peut supposer (quitte & modifier certains M
pour v € S) qu’il existe un ensemble fini S; D S de places de k tel que pour tout
Adel' =AUE,onait 3¢5, 7u(A(M,)) = 0 : cela découle du corollaire 2.6.1.

Soit H" C H un sous-ensemble hilbertien de k, tel que pour tout point 8 de H’,
les Ai¢ engendrent Bry, (k(V;)/k) modulo Brk (les hypotheéses permettent bien
d’appliquer la premiere remarque qui suit le théoreme 3.5.1). Comme V,, possede
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un k(T)-point lisse, il existe une extension finie galoisienne F' de k vérifiant : V,
posséde un F(T)-point lisse P(T"). Comme I' C Bry, (K(V;)/K), on dispose, pour
A dans T, de A(P(T')) € Br F(T') (voir rappel a la fin du paragraphe 1.2). Mais
d’apreés le théoreme de Tsen, le corps k(T') est C; (donc de groupe de Brauer nul)
et il existe une extension finie galoisienne L de K telle que I'image de A(P(T'))
dans Br (L(T')) soit nulle pour tout A de I'. D’apres le théoréeme de Tchebotarev,
il existe une infinité de places de k totalement décomposées dans I’extension L/k.
Choisissons une telle place w non dans S, alors toutes les k-fibres au-dessus d’un
ouvert non vide W de A} ont un k,-point lisse P, tel que j,(A(P,)) = 0 pour
tout A de I'. On choisit alors un ensemble fini vy, ...,v; de places de E non dans
S" = S, U{w} et un élément §; de O,, (pour tout : de {1,...,1}) comme dans le
lemme 4.1.1.

Alors, comme on a le théoréme d’approximation forte pour les ensembles hilber-
tiens (proposition 3.2.1), on peut approcher p(M,) pour v dans S, par un 6 de
W N H' qui est un S’-entier, et tel que v(§ — ;) > 2 pour 1 < ¢ < [; Pobstruc-
tion de Manin au principe de Hasse (resp. a I’approximation faible) est la seule
pour les modeles projectifs lisses de Vj, et les A;y engendrent Bry, (k(V3)/k)
modulo Brk. Par le théoréeme des fonctions implicites, on obtient alors (cf par
exemple [11], preuve de la proposition 3.9), pour v € S,, des k,-points lisses M,
sur V, arbitrairement proches de M, (donc en particulier dans U(k,)). Comme
Soves, Ju(A(M])) = 0 pour A dans T', on peut supposer (quitte a rapprocher en-
core 0 des p(M)) et les M, des M) que 3,5, ju(A(My)) = 0 pour A dans I
On a aussi vu que Vj a un k,-point lisse M,, tel que j,(A(M,)) = 0 pour tout A
de I', donc on a finalement }_,cs ju(A(M,)) = 0 pour A dans I'. Ainsi, d’apres
le lemme 4.1.1, on dispose pour toute place v de k¥ d’un k,-point lisse P, de
(VeNU) vérifiant 3°,cq, ju(Ais(Py)) =0 pour 1 <4 < r et comme les A; g engen-
drent Bry, (k(V3)/k) modulo Brk, il en résulte que ’on peut trouver un k-point
lisse (resp. un k-point lisse arbitrairement proche des M, pour v dans S;) sur
Ve puisque l'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a I’approximation
faible) est la seule pour les modeles projectifs lisses de Vj. Ceci achéve la preuve.

Remarque : Il serait intéressant (& 'instar de Skorobogatov dans [49]) d’éta-
blir le méme type de résultat en remplagant la droite affine par I’espace affine

" mais on se heurte au probléme que le théoréme 3.5.1 ne s’applique a priori
pas. Il est cependant facile de voir que le théoreme 4.2.1 est encore valable dans
ce cas si l’on fait ’hypothese plus forte que le groupe de Brauer non ramifié de la
fibre générique de p est tué par passage a une extension du type L(T1,...,T,) de
k(T1,...,T,), ou L est une extension cyclique de k (le théoreme 3.5.1 fonctionnant
encore parce qu’en prenant L cyclique, on a H*(Gal (L/k),L*) = 0).
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4.3. Cas d’une fibration admettant une section

Quand la fibre générique admet un K-point lisse, on n’a plus besoin d’avoir I’hy-
pothése que toutes les fibres sont géométriquement intégres et on peut également
prouver le résultat avec une base quelconque vérifiant I’approximation faible. Ceci
fait I’objet du théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 Soient V et B deuz k-variétés géométriquement intégres, avec
Bijgse satisfaisant ’approzimation faible et p: V — B un morphisme dominant.
Soit K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre générique V, de p
est géométriqguement intégre, posséde un K-point lisse, et que pour un modéle
projectif lisse X/K de V,,, on a Br X nul et Pic(X) sans torsion.

On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour
tout point 6 de H, l'obstruction de Manin a l’approzimation faible est la seule
pour les modéles projectifs lisses de la fibre Vp. Alors, lobstruction de Manin a
Uapprozimation faible est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

Remarque : Bien entendu, la variété V a ici automatiquement des k-points
lisses; seul le probleme de ’approximation faible se pose.

Preuve :  Soit encore {Ayj,..., A;} un ensemble fini d’éléments de Br (k(V))
qui engendrent (modulo Br K) Bry (K(V;)/K) (la premiére remarque qui suit
le théoréme 3.5.1 s’applique bien ici) et H' C H un sous-ensemble hilbertien de
Biisse(k), tel que pour tout point rationnel § de H', les A; ¢ engendrent le groupe
Bra (k(V5)/k)/Br k. Par hypothese, V; a un K-point lisse P(n). Pour tout i de
{1,...,r}, on dispose de A:;(P(n)) qui est un élément A} de Br (k(n)) et quitte a
remplacer A; par A; — A}, nous pouvons supposer que A;(P(n)) = 0. Il existe un
ouvert de Zariski W de B tel que P(7) induise une k-section s de p sur W telle
que pour t € W, on ait s(t) dans le lieu lisse de V;.

Soit U un ouvert de Zariski de Viisse NP~ ! (Biisse ) tel que pour tout 7 de {1,...,r},on
ait A; dans BrU. Soit P, un point de U(k,) pour v € i et S un ensemble fini de
places de k. S’il n’y a pas obstruction de Manin a ’approximation faible associée a
(A1, ..., A,) pour les modéles projectifs lisses de V, on peut encore supposer, quitte
a élargir S, que pour tout ¢ de {1,...,r}, on a ¥ c5ju(Ai(Py)) = 0. On trouve
alors un point § de H' N W (k) arbitrairement proche de M, = p(P,) pour v € S.
La fibre en 6 admet alors des k,-points lisses P, (pour v € S) arbitrairement
proches des P,, donc tels que 3,5 7o (Ai(P,)) = 0. La section s induit un k-point
lisse P sur Vj tel que pour tout 7 on ait A;(P) = 0. Posons P! = P pourv ¢ S, il
vient : 3, cq, Ju(Ai(P))) = 0. Comme ’obstruction de Manin & I’approximation
faible est la seule pour les modeles projectifs lisses de Vj, le résultat est prouvé.

Remarque: Dans les exemples qui suivent, quand nous appliquerons les théo-
remes 4.2.1 et 4.3.1, nous pourrons toujours prendre comme ensemble hilbertien
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de fibres pour lesquelles ’obstruction de Manin est la seule ’ensemble des k-points
d’un ouvert de Zariski non vide de la base.

5. Exemples d’application

Nous présentons divers exemples d’application des théorémes 4.2.1 et 4.3.1.

5.1. Approximation faible pour les hypersurfaces cubiques
possédant deux points singuliers conjugués

Soit X une k-hypersurface cubique de P}, , géométriquement intégre, non conique,
possédant un ensemble globalement rationnel de deux points singuliers conjugués.
Notons que X posséde une droite k-rationnelle, et donc satisfait automatiquement
le principe de Hasse. Nous allons en fait appliquer nos résultats pour répondre
complétement & la question posée dans la remarque 8.3. de [11], en montrant que
I’obstruction de Manin a I’approximation faible est la seule pour X. Notons que
X est (d’apres la proposition 9.8. de [11]) k-birationnelle soit & P!, soit & une
hypersurface affine de A} dont ’équation est du type :

y?—az? = P(z1,...;Zp-2) (1)

ol a € k*\ k** et P est un polynéme non nul de degré au plus quatre. C’est plus
généralement pour ce type d’hypersurfaces que nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.1.1 Soient k un corps de nombres et a un élément de k* \ k*.
Soit V la k-hypersurface de A} (n > 3) d’équation :

y2 —az’ = P(zla ey xn—2) (2)

ou P est un polynéme non nul de degré au plus quatre. Alors, ’obstruction de Ma-
nin au principe de Hasse et a lapprozimation faible est la seule pour les modéles
projectifs lisses de V.

Remarque: Quand P est irréductible, le principe de Hasse et I’approximation
faible valent automatiquement; c’est'un des résultats de [11].

Preuve de la proposition 5.1.1 :  Soit m = (n — 2). Pour m =1 (cas des
surfaces de Chatelet), le résultat est connu : c’est un théoreme prouvé par Colliot-
Thélene, Sansuc et Swinnerton-Dyer ([11], 8.11); nous supposerons donc m > 2.
Quitte a faire un changement de variables k-linéaire, on peut supposer que P est
de la forme :

D
P21y, T) = czP + E Qi(z2y ey Trm)zP ™
=1
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ol ¢ € k* et D est le degré total de P. Nous procédons par récurrence en supposant
le résultat connu pour m — 1.

La variété V est fibrée (via z,,) au-dessus de A} . Notons p le morphisme associé,
toutes les fibres de p sont des variétés géométriquement intégres, et par hypothese
de récurrence, ’obstruction de Manin au principe de Hasse et a I’approximation
faible est la seule pour leurs modeles projectifs lisses. Soit V' la k-variété définie
dans PJ"*! x; A} par I’équation :

t2(y? — az?) = t*P(z1/t, ey Tm1 [ty Tm)

La variété V' est k-birationnelle a V. Elle est encore fibrée via z,, au-dessus de
A} , le morphisme p’ associé étant cette fois projectif. Les fibres de p’ sont bien
géométriquement intégres, ce sont des modéles projectifs de celles de p. En par-
ticulier, la fibre générique V, de p/, qui est k(y/a)(n)-rationnelle, a des k(y/a)(n)-
points lisses. Nous pouvons alors conclure en appliquant le théoréme 4.2.1 au
morphisme p'.

On peut dans cet exemple calculer explicitement le groupe de Brauer d’un modele
projectif lisse X de V. Quand le polynéme P est irréductible, le principe de Hasse
et ’approximation faible valent pour X ([11]). C’est également le cas quand P
contient un facteur irréductible de degré 3. Le cas le plus compliqué est celui ou
le polynéme P est produit de deux facteurs f, g, irréductibles de degré 2. Soient
@(Z1y -y Tm,t) €t P(z1, ..., Tm,t) les formes quadratiques obtenues en homogénéi-
sant ces deux facteurs, supposons que I'intersection de leurs noyaux est réduite a
zéro (condition qui traduit qu’“il ne manque pas-une variable”). Appelons forme
quadratique de type (T) une k-forme de rang 2 isomorphe a < a, —aa > avec «
dans k*. Dans ces conditions, on a :

Proposition 5.1.2 Soit V la k-hypersurface de A7 d’équation :

Y2 —az? = f(Z1y00y Zm)G(Z1y oovs Tm)
avec a € k*\ k**, les polynémes f et g étant irréductibles de degré 2 et pre-
miers entre euz. Supposons que leurs homogénéisés respectifs o(z1,...,Tm,1t) €t

Y(Z1y ..., Tm, t) aient lintersection de leurs noyauz réduite a {0}. Soit X un mo-
déle projectif lisse de V. Alors :

o Sim > 4, le principe de Hasse et l’approzimation faible valent pour X.

o Sim= 3, le j)rincipe de Hasse et l'approzimation faible valent pour X dés
qu’il n’existe pas A, p dans k* tels que la forme Q = Ap + 3, ainsi que les
restrictions de ¢ et ¥ au noyau de @, soient de type (T).

o Sim = 2, supposons de plus que les coniques définies par ¢ et i sont
lisses et se coupent transversalement. Alors, le principe de Hasse et l’ap-
prozimation faible valent pour X dés que l'intersection des coniques définies
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par @ et Y ne consiste ni en deuz paires de points conjugués dans k( /a),
ni en quatre points conjugués tels que l’eztension de degré quatre associée

contienne k(y/a).

Preuve : Ces résultats découlent du calcul de Br X. Ce calcul, ainsi que le

traitement de tous les cas résiduels non couverts par la proposition précédente,
est fait dans [28].

5.2. Intersections completes dans P} de dimension au
moins 3

Il s’agit ici de se ramener, au moyen de sections hyperplanes, a des résultats
connus (ou conjecturés) pour les surfaces. On dispose tout d’abord du résultat
suivant (dd a Zak) qui va permettre d’appliquer le théoreme 4.2.1 :

Proposition 5.2.1 Soit X C P? une intersection compléte, géométriquement
intégre et lisse, de dimension n. Soit Y une section hyperplane de X. Alors, les
singularités de Y sont en nombre fini. En particulier, si X est de dimension au
moins 8, Y est géométriqguement intégre.

Preuve : [21], remarque 7.5.
Nous en déduisons deux propositions :

Proposition 5.2.2 Soit X une hypersurface cubique lisse dans P}™ (n > 3). Si
la conjecture que l’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a lapprozi-
mation faible) est la seule pour les surfaces cubiques lisses est vraie, X satisfait
le principe de Hasse (resp. l’approzimation faible).

Preuve: Supposons d’abord n = 3. Soit Hy un hyperplan de P} tel que XN Hy
soit lisse (Ho existe & cause du théoreme de Bertini). Considérons une sous-variété
linéaire V de dimension 1 de la variété des hyperplans de P} , la variété V est
isomorphe a P} . Notons X’ ’ouvert de X constitué de X privée des points base
du systéme linéaire V. Soit V la sous-variété de X X V constituée des (z, )
tels que ’hyperplan A passe par z. Alors, la variété V est k-birationnelle a X
(considérer le morphisme V' — X induit par la projection X xx ¥V — X, il induit
un isomorphisme de V' sur X', ou V' est 'ouvert de V' constitué des (z’,A) avec
z' € X'), il suffit donc de prouver le résultat pour V. Or, la projection V — V
est un morphisme projectif, surjectif. La fibre en un point A de P} est isomorphe
a la section hyperplane X N A, elle est donc géométriquement integre d’apres la
proposition 5.2.1. La fibre générique est une surface cubique lisse (car XN H, était
lisse), donc c’est une variété rationnelle ([36], théoreme 24.1). Ainsi, il existe un
ouvert de Zariski non vide U de P} tel que la fibre au-dessus de tout k-point de U
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soit une surface cubique lisse, pour laquelle ’obstruction de Manin au principe de
Hasse (resp. a I’approximation faible) est conjecturalement la seule. Le résultat
découle alors du théoreme 4.2.1 et du fait que comme X est une intersection
compléte lisse, de dimension au moins 3, le groupe Br X est trivial (c’est-a-dire
réduit a Brk).

Pour traiter le cas n > 3, on procéde par récurrence sur n en utilisant exactement
la méme méthode, vu qu’une section hyperplane générique est une intersection
compléte lisse de dimension au moins 3, ce qui permet bien d’appliquer le théo-
reme 4.2.1.

Proposition 5.2.3 Soit X une intersection compléte, lisse, de deuz gquadrigues
dans P} (n > 5). Si la conjecture que l’obstruction de Manin au principe de
Hasse est la seule pour les intersections lisses de deuzr quadriques dans P} est
vraie, alors X satisfait le principe de Hasse et l’approzimation faible.

Remarque : Cet énoncé a déja été établi (en utilisant des calculs explicites
de groupe de Brauer) dans un texte de 1986 (non publié) de Colliot-Thélene et
Sansuc.

Preuve : Notons d’abord que Salberger et Skorobogatov ont démontré dans
[42] que ’obstruction de Manin a ’approximation faible est la seule pour les
intersections lisses de deux quadriques dans P4 possédant un point rationnel,
ce qui fait que la conjecture de la proposition implique la conjecture analogue
pour ’approximation faible. D’autre part, la proposition 5.2.1 assure encore que
les sections hyperplanes de X sont géométriquement integres. Le cas n = 5 se
traite alors exactement par la méme méthode que I’exemple précédent, vu que
les intersections lisses de deux quadriques dans P} (r > 4) sont des variétés
rationnelles. On en déduit par récurrence le cas n > 5.

Quelques cas particuliers de ces propositions sont intéressants a étudier et font
I’objet des paragraphes suivants.

5.2.1. Cas des hypersurfaces cubiques diagonales.

Dans le particulier des surfaces cubiques diagonales, il semble raisonnable de
conjecturer que ’obstruction de Manin au principe de Hasse et a ’approximation
faible est la seule. Ce probleme a déja été discuté dans [31] et [4], avec notamment
des résultats de tests numériques qui corroborent cette conjecture. Nous allons
ici retrouver la proposition 7 de [4] (qui raméne le cas des hypersurfaces cubiques
diagonales & celui des surfaces cubiques diagonales) comme un corollaire immédiat
du théoréme 4.2.1 (en particulier sans avoir besoin de faire des calculs explicites
de groupes de Brauer).
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Proposition 5.2.4 Si la conjecture que l’obstruction de Manin au principe de
Hasse (resp. a lapprozimation faible) est la seule pour les surfaces cubiques dia-
gonales est vraie, alors les hypersurfaces cubiques diagonales de dimension au
moins 3 satisfont le principe de Hasse (resp. ’approzimation faible).

Preuve : Soit X une hypersurface cubique diagonale de P} (n > 3) d’équa-
tion :
aoZy + ... + ayz2 =0

Soit V P’ouvert de X défini par (zo # 0), on applique le théoréme 4.2.1 au mor-
phisme V — A} qui envoie (Zo, ..., Z5) sur (z,/zo). Les fibres sont des hypersur-
faces cubiques diagonales géométriquement integres de P! et la fibre générique
V, est K(n)-rationnelle (ou K est une extension finie de k dans laquelle tous les
a; sont des cubes), donc les hypothéses du théoréme 4.2.1 sont bien vérifiées. On
conclut alors par récurrence sur n (en utilisant encore que pour n > 3, le groupe

Br X est trivial).

5.2.2. Cas des hypersurfaces cubiques contenant une droite ration-
nelle

Salberger et Skorobogatov ont traité dans [42] le cas difficile des surfaces cubiques
lisses contenant une droite rationnelle (en combinant la méthode de la descente
de Colliot-Théléne et Sansuc et des méthodes de K-théorie) : ils ont prouvé que
pour ces surfaces, ’obstruction de Manin a I’approximation faible est la seule.
En utilisant leur résultat, nous pouvons maintenant démontrer ’analogue pour
les hypersurfaces :

Proposition 5.2.5 Soit X une hypersurface cubique lisse dans P}*' (n > 3)
contenant une droite rationnelle D. Alors X satisfait approzimation faible.

Preuve : L’hypothése n > 3 nous permet d’affirmer qu’il existe un hyperplan
H, de P7*! contenant D et tel que H; N X soit lisse : en effet, il existe un
ouvert non vide U de la variété H des hyperplans de P3*' qui contiennent D
(la variété H est isomorphe & P}™') tel que pour H dans U, la variété H N X
soit lisse en-dehors de D (c’est encore un théoréme de Bertini, cf [29], remarque
10.9.2) et d’autre part, I’ensemble des hyperplans de H tangents a X en un point
de D est de dimension <1 < n — 1.

Maintenant, on peut appliquer la méme méthode que précédemment : on choisit
un systéme linéaire V de dimension 1 constitué d’hyperplans de H et contenant
un hyperplan H; tel que H; N X soit lisse et on considére la sous-variété V de
X X V constituée des (z,A) de X xx V tel que I'hyperplan A passe par z. La
variété V est k-birationnelle 3 X et on applique le théoreme 4.3.1 a la projection
p: V — V. Les fibres sont les sections de X par les hyperplans de V. Ainsi,
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d’aprés ce qu’on a vu plus haut, la fibre générique de p est une hypersurface
cubique lisse géométriquement intégre. Cette fibre générique possede évidemment
des k(T')-points puisqu’elle contient D. Alors, presque toutes les k-fibres sont des
hypersurfaces cubiques lisses de dimension n — 1 contenant la droite rationnelle
D, et le théoréme 4.3.1 joint au résultat de Salberger et Skorobogatov permet
de conclure par récurrence sur n que ’obstruction de Manin a ’approximation
faible est la seule pour X. Le résultat découle de ce que comme n est au moins
égal a 3, le groupe Br X est trivial.

5.2.3. Intersections lisses de deux quadriques contenant une conique

Soit X une intersection lisse de deux quadriques dans P contenant une conique
définie sur k. Alors, I'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a ’ap-
proximation faible) est la seule pour X ([11]). Une méthode de fibration a permis
a Debbache dans [17] d’en déduire le principe de Hasse et ’approximation faible
pour les intersections lisses de deux quadriques dans P} contenant une conique
définie sur k dans le cas n = 7, et Salberger (dans une note non publiée de 1991),
a étendu ce résultat a n > 5. C’est ce que nous allons retrouver ici, I’avantage
d’utiliser le théoréme 4.2.1 étant qu’aucun calcul explicite de groupe de Brauer
n’est nécessaire pour faire fonctionner la méthode.

Proposition 5.2.6 Soit X une intersection lisse de deuz quadriques dans P} (ou
n est au moins égal @ 5) contenant une conique C définie sur k. Alors X satisfait
le principe de Hasse et l’approzimation faible.

Preuve : On utilise le fait que toutes les sections hyperplanes de X sont
géométriquement intégres (& cause de la proposition 5.2.1) et qu’il existe une
section hyperplane lisse de X contenant la conique C (toujours par un théoréme
de Bertini : la variété des hyperplans de P} contenant le plan de la conique C
est de dimension (n — 3) > 2 alors que la variété des hyperplans tangents & X en
un point de C est de dimension 1). On peut alors faire fonctionner exactement

la méme méthode que précédemment, en utilisant le théoréme 4.2.1 au lieu du
théoreme 4.3.1.

5.2.4. Approximation faible pour les intersections de deux quadriques
dans P;

Le résultat de Salberger et Skorobogatov mentionné plus haut permet de voir
que ’obstruction de Manin a ’approximation faible est la seule pour tout mo-
déle projectif lisse d’une intersection V' de deux quadriques dans P} (compléte,
géométriquement intégre et non conique) qui a un point rationnel lisse (le cas ot
V est singuliére étant connu d’apres les résultats de [15] et de [11]).

Ceci permet alors, en utilisant notre méthode, de fournir une nouvelle démonstra-
tion du résultat analogue pour les intersections de deux quadriques dans P} qui
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avait été prouvé par Colliot-Thélene et Skorobogatov dans [14] (ce qui achevait
I’étude de ’approximation faible pour les intersections de deux quadriques pos-
sédant un point rationnel).

Proposition 5.2.7 Soit V une intersection compléte, géométriquement intégre
et non conique de deuz quadriques dans P} possédant un point rationnel lisse P.
Alors, Uobstruction de Manin a l'approzimation faible est la seule pour un modéle
projectif lisse X de V.

Preuve : Soient ¢ et 1 deux formes quadratiques en 6 variables qui définis-
sent V. On peut supposer que toute forme du pinceau est de rang au moins 4
et que le polynéme homogeéne det(Ap + u3) n’est pas identiquement nul (sinon
V est k-rationnelle, voir le paragraphe 3 de [11]). Soit H un hyperplan passant
par P, alors dés que H n’est pas tangent & V, le lemme 16 de [11] nous dit que
les formes ¢p, ¥y induites par ¢ et 3 sur H sont telles que det(Ap + p3) n’est
pas identiquement nul; en particulier, I’intersection des deux quadriques définies
par g et g n’est pas conique. D’autre part, comme V est géométriquement
intégre et de dimension au moins 3, un théoréeme de Bertini prouvé par Coray
([16], théoréme 1) dit qu’il existe un ouvert non vide U de la variété des hyper-
plans de P} passant par P tel que pour H dans U, l'intersection V N H reste
géométriquement integre. Ainsi, on peut trouver un hyperplan H; dans U qui
n’est pas tangent a la variété V. Alors, la variété V N H; est une intersection
compléte, géométriquement intégre, non conique, de deux quadriques dans P} ,
contenant le point rationnel lisse P (puisque H; n’est pas tangent & V en P).
De ce fait, nous pouvons encore fibrer V par un systéme linéaire d’hyperplans
passant par M, de sorte que la fibre générique soit une intersection complete,
géométriquement intégre, non conique de deux quadriques dans P* contenant le
point rationnel lisse M et on applique le théoreme 4.3.1 pour conclure.

5.3. Approximation faible pour les groupes algébriques
linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous servons de ’approche utilisée par Kunyavskil et

Skorobogatov dans I’appendice de [49] pour retrouver dans toute sa généralité

le résultat de Sansuc ([43]) qui concerne ’approximation faible pour un groupe

algébrique linéaire, en n’utilisant que le résultat analogue pour les tores (qui était
deja esquissé dans [50]).

Théoréme 5.3.1 Soit G un groupe linéaire conneze sur un corps de nombres
k. Alors, lobstruction de Manin a l’approzimation faible est la seule pour les
modéles projectifs lisses de G.
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Preuve : Soient G, le groupe réductif quotient de G par son radical unipotent
et ¢ : G — G, la projection associée. Il existe un ouvert de Zariski Gy de G,
une variété k-rationnelle Y, et un morphisme surjectif p : Go — Y dont les fibres
sont des ouverts denses des tores maximaux de G, (on prend pour Gy le sous-
ensemble de G, constitué des éléments réguliers semi-simples et pour Y la variété
quotient de G, par le normalisateur dans G, de I'image par ¢ d’un tore maximal de
G. La k-rationalité de Y vient du théoréme de Chevalley-Grothendieck, cf [25],
XIV.6.1). Soit Ty, le tore associé a la fibre générique de p, les k(n)-points sont
Zariski-denses sur T, car d’apres [25], XIII.3.4, le tore T}, est k(n)-unirationnel.
Comme T, est k(n) -rationnel, nous sommes dans les conditions d’application
du théoréme 4.3.1. Or, du fait que 'obstruction de Manin a ’approximation
faible est la seule pour les compactifications lisses d’un k-tore ([43]), on déduit
immédiatement qu’il en va de méme pour les modeles projectifs lisses des fibres
de p. Ainsi, avec le théoreme 4.3.1, on en déduit le résultat pour les modeles
projectifs lisses de Go (ou G).

6. Familles de contre-exemples non explicites
a ’approximation faible

6.1. Un résultat général

Le théoreme 2.1.1 et les méthodes employée pour prouver le lemme 4.1.1, ainsi
que les théorémes 4.2.1 et 4.3.1 permettent également de trouver tres simplement
des familles de contre-exemples a I’approximation faible; plus précisément, on a
I’énoncé suivant :

Proposition 6.1.1 Soient V une k-variété géométriqguement intégreetp : V — A}
un morphisme projectif, surjectif, a fibres géométriquement intégres. On note
K = k(T) le corps des fonctions de A} et on suppose que la fibre générigue V,
admet un k(T)-point lisse.

On suppose que V a des points lisses dans tous les complétés de k et que le groupe
Brar (K(V)/k)/Br k est nul (ces deuz hypothéses sont par ezemple vérifiées si V
est k-rationnelle) mais que Bry, (K(V;)/K)/Br K n’est pas nul.

Alors, il eziste une infinit€ de points rationnels 6 de A} tels qu’un modéle projectif
lisse de la fibre Vg soit un contre-ezemple a ’approzimation faible.

Remarque : On notera les similitudes et les différences avec les hypotheses
du théoreme 4.2.1.

Preuve : Choisissons A dans Bry, (K(V;)/K) mais non dans Br K, et notons
U un ouvert de Zariski non vide et lisse de V' tel que A soit dans BrU. Il existe
un ouvert de Zariski non vide W de A} tel que pour 6 dans W (k), l’algébre A
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induise un élément Ay de Bry, (k(Vp)/k) (lemme 3.3.2). Comme dans la preuve
du lemme 4.1.1, on note V,,,, ..., Vi, les fibres au point générique desquelles A est
ramifiée (et on peut supposer que ces fibres ne rencontrent pas U) et K; le corps
des fonctions de V;,; (qui est géométriquement intégre). Deux cas peuvent alors
se présenter :

1. Suppposons que pour tout z de {1,...,1}, le résidu de A au point générique
de V,,; soit un générateur de H'(Gal (L;K;/K;),Q/Z), ou L; est une exten-
sion finie du corps résiduel k; de A} en m;. Dans ce cas, on peut trouver
un élément Ay de Br K N BrU tel que (pour tout ¢ de {1,...,1}) lalgebre
B = A — Ap ne soit plus ramifiée au point générique de Vi, (en effet,
comme H'(Gal (L;K;/K;),Q/Z) ~ H*(Gal (L;/k:),Q/Z), la suite exacte
de Fadeev permet de trouver un élément Ay de Br K, non ramifié sur A} en
dehors des m;, et dont le résidu au point m; de A} correspond exactement
au résidu de A au point générique de V,,; pour 1 < i < !). Alors, il existe
un ensemble fini S de places de k tel que pour tout ensemble fini S’ O S
de places de k et tout S’-entier 8 de k, la fibre Vy N U a, pour tout v ¢ ',
un k,-points lisse P, tel que j,(B(P,)) = 0 dans Q/Z (’argument étant
exactement le méme que dans la preuve du lemme 4.1.1). D’autre part,
I’ouvert U a des k,-points dans tous les complétés de k. Comme B n’est
pas dans Bry, (k(V)/k) (qui est réduit & Brk alors que B n’est méme pas
dans Br K), on peut supposer, quitte a agrandir S, qu’il existe des points
P! € U(k,) pour v dans S tels que ¥ c57.,(B(P))) # 0 : cela résulte du
théoreme 2.1.1.

Comme V,, posséde un k(T')-point lisse, il existe une place w de k non dans
S telle que pour tout point rationnel § d’un ouvert de Zariski non vide de
A} (que nous supposerons, quitte & réduire, égal & W), la fibre en 6 ait
un k,-point lisse P, vérifiant B(P,) = 0 (I’argument est exactement le
méme que celui de la preuve du théoréme 4.2.1). Par approximation forte,
on trouve alors un ¢ dans W(k), entier en dehors de S’ = S U {w}, et
arbitrairement proche de p(P,) pour v dans S. Alors, la fibre V; posséde
pour v dans S des points lisses P, arbitrairement proches des P, donc tels
que Y_,esJu(B(P,)) # 0. Pour v non dans SU{w}, on choisit un point lisse
P, dans (Vy N U)(k,) tel que B(P,) = 0. Ainsi, on a finalement :

Z; Jo(B(F)) # 0

Comme Ao est dans Br KNBrU, on a ¥,¢q, ju(Ao(Py)) = 0 et on a finale-
ment trouvé un élément Ay de Bry, (k(V3)/k) et des k,-points lisses P, sur
Vi tels que :
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vEN,

ce qui prouve bien qu’il y a obstruction de Manin a I’aproximation faible
pour les modeles projectifs lisses de la fibre V3. Comme on peut restreindre
I’ouvert W, on peut trouver un tel point § dans tout ouvert de Zariski non
vide de A} c’est-a-dire qu’il en existe une infinité.

2. Supposons que l’on n’est pas dans le cas précédent; cela signifie qu’il existe
i dans {1, ...,1} tel que le résidu 94, de A au point générique de Vy,; soit un
générateur de H'(Gal (K}/K:),Q/Z), ou K] est une extension non triviale
de K;L; (on note ici L; la fermeture intégrale de k; dans K7). On peut alors
appliquer la remarque qui suit la preuve du lemme 4.1.1 pour conclure :
en effet, en utilisant exactement la méme méthode que dans la preuve du
théoréme 4.2.1, on arrive bien cetie fois-ci a trouver un point rationnel 6
dans W(k) et des points locaux lisses P, sur V3 N U tels que :

> Ju(Ae(Py)) # 0

UGQ*

Cas ou il y a une section. Si la fibre générique admet un K-point lisse, on
peut alléger les hypothéses comme dans le théoréeme 4.3.1 et on obtient ’énoncé
suivant :

Proposition 6.1.2 Soient V et B deuz k-variétés géométriquement intégres,
avec Bigse satisfaisant l’approzimation faible et p : V — B un morphisme do-
minant.

Soit K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre générique V,, de p est
géométriquement tntégre et posséde un K -point lisse.

On suppose enfin que V a des points lisses dans tous les complétés de k et que
Bra: (k(V)/k)/Brk est nul mais que Bry, (K(V,)/K)/Br K n’est pas nul.

Alors, il eziste un ensemble Zariski-dense de points rationnels 6 de B tels qu’un
modéle projectif lisse de la fibre Vi soit un contre-ezemple a l’approzimation faible.

Preuve : On procéde exactement comme dans le théoréme 4.3.1 & part qu’une
fois qu’on a trouvé un élément A de Bry, (K(V;)/K) qui n’est pas dans Br K
et un point lisse P(n) de la fibre générique V,, tel que A(P(n)) = 0, on utilise
le fait que A n’est pas dans Bry (k(V)/k) pour trouver un ensemble fini S de
places de k et des points lisses P, de U(k,) (ou U est un ouvert de Zariski non
vide de V tel que A € BrU) tels que 3¢5 Ju(A(Py)) # 0 et non plus tels que
ZuESjv(A(PV)) = 0.
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6.2. Un exemple d’application

Soient a un élément de k* qui n’est pas un carré et b,c,d, e des éléments de k*.
Considérons la k-hypersurface V de A} définie par :

y? —az? = (tz? + br + c)(z* + dz + ¢)

La variété V est fibrée (via t) au-dessus de A} et toutes les fibres sont géométri-
quement intégres. La fibre générique est une variété k(y/a)-rationnelle : c’est une
surface de Chatelet dont le groupe de Brauer non ramifié est (modulo Br (k(T')))
isomorphe & Z/2 ([3], proposition 5.1). D’autre part, la variété V est k-rationnelle
(t s’exprime en fonction des autres variables). Le morphisme p n’est pas projectif
mais nous pouvons (comme dans la preuve de la proposition 4.1.1) compactifier
ce morphisme, c’est-a-dire trouver un modéle V' de V, fibré au-dessus de A} et
dont les fibres sont des modeles projectifs de celles de p. Nous pouvons alors
appliquer la proposition 6.1.1 pour en déduire qu’il existe une infinité de valeurs
rationnelles de t telles que la surface de Chatelet :

y? — az? = (tz® + bz + ¢)(z? + dz + ¢€)

ait ses modeles lisses qui soient des contre-exemples a ’approximation faible.

Remarque : Les propositions 6.1.1 et 6.1.2 expliquent pourquoi en pratique,
quand on a une famille de k-variétés dont le groupe de Brauer non ramifié est non
trivial, on arrive assez facilement a trouver parmi les variétés de cette famille des
contre-exemples a l’approximation faible (alors que pour le principe de Hasse, il
faut en général plus d’efforts). Il serait intéressant de trouver un énoncé analogue
pour le principe de Hasse mais cela semble nettement plus difficile (ne serait-
ce que parce que le principe de Hasse est automatiquement vérifié si la fibre
générique du morphisme p admet un K-point).
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Principe de Hasse et approximation faible
sur certaines hypersurfaces

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une classe de k-variétés lisses satisfait le
principe de Hasse si, pour toute variété X dans cette classe, la condition X (k,) #
0 pour toute place v de k implique X (k) # 0. On dit qu’une k-variété lisse X
satisfait ’approzimation faible si X (k) # @ implique que pour tout ensemble fini
S de places de k, 'ensemble X (k) est dense dans [[ X(k,) muni de la topologie
produit. veS

Le principe de Hasse et I’approximation faible ont deja fait ’objet d’une étude
pour plusieurs classes de variétés. En particulier :

e Les intersections de deux quadriques dans P} ([5]).

o Les surfaces de Chatelet, c’est-a-dire les hypersurfaces affines de A3 d’équa-
tion y2 —az? = P(z) avec a € k*\ k** et P(z) polynoéme séparable de degré
4 de k[z] ([5])-

e Les k-hypersurfaces cubiques possédant un ensemble globalement rationnel
de trois points singuliers conjugués ([4]).

e Les fibrés en coniques au-dessus de la droite projective, dont au plus quatre
fibres géométriques sont dégénérées ([2]).

e Les fibrés en quadriques au-dessus de la droite projective ([13]).

Dans la suite, nous nous intéresserons au principe de Hasse et a ’approximation
faible pour les modeéles projectifs lisses X des hypersurfaces affines V de A}
(n > 4) dont ’équation est du type :

y? — az? = P(z1,.y Tn-2) (1)

avec a € k*\ k** et P polyndéme non nul de degré total au plus 4.



Rappelons (proposition 1.1.1) que ces propriétés ne dépendent pas du modele
projectif lisse X de V choisi; notons aussi que les variétés que nous considérons
sont des exemples de fibrés en coniques au-dessus de P7* (ou m = n — 2 est au
moins égal & deux), elles constituent une généralisation des surfaces de Chatelet,
qui sont fibrées en coniques au-dessus de P}; d’autre part, les k-hypersurfaces
cubiques de P} , géométriquement intégres, non coniques, possédant un ensemble
globalement rationnel de deux points singuliers conjugués, sont k-birationnelles
a des hypersurfaces de ce type (proposition- 1.2.1). Enfin, notons que Colliot-
Théléne, Sansuc et Swinnerton-Dyer ont démontré dans [5] la validité du principe
de Hasse et de I’approximation faible quand le polynéme P de ’équation (1) est
irréductible; ce sont donc les cas de factorisation de P qui retiendront notre
attention.

Une conjecture standard, au moins pour les variétés rationnelles, est que la seule
obstruction au principe de Hasse et & I’approximation faible est I’obstruction de
Manin. La définition précise de cette obstruction, qui fait intervenir de maniere
essentielle le groupe de Brauer Br X de la variété propre et lisse X, sera rappelée
en 1.5. Cette conjecture a été démontrée pour plusieurs des classes de variétés
citées ci-dessus, par des méthodes de fibrations et de descente. Il est prouvé dans
[8] (au moyen d’un théoréme sur les fibrations qui généralise ceux utilisés dans [5],
[4] ou [14]) que cette conjecture est vraie pour les variétés que nous considérons
ici.

De ce fait, cet article a essentiellement pour but le calcul du groupe de Brauer
Br X de la variété propre et lisse X. En effet, quand celui-ci est trivial (c’est-a-dire
réduit a Brk), 'obstruction de Manin s’évanouit et ainsi, le principe de Hasse et
I’approximation faible valent pour X. (C’est ce qui se passe quand le polynéme P
est irréductible, voir [5]). On obtiendra en particulier que (sous réserves qu’il “ne
manque pas une variable” : on définira plus loin ce que signifie exactement cette
condition) le principe de Hasse et ’approximation faible valent quand n > 6 et
on donnera explicitement les cas d’exception qui peuvent se produire quand n est
égal a 4 ou a 5.

Le plan de l'article est le suivant : la premiere partie rassemble divers prélimi-
naires; on y rappelle notamment la définition de I’obstruction de Manin (para-
graphe 1.4) et les arguments qui font qu’elle est la seule pour les variétés que
nous considérons ici (paragraphe 1.5). La deuxiéme section est consacrée & deux
cas simples que l’on peut traiter directement au moyen de transformations bira-
tionnelles. La troisieme partie est consacrée a quelques résultats généraux sur le
groupe de Brauer qui seront utilisés pour faire son calcul. Ce calcul proprement
dit commence a la partie 4, ou 1’on traite les cas ou n vaut au moins 5; le résultat
principal de cette partie est le théoreme 4.2.1 qui établit la trivialité du groupe
de Brauer en dehors d’un cas exceptionnel (E) qui est explicité. Dans la partie 5,
nous commengons a nous occuper du cas ou n est égal a 4, en traitant un premier
cas de factorisation de P (théoréeme 5.2.1); ce cas est essentiellement une appli-
cation des résultats obtenus par Skorobogatov dans [13]. La partie 6 traite le cas
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général avec n = 4 (théoréme 6.1.1); on y calcule le groupe de Brauer en construi-
sant explicitement un modele projectif lisse X de V et en utilisant une résolution
de Pic(X) par des G-modules de permutation (ot I’on note G = Gal (k/k) et
X = X xy k); quelques cas dégénérés font 1'objet de la proposition 6.7.1. Dans la
section 7, on retrouve une partie des résultats arithmétiques sans avoir recours
au théoréme sur les fibrations de [8], mais en utilisant la technique de la descente
de Colliot-Thélene et Sansuc, laquelle avait déja été employée avec succes pour
plusieurs classes de variétés, notamment pour les surfaces de Chatelet ([5]). Enfin,
la partie 8 donne quelques contre-exemples numériques au principe de Hasse et
a ’approximation faible, qui montrent que les énoncés obtenus sont les meilleurs
possibles.

1. Résultats préliminaires

1.1. Invariance birationnelle du principe de Hasse et de
I’approximation faible

Proposition 1.1.1 Soit X une k-variété. Si un modéle propre lisse de X vérifie
le principe de Hasse (resp. approzimation faible), il en est de méme de tout
modéle propre lisse de X. Ainsi, ces propriétés ne dépendent que du corps des
fonctions k(X) de la variété X. Il suffit de les vérifier pour le lieu lisse Xy de
X.

Cette proposition résulte immédiatement du théoreme des fonctions implicites
sur k, (qui permet en particulier de montrer que si U est un ouvert de Zariski
d’une k,-variété integre lisse Z, alors U(k,) est dense dans Z(k,) pour la topologie
v-adique; voir [3], lemme 3.1.2), combiné au lemme classique suivant :

Lemme 1.1.2 (Nishimura, Lang) Soient X une k-variété intégre lisse et Y

une k-variété propre. Soit ¢ : X — Y une k-application rationnelle. St X(k) # 0,
alors Y (k) # 0.

Preuve : Cf [3], lemme 3.1.1 ou [10].

1.2. Un cas particulier du probléme

Proposition 1.2.1 Soit V une k-hypersurface cubique de P} , géométriquement
intégre, non conique, possédant un ensemble globalement rationnel de deuz points
singuliers conjugués. Alors, la variété V est k-birationnelle soit @ PY™!, soit &
une hypersurface affine de A} dont I’équation est du type (1).

Preuve : [5], Proposition 9.8.
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Remarque : Quand V vérifie les conditions de la proposition 1.2.1, on voit
facilement ([5]) que V ne contient pas, sur la droite passant par les deux points
singuliers conjugués, d’autres points singuliers. Cette droite étant k-rationnelle et
contenue dans V, la variété V a des k-points lisses et par le lemme de Nishimura, il
en est de méme d’un modele propre lisse de V. Dans ce cas, le principe de Hasse
est donc automatiquement vérifié et c’est I’approximation faible qui retiendra
notre attention.

1.3. Rappels de quelques résultats sur les quadriques, les
intersections de deux quadriques, et les pinceaux de
quadriques

\

Soient ®; et ®, deux formes quadratiques en n + 1 variables Xo, Xi,..., Xn, 2
coefficients dans k (n > 2). Chacune définit une quadrique de P} , on note W
Pintersection de ces deux quadriques. Nous supposerons toujours que @, et @,
n’ont pas de facteur commun non constant.

Lemme 1.3.1 Avec les hypothéses ci-dessus, la variété W est pure de codimen-
sion 2. Si W est de plus lisse, le pinceau (AP, + ,u(I>2)(A WPl n€ contient que

des formes de rang au moins n.

Preuve : [5], lemmes 1.1. et 1.13

Lemme 1.3.2 W est lisse si et seulement si det (A®; + u®2) a n + 1 racines
distinctes dans P}.

Preuve :

e Supposons W non lisse, il existe alors X = (Xp, X1, ..., Xn) dans k™+1\ {0},
vérifiant :

q)l(Xo,Xl, ...,Xn) - 0
®,(Xo, X1, ey Xn) =0

et tel que la famille des deux vecteurs V; = (0®,/0Xo,...,001/0X,)x et
Vo = (092/0X,...,002/0X,)x soit liée. L’'un de ces deux vecteurs est
alors le produit de ’autre par un élément de k; par exemple, il existe o € k
tel que V2 = aVi. On peut supposer, quitte & faire un changement de
variable linéaire, que X = (1,0,...,0). Soient alors M; et M;, les matrices
représentatives des formes quadratiques ®, et ®, dans la base canonique de
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k"t1, Les hypotheses s’écrivent, en désignant par <,> le produit scalaire
canonique de k™! :

<MX,X>=0 <MX,X>=0 (My—aM)X =0

(la derniére équation résulte de ce que d®;(X) - H = 2 < M; X, H >).
Considérons le polynéme ¢(A) = det (—AM; + M), nous allons montrer
que p(a) = ¢'(a) = 0, ce qui impliquera que det (AP; + pP;) n’a pas n+1
racines distinctes dans Pj.

On a p(a) = 0 car (My — aM;)X = 0 avec X # 0 donc (M; — alM)
n’est pas inversible. La formule de la différentielle du déterminant donne
¢'(a) = —tr( (M2 — aM;) M;) ot lon note M pour la transposée de
la matrice des cofacteurs d’une matrice M. Or, la matrice (M, — aM) est
symétriqueet (Mz—aM;)X = 0avec X = (1,0,...,0). De ce fait, sa matrice
est du type :

0 0 ... 0
0 = *
0 * ... %

~

Ainsi, la matrice (M — aM;) est du type :

* 0 ... 0
0 0 ... 0
- I
0 0 ... 0
Comme < M; X, X >= 0, la matrice M; est du type :
0 * ... %
X k... %
x k... %

~

On voit alors que tous les termes diagonaux de ( (My — aM;) M;) sont nuls
donc la trace de cette matrice est nulle et ¢'(a) = 0.

En sens inverse, si det (A®; + u®;) n’a pas toutes ses racines distinctes dans
P1, I'un des polynémes det (—A®; + ®;) ou det (—A®; + 1) a une racine
multiple dans k; supposons par exemple que ¢(a) = det (—AM; + M)
admette o € k comme racine multiple, soit p(a) = ¢'(a) = 0. On peut
alors encore supposer que (—aM; + M)X =0 avec X = (1,0,...,0). Onen

déduit que (M; — aM;) est du type :

* 0 ... 0
0 0 ... 0
0 0 ... 0
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La condition ¢'(@) = 0 donne alors que M; est du type :

0 * ... =*
* ¥ ... %
* k... %

Dou < MiX,X >=0et < MpX,X >= a < MiX,X >= 0 c’est-a-dire
que ®;(X) = ®2(X) = 0 et d’autre part Vo = aVj car (M; — aM;)X =0
donc d®;(X) = a-d®;(X). La variété V n’est donc pas lisse puisque
X = (1,0,...,0) correspond a un point singulier.

(On a en fait repris & I’envers le calcul de 'implication en sens inverse).

Lemme 1.3.3 Si le polynéme homogéne det (A®; + u®,) est identiquement nul,
la variété W a un point singulier k-rationnel.

Preuve : [5], lemme 1.14

Lemme 1.3.4 Si W contient un espace linéaire de codimension 2, alors toute
forme du pinceau (A®; + p®;) est de rang au plus 4.

Preuve : [5], lemme 1.9

Lemme 1.3.5 Si la décomposition du cycle [W] est de la forme [W] = 2[C],
avec C variété géométriguement intégre de degré 2, alors il existe une forme de
rang 1 dans le pinceau (A®; + p®2) avec A et pu dans k. Si cette décomposition
est de la forme [W] = [Cy] + [C2] avec [Cy] et [Ca] quadriques géométriguement
intégres et conjuguées dans une extension quadratique F de k, ou bien si [W] =
[L1]+[L2)+[La)+[L4], avec (L1, L;), ainsi que (L3, Ly), couple de droites gauches
conjuguées dans F, alors il eziste une forme de rang 2 (déployée sur F) dans le
pinceau (APy + p®,) avec X et p dans k.

Preuve : [5], lemmes 1.10, 1.7 et 4.2

1.4. Obstruction de Manin au principe de Hasse et a
Papproximation faible

Dans tout cet article, nous allons étre amenés a plusieurs reprises a calculer le
groupe de Brauer (cohomologique) Br X = HZ (X, G,,) de la variété X. Ce qui
suit permet de comprendre la motivation de ce calcul.
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Soit X une k-variété algébrique, géométriquement integre, propre et lisse, qui a
des points dans tous les k,. On appelle obstruction de Manin au principe de Hasse
(resp. a ’approximation faible) pour X la condition :

V(P)e [[ X(k) 34€BrX 3 j,(A(P))#0 dans Q/Z

vEQ, vEQ
(resp. A€ Br X 3(P,) € X(Ax) 3 ju(A(R,)) # 0 dans Q/Z )
vEQ,

ou {; désigne I’ensemble des places de k et X (Ax) ’ensemble des points adéliques
de X. Le symbole j, désigne le plongement Brk, — Q/Z donné par la théorie
du corps de classe local ([1], VI).

On rappelle le diagramme commutatif suivant, valable pour A € Br X, et qui
résulte de la formule du produit :

X(F) X (Ax)

A A 14

Brk — @, Brk,2xlv. Q/Z

Notons que X étant compléte, on a X(Ax) = [] X(k,). Pour plus de détails on
pourra consulter [6]. Ve

Pour plusieurs classes de variétés (notamment certaines de celles que nous évo-
quions dans l’introduction), on a pu établir que I’obstruction de Manin est la
seule possible pour le principe de Hasse et I’approximation faible. Comme nous
Pavons dit plus haut, c’est notamment le cas pour les variétés que nous étu-
dions dans cet article (voir 1.5 pour quelques détails supplémentaires a ce sujet).
C’est pourquoi nous serons amenés en particulier & établir sous quelles conditions
Br X/Brk = 0, auquel cas 'obstruction de Manin a I’approximation faible et au
principe de Hasse s’évanouit, lorsque X est un modéle propre lisse des variétés
que nous étudions. Notons enfin que k étant un corps de nombres et X une variété
rationnelle (c’est-a-dire que X = X x; k est k-birationnelle a P%, avecd € N*), on
aura H3(Gal (k/k),k*) = 0 et Br X = 0 d’ot Br X/Brk = H*(Gal (k/k),Pic X)
(d’apres la suite exacte de [6], 1.5.).

1.5. Rappel d’un résultat arithmétique

Comme annoncé dans l'introduction, pour ramener le probleme arithmétique au
seul probleme algébrique du calcul du groupe de Brauer, nous utilisons le théo-
reme suivant :
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Théoréme 1.5.1 Soient k un corps de nombres et a € k* \ k™. Soit V une
k-hypersurface de A} (n > 3) dont ’équation est du type :

y? —az? = P(z1,..., Tn2)

ot P est un polynéme non nul de degré au plus quatre. Alors, l’obstruction de Ma-
nin au principe de Hasse et a l'approzimation faible est la seule pour les modéles
projectifs lisses de V.

Ce résultat est démontré dans [8], en fibrant la variété V (via 'une des variables
z;) au-dessus de A} ce qui permet par récurrence de se ramener au cas n = 3,
traité par Colliot-Thélene, Sansuc et Swinnerton-Dyer dans [5]. Le théoreme 1.5.1
apparait alors comme un corollaire du théoréme plus général de [8] sur les fibra-
tions (qui s’inspire de [14]) que voici :

Théoréme 1.5.2 Soient V une k-variété géométiriquement intégre et p : V —
A} un morphisme projectif, surjectif, a fibres géométriqguement intégres. Soient
K = k(T) le corps des fonctions de A} et X un modéle projectif lisse de la fibre
générique V; de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse. On note
7 =X XK F

On fait Ihypothése que les groupes H'(X,Ox) et H*(X,Ox), ainsi que Br X,
sont nuls, et que Pic (X) est sans torsion (c’est le cas par ezemple si la variété V,,
est rationnelle ou bien est une intersection compleéte lisse de dimension au moins
3 dans P¥ ).

On suppose enfin qu’il eriste un sous-ensemble hilbertien H de k = A} (k) tel
que pour tout point 6 de H, l'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp.
a ’approzimation faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de la fibre
Ve. Alors, l'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a l’approzimation
faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

(Un sous-ensemble H de k est dit hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non
vide U de A} et un revétement étale p : R — U avec R intégre sur k tel que
H soit ’ensemble des k-points M de U pour lesquels p~!(M) est connexe; en
particulier, ’ensemble des k-points d’un ouvert de Zariski de A} est hilbertien).

2. Deux cas simples

2.1. Notations et énoncé des résultats

Soit V : y? — az® = P(z1,...,Zn—2) une k-hypersurface de A} (n > 4) dont
’équation est du type (1). Soit X un modele propre lisse de V. Le but de toute
cette section est de démontrer la proposition suivante :



Théoreme 2.1.1 Avec les notations ci-dessus, la variété X satisfait le principe
de Hasse et l'approzimation faible dans les cas suivants :

o P est produit d’un facteur linéaire et d’un facteur irréductible de degré 3.

e P estle produit de quatre facteurs lin€aires et V n’est pas k-birationnelle
au produit d’un espace linéaire et d’une surface de Chatelet.

Nous traitons ces deux cas directement, sans avoir recours au calcul de Br X et
en distinguant suivant les cas de factorisation de P.

2.2. Le cas “1 x3”

Proposition 2.2.1 Soit V Uhypersurface : y*~az? = L(z1,...Tn—2)C (1, .oy Tn-2)
dans A} avec L facteur du premier degré et C polynéme irréductible de degré 3
(n > 3). Alors, un modéle propre lisse X de V satisfait le principe de Hasse et
lapprozimation faible.

Preuve : Quitte a faire un changement de variables k-linéaire, on peut sup-
poser que L(zy,...,Zn—2) = z1. Notons R(z1, ..., Tn—2,1t) la forme cubique obtenue
en homogénéisant C. On peut, d’apres le théoreme d’irréductibilité de Hilbert,
trouver un « dans k* tel que le polyndme R(c,z, ..., Tn_2,t) reste irréductible.
La variété V est alors k-birationnelle a I’hypersurface de P} définie par :

z:(y* — a2?) = R(z1,...Tn-2,1)

et celle-ci est encore k-birationnelle a I’hypersurface de A} d’équation :

a(y? — a2?) = R(a, 22y ..y Tn2, 1)

et cette derniere vérifie le principe de Hasse et ’approximation faible (et en
fait on en déduit aussi Br X/Brk = 0) car le polynéme R(c,z3,...,Tn-2,1) est
irréductible (c’est le résultat de Colliot-Théléne, Sansuc et Swinnerton-Dyer que
nous avons rappelé dans l'introduction). D’ou le résultat.

2.3. Lecas “1x1x1x1”

Proposition 2.3.1 Soit V Uhypersurface d’équation y® — az® = P(zy, ..., Tn—2)
dans A} (n > 4), avec P produit de quatre facteurs linéaires. Si V n’est pas
k-birationnelle au produit d’un espace linéaire et d’une surface de Chatelet, un
modeéle projectif lisse X de V vérifie le principe de Hasse et l’approzimation faible.
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Preuve : On peut écrire P = LiLyL3L4, ou Ly, Ly, L3, Ls sont des formes
affines en z1, ..., Tp_2.

Supposons d’abord n = 4. Les droites L; = 0 et L, = 0 ont un point d’intersection
(en projectif), soit C'. De méme, les droites L3 et Ly s’intersectenten D. Si C = D,
on se ramene par changement de variable affine & C = D = 0 et I’hypersurface
séerit y? — az? = z,72p3(T1, T2)pa(T1,22) avec 3 et @4 formes linéaires. En
posant A = z,/z;, on voit que V est k-birationnelle au produit d’une droite et
d’une surface de Chételet, cas que nous avons exclu dans I’hypotheése. On est donc
réduit au cas C # D. On expédie alors la droite (C D) a I'infini par transformation
k-birationnelle. On peut alors se ramener a une équation du type :

y?— a2’ =u(u—a)z(z - B) «a,f €k

C’est une famille de quadriques de dimension relative 2 (paramétrée par z). Il
y a un point rationnel (dans le corps k(z)) sur la quadrique générique (qui est
lisse). Ainsi, la famille admet une section et ’hypersurface est k-birationnelle a
P2 x A} (cet argument est di & Tfasman et Skorobogatov).

Pour n > 4, on considére X comme fibrée par z3, ..., Zn_s au dessus de A}™%. La
méme opération que dans le cas n = 4 (en raisonnant dans k(zs, ..., Tn.-2)) permet
de se ramener & y? — az? = u(u — a)z(z — B) avec o, B8 € k(z3, ..., Tn-2)*, que l'on
peut considérer comme une famille de quadriques de dimension 2 paramétrées
par z,Zs,...,Tn_2 (donc au-dessus de A7™>). La encore, la quadrique générique
est lisse et posséde un point rationnel, il y a donc birationalité avec P? x A}™3.

Remarques :

e Quand V serameéne au produit d’un espace et d’une surface de Chatelet (cas
ou “il manque une variable”), ’approximation faible ne vaut pas forcément :
par exemple, pour k = Q, ’hypersurface y2—172% = z,7,(z2—71)(z2—1721)
se rameéne A la surface de Chitelet y2—1722 = A(A—1)(A—17) qui ne vérifie
pas ’approximation faible ([7]).

e Vu les propositions 2.2.1 et 2.3.1, nous considérerons désormais le cas ou P
est divisible par un facteur irréductible de degré 2 et nous aurons recours a
des calculs de groupes de Brauer.

3. Généralités sur le calcul du groupe de Brauer

3.1. Un lemme fondamental

Rappelons d’abord le tres important lemme suivant qui permet de relier le groupe
de Brauer de X aux fonctions dont les diviseurs sont des normes pour ’extension

k(Va)/k
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Lemme 3.1.1 Soit F/k une eztension finie cyclique de corps de nombres, de
groupe G. Soit X une k-variété géométriquement intégre, propre et lisse, qui est
F-rationnelle (c’est-a-dire que F(X) est transcendant pur sur F), qui a des points
dans tous les complétés de k. Alors, le groupe Br X/Brk est égal au noyau de la
fléche ¢ : k(X)*/k*NF(X)* — DivX/NDiv Xp. Si I est un systéme de géné-
rateurs de ce groupe et {fi}icr un systéme de représentants de I dans k(X)*, il
y a obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse (resp. a lapprozimation
faible) pour X si et seulement si :

V(P)e J] X(ks) el > ju(fi(R))#0 dans Q/Z

vEQN, vEQ
(resp. 3(P,) € q X(k,) Fel S ju(fi(P))#0dans Q/Z)
vESl, veEQ

ot le symbole N désigne la norme de F' a k et j, le plongement : k[ NF; — Q/Z
donné par la théorie du corps de classe local; on note F, = k, Qi F.

Le grand intérét de ce résultat est qu’il permet de calculer Br X sans avoir a
construire explicitement un modele lisse X de V puisque seul intervient le corps
des fonctions de X (qui est le méme que celui de V). Ce lemme est prouvé dans
[3], ou il est également prouvé que Br X/Brk est fini et que toutes les sommes
sur {); qui interviennent sont en fait finies.

3.2. Application au calcul de certains groupes de Brauer

L’objet de ce paragraphe est de prouver les deux résultats suivants :

Proposition 3.2.1 Soit X un modéle projectif lisse de la k-variété V définie
dans AT*? par l’équation :

;
y: —az? = H Pi(z1y.eeyTm)

=1
ot les P; sont des polynéomes irréductibles sur k, deuz a deuz premiers entre euz.
Soit K = k(y/a). Alors, le groupe Br X/Brk est inclus dans le sous-groupe de
k(X)*/k*NK(X)* engendré par les classes des P; (en particulier, comme [];_, P;
est une norme, le groupe Br X/Brk s’identifie a@ un sous-groupe de (Z/2)™1).

Théoréme 3.2.2 Avec les notations de la proposition 3.2.1, on suppose qu’en
tout point de codimension 2 de AP ou deuz des P; s’annulent, il n’y en a pas un
troisiéme qui s’annule. On suppose également que pour toute partition de {1,...,7}
en deuz sous-ensembles non vides A et B, il ezisie i4 € A et igp € B tels qu'on
puisse trouver un point de codimension 2 de A7, ot les hypersurfaces définies par
P;, et P;, se coupent transversalement, et dont le corps résiduel ne contienne pas

K = k(y/a). Alors, on a Br X/Brk =0.
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Preuve de la proposition 3.2.1:  Soit f une fonction sur X (ou sur V') dont
le diviseur est une norme de I’extension K/k. Montrons d’abord que f est égale
modulo k*NK(X)* a une fonction h(z1,...,z,) ne dépendant plus de (y,z). La

k-variété V peut étre vue comme fibrée en coniques (par (zy,...,Zm)) au- dessus
de AT. La fibre générique est une conique lisse sur le corps L = k(T, ..., Tm).
Soit C la conique projective associée. Posons £ = K(Th,...,Tr). Si L(C) de31gne

le corps des fonctions de C sur L et Pic C, le groupe de Picard de C sur £, on a
la suite exacte :

1 — L(C)/L* - DivCr — PicCr — 1

Notons Gx = Gal(K/k). Comme C est une conique projective lisse, le Gk-
module Pic C est isomorphe a Z avec action triviale de Gg; on en déduit que
H™'(Gk,PicCc) = 0 d’ou la suite exacte :

— H°(Gk, L(C)*/L*) — H°(Gk,Div Cc) = DivC/NDiv C¢

(ou le symbole N désigne la norme de K a k).
De méme, de la suite exacte :

1-L = LC) - LC)y/Lr—1
on tire, vu que H'(Gk, L*) = 0 (Hilbert 90) la suite exacte :
1 — L*/NL* — L(C)/NL(C)* — H°(Gk,L(C)*/L*) — 1

Donc H°(Gx, L(C)*/L*) = L(C)*/L*NL(C)* et le noyau de la flzcche L(C)* —
DivC/NDiv C, est réduit a L*NL(C)*. Ainsi, la fonction de L(C)* induite par

f est, & une norme pres, constante sur le corps L. Le résultat annoncé en découle.

Soit alors h(z1,...,zm) une fonction dont le diviseur est une norme, c’est-a-dire
que pour tout anneau de valuation discréte A (k C A C k(X) = Frac A) avec
A Qi K restant local, la valuation v4(h) est paire. On peut supposer que les
facteurs irréductibles de h sur k ne sont pas dans k*NK(X)*. Soit alors r un
tel facteur, le polynéme r est encore irréductible au niveau K. Comme X est
réguliére en codimension 1, la sous-variété de X définie par :

y:—az? =1y Pi(z1yey Tm)
r(Z1y.eesZm) =0

définit, dés que r n’est pas l'un des P;, un anneau de valuation discréete A qui
reste local au niveau K. Ainsi, la valuation de h par rapport & A est paire et r
ne peut diviser h (qui est sans facteur carré). D’ou la proposition.

66



Preuve du théoreme 3.2.2: Soit A C {1,...,r}. Soit B le complémentaire de
Adans {1,...,r}. Supposons A et B non vides. Par hypothése, on peut trouver 74
dans A et ip dans B tels que les hypersurfaces définies par P;, et P;, se coupent
transversalement en un point M de codimension 2 de ’espace affine AT* | dont
le corps résiduel ne contient pas K. Alors, la variété X est k-birationnelle a la
k-variété Y définie dans A7*? par 1’équation :

(y* — az?) H-P,-(_xl, ey Tn) = H P(z1y.ey Tm)
€A i€B
Sur Y, le point M définit un anneau de valuation discréte A (car M correspond a
un point de codimension 1 sur Y'), qui reste local au niveau K dés que a n’est pas
un carré dans le corps résiduel en M. Comme la valuation de [];c 4 P; par rapport
a A est 1 (car les hypersurfaces définies par P;, et P;, se coupent transversalement
en M et les hypersurfaces définies par les autres P; ne passent pas par M), son
diviseur ne peut étre une norme. D’ou le résultat avec la proposition 3.2.1

Nous allons maintenant appliquer le théoréeme 3.2.2 aux variétés que nous consi-
dérons.

4. Lescasn>6etn=>5

4.1. La condition “il ne manque pas une variable”

Soit V ’hypersurface de A} (n > 4) d’équation :

y? —az? = P(z1,...;Tn-2)

ou P = fg avec f et g de degré 2. Notons ¢ et 1 les homogénéisés respectifs de
f et g. La condition qu’“il ne manque pas une variable” se traduit par le fait que
intersection de leurs noyaux N(¢), N(¢) est réduite a 0 : cela signifie bien qu’on
ne peut pas, par un changement de variable linéaire, se ramener a une équation
comportant moins de variables.

4.2. Enoncé des résultats

On dira qu’une forme quadratique de rang 2 définie sur k est du type (T) si elle
est isomorphe & < 0, —af > avec 6 € k*.

Théoréme 4.2.1 Soit V Ihypersurface d’équation y* — az? = P(z1,...,Tn—2)
dans A} (n > 5). On suppose que P = fg avec f et g de degré 2 et on appelle
@ et 1 leurs homogénéisés respectifs. On suppose que l'intersection N(p) N N(3)
de leurs noyaur est réduite a 0. Alors, un modéle projectif lisse X de V vérifie
le principe de Hasse et l’approzimation faible en dehors du cas ezceptionnel (E)
suivant :
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(E) n =25 ctil existe X et p dans k* tels que la forme Q = (Ap + py), ainsi
que les restrictions de ¢ et ¥ au noyau N de Q, soient du type (T).

Toute la fin de cette section est consacrée & la preuve de la proposition 4.2.1.

4.3. Remarques préliminaires

Notons d’abord que la variété V est k-birationnelle & la k-hypersurface V' définie
dans A? x P72 par ’équation :

O(T1y ooy Tno2, ) (¥2—az?) = (21, ey Tn2,t) = 0 (T1yeeey Tnoz,t) € PE2 (y,2) € A}
Démontrons alors un lemme qui nous sera souvent utile :

Lemme 4.3.1 Soit V' 'hypersurface de A2 x P}~ d’équation :

(y? — az®)p(T1, .oy T2y t) = ¥(T1y ooy Tz, 1)

(ot ¢ et 3 sont des formes quadratiques), avec n > 4. On suppose que l’intersec-

tion des noyauz de @ et 1 est réduite a 0. Si les quadriques définies par ¢ et
ont un point k-rationnel commun, alors V' est k-rationnelle.

Preuve du lemme 4.3.1: Soit M un point k-rationnel de l'intersection des
quadriques de P}~? définies par ¢ et 9. On peut voir V' comme une famille de
quadriques projectives dont la fibre générique admet le point rationnel M. Si M
est un point conique de cette quadrique générique, ce point M est dans ’inter-
section des noyaux des formes quadratiques ¢ et v, cas exclu par I’hypotheése.
Ainsi, la fibre générique admet un point rationnel non conique, elle est donc bi-
rationnelle & P~ et V' est k-birationnelle & P}~ x A? (la projection sur A?
admettant une section via M). D’ou le lemme.

Cas ou f ou g n’est pas irréductible :
Proposition 4.3.2 Si f ou g n’est pas irréductible, le groupe Br X/Br k est nul

et de ce fait, la variété X satisfait le principe de Hasse et ’approzimation faible.

Preuve : Supposons par exemple que g est produit de deux facteurs linéaires.
Quitte a expédier 'une des droites associées a I’infini, on peut supposer que V
est définie dans A} par ’équation :

y2 - az? = xlf(xl, ey xn—Z)

avec f irréductible. Maintenant, il suffit de considérer le cas ou la forme qua-
dratique (0, z2,...,Zn—2,t) est de rang n — 2 (sinon le lemme 4.3.1 permet de
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conclure immédiatement). Comme (n—2) > 3, la sous-variété de A}~? définie par
z; = f(0,...,zn—2) = 0 est géométriquement integre et le théoreme 3.2.2 permet
de conclure.

Remarque : Nous pourrons donc supposer désormais que les polyndmes f et
g sont irréductibles sur k. Si I’'un des polynémes f ou g est une norme de ’exten-
sion k(1/a)/k, la variété V est k-birationnelle & une quadrique et la validité du
principe de Hasse et de ’approximation faible (ainsi que la nullité de Br X/Br k)
est triviale. Nous pourrons donc exclure ce cas dans la suite et supposer les po-
lynémes f et g irréductibles (et sans facteur commun) sur K = k(1/a).

4.4. Lecasn>6

Il nous suffit, d’apres le théoreme 1.5.1, de prouver 1’énoncé suivant :

Proposition 4.4.1 Soit V' Uhypersurface de A% x P72 (n > 6) d’équation :

(v? = az®)p(x1, ey Tz, t) = P(Z1, ovy Tz, 1)

ot ¢ et Y sont des formes quadratiques dont l'intersection des noyauz est réduite
a 0. Soit X un modéle projectif lisse de V'. Alors le groupe Br X est réduit a
Brk.

Preuve de la proposition 4.4.1 : On peut supposer que les polynomes
¢ et 1 sont irréductibles sur K = k(y/a). Soit W l’intersection dans P} des
quadriques définies par ¢ et 1. Si W contient un point k-rationnel, la variété V'
est k-rationnelle par le lemme 4.3.1. De ce fait, nous pouvons supposer grace au
lemme 1.3.3 que le polynéme homogéne det(Ap + u3) n’est pas identiquement
nul, autrement dit qu’il existe une forme de rang > 5 dans le pinceau (A + p3).
Alors, le lemme 1.3.4 garantit qu’il n’y a pas de cycle irréductible de degré 1
dans la décomposition du cycle [W]. Ainsi, d’apres le théoréeme 3.2.2, les seuls
cas ot Br X/Brk pourrait ne pas étre nul sont : [W] = [Cy] + [C2), avec C; et
C, quadriques géométriquement intégres conjuguées sur K = k(y/a), ou bien
[W] = 2[C] avec C quadrique k-rationnelle géométriquement intégre.

e Dans le premier cas, il existe d’aprés le lemme 1.3.5 une forme de rang 2 se
factorisant sur K (donc du type (T) car si cette forme se factorisait sur k,
les quadriques C; et C; seraient définies sur k et non pas conjuguées) qui
s’écrit @ = (Mg + p1p) avec A et p dans k* (A et p sont non nuls car les
polynémes ¢ et 1 sont irréductibles sur K). On peut supposer par exemple
que Q(z1,...,1) = a(z} — at?) avec a € k*. La variété V' est k-birationnelle
4 Dintersection X; dans P}*! des deux variétés :
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4.5.

Hy? — a2?) = up(z1, )
o(z1,..yt) = ut

Considérons alors la sous-variété Y de codimension 1 de X; définie dans
Pz“ par les équations :

z;=1t=0, ¥(0,z2,...,2p—2,0) =0

(Remarquons que ¥(0, 3, ..., Zn—2,0) = 0 & ¢(0, 23, ..., Tn_2,0) = 0, car Q
n’est proportionnelle ni & ¢, ni & 1, qui sont irréductibles sur K). Alors,
les restrictions de ¢ et 1 au noyau N de Q sont proportionnelles, et de
rang au moins 3 (sinon, vu que n > 6, ces restrictions seraient dégénérées
et l'intersection des noyaux de ¢ et i ne serait pas réduite a 0), donc
Y est géométriquement intégre et définit un anneau de valuation discrete
(au niveau K également) par rapport auquel la valuation de ¢(z1,...,t)/t?
(fonction correspondant a ¢ dans le nouveau modele) est -1. Le lemme 3.1.1
et la proposition 3.2.1 permettent de conclure dans ce cas, puisque sur la
sous-variété de A} d’équation :

y? —az? = f(T1, .00y Tn2)9(T1,ery Tn2)

le diviseur de la fonction f n’est pas une norme de I’extension K/k.

Dans le deuxiéme cas, le lemme 1.3.5 dit qu’il existe une forme Q = (Ap +
p) de rang 1 avec A et p dans k* soit par exemple Q = at? et 3 = B+ Q
avec B € k*. La variété V' est alors k-birationnelle & ’intersection X, dans
P! des deux variétés :

{ (v* — a2®) = u(fu + at)
o(z1,...,t) = ut

On conclut alors en considérant la sous-variété de codimension 1 de X, défi-

nie par t = 0, qui est géométriquement integre vu que la forme quadratique
©(z1, ..., Tn-2,0) est encore de rang au moins 3 (et méme 4).

Lecasn=>5

Pour conclure la discussion, nous allons prouver, par la méme méthode que pré-
cédemment, le résultat suivant :



Proposition 4.5.1 Soit V' Uhypersurface de A% x P3 d’équation :

(y® — a2®)p(z1, 72, T3, ) = (21, 22, T3, 1)

ou ¢ et 1 sont des formes quadratiques irréductibles sur K = k(\/a) et dont
Uintersection des noyauz est réduite a 0. Soit X un modéle projectif lisse de V.
Alors, le groupe Br X/Brk est nul sauf dans le cas ezceptionnel (E) ou il est
isomorphe a Z /2.

Preuve de la proposition 4.5.1 :  Supposons Br X/Br k non nul et consi-
dérons encore la décomposition du cycle [W]. On ne peut avoir [W] = [C] + ...,
avec C' quadrique k-rationnelle géométriquement intégre sinon le théoréme 3.2.2
est contredit. On ne peut pas non plus avoir [W] = [L;] + [Lz] + ... avec L; et L,
droites conjuguées se rencontrant sinon le point d’intersection serait k-rationnel
et X serait k-rationnelle. Ainsi, restent les cas : [W] = 2[C] avec C quadrique k-
rationnelle géométriquement intégre, [W] = [C1] + [C.] avec C; et C; quadriques
géométriquement intégres conjuguées sur K, et [W] = [L1]+ [L2] + [La)+[L4] (ot
les L; sont des droites deux & deux distinctes) avec L, et Ly (resp. L3 et Ly) conju-
guées sur K et ne se rencontrant pas. Mais dans ce dernier cas, le lemme 1.3.5
nous donne encore une forme de type (T) dans le pinceau. On procéde alors
comme dans le cas n > 6.

e Dans le cas ol il y a une forme de type (T) dans le pinceau, soit par
exemple Q(z1, T2, 23,t) = a(z? — at?) avec a € k*, on écrit que la variété
V' est k-birationnelle a I'intersection X; dans P§ des deux variétés :

t(y2 - az2) = U¢($1, I2,Z3, t)
o(z1, T2, Z3,1) = ut

et on consideére la sous-variété Y de codimension 1 de X; définie dans P§
par les équations :

T = t= 0, 1/)(0,2!2,173, O) =0

Vu que Br X/Br k # 0, celle-ci ne peut étre integre au niveau K (toujours
a cause du théoréme 3.2.2) donc les restrictions de ¢ et 1 sont du type (T)
et on est dans le cas exceptionnel (E) (ces restrictions ne peuvent étre de
rang 1 & cause de ’hypothése que l'intersection des noyaux de ¢ et 7 est
réduite a 0).

e Dans le cas ou il y a une forme de rang 1 dans le pinceau, on peut encore
supposer que ¢ = fp+at? et écrire que V' est k-birationnelle a I'intersection
X, dans P§ des deux variétés :

71



{' (> — a2?) = u(Bu + at)

So(zla T2,I3, t) = ut

On obtient alors une contradiction en considérant la sous-variété de codi-
mension 1 de X; définie par t = 0, qui est géométriquement intégre vu que
la forme ¢(z1, z2, z3,0) est ici de rang exactement 3.

Finalement, on a bien prouvé que la condition Br X/Br k # 0 implique que ’on
est dans le cas exceptionnel (E). Il reste a prouver que quand on est dans ce cas
(E), le groupe Br X/Br k est effectivement isomorphe a Z/2.

Si 'on est dans le cas (E), on peut supposer, aprés avoir effectué des chan-
gements de variables linéaires, que ¥(z1,z2,23,t) = vp(z1,22,Z3,t) + Q(z3,1)
avec Q(z3,t) = a(z? — at?) et p(z1, 72, 73,t) = B(2? — azl) + tL1(z1, T2, T3, t) +
z3L2(z1,22,73,t) ol Ly et L, sont des formes linéaires et (e, 3,~) est un triplet
d’éléments de k*. Passons a un modele affine de V' en faisant ¢ = 1. La variété
V' est alors k-birationnelle a ’hypersurface V de A} d’équation :

y2 — a2’ = f(ml, T2, -'Es)g(xl, T2, 153)
avec f(zl, T2, zs) = 90(31, x2,T3, 1) et 9(3?1, T2, 273) = ¢($1,-’172, T3, 1)-

Soit A un anneau de valuation discrete, avec k C A C k(X) = Frac A, le restant
au niveau K; soit v la valuation associée. Supposons v(f(z1,z2,z3)) impaire.
Alors, comme v(z3 — a) est paire et négative ou nulle, on a v(f(z1,z2,23)) =
v(g9(z1,T2,73)) = 2k+1 avec k < 0 (en effet v(f—g) = v(z3—a) donc v(f—g) est
paire donc v(f—g) > min(v(f),v(g)) ). Ainsi, on a v(z3) > k+1 (sinon v(z3—a) <
v(f) et on aurait v(g) = v(z% — a)). Supposons par exemple v(z2) < v(z1). Si
v(zz) > k + 1, alors v(Li(z1, 22, 23,1)) > k + 1 et v(z3L2(z1, T2, 73,1)) > 2k + 2
ce qui contredit v(f(z1, z2,z3)) = 2k+1. Siv(z;) < k, alors v(Lq(z1,z2,73,1)) >
v(z2) et v(z3Lz(z1,22,3,1)) > v(z2) + k + 1 alors que v(z? — az?) = 2v(z,;) <
v(zg) + k + 1 < v(z2) donc v(f(z1,z2,23)) = 2v(z2) et on obtient encore une
contradiction. Donc le diviseur de f est une norme de ’extension K/k (et f, qui
est irréductible sur K, n’est pas le produit d’une constante et d’une norme); la
proposition 3.2.1, jointe au lemme 3.1.1, permet de conclure que Br X/Brk est
isomorphe a Z/2 et engendré par la classe de la fonction f.

5. Un premier cas avec n = 4

Dans cette section, nous commengons a nous occuper du cas n = 4 : nous traitons
le cas ou le polynéme P est produit de deux fact--urs de degré 1 et d’un facteur
irréductible de degré 2.



5.1. Mise sous forme canonique

On considére V/k : y? — az® = Li(z1,22)La(z1,22)P(21,72) avec L, et Ly de
degré 1 et P irréductible de degré 2. Il s’agit de calculer le groupe de Brauer
d’un modele projectif lisse X de V. La proposition suivante permet de simplifier
I’étude en la ramenant a un cadre déja étudié par Skorobogatov dans [13].

Proposition 5.1.1 V est k-birationnelle soit au produit d’une droite et d’une
surface de Chdtelet, soit a A}, soit d la k-hypersurface Z de P3 x Al d’équation :

y? — a2® = u(v? — r(u)t?) (2)

(avec u € A}, (y,2,v,t) € P} et r polynéme non nul de degré < 2). Dans ce
dernier cas, si r(u) est un carré dans k(u), alors Z est encore k-rationnelle.

Preuve : En expédiant I'une des droites a l'infini, on est ramené a I’hy-
persurface d’équation y? — az? = uf(u,v) avec f irréductible de degré 2. Si
f ne dépend que de u, on est ramené au produit d’une droite et d’une sur-
face de Chatelet. Sinon, supposons que f(u,v) soit linéaire en v, soit f(u,v) =
P(u)v + Q(u) avec P et @ polyndmes en une variable et P # 0. La transforma-
tion (u,v) — (u, P(u)v + Q(u)) est alors k-birationnelle ce qui nous rameéne a
Y/k : y?> — az? = uv, soit u = (y? — az?)/v c’est-a-dire que Y est k-birationnelle
a A3

Supposons donc que f(u,v) = a(v? + Buv + yv + §u? + eu + @) avec a € k*
et (8,7,6,¢,8) € k°. Le changement v — v + (8/2)u + v/2 raméne & f(u,v) =
a(v?—Q(u)) avec Q polynéme de degré < 2. Le changement u +— cu nous raméne
alors, en posant r(u) = Q(u/a) et en homogénéisant le polynéme v? — r(u) par
rapport a (y,z,v), a la forme voulue. Enfin, si r(u) = 6(u — €)? avec § € k* et
e € k, le changement de t en (6 — e)t montre alors que Z est k-birationnelle a
y? — az® = u(v? — 60¢?), donc a u = (y% — az?)/(v?® — 6t?) ce qui prouve que Z est
k-rationnelle.

5.2. Enoncé des résultats

Une fois que ’on est ramené a la forme précédente, on a 1’énoncé suivant :

Théoréme 5.2.1 Soit Z une k-hypersurface dont I’équation est du type (2). Soit
s(u) le polynéme u’r(1/u). Alors, pour tout modéle propre lisse W de Z, on a
BrW/Brk = 0, sauf si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. 7(0) € ak*
2. s(0) € ak**
8. m(u) & a(k(u)")?
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auquel cas Br W/Br k est isomorphe ¢ Z/2. De ce fait, le principe de Hasse et
I’approzimation faible valent pour W d moins que ces trois conditions ne soient
vérifiées.

Remarque : Notons que dans le cas ou I’hypersurface initiale se ramene au
produit d’une droite et d’une surface de Chatelet, ’approximation faible ne vaut
pas toujours (voir [5]).

5.3. Preuve du théoréme 5.2.1

On supposera toujours que r(u) ¢ a(k(u)*)? (sans quoi on a vu que Z est k-
rationnelle). Il s’agit alors d’appliquer les résultats obtenus par Skorobogatov
dans [13]. L’hypersurface Z est en effet fibrée par u au-dessus de P} (on auto-
rise maintenant u = oo0) en quadriques projectives de dimension 2. Ce fibré en
quadriques est k-birationnel & un fibré “admissible” au sens de [13] : la fibre gé-
nérique est définie par la forme Q, =< 1, —a, —u,ur(u) > sur le corps k(u). Si
r(0) = 0, le fibré est k-birationnel & un fibré admissible dont la fibre générique
est définie par la forme < 1, —a, —u,r'(u) > avec r'(u) # 0 (car r(u) n’est pas un
carré dans k(u)) donc seule la fibre & I'infini peut étre essentiellement singuliére
(c’est-a-dire définie par une forme de rang 2). De méme, si s(0) = 0, seule la fibre
en zéro peut étre essentiellement singuliere. Si r(0)s(0) # 0, il y a deux fibres
essentiellement singulieres (c’est-3-dire ou cette forme est de rang 2) qui sont la
fibre en zéro et la fibre & l'infini. Le discriminant de @), n’est pas un carré dans
k(u), c’est-a-dire que selon la terminologie de [13], le fibré Z est de type I. Soit
W le modeéle lisse ”canonique” de Z (cf [13] pour sa construction). Il s’agit de
calculer Br W. On posera G = Gal (k/k).

Soit e; I'un des deux points de P} ou la fibre est essentiellement singuliére, écri-
vons que la forme quadratique qui la définit est isomorphe a < 1, —a;, 7, —m;8; >,
avec ; et fB; de valuation 0 (par rapport & ’anneau local de P}, en ¢;) et 7; de va-
luation 1. On introduit alors, selon la méthode utilisée dans [13], deux extensions
quadratiques ou triviales F; et L; de k, soit L; = k(\/B;) et F; = k(\/a;). Ainsi,
les deux extensions Fy et Lo sont k(1/a) et k(y/r(0)); les deux extensions Fi, et

L, sont k(v/a) et k(1/s(0)). Les extensions F; et L; sont indistingables mais la
condition F; = L; est bien définie. Si f est le nombre de fibres essentiellement
singuliéres pour lesquelles ces deux extensions sont égales, on a (d’apres [13])
BrW/Brk C (Z/2)’7! (en convenant que (Z/2)* est nul pour s < 0) car dans
notre cas les e; correspondant aux fibres essentiellement singulieres sont définis sur
k. Ainsi, le groupe Br W/Br k est nul dés que r(0)s(0) = 0 (puisqu’alors il y a au
plus une fibre essentiellement singuliére), et méme dés que I’on n’a pas r(0) € ak*
et s(0) € ak*. Supposons donc que r(0) € ak*’ et s(0) € ak*, alors comme Z
est de type I, d’apres les lemmes 3.2. et 3.5. de [13], on a Br W/Brk = ker §, ou
6 : Biefo,00) Hom(Gal (Fi/k),Z/2) — Hom(G, Z/2) est définie par § = @;c(0,00) Oi

74



et §; associe au générateur 6; de Hom(Gal (F;/k),Z/2) le caractere x; de G qui
envoie ¢ € G sur -1 si g permute les deux composantes de la fibre en ¢;, sur 1
sinon. Pour ¢ € {0,000}, le caractére x; est ici non trivial et § est non triviale. On
a b9 = 6o donc le noyau de § n’est pas trivial car il contient agp @ a.. Ainsi, dans
ce cas, Br W/Brk = Z/2 ce qui achéve de prouver le théoreme 5.2.1.

6. Le cas général avec n =4

Nous traitons ici le cas ou n = 4 et ou le polynéme P est produit de deux
facteurs irréductibles de degré 2. Nous utiliserons une fibration en produit de
deux coniques permettant de calculer Pic (X) (ce qui permet d’ailleurs ensuite de
retrouver en partie le résultat arithmétique du théoreme 1.5.1 par des méthodes
de descente, voir la partie 7 de cet article).

6.1. Enoncé du résultat principal

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.1 Soit V/k Uhypersurface de A} définie par ’équation :

v — a2t = f(u,0)g(u,v)
avec f et g polynomes irréductibles de degré 2 premiers entre euz. On suppose que
les coniques de P définies par f et g sont lisses et se coupent transversalement.
On suppose ausst que V a des points lisses dans tous les complétés de k. Soit
X un modéle projectif lisse de V. Alors, le groupe Br X/Brk est nul (et donc
le principe de Hasse et l’approzimation faible valent pour X ) sauf dans les cas
sutvants, ou il est égal ¢ Z[2 :

o Les quatre points d’intersection des coniques définies par f et g forment
deuz paires de points conjugués dans k( /a).

o Ces quatre points sont conjugués et l’extension L[k de degré 4 associée
contient k(y/a).

Notons que V est k-birationnelle & la variété (qui est fibrée en A) définie dans
A? par les équations :
{ yi—az?= A

f(u, ) = Ag(u,v)

La méthode va consister, pour un modele propre lisse X de V, a construire une

résolution de Pic X par des G-modules de permutation (r_appelons qu’on note
G = Gal (k/k) et X = X x; k) et & en déduire H'(G,Pic X). On notera encore
@ et 1 les homogénéisés respectifs de f et g.
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6.2. Construction d’un modele projectif lisse de V

Soit X; la k-variété définie dans l'espace AL x PZ x P2 | dont on note les
coordonnées (A;y, z,11; x1, T2, t2), par les équations :

y? — az? = \t?
o(z1, T2, t2) = AP(z1, T2, t2)

Soit X, la k-variété définie dans une copie du méme espace, dont on note les
coordonnées (u;Y, Z,Ty; X1, X2, T2) par les équations :

Y% —aZ? = pT}
ﬂQO(Xl,XQ,Tz) = "Z)(XlaXZaTZ)

On définit alors X via le recollement :

X1i—-{A=0} — X;—{p=0}
(A;yazatl;ml,z%t?) — (I/A;y/’\,z/A,tl;zl/Aa$2/A,t2/A)

Proposition 6.2.1 X est une k-variété propre lisse.

Preuve : Soit 7 : X — P} le k-morphisme obtenu par recollement des projec-
tions de X; et X; sur A}l. Le morphisme 7 est propre donc X est propre sur k.
Par ailleurs, la conique y2 — az? = At? est dégénérée si et seulement si A = 0 et
la conique ¢(z1, Z2,12) = AP(z1, T2, 12) est dégénérée pour trois valeurs distinctes
non nulles de A € k (parce que ¢ et 3 définissent par hypothése des coniques
projectives lisses se coupant transversalement). De méme, pour u € k, les deux
coniques Y? — aZ? = uT? et pp(Xy, X2, T2) = (X1, X2, T:) ne peuvent dégé-
“nérer simultanément. Le critére jacobien montre alors immédiatement que X est
lisse.

6.3. Une suite exacte

Comme les deux coniques définies par ¢ et 1) sont en position générale, elles se
coupent en quatre points distincts de P%, que nous noterons Ry, Rz, R3, Rs. On
notera (a;)i1<i<s les valeurs de A pour lesquelles la conique définie par ¢ — Ay
est dégénérée, ce sont les racines dans k du polyndme det(¢ — A¢). Pour tout
point fermé P de P} tel que la fibre de X/P} en P soit dégénérée (on notera S
I’ensemble de ces points dits de "mauvaise réduction”), on note Kp le corps rési-
duel de P} en P; alors, pour 1 < 1 < 3, on a ¢(z1,2,t2) — aip(z1,22,82) =
Ai(z1,z2,t2)Bi(z1,22,t2) ou A; et B; sont deux formes linéaires définies sur
une extension quadratique ou triviale Ky de Kp (ou P est le point fermé de
P} correspondant & o), soit K§ = Kp(y/ap); quitte & permuter, on peut sup-
poser que les formes linéaires A; et B; représentent respectivement les droites
(R3R4) et (R1R2), que les formes A, et B, représentent les droites (RyR4) et
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(R1R3), et enfin que les formes A; et Bj représentent les droites (Ryf3) et
(R1R4). On note enfin G' = Gal(k/k(v/a)) et Gp = Gal(k/Kp), ainsi que
G% = Gal(k/Kp); on a donc G C G C G. On fixe § € k\ {0,a1,2,3}.
On a les diviseurs effectifs integres sur X :

Fp défini sur X; par A =0,y = \/az.

F‘o défini sur X; par A =0,y = —y/az.

Fp et Fp définis comme les composantes irréductibles de la fibre en P de X/P}
(P € S), et de méme F,, et F,,, composantes irréductibles de la fibre définie sur
X;par A=q; pour 1 <:< 3.

F défini sur X, par A =0 ("fibre générale”).

F., défini sur X, par p =0,Y =+/a Z.

F., défini sur X, par p=0,Y = —/a Z.

On désigne par fo,%, fp, };, frfoos ,7; leurs images respectives dans PicX et on

pose également Ep = —F+Fp+Fp, E; = —F+F;+F; pour P € Set: € {0,00}.
Avec ces notations, on a le résultat suivant :

Proposition 6.3.1 La suite suivante de G-modules est ezacte :

0T — M- PicX = Pic Xz, — 0

avec .
T = ZEy® ZE ® @ Z[G/GY).Ep
Pes _ —
M =17F @ (ZFy ® ZFo) ® (ZF., ® ZFy) & @ (Z[G/Gp).Fr & Z[G/G) . Fp)

PeS

(C’est-a-dire que T et M sont les sous G-modules de DivX respectivement en-
gendrés par {Eo, B, (Ep)pes} €t {F, Fo, Foo, (FP)pcg) €t w est la fléche induite
par la restriction a la fibre générique).

Preuve : On a les égalités :
div(A — 0) = F — Foo — Fop
div()) = Fo + Fo — Foy — Foy
div(A — 0;) = Fy, + Fa; — Foo — Fog

donc dans Pic X on a les relations f = foo + foo = fo+ fo = fa: + ?:,..Be ce fait,
I'image de la fleche T — M est bien incluse dans le noyau de M — Pic X. D’autre
part, on sait que le noyau de la fleche w est engendré par les composantes des
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fibres réductibles, d’ot ’exactitude de M — PicX — Pic_)?;(,,). Pour prouver
I’exactitude de T — M — Pic X, on est ramené, vu les relations ci-dessus,
a prouver que la famille (fo, foos fy fays foss fas), est libre dans PicX. Notons
qu’on sait déja que le Z-module Pic X est libre de type fini car la variété X est
rationnelle.

On fixe, pour 1 < i < 4, un systéme de coordonnées homogenes (z},z5,t5) de
R; € P2 . On dispose alors de sections de la projection 7 : X — P:, s0it e R;,
définies sur X; pour 1 <: < 4etee {-1,1} par A — (A,e\/a,l,O,xi,z_‘éité).
Ces sections induisent par image réciproque des morphismes ¢, g, : PicX —
Pic P}—c = Z. Notons que ¢, g, rencontre Fy (resp. F,) si et seulement si € = 1.
Soit alors (ao, @eo, @, a1, az,asz) dans Z° tel que :

aOfO + aoofoo + af + alfa; + a2fa2 + a3fa3 =0
Appliquons ¢, g; aux deux membres, il vient :

e Avece=1":

C=0

C+a2+a3=0
C+a;+a3=0
C+a1+a;=0

Ou C = ¢1,r;(a0fo + oo fo + af) = ao + a + a car o1 g; rencontre Fy et
F., ainsi que F. On en tire a; =a; = a3 =0 et apfo + G foo + af = 0.

e Avec ¢ = —1, on obtient alors ¢ = 0 et comme C = 0, on a ap = —@c.
Ainsi, on a ag(fo — foo) = 0 d’0l ag = as, = 0. Ceci achéve la preuve.

On notera 6 la fleche H*(G,T) — H?*(G, M) induite par la suite exacte de la
proposition 6.3.1 et w' la restriction de w : PicX — PicY;;(,,) a Pic X.

Corollaire 6.3.2 On a l’égalité : H'(G,Pic X) = ker 6/coker o’

Preuve : Introduisons I'image N de la fleche M — Pic X. On a les suites
exactes courtes :

0N 3PicX % Picyz(ﬂ) -0

0T ->M-—-N-=-0

¢ La deuxiéme donne, vu que H'(G,T) = H'(G,M) = 0 (T et M sont des
G-modules de permutation), la suite exacte :

0= HY (G, M) —» H(G,N) — H*G,T) > H*(G, M)
D’ou H*(G,N) = ker.



e La premiere donne naissance a la suite exacte :
0 — NS — (PicX)® = PicX % Pic Xy, — HY(G,N) — H*(G,PicX) — 0

En eflet, égalité (Pic X)¢ = Pic X est vérifiée car X a des points dans
tous les complétés de k et d’autre part —X—;(,,) est le produit de deux coniques
sur k(n) qui ont des k(n)-points, donc _X;(,’) est. isomorphe a P! x P! sur
k(n). Son groupe de Picard est donc Z @ Z avec action triviale de G et
H°(G, Pic-)?k(,,)) = Picyk(,’); on a aussi H(G, Picj(—g(,,)) = 0.

Ainsi, on a bien :

HY(G,PicX) = H'(G, N)/cokerw' = ker 8/coker w'

6.4. Calcul de cokerw'

Proposition 6.4.1 On a cokerw’ = Z/2 si les coniques définies dans P par ¢
et ¢ ont un point rationnel commun, et cokerw’ = (Z/2)? sinon.

Nous aurons besoin d’un lemme :

Lemme 6.4.2 Soient C; et C; deuz coniques (projectives, lisses) sur un corps F.
Si Cy n’est pas isomorphe a Cs, alors Pic (Cy x C3) = PicCy @ PicCs.

Preuve du lemme 6.4.2 :  Au niveau de la cloture algébrique F, on a déja
Pic (C; x C3) = Pic(C,) ® Pic (C;) = Z ® Z (avec action triviale de Gal (F/F)).
Notons e; un générateur de Pic(C;) et e; un générateur de Pic(C;). On a le
diagramme commutatif suivant, ou les suites horizontales sont exactes, valable
pour 1 <:<2:

0 —  Pic(C;) % Pic(C) & BrF
P L , 7l Lid

0 — PiC(Cl)(Cz) AN PlC(Ul X@z) —E’ Br F

Si a; désigne I'image de e; par I’application ; : Pic(C;) — Br F, on a (dans Br F)
2a; = 0 et a3 # a; parce que les deux coniques C;, C; ne sont pas isomorphes.
Identifiant Pic (C;) avec son image dans Pic(C;), on a Pic(C;) = Ze; si C; a un
F-point, Pic (C;) = 2Ze; sinon. Identifions de méme Pic (C; x C;) avec son image
dans Pic(C, x C3) = Ze; @ Ze,. Alors, si e; est dans Pic(C; x C3), son image
par ¢ dans Br F est nulle c’est a dire que o; = 0 et C; a un F-point. De méme,
P’élément e; + €3 ne peut étre dans Pic (Cy x C5) sinon son image par £ dans Br F
serait nulle et on aurait a; = a,. Ailnsi :



e Si C; a un F-point et pas Cy, alors Pic (C1) @ Pic(C2) = Ze; @ 2Ze; mais
comme e; n’est pas dans Pic(C,), on a vu qu’il n’était pas non plus dans

Pic (C; x C3) donc forcément Pic (Cy x C3) = Zey @ 2Ze;.

e Sini C; ni C; n’ont de F-points, alors Pic (C}) @ Pic(C,) = 2Ze; @ 2Ze,
et Pic(C; x C;) ne peut contenir ni e;, ni ey, ni e; 4 e, donc la encore la
seule possibilité est Pic (C; x C3) = 2Ze; @ 2Ze,.

Remarque : On peut voir de fagon plus géométrique que e; + e, n’est pas
dans Pic (C; x C;). En effet, en notant D = e; + €3, si D est dans Pic(C; x C2),
on peut introduire le F-espace vectoriel L(D) des fonctions sur C; X C, dont
le diviseur est > —D. Au niveau F, on a, par le théoréme de Riemann-Roch :
dimzL(D) ®f F = 4 donc la dimension sur F' de L(D) est aussi 4 et il existe un
diviseur effectif D’ de Pic (C; x C2) linéairement équivalent a e; + e2. Le bidegré
de D' étant (1,1), il induit un isomorphisme de C; sur C; (associant a un point
M; de C; le point M, de C; tel que D’ passe par (M;, M2)) ce qui est exclu.

Preuve de la proposition 6.4.1 : La fleche o’ : PicX — Pic_)?,;(,,) se
factorise via la fleche Pic Xj(,;) — Pic Xj(,) dont on est ramené a chercher le
conoyau. Pic X est le produit des deux coniques projectives lisses sur le corps
k(n) définies par C : y*> — az? = nt? et Cy : p(z1,22,t2) = nP(z1, T2, 12). Pour
une conique (projective, lisse) C sur k(7), on a une suite exacte :

0 — PicC — Pic(C)¢ = Z — Brk(n)

ol -C'-__= C Xin) k(n) mais les coniques C; et C; ont déja un k(n)-point donc
Pic (C;) = Pic (Ci xi(n) k(n))-

La fleche Z — Brk(n) associe a I’élément 1 de Z un élément a¢ de Brk(n) tel que
2ac = 0 et ac = 0si et seulement si la conique C' a un k(n)-point. Rappelons que,
d’apres le théoréme d’Amer-Brumer, la conique C a un k(n)-point (resp. un k(n)-
point) si et seulement si elle a un k(n)-point (resp un k(7)-point) appartenant 3
k (resp. a k). Ainsi, la conique C; n’a jamais de k(7)-point. La conique C; a un
k(n)-point si et seulement si ¢ et ¥ ont un k-point commun. D’autre part, les
coniques C; et C; ne sont jamais isomorphes sur k(7) sinon les éléments ac,, ac,
associés dans Br k(n) auraient en particulier méme résidu en zéro alors que ac, a
un résidu trivial puisque ¢(z1, T2, 12) est non dégénérée et ac, a un résidu égal a
a (vu comme élément de k*/k** = HY(G,Z/2) ¢ H(G,Q/Z)), donc non trivial.
D’aprés le lemme, on est ramené au conoyau de Pic Cy ®PicC; — Pic C;@Pic C,.
Si ¢ et 1 ont un k-point commun, alors ac, = 0 et a¢, # 0 donc PicC; — Pic C,
a pour conoyau Z/2 et PicCy — Pic C; a pour conoyau 0; dans ce cas, le conoyau
de w' est Z/2. Sinon, on a ac, # 0, et a¢, # 0 donc le conoyau cherché est (Z/2)2.

80



6.5. Calcul de ker8

Proposition 6.5.1 ker 0 s’identifie auz éléments de k* /k* xk* [k x[Ipes K};"/K},'2
de la forme (a™,a™, (ap™®)pes) (ou m,n,rp sont dans Z[2) tels que :

a™tr H NK;,/k(ap)”’ =1 dans k"/k'=2
PeS

Preuve : Par le lemme de Schapiro, on a, pour tout sous-groupe H de G,
H*(G,Z[G/H)]) = H'(H,Q/Z). Ainsi, si K} est une extension non triviale de
Kp,on a:

H*G,T)=H'(G,Q/Z)® H'(G,Q/Z) ® (SBSHI( P Q/Z))
€
H*G,M)=H(G,Q/Z)® H'(¢',Q/Z) & H'(G',Q/Z) & (D H'(Gp,Q/Z))

PeS

(Si Kp = Kp, on a G% = G% et il faut, dans la deuxieme égalité, remplacer
HI( ?»Q/Z) par H'(G%,Q/Z) @Hl( P» Q/Z)).

Le noyau de H'(G,Q/Z) — H'(G',Q/Z) est Hom((G/G"),Q/Z), c’est-a-dire
Hom(Gal (K/k),Q/Z) = Hom(Gal (K/k),Z/2) donc ce noyau n’est autre que
H'(Gal(K/k),Z/2). De méme, le noyau de H(G%,Q/Z) — H(G},Q/Z) est
H'(Gal (K%/K}),Z/2). Or, d’aprés la théorie de Kummer, H'(G, Z/2) ~ k*/k*
et H'(Gal (K/k),Z/2) correspond au sous-groupe de k*/k** engendré par a. De
maniére similaire, le groupe H'(Gal (Kp/K}p),Z/2) s’identifie au sous-groupe
de Kp*/K j,*z engendré par ap. Un élément de ker# s’identifie donc bien a un
élément du groupe multiplicatif k*/k* x k*/k* X [Ipes Kp*/ K },*2 de la forme
(a™,a™, (ap™)pes). Un tel élément est effectivement dans ker si et seulement
s’il est dans le noyau de H*(G,T) N HY(G,Q/Z), application composée de 0 et
de la projection de H*(G, M) sur H'(G,Q/Z).

Pour tout sous-groupe d’indice fini H de G, on a le diagramme commutatif :

HY(G,Z[G/H]) == H(H,Z[G/H])
! !
HY(G,Z) ¥  HY(H,Z)

La fleche ng,y : HY(G,Z[G/H]) — H'(G,Z) étant induite par le morphisme
d’augmentation Z[G/H] — Z et p, y : H*(H,Z[G/H]) — H?*(H,Z) par la pro-
jection Z[G/H] — Z (cf [11], exercice 3 p.128). Comme la fleche Z[G/G].Ep —
ZF correspondait (au signe prés) au morphisme d’augmentation Z|G/Gp] —
Z, la flecche H*(G%,Z) — H?*(G,Z) induite par ¢ correspond a la corestric-
tion (I'isomorphisme H?(H,Z) ~ H*(G,Z[G/H]) déja utilisé n’est autre que
(P&/m © Res)™).
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La corestriction étant un é-foncteur, on a alors un diagramme commutatif :

H¥Gp,Z) €=  HG,Z)

61 51
HY(Gp,Z/2) &=  HY(G,Z/2)
§1 §1

HY(Gp k) = Kb* &= HOG,k*) = k"

On sait que pour ¢ = 0, la corestriction n’est autre que la norme. Ainsi, la fleche
Kp*/Kp® — k*/ k** induite par ¢ est bien N, K1,/K> ce qui démontre la proposition.

6.6. Preuve du théoreme 6.1.1 : les différents cas
Avant de passer a la discussion, donnons un lemme qui simplifiera les calculs dans

certains cas :

Lemme 6.6.1 Avec les mémes notations qué précédemment, on a :

II Nkvj(ap) =1 dans k* [k
PeS

Preuve du lemme 6.6.1 : D’aprés ce qu’on a vu dans la preuve de la pro-
position 6.5.1, il s’agit de prouver que si {p désigne le générateur du groupe

HY(Gal (Kp/Kp),Z/2), I'image de ({p)pes par la fleche (qu’induit 6) :

%HI(G'«II (Kp/Kp),Z/2) — H'(G,Q/Z)

est triviale. Mais pour cela, il suffit d’appliquer la remarque suivant la preuve du

lemme 1 de [7] au fibré en coniques défini par ¢(z1,z2,t) = AY(z1, z2,t).

Nous démontrons alors le théoréme 6.1.1 en distinguant suivant les extensions
de k ou Ry, R;, R3, R4 sont définis.

o Siles R; sont tous définis sur k, d’aprés ce qui précéde on a cokerw’ = Z /2
et ker @ est le noyau de la fleche :

HY(Gal (K/k),Z/2) x H'(Gal (K/k),Z/2) — k*/k*
(@) — @™

(rappelons que H'(Gal (K/k),Z/2) s’identifie au sous-groupe de k*/k*" en-
gendré par a).

Ainsi, on a ker6 = Z/2 et H(G,Pic X) = 0.
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e Supposons R; et R; k-rationnels mais R3 et R4 conjugués dans ’extension
quadratique k(v/b) (b € k*\ k). On a encore cokerw’ = Z/2. Les droites
(R1R2) et (R3R4) sont toutes deux globalement k-rationnelles et la paire
de droites (R2R4), (R1R3) est conjuguée de la paire (R2R3), (R1R4). On en
déduit que o est dans k et az, a3 sont conjugués dans k(\/g) Pour le point
Py de S correspondant a a;,03,0ona Kp = Kp = k(+/b). Ainsi, on obtient
que ker @ est le noyau de :

HY(Gal (K/k),Z/2) x H (Gal (K/k),Z/2) — k*/k*

(a™,a™) +—— a™tm

C’est-a-dire qu’on a finalement ker6 = Z/2 et H*(G,PicX) = 0.

Remarque : Dans les deux cas précédents, V est en fait k-rationnelle
par le lemme 4.3.1.

e Supposons R;, R, conjugués dans I’extension quadratique k(v/b) et Rs, Ry
conjugués dans I’extension quadratique k(1/c) avec k(v/b) # k(1/c). Les
droites (R1R;) et (R3R4) sont toutes deux globalement k-rationnelles; on
a o € k mais a; et az sont conjugués dans k(v/bc). Pour le point Py de
S correspondant & az, s, on a Kj = k(vbc) et K&t = K}, (v/b), on peut
donc prendre ap, = b. Alors, on a Nk, /x(ap,)) = b = 1 dans E*/k**. Ainsi,
le groupe ker 6 est le noyau de :

[H'(Gal (K/k),Z/2))* x H'(Gal (K}, /Kp,),Z/2) — k*/k*

(am,an’ br) —_— am+n
De ce fait, on a ker8 = (Z/2)? et H'(G,PicX) = 0.

e Supposons Ry, R, conjugués dans I’extension quadratique k(v/b) et Rs, Ry
conjugués dans la méme extension quadratique. Alors, les droites (R; R;) et
(R3R4) sont toutes deux globalement k-rationnelles et les droites (R, R4) et
(R1R3) (ainsi que (RyR3) et (R1R4)) forment un couple de droites conju-
guées. On en déduit que a; est dans k pour 1 < ¢ < 3. Pour P; dans S
correspondant & o; (2 <7 <3),onaKp =ket Kf = k(+/b). Le groupe
ker @ est le noyau de :

[HY(Gal (K/k),Z/2)]* x H'(Gal (k(v/b)/k),Z/2)} —  k*/k*

(am, an.’ br, bs) —_ am+n.br+a

De ce fait, on a ker0 = (Z/2)? si k(v/b) # k(y/a) mais ker0 = (Z/2)? si
k(v/b) = k( /a). Donc, HY(G, Pic X) = 0si k(v/b) # k( /a) et H*(G,Pic X) =
Z/2 si k(v/b) = k(y/a). Ces résultats sont bien conformes & I’énoncé du
théoreme 6.1.1.
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e Supposons enfin que les quatre points R;, R,, R3, R4 sont conjugués. Soit
L/k Vextension de degré 4 correspondant et £ la cléture galoisienne de L.
Alors, le groupe G = Gal (L£/k) est un sous-groupe de Sy agissant transiti-
vement sur {R;, Ry, R3, R4} et il y a & nouveau plusieurs cas a distinguer :

— Si G est égal 3 S4 ou & Ay, alors le polynome det(p—At)) est irréductible
sur k et a1, s, a3 sont conjugués par G. De ce fait, I’ensemble S est
constitué d’un seul point fermé de P}, donc ker 8 C (Z/2)? et ainsi on
a forcément H'(G,Pic X) = 0. Comme A4 n’a pas de quotient d’ordre
2, on sait déja que si G = Ay, le corps L (et a fortiori L) ne contient
pas k(/a), et si G = Sy avec L D K = k(y/a), alors Gal (L/K)=A,4
donc on ne peut avoir L D k(1/a), toujours parce que A4 n’a pas
de quotient d’ordre 2. Ainsi, on trouve bien un résultat conforme a
I’énoncé du théoreme 6.1.1.

— Si G est égal au sous-groupe de Klein V; de S constitué de I'identité et
des doubles transpositions, alors pour 1 <1 < 3, la fibre f,; admet f,;
pour unique conjuguée par G. Ainsi, les éléments oy, a3, a3 sont dans k.
Par la théorie de Galois, il y a exactement trois extensions quadratiques
de k incluses dans L = £ (correspondant aux trois quotients d’ordre 2
G1,G2,G3 de G), soit k(v/d), k(1/<), k(+v/bc) qui sont les extensions K}’

ou les fibres f,; dégénerent. Ainsi, ker @ est le noyau de :

[H'(Gal (K/k),Z/2))? XfIHl(G;,Z/Q) — [k
(a"‘:-(-z",b",c’,(bc)‘) —  a™tmp.c (be)t

Il en résulte que H(G,PicX) = Z/2 si L D K = k(+/a); sinon, on a
HY(G,PicX) = 0.

— Si G est cyclique d’ordre 4 engendré par exemple par le cycle (1,2, 3,4),
alors a; est dans k et a;,a3 sont conjugués dans l’unique exten-
sion quadratique de k contenue dans L = £ (G n’a ici qu’un quo-
tient d’ordre 2, noté G/H), soit k(v/d). Si Q est le point fermé de
P} correspondant & a3, on a donc forcément Ko =ket Kg= k(\/E)
d’ou NK{Q/k(aq) = b. Par le lemme 6.6.1, on en déduit que si 3 désigne
un générateur de H'(H,Z/2), le groupe ker § est le noyau de :

HY(Gal (K/k),Z/2)* x H(G/H,Z/2) x H'(H,Z/2) — k*[k*

(am,an, br,ﬂa) —_ am+n.br+s

On a donc encore H'(G,PicX) = Z/2 si L D K = k(/a); sinon, on
a H'(G,Pic X) = 0.

— Si G est diédral d’ordre 8, engendré par exemple par la transposition
(2,4) et la double transposition (1,2)(3,4), o, est dans k, mais a; et
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agz sont conjugués. Si Q est le point fermé de P} correspondant a a3,
alors K{ est ’extension quadratique de k incluse dans L : en effet,
I’ensemble des éléments de G laissant fixe R; est le sous groupe G,
d’ordre 2 engendré par (2,4). Si L; est le corps fixe de Gy, on a L,
isomorphe a L et comme il existe un unique sous-groupe d’ordre 4 de
G contenant G; (le sous-groupe G, engendré par (2,4) et (1,3)), le
corps L contient une unique extension quadratique de k, soit k(\/g)
Comme K, est I'extension quadratique de k dans laquelle les droites
(R1R3) et (R2R4) sont conjuguées, on a bien Gal (L/K() = G2 et
K = k(+/b). Maintenant, en appliquant le lemme 6.6.1, on voit que
ker 8 est le noyau de :

[ (Gal (K /), 2/ x T]H'(Gal (KE/Kp), 2/2) — K[k
. € (am’an’br,ﬂs) —_ am+n.br+s

(Si P, est le point fermé de P} correspondant & a; et a3, on note
un générateur du groupe H'(Gal (Kp, /Kp,),Z/2) qui est d’ordre 2).

On a donc encore H!(G,PicX) = Z/2si L D K = k(,/a) et sinon
H'(G,PicX) =0.

Ceci acheve la preuve du théoreme 6.1.1.

6.7. Cas dégénérés avec n =4

Nous achevons ici notre étude en examinant le cas ou 'on n’est pas dans les
hypotheses du théoréeme 6.1.1.

Proposition 6.7.1 Soit V la k-hypersurface de AL d’équation :
k

y2 - 022 = f(x17z2)g(xl)x2)
avec f et g polynémes irréductibles de degré 2 premiers entre euz; on note p(z1, T2,1)
et Y(z1,2,t) les formes quadratiques associées @ f et g. On suppose que l'inter-
section des noyauz des formes quadratiques ¢ et i est réduite a 0. Soit X un
modéle projectif lisse de V. Alors :

e Siles coniques ¢ et 1) ne se coupent pas transversalement, elles se coupent
en deuz points d’intersection définis sur une extension quadratique ou iri-
viale de k. On a Br X/Brk = 0 sauf si cette extension est k(/a), auquel
cas Br X/Brk est isomorphe a Z/2.

e Si 'une des formes @, est dégénérée, on a encore Br X/Brk = 0 sauf
quand les dcuz conditions suivantes sont remplies (auquel cas Br X/Brk
est isomorphe a Z/2) :
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1. Ni @ nip nlest du type (T).

2. L’intersection des coniques ¢ et 1) consiste en quatre points conjugués

dans une eztension du type k(y/a,/b) avec k(v/a) # k(V/b).

Preuve :

e Siles deux coniques définies par ¢ et 1) ne se coupent pas transversalement,
on peut supposer que :

f(z1,32) = (a2} — b23) + C)
g(z1,22) = (B(z? — bz3) + C)

avec a, § dans k* et C,C’ dans k (non tous deux nuls). La proposition 3.2.1
et le théoreme 3.2.2 nous disent déja que Br X/Br k est un sous-groupe de
Z/2 et qu'une condition nécessaire pour qu’il soit non trivial est k(y/a) =
k(v/b). Supposons réciproquement que k(v/a) = k(vb); la variété V est
ainsi k-birationnelle a la k-hypersurface V' de A} d’équation :

y? — az® = (a(2] ~ az3) + C)(B(a1 — az3) + C')

On conclut alors que Br X/Br k est non nul par un raisonnement analogue
a celui de la fin de la preuve de la proposition 4.5.1 : soit A un anneau
de valuation discrete, avec k C A C k(X) = Frac A, le restant au niveau
K = k(4/a) et soit v la valuation associée. Si v(f(z1,z2)) est impaire, alors
comme B f(z1,z2)—ag(z1, ;) = C” avec C” constante non nulle, on a forcé-
ment (vu que v(g(z1,z2)) est aussi impaire) v(f(z1,z2)) = v(g(z1,22)) < 0.
Mais alors, on a aussi v(f(z1,z3) — C) impaire donc v(z? — az?) impaire,
d’ou une contradiction. Le résultat en découle.

e Si la forme ¢ par exemple est dégénérée, on peut supposer que f(z;,z2) =
a(z? — b) avec b, a dans k* et k(y/a) # k(v/b) (si k(v/a) = k(+/b), la forme
¢ est du type (T) et la variété V est k-birationnelle a une quadrique donc
BrX/Brk = 0). On peut également supposer que la restriction de ¢ au
noyau de ¢ est non nulle (donc non dégénérée) sinon les coniques ¢, ) ont
un point rationnel commun et la variété est k-rationnelle. Apres changement
de variables linéaire, on se raméne & g(z1, z2) = z5—C(z;) avec C polyndme
non nul de degré < 2 et B € k*. Si C(z;) est le produit de a et du carré d’un
facteur de degré 1, alors 9 est du type (T) et V est encore k-birationnelle
a une quadrique. Nous exclurons désormais ce cas.

Supposons Br X/Brk # 0. Alors, I'intersection des coniques ¢ et ¥ consiste
en quatre points conjugués (si elle consistait en deux paires de points conju-
gués dans k(v/b), le théoreme 3.2.2 scrait contredit). Soit L ’extension de
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degré 4 associée et L sa cléture galoisienne. On a déja L D k(v/b) et d’apres
le théoreme 3.2.2, on doit aussi avoir L D k(y/a). Ceci exclut le cas ou
L[k est cyclique de degré 4, et aussi le cas ou L/k est diédrale de de-
gré 8 (car dans ce cas L ne contient qu’une extension quadratique, voir
le dernier cas de la preuve du théoréme 6.1.1). Ainsi, seul reste le cas ol
L = L = k(v/a,v/b) ce qui donne déja la condition nécessaire cherchée.

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, on a C(z;1) = aL(z;)* +
B(z? — b) avec B € k* et L(z;) polyndme de degré 1. Soit A un anneau
de valuation discréte, avec k C A C k(X) = Frac A, le restant au niveau
K = k(/a) et soit v la valuation associée. Si v(z? — b) est impaire, on a
v(z1) = 0; pour tout v de k, on a aussi v(z1 +7) = 0 (sinon v(y* —b) > 0
alors que b n’est pas un carré dans k puisque le polynéme f est supposé
irréductible). Ainsi, on a également v(L(z1)) = 0 donc v(z2 — aL(z;)?) est
paire et < 0. Comme v(z3 — aL(z;)? — B(z? — b)) doit étre impaire (vu que
v(y? — az?) est paire), on obtient une contradiction avec le fait que v(z?—b)
est impaire et > 0. Ainsi, les conditions 1 et 2 sont bien suffisantes pour
avoir Br X/Br k # 0 d’ou le résultat avec la proposition 3.2.1.

7. Méthodes de descente

Dans cette section, nous allons retrouver dans certains cas le théoreme 1.5.1 en
utilisant la méthode de la descente de Colliot-Thélene et Sansuc. Cette méthode
a déja été employée avec succes pour plusieurs classes de variétés, comme les
surfaces de Chatelet ([5]). Celles-ci servent d’ailleurs de constituants élémentaires
pour la méthode de fibrations qui permet d’établir que ’obstruction de Manin
au principe de Hasse et a ’approximation faible est la seule pour les variétés que
nous étudions dans cet article (cf rappels de 1.5). Il est de ce fait intéressant de
voir comment cette méthode peut ici fonctionner dans certains cas, ce qui permet
d’éviter le recours au théoréme 1.5.2 (dont la preuve est relativement longue et

délicate, cf [8]).

7.1. Le cas ou le groupe de Brauer est non trivial

Théoréme 7.1.1 Soit V/k : y* — az? = f(21,...,Zm)9(T1, -y Tm) avec m > 2,
f et g étant des polynomes irréductibles de degré 2 premiers entre euz. Si le
diviseur de f (suf un modéle projectif lisse X de V) est une norme de ’exten-
sion K[k (K = k(y/a)), alors lobstruction de Manin au principe de Hasse et a
I’approzimation faible pour X est la seule.

Remarque : D’apres la proposition 3.2.1, les hypothéses du théoreme précé-
dent sont vérifiées si et seulement si Br X/Brk # 0.
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Preuve : Si ¢, désignent les homogénéisés respectifs de f, g, nous pouvons
supposer que l'intersection de leurs noyaux est réduite a 0 (sans quoi on se ramene
a un m plus faible). Comme f/g est une norme, les diviseurs de f et g sont par
hypothése des normes de ’extension K/k. Soit U un ouvert de Zariski de V, inclus
dans Ve, €t sur lequel f et g sont inversibles. Soit (P, )veq, une famille de points
de U(k,). S’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse et a I’approxi-
mation faible on a, d’aprés le lemme 3.1.1, en notant P, = (z3,...,z5,,y",2") :

2 3u(f(R)) =3 ju(9(P,)) =0 dans Z/2

Or, on a la suite exacte, issue de la théorie du corps de classes global (cf [9], pages
194-195) :

0 — k*/NK* — | |k2/NK: Z"2/2—0

ou j, est le plongement donné par la théorie du corps de classes local et K, est
le complété de K pour une place au-dessus de v. Ainsi, il existe ¢; et c; dans k*
vérifiant ¢; = f(z},...,z%,) et ¢ = g(z}, ..., z%,) dans k}/NK. Considérons alors
la variété de descente Y suivante :

f(z1y00Tm) = a1(uf — av}) #0
9(z1y ey Tm) = c2(u? — avd) #0
v —az? = f(z1,.,Zm)9(Z1y oy Tm) F# O

D’apres le choix de ¢, ¢z, il existe (M, )yeq, , famille de points locaux de Y, dont la
projection sur V est P, (c’est-a-dire que M, = (z}, ..., 2%, y", 2%, u}, uy, vy, v3)). Il
nous suffit donc pour conclure de montrer que Y (qui est lisse) satisfait le principe
de Hasse et ’approximation faible (on a donc effectué ici une descente d’un type
particuliérement simple, comme dans [3]).

Effectuons le changement de variables uz + \/avs = (y + v/az)/(u1 + /avy)(u2 +
Vavs), uz — /avs = (y — v/az)/(u1 — /avy)(uz — v/avs). On voit alors que Y est

k-birationnelle & la variété Y; définie dans AJ**® par les équations :
u? - avi= e #0
f(z1,eeszm) = a(u?—av?) #0
g(xlv'"axm) = C2(u2_av2) # 0

Soit Z la k-variété définie dans P} par les équations :

So(zlv zm, ) ' l(ul - avl)

P21,y Tmyt) = eo(uj — avi)
C’est 'intersection de deux quadrlques dans P} (r = m+4) avecr > 6, qui n’est
pas un céne (car I'intersection des noyaux de ¢ et 1 est réduite a 0), contenant
une paire de droites gauches conjuguées, soit (z; = ... = z,, =t =0, uy; =
e/avy, up; = €y/av,), € € {—1,1}. D’apres le théoréme 13.2 de [5], un modele
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projectif lisse de Z vérifie le principe de Hasse et ’approximation faible. Il en va
donc de méme de Y] (qui est k-birationnelle au produit de Z et d’une conique).
D’ou le résultat.

7.2. Le cas ou le groupe de Brauer est trivial, avec n =4

Le but de ce paragraphe est de retrouver que le principe de Hasse et ’approxi-
mation faible valent dans certains cas ou le groupe de Brauer est trivial. Plus
précisément, nous établissons, par une méthode de descente :

Proposition 7.2.1 Soit X un modéle projectif et lisse de la k-variété d’équa-
tion :

y? — az’ = f(u,v)g(u, )

avec f et g polynomes irréductibles de degré 2 premiers entre euz. On suppose que
les coniques de P% définies par f et g sont lisses et se coupent transversalement
suivant deuz paires de points conjugués. Alors, l'obstruction de Manin au principe
de Hasse et a l’approzimation faible sur X est la seule.

Preuve :

Premiére étape : équations des variétés de descente. Nous utilisons la
théorie générale de la descente qui est développée dans [6]. Plus précisément,
nous allons calculer les équations des torseurs d’un certain type et utiliser ensuite
le théoreme 3.8.1 et le corollaire 3.8.8 de [6] qui nous disent que si ces torseurs
vérifient le principe de Hasse et l’approximation faible, alors ’obstruction de
Manin au principe de Hasse et & I’approximation faible pour X est la seule. La
variété considérée admet comme modele projectif lisse X la k-variété construite
dans la proposition 6.2.1 (nous gardons les notations de ce paragraphe), qui est
fibrée au-dessus de P} . Notons Up l'ouvert de P} complémentaire de ’ensemble
{0,00,0} U {ep}pes, ou 0 est tel que la fibre en # n’est pas dégénérée (fibre
générale) et les fibres en 0, 00, ep sont les fibres dégénérées (cf 6.3), et U 'image
réciproque de Uy par la projection « : X — P} . Nous allons démontrer :

Lemme 7.2.2 Soit X la flecche N — Pic X définie dans la preuve du corollaire
6.3.2. Alors :

o X posséde des torseurs de type A.
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o Un torseur de type \ est k-birationnel a une k-variété définie dans A}° x
Ilpes RK;/kA2 par les €quations :

u = 0;(u? — av})
v = 05(u2 — avl)
u — epv = Op(ub — apv?) (PeS)
v(y?—az?) =u

v f(z1, 932) = uQ(xl, T3)

ot u,v,y, 2, U, V1, Uz, V2, T1, T2 Sont des variables a valeurs dans k et up,vp
des variables d valeurs dans Kp. La constante ( 01,02,(0p) ) est dans k* x

k* x Tlpes Kp

Remarque : Pourtout P de S, ’équation u—epv = 0p(u%—apv?) correspond
en fait & [K} : k] équations sur k, que 'on peut obtenir, si s = [Kp : k] et
Kp = k(x), en écrivant :

up =Up+ Urx + ... + Uprx* ™

vp=Vo+Vix+ ...+ Viarx*™

ep=FEo+ Eix+ ..+ E,_1x"!

a, = Ao+ Aix + ... + ApiX* !

et en identifiant les coefficients de x? pour 0 < j < s — 1. Les nouvelles variables,
qui elles sont & valeurs dans k sont alors les U et les V; (1 < j < s—1). Cet abus
de notation se révele toutefois pratique pour éviter d’alourdir encore les équations
des torseurs.

Preuve du lemme 7.2.2 : Posons Y = X — U. La suite exacte de la propo-
sition 6.3.1 s’écrit :

0 — k[U]*/k* — DivyX — PicX = PicU — 0
(PicU = Pic_X;(n) =Z @® Z). 1l lui correspond les deux suites exactes courtes :

0— N 3 PicX % PicXgy,) — 0
0T —-M->N=-0

(cf preuve du corollaire 6.3.2). Les G-modules T et M sont respectivement iso-
morphes & ZOZ® (B pesZ[G/Gp)) et A ZHZ[G/G' D ZIG/G' D (B pesZ[G/G%)),
sauf si G% = G’p, auquel cas il faut remplacer Z[G/G%] par Z|G/G’]® Z[G/G%);
rappelons aussi que la fleche Z@Z @ (B pesZ[G/Gp]) — Z induite par projection
sur Z de la fleche T' — M est 'opposée de la fleche d’augmentation.
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Par dualité, on obtient (si Kp est une extension non triviale de K}), en notant
S,S’, S0, 8 les k-tores dont les duaux sont respectivement N,Pic X, M,T, les
suites exactes de k-tores :

1-G, =S8 —=S—1

1-85— Gm,k X (RK/ka)2 X H RK;/ka N an X H RK}/ka —1
Pes Pes

ol v associe & I’élément (2,20, 1o, (tp)) de G X (Rr/kGm)? X [1pes Rkt /kGm
I’élément ( t—lNK/k(to), t—lNK/k(too), (t"lNK;;/KrP(tp)) ) de G?n x[Ipes RK}./ka-
(Si Kp = Kp, il faut remplacer Rgu/tGm par (Rk1,/xGm)? et I'image par v de
(tp,tp) € (RK;/ka)Z est tptp au lieu de NK;’,/K’P(tP))-

Comme le G-module T = k[U]*/k* est de permutation, la proposition 2.2.8. de [6]
nous dit qu’il existe des torseurs de type A sur X (rappel : si 7 est un S-torseur
sur X, le type de T est défini comme ’image de la classe de 7 par I’application
canonique de H'(X,S) dans Homg(S, Pic X)) . Leur description locale est tout
a fait analogue & celle que I’on obtient pour les fibrés en coniques (cf [6], 2.6). La
restriction 7y a U d’un torseur de type A est définie par le diagramme commutatif
de produits fibrés :

TU — Wy, — So
! ! v

U - U, -5 &8

avec ¢ : ¢ — ( (1z,(2,((p(z — ep)) ); ici ( (1,(2,({p) ) est une constante de
k* x k* x [Ipes Kp et Uop, qui ne contient pas le point a I'infini, est vu comme

sous ensemble de A} . Ainsi, la variété W, est défini dans AZ x A? x A} x
I1pes Rx1 kA’ par les équations :

G = £ (w2 — av?) # 0

G=t"1(u2—av?)#0

(p(z —ep) = t7"(up — apv}) #0 (VP € 5)

t#0
(ceci si Kp est une extension non triviale de Kp; sinon il faut remplacer I’expres-
sion (u% — apv}) par upvp, mais comme on peut prendre dans ce cas ap =1, la
variété définie ci-dessus reste bien de toute fagon k-birationnelle & Wy).
En posant u = zt,v = t, on voit alors que Ty (qui est le produit fibré de W, et

de U au-dessus de Up), et donc également T, est k-birationnel a la k-variété de
A} x [Ipes R;qp/kA2 d’équation :
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u = 6,(u? — avd)

v = 02(u? — av?)

u — epv = Op(ud — apvd) (VP € S)
v(y? —az?) = u

vf(z1,22) = ug(z1,2)

ol u,v,¥y, 2z, Uy, V1, Uz, V2, T1, T2 sont des variables & valeurs dans k et up,vp des
variables a valeurs dans K. La constante ( 8y, 82, (0p) ) est dans k* Xk*x[]pes Kp
(c’est 'inverse de ( (1,(2,({p) )). Ceci acheve de prouver le lemme 7.2.2.

Deuxiéme étape : étude des différents cas Si nous excluons le cas ou
Br X/Brk n’est pas trivial (cas traité au paragraphe précédent) et le cas ou X
est k-rationnelle (ce qui correspond aux deux premiers cas étudiés en 6.6.), il reste,
pour démontrer le théoréme 7.2.1, & traiter les cas suivants (on utilise toujours
les notations de 4.3.):

e Supposons R;, R, conjugués dans I’extension quadratique k(v/d) et Rs, Ry
conjugués dans la méme extension quadratique. On peut supposer qu’au-
cune des droites (R;R;) (1 <1 < j < 4) n’est la droite a l'infini du plan
projectif. Alors, la droite (R R4) a pour équation affine Ly(z1,z2) =0 et la
droite (R2R3) Lo(z1,22) = 0, avec Ly, L, formes affines définies sur k(\/l;)
Comme les droites (R; R3) et (R; R4) sont leurs conjuguées respectives dans
k(+/b), il est facile de voir que la condition que les deux coniques définies
par f et g passent par les R; s’exprime par :

f(z1,22) = Ny ) u(La(21, 22)) + 2Ny 5y 5 (L2(21, 22))

9(z1,72) = C3Nk(\/5)/k(L1(zl’x2)) + C4Nk(\/3)/k(L2($1’ z2))

avec les ¢; constantes non nulles de k. On a a; = ¢1/c3 et az = c2/cqy; les
constantes aj, 2,3 sont dans k. D’apreés le lemme 7.2.2, un torseur de
type A est k-birationnel a la k-variété définie dans A}® par les équations :

u = 0;(u? — av})

v = 05(ul — avl)
v(y?—az?) =u
vf(21,22) = ug(z1,72)
u — ayv = 03(uzvs)

u — v = O4(u? — bv?)
u — azv = O5(u? — bv?)



(avec toutes les variables a valeurs dans k; les notations sont toujours celles
de 4.3.). Une transformation k-birationnelle évidente ramene ceci a :

u = 61 (u? — av?)
v = O(u? — avi)

Y2 - GZ2 = 91/02

ca(u — a2v)Nk(\/5)/k(L1 (z1,%2)) = —ca(u - a3v) Ny /57 (L2(1, 72))
uU—a1v = 03('113‘03)

u — aav = O4(u? — bvi)

u — azv = 05(u? — bv?)

( Y,Z étant de nouvelles variables a valeurs dans k, avec Y + /aZ =
(y + vaz)(uz + v/avz)/(u1 + v/av1)). Ceci est encore k-birationnel a :

u = 6;(u? — av?)

v = 0(u2 — avl)

Y2 —aZ2 = 01/92

Nk(\/g)/k)[(W + \/504)L1($1, z2)/(us + \/—bvs)L2($1, z3)] = —cafs5/c304
Uu-—a1v = 03('113’03)

u — agv = O4(u? — bvl)

u — azv = O5(u? — bv?)

Et en posant X; + vbX; = [(uq + \/5v4)L1(x1,z2)/(u5 + \/51)5)1;2(:1:1,:1:2)],

on voit que ceci est encore k- birationnel a :

u = 0, (u? — av?)

v = 02(u? — av?)

Y2 — GZ2 = 01/02

Nk(ﬁ)/k)(Xl + \/ZXz) = —c405/c304
V3 = (u - alv)/03U3

u — agv = f4(ul — bv?)

u — azv = Os(u? — bv?)

En effet, si on note Li(z1,z2) = a1z1 + biza + ¢ et Lo(z1,22) = a2z +
b2zs + ¢ (les ay, biyc; sont des constantes de k(\/l_a)), les constantes c; et
c; ne peuvent étre simultanément nulles puisque le point d’intersection des
droites affines définies par L; et L, n’est pas k-rationnel. Pour vérifier que
la transformation effectuée est bien birationnelle, il suffit alors de montrer
que le déterminant du systéme en (z1,z;) associé n’est pas nul. Ceci est
équivalent a dire que :

[(Us-i-\/zvs)(Xl +\/l_)X2)ag-—(u4+\/5v4)a1]/[(u5+\/—b05)(Xl+\/5X2)b2—(u4+\,/5v4)b1]
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n’est pas défini sur k. Mais ceci résulte de ce que les droites affines définies
par L, et L, sont sécantes en Rz, donc azb; — a1b, # 0.

Alors, la nouvelle variété obtenue est encore k-birationnelle au produit de
deux coniques, d’une droite, et de la k-variété affine d’équation :

0;(u? — av?) — agbz(u? — av?) = 04(u’ — bvl)
61 (u? — av?) — azbz(ul — av?) = s5(u? — bv?)

Cette derniére vérifie le principe de Hasse et ’approximation faible, toujours
d’apres le théoréme 13.2 de [5] car c’est un cone dont la variété projective
associée est l’intersection de deux quadriques dans P7 contenant la paire
de droites conjuguées us = v4 = us = vs = 0,u; = €\/avy, u; = €4/avq, € €
{—1,1}. Maintenant, les résultats de [6] (théoréme 3.8.1. et corollaire 3.8.8.)
nous disent que comme les torseurs de type A satisfont le principe de Hasse
et approximation faible, 'obstruction de Brauer-Manin au principe de
Hasse et a I’approximation faible pour la variété initiale X est la seule;
en particulier, dans ce cas, la variété X vérifie le principe de Hasse et
l’approximation faible puisque Br X/Br k = 0 (théoréme 6.1.1).

Supposons R;, R; conjugués dans ’extension quadratique L(\/B) et Rs, Ry
conjugués dans I’extension quadratique k(1/c) avec k(v/b) # k(y/c). Notons
K = k(vVbe) et F = k(v/b, 1/c). On suppose encore que les droites (R2R;) et
(R2Rs) sont respectivement définies par les F-formes affines Li(z1,z2) et
Ly(z1,z2). Les droites (RyRs) et (R1R4) sont leurs conjuguées respectives

dans K. Ailnsi :
f(z1,22) = e Nxyc(La(z1, 22)) + c2Nr/x(La(z1, 2))

9(1'1, 3?2) = Cst/x(Ll(fCl, -’Cz)) + C4N}‘/x(L2($1, xz))

(ol ¢1, €2, €3, ¢4 sont non nuls dans K). On a a@; = ¢1/c3 et a3 = cz/cq. La
constante a; est dans k, tandis que o, et a3 sont conjugués dans K. D’apres
le lemme 7.2.2, un torseur de type A est k-birationnel & la k-variété définie
dans A} X Rx/xA? par les équations :

u = 0;(u? — av?)

v = 05(u? — avl)
v(y?—az?)=u

vf(z1,22) = ug(z1,22)

u — ayv = 03(usv3)

u — v = 04 Nr/x(ug + \/1—71)4)

(Rappelons que o est dans k, tandis que les constantes ay, 03,04 ainsi que
les variables u4, v4 sont dans ). Cette variété est encore k-birationnelle a :
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u = 0;(u? — av?)

v = 05(u2 — avd)

Y2 —-aZ?2=9,/6,

vf(z1,72) = ug(as, )
u—ov = 93(‘(13'03)

u — v = 04Nr/c(uq + \/1_71)4)

Vu les expressions de f et g, les équations précédentes s’écrivent :

u = 6, (u? — avd)

v = 0z(ui — avl)

Y2 - aZ2 = 01/02

ca(u — a2v)Nryx(La (21, 22)) = —ca(u — @30) Ny (La(z1, 22))
Uu—aiv = 03('(13'03)

u — agv = 04N5/xc(uq + Vbug)

Soit encore :

u = 0;(u? — av?)

v = 0x(ul — avl)

Y? — aZ2 = 6, /6,

304Nz (us + Vbva) Nrjc(Li(21,72)) = —cabsNr/xc(us + Vovs) Ngjic(L2(z1, 72))
u — a1 = 03(uavs)

u — agv = 04 Nr/x(ug + Vbos)

(us, vs sont les variables conjuguées dans K de uy,vq4, tandis que 65 est la
constante conjuguée dans K de 64). Et ceci est encore k-birationnel (en
“simplifiant” les normes de la quatrieme équation) a :

u = 01 (u? — av?)

v = 05(uZ — avd)

Y2 —aZ%=6,/6,

Nre(X: + \/5X2) = —c304/c40s
Uu—av = 03('(13‘03)

u — v = 04Ny /xc(us + Vbvy)

(ot X1, X, sont de nouvelles variables a valeurs dans X). Ceci est k-birationnel
au produit d’une conique, d’une droite, et des deux k-variétés V; et V,
d’équations affines respectives :

Vi Nf/K(Xl + \/Exz) = —c304/cq0s
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Vo 01(uf —av?) - a292(u§ — av%) = 04Nr/x(us + \/_lrv4)

(Les variables X1, X3, u4, v sont a valeurs dans K, et les variables uy, v, uz, vz
a valeurs dans k).

En posant X; = z; + \/IJ—C.’IJ'I,Xz =z + \/b—ca:'2 (les nouvelles variables
zy,24, 2,25 sont a valeurs dans k), on voit que V; est k-birationnelle a la
k-variété V| de P} d’équation =

z2 — bz + be(zf — bz) = cst?
717} — bzozh = cet?

(ol cs, cs sont des constantes de k : on a —c364/cals = cs + V'becs).

Avec la proposition 5.2 de [5], on voit que V} satisfait le principe de Hasse
et ’approximation faible puisque cette intersection de deux quadriques
contient une paire de droites conjuguées (t = 0,z} = eVbz!,z, = ev/bzh,
avec € € {-1,1}).

D’autre part, la variété V, est un cone dont la k variété projective asso-
ciée est une intersection de deux quadriques dans P] contenant la paire
de droites gauches conjuguées : uy = vy = 0,u; = €/avy, us = £4/avy, € €
{-1,1}. Donc V; vérifie aussi le principe de Hasse et ’approximation faible.
Ainsi, il en va de méme des torseurs de type A et on conclut avec les résultats

de [6].

Remarque : A priori, la méthode que nous avons employée pour établir la
proposition 7.2.1 échoue quand les deux coniques définies par f et g se cou-
pent suivant quatre points conjugués (et non plus suivant deux paires de points
conjugués) : par exemple, quand les quatre points sont définis sur une extension
L = k(v/b,+/c) de k avec Gal (L/k) = (Z/2)? (c’est dans ce cas que les calculs
sont les plus simples), on se raméne, pour prouver que les torseurs de type A
satisfont le principe de Hasse et ’approximaton faible, a établir ces propriétés
pour la k-variété définie dans A1° par les équations :

01 (u? — av?) — 10, (u2 — av?) = 03(u? — bv?)
01 (u? — av?) — a20,(u2 — av?) = 04(u? — cv?)
01 (u? — av?) — azbz(uk — av?) = 05(u — bev?)

(les constantes 6; sont dans k*, les o; sont tous dans k mais ici, aucune des
trois extensions K/ n’est triviale, ces extensions sont k(v/d), k(1/c), k(v/bc) ). On
tombe donc sur une intersection de trois quadriques (et non plus deux) que nous
ne savons a priori pas traiter. C’est ce qui justifie le recours aux méthodes de
fibration basées sur le théoreme 1.5.2 pour couvrir tous les cas.
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8. Contre-exemples au principe de Hasse et a
Papproximation faible

Nous donnons dans cette section des contre-exemples numériques au principe de
Hasse et a I’approximation faible . On pourra consulter le paragraphe 5 de [§]
pour une approche différente, consistant a prouver 'existence de familles (non
explicites) de contre-exemples a ’approximation faible.

8.1. Un contre-exemple a ’approximation faible dans le
casn=+4

Proposition 8.1.1 Soit V la Q-hypersurface de A‘(‘Q d’équation :
y? + 2" = (21— 2)* + 25 = 3)((21 + 2)* + 27 - 3)

Soit X un modéle projectif lisse de V. Alors X ne vérifie pas approzimation
faible (il y a obstruction de Manin).

Notons que d’apres le théoreme 6.1.1, on est bien dans le cas ou BrX n’est
pas trivial, mais égal & Z/2 car si nous posons f(zy,z2) = (z; —2)* + 72 — 3 et
g(z1,z2) = (z1+2)?+ 22 -3, les coniques projectives associées & f et g ont quatre
points d’intersection formant deux paires de points conjugués dans K = Q(7).
On notera U Pouvert de Zariski de X défini par y% + 2% = f(z1,z2)g9(z1,22) # 0.
Cet ouvert est lisse. Pour tout p, on fixe une place de K au-dessus de p et on
note K, la complétion de K associée.

Nous utiliserons deux lemmes :

Lemme 8.1.2 Soit M, € U(Q,) un point local avec p premier et p & {2,00}.
Alors f(M,) est trivial dans Q;/NK.

Preuve du lemme 8.1.2 :  On peut se limiter a p inerte (sinon Q;/NXK;
est trivial) c’est-a-dire a p tel que -1 n’est pas un carré dans Q;, ou encore
a p = —1[4]. Alors, rappelons (cf [12]) que si @ € Qj, alors @ € NK; <=
vp(a) est paire. Supposons donc v,(f(z1, 7)) impaire avec (y, z, z1,22) € U(Q,).
Alors v,(f(z1,22)) > 0 car sinon v,(f(z1,22)) = vp(f(z1,22) + 3) (v,(3) > 0)
or f(z1,z2) +3 = (21 — 2)* + z2 est une norme de ’extension K,/Q, donc sa
valuation p-adique est paire. Ainsi, vy(f(z1,2)) > 0 et comme v,(f(z,22)) et
vy(g(z1,72)) ont méme parité (f(z1,z2)9(z1,22) = y* + 2% est une norme de
K,/Q,), le méme raisonnement que pour f prouve que v,(g(z1,z2)) > 0. Donc,
on a vp(f(z1,z2) — g(z1,22)) > 0, C’est-a-dire que v,(8z1) > 0 soit v,(z1) > 0.
Mais alors, on a v,(f(z1,72)) = vy(2? — 421 + 22 4+ 1) et comme v,(z3 + 1) est
paire v, (73 + 1) > vy(z} —4x;) (sinon v,(f(z1,22)) = vp(zk + 1) ). Alors, comme
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v.(z1) > 0, on a vy(z? —4x1) > 0 d’ot vy(z3 + 1) > 0 et en particulier z, € Z,.
Mais alors, z2 +1 = 0[p] ce qui est exclu car p = —1[4]. Ainsi, v,(f(z1,22)) est
paire et on a le résultat.

Lemme 8.1.3 L’image de U(Q3) par Uapplication ¢, : U(Q2) — Q5/NK; qui
a un point local (y,z,z1,z2) associe la classe de f(z1,z;) est €gale a Q3/NK;
tout entier. )

Preuve du lemme 8.1.3 : L’extension Q(7)/Q est ramifiée en 2. Si a € Q3,
onaa€ NK; < u=1[4],ou a=2",u€ Zjn €Z (cf [12]). Le cardinal de
Q3/NKJ est 2.

Considérons le point local de U(Q2) défini par y = 0,z = 2,z; = 0,2z, = 1.
Alors, on a f(z1,z2) = 2 € NK; donc ¢, envoie ce point sur I’élément trivial de
Q3/NK;. -

Prenons maintenant z; = 3,z = 0 dans Q2. Alors f(z1,z2) = -2 € NK3
(car =1 # 1[4]) et g(z1,22) = 22 ¢ NK; (car 11 # 1[4]). Par contre, on a
f(z1,22)9(z1,22) € NK; (car —44 = 4.(—11),—11 = 1[4]) donc il existe y, z
dans Q3 avec y? + 2% = f(z1,z2)9(z1,22) et on a bien trouvé un point local
envoyé par 2 sur ’élément non trivial de Q3 /N K.

Preuve de la proposition 8.1.1: On a f(z1,2)+9(z1,72) = 222 +222+1 >
0 et f(z1,22)9(1,22) = y* + 22 > 0 donc I'image de ¢, : U(R) — R*/NC* est
triviale.

On utilise alors la suite exacte issue du corps de classes global (voir la section
précédente) avec k = Q; ici Q;/N K est isomorphe a 0 ou a Z/2; dans ce dernier
cas, la fleche j, envoie le générateur de Q; /N K sur celui de Z/2.

Pour un point global M de X/Q, on a donc Y, j,(¢p(M)) = 0 dans Z/2 (notons
que pour toute famille de points locaux (M), on sait que 3=, j,(p(Mp)) a bien un
sens puisque 1’on a vu que (¢,(M,)) est trivial pour presque tout p). D’apres les
lemmes 8.1.2 et 8.1.3, si M est un point global, alors ¢,(M) est 1’élément trivial
de Q;/NK;. Mais I’on a vu qu’il existait un point local M, de U(Q-) pour lequel
p2(M;) n’est pas trivial dans Q3/N K. L’application ¢, est continue de U(Q32)
(muni de la topologie 2-adique) dans ’ensemble fini Q% /N K5 muni de sa topologie
discrete. Comme pour tout point global M € X(Q), on a @2(M) # p2(M>) dans
Q;/NK;, on en déduit que M, n’est pas dans I’adhérence de X (Q) et de ce fait X
ne peut vérifier 'approximation faible (notons que U(k) # 0 : il suffit de prendre
y=0,2=1,z; =0,z = 0).

Remarques :

e Le fait essentiel qui permet de mener & bien un calcul comme le précédent
est ’existence d’un enscmble fini S de places en dchors duquel pour tout
point local M,,p & S, I’élément f(Af,) est. une norme locale. Dans ce cas,
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on peut bien définir, pour toute famille (M,) de points locaux, la somme
5 Jp(p(My)) (mémes notations que plus haut) dans Z/2. Si son image
contient I’élément non trivial de Z/2, il y a obstruction de Brauer-Manin a
P’approximation faible. Si I'image ne contient pas ’élément trivial de Z/2,
il y a méme obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse.

e Cette condition d’existence de I’ensemble S comme dans la remarque pré-
cédente est en particulier réalisée quand le diviseur de f est une norme (cf
[3], proposition 4.3.). Du reste, la pratique montre que lorsque l’on a pu
établir I’existence d’un tel ensemble S, il est souvent possible de montrer
directement que le diviseur de f est une norme, les calculs arithmétiques
et algébriques étant formellement les mémes. C’est d’ailleurs le cas dans
notre exemple : si A est un anneau de valuation discréte contenant k, avec
Frac A = k(X), tel que k4 @i K reste un corps (k4 désigne le corps rési-
duel de A), alors vs(z2 + 1) < 0 (sinon ks @i K n’est plus un corps car
72+ 1 = (z2 4+ 7)(z2 — 1) et I'idéal premier de A se coupe alors en deux au
niveau K). On voit alors comme dans la preuve du lemme 8.1.2 que v4(f)
impaire est impossible (il suffit de changer v, en v,).

En réalité, on peut montrer que ce phénomene est général et c’est d’ailleurs
une étape importante dans la preuve du théoréme 1.5.2 (cf [8], théoreme
2.1.1 et corollaire 2.7.1).

N

o L’hypersurface de la proposition 8.1.1 est k-birationnelle (avec £k = Q) a
I’hypersurface cubique de P4 dont ’équation homogéne est :

t(:cf + :cg) + 2x1($§ + :1:3 + t2) + 16z§t =0

Cela se voit immédiatement & partir de la preuve de la proposition 1.2.1 (cf

[5])-

8.2. Un contre-exemple a ’approximation faible dans le
cas n =25

Proposition 8.2.1 Soit V la Q-hypersurface de Aa d’équation :

y*+ 2% = ((21+1) + (23 + 25 +3))(7 + 25 +3)
Soit X un modéle projectif lisse de V. Alors X ne vérifie pas l’approrimation
faible (il y a obstruction de Manin).

Preuve : La preuve est similaire & la précédente : les deux lemmes du contre-
exemple précédent valent encore (pour le premier, on utilise encore le fait que
la valuation de z? + 1 est paire et < 0, et celle de z2 + 2% + 3 paire ou > 0 et
pour le deuxiéme, on considere le point 2-adique z; = 2,2, = 2,23 = 0) et on

99



conclut de la méme mani¢re. Notons que V a des Q-points lisses (par exemple
y=2,z=4,2; = 0,2z, = 1,23 = 0).

8.3. Un contre-exemple au principe de Hasse dans le cas
n=3

Proposition 8.3.1 Soit V la Q-hypersurface de A‘a d’équation :
y? + 22 = (28(z} + 1) + 79(z} + 23))(95(=] + 1) + 268(z3 + 23))

Soit X un modéle projectif lisse de V. Alors X ne vérifie pas le principe de Hasse
(il y a obstruction de Manin).

Preuve : Posons a = 28,8 = 79,y = 95,6 = 268. On a ad — fy = —1 et
a = 4(4k - 1), = 4l — 1,7 = 4k’ — 1,6 = 4(4l' — 1) avec (k,L,K',I') € N
(ces deux propriétés sont en fait essentiellement les seules dont on va se servir
dans la preuve). On notera encore f(z1,z2,z3) = (28(z? + 1) + 79(z3 + =32))
et g(z1,z2,23) = (95(z? + 1) + 268(z2 + z32)); on désigne par U l'ouvert de X
défini par y% + 2* = f(z1,z2,73)g(1,22,73) # 0. Nous utiliserons deux lemmes
analogues a ceux des contre-exemples précédents.

Lemme 8.3.2 Soit M, € U(Q,) un point local avec p premier et p ¢ {2,00}.
Alors f(M,) est trivial dans Q;/NK;, ou K, = Q, ®q Q(2)-

Preuve du lemme 8.3.2 : Soit encore p premier inerte dans l’extension
Q(?)/Q. Supposons v,(f(z1,z2,23)) = 2r + 1 avec (y,z,z1,22,z3) € U(Q,).
Alors, on a v,(g(z1, T2, z3)) = 2s+1 avec par exemple s > r. De v,(ag(z1, 22, 3)—
vf(z1,Z2,73)) > 2r+1, on tire v,(z3+z2) > 2r+1 et de méme, de v,(Bg(z1, 22, T3)—
§f(z1,z2,23)) > 2r+1, on tire v,(z241) > 2r 4+ 1. Comme la valuation p-adique
d’une norme est paire, on en déduit v,(z? + 1) > 2r + 2 et v,(z3 + z3) > 2r + 2
ce qui contredit v,(f(z1,z2,23)) = 2r + 1.

Lemme 8.3.3 Soit M, € U(Q3) un point local 2-adique. Alors f(M;) est non
trivial dans Q3 /NK;.

Preuve du lemme 8.3.3 : Posons M; = (y,2,z1,72,23) € Q5. Comme
(z? + 1) et (22 + z2) sont des normes, on peut écrire (z? + 1) = 2%(4r + 1)
et (2 + z3) = 2%(4s + 1) avec u,v dans Z et r,s dans Z;. Si u > v, alors
a(z? +1) + B(z2 + z2) = 2°(a2*=) (4r 4+ 1) + B(4s + 1)). Comme a = 4(4k — 1)
et f =4l —1, 'élément (a2(*=¥)(4r 4+ 1) 4 f(4s+ 1)) de Z; est de la forme 4¢ — 1
avec t € Z, donc f(z1,72,z3) n’est pas une norme 2-adique. De méme, si v > u,
c’est g(z1, T2, 23) qui ne peut étre une norme 2-adique, d’ou le résultat.
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Preuve de la proposition 8.3.1: Pour tout point réel M, on a trivialement
f(My,) positif. D’apres la premiére remarque a la fin de la preuve de la proposition
8.1.1 et les deux lemmes précédents, il suffit de prouver que U a des points dans
tous les complétés de Q pour conclure. Or en faisant z; = z, = 0 et z3 = 1, on
obtient un point 2-adique puisque (& + 8)(y + ) = 107.3.11? est une norme 2-
adique. De méme, en faisant z; =z, =0 et z3 = 1, on obtient un point p-adique
pour p ¢ {3,11,107} et en faisant ; = 1/p,z, = 0,73 = 1, on obtient un point
p-adique pour p € {3,11,107}. Ceci achéve la preuve.

8.4. Un contre-exemple au principe de Hasse dans le cas
n=4

Proposition 8.4.1 Soit V la Q-hypersurface de A‘(‘Q d’équation :

y? + 2% = (28(z? + 1) + 79(z2 + 1))(95(z2 + 1) + 268(z3 + 1))

Soit X un modéle projectif lisse de V. Alors X ne vérifie pas le principe de Hasse
(il y a obstruction de Manin).

Preuve : La variété V est simplement obtenue en prenant la section par I’hy-
perplan z3 = 1 de la variété de la proposition 8.3.1. De ce fait, il est déja clair
que X n’a pas de Q-points. D’autre part, la variété V a des points lisses dans
tous les complétés de Q (en effet, ceci a en fait déja été vu a la fin de la preuve
de la proposition 8.3.1).
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Appendice : un autre exemple de descente

Dans cet appendice, nous donnons, sans rentrer dans les détails, les étapes d’une
descente dans le cas n = 5. Combiné a des méthodes de fibration ad hoc (n’utili-
sant pas le théoreme 1.5.2 mais seulement le cas particulier ou les fibres sont des
quadriques, c’est-a-dire le théoréme 3.10 de [5]), ceci permettrait de retrouver le
théoreme 1.5.1 dans tous les cas ot n vaut 5.

Proposition Soit X un modéle projectif lisse de Uhypersurface V définie dans
A} par Uéquation :

y2 —az? = f(ml, xzaxa)g(ml,zz,za)

avec f et g irréductibles sur K = k(y/a), de degré 2, premiers entre euz. On
suppose que l’intersection des noyauz des formes quadratiques p,3) associées a
f,g est réduite a 0, et qu’il eziste une et une seule forme Q = Ay + up de rang
2 avec A, p dans k*. On suppose enfin que les restrictions de ¢,v au noyau N
de @ sont du type (T). Alors, lobstruction de Manin au principe de Hasse et d
Papprozimation faible pour X est la seule.

Preuve (esquisse) : On se rameéne au cas ot f(z1,22,23) = a(z? — a) +
(22, 7s) et 9(a1, 2, 3) = 7f(21,2,35)+B(z3—ba3) avec @, § dans k* et ¢(z1, 23)
forme quadratique non nulle. On suppose aussi k(v/d) # k(1/a) (sinon Br X est
non trivial et on a vu au théoréeme 7.1.1 qu’une descente plus simple fonctionnait
dans ce cas). On utilise alors que V' est k-birationnelle au produit fibré (en \)
au dessus de P} de la conique C d’équation y? — az? = X et de la quadrique
Q d’équation g(zi,z2,z3) = Af(z1,Z2,73). On utilise alors un modele projectif
lisse W de Q construit comme dans [13] pour construire (comme dans le début
de la preuve du théoréme 6.1.1) un modéle projectif lisse X de V. Utilisant a
nouveau une résolution de Pic X par des G-modules de permutation (résolution
qui se déduit aisément du calcul analogue fait dans [13] pour W) et les résultats
de [6], on obtient des équations explicites pour les torseurs d’un certain type (qui
est admissible); on trouve que ces torseurs sont définis dans A® par :

w = 6,(U7 - aV})

v = 02(U7 — V)

u — v = O5(u3 — av)(uf — bvj)
y?—az? =ufv

Uf(-’l?l,.’l?g,l‘;;) = vg(xb T2, 173)

ou u,v,U;, Vi, Us, Vo, u3,v3, ug, v4,y, 2,1, T2, z3 sont des variables a valeurs dans
k et 0,,6,,60; des constantes de k*.

Des transformations birationnelles simples permettent de se ramener a la k-variété
T de codimension 2 de A} d’équation :
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01(uf — av}) — 02(uf — av) = O5(uf — bvj)

03/0:(a(z? — a) + q(us X3 + bXov4, v4 X3 + Xoug)) = B(ul — avd)(XZ - bX7)

(Rappel : dans ces équations, les lettres grecques désignent des constantes non
nulles et ¢ est une forme quadratique non nulle).

Maintenant, soit B la quadrique lisse de P} d’équation :

01(uf — avy) — 702(uj — avy) = O(uj — bvy)

et C le cone associé dans A$. On observe que 7 est fibrée en quadriques au-dessus
de C, ’ensemble des fibres non géométriquement intégres étant de codimension
au moins 2. Or, dans ce cas, on peut conclure que les modeles lisses de C vérifient
le principe de Hasse et ’approximation faible : en effet, on utilise exactement la
méme méthode (basée sur une astuce de Salberger et apparue pour la premiere
fois dans [4]) que celle qu’emploie Skorobogatov dans la preuve du théoréeme 1
de [14] (quand il ramene le cas ou la base de la fibration est ’espace affine au
cas ou cette base est la droite affine) pour nous ramener au cas ou la base est
une conique affine lisse Z incluse dans le cone C et possédant un point rationnel.
Comme Z est k-isomorphe a la droite affine, on conclut encore avec le théoreme 1
de [14] que les modeles lisses de C vérifient le principe de Hasse et ’approximation
faible et les résultats généraux de [6] donnent le résultat voulu pour X.
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