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T itre  : L’obstruction de Manin : passage des fibres à l’espace total d’une 
fibration; applications.

R ésu m é : Le but de la thèse est de présenter un nouvel aspect de la méthode 
des fibrations qui sert à étudier la validité du principe de Hasse et de l’approxi­
mation faible pour certaines variétés définies sur un corps de nombres. La thèse 
se compose de deux articles. Dans le premier ( “Méthode des fibrations et obstruc­
tion de Manin”), on établit sous certaines conditions que l’obstruction de Manin 
au principe de Hasse ou à l’approximation faible est la seule pour l’espace total 
d’une fibration quand les fibres ont cette même propriété. Pour cela, on s’inspire 
notamment d’un énoncé dégagé par Skorobogatov. Les résultats généraux obte­
nus s’appliquent par exemple à certaines hypersurfaces cubiques ou encore aux 
groupes algébriques linéaires. Dans le deuxième article ( “Principe de Hasse et 
approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on mène à bien dans un cas 
particulier des calculs explicites de groupes de Brauer qui permettent d’avoir une 
présentation plus concrète des résultats. On retrouve également certains énon­
cés arithmétiques dans ce cas particulier en utilisant non plus la méthode des 
fibrations mais la méthode de la descente de Colliot-Thélène et Sansuc.

M o ts-c lés  : principe de Hasse, approximation faible, groupe de Brauer, obs­
truction de Manin, théorème d’irréductibilité de Hilbert.
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Résumé de la thèse

1. P rin c ip e  de H asse, approxim ation  faible, obs­
tru ction  de M anin

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une ¿-variété algébrique lisse X  vérifie le 
principe de Hasse (resp. l’approximation faible) si la condition X (k v) ^  0 pour 
toute place v de k implique X (k )  ^  0 (resp. X (k)  est dense dans lives  
muni de sa topologie produit, pour tout ensemble fini S  de places de k).

Soit X  une k-variété propre, lisse, géométriquement intègre, qui a des points dans 
tous les complétés de k. On note il* l’ensemble des places de k et j v : Br kv —» Q /Z  
l ’invariant de la théorie du corps de classes local. Alors, la condition :

v(p„) e  n  * ( * . )  3,4 € Br Ar £  j v(A(Pv)) i  0 dans Q /Z
vetïk v£ük

(resp. 3A  G B i X  3{PV) € X (k v) £  ï  0 dans Q /Z  )
veük vtïïk

est une obstruction, dite obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin), au principe 
de Hasse (resp. à l’approximation faible ) pour X .

Pour beaucoup de classes de variétés, notamment les hypersurfaces cubiques et les 
variétés rationnelles (c’est-à-dire dont le corps des fonctions devient transcendant 
pur sur la clôture algébrique de k), la conjecture raisonnable n’est pas que le 
principe de Hasse et l’approximation faible sont vérifiés, mais seulement que 
l ’obstruction de Manin à ces propriétés est la seule.

L’objectif de la première partie de la thèse (constituée de l’article “Méthode des 
fibrations et obstruction de Manin”) est de dégager des énoncés permettant de 
prouver cette conjecture pour l’espace total d’une fibration quand la base et les 
fibres la vérifient. On généralise ainsi la méthode des fibrations classiques (dont 
les premiers exemples subtils sont apparus dans les travaux de Colliot-Thélène, 
Sansuc et Swinnerton-Dyer) qui consistait à démontrer la validité du principe 
de Hasse et de l’approximation faible pour l’espace total quand la base et les 
fibres vérifiaient ces propriétés. Cette généralisation se révèle particulièrement 
utile pour traiter certains exemples, notamment dans le cas où cet espace total 
est de dimension au moins 3.
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Dans la deuxième partie de la thèse (constituée de l’article “Principe de Hasse 
et approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on étudie en détails le cas 
d’un type particulier de variétés, qui constituent une généralisation des surfaces 
de Châtelet étudiées par Colliot-Thélène, Sansuc, et Swinnerton-Dyer. Leurs ré­
sultats combinés aux résultats généraux de la première partie de cette thèse per­
mettent très simplement de conclure que pour ces variétés, l’obstruction de Manin 
au principe de Hasse et à l’approximation faible est la seule (c’est d’ailleurs l ’étude 
de cet exemple qui a motivé la recherche des résultats généraux de la première 
partie). Il reste alors pour avoir une description plus concrète à mener des calculs 
explicites de groupes de Brauer; on sait alors exactement quand le principe de 
Hasse et l’approximation faible valent. Quelques contre-exemples numériques au 
principe de Hasse et à l’approximation faible montrent que les énoncés obtenus 
sont les meilleurs possibles. Nous donnons également un aperçu des méthodes de 
descente qui permettent dans certains cas de retrouver d’une autre façon nos ré­
sultats arithmétiques. Ces méthodes (introduites par Colliot-Thélène et Sansuc) 
ont déjà été employées avec succès dans d’autres situations.

* _

2. E lém ents ram ifiés du groupe de B rauer d ’un  
corps de fonctions

La première étape de notre travail consiste à prouver l’énoncé suivant :

T h éo rèm e 1. Soient k un corps de nombres et X  une k-variété géométriquement 
intègre, projective et lisse, dont on note k (X ) le corps des fonctions. Soient a  un 
élément de Br (k(X)) qui n’est pas dans B rX  et U un ouvert de Zariski non vide 
de X  tel que a  € Br/7. Alors, il existe une infinité de places v de k telles que la 
flèche U(kv) —» Br kv induite par a  prenne une valeur non nulle.

On trouve déjà ce résultat chez Serre dans le cas où X  est l’espace projectif (sous 
une forme quantitative plus précise). La preuve utilise notamment le théorème de 
densité de Tchebotarev, aussi bien sous sa forme arithmétique que sous sa forme 
géométrique. Il faut également utiliser les propriétés des flèches de résidu.
On obtient alors purement formellement le corollaire suivant :

C orollaire 1. ( “L em m e form el” ) Soient k un corps de nombres et X  une 
k-variété géométriquement intègre, projective et lisse, qui a des points dans tous 
les complétés de k. Soient A i , . . . ,A r des éléments de Br(fc(X)), et U un ouvert 
de Zariski non vide de X  tel que tous les Ai soient dans Br£/. Soit S  un ensemble 
fini de places de k. On note j v l ’invariant local de Br/;v dans Q /Z . Alors :

• S ’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse pour X , il existe 
T D S et une famille de points locaux (Pv)vex avec Pv £ U(kv) tels que :
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Vt€ {l,...,r} E i W ) )  =  0
v £ T

• S ’il n’y a pas obstruction de Manin à l ’approximation faible pour X , alors 
pour toute famille (Pv)vçs telle que Pv G U(kv), il existe T  D S et une 
famille de points locaux (Pv)veT\s (avec Pv Ç. U{kv) pour toute place v dans 
T ) tels que :

'£UMPv)) = 0
ver

C’est en pratique ce corollaire qui va permettre de faire fonctionner notre méthode 
des fibrations.

3. A pplication  à la m éth ode des fibrations

On a d’abord le résultat suivant :

T h éo rèm e  2. Soient V  une k-variété géométriquement intègre et p : V A \  
un morphisme projectif, surjectif à fibres géométriquement intègres. Soit K  =  
k{T) le corps des fonctions de A \  et X  un modèle projectif lisse de la fibre géné­
rique Vrj de Pj dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse.
On fait Vhypothèse que BrX  est nul et que P ic(X ) est sans torsion (c ’est le cas 
par exemple si la variété est rationnelle ou bien est une intersection complète 
lisse de dimension au moins 3 dans P rK).
On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H  de k =  A \  (k) tel 
que pour tout point 0 de H , l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. 
à Vapproximation faible) est la seule pour les modèles projectif s lisses de la fibre 
Vq. Alors, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approximation 
faible) est la seule pour les modèles projectif s lisses de V.

(Si B  est une ¿-variété géométriquement intègre, un sous-ensemble H  de B(k)  est 
dit hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B  et un revêtement 
étalé p : R  —* U avec R  intègre sur k tel que H  soit l ’ensemble des fc-points M  de 
U pour lesquels p~x(M)  est connexe; en particulier, l ’ensemble des fc-points d’un 
ouvert de Zariski de B  est hilbertien).

Pour prouver cet énoncé, on raffine une méthode dégagée par Skorobogatov (qui 
traite le cas où les fibres satisfont le principe de Hasse ou l ’approximation faible) 
en utilisant le corollaire 1. Les hypothèses supplémentaires sur BtX  et P ic(X )  
dont nous avons besoin servent à assurer que le groupe de Brauer non ramifié 
de la fibre générique est isomorphe à celui des fibres spéciales (pour un ensemble 
hilbertien d’entre elles). On utilise enfin une version effective (due à Ekedahl) du
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théorème d’irréductibilité de Hilbert pour obtenir des propriétés d’approximation 
des ensembles hilbertiens.

Notre deuxième résultat principal (dont la preuve est plus simple mais repose 
sur les mêmes idées) concerne le cas où la fibration admet une section (dans ce 
cas, le principe de Hasse est automatiquement vérifié et c’est l ’approximation 
faible à laquelle nous nous intéressons). On peut alors alléger les hypothèses, en 
ne supposant plus que toutes les fibres sont géométriquement intègres :

T h éo rèm e 3. Soient V et B  deux k-variétés géométriquement intègres, avec 
Busse satisfaisant Vapproximation faible et p : V  —* B  un morphisme dominant. 
Soit K  le corps des fonctions de B , on suppose que la fibre générique Vv de p 
est géométriquement intègre} possède un K-point lisse} et que pour un modèle 
projectif lisse X / K  de V̂ , on a B i X  nul et P ic (X ) sans torsion.
On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H  de B (k ) tel que pour 
tout point 0 de H ; l ’obstruction de Manin à l ’approximation faible est la seule 
pour les modèles projectifs lisses de la fibre Vq. Alors, l ’obstruction de Manin à 
l ’approximation faible est la seule pour les modèles projectifs lisses de V.

4. E xem p les d ’application

Plusieurs exemples sont développés dans le premier article de cette thèse. Citons 
notamment la validité de l’approximation faible pour les hypersurfaces cubiques 
lisses de dimension >  3 contenant une droite rationnelle et la validité du prin­
cipe de Hasse et de l’approximation faible pour les intersections lisses de deux 
quadriques dans P |  contenant une conique. On montre aussi que l’obstruction de 
Manin à l ’approximation faible est la seule pour les modèles lisses des intersec­
tions (complètes, géométriquement intègres, non coniques) de deux quadriques 
dans possédant un point rationnel lisse (mais pouvant comporter des singu­
larités). Enfin, on retrouve un résultat de Sansuc qui dit que cette obstruction 
est également la seule pour les modèles lisses des groupes algébriques linéaires 
connexes. Si l ’on admet la conjecture (formulée et vérifiée numériquement par 
Colliot-Thélène, Kanevsky et Sansuc) que c’est encore le cas pour les surfaces cu­
biques diagonales, on en déduit aussi que les hypersurfaces cubiques diagonales 
de dimension au moins 3 satisfont le principe de Hasse et l ’approximation faible.

5. U n e  é tu d e  détaillée d ’un exem p le

Nous exposons ici quelques-uns des résultats du deuxième article de la thèse. 
Nous avons d’abord le résultat arithmétique suivant, qui se déduit facilement du 
théorème 2. et du cas des surfaces de Châtelet traité par Colliot-Thélène, Sansuc 
et Swinnerton-Dyer :
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P ro p o sitio n  1. Soient k un corps de nombres et a un élément de k* \  k*2. Soit
V la k-hypersurf ace de A£ (n >  3) d ’équation :

y 2 -  a z2 =  P ( x 1, . . . ,x n- 2) (1)

où P  est un polynôme non nul de degré au plus quatre. Alors, l ’obstruction de Ma­
nin au principe de Hasse et à l ’approximation faible est la seule pour les modèles 
projectifs lisses de V . Si P  est irréductible ou bien produit d ’un facteur linéaire 
et d ’un facteur irréductible de degré 3, cette obstruction s ’évanouit.

Pour savoir dans quels cas le principe de Hasse et l’approximation faible valent, 
il faut avoir recours à des calculs de groupe de Brauer. Deux méthodes sont 
possibles (selon les cas l’une ou l’autre est utilisée dans l’article) : calculer Br X  
via i ï 1(fc,Pic^i) après avoir trouvé une résolution de P ic(X ) par des modules 
de permutation, ou bien voir B rX  à partir des fonctions dont les diviseurs sont 
des normes de l’extension k(^/â)/k. La deuxième méthode a l’avantage de ne pas 
nécessiter la construction explicite d’un modèle projectif lisse X  de V, mais la 
première méthode a l’avantage de fournir davantage de renseignements; elle peut 
en particulier déboucher sur des descentes. Nous résumons les résultats principaux 
dans la proposition suivante :

P ro p o s itio n  2. Soit V la k-hypersurface de A™+2 d ’équation :

y2 -  az2 -  f ( x u .. . ,xm)g(xu  ..., xm)

avec a G k* \  k*2, les polynômes f  et g étant irréductibles de degré 2 et pre­
miers entre eux. Supposons que leurs homogénéisés respectifs xm, t) et 

x m, t) aient l ’intersection de leurs noyaux réduite à {0}. Soit X  un mo­
dèle projectif lisse de V . Appelons forme quadratique de type (T) une k-forme de 
rang 2 isomorphe à <  a, — aa  >  avec a  dans k*. Alors :

• Si m >  4, le principe de Hasse et Vapproximation faible valent pour X .

• Si m =  3, le principe de Hasse et Vapproximation faible valent pour X  dès 
qu’il n’existe pas À,/i dans k* tels que la forme Q =  X(p +  /i-0̂  ainsi que les 
restrictions de et îp au noyau de Q, soient de type (T).

• Si m =  2, supposons de plus que les coniques définies par cp et sont 
lisses et se coupent transversalement. Alors, le principe de Hasse et l ’ap­
proximation faible valent pour X  dès que l ’intersection des coniques définies 
par (p et if) ne consiste ni en deux paires de points conjugués dans k(^/a)j 
ni en quatre points conjugués tels que l ’extension de degré quatre associée 
contienne k(y/â).

Notons qu’on peut trouver des contre-exemples (reposant sur l’obstruction de 
Manin) au principe de Hasse et à l’approximation faible qui montrent qu’on ne 
peut pas espérer démontrer leur validité dans les cas d’exception que comporte 
cet énoncé.

7





Méthode des fibrations et obstruction de 
Manin

La méthode des fibrations pour établir que certaines classes de variétés défi­
nies sur un corps de nombres k vérifient le principe de Hasse ou l’approximation 
faible a déjà été employée avec succès dans de nombreux cas : citons les ré­
sultats de Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer sur les intersections de 
deux quadriques et les surfaces de Châtelet ([11]), ceux de Colliot-Thélène et 
Salberger sur certains types d’hypersurfaces cubiques ([8]), et les divers énoncés 
obtenus par Skorobogatov dans [49]. Des résultats généraux sur ce sujet, ainsi 
que d’autres exemples d’application, sont exposés dans [2]. Le principe de ces 
méthodes consiste à essayer de montrer qu’une variété fibrée vérifie le principe de 
Hasse ou l’approximation faible dès lors que la base et les fibres ont les mêmes 
propriétés.

Cependant, pour beaucoup de classes de variétés (les hypersurfaces cubiques 
par exemple), la conjecture raisonnable n’est pas qu’elles vérifient le principe de 
Hasse ou l ’approximation faible mais seulement que l’obstruction de Manin à ces 
deux propriétés est la seule. Cette obstruction a été introduite pour le principe de 
Hasse par Manin en 1970 ([35]) et l’obstruction analogue pour l’approximation 
faible fut formulée vers 1976 par Colliot-Thélène et Sansuc ([9]). Elle a permis 
d’expliquer tous les contre-exemples au principe de Hasse et à l’approximation 
faible connus à ce jour, notamment grâce à l’utilisation des méthodes de des­
cente (introduites par Colliot-Thélène et Sansuc, et utilisées par exemple dans
[8], [11], [48]).

Le but de cet article est de relier la méthode des fibrations à l’obstruction de 
Manin : plus précisément, il s’agit d’établir sous certaines conditions que l’obs­
truction de Manin au principe de Hasse ou à l’approximation faible est la seule 
pour une variété fibrée en supposant que les fibres ont cette même propriété (et 
non plus forcément vérifient le principe de Hasse ou l’approximation faible). Ceci 
fait l ’objet des théorèmes 4.2.1 et 4.3.1 qui sont les résultats principaux de ce 
travail.
L’intérêt est par exemple que l’obstruction de Manin peut très bien s’évanouir 
sur la variété fibrée alors que ce n’est pas le cas sur les fibres; ainsi, cela permet
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d’établir le principe de Hasse et l’approximation faible pour certaines variétés 
là ou la méthode des fibrations classiques échouait (on verra dans ce texte des 
exemples de cette situation). Notre méthode semble en particulier souvent bien 
fonctionner pour ramener le problème du principe de Hasse et de l’approximation 
faible pour des variétés de dimension au moins 3 au même problème pour des 
surfaces (qui ont parfois pu être traitées par des méthodes de descente). Il serait 
évidemment intéressant de pouvoir ramener le cas des surfaces à celui des courbes 
mais cela semble pour l’instant hors de portée car les hypothèses nécessaires à 
l ’application de nos résultats généraux ne sont pratiquement jamais vérifiées dans 
ce cas.

Le plan de l’article est le suivant : la première partie est consacrée à divers pré­
liminaires, notamment sur le groupe de Brauer et l ’obstruction de Manin. Dans 
la deuxième partie, on établit une propriété arithmétique des éléments ramifiés 
du groupe de Brauer d’un corps de fonctions (théorème 2.1.1), propriété dont 
on a besoin pour prouver le “lemme formel” 2.6.1 qui est un ingrédient essen­
tiel pour la suite. Dans la troisième partie, on compare des groupes de Brauer 
“génériques” à des groupes de Brauer “spéciaux” (théorème 3.5.1). La quatrième 
partie est consacrée à la preuve des résultats principaux : on combine une mé­
thode similaire à celle dégagée par Skorobogatov dans [49] avec le théorème 3.5.1 
et le lemme formel 2.6.1 pour établir les théorèmes 4.2.1 et 4.3.1. La cinquième 
partie est consacrée aux exemples d’application : on y établit (parfois modulo 
certaines conjectures) ou on y retrouve les propriétés arithmétiques de certaines 
classes de variétés. Enfin, dans la sixième partie, on voit comment notre mé­
thode permet aussi de montrer l’existence de familles infinies de contre-exemples 
à l’approximation faible.

Je tiens a remercier Jean-Louis Colliot-Thélène pour son aide constante tout au 
long de l’élaboration de cet article. Je voudrais également exprimer ma gratitude 
au département de mathématiques et informatique de l’Ecole Normale Supérieure 
pour les conditions de travail exceptionnelles qu’il m ’a offertes pendant la réali­
sation de ce travail.

1. P  rélim inaires

Dans cet article, tous les anneaux seront supposés noethériens et tous les schémas 
localement noethériens.- Quand K  est un corps, nous appelerons if-variété un 
if-schém a séparé et de type fini. Si k est un corps de nombres et v une place de

on notera kv le complété de k pour la place v .

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une classe de ¿-variétés intègres lisses 
satisfait le principe de Hasse (resp. Vapproximation faible) si, pour toute variété 
X  dans cette classe, la condition X(ky)  ^  0 pour toute place v de k implique
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X (k )  ^  0 (resp. implique que pour tout ensemble fini S  de places de k, l’ensemble 
X (k )  est dense dans JJ X (k v) muni de la topologie produit).

v £ S

1.1. Invariance birationnelle du principe de Hasse et de 
l ’approximation faible

P ro p o sitio n  1 .1 .1  Soit X  une k-variété intègre. Si un modèle propre lisse de 
X  vérifie le principe de Hasse (resp. l ’approximation faible), il en est de même 
de tout modèle propre lisse de X .  Ainsi, ces propriétés ne dépendent que du corps 
des fonctions k (X ) de la variété X .  Il suffit de les vérifier pour le lieu lisse 
de X .

Cette proposition résulte immédiatement du théorème des fonctions implicites 
sur kv (qui permet en particulier de montrer que si U  est un ouvert de Zariski 
d’une kv-variété intègre lisse Z, l’ensemble U(kv) est dense dans Z(kv) pour la 
topologie u-adique; voir [3], lemme 3.1.2), combiné au lemme classique suivant, 
remarqué originellement par Nishimura dans [40] :

L em m e 1 .1 .2  (N ish im u ra , Lang) Soient X  une k-variété intègre lisse et Y  
une k-variété propre. Soit (p : X  Y  une k-application rationnelle. Alors, si 
X (k )  i $ , o n a  Y (k ) ^  0.

1.2. Groupe de Brauer d ’une variété

Soient K  un corps de caractéristique zéro, de clôture algébrique K , et X  une 
if-variété géométriquement intègre, propre et lisse. On notera Br X  =  H?t (X, G m) 
le groupe de Brauer cohomologique de la variété X  et Br (K (X ) )  le groupe de 
Brauer de son corps des fonctions K ( X ) .  Par exemple, si K  est algébriquement 
clos, le groupe de Brauer de l ’espace projectif P n sur K  est nul (ceci résultant de 
ce que dans ce cas, on a bien la condition “i ?2 — p — 0", laquelle est équivalente à 
la condition H 2(X , O x )  =  0; cf [26], corollaire 3.4 et [6], preuve de la proposition 
2.11).

Soit A  un anneau de valuation discrète de caractéristique zéro de corps des frac­
tions K ' et soit ka le corps résiduel de A, que l’on suppose parfait. La suite 
spectrale de Leray associée au morphisme g : Spec K ' —> Spec A  et au faisceau 
étale G m s’écrit :

JF(Spec A, R?g.Gm# , )  =» i P +9(SpecK \  G m)

On en déduit ([38], exemple III.2.22) la suite exacte suivante :

0 -> H l( S p e c A ,G m) -* B iK '  ^4 H \ ka , Q /Z )

La flèche Ôa est l ’application résidu de Br K* dans H 1(ka ,Q,/'Z).
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En particulier, quand X  est une variété projective et lisse sur le corps K , on 
dispose pour tout anneau de valuation discrète A  de corps des fractions K ( X ) 
(et contenant K ) de la flèche Ôa de résidu en A. Et d’après le théorème de 
pureté de Grothendieck ([27], corollaire 6.2), le groupe B rX  n ’est autre que le 
groupe de Brauer non ramifié Btdt( K ( X ) / K )  du corps des fonctions K ( X )  de la 
variété X , c’est-à-dire le sous-groupe de B r(Ü '(X )) constitué des éléments dont 
les résidus en tous les anneaux de valuation discrète A  de corps des fractions 
K { X )  et contenant K  sont triviaux. Le groupe B rX  est un groupe de torsion qui 
est un invariant if-birationnel ([27], 7.3). Pour une autre définition des flèches 
de résidu et des détails supplémentaires sur le groupe de Brauer non ramifié, on 
pourra consulter [12] ou [13].

D ’autre part, en notant G  =  G a l ( K /K )  et K ( X )  le corps des fonctions de 
X  =  X  Xk  K , puis B r iX  =  ker(BrX  —*■ B rX ), le groupe B r iX  est le noyau de 
la flèche H 2(G, K (X )* )  —► H 2(G ,D iv X )  ([9], lemme 14). On a la suite exacte 
(cf [10], 1.5 ou [36]) :

Brüf —► B n X  -> H \ G ,  P ic (X )) - ►  H 3(G ,K *)

Cette suite est la suite des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray pour 
X  —* Spec K  et le faisceau étale G m, soit H p(G ,H q( X , G m)) =>- H P+9(X , G m). 
Quand Br X  =  0, cette suite se prolonge en la suite exacte :

B r i f  —► B rjX  —> H 1 (G, Pic (X )) -+ H 3{G ,K *)  - ►  tfft(X ,G m)

Par abus de langage, on notera souvent encore Br K  l ’image de Br K  dans B rjX . 
Ainsi, si X  une variété rationnelle (c’est-à-dire que K ( X )  est transcendant pur 
sur K ) ,  on aura B rX  =  0 (puisque le groupe de Brauer est un invariant bi- 
rationnel et que celui de l’espace projectif est nul sur un corps algébriquement 
clos). Si l’on suppose en outre H 3(G ,K  ) =  0 (ce qui est le cas si K  est un 
corps de nombres, voir [1], VII.11.4, page 199), alors B tX / B t K  ~  H 1 {G, P icX ). 
En particulier, si X  devient rationnelle sur une extension cyclique F  de K ,  le 
groupe B r X  est le noyau de la flèche H 2(G ',F (X )*) —*■ H 2(G1, D ivX p) (où 
G' — Gai ( F /K )  et X p  =  X  Xk  F). En utilisant les groupes de cohomologie 
modifiés à la Tate (cf [45], chapitre 8), on voit que B rX  s’identifie au noyau de 
l’application K (X )* /N F (X )*  -* Div X /N (D iv  X F), le symbole N  désignant la 
norme de l’extension F /K .

Notons enfin que si V  est une K -variété géométriquement intègre (pas forcément 
projective ni lisse) et P  un if-point lisse de V, alors pour tout élément A  de 
Brn,. ( K ( V ) / K )  C Br (jfif(V)), on dispose de A (P)  G Br K  : en effet, on peut, 
grâce au théorème de résolution des singularités d’Hironaka ([30]), plonger un 
ouvert de Zariski lisse U de V  contenant P  dans un modèle projectif lisse X  de
V et comme A  est alors dans Br X ,  il était en fait dans Br U  ce qui permet de 
l’évaluer en P.
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1.3. Obstruction de Manin au principe de Hasse et à 
l ’approximation faible

Soient k un corps de nombres et X  une ¿-variété géométriquement intègre, 
propre et lisse, qui a des points dans tous les complétés de k. Si t; est une 
place non archimédienne de k , on note k(v) le corps résiduel de kv. D’après ce 
qu’on a vu au paragraphe précédent, on dispose d’une flèche de résidu en u, soit 
Sv : Br kv —* H 1(k(v), Q /Z ), qui dans ce cas est un isomorphisme (ceci résultant 
de ce que kv est complet et k(v) fini, voir [38], III.2.22C). On a également un iso­
morphisme de H l {k{v), Q /Z ) sur Q /Z , obtenu grâce à l’identification (au moyen 
du Frobenius) de Gai (k (v)/k (v))  et de Z. En composant, on retrouve (quand v 
est non archimédienne) l’invariant j v : Br kv —► Q /Z  de la théorie du corps de 
classe local. Rappelons que pour v archimédienne, cet invariant est nul quand v 
est complexe et est obtenu à partir de l’isomorphisme de B rR  sur Z /2 quand v 
est réelle. On obtient ainsi un invariant j  =  (jv) v défini sur JJ kv}

On appelle obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin) au principe de Hasse 
(resp. à l’approximation faible) pour X  la condition :

V{Pv) e  X ( A k) 3 A e B r X  £  j v(A(Pv)) ±  0 dans Q /Z
v€Ok

(resp. 3A e  B r X  3 (Pv) €  X ( A k) ^  M A ( P V)) ±  0 dans Q /Z  )
vÇSlk

où fi* désigne l’ensemble des places du corps k et X ( A k) l’ensemble des points 
adéliques de X  (comme X  est complète, on a X ( A k) =  Flven* X (k v) ). La formule 
de produit assure qu’il s’agit bien d’une obstruction au principe de Hasse (resp. 
à l’approximation faible). Pour plus de détails on pourra consulter la section 3 
de [10].

Pour plusieurs classes de variétés, on a pu établir que l’obstruction de Manin 
est la seule possible pour le principe de Hasse et l ’approximation faible. Colliot- 
Thélène et Sansuc l’ont notamment conjecturé pour les surfaces rationnelles et 
de fait, tous les contre-exemples connus à ce jour au principe de Hasse et à 
l ’approximation faible ont pu être explicités par le biais de cette obstruction. 
D ’après ce qu’on a vu au paragraphe précédent, on a, si X  est une variété ration­
nelle, l’isomorphisme B rX /B r k ~  H 1 (G, P icX ).

1En fait, l ’invariant j  que nous venons de définir ne coïncide avec l ’invariant usuel, tel qu’il 
est par exemple défini dans [45], qu’au signe près; nous prenons cette convention de signe pour 
qu’il y ait bien compatibilité avec la définition générale que nous avons prise des flèches de 
résidu.
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Soient A i , . . . ,A r des éléments de B v(k(X )) D B rX  et T l’intersection de B rX  
et du sous-groupe de Br (k ( X )) engendré par A i , ..., Ar. On dira qu’il y a obstruc­
tion de Manin associée à A i, ...Ar au principe de Hasse (resp. à l’approximation 
faible) si :

V(P„) €  n * (* « ) € r  £  jv(A(Pv)) î  0  dans Q /Z
veftk

(resp. 3 A e T  3 (Pv) € X ( A k) £  U A {P v ) )  ±  0 dans Q /Z  )
«en*

Bien entendu, quand Br X  est engendré par T U Br A:, ces obstructions coïncident 
avec les obstructions de Manin définies plus haut.

2. E lém en ts ramifiés du groupe de B rauer d ’un  
corps de fonctions

2.1. Énoncé du résultat principal de la section

Le but de cette section est d’établir dans le cas d’une variété quelconque un 
énoncé qui était déjà appaxu dans le cas de l’espace projectif (sous une forme 
quantitative plus précise) chez Serre ([47]).

T h éo rèm e  2 .1 .1  Soient k un corps de nombres et X  une k-variété géométrique­
ment intègre, projective et lisse, dont on note k (X ) le corps des fonctions. Soient 
a  un élément de Br (k (X )) qui n’est pas dans B rX  et U un ouvert de Zariski non 
vide de X  tel que a  6  Br U. Alors, il existe une infinité de places v de k telles 
que la flèche U(kv) —► Br kv induite par a  prenne une valeur non nulle.

R em arq u e  : En fait, la preuve donnera non seulement un ensemble infini de 
places v qui conviennent mais un ensemble de densité de Dirichlet non nulle.

Cas p a rticu lier  : Quand X  devient rationnelle sur une extension cyclique 
F  de k, ce résultat peut se formuler en termes de fonctions dont les diviseurs 
sont des normes. En effet, on a vu que B rX  s’identifie dans ce cas au noyau de 
l’application k (X )* /N F (X )*  —> Div X/NÇDiv X p ).  Le théorème 2.1.1 nous dit 
donc que si /  est une fonction inversible sur un ouvert non vide U de X  dont 
le diviseur n’est pas une norme pour l’extension F /k ,  on peut trouver, pour une 
infinité de places v de k , un point Pv de U(kv) tel que f ( P v) ne soit pas une 
norme de l’extension locale (F  (g)* kv) /k v.

La preuve du théorème 2.1.1 se fait en plusieurs étapes, qui font l’objet des 
paragraphes suivants.
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2.2. Un résultat de densité

Pour tout corps de nombres k et toute place v non archimédienne de k, on note 
O v l ’anneau des entiers de kv et k(v) son corps résiduel. On note également O k 
l ’anneau des entiers de k. L’expression “pour presque toute place de A” (où A  est 
un sous-ensemble de Clk) signifiera toujours “pour toute place de A à l’exception 
d’un nombre fini”. Quand S  est un ensemble fini de places de k, on note O kis  
l ’ensemble des éléments de k qui sont entiers en dehors de S.

P ro p o s itio n  2 .2 .1  Soient L /k  une extension finie (pas nécessairement galoi- 
sienne) de corps de nombres et V  une extension galoisienne cyclique de L. Alors, 
il existe une infinité de places v de k telles qu’il existe une place wl de L au-dessus 
de v vérifiant : k(v) =  L(wl) et wl est inerte pour l ’extension L'/ L.

P reu v e  de la  p rop osition  2 .2 .1  : Soient C la clôture galoisienne de L' et 
Q =  Gai (C /k ). Notons N  — [C : k]. Choisissons un élément g de Gai (C /L ) C Q 
dont l’image dans Gai (L1 /L )  en est un générateur. Soient v une place de k, non 
ramifiée pour C /k ,  et de degré absolu 1; soit w  une place de C au-dessus de v et 
D w =  {r  G Q, tw  =  w }  le groupe de décomposition associé. On note Fw l ’élément 
de D w qui induit le Frobenius de Gai (C (w )/k(v))  ~  D w (rappel : sa classe de 
conjugaison Fv ne dépend que de v, voir [1], proposition 2.2 page 164). Pour toute 
classe de conjugaison a  de Q, la densité de Dirichlet des v telles que Fv — a  est 
Card(a)¡N  : c’est le théorème de Tchebotarev ([32], théorème 10, page 169). Il 
existe donc une infinité de places v , non ramifiées pour C /k  et de degré absolu 1, 
telles que la classe de g soit Fv.
Pour une telle place v, il existe une place w de C au-dessus de v telle que D w 
soit le sous-groupe de G engendré pax g. Si wl et w y  désignent respectivement 
les places de L  et L' induites pax w, le groupe de décomposition D Wl, associé 
à l’extension L '/L  est égal au sous-groupe de Gai (L'/L) engendré par l’image 
de g dans Gai (L'/L), donc est égal à Gai (L'/L)  tout entier ce qui prouve déjà 
que wl est inerte pour l’extension L'/L. D ’autre part, si L\ C C est la plus 
petite extension galoisienne de k contenant L , l ’image h de g dans Gai (L i/k )  
induit l ’identité sur L. Si wl1 est la place de L\ induite pax w, il en résulte, 
puisque D w est engendré par g, que le groupe de décomposition DWl  ̂ associé à 
l ’extension L \ /k  est engendré par h (en effet, la flèche D w —+ D WLl est surjective, 
cf [1], proposition 1.2 page 163), donc est inclus dans G a l(L i/L ) .  Ainsi, on a 
Gai (L\(wL-i)lk(v)) =  Gal(Li(wLi)/L(wL))  donc L(wl) =  k(v) ce qui achève la 
preuve.

R em arq u e : On a en fait montré que l ’ensemble des places v qui conviennent 
est de densité de Dirichlet non nulle.
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2.3. U n premier résultat sur les k(v)-points

Nous démontrons ici une proposition qui ne fait intervenir que des fc(u)-points (et 
pas encore des ¿„-points). Nous utiliserons le lemme suivant, dégagé par Ekedahl 
dans [18] :

L em m e 2 .3 .1  Soient.W  =  SpecÆ un ouvert non vide de Spec((9*) et x  : B —► 
W  un morphisme dominant dont la fibre générique B  est une k-variété géomé­
triquement intègre. Soit p : y  —* B un revêtement étale galoisien de groupe G. 
On suppose que la fibre générique Y  de k o p est une k-variété géométriquement 
intègre. Soit C  une classe de conjugaison de G, on pose c =  Card (C )/Card (G ). 
Pour tout point fermé p  de W , de corps résiduel (fini) k(p), on note t ( p ) le 
nombre de points x de B(k(p)) pour lesquels le Frobenius Fx est dans C. Alors, 
on a :

t ( p ) / Card (B(fc(p))) -  c =  0 (C aid  (fc(p)) 1/2)

Nous en déduisons le résultat suivant :

P ro p o s it io n  2 .3 .2  Soient k un corps de nombres et W  un ouvert non vide de 
Spec ((9*). Soient B —» W un morphisme dominant et B  la fibre générique du 
morphisme B —► W . On suppose que B  est une k-variété intègre. Soit p : y  —* B 
un revêtement étale, connexe, cyclique, de degré m  >  2 de B. Pour presque toute 
place v de k, on dispose de Bv — B x>v k{v) et y *  =  y  x>v k(v), réductions 
respectives de B et y  au-dessus de k(v).
Alors, il existe un ouvert U\ de B et un ensemble infini I  de places v de k tels 
qu’on ait, en notant U2 =  p-1 (Z/i) :

1. Pour toute place v de I , le revêtement étale p{v ) : lÀ̂  ~ * Mï reste connexe.

2. Si fî est un ouvert non vide deU\, sa réduction fl v au-dessus de k{v ) admet, 
pour presque toute place v de I , un k{y)-point P (v)  vérifiant : la fibre de 
p{v) en P ( y ) est connexe.

P reu v e  : Soit Y  la fibre générique de y  —* W. Soient K  le corps des fonc­
tions de B  et K '  le corps des fonctions de Y ,  qui est une extension cyclique de 
degré m  de K .  Soient L  la fermeture intégrale de k dans K  et L' la fermeture 
intégrale de k dans K '.  L’extension L'jL  est une extension cyclique de corps de 
degré s, avec s divisant m (s est le degré de l’extension K L 1 / K ) .  Quand B  et Y  
sont géométriquement intègres (c’est-à-dire quand k =  L =  L'), le résultat dé­
coule immédiatement du lemme 2.3.1 (et on peut même imposer que I  contienne 
presque toutes les places de k). L’idée va être, en choisissant judicieusement 7, 
de se ramener (quand on considère v dans I)  à une situation où le lemme 2.3.1 
s’applique.
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Nous choisissons I  comme dans la proposition 2.2.1, c’est-à-dire que si v € / ,  alors 
v est non ramifiée dans £  (où £  est la clôture galoisienne de L') et il existe une 
place w  de L  au-dessus de v, inerte pour l’extension L' ¡L  et vérifiant L(w) =  k(v).

Il existe un ouvert de Zariski non vide Ui de B  tel que la flèche U\ —► Spec k se 
factorise par une flèche U\ —+ Spec L et U\ est alors un L-schéma géométriquement 
intègre. De ce fait, il existe un ouvert U\ de B tel que la flèche U\ —► W se factorise 
par une flèche Ui —► W l (où  W l est un ouvert non vide de Spec (O l ) ) dont la 
fibre générique est U\ —» Spec L. Posons IÂ2 — />_1(ZVi); quand v G I,  il existe w  
(place de L au-dessus de v ) telle que L{w) =  k(v). Ainsi, une fois que nous avons 
remplacé B et y  respectivement par IÀ\ et U2, nous pouvons supposer (quitte 
à raisonner au niveau L) que L =  k, c’est-à-dire que B  est géométriquement 
intègre.

Notons alors W' l’image réciproque de W  par la flèche Spec (O u ) —► Spec (Oit) 
et U' =  U\ x w W'. Comme V  est la fermeture intégrale de k dans K',  on peut 
encore supposer que le revêtement U2 —* U\ se factorise par le revêtement étale 
connexe p' \ W  —*U\. Or, si la place v est dans / ,  elle est inerte pour l’extension 
L'Ik. Comme la fibre générique de U2 —► U' est géométriquement intègre (vu que 
L' est intégralement clos dans K'),  on a bien que le revêtement p(y) reste connexe 
pour presque toute place de I  (et nous supposerons, quitte à restreindre 7, que 
c’est le cas pour toute place de / ) .  Notons que toutes les fibres du revêtement 
p'{v) : U v —► Uy sont connexes si v est dans I.

Maintenant, écrivons m =  p f1 ...p“' avec les pi premiers et a,- >  1 et supposons 
par exemple que p i , . . . ,p t (t <  1) sont les p,- qui ne divisent pas r =  [L1 : k]. 
On dispose ainsi d’un unique corps K"  vérifiant K  C K"  C K '  et K"  de degré 
r' — p“1 ...pft sur K .  Comme r' est premier à r, on a K " H K L '  =  K  et comme 
la fermeture intégrale de k dans K '  est L ', le corps k est intégralement clos dans 
K". Nous pouvons encore supposer que le revêtement IÂ2 —*• U\ se factorise par 
un revêtement étale connexe U2 —* U", où la fibre générique de U" a pour corps 
des fonctions K ", ce qui implique qu’elle est géométriquement intègre sur k. 
Appliquons alors le lemme 2.3.1 au revêtement p" : U" —► Ui (ou plus exacte­
ment au revêtement il" —*■ fi qu’il induit, où fi est un ouvert de Zariski non 
vide de U\ et fi" son image réciproque par p"). On obtient pour presque toute 
place v de /  un point P (v ) de f ï(k(v)) en lequel la fibre de p"{v) : Ü"v —> 
est connexe. Comme on l’a vu, la fibre de p'{v) en P [v)  est automatiquement 
connexe. Mais ceci implique alors que la fibre de p(v) en P (v)  est également 
connexe : en effet, si Fp(v) €  Ga\ ( K ' / K )  est le Frobenius en P (v) ,  son image 
dans Gal ( K ,f/ K )  (resp. dans G ai(K L ' /K ) )  est un générateur de G ai(K " /K )  
(resp. de Ga1 (K L ' /K ) )  puisque la fibre de p"{v) (resp. de p \v ) )  en P(v)  est 
connexe. Identifiant Gai ( K ' /K )  avec Z /m , l’image de -Pp(v) dans Z /pf- est a for­
tiori non nulle pour 1 <  i <  / (pour 1 <  i <  t parce que p,- divise [K" : K] et 
pour t <  i <  ï parce que p,- divise [KL' : K ]). De ce fait, le groupe Gai ( K ' /K )  
est engendré par Fp(„) d’où le résultat.
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R em arq u e : Rappelons le théorème classique suivant ([34]) :

T h éo rèm e (L ang-W eil) Il existe une constante C (n ,r, d) telle que pour tout 
corps fini Fq de cardinal q et toute sous-variété fermée X  géométriquement in­
tègre, de degré d et de dimension r; de P p ç, on ait :

| C ard(X (F,)) -  qT |<  C (n ,r ,d )q r~ ^ 2.

En n’utilisant que le théorème de Lang-Weil (et pas le lemme 2.3.1 dont la preuve 
fait intervenir des outils plus sophistiqués), on peut retrouver une forme atténuée 
(qui nous suffirait en fait pour la suite) de la proposition 2.3.2 consistant à rem­
placer la conclusion : “la fibre de p(v) en P (v)  est connexe” par “l’action de 
G ai(k (v) /k (v ))  sur les fc(u)-points de y  au-dessus de P { v ) n ’est pas triviale”. 
En effet, on se ramène comme on l’a vu en choisissant judicieusement I  au cas 
où B  et Y  sont géométriquement intègres et un argument de dénombrement des 
¿(u)-points de Bv et y °  donne alors aisément le résultat.

2.4. Calcul de a(Pv)

2 .4 .1 . P assage  à d es m o d èles  en tiers

Le théorème 2.1.1 est “local”, en ce sens que seul ce qui se passe au voisinage 
du point Pv compte; en particulier, on peut toujours restreindre l’ouvert U de 
l’énoncé du théorème 2.1.1. La proposition suivante va dans ce sens, afin de per­
mettre l’application d’un résultat que nous prouverons plus bas (corollaire 2.4.3).

P ro p o s it io n  2 .4 .1  Soient X  une k-variété géométriquement intègre, projective 
et lisse et a  un élément de n-torsion de Br (k (X )) qui n’est pas dans B r X .  Alors, 
il existe un modèle projectif et lisse X  de X  au-dessus d ’un ouvert non vide 
W =  Spec (Ok,s) de Spec (0 \t), un ouvert affine non vide et lisse V de X  et un 
fermé B intègre de codimension 1 de V, lisse au-dessus de W , tel que :

•  Si U  désigne le complémentaire de B dans V, on a a  £  Br t i .

• Le résidu de a  au point générique de B est un élément non nul de H\t {B , Z /n ).

•  L ’entier n est premier aux caractéristiques résiduelles de W .

P reu v e  : Il existe déjà un ouvert W  =  S p ec^ jt.s) de Spec((9j;) tel que X  
admette un modèle projectif et lisse X  aü-dessus de W , dont les fibres sont 
géométriquement intègres, et a  s’étende en un élément (noté encore abusivement 
a) de BrU,  où lÀ est un ouvert non vide de X . Quitte à élargir S  nous supposerons 
que n est inversible dans O v quand v ^ S.
Soient Z i, ...Zi les sous-schémas fermés intègres de X  qui ne rencontrent pas ZV, 
on peut supposer qu’ils sont tous de codimension 1 (quitte à réduire U). On peut
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aussi supposer (quitte à élargir encore S) que les Z{ ne sont pas des diviseurs 
verticaux sur X .  On dispose des résidus J i  =  SzXQ) G i ï 1(«:,-, Z /n), où /c,- est le 
corps résiduel de X  au point générique de Z{. Comme a  n’est pas dans Br X , l’un 
de ces résidus est non nul (d’après les rappels de 1.2.).

Il existe pour tout i un ouvert non vide et lisse B{ de Zi, ne rencontrant pas les 
Zj  pour j  /  i, tel que Ji £  H\t (Bi, Z /n). Prenons pour B l ’un des #,• tel que J i  
soit non nul et prenons pour V l’ouvert U U  B de X .  Nous pouvons enfin supposer
V affine (quitte à le restreindre autour du point générique de B) pour obtenir 
toutes les conditions de la proposition 2.4.1.

2 .4 .2 . Le calcu l

Nous allons maintenant utiliser les propriétés des flèches de résidu pour prou­
ver un lemme qui permettra ensuite de calculer a(P v) en vue d’établir le théo­
rème 2.1.1.
Fixons d’abord quelques notations. Quand V =  Spec R  est un schéma intègre et 
B =  Spec (R / t ) un sous-schéma fermé intègre de codimension 1 de V, on notera R t 
le localisé de R  par rapport à la partie multiplicative et R(t) le localisé de
R  pax rapport à l’idéal premier engendré pax t. On a ainsi (V \  B) cz Spec (Rt). Si
V et B sont réguliers et de corps de fonctions respectifs K  et k, on dispose quand 
K  et k sont de caractéristique zéro d’une flèche de résidu Bv K  —► Q /Z ) 
que l’on notera dt : en effet, l ’anneau R(t) est dans ce cas de valuation discrète 
(t en étant une uniformisante), de corps des fractions K  et de corps résiduel k 
et les rappels de 1.2 s’appliquent. Rappelons que pour toute place v non archi­
médienne de k , on note k(v) le corps résiduel de l’anneau des entiers Ov de kv et 
8V : Br kv —* ^ ( ¿ ( u ) ,  Q /Z ) l’application résidu associée.
Supposons en outre que V et B soient des VV-schémas, où W =  Spec (Oj^s) est 
un ouvert non vide de Spec (Ok)- Si v est une place de k non dans S, on dira alors 
abusivement qu’une flèche s : Spec (Ov) —* V est une “section” si, composée avec 
le morphisme structural V —»• W , elle redonne la flèche naturelle Spec (Ov) —► W. 
L’homomorphisme $  : R  —> Ov déduit de s envoyant t sur un élément t' de O v, 
on dira que la valuation e de t ' est la B-multiplicité (ou simplement la multiplicité 
si le contexte fait que cela ne prête pas à confusion) de la section s.

Avec ces notations, on a :

L em m e 2 .4 .2  Soit W  =  Spec (Ok,s) un ouvert non vide de Spec((!?*). Soient
V =  Spec i l  un W-schéma intègre régulier et B =  Spec(i?/f) un sous-schéma 
fermé intègre régulier de codimension 1 de V. Soient K  et k les corps de fonctions 
respectifs de V et W, on suppose K  et k  de caractéristique zéro.
Soit a  un élément de n-torsion de Br(i?i) C Br K  dont le résidu Xt =  dt(a ) au 
point générique de B est dans H lt (R /t,  Q /Z ). Supposons en plus que les carac­
téristiques résiduelles des schémas V et W sont premières à n. Alors, il existe
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un ouvert u  de V , d ’intersection non vide avec B, tel que pour toute section 
s : Spec ((9„) —» u  C V, de B-multiplicité e finie et >  0, induisant des morphismes 
si : Spec kv —> Spec(iît) et s 2 : SpecA:(î;) —> Spec (R /t) ,  on ait :

¿«(s î(°0 ) =  es2(xt)

où sj : Br (Rt) —► Brfc„ et Sj : Hlt ( R / t ,Q /Z )  —* H x(k (v ) ,Q /Z )  sont les flèches 
déduites de s\ et s?.

R em arq u e : C’est l ’hypothèse 0 <  e <  oo qui permet d’écrire que les mor­
phismes Si et S2 déduits de s sont respectivement à valeurs dans Spec (Rt) =  V \ B  
et Spec (R / t )  =  B.

P reu v e  : Soit R  le complété de R  par rapport à l’idéal (t). La section s 
se factorise (vu que Ov est complet) par une section Spec (O v) —* Spec R  et les 
flèches de résidu commutent avec le passage au complété. D ’autre part, si u> est un 
ouvert de Spe c R  d’intersection non vide avec B =  Spec (R /t) ,  on peut trouver un 
ouvert u) de Speci? (d’intersection non vide avec B) dont l ’image réciproque par 
le morphisme p  : Spec R  —» Spec R  est incluse dans û  (car l’image par p  du fermé 
complémentaire de ¿D est, d’après la proposition 6.F de [37], une intersection de 
constructibles ne contenant pas le point générique de Spec R, donc incluse dans 
un fermé strict de Spec R). Nous pouvons ainsi supposer que R  est complet pour 
la topologie définie par l’idéal (t).

Avec ces nouvelles hypothèses, le résidu Xt est un élément de Hlt ( R / t ,Z /n )  
qui se relève (vu que R  est complet pour la topologie i-adique) en un élément 
X de H lt (R ,Z /n ) .  Soit fi — x  U i, où x  est vu dans Hlt(R t ,Z /n )  et t  dans 
H\t (Rt, nn) =  R^/R^n. On & ^  €  H?t(Rt, fin) C Br (Rt)- D ’après la proposition 1.3 
de [5], on a dt(/3) =  Xt (car t est une uniformisante de R ^  et n est inversible 
dans le corps résiduel k de R(t))- Maintenant, l ’élément (/? — et) de Br (Rt) est 
tel que dt((3 — a) =  0. On en déduit ([38], exemple III.2.22) que (¡3 — a ) est en 
fait dans Br R(t) donc il existe un ouvert u  de V, contenant le point générique 
de B (donc d’intersection non vide avec B) tel que (/S — a) soit dans Bru;. De ce 
fait, quand s est une section à valeurs dans u>, on aura s\(/3 — a ) €  Br (Ov) donc 
en particulier 6v(sl(fl — a)) =  0 ([5], proposition 1.1). Ainsi pouvons-nous nous 
limiter à prouver l’égalité voulue avec /? au lieu de a.

Or, on a sl({3) =  U t' (ici t' — $ ( i)  est vu dans H*(kv, fin) ) où x i  es  ̂ l ’image 
de x  par la flèche H\t (R t , Z /n) —> H l (kv, Z /n)  déduite de ¿i. C’est-à-dire que Xi 
est en fait dans Hlt (Ov, Z /n )  et est égal à l’image X3 de x  € H¿t (R, Z /n ) par la 
flèche déduite de l’homomorphisme $ . Alors, on a £v(x i U t') — ex 2 5 où X2 est 
l’image de X3 dans i f 1(fc(u), Z /n )  (toujours d’après la proposition 1.3 de [5], vu 
que n est inversible dans O v et que la valuation de t' est e). Comme l’image de 
X € Hlt (R ,Z /n )  dans Hlt ( R / t ,Z /n )  est x<> l’élément X2 de Æi1(Â:(u), Z /n)  n’est

19



autre que sJÎXt) donc on trouve finalement que <5«,(xi Ut') =  es^x*) ce <ïui achève 
la preuve du lemme 2.4.2.

On peut maintenant calculer a(P v) quand on s’est ramené à la situation fournie 
par la proposition 2.4.1 :

C orolla ire 2 .4 .3  Soient X  une k-variété géométriquement intègre et a  un élé­
ment de n-torsion de Br(fc(X)). Soit X  un modèle de X  au-dessus d ’un ouvert 
non vide VV =  Spec (Ok,s) de Spec (Ok), avec n premier aux caractéristiques ré­
siduelles de W . Soient V un ouvert affine non vide et lisse de X  et B un fermé  
intègre lisse de codimension 1 de V. On suppose que le résidu J  de a  au point 
générique de B est dans H}t(B , Z/n )  et qu’on a a  £  BrU, où U  =  V \  B.

Alors, il existe un ouvert u  de V, d ’intersection non vide avec B, tel que pour 
tout point Pv de U(kv), correspondant à une section s : Spec(C?v) - t u  C V de 
B-multiplicité e, on ait, en notant P(v) le k(v)-point de V associé à s :

1. Si P (v )  n’est pas dans B, alors Sv(a(P v)) =  0.

2 . Si P ( v ) €  B(k(v)), alors :

Sv(a(Pv)) =  ed

où d  est l ’élément de Z /n) obtenu en prenant la fibre en P (v) de
Z /n ).

P reu v e  : Notons déjà que si P (v)  n’est pas dans B, la section s est en fait à 
valeurs dans IÂ donc Sv(a(Pv)) est nul puisque ct(Pv) est dans Br (Ov).

Si maintenant P ( v ) est dans B , l’ouvert 10 est donné pax le lemme 2.4.2 qui 
s’applique bien ici : en effet, les corps de fonctions de B et V sont bien de caracté­
ristique zéro, la multiplicité e est bien finie et >  0, les caractéristiques résiduelles 
de V et W sont bien premières à n, et on a bien a  E Br U. Le résultat en découle, 
les flèches si et ¿ 2  du lemme 2.4.2 correspondant ici aux sections Spec kv —> U. 
et SpecAr(t;) —+ B, lesquelles sont associées respectivement au ¿„-point Pv et au 
¿(u)-point P (v).

2.5. Fin de la preuve du théorèm e 2.1.1

Soit X  une ¿-variété géométriquement intègre, projective et lisse et a  un élé­
ment de n-torsion de Br(Â:(X)) qui n’est pas dans B rX . Appliquant la propo­
sition 2.4.1, on obtient un ouvert non vide W =  Spec(0;t.s) de Spec(Ojt), un 
W-schéma affine lisse V (qui est un ouvert non vide d’un modèle projectif lisse 
de X  au-dessus de W) et un sous-schéma fermé B de codimension 1 de V, intègre
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et lisse, vérifiant a  €  BrW (où U  =  V \  B). Si J  est le résidu de a  au point géné­
rique de B , la proposition 2.4.1 nous permet aussi d’imposer que J  est un élément 
non nul de H lt ( B ,Z /n ), et que n est premier aux caractéristiques résiduelles de 
W. Nous sommes donc dans les conditions d’application du corollaire 2.4.3 (et 
quitte à réduire encore V autour du point générique de B , nous pouvons supposer 
que l’ouvert u> donné par ce corollaire est égal à V tout entier). Ainsi, il nous 
suffit maintenant pour prouver le théorème 2.1.1 de trouver (pour une infinité 
de places y) un point P (v)  de B(k(v)) tel que la fibre d  de J  en P(v)  soit un 
élément non nul de i i 1(fc(t;), Z /n ), et de relever P (v)  en un ¿„-point de U  tel 
que la ¿^-multiplicité e de la section s : Spec (0„) —► V associée soit 1 (puisque le 
corollaire 2.4.3 nous dit que Sv(a(P v)) =  eâ). La première condition va découler 
de la proposition 2.3.2 et la deuxième du lemme de Hensel.

En prenant l’image J  de ¿T dans # * (« , Q /Z ) =  Homcont(Gal (k /k ),Q /Z ) , on 
peut trouver une extension cyclique non triviale de corps k' / k tel que J  soit un 
générateur de Hom(Gal (k'//c), Q /Z ). Ensuite, on peut trouver un revêtement 
étale cyclique connexe y  d’un ouvert de Zariski non vide fi de B dont la fibre 
générique est Spec k1 —y Spec/c. Ainsi, le revêtement y  de fi est étale cyclique 
connexe d’ordre m >  2. La fibre générique Y  d e y  est une ¿-variété intègre. Nous 
pouvons alors trouver un ensemble infini /  de places de k (avec I  disjoint de S) 
comme dans la proposition 2.3.2. D ’après cette proposition, pour toute place v 
de I ,  on pourra trouver un ¿(u)-point lisse P (v)  dans fi, tel que la fibre en P (v)  
du revêtement y  —y Cl reste connexe. De ce fait, l ’élément d  de ÆT1(fc(t;), Q /Z )  
obtenu en prenant la fibre en P (v)  de J  €  H}t (B, Q /Z ) est d’ordre m  >  2 dans 
fi’1(Æ(u), Q /Z ), donc d  ^  0.

Maintenant, rappelons qu’on a V  =  Spec R  et B — Spec (R /t) .  Fixons une uni­
formisante 7rv de O v et posons B v =  Spec (R '/( t  — 7T,,)), où R' =  R ® o k.s 
Alors, les ¿(v)-fibres du Spec ((9„)-schéma B v et de B sont isomorphes. Ainsi, 
par le lemme de Hensel, on peut relever P (v)  en un ¿„-point de B v, c’est-à-dire 
que P (v )  se relève en un ¿„-point Pv de V tel que la multiplicité e de la section 
5 : Spec (O v) —» V associée à Pv est 1 (rappelons en effet que c’est la valuation de 
l’image de t  par l’homomorphisme R —* O v induit par s). Ceci achève la preuve.

2.6. Lien avec l ’obstruction de Manin au principe de 
Hasse et à l ’approximation faible.

Nous démontrons ici un corollaire du théorème 2.1.1, qui sera très utile en vue 
d’applications arithmétiques :

C orolla ire 2 .6 .1  ( “L em m e form el” ) Soient k un corps de nombres et X  une 
k-variété géométriquement intègre, projective et lisse, qui a des points dans tous 
les complétés de k. Soient A i , ..., A r des éléments de B r ^ (X )) ,  et U un ouvert de
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Zariski non vide de X  tel que toutes les Ai soient dans Br U. Soit S un ensemble 
fini de places de k. On note j v l ’invariant local de Br kv dans Q /Z . Alors :

•  S ’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée à (A i , ..., A r) 
pour X ,  il existe T  D S  et une famille de points locaux (Pv)ver  avec 
Pv G U(kv) tels que :

V i € { l , . . . , r }  j v(Ai(Pv)) =  0
ver

•  S ’il n’y a pas obstruction de Manin à l ’approximation faible associée à 
(A i , . . . ,A r) pour X ,  alors pour toute famille (Pv)vçs telle que Pv G U(kv), 
il existe T  D S et une famille de points locaux (Pv)veT\s (avec Pv G U(kv) 
pour toute v dans T ) tels que :

Vi G {1 J 2 jv (A i(P v)) =  0
ver

P reu v e  : Soit (pour tout i de { l , . . . ,r } )  n,- l’ordre de Ai dans Br(fc(A")). Si 
v est une place de k, on note E v le sous-ensemble de rii<i'<r(Z/n,Z) constitué 
des ( iv(A(-P,i)))i<.<r pour P'v G U(kv). Soit T le sous-groupe de Ili<,<r(z / ntZ) 
engendré par les éléments de rii<i<r(Z/ni'Z) qui appartiennent à une infinité de 
Ev. D ’après la définition de T, il existe un ensemble fini S 1 de places de k tel 
que pour toute v non dans S' et tout P'v dans U(kv), on ait (iv(A,(-f^)))i<«<r 
élément de T. Soit (Pv)vçn* un élément de Ilvgn* U(kv). Soit S  un ensemble fini 
de places de k contenant S' et soit Ws  l ’élément de rii<«<r(Z/n,Z) dont la ième 
composante est Ylves jv(A i(Pv)) . Deux cas sont possibles :

•  Si W s  est dans T, on a — Ws =  Wi +  ••• +  Wr où les Wi (1 <  / <  r) 
sont des éléments de [J1<i<r(Z /n tZ) qui appartiennent à une infinité de 
E v. Ainsi, il existe des places deux à deux distinctes v \ , ..., Vj de k, qui ne 
sont pas dans S, et telles que Wi soit dans E Vl pour 1 <  / <  r. En notant 
alors S" l ’ensemble des (1 <  / <  r) et T =  S  U S", on voit, en prenant 
pour Pn un point de U(kvi) tel que (jv,(Ai(PVl)))i<i<r =  W7/, qu’on a bien

jv(Ai(Pv)) =  0 pour 1 <  i <  r.

•  Si W s  n’est pas dans T, il existe un caractère (c’est-à-dire ici un morphisme 
vers Q /Z ) du groupe IIi<»<r(Z/w«Z) qui est nul sur T mais ne s’annule pas 
en Ws (c’est immédiat à partir des propositions 1 et 2 de [46]). Ainsi, il 
existe des entiers a,- (1 <  i <  r) tels que (Ili=i -^f’i-fv)) soit non nul 
dans Q /Z , tandis que pour tout élément ( h \ , ..., hr) de T, est nul 
dans Q /Z . De ce fait, pour toute v non dans S' et tout P'v dans U(kv), on a 

( jv(Ai(Pv)))i<i<r élément de T ce qui implique que j v(rii=i ^ ( P l ) )  est nul 
dans Q /Z . D ’après le théorème 2.1.1, l ’élément A =  ri;=i A “' de Br(^(À'")) 
est dans H rX  et on a ^2v^Qk j v(A(Pv)) non nul dans Q /Z .
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Maintenant, s’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée 

à (.Ai,..., A r) pour X , on peut trouver (Pv)ven* dans ILgCi* U(kv) tel que pour 
tout élément B  de B rX , on ait ]Cven* Jv(B(Pv)) nul. Ainsi, on est forcément dans 
le premier des deux cas envisagés ci-dessus. De même, s’il n’y a pas obstruction 
de Manin à l’approximation faible, on sait que pour tout élément (Pv)venk de 
rLen* U(kv), on est encore dans le premier cas. Ceci achève la preuve.

3. U n  th éorèm e de com paraison en tre  groupes  
de B rauer

3.1. Rappels géométriques

(Pour des définitions dans un cadre plus généra], voir [7] et [23]). Soient F  un 
corps algébriquement clos de caractéristique zéro et Z /F  une F -variété intègre, 
projective et lisse. Si H 2(Z , O z)  =  0, le foncteur de Picard Pic 7j F est représen­
table par un F-schéma en groupes localement lisse. Si de plus H l (Z, O z)  =  0, 
la composante de la section unité Pic %jF est triviale (son espace tangent est 
en général un F-espace vectoriel dont la dimension est celle de i f 1(Z, Oz))-  
Ainsi, le groupe de Néron-Severi NS (Z), conoyau de la flèche Piç_°z/F(F)  —> 
Pic 7jF(F)  =  P ic (Z ) /P ic (F )  s’identifie à P ic(Z ) (on peut identifier Pic yj F(F) 
à P ic (Z ) /P ic (F )  car Z (F ) ±  0).
Notons que ces hypothèses sont en particulier remplies si Z  est unirationnelle sur 
F  : en effet, si F  — C, la théorie de Hodge nous dit que pour tous entiers p et 
ç, les dimensions de H 9(Z,Ü,P) et H p(Z,Çlq) sont égales, où Cl est le faisceau des 
différentielles de Z /F \  en particulier, le F-espace vectoriel H P(Z , O z)  a même 
dimension que H °(Z , fîp) qui est nul pour p >  0 puisqu’un espace projectif 
domine Z. On en déduit le résultat pour tout corps F  algébriquement clos de 
caractéristique zéro, de degré de transcendance fini sur Q en plongeant F  dans 
C et en utilisant la formule de Künneth, puis pour tout corps F  algébriquement 
clos de caractéristique zéro en écrivant qu’on a X  =  Xo x Fo F , où le corps Fq est 
algébriquement clos et de type fini sur Q et Xo est une Fo-variété unirationnelle. 
De même, les propriétés : H P(Z, O z)  =  0 (avec p >  0) ou encore Br Z  =  0 sont des 
invariants jP-birationnels des F-variétés projectives lisses. Rappelons également 
deux propriétés :

P ro p o sitio n  3 .1 .1  Soit Z  une variété intègre, projective et lisse sur un corps 
algébriquement clos de caractéristique zéro F . Alors :

• Si Pic Z est sans torsion, le groupe H l (Z ,O z )  est nul.

• Si B rZ  est nul, il en va de même de H 2(Z ,O z) .
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P reu ve  : Soit V  la vaxiété de Picard de Z  : c’est une variété abélienne dont 
le groupe P ic°(Z ) des F-points est un sous-groupe de Pic Z; Or, comme F  est 
algébriquement clos de caractéristique zéro, le groupe des F-points de la variété 
abélienne V  est de torsion ([41], application 3 page 62). Ainsi, si P icZ  est sans 
torsion, la variété V  est triviale. Comme la dimension de son espace tangent à 
l ’origine est celle de H l (Z ,O z) ,  ce dernier groupe est nul d’où le premier point. 
Supposons maintenant Br Z  =  0. On se ramène par l’argument déjà vu au cas 
F  =  C et on a alors H 2(Z , O z)  =  H°{Z, i l2) =  0 : en effet la condition Br Z =  0 
implique la condition “B-i — p =  0" ([26], corollaire 3.4) et cette dernière condition 
est équivalente à la condition H °(Z , Q2) =  0 (cf [6], preuve de la proposition 2.11).

L em m e 3 .1 .2  Soient R  un anneau local régulier (intègre et noethérien) et S  
son spectre. Soit X  un S-schéma projectif et lisse, à fibres géométriques intègres. 
Notons K  le corps des fractions de R  et X  la fibre générique au-dessus de K  du 
morphisme p : X  —*■ S . Alors, la flèche Pic (A") —> P icX  est un isomorphisme.

P reu ve  : Comme X  est lisse, la flèche Pic (X )  —► Pic X  est déjà surjective. 
D ’autre part, considérons un diviseur intègre D  de X  qui ne rencontre pas la 
fibre générique. Alors, son image par p  est un fermé strict de S. Comme les fibres 
géométriques de p sont intègres, le diviseur D  est exactement l ’image réciproque 
de ce fermé, lequel doit être de codimension 1 car D  est de codimension 1 dans 
X  et le morphisme p est plat. Ainsi, il suffit de prouver que pour tout point m  de 
codimension 1 de S, la fibre X m en m  est un diviseur principal. Mais ceci résulte 
de ce que comme R  est local régulier, il est factoriel ([37], théorème 48 page 142), 
donc Pic S  =  0 et le diviseur X m est alors clairement défini sur X  par une seule 
équation.

3.2. Ensembles hilbertiens

Soit B  une ¿-variété géométriquement intègre, on dira qu’un sous-ensemble H  
de B(k) est hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B  et un 
revêtement étale p : Y  —* U avec Y  intègre sur k tel que H  soit l ’ensemble des 
¿-points M  de U pour lesquels p~l (M )  est connexe. En particulier, l ’ensemble des 
¿-points d’un ouvert de Zaxiski non vide de B  est hilbertien, et l’intersection de 
deux sous-ensembles hilbertiens de B  contient encore un sous-ensemble hilbertien 
de B  (cf [33], propositions 5.1 et 5.2). Le théorème d’irréductibilité de Hilbert dit 
qu’un sous-ënsemble hilbertien de A£ (¿) est Zariski-dense. Plus précisément, on 
dispose de la version “effective” suivante :

P ro p o sitio n  3 .2 .1  Soient W  =  Spe cR  un ouvert non vide de Spec(Ofc) et B 
un schéma intègre. Soit ir : B —y Spec R  un morphisme dominant dont la fibre 
générique B  est une k-variété géométriquement intègre. Soit p : y  —► B un 
revêtement étale tel que la fibre générique Y /k  de iro p soit intègre. Alors, si B /k
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a la propriété d ’approximation faible (resp. forte), il en va de même de l ’ensemble 
des 0 de B (k ) tels que la fibre de p en 6 soit connexe.

(On dit que B  a la propriété d’approximation forte si l ’image de B (k ) est dense 
dans le produit restreint des B (kv), où v parcourt toutes les places de k à l’ex­
ception d’une seule).

P reu ve  : Cet énoncé est pratiquement le même que celui obtenu par Ekedahl 
dans [18] (la seule différence est qu’on suppose juste Y  intègre sur k et non plus 
forcément géométriquement intègre). La preuve qui suit est analogue à celle du 
théorème 1.3 de [18] et repose sur le lemme 2.3.1 qui nous a déjà servi pour 
prouver le théorème 2.1.1. On pourra aussi consulter [39] pour le cas où B  est la 
droite affine.
Soient K  le corps des fonctions de B  et K '  le corps des fonctions de Y , on note 
L la fermeture intégrale de k dans K'.  Notons W l l’image réciproque de W par 
la flèche Spec (O l ) —*■ Spec (Ok). Il existe un ouvert de Zariski non vide U  de
Y  tel que le morphisme structural U —► Spec k se factorise par un morphisme 
U —* Spec L. Ainsi, nous pouvons supposer (quitte à réduire VV et à remplacer 
B et y  respectivement par des ouverts de Zariski non vides de B et y )  que B 
est lisse et que p se factorise par un revêtement pL : y  Bl =  B Xw W l - On 
peut aussi supposer p galoisien de groupe G. On note K l le corps des fonctions 
de Bi, =  B  x k L.
Traitons par exemple le cas où B  vérifie l’approximation faible (le cas de l ’ap­
proximation forte est similaire). Soient T  un ensemble fini de places de k et x v 
un point de B (kv) pour v dans T. Soit T l  l ’ensemble des places de L qui sont 
au-dessus d’une place de T. Appliquons le lemme 2.3.1 au revêtement />l (la fibre 
générique de y  —■► Spec (O l)  est bien géométriquement intègre puisque L est la 
fermeture intégrale de k dans K').  D ’après ce lemme, pour presque toute place 
w  de L, il existe pour toute classe de conjugaison C  de G l  — Gai (K '/ K l )  un 
point x c  de B(L(w))  dont le Frobenius est dans la classe C. Soit { C i , ..., Cr} 
l’ensemble des classes de conjugaison de G l - En utilisant en outre le théorème 
de Tchebotarev, nous pouvons trouver des places w\, . . . ,w T de L (qui ne sont pas 
dans T l  et qui induisent des places deux à deux distinctes v i , ..., vr de k) vérifiant 
L(w{) =  k(v{), et des points x(u>,) de Bl(L(w î))  dont le Frobenius est dans Ci- 
Maintenant, ces points se projettent en des points lisses x(u,) de B(k(vj)), que 
l’on peut relever par le lemme de Hensel en des points xVi de B (k Vi). Appliquant 
l’approximation faible à B  avec les places de TU { u i, ..., vr}, on trouve un point x 
de B(k)  arbitrairement proche de x Vi pour 1 <  i <  r et des x v pour v dans T. Le 
point x est ainsi dans B ( ü Vi) pour 1 <  i <  r et sa réduction dans k(v{) est x(ut); 
ainsi, la fibre du revêtement pL en x € B l(L )  est connexe puisqu’un sous-groupe 
strict de G l  ne peut rencontrer toutes les classes de conjugaison de G l  ([18], 
lemme 1.1). Il en va donc de même de la fibre en x € B(k)  du revêtement p vu
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que p est juste le composé de pl et de la projection Bl =  B Xw VVl —► B. D ’où 
le résultat.

3.3. Flèches de spécialisation entre groupes de Brauer

Commençons par proüver un lemme utile :

L em m e 3 .3 .1  Soit K  un corps. Soit S une K-variété intègre, de corps des fonc­
tions K (S ) .  Soient Y  et Z deux K.-variétés intègres munies de morphismes domi­
nants vers S. On suppose que les fibres génériques Y,, et Zv sont géométriquement 
intègres et K,(S)-birationnelles. Alors, il existe un ouvert de Zariski non vide U 
de S  tel que pour tout point rationnel t de U , les fibres Yt et Zt soient géométri­
quement intègres et K-birationnelles.

P reu v e  du lem m e 3 .3 .1  : Quitte à remplacer S  par un ouvert de Zariski 
non vide de S, on peut supposer que toutes les fibres des morphismes Y  —► S  et 
Z  —* S  sont géométriquement intègres. Les variétés Y  et Z  sont /C-birationnelles 
(elles ont même corps de fonctions); soient U\ et U2 des ouverts respectifs non 
vides de Y  et Z  tels qu’il existe un ^-isomorphisme $  de U\ sur U2 , alors $  est un 
5 -morphisme (car si p\ et P2 sont les projections respectives U\ —► S  et U2 —► S, 
les morphismes p2 ° 3> et pi coïncident au point générique de Ui, donc partout 
puisque U\ est séparé sur S). Maintenant, pour tout point AC-rationnel t de S, les 
ouverts f/it< et t/2,i des fibres Yt et Zt sont /C-isomorphes. Or, il existe un ouvert 
de Zariski non vide S' de S  tel que pour tout point rationnel t de 5', l’ouvert Uij 
soit non vide, car l’image de l ’ouvert U\ pax la projection p\ est un constructible 
de S  ([37], théorème 6.E) qui contient le point générique de 5 , donc contient un 
ouvert de Zariski non vide de S. Le résultat en découle.

D éfin it io n  d ’une flèche d e  sp écia lisa tion  entre grou p es de B rauer :
Soient maintenant V  et B  deux ¿-variétés intègres, dont on note k(V ) et K  les 
corps de fonctions respectifs. Soit p : V  —» B  un k-morphisme dominant, dont la 
fibre générique K, est géométriquement intègre. Soit A  un élément de Br (k(V)). 
Il existe un ouvert de Zariski V' non vide et lisse de V  tel que A  soit dans Br V' et 
tel que la fibre générique c—► Vv du morphisme V' —» B  induit par p soit lisse. 
Il existe alors un ouvert de Zariski non vide B' de B  et un ouvert de Zariski non 
vide Vi <—* V' de V  tel que p induise un morphisme dominant et lisse p' : V\ —» B' 
dont toutes les fibres sont géométriquement intègres; pour tout point rationnel 6 
de B', la fibre V\te de p' en 6 est alors un ouvert de Zariski non vide de V$. On 
note alors k(V$) le corps des fonctions de V$.
De la flèche t—» Vi, on déduit une flèche Br Vi —» Br V\yo. On obtient ainsi un 
élément Ag de Br (k(V$)), défini pour tout point rationnel 6 de B ', avec B' ouvert 
de Zariski non vide de B.
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L em m e 3 .3 .2  Avec les notations ci-dessus, si A est dans B t^  ( K (Vv)/ K ) , alors 
il existe un ouvert de Zariski non vide Bi B' de B  tel que pour tout point ra­
tionnel 0 de B \, la spécialisation A$ €  Br (fc(Ve)) soit en fait dans Brra(k(Vg)/k).

P reu v e  : En gaxdant toujours les mêmes notations, on peut (d’après le théo­
rème de résolution des singularités d’Hironaka), quitte à réduire encore Vj, plonger 
V1>v dans une fi-variété projective et lisse X ,  puis trouver un morphisme projectif 
et lisse pi : Z  —► Bi de fibre générique X  —► Spec K  (où B\ est un ouvert de Za­
riski non vide inclus dans B' de B),  tel que pour tout point rationnel 6 de B \,  la 
fibre Ze soit un modèle projectif lisse de Vitg (avec le lemme 3.3.1), et donc aussi 
de V$. Maintenant, les diviseurs de Z  en lesquels A  est ramifié ne rencontrent pas 
la fibre générique de p\ donc quitte à restreindre encore B \ , on peut supposer que 
A  est dans Br (Z)  (avec le théorème de pureté de Grothendieck). Alors, si û est 
un point rationnel de B i, la spécialisation Ag est en fait dans Br (Ze) qui n’est 
autre que Br^ (k(Vg)/k) (d’après les rappels de 1.2.). D ’où le résultat.

R em arq u e : Avec les hypothèses et notations du lemme 3.3.2, si A  est dans 
Br K , alors Ag est dans Br k. Ainsi, on obtient également une flèche de spécialisa­
tion de Brnr(ii(V Î,)/K ) / B i  K  dans BTJiI(k(Vg)/k)/BT k, définie pour tout point 
rationnel 0 d’un ouvert de Zariski non vide Bi de B.

3.4. Flèches de spécialisation entre groupes de Picard

Soit R  un anneau local régulier (intègre et noethérien) de corps des fractions K  
et dont le corps résiduel k est de caractéristique zéro. Soit X  un schéma projectif 
et lisse au-dessus de Spec 7?, à fibres (géométriques) géométriquement intègres, 
dont on note X  la fibre générique au-dessus de K  et X m la fibre au-dessus du 
point fermé de Spec R. Soit R' un anneau local régulier dont le corps des fractions 
L est une extension finie de K  et l ’idéal maximal est au-dessus de celui de R  (on 
dira alors que R ' “domine” R). Le corps résiduel k' de R' est ainsi une extension 
finie du corps résiduel k de R. Notons X ri — X  Xr  R' et X m<K> la fibre de X ri 
au-dessus du point fermé de Spec R'. On a Pic (Xri) =  Pic (X l ) (lemme 3.1.2) et 
on dispose d’une flèche de spécialisation P ic (X i)  =  Pic (Xri) —► Pic (X m)K<) qui 
est obtenue par image réciproque (cf [20], 20.3).

L em m e 3 .4 .1  Soient R  et X  fixés comme ci-dessus. Notons X  =  X  Xjc K  et 
X-rjx =  X m X K K .

Considérons les diagrammes commutatifs :

L  — i- R ' <—  k1

î î î
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où l ’anneau local régulier R' domine R, a pour corps des fractions L et pour corps 
résiduel k'.
Alors, les flèches de spécialisation Pic(-Xx,) =  Pic (A*#/) —► P ic(X miK<) induisent 
par passaqe à la limite inductive sur ces diagrammes une flèche de spécialisation : 
P ic(X ) -  P ic(Â ^ ).

P reu v e  : Si R[ et R^ sont deux anneaux locaux réguliers dominant R, de corps 
des fractions Li et L 2 , de corps résiduels K\ et k2, il existe d’abord un anneau 
local R!q dominant R!x et R^, de corps des fractions L 1 L 2 (considérer un localisé 
de R^). Maintenant, pax le théorème de résolution des singularités d’Hiro-
naka, on peut trouver un anneau local régulier Rq dominant R!q et de corps des 
fractions L \L 2- Ainsi, on dispose bien d’une limite inductive (filtrante). D ’autre 
part, toujours à cause du théorème d’Hironaka, il existe pour toute extension finie 
L de K  un anneau local régulier R' de corps des fractions L et dominant R  (La 
fermeture intégrale R i  de R  dans L est un anneau semi-local et on prend pour R' 
un modèle régulier du localisé de R j  par rapport à l’un de ses idéaux maximaux). 
Ainsi, on obtient bien une flèche définie sur Pic (X ) tout entier. D ’où le résultat.

P ro p o sitio n  3 .4 .2  Soit R  un anneau local régulier (intègre et noethérien) de 
corps des fractions K  et dont le corps résiduel k  est de caractéristique zéro. 
Soit X  un schéma projectif et lisse au-dessus de Spec R, à fibres (géométriques) 
géométriquement intègres, dont on note X  la fibre générique au-dessus de K  et 
X m la fibre au-dessus du point fermé de Spec R. On fait l ’hypothèse supplémen­
taire que les groupes H l (X m,0-^—) et H 2(X m, sont nuls. Alors, la flèche 
de spécialisation (bien définie grâce au lemme 3.4-1) P ic(X ) —* P ic(X m) est un 
isomorphisme de groupes abéliens.

P reu v e  : Soient R  le complété de R  et K  son corps des fractions. Soit K  une 
clôture algébrique de K  contenant K .  En appliquant le lemme 3.4.1 à l’anneau 
R  (qui est régulier) et au schéma X^ =  X  Xr R, on obtient une flèche de spé­

cialisation : Pic(AT^) —► Pic (X m). Or, si R ' est local, régulier, et domine R, il 

existe encore (pax désingulaxisation de son complété) un anneau local régulier 
complet R" qui domine R1 et a même corps des fractions (soit L) que R'. Soit k' 
le corps résiduel de R". Les groupes H 1 (X m K̂i, O xm K, ) et H 2(X myKi ,O x m K,) sont 
nuls. De ce fait, le corollaire 1 à la proposition 3 de [22] nous dit que la flèche de 
spécialisation Pic(Xz,) =  P îc(X r») —► Pic(J\rm,K<) est un isomorphisme (vu que 
R" est bien complet). Ainsi, en passant à la limite inductive, on obtient déjà que
la flèche de spécialisation : P ic (X —) —► P ic(X m) est un isomorphisme.

K _
Par le théorème de semi-continuité ([29], III.12.8), les groupes H l (X ,0 -x )  et 
H 2(X , Oy ) sont encore nuls. Ainsi, le groupe Pic (X^-) est isomorphe à NS (-̂ j=r)

qui est lui-même isomorphe à NS (X ) =  P ic(X ) (le groupe de Néron-Séveri ne 
change pas par extension de corps de base algébriquement clos). Finalement,
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la flèche de spécialisation : Pic(À') —► P ic(X m) est aussi un isomorphisme de 
groupes, ce qui achève la preuve.

3.5. U ne propriété des flèches de spécialisation

Nous en venons au résultat principal de cette section 3.

T h éo rèm e 3 .5 .1  Soient k un corps de nombres et V  une k-variété intègre. 
Soient B  une k-variété géométriquement intègre et p : V  —► B  un k-morphisme 
dominant. Notant K  le corps des fonctions de B , on suppose que la fibre géné­
rique Vf, est une K-variété  géométriquement intègre et on note Vv la K-variété

Vn x K K.  _ _  _
Si X  est un modèle projectif lisse de Vn au-dessus de K  et X  =  X  Xk  K , on 
suppose aussi que les groupes H 1( X ,O y ) et H 2{ X , 0~x), ainsi que B rX , sont 
nuls.
Enfin, on fait en plus l ’une des deux hypothèses suivantes :

1. Le corps K  est le corps k(T).

2. La fibre générique possède un K-point lisse.

Alors, il existe un sous-ensemble hilbertien H  de B(k) tel que pour tout point m  
de H, la flèche de spécialisation : Br^ (K(Vv) / K )/B r K  —► Br^ (k(Vm)/k ) /B r  k 
est un isomorphisme de groupes abéliens (Vm désigne la fibre en m ).

P reu ve  du  th éo rèm e  3 .5 .1  : Comme la caractéristique de K  est nulle, on 
peut, par le théorème de résolution des singularités d’Hironaka, trouver d’abord 
un modèle projectif lisse Zr, de Vn au-dessus de K .  Ensuite, on peut trouver un 
modèle projectif Z  —* B  de Zv —► Spec K .  Si Vn possède un if-point lisse, alors 
Zv possède un if-point (à cause du lemme de Nishimura). Ainsi, comme le groupe 
de Brauer non ramifié est un invariant birationnel, nous nous ramenons (avec le 
lemme 3.3.1) au cas où le morphisme p est projectif avec Vv lisse. Nous noterons 
désormais X  la if-variété projective lisse Vv. Notons qu’il existe un ouvert de 
Zariski lisse U\ de B  tel que la fibre de p  au-dessus de tout point (fermé ou 
non) de U\ soit lisse et géométriquement intègre, et tel qu’on dispose, pour tout 
point rationnel m de U\ de la flèche de spécialisation : TStot (K (V v) / K ) /B r  K  —► 
Brnr(fc(ym)/A:)/Br k (voir la remarque suivant la preuve du lemme 3.3.2). On 
peut également supposer que le morphisme induit p~y(U\) —*■ U\ est lisse. 
Maintenant, les groupes H l (X,Q-x)  et B 2( X ,0-%) sont nuls. Le théorème de 
semi-continuité ([29], III.12.8) assure qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U 
de B  (avec U <Z U\) tel que pour tout point m de C/, dont on note la fibre X m, 
les groupes H 1(X m, Oy ^) et ü 2(X m, 0 ^ )  soient encore nuls.

Considérons alors un point rationnel m de U dont on note R  l’anneau local (c’est 
un anneau local régulier puisque U est un ouvert lisse de B). Le corps résiduel de

29



R  est k. Soit X  —*■ Spe c R  un modèle projectif, lisse de V  au-dessus de Spec R. 
La fibre générique est X , la fibre au-dessus du point fermé de Spec R  est X m. 
D ’après la proposition 3.4.2, la flèche de spécialisation : P ic (X ) —* P ic(X m) est 
un isomorphisme de groupes abéliens.
Maintenant, pour tout entier n >  1, la suite exacte de Kummer en cohomologie 
étale donne les suites exactes :

0 — Pic ( X ) / n  -> H l ( X , p n )  -*■ nB v X  — 0

et d’autre part, le théorème de spécialisation lisse en cohomologie étale ([38], co­
rollaire 4.2.) nous dit que les groupes H?t(X ,  fin) et H?t(X m, (in) sont isomorphes. 
Comme d’autre paxt le groupe Br X  est nul et les groupes Pic (X ) et Pic (X m) sont 
isomorphes, on obtient finalement que les groupes Pic (X m)/n  et H?t(Xm,/ in) sont 
isomorphes. Or, il s’agit de groupes finis donc dans la deuxième des suites exactes 
ci-dessus, l’injection Pic (X m) /n  —► H?t(X m, /¿n) est aussi surjective, c’est-à-dire 
que nBr.Xm est nul. Finalement, on obtient que le groupe B rX m est nul (puisque 
c’est toujours un groupe de torsion).

Alors, on peut trouver une extension finie galoisienne L de K  telle que X l  pos­
sède un L-point avec en plus Pic (X ) =  Pic (X l ) .  A u  corps L correspond un 
revêtement séparable p : Y  —► U (avec Y  intègre sur k) de groupe Gai (L /K ) ,  
que nous pouvons supposer étale avec Y  lisse (quitte à restreindre encore U et F ). 
Par définition, il existe un sous-ensemble hilbertien H  de U(k)  tel que pour tout 
point m  de H,  la fibre de p en m soit connexe. Soit m  un tel point, appliquons 
ce qui précède à m. Il y a un unique point fermé m! de Y  au-dessus de m et 
l ’anneau local R' de Y  en m ' est régulier, de corps des fractions L. Soit k' son 
corps résiduel. La fermeture intégrale de R  dans L est R! et on a un isomorphisme 
Gai ( L / K )  —► Gai (k'/k).  La flèche de spécialisation : Pic (Xr<) P ic(X mifc») est 
compatible avec les actions respectives de Gai ( L / K )  et Gai (kf/k) .  D’autre part, 
on a vu que la flèche P ic(X ) —* P ic (X m) est un isomorphisme de groupes donc 
comme Pic (X )  =  Pic (-^¿), cette flèche est en fait à valeurs dans Pic (X mik>) donc 
Pic(ATmi**) =  P ic(X m) et on obtient donc un isomorphisme de spécialisation de 
H 1(Ga\’( L / K ) , P i c ( X L)) sur H l (Gal (k'/k),  P ic(X m>Jt-)) qui est en fait un iso­
morphisme de H l (K,  Pic (X )) sur H l (k, P ic (X m)) : en effet, comme X l  possède 
un L-point, on a, en notant G l  — Gai ( K / L ) ,  l ’égalité P ic (X )Gi =  Pic (^£,).

Or, pour toute variété géométriquement intègre projective et lisse Z  sur un corps 
F  de caractéristique 0, et telle que Br Z  =  0, on a la suite exacte :

B rF  -  B rZ  -4 H l (F ,? \c (Z ) )  -> H 3( F , G m) -> Hft (Z, G m)

En particulier, on a le diagramme :
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Hl (K,  P ic (X ) )  ^  H \ k , ? i c ( X m))
î x î x

B r X  -ZZ+ B r X m

où cri est l ’isomorphisme de spécialisation défini plus haut et a*i la fleche de spe- 
cialisation définie au lemme 3.3.2. Ce diagramme commute au signe près (d’après 
la description explicite de x> que l’on peut trouver au paragraphe 3.1 de [10], et 
des flèches de spécialisation entre groupes de Picard, qui sont obtenues par image 
réciproque).
Comme k est un corps de nombres, le groupe H 3(k ,G m) est nul. Pour conclure 
que cr2 induit un isomorphisme de B r X / B r K  sur Br X m/B r k (ce qui donnera 
le résultat voulu, vu que B rX  n’est autre que B r^ (K(Vv) / K )  et B r X m est 
égal à Brnr (k(Vm)/k)  ), il suffit donc de prouver que la flèche H l (K ,  Pic (X )) —► 
H 3( K , G m) est nulle. Or, si X  possède un if-point, le morphisme structural de X  
vers Spec K  admet une section ce qui fait que la flèche H 3(K ,  G m) —► H 3t(X, G m) 
est injective donc on a le résultat dans ce cas.
Enfin, quand K  =  k(T ), alors H 3(K, G m) est nul (ce qui permet de conclure). 
Ceci résulte de la suite exacte de Faddeev :

H 3(k, G „ ) H 3(k(T), G m) —* ©  H 2(k(P),  Q /Z )

« A *  ">

et de ce que pour tout corps de nombres k , le groupe H  (&', Q /Z )) est nul ([44], 
4.1). Rappelons qu’on obtient cette suite exacte de Faddeev en écrivant la suite 
exacte de Gai (¿/¿)-modules :

0 — ► k* — » k (T )* — » Div (Afc) =  0  Z .P  — ►O

P t A \  (1)

(quand V  est une variété pure, la notation désigne l’ensemble de ses points 
de codimension 1).
En effet, le corps k(T)  est Ci d’après le théorème de Tsen, donc de dimen­
sion cohomologique 1. De ce fait, on a H 3(k(T ), G m) =  H 3(k, k(T)*) ce qui 
permet d’obtenir la suite exacte de Faddeev en prenant la cohomologie galoi- 
sienne de la suite exacte précédente et en utilisant les identifications habituelles
H *(k(P ),Z ) a  i f 2(fc(F ),Q /Z ).

R em arq u es :

•  L’hypothèse K  =  k(T) n’intervient en fait que parce que l’on a besoin 
d’avoir H 3( K , G m) =  0. Si l ’on n’a pas l’une des hypothèses 1 ou 2 du 
théorème 3.5.1, on peut quand raeme conclure que pour tout point m  
de l’ensemble hilbertien H , on a un isomorphisme de H l (K ,  P ic(X )) sur 
H '{k ,  P i c p Q ) .
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•  Soit X  un modèle projectif lisse de Vv sur K  et X  =  X  Xk  K .  Si on 
fait l ’hypothèse supplémentaire que P icX  est sans torsion (rappel : ce 
Gai ( K / K)-moàu\e  est, à addition près d’un Gai ( K / K)-moàu\e  de per­
mutation, un invariant if-birationnel, cf [10], appendice 2A), le groupe 
BxX / B t K  =  H 1 (Gai ( K / K ) ,  Pic (X )) est fini. Ainsi, on peut dans ce cas 
trouver un ensemble fini {A i, ...Ar} d’éléments de Br (k (V )) qui engendrent 
(modulo Br K )  Br^ (K (V v) / K )  et la proposition nous dit qu’il existe un 
sous-ensemble hilbertien H  de B(k),  tel que pour tout point m de H, les A,- 
induisent des éléments Aittn de Br (k(Vm)) qui engendrent BTxa(k(Vrn)/k)  
(modulo Br k).

Notons d’ailleurs que la condition H x( X , 0 ^ )  =  H 2( X ,O x )  =  0 est auto­
matiquement vérifiée quand on a B rX  nul et P icX  sans torsion (proposi­
tion 3.1.1).

•  Quand Vn est une variété rationnelle, on a bien Br X  nul (d’après les rap­
pels de 3.1.) et P icX  est sans torsion. Quand Vv est une intersection com­
plète lisse de dimension au moins 3 dans P*-, on a encore B rX  nul et le 
Gai (if/üQ -m odule P ic (X ) est même de permutation ([6], exemple 3.11). 
Ainsi, dans ce cas, on a Br^ (K(Vv) /  K ) / B t K  =  0. C’est dans ces deux cas 
que nous utiliserons le théorème 3.5.1 en vue d’applications arithmétiques.

4. A pplications arithm étiques

Dans cette section, nous établissons, sous certaines conditions, que l’obstruction 
de Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approximation faible) est la seule pour 
une variété V  dont les fibres (pour certains morphismes) ont cette même propriété. 
Il s’agit donc d’une généralisation de la méthode des fibrations telle qu’elle est 
utilisée par exemple dans [11], [8], ou [49].

4.1. U n lem m e

On établit ici un résultat qui garantira l’existence de points locaux (vérifiant cer­
taines conditions) dans les fibres. Ce lemme est donc un raffinement de celui que 
prouve Skorobogatov dans [49] (théorème 1, deuxième étape). On note toujours 
fijt l ’ensemble des places du corps de nombres k et pour toute place v non archi- 
médienne de k, on note Ov l ’anneau des entiers de kv et k(v ) son corps résiduel. 
On note de même Ok l’anneau des entiers de k.

L em m e 4 .1 .1  Soient V une k-variété géométriquement intègre et p : V  —► A£ 
un morphisme projectif, surjectif, à fibres géométriquement intègres. Soient U un 
ouvert de Zariski non vide de V et A un ensemble fini d ’éléments de Bt U. 

Alors, il existe un ensemble fini S  de places de k et un ensemble fini E d ’éléments 
de Br (¿ (T ))flB ri7  tels que si S' est un ensemble fini de places de k contenant S,
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il existe un ensemble fini de places Uj, ...,vi qui ne sont pas dans S ' et un élément
Oi de O v; (pour tout i de ayant la propriété suivante :

Si 8 E k est un S'-entier tel que V{(9 — #,) >  2 pour 1 <  i <  l et si la fibre Vg H U 
possède des points locaux lisses M v pour v E S' vérifiant Ylves1 jv (A (M ,))  =  0 
pour A E (A U  E), alors Vg H U possède des points locaux lisses Pv pour v E ftk 
vérifiant ;

2  j v(A(Pv)) =  0 pour A E  A 
venk

R em arq u e : Le morphisme p  induit une flèche Br (k(T)) —► Br(fc(Vr)); par 
abus de notation, on désigne encore par Br (k(T )) l’image de Br (k(T )) par cette 
flèche, ce qui permet par exemple de parler du sous-groupe Br (k (T )) fl Br U de
B r(*(V )).

P reu v e  : On peut supposer l’ouvert U lisse. Soit Z  son complémentaire, on 
peut écrire Z  =  Z\ U Zi, où les composantes irréductibles du fermé Z\ domi­
nent A* tandis que Z<i est contenu dans la réunion d’un ensemble fini de fibres 
Vmi, . . . ,V mi (et nous pouvons supposer que Zi  est exactement la réunion des 
Vmi). Notons ki ~  k[T]/Pi(T)  le corps résiduel de A* en m,- (où P,- est un poly­
nôme irréductible unitaire de ¿[T]). Pour tout i de { 1 ,.. . , /}  et tout A  de A, 
on dispose du résidu Ôa ,« de A  au point générique de Vmi. Soit K{ le corps 
des fonctions de Vmi (qui est géométriquement intègre). Pour i fixé, les ÔA,i 
(avec A G A) engendrent un sous-groupe fini G,- de H l (Ki, Q /Z ), qui est donc 
de la forme üf^Gal (K ' jK i) ,  Q /Z ), où K[  est une extension abélienne finie de 
K{. Soit Li la fermeture intégrale de ki dans K[. On dispose du sous-groupe 
G\ =  i f 1 (Gai (K iL i/K i) ,  Q /Z ) ~  ^ ( G a l  (L,•/*,•), Q /Z ) de G,. Rappelons la suite 
exacte de Faddeev ([19]) :

0 —>B rfc—*B r(fc(:r)){̂ } 0  H \ k ( P ) ,  Q /Z ) -> 0

p€A l (1)

D ’après cette suite, on peut trouver un ensemble fini Ei d’éléments de Br (k(T))  
qui ne sont ramifiés qu’au point mt- de A* et dont les résidus respectifs en m,- sont 
précisément les éléments de .Zi1 (Gai (L i/k i), Q /Z ). On pose alors E  =  U k.< / -E;- 
Les éléments de E  peuvent ainsi également se voir comme des éléments de Br U.

On peut trouver un ensemble fini Si de places de k (contenant toutes les places 
archimédiennes et toutes les places ramifiées dans les extensions Li/k)  tel que si 
Wi =  Spec (Ok,si)? la variété V  admette un modèle projectif V au-dessus de Ayy 
et U s’étende en un ouvert lisse U  au-dessus de A ^ . Les fibres Vmi s’étendent 
de même en Vmi et le fermé Zi en Z \.  On peut également supposer, quitte à 
augmenter Si que toutes les fibres de V - t  A ^  sont géométriquement intègres,
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et que les réductions modulo v des fibres Vmi sont deux à deux disjointes pour 
v £  S, avec Vm, fi U — On supposera enfin que les éléments de (A U E) C Br U 
s’étendent en des éléments de BtU, que le polynôme Pi(T) (pour 1 <  t <  /) est 
dans Ok,Si et que sa réduction modulo v est un polynôme séparable pour v non 
dans Si.
On peut trouver pour tout i de {1 ,... ,/}  un ouvert lisse Ui de Vmi (avec Ui ne 
rencontrant pas Z \)  tel que les éléments de H 1 (Gai (K { /K i) ,  Q /Z ) soient en fait 
dans Hlt (Ui, Q /Z ). Quitte à élargir encore S\, nous supposerons aussi que toutes 
les composantes irréductibles de Ti — Vm, \  U% dominent W i.

Notons que comme p est dominant et V  intègre, le schéma V  est plat sur A* ([29], 
III.9.7). De même, le schéma Z\ est plat sur A£ et pax le caxactère ouvert de la 
platitude ([24], 11.1.1), on peut supposer quitte à agrandir encore S\ que les 
schémas V et Z \  sont plats sur . De même, on peut supposer que les schémas 
Vm; et Ti sont plats sur Wi-
Or, le degré et la dimension sont constants dans une famille plate et projective 
cax dans une telle famille, le polynôme de Hilbert est constant ([29], III.9.9). On 
en déduit, pax le théorème de Lang-Weil, qu’il existe un ensemble fini S  de places 
de k contenant Si tel que :

• si v ÿ. S  et i G {1 ,..., /} , le schéma Uf (réduction modulo v de Ui) possède 
un ¿(u)-point.

•  si 6 Ç. k =  A£ (k) est un ¿'-entier, alors Ve possède un ¿(u)-point hors de 
Z \  pour toute place v de k non dans S.

Ainsi, si 0 E k est un ¿-entier et si v est une place de k qui n’est pas dans S, 
la fibre Vg possède toujours un ¿(u)-point lisse M (v)  (soit dans l’un des TA* soit 
dans U v, selon qu’il existe i tel que v(P{(6)) >  0 ou que v(P{(0)) =  0 pour tout i 
de {1 ,..., /}); on peut alors relever M (v) (par le lemme de Hensel) en un Ar„-point 
lisse M v de U D V$ dès que 6 n’est pas l’un des m,-. On posera W =  Spec (C?fcts).

Notons que nous pouvons aussi supposer qu’il existe (pour tout i de {1 ,..., /}) un 
revêtement étale de Ui de groupe Gai (K [/K i) ,  se factorisant pax un revêtement 
étale 3̂ « —► y'i de groupe Gai (K 'jK iL i)  (avec 3̂ ,- =  34 x>v VV,-, où W,- est l ’image 
réciproque de W par la flèche Spec Oi,t —► SpecOjt).
Maintenant, si nous considérons le revêtement 3/'i 3^  sa fibre générique est 
géométriquement intègre sur cax X,- est intégralement clos dans K[. Le lemme 
1.2 de [18] nous dit que 3^ possède pour tout élément <r de Ga\(K 'JK iL î) ,  et 
pour presque toute place w de L,-, des ¿(u>)-points Q(w) tels que le Frobenius en 
Q(w) (associé au revêtement 34 —► 3 ’,-) soit a. Nous supposerons donc que ceci 
est réalisé pour toute place w de Li qui n’est pas au-dessus d’une place de S.

Il suffit maintenant de prouver le résultat voulu avec S ' =  S. Nous pouvons déjà 
(par le théorème de Tchebotarev) choisir des places u,- deux à deux distinctes de
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k (pour 1 <  t <  l) avec u,- £  S  et u,- totalement décomposée dans l’extension 

Li/k.
Comme V{ est totalement décomposée dans ki/k, l’équation P i ( X ) =  0 a une 
racine (simple à cause du choix de S) dans k(v{), que l’on peut relever en un 
élément 0,- de kVi vérifiant v,(Pi(0i)) =  1. Ainsi, la condition V{(6 — 0,) >  2 
impose Vi(P{(6)) =  1. Nous fixerons pour la fin de la preuve un tel 9 et nous 
supposerons qu’il vérifie les hypothèses du lemme, c’est-à-dire que la fibre Vg D U 
possède des points locaux lisses M v pour v (E S  vérifiant J2ves Jv(A(Mv)) =  0 
pour A G (A U E).  Ainsi, on a maintenant défini des points locaux lisses M v sur 
Vgf\U  pour toute place u de L

Il s’agit alors d’évaluer A(M V) quand A  €  A et v ^ S. Le point M v est bien dans 
U mais sa réduction M (v)  peut être dans l’un des Ui (pas dans plusieurs cax les 
U{ sont disjoints deux à deux). Soit fio l ’ensemble des places v de k non dans S  
telles que M (v)  soit dans U  et fi,- l ’ensemble des places v de k non dans S  telles 
que M (v)  soit dans Ui. Alors fio, fii, fi; réalisent une partition de fi* \  S. On 
a en particulier u,- € fi,.
Nous sommes dans la situation du corollaire 2.4.3 2 : si t; 6  fi0, alors A(M V) =  0 
et si v €  fi,-, on a :

où £?a,»\m(v) £  H 1^ u ),Q /Z ) est l’évaluation de Ôa ,î €  i ï j t (£/,-, Q /Z ) en M ( v ) 
et n,(u) est la “multiplicité”, qui est ici égale à v(Pt(0)) (on a donc en particu­
lier n,(u,) =  1). Le symbole 6V désigne toujours l’isomorphisme résidu de Br kv 
dans //^(¿(u), Q /Z ). En d’autres termes, si l ’on note FitM(v) €  Gai (K'JKi)  le 
Frobenius en M (v)  (associé au revêtement J7« —*• Ui), on a :

j v(A(M v)) — Tli (v)dA,i(Pi,M(v))

(on notera ici additivement les groupes Gai (K'JKi)).

Soient maintenant i dans {1 ,..., /} et A  dans À. Montrons qu’on a déjà forcément 
E„en, ni(v)Fi,M(v) e  Gai (K'JKiU)-, Soit Pi dans G\ =  H 1 (Gal (K iL f/K i) ,  Q /Z ), 
il existe (par construction) un élément Ai de Ei C Br (k{T )) fl Br U dont le seul 
point de ramification sur A£ est m,- et dont le résidu en Ei est précisément 
Comme la spécialisation de Ai € Br (k (T )) fl Br U à la fibre Vg H U est dans Br k, 
on a Eve«* Jv(Ai(Mv)) =  0 donc comme on a imposé £ „ e s  jv(A{(M v)) =  0 (vu 
que Ai est dans E),  on a aussi £ v is j v(Ai(Mv)) -  0 soit JZven.jv(Ai(Mv)) =  0 

soit pi(Ylveiii ni(v )F*,M(v)) =  0 (et ce pour tout pi de G\), ce qui implique bien 

Even.- ni(?)FiM(v) € Gal (KÎ/KiLi).

2Le corollaire 2.4.3 faisant intervenir un ouvert u> sur lequel le calcul fonctionne, on peut 
avoir besoin de restreindre encore les Ui pour l ’utiliser ici; nous supposerons implicitement que 
cela a déjà été fait à chaque fois que nous en avons besoin
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Comme L,(u>) =  k(vi) pour toute place w de Lt- au-dessus de v,-, le choix de S  fait 
plus haut (grâce au lemme 1.2 de [18]) nous dit qu’on peut trouver (pour tout i 
de { 1 ,.. . , /} )  un ¿(u,)-point P(vi) dans tel qu’on ait :

Fi,P(vi) =  ~  ]C  n.-(u)-F.\Ai(„)
vGH,-

Relevons P (vi)  en un ¿„¿-point lisse PVi de Vg fl U, remplaçons M Vi par PVi et 
posons Pv =  M v quand v n’est pas l’une des u,-. Alors, comme la multiplicité 
n,(u,) était 1, on a bien :

Vt € {1,..., 0  VA G A £  jv(A(Pv)) =  0

car j v (A(Pv)) =  dA,i( X ) m (v )F itp(v)) =  ^ , , ( 0 )  =  0 
t>en< «en,-

puis :

VA € A Y ,jv (A (P v ))  =  0
viS

Et enfin, comme pour A dans A, on a la condition JZves jv {A (P v)) =  0, on conclut 
que :

VA € A £  j v (A (P v)) =  0 
vefi*

ce qui termine la preuve du lemme 4.1.1.

R em arq u e : Supposons A réduit à un seul élément B , dont le résidu au point 
générique d’une des fibres Vmi est un générateur de / i 1(Gal (K -/K i) ,  Q /Z ), où 
K[  est une extension non triviale de KiLi. Alors, comme à la fin de la preuve 
du lemme 4.1.1, on pouvait imposer que „,) soit n’importe quel élément de 
Gai (K'i/KiLi), on déduit dans ce cas particulier le fait suivant (qui est le pendant 
du lemme 4.1.1) :

Il existe un ensemble fini S  de places de k et un ensemble fini E  d’éléments de 
Br (k(T)) C\BxU tels que si S r D S  est un ensemble fini de places de k, il existe 
un ensemble fini de places Ui, ...,t>; qui ne sont pas dans S' et un élément 0, de 
0 Vi (pour tout i de {1 ,.. . , /} )  ayant la propriété :
Si 9 Ê k est un ¿''-entier tel que V{(0 — 0,) >  2 pour 1 <  i <  l et si la fibre Vg fl U 
possède des points locaux lisses Mv pour v 6  S' vérifiant Ylves1 jv(A (M v)) =  0 
pour A Ç (A U E), alors Vg fl U possède des points locaux lisses Pv pour v €  Clk 
vérifiant :

Y ,  j , (B (P ,) )  Ï  0
v£(îk
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4.2. Principe de Hasse pour les fibres au-dessus de la 
droite affine

Notre principal but ici est de démontrer un résultat dans l’esprit du théorème 1 
de [49]. Nous allons établir :

T h éo rèm e  4 .2 .1  Soient V  une k-variété géométriquement intègre e t p : V  —y A£ 
un morphisme projectif, surjectif à fibres géométriquement intègres. Soit K  =  k (T ) 
le corps des fonctions de A l et X  un modèle projectif lisse de la fibre générique 
Vv de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse.
On fait l ’hypothèse que B rX  est nul et que P ic (X ) est sans torsion (c ’est le cas 
par exemple si la variété Vv est rationnelle ou bien est une intersection complète 
lisse de dimension au moins 3 dans
On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H  de k =  A* (fc) tel 
que pour tout point 6 de H , l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. 
à l ’approximation faible) est la seule pour les modèles projectif s lisses de la fibre 
V$. Alors, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approximation 
faible) est la seule pour les modèles projectif s lisses de V.

R em arq u e : Rappelons (cf [49], remarques page 209) que la condition que 
la fibre générique possède un fc(T)-point lisse est automatiquement réalisée si 
cette fibre générique est une surface rationnelle lisse, une quadrique lisse, une 
hypersurface cubique lisse de dimension au moins 2, ou encore une intersection 
lisse de m  quadriques dans P£ avec n >  2m : ceci résulte de ce que le corps k(T)  
est Ci (théorème de Tsen). En particulier, cette condition sera réalisée dans les 
exemples que nous traiterons dans la cinquième partie de cet article.

P reu v e  du th éo rèm e  4 .2 .1  : Nous allons adapter la méthode qu’utilise Sko- 
robogatov dans [49].
Soit À =  {A i ,  . . . ,A r} un ensemble fini d’éléments de Br (k(V))  qui engendrent 
(modulo Br K )  Br^ (K Ç V ^ /K ).  Soit U un ouvert de Zariski de V  inclus dans 
l’ouvert de lissité de V  et tel que pour tout i de {1, on ait Ai € Bri7. Soit
M'v un point de U{kv) pour u € H* et Si un ensemble fini de places de k. Nous 
pouvons alors trouver un ensemble fini S D Si de places de k et un ensemble 
fini E  d’éléments de B r i f  fl Br U comme dans le lemme 4.1.1. S’il n’y a pas 
obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l’approximation faible) pour 
les modèles projectifs lisses de V , on peut supposer (quitte à modifier certains M'v 
pour v ^ S)  qu’il existe un ensemble fini Si D S de places de k tel que pour tout 
A  de T =  A U E, on ait Ylves2 jv(A(M'v)) — 0 : cela découle du corollaire 2.6.1.

Soit H' G H  un sous-ensemble hilbertien de k, tel que pour tout point 0 de H', 
les Aitg engendrent Br^ (k(V$)/k) modulo Br& (les hypothèses permettent bien 
d’appliquer la première remarque qui suit le théorème 3.5.1). Comme Vj, possède
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un ¿(T)-point lisse, il existe une extension finie galoisienne F de k vérifiant : Vv 
possède un jF(T)-point lisse P (T).  Comme T C Br^ (K(Vn) /K ) ,  on dispose, pour 
A  dans T, de A(P(T))  € B rF (T ) (voir rappel à la fin du paragraphe 1.2). Mais 
d’après le théorème de Tsen, le corps k(T ) est Ci (donc de groupe de Brauer nul) 
et il existe une extension finie galoisienne L de K  telle que l’image de A(P(T))  
dans Br (L(T))  soit nulle pour tout A de T. D ’après le théorème de Tchebotarev, 
il existe une infinité de places de k totalement décomposées dans l’extension L/k.  
Choisissons une telle place w non dans S2 , alors toutes les k-fibres au-dessus d’un 
ouvert non vide W  de ont un kw-point lisse Pw tel que j w(A(Pw)) =  0 pour 
tout A  de T. On choisit alors un ensemble fini t>i, de places de E  non dans 
S' =  S2 U {u>} et un élément 0t- de 0 Vi (pour tout i de {1,..., /}) comme dans le 
lemme 4.1.1.

Alors, comme on a le théorème d’approximation forte pour les ensembles hilber- 
tiens (proposition 3.2.1), on peut approcher p(M 'v) pour v dans S2 par un 6 de 
W  fl H' qui est un ¿''-entier, et tel que v(9  — 0,) >  2 pour 1 <  i <  /; l ’obstruc­
tion de Manin au principe de Hasse (resp. à l’approximation faible) est la seule 
pour les modèles projectifs lisses de Vg, et les A{tg engendrent Br^. (k(Vg)/k) 
modulo Br k. Par le théorème des fonctions implicites, on obtient alors (cf par 
exemple [11], preuve de la proposition 3.9), pour v € S2 , des ¿„-points lisses Mv 
sur Vg arbitrairement proches de M'v (donc en particulier dans U(kv)). Comme 

s2 3 v(A(M'v)) =  0 pour A dans T, on peut supposer (quitte à rapprocher en­
core 6 des p(M'v) et les Mv des M'v) que Y^ves2jv(A(M v)) — 0 pour A dans T. 
On a aussi vu que Vg a un fc^-point lisse M w tel que j w(A(Mw)) =  0 pour tout A  
de T, donc on a finalement 12veS' jv{A(M v)) =  0 pour A dans T. Ainsi, d’après 
le lemme 4.1.1, on dispose pour toute place v de k d’un ¿„-point lisse Pv de 
(Vg fl U ) vérifiant J2v£Qk jv{Aite{Pv)) =  0 pour 1 < i <  r et comme les Ait$ engen­
drent Brnr (k(Vg)/k) modulo Br k, il en résulte que l’on peut trouver un ¿-point 
lisse (resp. un /c-point lisse arbitrairement proche des M'v pour v dans S2 ) sur 
Vg puisque l’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l’approximation 
faible) est la seule pour les modèles projectifs lisses de Vg. Ceci achève la preuve.

R em arq u e : Il serait intéressant (à l’instar de Skorobogatov dans [49]) d’éta­
blir le même type de résultat en remplaçant la droite affine par l’espace affine 
A£ mais on se heurte au problème que le théorème 3.5.1 ne s’applique a priori 
pas. Il est cependant facile de voir que le théorème 4.2.1 est encore valable dans 
ce cas si l ’on fait l’hypothèse plus forte que le groupe de Brauer non ramifié de la 
fibre générique de p est tué par passage à une extension du type L(Ti, ...,Tn) de 
f c ( T i , T n), où L est une extension cyclique de k (le théorème 3.5.1 fonctionnant 
encore parce qu’en prenant L cyclique, on a H 3(Gal(L/k),L*) =  0).
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4.3. Cas d ’une fibration adm ettant une section

Quand la fibre générique admet un if-point lisse, on n ’a plus besoin d’avoir l ’hy­
pothèse que toutes les fibres sont géométriquement intègres et on peut également 
prouver le résultat avec une base quelconque vérifiant l’approximation faible. Ceci 
fait l ’objet du théorème suivant :

T h éo rèm e  4 .3 .1  Soient V  et B  deux k-variétés géométriquement intègres, avec 
Biiesc satisfaisant l ’approximation faible et p : V  —* B  un morphisme dominant. 
Soit K  le corps des fonctions de B , on suppose que la fibre générique de p 
est géométriquement intègre, possède un K-point lisse, et que pour un modèle 
projectif lisse X / K  de V ,̂ on a B rX  nul et P ic (X ) sans torsion.
On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H  de B (k) tel que pour 
tout point 6 de H , l ’obstruction de Manin à l ’approximation faible est la seule 
pour les modèles projectif s lisses de la fibre Vg. Alors, l ’obstruction de Manin à 
l ’approximation faible est la seule pour les modèles projectif s lisses de V.

R em arq u e  : Bien entendu, la variété V  a ici automatiquement des ¿-points 
lisses; seul le problème de l’approximation faible se pose.

P reu v e  : Soit encore {A i,..., Ar} un ensemble fini d’éléments de B r(¿(V )) 
qui engendrent (modulo Br K )  Br^ (K  (Vn) /  K )  (la première remarque qui suit 
le théorème 3.5.1 s’applique bien ici) et H' G H  un sous-ensemble hilbertien de 
Bü8se(k), tel que pour tout point rationnel 9 de H 1, les A;,# engendrent le groupe 
Br^ (k(Vg)/k)/Br k. Pax hypothèse, Vr, a un if-point lisse P{rf). Pour tout i de 
{ l , . . . , r } ,  on dispose de Ai(P(rj)) qui est un élément A(- de Br (k(r/)) et quitte à 
remplacer A,- par Ai — A'-, nous pouvons supposer que A ,(P(t/)) =  0. Il existe un 
ouvert de Zariski W  de B  tel que P(rf) induise une ¿-section s de p sur W  telle 
que pour t G W ,  on ait s(t)  dans le lieu lisse de Vt.
Soit U  un ouvert de Zariski de Misse Dp-1 (i?iisse) tel que pour tout i de {1 ,..., r}, on 
ait Ai dans Br U. Soit Pv un point de U(kv) pour v G iîjt et S  un ensemble fini de 
places de k. S’il n’y a pas obstruction de Manin à l’approximation faible associée à 
(A i , ..., Ar) pour les modèles projectifs lisses de V, on peut encore supposer, quitte 
à élargir S,  que pour tout i de { l , . . . ,r } ,  on a £ v e s jv(A i(Pv)) =  0. On trouve 
alors un point 0 de H' fl W  (k) arbitrairement proche de M v =  p(Pv) pour v G S. 
La fibre en 6 admet alors des ¿„-points lisses P'v (pour v G S)  arbitrairement 
proches des Pv, donc tels que Ylves iv(A,(P^)) =  0. La section s induit un ¿-point 
lisse P  sur Vg tel que pour tout i on ait A ,(P) =  0. Posons P'v — P  pour v £  S, il 
vient : J2veOk iv(A,(P^)) =  0. Comme l’obstruction de Manin à l ’approximation 
faible est la seule pour les modèles projectifs lisses de V̂ , le résultat est prouvé.

R em arq u e : Dans les exemples qui suivent, quand nous appliquerons les théo­
rèmes 4.2.1 et 4.3.1, nous pourrons toujours prendre comme ensemble hilbertien
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de fibres pour lesquelles l’obstruction de Manin est la seule l’ensemble des ¿-points 
d’un ouvert de Zariski non vide de la base.

5. E xem p les d ’application

Nous présentons divers exemples d’application des théorèmes 4.2.1 et 4.3.1.

5.1. Approxim ation faible pour les hypersurfaces cubiques 
possédant deux points singuliers conjugués

Soit X  une ¿-hypersurface cubique de P£ , géométriquement intègre, non conique, 
possédant un ensemble globalement rationnel de deux points singuliers conjugués. 
Notons que X  possède une droite ¿-rationnelle, et donc satisfait automatiquement 
le principe de Hasse. Nous allons en fait appliquer nos résultats pour répondre 
complètement à la question posée dans la remarque 8.3. de [11], en montrant que 
l’obstruction de Manin à l’approximation faible est la seule pour X .  Notons que 
X  est (d’après la proposition 9.8. de [11]) ¿-birationnelle soit à P£-1 , soit à une 
hypersurface affine de A£ dont l’équation est du type :

y 2 - a z 2 =  P (x  i , . . . ,x „ _ 2) (1)

où a G ¿* \  k*2 et P  est un polynôme non nul de degré au plus quatre. C’est plus 
généralement pour ce type d’hypersurfaces que nous avons le résultat suivant :

P ro p o sitio n  5 .1 .1  Soient k un corps de nombres et a un élément de k* \  ¿*2. 
Soit V  la k-hypersurface de A£ (n >  Z) d ’équation :

y2 -  a z2 =  P(a?ï,..., x„_2) (2)

où P  est un polynôme non nul de degré au plus quatre. Alors, l ’obstruction de Ma­
nin au principe de Hasse et à l ’approximation faible est la seule pour les modèles 
projectif s lisses de V .

R em arq u e : Quand P  est irréductible, le principe de Hasse et l ’approximation 
faible valent automatiquement; c’est un des résultats de [11].

P reu v e  de la p rop osition  5 .1 .1  : Soit m =  (n — 2). Pour m  =  1 (cas des 
surfaces de Châtelet), le résultat est connu : c’est un théorème prouvé par Colliot- 
Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer ([11], 8.11); nous supposerons donc m  >  2. 
Quitte à faire un changement de variables ¿-linéaire, on peut supposer que P  est 
de la forme :

v
P ( x i ,  . .. ,  £ m) =  CXy -f- ^ ] Q«(x2, •••, Xm)x^

i=l
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où c € k* et D  est le degré total de P. Nous procédons par récurrence en supposant 
le résultat connu pour m — 1.
La variété V  est fibrée (via xm) au-dessus de A* . Notons p le morphisme associé, 
toutes les fibres de p sont des variétés géométriquement intègres, et pax hypothèse 
de récurrence, l’obstruction de Manin au principe de Hasse et à l’approximation 
faible est la seule pour leurs modèles projectifs lisses. Soit V' la ¿-variété définie 
dans P£*+1 x* A* par l’équation :

t 2(y2 -  a z2) =  t4P ( x i / t ,

La variété V 1 est ¿-birationnelle à V. Elle est encore fibrée via x m au-dessus de 
A£ , le morphisme p' associé étant cette fois projectif. Les fibres de p' sont bien 
géométriquement intègres, ce sont des modèles projectifs de celles de p. En par­
ticulier, la fibre générique de p/, qui est ¿(-^/â) (^-rationnelle, a des k(y/â)(î])- 
points lisses. Nous pouvons alors conclure en appliquant le théorème 4.2.1 au 
morphisme p1.

On peut dans cet exemple calculer explicitement le groupe de Brauer d’un modèle 
projectif lisse X  de V. Quand le polynôme P  est irréductible, le principe de Hasse 
et l’approximation faible valent pour X  ([11])- C’est également le cas quand P  
contient un facteur irréductible de degré 3. Le cas le plus compliqué est celui où 
le polynôme P  est produit de deux facteurs f , g ,  irréductibles de degré 2. Soient 
<p(xi, et rf>(xi, . . . ,x m,i )  les formes quadratiques obtenues en homogénéi­
sant ces deux facteurs, supposons que l’intersection de leurs noyaux est réduite à 
zéro (condition qui traduit qu’“il ne manque pas une vaxiable”). Appelons forme 
quadratique de type (T) une ¿-forme de rang 2 isomorphe à <  a , —aa >  avec a  
dans k*. Dans ces conditions, on a :

P ro p o s it io n  5 .1 .2  Soit V  la k-hypersurf ace de A™+2 d ’équation :

y 2 -  a z2 =  /(® ! , ..., x m)g(x1, ..., xm)

avec a €  k* \  k*2, les polynômes f  et g étant irréductibles de degré 2 et pre­
miers entre eux. Supposons que leurs homogénéisés respectifs ..., xm, t) et 
ift(xi, ..., x m, t) aient l ’intersection de leurs noyaux réduite à {0}. Soit X  un mo­
dèle projectif lisse de V . Alors :

• Si m >  4, le principe de Hasse et l ’approximation faible valent pour X .

• Si m  =  3, le principe de Hasse et l ’approximation faible valent pour X  dès 
qu’il n’existe pas A, fi dans ¿* tels que la forme Q =  A<p +  fixf), ainsi que les 
restrictions de ip et ij> au noyau de Q , soient de type (T ).

• Si m — 2, supposons de plus que les coniques définies par et sont 
lisses et se coupent transversalement. Alors, le principe de Hasse et l ’ap­
proximation faible valent pour X  dès que l ’intersection des coniques définies
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par tp et ip ne consiste ni en deux paires de points conjugués dans k(y/â), 
ni en quatre points conjugués tels que l ’extension de degré quatre associée 
contienne k(y/â).

P reu ve  : Ces résultats découlent du calcul de Br X .  Ce calcul, ainsi que le 
traitement de tous les cas résiduels non couverts pax la proposition précédente, 
est fait dans [28].

5.2. Intersections com plètes dans P£ de dimension au 
moins 3

Il s’agit ici de se ramener, au moyen de sections hyperplanes, à des résultats 
connus (ou conjecturés) pour les surfaces. On dispose tout d’abord du résultat 
suivant (dû à Zak) qui va permettre d’appliquer le théorème 4.2.1 :

P ro p o sitio n  5 .2 .1  Soit X  C P™ une intersection complète, géométriquement 
intègre et lisse, de dimension n. Soit Y  une section hyperplane de X .  Alors, les 
singularités de Y  sont en nombre fini. En particulier, si X  est de dimension au 
moins 3, Y  est géométriquement intègre.

P reu v e  : [21], remarque 7.5.
Nous en déduisons deux propositions :

P ro p o sitio n  5 .2 .2  Soit X  une hypersurface cubique lisse dans P£+1 ( n >  3). Si 
la conjecture que l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approxi­
mation faible) est la seule pour les surfaces cubiques lisses est vraie, X  satisfait 
le principe de Hasse (resp. l ’approximation faible).

P reu v e  : Supposons d’abord n =  3. Soit Ho un hyperplan de P£ tel que XC\Ho 
soit lisse (Ho existe à cause du théorème de Bertini). Considérons une sous-variété 
linéaire V de dimension 1 de la variété des hyperplans de P£ , la variété V est 
isomorphe à P [  . Notons X '  l ’ouvert de X  constitué de X  privée des points base 
du système linéaire V. Soit V  la sous-vaxiété de X  x* V constituée des (x,A) 
tels que l’hyperplan A passe par x. Alors, la variété V  est fc-birationnelle à X  
(considérer le morphisme V  —* X  induit pax la projection X  x * V —► X ,  il induit 
un isomorphisme.de V' sur X ',  où V' est l’ouvert de V  constitué des (x1, A) avec 
x' G X '), il suffit donc de prouver le résultat pour V. Or, la projection V  —► V 
est un morphisme projectif, surjectif. La fibre en un point A de P£ est isomorphe 
à la section hyperplane X  D A, elle est donc géométriquement intègre d’après la 
proposition 5.2.1. La fibre générique est une surface cubique lisse (car XC\Ho était 
lisse), donc c’est une variété rationnelle ([36], théorème 24.1). Ainsi, il existe un 
ouvert de Zariski non vide U de P*. tel que la fibre au-dessus de tout fc-point de U
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soit une surface cubique lisse, pour laquelle l’obstruction de Manin au principe de 
Hasse (resp. à l’approximation faible) est conjecturalement la seule. Le résultat 
découle alors du théorème 4.2.1 et du fait que comme X  est une intersection 
complète lisse, de dimension au moins 3, le groupe B rX  est trivial (c’est-à-dire 
réduit à Br k).
Pour traiter le cas n >  3, on procède par récurrence sur n en utilisant exactement 
la même méthode, vu qu’une section hyperplane générique est une intersection 
complète lisse de dimension au moins 3, ce qui permet bien d’appliquer le théo­
rème 4.2.1.

P ro p o s it io n  5 .2 .3  Soit X  une intersection complète, lisse, de deux quadriques 
dans P£ (n >  5). Si la conjecture que Vobstruction de Manin au principe de 
Hasse est la seule pour les intersections lisses de deux quadriques dans P£ est 
vraie, alors X  satisfait le principe de Hasse et l ’approximation faible.

R em arq u e  : Cet énoncé a déjà été établi (en utilisant des calculs explicites 
de groupe de Brauer) dans un texte de 1986 (non publié) de Colliot-Thélène et 
Sansuc.

P reu v e  : Notons d’abord que Salberger et Skorobogatov ont démontré dans 
[42] que l ’obstruction de Manin à l’approximation faible est la seule pour les 
intersections lisses de deux quadriques dans P* possédant un point rationnel, 
ce qui fait que la conjecture de la proposition implique la conjecture analogue 
pour l’approximation faible. D ’autre part, la proposition 5.2.1 assure encore que 
les sections hyperplanes de X  sont géométriquement intègres. Le cas n =  5 se 
traite alors exactement pax la même méthode que l’exemple précédent, vu que 
les intersections lisses de deux quadriques dans P rk (r >  4) sont des vaxiétés 
rationnelles. On en déduit pax récurrence le cas n >  5.
Quelques cas paxticuliers de ces propositions sont intéressants à étudier et font 
l ’objet des paragraphes suivants.

5 .2 .1 . C as des h yp ersu rfaces cubiques d iagon ales.

Dans le particulier des surfaces cubiques diagonales, il semble raisonnable de 
conjecturer que l’obstruction de Manin au principe de Hasse et à l’approximation 
faible est la seule. Ce problème a déjà été discuté dans [31] et [4], avec notamment 
des résultats de tests numériques qui corroborent cette conjecture. Nous allons 
ici retrouver la proposition 7 de [4] (qui ramène le cas des hypersurfaces cubiques 
diagonales à celui des surfaces cubiques diagonales) comme un corollaire immédiat 
du théorème 4.2.1 (en paxticulier sans avoir besoin de faire des calculs explicites 
de groupes de Brauer).
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P ro p o sitio n  5 .2 .4  Si la conjecture que l ’obstruction de Manin au principe de 
Hasse (resp. à l ’approximation faible) est la seule pour les surfaces cubiques dia­
gonales est vraie, alors les hypersurfaces cubiques diagonales de dimension au 
moins 3 satisfont le principe de Hasse (resp. l ’approximation faible).

P reu v e  : Soit X  une hypersurface cubique diagonale de P£ (n >  3) d’équa­
tion :

a0x Q +  ... +  anx l  =  0

Soit V  l ’ouvert de X  défini par (x0 ^  0), on applique le théorème 4.2.1 au mor­
phisme V  —» A£ qui envoie (xo> •••, £n) sur (xn/xo). Les fibres sont des hypersur­
faces cubiques diagonales géométriquement intègres de P£-1 et la fibre générique 
Vv est i f  (^-rationnelle (où K  est une extension finie de k dans laquelle tous les 
a,- sont des cubes), donc les hypothèses du théorème 4.2.1 sont bien vérifiées. On 
conclut alors par récurrence sur n (en utilisant encore que pour n >  3, le groupe 
B rX  est trivial).

5 .2 .2 . C as des hyp ersurfaces cub iq ues contenan t un e d ro ite  ration ­
n e lle

Salberger et Skorobogatov ont traité dans [42] le cas difficile des surfaces cubiques 
lisses contenant une droite rationnelle (en combinant la méthode de la descente 
de Colliot-Thélène et Sansuc et des méthodes de if-théorie) : ils ont prouvé que 
pour ces surfaces, l ’obstruction de Manin à l’approximation faible est la seule. 
En utilisant leur résultat, nous pouvons maintenant démontrer l’analogue pour 
les hypersurfaces :

P ro p o sitio n  5 .2 .5  Soit X  une hypersurface cubique lisse dans P£+1 (n >  3) 
contenant une droite rationnelle D. Alors X  satisfait l ’approximation faible.

P reu v e  : L’hypothèse n >  3 nous permet d’affirmer qu’il existe un hyperplan 
H\ de P£+1 contenan t D  et tel que Hi D X  soit lisse : en effet, il existe un 
ouvert non vide U  de la variété "H des hyperplans de P£+1 qui contiennent D  
(la variété 7ï  est isomorphe à P£-1 ) tel que pour H  dans U, la variété H  D X  
soit lisse en-dehors de D  (c’est encore un théorème de Bertini, cf [29], remarque 
10.9.2) et d’autre part, l ’ensemble des hyperplans de 7ï tangents à X  en un point 
de D  est de dimension <  1 <  n — 1.
Maintenant, on peut appliquer la même méthode que précédemment : on choisit 
un système linéaire V de dimension 1 constitué d’hyperplans de 7i et contenant 
un hyperplan H\ tel que H\ C\ X  soit lisse et on considère la sous-variété V  de 
X  Xjt V constituée des (a;, A) de X  x* V tel que l’hyperplan À passe pax x. La 
variété V  est fc-birationnelle à X  et on applique le théorème 4.3.1 à la projection 
p : V —> V. Les fibres sont les sections de X  par les hyperplans de V. Ainsi,
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d’après ce qu’on a vu plus haut, la fibre générique de p  est une hypersurface 
cubique lisse géométriquement intègre. Cette fibre générique possède évidemment 
des ¿(X’)-points puisqu’elle contient D. Alors, presque toutes les ¿-fibres sont des 
hypersurfaces cubiques lisses de dimension n — 1 contenant la droite rationnelle
D, et le théorème 4.3.1 joint au résultat de Salberger et Skorobogatov permet 
de conclure pax récurrence sur n que l’obstruction de Manin à l’approximation 
faible est la seule pour X .  Le résultat découle de ce que comme n est au moins 
égal à 3, le groupe Bt X  est trivial.

5 .2 .3 . In ter sec tio n s  lisses  d e  d eu x  quadriques co n ten an t u n e  con iq u e

Soit X  une intersection lisse de deux quadriques dans P£ contenant une conique 
définie sur k. Alors, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l’ap­
proximation faible) est la seule pour X  ([11]). Une méthode de fibration a permis 
à Debbache dans [17] d’en déduire le principe de Hasse et l’approximation faible 
pour les intersections lisses de deux quadriques dans P£ contenant une conique 
définie sur k dans le cas n =  7, et Salberger (dans une note non publiée de 1991), 
a étendu ce résultat à n >  5. C’est ce que nous allons retrouver ici, l’avantage 
d’utiliser le théorème 4.2.1 étant qu’aucun calcul explicite de groupe de Brauer 
n’est nécessaire pour faire fonctionner la méthode.

P r o p o s itio n  5 .2 .6  S o i tX  une intersection lisse de deux quadriques dansP£ (où 
n est au moins égal à 5) contenant une conique C définie sur k. Alors X  satisfait 
le principe de Hasse et l ’approximation faible.

P reu ve  : On utilise le fait que toutes les sections hyperplanes de X  sont 
géométriquement intègres (à cause de la proposition 5.2.1) et qu’il existe une 
section hyperplane lisse de X  contenant la conique C  (toujours par un théorème 
de Bertini : la variété des hyperplans de PjJ contenant le plan de la conique C  
est de dimension (n — 3) >  2 alors que la vaxiété des hyperplans tangents à X  en 
un point de C  est de dimension 1). On peut alors faire fonctionner exactement 
la même méthode que précédemment, en utilisant le théorème 4.2.1 au lieu du 
théorème 4.3.1.

5 .2 .4 . A p p ro x im a tio n  fa ib le  pour les  in tersec tion s d e  d eu x  quadriques  
dan s Pjj

Le résultat de Salberger et Skorobogatov mentionné plus haut permet de voir 
que l’obstruction de Manin à l’approximation faible est la seule pour tout mo­
dèle projectif lisse d’une intersection V  de deux quadriques dans P |  (complète, 
géométriquement intègre et non conique) qui a un point rationnel lisse (le cas où
V est singulière étant connu d’après les résultats de [15] et de [11]).
Ceci permet alors, en utilisant notre méthode, de fournir une nouvelle démonstra­
tion du résultat analogue pour les intersections de deux quadriques dans P£ qui
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avait été prouvé par Colliot-Thélène et Skorobogatov dans [14] (ce qui achevait 
l’étude de l’approximation faible pour les intersections de deux quadriques pos­
sédant un point rationnel).

P ro p o sitio n  5 .2 .7  Soit V  une intersection complète, géométriquement intègre 
et non conique de deux quadriques dans P |  possédant un point rationnel lisse P .  
Alors, l ’obstruction de Manin à l ’approximation faible est la seule pour un modèle 
projectif lisse X  de V .

P reu v e  : Soient <p et if> deux formes quadratiques en 6 variables qui définis­
sent V. On peut supposer que toute forme du pinceau est de rang au moins 4 
et que le polynôme homogène det(À9? +  fiip) n’est pas identiquement nul (sinon
V est ^-rationnelle, voir le paragraphe 3 de [11]). Soit H  un hyperplan passant 
pax P ,  alors dès que H  n’est pas tangent à V, le lemme 16 de [11] nous dit que 
les formes ipif, *I>H induites pax <p et tp sur H  sont telles que det(A<£> -f /iip) n’est 
pas identiquement nul; en particulier, l ’intersection des deux quadriques définies 
pax (pu et tpH n’est pas conique. D’autre paxt, comme V  est géométriquement 
intègre et de dimension au moins 3, un théorème de Bertini prouvé pax Coray 
([16], théorème 1) dit qu’il existe un ouvert non vide U  de la variété des hyper- 
plans de P |  passant par P  tel que pour H  dans U, l ’intersection V  fl H  reste 
géométriquement intègre. Ainsi, on peut trouver un hyperplan H\ dans U qui 
n’est pas tangent à la variété V. Alors, la variété V  fl H\ est une intersection 
complète, géométriquement intègre, non conique, de deux quadriques dans P* , 
contenant le point rationnel lisse  P  (puisque H\ n’est pas tangent à V  en P). 
De ce fait, nous pouvons encore fibrer V  par un système linéaire d’hyperplans 
passant par M , de sorte que la fibre générique soit une intersection complète, 
géométriquement intègre, non conique de deux quadriques dans P 4 contenant le 
point rationnel lisse M  et on applique le théorème 4.3.1 pour conclure.

5.3. Approxim ation faible pour les groupes algébriques 
linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous servons de l’approche utilisée par Kunyavskiï et 
Skorobogatov dans l’appendice de [49] pour retrouver dans toute sa généralité 
le résultat de Sansuc ([43]) qui concerne l’approximation faible pour un groupe 
algébrique linéaire, en n’utilisant que le résultat analogue pour les tores (qui était 
déjà esquissé dans [50]).

T h éo rèm e 5 .3 .1  Soit G un groupe linéaire connexe sur un corps de nombres 
k. Alors, l ’obstruction de Manin à l ’approximation faible est la seule pour les 
modèles projectifs lisses de Q.
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P reu ve  : Soient Çr le groupe réductif quotient de Ç par son radical unipotent 
et <j> : Q —► QT la projection associée. Il existe un ouvert de Zariski Go de Qr, 
une variété ¿-rationnelle Y , et un morphisme surjectif p : Go -h► Y  dont les fibres 
sont des ouverts denses des tores maximaux de Qr (on prend pour Go le sous- 
ensemble de Qr constitué des éléments réguliers semi-simples et pour Y  la variété 
quotient de Qr par le normalisateur dans Qr de l’image par <f> d’un tore maximal de 
Ç. La ¿-rationalité de Y  vient du théorème de Chevalley-Grothendieck, cf [25], 
XIV.6.1). Soit T1,, le tore associé à la fibre générique de p , les ¿(i/)-points sont 
Zariski-denses sur Tv car d’après [25], XIII.3.4, le tore Tv est ¿(^-unirationnel. 
Comme est k(i]) -rationnel, nous sommes dans les conditions d’application 
du théorème 4.3.1. Or, du fait que l’obstruction de Manin à l’approximation 
faible est la seule pour les compactifications lisses d’un ¿-tore ([43]), on déduit 
immédiatement qu’il en va de même pour les modèles projectifs lisses des fibres 
de p. Ainsi, avec le théorème 4.3.1, on en déduit le résultat pour les modèles 
projectifs lisses de Go (ou Q).

6. Fam illes de contre-exem ples non exp lic ites  
à l ’approxim ation  faible

6.1. U n résultat général

Le théorème 2.1.1 et les méthodes employée pour prouver le lemme 4.1.1, ainsi 
que les théorémes 4.2.1 et 4.3.1 permettent également de trouver très simplement 
des familles de contre-exemples à l’approximation faible; plus précisément, on a 
l’énoncé suivant :

P ro p o s itio n  6 .1 .1  Soient V  une k-variété géométriquement intègre e tp  : V  —+ 
un morphisme projectif, surjectif, à fibres géométriquement intègres. On note 
K  =  k (T ) le corps des fonctions de A j et on suppose que la fibre générique Vn 
admet un k(T)-point lisse.
On suppose que V  a des points lisses dans tous les complétés de k et que le groupe 
BrIir (k (V ) /k )/B r ¿ est nul (ces deux hypothèses sont par exemple vérifiées si V  
est k-rationnelle) mais que Br^ (K(V v) / K ) / B t K  n’est pas nul.
Alors, il existe une infinité de points rationnels 0 de A [ tels qu ’un modèle projectif 
lisse de la fibre Vg soit un contre-exemple à l ’approximation faible.

R em arq u e : On notera les similitudes et les différences avec les hypothèses 
du théorème 4.2.1.

P reu ve  : Choisissons A  dans K )  mais non dans Br K ,  et notons
U un ouvert de Zariski non vide et lisse de V  tel que A soit dans Br U. Il existe 
un ouvert de Zariski non vide W  de A [ tel que pour 6 dans VK(£), l’algèbre A
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induise un élément Ag de Bra i (k(Vg)/k) (lemme 3.3.2). Comme dans la preuve 
du lemme 4.1.1, on note Vmi,..., Vm[ les fibres au point générique desquelles A  est 
ramifiée (et on peut supposer que ces fibres ne rencontrent pas U ) et i f ,• le corps 
des fonctions de Vm{ (qui est géométriquement intègre). Deux cas peuvent alors 
se présenter :

1. Suppposons que pour tout i de {1 ,..., /} , le résidu de A  au point générique 
de Vmi soit un générateur de H 1(G&\ (L iK i /K i ), Q /Z ), où est une exten­
sion finie du corps résiduel ¿,- de Aj. en m,. Dans ce cas, on peut trouver 
un élément A0 de Br i f  H B iU  tel que (pour tout i de { 1 ,...,/} )  l ’algèbre 
B  =  A — Aq ne soit plus ramifiée au point générique de Vmi (en effet, 
comme Ü ^ G al (¿ ,I f , / i f ,) ,  Q /Z ) ~  H 1 (Gai (L i /h ) ,  Q /Z ) ,  la suite exacte 
de Fadeev permet de trouver un élément Aq de Br i f , non ramifié sur A* en 
dehors des m,-, et dont le résidu au point m,- de A l  correspond exactement 
au résidu de A  au point générique de Vmi pour 1 <  i <  /). Alors, il existe 
un ensemble fini S  de places de k tel que pour tout ensemble fini S' D S  
de places de k et tout ¿"'-entier 6 de k, la fibre Vg fl U a, pour tout v ^ S ', 
un ¿„-points lisse Pv tel que j v(B(Pv)) =  0 dans Q /Z  (l’argument étant 
exactement le même que dans la preuve du lemme 4.1.1). D ’autre part, 
l ’ouvert U a des ¿„-points dans tous les complétés de k. Comme B  n’est 
pas dans Br^ (k (V )/k )  (qui est réduit à B ^  alors que B  n ’est même pas 
dans BtK ) ,  on peut supposer, quitte à agrandir S , qu’il existe des points 
P  ̂ G U{kv) pour v dans S  tels que J2ves jv{B(P{,)) ^  0 : cela résulte du 
théorème 2.1.1.

Comme Vn possède un ¿(T)-point lisse, il existe une place w de k non dans 
S  telle que pour tout point rationnel 6 d’un ouvert de Zariski non vide de 
A l (que nous supposerons, quitte à réduire, égal à W ), la fibre en 6 ait 
un ¿„,-point lisse Pw vérifiant B (PW) =  0 (l’argument est exactement le 
même que celui de la preuve du théorème 4.2.1). Par approximation forte, 
on trouve alors un 6 dans W (k),  entier en dehors de S 1 =  S  U {to}, et 
arbitrairement proche de p(Pv) pour v dans S. Alors, la fibre Vg possède 
pour v dans S  des points lisses P„ arbitrairement proches des P„ donc tels 
que Y^ves jv (B (P v)) 0. Pour v non dans S  U {tu}, on choisit un point lisse 
P„ dans (Vg D U)(kv) tel que B (P V) =  0. Ainsi, on a finalement :

E  M B  (P.))  #  0
tien*

Comme Ao est dans Br i f  fl Br £/, on a J2veok jv (Ao(Pv)) =  0 et on a finale­
ment trouvé un élément Ag de Bru,- (k(Vg)/k) et des ¿„-points lisses Pv sur 
Vg tels que :
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E MMP.)) / »
ven*

ce qui prouve bien qu’il y a obstruction de Manin à l’aproximation faible 
pour les modèles projectifs lisses de la fibre Vg. Comme on peut restreindre 
l’ouvert W , on peut trouver un tel point 9 dans tout ouvert de Zariski non 
vide de A* c’est-à-dire qu’il en existe une infinité.

2. Supposons que l’on n’est pas dans le cas précédent; cela signifie qu’il existe
i dans {1 ,..., 1} tel que le résidu d^,i de A  au point générique de Vmi soit un 
générateur de iT^Gal (K 'JK i), Q /Z ), où K[  est une extension non triviale 
de K{L; (on note ici £,• la fermeture intégrale de &,• dans K^). On peut alors 
appliquer la remarque qui suit la preuve du lemme 4.1.1 pour conclure : 
en effet, en utilisant exactement la même méthode que dans la preuve du 
théorème 4.2.1, on arrive bien cette fois-ci à trouver un point rationnel 9 
dans W (k)  et des points locaux lisses Pv sur Vg fl U tels que :

Cas où il y  a u n e sec tio n . Si la fibre générique admet un üf-point lisse, on 
peut alléger les hypothèses comme dans le théorème 4.3.1 et on obtient l’énoncé 
suivant :

P ro p o s it io n  6 .1 .2  Soient V et B  deux k-variétés géométriquement intègres, 
avec Busse satisfaisant l ’approximation faible et p : V  —► B  un morphisme do­
minant.
Soit K  le corps des fonctions de B , on suppose que la fibre générique Vv de p est 
géométriquement intègre et possède un K-point lisse.
On suppose enfin que V  a des points lisses dans tous les complétés de k et que 
3TDX( k ( y ) / k ) f B t k  est nul mais que Br^ ( K (VÇ,)/ K )/B r K  n’est pas nul.
Alors, il existe un ensemble Zariski-dense de points rationnels 8 de B  tels qu’un 
modèle projectif lisse de la fibre Vg soit un contre-exemple à l ’approximation faible.

P reu ve  : On procède exactement comme dans le théorème 4.3.1 à part qu’une 
fois qu’on a trouvé un élément A de Br^ (K(Vv)/K) qui n’est pas dans Br K  
et un point lisse P(rj) de la fibre générique Vn tel que A(P{j])) — 0, on utilise 
le fait que A n’est pas dans Brnr(k(V)/k) pour trouver un ensemble fini S de 
places de k et des points lisses Pv de U(kv) (où U est un ouvert de Zariski non 
vide de V tel que A € Br£7) tels que Ylves jv(A(Pv)) ^  0 et non plus tels que 
Hves jv(A(Pv)) =  0.
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6.2. Un exem ple d ’application

Soient a un élément de ¿* qui n ’est pas un carré et b ,c ,d ,e  des éléments de k*. 
Considérons la ¿-hypersurface V  de A£ définie par :

y 2 — a z 2 =  (tx 2 -f bx +  c)(x2 -f dx +  e)

La variété V  est fibrée (via t ) au-dessus de Aj. et toutes les fibres sont géométri­
quement intègres. La fibre générique est une variété ¿ (v/a)-rationnelle : c’est une 
surface de Châtelet dont le groupe de Brauer non ramifié est (modulo Br (¿(T))) 
isomorphe à Z /2  ([3], proposition 5.1). D ’autre part, la variété V  est ¿-rationnelle 
(t s’exprime en fonction des autres variables). Le morphisme p  n’est pas projectif 
mais nous pouvons (comme dans la preuve de la proposition 4.1.1) compactifier 
ce morphisme, c’est-à-dire trouver un modèle V' de V, fibré au-dessus de A£ et 
dont les fibres sont des modèles projectifs de celles de p. Nous pouvons alors 
appliquer la proposition 6.1.1 pour en déduire qu’il existe une infinité de valeurs 
rationnelles de t telles que la surface de Châtelet :
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y 2 — a z 2 =  (tx 2 +  bx -f  c)(x2 +  dx +  e)

ait ses modèles lisses qui soient des contre-exemples à l’approximation faible.

R em arq u e : Les propositions 6.1.1 et 6.1.2 expliquent pourquoi en pratique, 
quand on a une famille de ¿-variétés dont le groupe de Brauer non ramifié est non 
trivial, on arrive assez facilement à trouver parmi les variétés de cette famille des 
contre-exemples à l’approximation faible (alors que pour le principe de Hasse, il 
faut en général plus d’efforts). Il serait intéressant de trouver un énoncé analogue 
pour le principe de Hasse mais cela semble nettement plus difficile (ne serait- 
ce que parce que le principe de Hasse est automatiquement vérifié si la fibre 
générique du morphisme p admet un if-point).
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Principe de Hasse et approximation faible 
sur certaines hyper surf aces

Soit ¿ un corps de nombres. On dit qu’une classe de ¿-variétés lisses satisfait le 
principe de Hasse si, pour toute variété X  dans cette classe, la condition X (k v) ^  
0 pour toute place v de k implique X (k )  ^  0. On dit qu’une ¿-variété lisse X  
satisfait l’approximation faible si X (k)  ^  0 implique que pour tout ensemble fini 
S  de places de ¿, l’ensemble X (k )  est dense dans X (k v) muni de la topologie 
produit. v^s

Le principe de Hasse et l ’approximation faible ont déjà fait l ’objet d’une étude 
pour plusieurs classes de variétés. En particulier :

• Les intersections de deux quadriques dans P£ ([5]).

• Les surfaces de Châtelet, c’est-à-dire les hypersurfaces affines de d’équa­
tion y 2 — az 2 =  P (x ) avec a G k* \  ¿*2 et P (x ) polynôme séparable de degré
4 de k[x] ([5]).

• Les ¿-hypersurfaces cubiques possédant un ensemble globalement rationnel 
de trois points singuliers conjugués ([4]).

• Les fibrés en coniques au-dessus de la droite projective, dont au plus quatre 
fibres géométriques sont dégénérées ([2]).

• Les fibrés en quadriques au-dessus de la droite projective ([13]).

Dans la suite, nous nous intéresserons au principe de Hasse et à l’approximation 
faible pour les modèles projectifs lisses X  des hypersurfaces affines V  de A£ 
(n >  4) dont l’équation est du type :

y 2 - a z 2 =  P (x  i,...,ar„_2) (1)

avec a G ¿* \  k* 2 et P  polynôme non nul de degré total au plus 4.
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Rappelons (proposition 1.1.1) que ces propriétés ne dépendent pas du modèle 
projectif lisse X  de V  choisi; notons aussi que les variétés que nous considérons 
sont des exemples de fibrés en coniques au-dessus de P™ (où m =  n — 2 est au 
moins égal à deux), elles constituent une généralisation des surfaces de Châtelet, 
qui sont fibrées en coniques au-dessus de P£; d’autre part, les ¿-hypersurfaces 
cubiques de P£ , géométriquement intègres, non coniques, possédant un ensemble 
globalement rationnel de deux points singuliers conjugués, sont ¿-birationnelles 
à des hypersurfaces de ce type (proposition 1.2.1). Enfin, notons que Colliot- 
Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer ont démontré dans [5] la validité du principe 
de Hasse et de l’approximation faible quand le polynôme P  de l’équation (1) est 
irréductible; ce sont donc les cas de factorisation de P  qui retiendront notre 
attention.
Une conjecture standard, au moins pour les variétés rationnelles, est que la seule 
obstruction au principe de Hasse et à l’approximation faible est l’obstruction de 
Manin. La définition précise de cette obstruction, qui fait intervenir de manière 
essentielle le groupe de Brauer B rX  de la variété propre et lisse X ,  sera rappelée 
en 1.5. Cette conjecture a été démontrée pour plusieurs des classes de variétés 
citées ci-dessus, par des méthodes de fibrations et de descente. Il est prouvé dans
[8] (au moyen d’un théorème sur les fibrations qui généralise ceux utilisés dans [5],
[4] ou [14]) que cette conjecture est vraie pour les variétés que nous considérons 
ici.
De ce fait, cet article a essentiellement pour but le calcul du groupe de Brauer 
B rX  de la variété propre et lisse X . En effet, quand celui-ci est trivial (c’est-à-dire 
réduit à B r£), l ’obstruction de Manin s’évanouit et ainsi, le principe de Hasse et 
l’approximation faible valent pour X . (C’est ce qui se passe quand le polynôme P  
est irréductible, voir [5]). On obtiendra en particulier que (sous réserves qu’il “ne 
manque pas une variable” : on définira plus loin ce que signifie exactement cette 
condition) le principe de Hasse et l’approximation faible valent quand n >  6 et 
on donnera explicitement les cas d’exception qui peuvent se produire quand n est 
égal à 4 ou à 5.
Le plan de l’article est le suivant : la première partie rassemble divers prélimi­
naires; on y rappelle notamment la définition de l’obstruction de Manin (para­
graphe 1.4) et les arguments qui font qu’elle est la seule pour les variétés que 
nous considérons ici (paragraphe 1.5). La deuxième section est consacrée à deux 
cas simples que l’on peut traiter directement au moyen de transformations bira- 
tionnelles. La troisième partie est consacrée à quelques résultats généraux sur le 
groupe de Brauer qui seront utilisés pour faire son calcul. Ce calcul proprement 
dit commence à la partie 4, où l’on traite les cas où n vaut au moins 5; le résultat 
principal de cette partie est le théorème 4.2.1 qui établit la trivialité du groupe 
de Brauer en dehors d’un cas exceptionnel (E) qui est explicité. Dans la partie 5, 
nous commençons à nous occuper du cas où n est égal à 4, en traitant un premier 
cas de factorisation de P  (théorème 5.2.1); ce cas est essentiellement une appli­
cation des résultats obtenus par Skorobogatov dans [13]. La partie 6 traite le cas
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général avec n =  4 (théorème 6.1.1); on y calcule le groupe de Brauer en construi­
sant explicitement un modèle projectif lisse X  de V  et en utilisant une résolution 
de Pic (A:) par des Cr-modules de permutation (où l’on note G  =  G al(k/k)  et 
X  =  X  Xjt ¿); quelques cas dégénérés font l ’objet de la proposition 6.7.1. Dans la 
section 7, on retrouve une partie des résultats arithmétiques sans avoir recours 
au théorème sur les fibrations de [8], mais en utilisant la technique de la descente 
de Colliot-Thélène et Sansuc, laquelle avait déjà été employée avec succès pour 
plusieurs classes de variétés, notamment pour les surfaces de Châtelet ([5]). Enfin, 
la partie 8 donne quelques contre-exemples numériques au principe de Hasse et 
à l’approximation faible, qui montrent que les énoncés obtenus sont les meilleurs 
possibles.

1. R ésu lta ts  prélim inaires

1.1. Invariance birationnelle du principe de Hasse et de 
l ’approximation faible

P ro p o sitio n  1 .1 .1  Soit X  une k-variété. Si un modèle propre lisse de X  vérifie 
le principe de Hasse (resp. l ’approximation faible), il en est de même de tout 
modèle propre lisse de X .  Ainsi, ces propriétés ne dépendent que du corps des 
fonctions k(X ) de la variété X . Il suffit de les vérifier pour le lieu lisse XuS8e de 
X .

Cette proposition résulte immédiatement du théorème des fonctions implicites 
sur kv (qui permet en particulier de montrer que si U est un ouvert de Zariski 
d’une ¿„-variété intègre lisse Z , alors U(kv) est dense dans Z(kv) pour la topologie 
ü-adique; voir [3], lemme 3.1.2), combiné au lemme classique suivant :

L em m e 1 .1 .2  (N ish im u ra , Lang) Soient X  une k-variété intègre lisse et Y  
une k-variété propre. Soit : X  —+ Y  une k-application rationnelle. Si X (k)  ^  0, 
alors Y (k )  ^  0.

P reu ve  : Cf [3], lemme 3.1.1 ou [10].

1.2. Un cas particulier du problème

P ro p o s itio n  1 .2 .1  Soit V  une k-hypersurface cubique de P£ , géométriquement 
intègre, non conique, possédant un ensemble globalement rationnel de deux points 
singuliers conjugués. Alors, la variété V  est k-birationnelle soit à P*-1 , soit à 
une hypersurface affine de A£ dont l ’équation est du type (1).

P reu ve  : [5], Proposition 9.8.
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R em arq u e : Quand V  vérifie les conditions de la proposition 1.2.1, on voit 
facilement ([5]) que V  ne contient pas, sur la droite passant par les deux points 
singuliers conjugués, d’autres points singuliers. Cette droite étant ¿-rationnelle et 
contenue dans V , la variété V  a des ¿-points lisses et par le lemme de Nishimura, il 
en est de même d’un modèle propre lisse de V . Dans ce cas, le principe de Hasse 
est donc automatiquement vérifié et c’est l ’approximation faible qui retiendra 
notre attention.

1.3. Rappels de quelques résultats sur les quadriques, les 
intersections de deux quadriques, et les pinceaux de 
quadriques

Soient $ i  et $ 2  deux formes quadratiques en n +  1 variables Xo, X \ , . . . ,X n, à 
coefficients dans ¿ (n >  2). Chacune définit une quadrique de P£ , on note W  
l’intersection de ces deux quadriques. Nous supposerons toujours que et $ 2  

n’ont pas de facteur commun non constant.

L em m e 1 .3 .1  Avec les hypothèses ci-dessus, la variété W  est pure de codimen­
sion 2 . Si W  est de plus lisse, le pinceau (A$i +  ^ $ 2 )^  ^ g P 1 ne contient que 

des formes de rang au moins n.

P reu ve  : [5], lemmes 1.1. et 1.13

L em m e 1 .3 .2  W  est lisse si et seulement si det (A$i +  /¿$2) a n +  1 racines 
distinctes dans P j .

P reu ve  :

• Supposons W  non lisse, il existe alors X  =  (Xo,.Xi, . . . ,X n) dans ¿n+1 \ { 0 } ,  
vérifiant :

$ 1 (X OtX 1 , . . . , X n) =  0

$ 2 (X o ,X i,  . . . ,X n) =  0

et tel que la famille des deux vecteurs Vi =  (d $ i /d X o ,..., d $ \ l d X n)x  et 
V2 — ( d § ï l d X o , d X n)x soit liée. L’un de ces deux vecteurs est 
alors le produit de l’autre par un élément de ¿; par exemple, il existe a  €  k 
tel que V2 =  oiV\. On peut supposer, quitte à faire un changement de 
variable linéaire, que X  — (1,0, ...,0). Soient alors M\  et M 2, les matrices 
représentatives des formes quadratiques et $ 2  dans la base canonique de
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fcn+1. Les hypothèses s’écrivent, en désignant par < ,>  le produit scalaire 
canonique de kn+l :

< MiX ,X  >=  0 < M2X , X  > = 0  (M2 -  aMx)X = 0

(la dernière équation résulte de ce que d $ i(X ) ■ H  =  2 <  M \X ,H  > ). 
Considérons le polynôme (¿>(A) =  det (—\M \  +  M 2), nous allons montrer 
que =  <p'(a) =  0, ce qui impliquera que det (A$i +  (¿$2) n’a P35 n +  1 
racines distinctes dans P | .

On a <p(a) =  0 cax (M 2 — a M \)X  =  0 avec X  ^  0 donc (M2 — aM \)  
n’est pas inversible. La formule de la différentielle du déterminant donne 
<p'(a) =  —tr( (M 2 — a M i ) M \ ) où l’on note M  pour la transposée de 
la matrice des cofacteurs d’une matrice M.  Or, la matrice (M2 — a.M\ ) est 
symétrique et (M2 — ccM1) X  =  0a.vecX  =  (1 ,0 ,..., 0). De ce fait, sa matrice 
est du type :

/ 0  0 . . .  0 \
Il * __ *

Ainsi, la matrice (M2 — acM\) est du type :

/ *  0 . . .  0 \
0 0 . . .  0

\o 0 ... 0/
Comme <  M i X , X  > =  0, la matrice Mi  est du type :

0 * . . .  * \
*  *  . . .  *

\ *  * . . .  * /

On voit alors que tous les termes diagonaux de ( (Mï — a M i)  M\) sont nuls 
donc la trace de cette matrice est nulle et <p'{pc) =  0.

• En sens inverse, si det (A$i +  ̂ 2 ) n’a pas toutes ses racines distinctes dans 
P j , l ’un des polynômes det (—A$i +  $ 2 ) ou det (—A$ 2  +  $ 1 ) a une racine 
multiple dans k; supposons par exemple que <p(a) =  det (—AMj +  M 2) 
admette a  €  k comme racine multiple, soit <p(a) =  =  0. On peut
alors encore supposer que (—aM \  +  M 2)X  =  0 avec X  =  (1 ,0 ,..., 0). On en 

déduit que (M 2 — aM i)  est du type :

/*  0 . . .  0 \
0 0 . . .  0

\ 0  0 . . .  0 /
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La condition <p'(a) =  0 donne alors que M\ est du type :

/ 0  * . . .  * \

* *  . . .  *

D ’où <  M i X ,X  > =  0 et <  M2X , X  > =  a  <  M \ X ,X  > — 0 c’est-à-dire 
que 3>i(X) =  $ 2 (-^Q =  0 et d’autre part Vi — aVi car (M 2 — a M \)X  =  0 
donc d $ 2 p 0  =  a  • d $ i(X ) . La variété V  n’est donc pas lisse puisque 
X  =  (1,0, ...,0) correspond à un point singulier.

(On a en fait repris à l’envers le calcul de l’implication en sens inverse).

L em m e 1 .3 .3  Si le polynôme homogène det (A$i +  /¿$2 ) est identiquement nul, 
la variété W  a un point singulier k-rationnel.

P r e u v e :  [5], lemme 1.14

L em m e 1 .3 .4  Si W  contient un espace linéaire de codimension 2, alors toute 
forme du pinceau (A$i +  ^ $ 2 ) est de rang au plus 4-

P reu v e  : [5], lemme 1.9

L em m e 1 .3 .5  Si la décomposition du cycle [W] est de la forme  [W] =  2 \C], 
avec C  variété géométriquement intègre de degré 2, alors il existe une forme de 
rang 1 dans le pinceau (A$i +  2 ) avec A et /z dans k. Si cette décomposition 
est de la forme [W] =  [Ci] +  [C2] avec [Ci] et [C2] quadriques géométriquement 
intègres et conjuguées dans une extension quadratique F de k , ou bien si [W] =  

[Zq]-{-[L2] +  [£3] +  [£4]* avec {L i ,L 2), ainsi que couple de droites gauches
conjuguées dans F , alors il existe une forme de rang 2 (déployée sur F ) dans le 
pinceau (A$i +  f i$2) avec A et fi dans k.

P reu v e  : [5], lemmes 1.10, 1.7 et 4.2

1.4. Obstruction de Manin au principe de Hasse et à 
l ’approximation faible

Dans tout cet article, nous allons être amenés à plusieurs reprises à calculer le 
groupe de Brauer (cohomologique) B rX  =  H?t(X , G m) de la variété X .  Ce qui 
suit permet de comprendre la motivation de ce calcul.
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Soit X  une ¿-variété algébrique, géométriquement intègre, propre et lisse, qui a 
des points dans tous les kv. On appelle obstruction de Manin au principe de Hasse 
(resp. à l ’approximation faible) pour X  la condition :

V(Pv) G n  X(kv)  3A € B r X  £  j v( A ( ^ ) )  i  0 dans Q /Z  
venk venk

(resp. 3A  G B r X  3 (Pv) G X { A k) £  jv(A(Pv)) ±  0 dans Q /Z  )
veftk

où f lk désigne l’ensemble des places de k et X(Ak)  l’ensemble des points adéliques 
de X .  Le symbole j v désigne le plongement Br kv c—»• Q /Z  donné par la théorie 
du corps de classe local ([1], VI).

On rappelle le diagramme commutatif suivant, valable pour A  G B rX , et qui 
résulte de la formule du produit :

X ( k ) ----------- *X (A k) 

A------------------- A

Br à: ----------Br Q /Z

Notons que X  étant complète, on a X ( A k) =  JJ X (k v). Pour plus de détails on 
pourra consulter [6]. t'en*
Pour plusieurs classes de variétés (notamment certaines de celles que nous évo­
quions dans l’introduction), on a pu établir que l’obstruction de Manin est la 
seule possible pour le principe de Hasse et l’approximation faible. Comme nous 
l’avons dit plus haut, c’est notamment le cas pour les variétés que nous étu­
dions dans cet article (voir 1.5 pour quelques détails supplémentaires à ce sujet). 
C’est pourquoi nous serons amenés en particulier à établir sous quelles conditions 
B rX /B r  k =  0, auquel cas l’obstruction de Manin à l’approximation faible et au 
principe de Hasse s’évanouit, lorsque X  est un modèle propre lisse des variétés 
que nous étudions. Notons enfin que k étant un corps de nombres et X  une variété 
rationnelle (c’est-à-dire que X  =  X  Xkk est ¿-birationnelle à P^, avec d G N*), on 
aura t f 3(Gal (k/k), k*) =  0 et B rX  =  0 d’où B iX /B r  k =  H 1 (Gai Çk/k), P icZ )  
(d’après la suite exacte de [6], 1.5.).

1.5. Rappel d ’un résultat arithmétique

Comme annoncé dans l’introduction, pour ramener le problème arithmétique au 
seul problème algébrique du calcul du groupe de Brauer, nous utilisons le théo­
rème suivant :
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T h éorèm e 1.5 .1  Soient k un corps de nombres et a £ k* \  /c*2. Soit V une 
k-hypersurface de A £ (n >  3) dont l ’équation est du type :

y 2 -  a z 2 =  P ( x a, ...,x„_2)

où P  est un polynôme non nul de degré au plus quatre. Alors, l ’obstruction de Ma­
nin au principe de Hasse et à l ’approximation faible est la seule pour les modèles 

projectifs lisses de V .

Ce résultat est démontré dans [8 ], en fibrant la variété V  (via l’une des variables 
£,•) au-dessus de A [ ce qui permet par récurrence de se ramener au cas n — 3, 
traité par Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer dans [5]. Le théorème 1.5.1 
apparaît alors comme un corollaire du théorème plus général de [8 ] sur les fibra­
tions (qui s’inspire de [14]) que voici :

T h éo rèm e 1 .5 .2  Soient V  une k-variété géométriquement intègre et p : V  —► 
■A-* un morphisme projectif, surjectif, à fibres géométriquement intègres. Soient 
K  =  k(T) le corps des fonctions de AJ. et X  un modèle projectif lisse de la fibre 
générique Vv de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse. On note
X  =  X x K lC. _  _  _
On fait l ’hypothèse que les groupes H^^X^Oy) et H 2 (X ,O y)>  ainsi que B rX , 
sont nuls, et que P ic(X ) est sans torsion (c ’est le cas par exemple si la variété Vn 
est rationnelle ou bien est une intersection complète lisse de dimension au moins 
3 dans
On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H  de k =  A£ (k) tel 
que pour tout point 6  de H, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. 
à l ’approximation faible) est la seule pour les modèles projectifs lisses de la fibre 
Vg. Alors, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approximation 
faible) est la seule pour les modèles projectifs lisses de V.

(Un sous-ensemble H  de k est dit hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non 
vide U  de A£ et un revêtement étale p : R  —> U avec R  intègre sur k tel que 
H  soit l ’ensemble des ¿-points M  de U pour lesquels p~1 (M )  est connexe; en 
particulier, l ’ensemble des ¿-points d’un ouvert de Zariski de A£ est hilbertien).

2. D e u x  cas sim ples

2.1. N otations et énoncé des résultats

Soit V  : y 2 — az 2 =  P ( x \ , ..., x n_2) une ¿-hypersurface de A£ (n >  4) dont 
l’équation est du type (1). Soit X  un modèle propre lisse de V. Le but de toute 
cette section est de démontrer la proposition suivante :
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T h éo rèm e  2.1 .1  Avec les notations ci-dessus, la variété X  satisfait le principe 
de Hasse et l ’approximation faible dans les cas suivants :

o P  est produit d ’un facteur linéaire et d ’un facteur irréductible de degré 3.

• P  est le produit de quatre facteurs linéaires et V n’est pas k-birationnelle 
au produit d ’un espace linéaire et d ’une surface de Châtelet.

Nous traitons ces deux cas directement, sans avoir recours au calcul de B r X  et 
en distinguant suivant les cas de factorisation de P.

2.2. Le cas “1 x 3”

P ro p o s itio n  2 .2 .1  S o i tV  l ’hypersurface : y 2 —az2 =  L(xi, ...xn- 2 )C (x \ , ..., £„ -2 ) 
dans A£ avec L facteur du premier degré et C  polynôme irréductible de degré 3 
(n >  3). Alors, un modèle propre lisse X  de V  satisfait le principe de Hasse et 
l ’approximation faible.

P reu v e  : Quitte à faire un changement de variables ¿-linéaire, on peut sup­
poser que X (z i , ..., xn_2 ) =  Xi. Notons R(xi,  . . . ,x n_2 , i )  la forme cubique obtenue 
en homogénéisant C. On peut, d’après le théorème d’irréductibilité de Hilbert, 
trouver un a  dans k* tel que le polynôme R (a, x2, xn-.2 , i )  reste irréductible. 
La variété V  est alors ¿-birationnelle à l’hypersurface de P£ définie par :

xi (y2 -  a z2) =  R (x i,  ...x„ _ 2  , t)  

et celle-ci est encore ¿-birationnelle à l’hypersurface de A£ d’équation :

a (y 2 -  a z2) =  R (a , x 2, ..., x„_2, t)

et cette dernière vérifie le principe de Hasse et l’approximation faible (et en 
fait on en déduit aussi B vX /B v k  =  0) car le polynôme R(a,  x2, ... ,x n_2 , i)  est 
irréductible (c’est le résultat de Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer que 
nous avons rappelé dans l’introduction). D ’où le résultat.

2.3. Le cas “l x l x l  x 1”

P ro p o s it io n  2 .3 .1  Soit V  l ’hypersurface d ’équation y 2 — a z 2 =  P ( x i , . . . ,x n_2 ) 
dans A£ (n >  4), avec P  produit de quatre facteurs linéaires. Si V n’est pas 
k-birationnelle au produit d ’un espace linéaire et d ’une surface de Châtelet, un 
modèle projectif lisse X  de V vérifie le principe de Hasse et l ’approximation faible.
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P reu ve  : On peut écrire P  =  L 1L 2 L2 L4 , où Li, L 2 , -£3 , L4 sont des formes 
affines en x i , . . . , x n_2.
Supposons d’abord n =  4. Les droites L\ =  0 et L 2 0 ont un point d’intersection 
(en projectif), soit C. De même, les droites L3 et s’intersectent en D. Si C  =  D , 
on se ramène par changement de variable affine à C  =  D  =  0  et l ’hypersurface 
s’écrit y2 — a z 2 =  x ix 2<£>3 ( x i , ^2) avec ^ 3  et y?4 formes linéaires. En 
posant À =  X2 ¡X\, on voit que V est fc-birationnelle au produit d’une droite et 
d’une surface de Châtelet, cas que nous avons exclu dans l’hypothèse. On est donc 
réduit au cas C  7  ̂ D. On expédie alors la droite (CD)  à l ’infini par transformation 
i-birationnelle. On peut alors se ramener à une équation du type :

y 2 — az 2 =  u(u — a)x(x  — /?) ûr, /? 6  k*

C’est une famille de quadriques de dimension relative 2 (paramétrée par x). Il 
y a un point rationnel (dans le corps k(x)) sur la quadrique générique (qui est 
lisse). Ainsi, la famille admet une section et l’hypersurface est ¿-birationnelle à 
P£ x A* (cet argument est dû à Tfasman et Skorobogatov).
Pour n >  4 , on considère X  comme fibrée par X3 , . . . ,x n _ 2  au dessus de A£-4 . La 
même opération que dans le cas n =  4 (en raisonnant dans k(x 3 ,..., x„_2)) permet 
de se ramener à y 2 — az 2 =  tt(u — a)x(x  — /?) avec a, (3 € k(x3,... ,  xn_2)*, que l’on 
peut considérer comme une famille de quadriques de dimension 2  paramétrées 
par x, X3 , ..., x n _ 2  (donc au-dessus de A£-3 ). Là encore, la quadrique générique 
est lisse et possède un point rationnel, il y a donc birationalité avec P£ x A£-3 .

R em a rq u es  :

• Quand V  se ramène au produit d’un espace et d’une surface de Châtelet (cas 
où “il manque une vaxiable”), l ’approximation faible ne vaut pas forcément : 
par exemple, pour k — Q, l ’hypersurface y2—17z2 =  x !x 2(x2 —Xi)(x2—17xi) 
se ramène à la surface de Châtelet y 2 —17z 2 =  A(A — 1 )(A —17) qui ne vérifie 
pas l’approximation faible ([7]).

• Vu les propositions 2 .2 . 1  et 2.3.1, nous considérerons désormais le cas où P  
est divisible par un facteur irréductible de degré 2  et nous aurons recours à 
des calculs de groupes de Brauer.

3. G énéralités sur le calcul du groupe de B rauer

3.1. U n lemme fondamental

Rappelons d’abord le très important lemme suivant qui permet de relier le groupe 
de Brauer de X  aux fonctions dont les diviseurs sont des normes pour l’extension 
k ( ^ ) l k  :

64



L em m e 3 .1 .1  Soit F /k  une extension finie cyclique de corps de nombres, de 
groupe Q. Soit X  une k-variété géométriquement intègre, propre et lisse, qui est 
F-rationnelle (c ’est-à-dire que F {X )  est transcendant pur sur F), qui a des points 
dans tous les complétés de k. Alors, le groupe B rX /B r k est égal au noyau de la 
flèche (f> : k(X )* /k*N F (X )*  —+ Div X /N D iv  X p . Si I  est un système de géné­
rateurs de ce groupe et { f i } ie l  un système de représentants de I  dans k(X)*, il 
y a obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse (resp. à l ’approximation 
faible) pour X  si et seulement si :

(resp. 3 (P„) e  n  x (kv) G 7 ^  jv { f i (Pv)) î  0 dans Q /Z  )

où le symbole N  désigne la norme de F  à k et j v le plongement : k*/NF* •—► Q /Z  
donné par la théorie du corps de classe local; on note Fv — kv ®jt F.

Le grand intérêt de ce résultat est qu’il permet de calculer B rX  sans avoir à 
construire explicitement un modèle lisse X  de V  puisque seul intervient le corps 
des fonctions de X  (qui est le même que celui de V). Ce lemme est prouvé dans 
[3], où il est également prouvé que B i X / B r k  est fini et que toutes les sommes 
sur fi* qui interviennent sont en fait finies.

3.2. Application au calcul de certains groupes de Brauer

L’objet de ce paragraphe est de prouver les deux résultats suivants :

P ro p o s it io n  3 .2 .1  Soit X  un modèle projectif lisse de la k-variété V  définie 
dans A£*+2 par Véquation :

r
y 2 -  a z2 =  JJ Pi(x i , ..., xm)

1 =  1

où les P{ sont des polynômes irréductibles sur k, deux à deux premiers entre eux. 
Soit K  =  k{ ŝ/a ) .  Alors, le groupe B r X /B r k est inclus dans le sous-groupe de 
k(X)* /  k* N  K  (X)* engendré par les classes des Pi (en particulier, comme [17=1 ^  
est une norme, le groupe B r X /B r k s ’identifie à un sous-groupe de (Z /2)r”1>).

T h éo rèm e  3 .2 .2  Avec les notations de la proposition 3.2.1, on suppose qu’en 
tout point de codimension 2 de AJ? où deux des Pi s ’annulent, il n’y en a pas un 
troisième qui s ’annule. On suppose également que pour toute partition de { 1 , r} 
en deux sous-ensembles non vides A et B , il existe Îa G A et i s  G B tels qu’on 
puisse trouver un point de codimension 2 de A^1, où les hypersurfaces définies par 
PiA et P{B se coupent transversalement, et dont le corps résiduel ne contienne pas 
I( =  k(y/a). Alors, on a Br X / B t  k =  0.
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P reu ve  de la  p rop osition  3 .2 .1  : Soit /  une fonction sur X  (ou sur V ) dont 
le diviseur est une norme de l’extension K /k .  Montrons d’abord que /  est égale 
modulo k* N  K (X )*  à une fonction h(xj , . . . ,x m) ne dépendant plus de (y , z ). La 
¿-variété V  peut être vue comme fibrée en coniques (par ( x ! , . . . ,x m)) au-dessus 
de A™. La fibre générique est une conique lisse sur le corps L =  k(T\ , ..., Tm). 
Soit C  la conique projective associée. Posons C =  K (T \ , ..., Tm). Si C(C)  désigne 
le corps des fonctions de C  sur C et PicC e  le groupe de Picard de C  sur C , on a 
la suite exacte :

1 - ►  C ( C y / C  -> Div Ce  Pic Ce -> 1

Notons G k  =  Gai (K /k ) .  Comme C  est une conique projective lisse, le G k-  
module Pic Ce est isomorphe à Z avec action triviale de G k  ; on en déduit que 
H~1 (G k ,  Pic Ce) =  0 d’où la suite exacte :

0  -> H °(G k ,C ( C Y /C *) -+ H°(GK ^ y C e )  =  D iv C /N D iv C c

(où le symbole N  désigne la norme de K  a. k). 
De même, de la suite exacte :

c ( c y  -► c ( c y / c * - + 1

on tire, vu que H 1 (G ki^*)  =  0 (Hilbert 90) la suite exacte :

1 L*/NC* -* L (C )* /N C (C y  - ►  H°(GK , £ ( C y / £ •) 1

Donc H °(G K , £ ( C y / C *) =  L ( C y /L * N C ( C y  et le noyau de la flèche L{C)* 
Div C /N D iv  Ce  est réduit à L*NC(C)*. Ainsi, la fonction de L(C)* induite par 
/  est, à une norme près, constante sur le corps L. Le résultat annoncé en découle.

Soit alors h(x i , . . . , x m) une fonction dont le diviseur est une norme, c’est-à-dire 
que pour tout anneau de valuation discrète A (k C A  C k ( X ) =  Frac A) avec 
A ® k  K  restant local, la valuation v^(h) est paire. On peut supposer que les 
facteurs irréductibles de h sur k ne sont pas dans k* N  K  (X )* . Soit alors r un 
tel facteur, le polynôme r est encore irréductible au niveau K .  Comme X  est 
régulière en codimension 1, la sous-variété de X  définie par :

i  y ÛZ — riizrl Pi(^ll •••) 2-m)
r ( x i , ..., Xm) — 0

définit, dès que r n’est pas l’un des P,-, un anneau de valuation discrète A  qui 
reste local au niveau K .  Ainsi, la valuation de h par rapport à A  est paire et r 
ne peut diviser h (qui est sans facteur carré). D ’où la proposition.
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P reu v e  du th éo rèm e  3 .2 .2  : Soit A C {1, Soit B  le complémentaire de 
A dans { 1 , r}.  Supposons A et B  non vides. Par hypothèse, on peut trouver iA 
dans A et Îb dans B  tels que les hypersurfaces définies par PiA et P{B se coupent 
transversalement en un point M  de codimension 2 de l’espace affine A™ , dont 
le corps résiduel ne contient pas K .  Alors, la variété X  est ¿-birationnelle à la 
¿-variété Y  définie dans A£*+2 par l’équation :

(î/ ÛZ ) ü  - P i •••) 2-m) — J_J_ •••) ®m)
i£A iEB

Sur y ,  le point M  définit un anneau de valuation discrète A  (car M  correspond 
un point de codimension 1 sur Y ) ,  qui reste local au niveau K  dès que a n’est p; 
un carré dans le corps résiduel en M . Comme la valuation de YlieA Pi rappo 
à A  est 1 (car les hypersurfaces définies par P{A et P,B se coupent transversaleme; 
en M  et les hypersurfaces définies par les autres Pi ne passent pas par M ), sc 
diviseur ne peut être une norme. D’où le résultat avec la proposition 3.2.1

Nous allons maintenant appliquer le théorème 3.2.2 aux variétés que nous corn 
dérons.

4. Les cas n >  6 et n =  5

4.1. La condition “il ne manque pas une variable”

Soit V  l ’hypersurface de A£ (n >  4) d’équation :

y 2 ~  az 2 =  P ( x i , ..., x„_2)

où P  — f g  avec /  et g de degré 2. Notons <p et ip les homogénéisés respectifs de 
/  et g. La condition qu’“il ne manque pas une variable” se traduit par le fait que 
l’intersection de leurs noyaux N((p), N(tp) est réduite à 0 : cela signifie bien qu’on 
ne peut pas, par un changement de variable linéaire, se ramener à une équation 
comportant moins de variables.

4.2. Énoncé des résultats

On dira qu’une forme quadratique de rang 2 définie sur k est du type (T) si elle 
est isomorphe à <  0 ,—a9 >  avec 6  G k*.

T h éo rèm e  4 .2 .1  Soit V l ’hypersurface d ’équation y 2 — a z 2 =  P (x \ , ..., xn_2) 
dans AjJ (n >  5). On suppose que P  =  f  g avec f  et g de degré 2 et on appelle 
(p et if) leurs homogénéisés respectifs. On suppose que l ’intersection N(tp) D N(ip) 
de leurs noyaux est réduite à 0. Alors, un modèle projectif lisse X  de V vérifie 
le principe de Hasse ei l ’approximation faible en dehors du cas exceptionnel (E) 
suivant :
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(E) n =  5 et il existe X et /x dans k* tels que la forme Q =  +  l*ip), ainsi 
que les restrictions de (p et xp au noyau N  de Q, soient du type (T).

Toute la fin de cette section est consacrée à la preuve de la proposition 4.2.1.

4.3. Remarques préliminaires

Notons d ’abord que la variété V  est ¿-birationnelle à la ¿-hypersurface V' définie 
dans A \  X P £-2 par l’équation :

i , . . . ,  x n_2, t )(y az  ) xp(x\,..., xn_2 , i) 0  (x^, . xn_2 , t ) G Pjt (y , z) G

Démontrons alors un lemme qui nous sera souvent utile : 

L em m e 4 .3 .1  Soit V' l ’hypersurface de A \  x P£-2 d ’équation :

(y2 -  a z 2 ) < p { x =  tp {x i, . . . ,xn„2 , t )

(où (p et xp sont des formes quadratiques), avec n >  4. On suppose que l ’intersec­
tion des noyaux de (p et xp est réduite à 0 . Si les quadriques définies par ip et ip 
ont un point k-rationnel commun, alors V' est k-rationnelle.

P reu v e  du lem m e 4 .3 .1  : Soit M  un point ¿-rationnel de l’intersection des 
quadriques de P£-2 définies par <p et xp. On peut voir V' comme une famille de 
quadriques projectives dont la fibre générique admet le point rationnel M .  Si M  
est un point conique de cette quadrique générique, ce point M  est dans l’inter­
section des noyaux des formes quadratiques ip et xp, cas exclu par l’hypothèse. 
Ainsi, la fibre générique admet un point rationnel non conique, elle est donc bi­
rationnelle à P n - 3  et V' est ¿-birationnelle à P£-3 x A£ (la projection sur A 2 

admettant une section via M ).  D ’où le lemme.

Cas où /  ou g n ’est pas irréd uctib le  :

P ro p o s it io n  4 .3 .2  Si f  ou g n’est pas irréductible, le groupe B rX /B rk  est nul 
et de ce fait, la variété X  satisfait le principe de Hasse et l ’approximation faible.

P reu v e  : Supposons par exemple que g est produit de deux facteurs linéaires. 
Quitte à expédier l’une des droites associées à l’infini, on peut supposer que V  
est définie dans A£ par l’équation :

y 2 -  a z 2 =  x i / ( x i , . . . , x n_2)

avec /  irréductible. Maintenant, il suffit de considérer le cas où la forme qua­
dratique <¿>(0, X2 , ..., xn_2 , t) est de rang n — 2 (sinon le lemme 4.3.1 permet de
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conclure immédiatement). Comme (n — 2) >  3, la sous-variété de A £ ~ 2 définie par 
x\ =  / (0 ,  . . . , z n_2 ) =  0 est géométriquement intègre et le théorème 3.2.2 permet 
de conclure.

R em arq u e : Nous pourrons donc supposer désormais que les polynômes /  et 
g sont irréductibles sur k. Si l ’un des polynômes f  ou g est une norme de l ’exten­
sion k (y /â ) /k , la variété V  est ¿-birationnelle à une quadrique et la validité du 
principe de Hasse et de l’approximation faible (ainsi que la nullité de BrX /B r k) 
est triviale. Nous pourrons donc exclure ce cas dans la suite et supposer les po­
lynômes f  et g irréductibles (et sans facteur commun) sur K  =  k(sfa).

4.4. Le cas n > 6

Il nous suffit, d’après le théorème 1.5.1, de prouver l’énoncé suivant : 

P ro p o s itio n  4 .4 .1  Soit V' l ’hypersurface de A* x P£-2 (n >  6 )  d ’équation :

(;y2 -  az 2 )(p(xi,..., xn_2 , t) =  ip(xi , . . . ,x n_2 , i )

où (p et ift sont des formes quadratiques dont l ’intersection des noyaux est réduite 
à 0. Soit X  un modèle projectif lisse de V '. Alors le groupe B r X  est réduit à 
Br k.

P reu v e  de la  p rop osition  4 .4 .1  : On peut supposer que les polynômes 
<p et ip sont irréductibles sur K  — k(y/a). Soit W  l ’intersection dans P^ des 
quadriques définies par cp et tj>. Si W  contient un point ¿-rationnel, la variété V' 
est ¿-rationnelle par le lemme 4.3.1. De ce fait, nous pouvons supposer grâce au 
lemme 1.3.3 que le polynôme homogène det(Ay> +  //?/>) n’est pas identiquement 
nul, autrement dit qu’il existe une forme de rang >  5 dans le pinceau (Acp -f fiifi). 
Alors, le lemme 1.3.4 garantit qu’il n’y a pas de cycle irréductible de degré 1 
dans la décomposition du cycle [W]. Ainsi, d’après le théorème 3.2.2, les seuls 
cas où B r X /B ^  pourrait ne pas être nul sont : [VK] =  [Ci] +  [C2], avec Ci et 
C -2 quadriques géométriquement intègres conjuguées sur K  =  ¿(-y/a), ou bien 
[VVr] =  2 [C] avec C  quadrique ¿-rationnelle géométriquement intègre.

• Dans le premier cas, il existe d’après le lemme 1.3.5 une forme de rang 2 se 
factorisant sur K  (donc du type (T) car si cette forme se factorisait sur ¿, 
les quadriques C\ et C2 seraient définies sur ¿ et non pas conjuguées) qui 
s’écrit Q =  (Atp +  n%l’) avec A et ¡x dans ¿* (A et fi sont non nuls car les 
polynômes ip et tp sont irréductibles sur K ).  On peut supposer par exemple 

que (5 ( ^ 1 5  •••>0 =  — at2) avec a  € k*. La variété V' est ¿-birationnelle 
à l ’intersection Àri dans P£+1 des deux variétés :
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f  t ( y 2 -  a z 2) -  u i p ( x u . . . , t )

Considérons alors la sous-variété Y  de codimension 1 de X \  définie dans 
p ; * 1 par les équations :

Xl =  t =  0, V>(0,x2,... ,x „ _ 2,0) =  0

(Remarquons que ip(0,X2, . . . ,xn-2,0)  =  0 ^  </>(0, x2, ..., x n_2, 0) =  0, car Q 
n’est proportionnelle ni à y>, ni à rj>, qui sont irréductibles sur K ) .  Alors, 
les restrictions de (p et ij> au noyau N  de Q sont proportionnelles, et de 
rang au moins 3 (sinon, vu que n >  6, ces restrictions seraient dégénérées 
et l ’intersection des noyaux de (p et 'ip ne serait pas réduite à 0), donc
Y  est géométriquement intègre et définit un anneau de valuation discrète 
(au niveau K  également) pax rapport auquel la valuation de <p(xi, . . . , t ) / t2 
(fonction correspondant à <p dans le nouveau modèle) est -1. Le lemme 3.1.1 
et la proposition 3.2.1 permettent de conclure dans ce cas, puisque sur la 
sous-variété de A£ d’équation :

y2 -  az2 =  / ( x l5..., x „ .2) ÿ ( i i , ..., xn_2)

le diviseur de la fonction /  n’est pas une norme de l’extension K /k .

• Dans le deuxième cas, le lemme 1.3.5 dit qu’il existe une forme Q =  (\<p +  
fiip) de rang 1 avec A et /z dans k* soit par exemple Q =  a t 2 et =  ßy> +  Q 
avec ß  €  k*. La variété V' est alors fc-birationnelle à l ’intersection X 2 dans 
P £+1 des deux vaxiétés :

f (y2 — az2) =  u(ßu  +  at)
1 (p{xi , ..., t) =  ut

On conclut alors en considérant la sous-variété de codimension 1 de X 2 défi­
nie par t — 0, qui est géométriquement intègre vu que la forme quadratique 
<f(xi , ..., x n_2, 0) est encore de rang au moins 3 (et même 4).

4.5. Le cas n =  5

Pour conclure la discussion, nous allons prouver, par la même méthode que pré­
cédemment, le résultat suivant :
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P ro p o sitio n  4 .5 .1  Soit V' l ’hypersurface de A | x P^ d ’équation :

(y2 -  a z 2 )<p(xi,x2 ,x 3 , t )  =  xp(xu x 2 , x 3 , t )

où cp et xp sont des formes quadratiques irréductibles sur K  =  k(y/â) et dont 
l ’intersection des noyaux est réduite à 0. Soit X  un modèle projectif lisse de V '. 
Alors, le groupe B rX /B r k est nul sauf dans le cas exceptionnel (E) où il est 
isomorphe à Z /2 .

P reu v e  d e  la p rop osition  4 .5 .1  : Supposons B rX /B r k non nul et consi­
dérons encore la décomposition du cycle On ne peut avoir \W] =  [C\ -f-..., 
avec C  quadrique ¿-rationnelle géométriquement intègre sinon le théoréme 3 .2 . 2  

est contredit. On ne peut pas non plus avoir [W] =  [Li] -f [L2] +  ... avec L\ et L 2 

droites conjuguées se rencontrant sinon le point d’intersection serait ¿-rationnel 
et X  serait ¿-rationnelle. Ainsi, restent les cas : [W] =  2 \C\ avec C  quadrique ir­
rationnelle géométriquement intègre, [W] =  [Ci] +  [Cy avec Ci et C2 quadriques 
géométriquement intègres conjuguées sur K , et [W] =  [£»i] +  [L2] +  [£3] +  [L4 ] (où 
les Li sont des droites deux à deux distinctes) avec et L 2 (resp. L3 et L4 ) conju­
guées sur K  et ne se rencontrant pas. Mais dans ce dernier cas, le lemme 1.3.5 
nous donne encore une forme de type (T) dans le pinceau. On procède alors 
comme dans le cas n >  6 .

• Dans le cas où il y a une forme de type (T) dans le pinceau, soit par 
exemple Q (x i ,x 2 , x 3 , t ) =  cx(x2 — at2) avec a  G ¿*, on écrit que la variété 
V' est ¿-birationnelle à l’intersection X \  dans P® des deux variétés :

f t ( y 2 -  az2) =  uip(x1 , x 2 , x 3 , t )

et on considère la sous-variété Y  de codimension 1 de X \  définie dans P |  
par les équations :

xi =  t =  0 , xp(0 ) x2, x3f 0 ) =  0

Vu que B r X /B ^  7  ̂ 0, celle-ci ne peut être intègre au niveau K  (toujours 
à cause du théorème 3.2.2) donc les restrictions de <p et xp sont du type (T) 
et on est dans le cas exceptionnel (E) (ces restrictions ne peuvent être de 
rang 1 à cause de l’hypothèse que l’intersection des noyaux de ip et xp est 
réduite à 0 ).

• Dans le cas où il y a une forme de rang 1 dans le pinceau, on peut encore 
supposer que xp — (}ip-\-cct2 et écrire que V7 est ¿-birationnelle à l’intersection 
X 2 dans P f des deux variétés :
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J  ( y 2 — az2) — u((3u - f  ai)
[ V?(Xi,X2 ,X3,<) =  ut

On obtient alors une contradiction en considérant la sous-variété de codi­
mension 1 de X 2 définie par t — 0 , qui est géométriquement intègre vu que 
la forme <p(xi, x 2, x 3 , 0) est ici de rang exactement 3.

Finalement, on a bien prouvé que la condition B rX /B r k ^  0 implique que l’on 
est dans le cas exceptionnel (E). Il reste à prouver que quand on est dans ce cas 
(E), le groupe B rX /B r k est effectivement isomorphe à Z/2.
Si l ’on est dans le cas (E), on peut supposer, après avoir effectué des chan­
gements de variables linéaires, que tp(x\,x 2 ,x z , t )  — 7 </?(xi, x 2, X3 , i) +  Q (xs ,t)  
avec Q (x 3 , t )  =  a(x^ — a t2) et y ( x i ,x 2 ,x 3 , i) =  fi(x\ — ax%) +  ¿ /^ (xi, x2, x3, i) +  
xzL,2 (x \,  x 2, X3 , t )  où Li et L 2 sont des formes linéaires et (a, ^ , 7 ) est un triplet 
d’éléments de k*. Passons à un modèle affine de V' en faisant t =  1 . La variété 
V ' est alors fc-birationnelle à l’hypersurface V  de A | d’équation :

y 2 -  a z 2 =  f { x u x 2 , x 3 )g(xu x 2 , x 3 )

avec f ( x 1 , x 2 , x 3 ) =  (p(xi,x2 , x 3 , 1 ) et g ( x i ,x 2 , x 3) =  ^ ( x i ,x 2 ,X3 , l ) .

Soit A  un anneau de valuation discrète, avec k C A C k(X ) — Frac A, le restant 
au niveau K \  soit v la valuation associée. Supposons v ( f ( x i , x 2 ,x 3 )) impaire. 
Alors, comme v(x \ — a) est paire et négative ou nulle, on a v ( f (x i ,  X2 , X3 )) =  
v(g(x  1 , X2 , x 3)) =  2 A: +  1 avec k <  0  (en effet v ( f —g) =  v(x \ — a) donc v ( f —g) est 
paire donc v ( f —g) >  min(v ( f ) ,v (g ) )  ). Ainsi, on ar(xs) >  ¿ + 1  (sinon v (x \—a) <  
v ( f )  et on aurait v(g) =  v(x% — a)). Supposons par exemple u(x2) <  v(^i)- Si 
v (x 2) >  k +  1 , alors v(L i(x i ,  x 2, x 3 , 1 )) >  k +  1 et v(x 3 L 2 {x\,  x 2, X3 , 1 )) >  2 k -f 2  

ce qui contredit u ( /(x i ,  x 2, x3)) =  2 & +  1 . Si v (x2) <  k , alors u(Lx(xi, x2, x3 , 1 )) >  
u(x2) et v (x 3 L 2(xh  x 2, x3, 1 )) >  u(x2) +  k +  1 alors que u(x2 — ax2) =  2 u(x2) <  
u(x2) +  k +  1 <  u(x2) donc u ( /(x i ,  x2, x3)) =  2 u(x2) et on obtient encore une 
contradiction. Donc le diviseur de /  est une norme de l ’extension K / k  (et / ,  qui 
est irréductible sur K , n’est pas le produit d’une constante et d’une norme); la 
proposition 3.2.1, jointe au lemme 3.1.1, permet de conclure que B rX /B r k est 
isomorphe à Z /2  et engendré par la classe de la fonction / .

5. U n  prem ier cas avec n =  4

Dans cette section, nous commençons à nous occuper du cas n =  4 : nous traitons 
le cas où le polynôme P  est produit de deux facteurs de degré 1 et d’un facteur 
irréductible de degré 2 .
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5.1. M ise sous forme canonique

On considère V /k  : y 2 — a z 2 =  L i(x i ,X 2 )L 2 (xi,X 2 ) P ( x i ,x 2) avec L\ et L 2 de 
degré 1 et P  irréductible de degré 2. Il s’agit de calculer le groupe de Brauer 
d’un modèle projectif lisse X  de V. La proposition suivante permet de simplifier 
l’étude en la ramenant à un cadre déjà étudié pax Skorobogatov dans [13].

P ro p o s itio n  5 .1 .1  V  est k-birationnelle soit au produit d ’une droite et d ’une 
surface de Châtelet, soit à A 3, soit à la k-hypersurf ace Z de P |  x A l d ’équation :

y 2 — az 2 — u(y2 — r(u)t2) (2 )

(avec u G A£, (y , z , v , t ) G P* et r polynôme non nul de degré <  2). Bans ce 
dernier cas, si r(u) est un carré dans k(u), alors Z est encore k-rationnelle.

P reu v e  : En expédiant l’une des droites à l’infini, on est ramené à l ’hy­
persurface d’équation y 2 — a z 2 =  u f (u ,v )  avec /  irréductible de degré 2 . Si 
/  ne dépend que de u, on est ramené au produit d’une droite et d’une sur­
face de Châtelet. Sinon, supposons que f ( u ,v )  soit linéaire en v, soit f ( u , v ) =  
P(u)v  -f- Q{u) avec P  et Q polynômes en une variable et P  ^  0. La transforma­
tion (u , v ) i—*• (u ,P (u )v  +  Q(u)) est alors k-birationnelle ce qui nous ramène à 
Y /k  : y 2 — a z 2 — uv, soit u — (y 2 — az2) /v  c’est-à-dire que Y  est ¿-birationnelle 
à A®.
Supposons donc que / (u ,  v ) =  a (v 2 -f fluv +  j v  +  Su2 +  tu  +  <j>) avec et G k* 
et G k5. Le changement d h d  +  (fî/2)u +  7 / 2  ramène à f ( u , v ) =
a(v 2 — Q(u)) avec Q polynôme de degré <  2. Le changement u n a u  nous ramène 
alors, en posant r(u) =  Q (u /a ) et en homogénéisant le polynôme v 2 — r(u) par 
rapport à (y , z , v ), à la forme voulue. Enfin, si r(u) =  0(u — e) 2 avec 0 E k* et 
e £ k, le changement de t en (0 — e)t montre alors que Z  est ¿-birationnelle à 
y 2 — a z 2 =  u(v2 — 0t2), donc à u =  (y2 — a z 2 ) / ( v 2 — 0t2) ce qui prouve que Z  est 
¿-rationnelle.

*
5.2. Enoncé des résultats

Une fois que l’on est ramené à la forme précédente, on a l’énoncé suivant :

T h éo rèm e  5 . 2 . 1  Soit Z  une k-hypersurface dont l ’équation est du type (2 ). Soit 
s(u) le polynôme u2r ( l /u ) .  Alors, pour tout modèle propre lisse W  de Z, on a 
Br IF/Br k =  0 , sauf si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. r(0) G ak * 2

2. 5 (0 ) G ak*2

3. r (u ) ^ a(k(u ) * ) 2
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auquel cas B i W / B i k  est isomorphe à Z /2. De ce fait, le principe de Hasse et 
l ’approximation faible valent pour W  à moins que ces trois conditions ne soient 
vérifiées.

R em arq u e  : Notons que dans le cas où l’hypersurface initiale se ramène au 
produit d’une droite et d’une surface de Châtelet, l’approximation faible ne vaut 
pas toujours (voir [5]).

5.3. Preuve du théorèm e 5.2.1

On supposera toujours que r(tt) ^ a(k(u)*)2 (sans quoi on a vu que Z  est ir­
rationnelle). Il s’agit alors d ’appliquer les résultats obtenus par Skorobogatov 
dans [13]. L’hypersurface Z  est en effet fibrée par u au-dessus de P [  (on auto­
rise maintenant u =  oo) en quadriques projectives de dimension 2. Ce fibre en 
quadriques est fc-birationnel à un fibre “admissible” au sens de [13] : la fibre gé­
nérique est définie par la forme Qu = <  1, — a, — u,ur(u) >  sur le corps k(u). Si 
r(0) =  0, le fibré est fc-birationnel à un fibré admissible dont la fibre générique 
est définie par la forme <  1, —a, —u,r'(tt) >  avec r'(tt) ^  0 (car r(u) n’est pas un 
carré dans k(u)) donc seule la fibre à l’infini peut être essentiellement singulière 
(c’est-à-dire définie par une forme de rang 2). De même, si s(0) =  0, seule la fibre 
en zéro peut être essentiellement singulière. Si r(0)s(0) ^  0, il y a deux fibres 
essentiellement singulières (c’est-à-dire où cette forme est de rang 2) qui sont la 
fibre en zéro et la fibre à l’infini. Le discriminant de Qu n’est pas un carré dans 
k(u), c’est-à-dire que selon la terminologie de [13], le fibré Z  est de type I. Soit 
W  le modèle lisse ”canonique” de Z  (cf [13] pour sa construction). Il s’agit de 
calculer Br W . On posera G  =  Gai (k /k ).
Soit et- l ’un des deux points de P£ où la fibre est essentiellement singulière, écri­
vons que la forme quadratique qui la définit est isomorphe à <  1, — c*,-, 7r,-, —7r,•/?,• > , 
avec ai et pi de valuation 0 (par rapport à l’anneau local de P£ en e,) et 7rt- de va­
luation 1. On introduit alors, selon la méthode utilisée dans [13], deux extensions 
quadratiques ou triviales Fi et L,- de k, soit Li =  k(y/JTi) et Fi =  k(-^/ctï). Ainsi, 

les deux extensions jFo et L0 sont k(y/â) et k(^Jr(0 )); les deux extensions F00 et

L«, sont k(y/â) et k (y s (0 ) ) .  Les extensions Fi et L,- sont indistingables mais la 
condition Fi =  Li est bien définie. Si /  est le nombre de fibres essentiellement 
singulières pour lesquelles ces deux extensions sont égales, on a (d’après [13]) 
Br W /Br k C (Z/2)^-1 (en convenant que (Z /2 )3 est nul pour s <  0) car dans 
notre cas les e,- correspondant aux fibres essentiellement singulières sont définis sur 
k. Ainsi, le groupe B r W /B r k  est nul dès que r(0)i(0) =  0 (puisqu’alors il y a au 
plus une fibre essentiellement singulière), et même dès que l ’on n ’a pas r(0) €  ak* 
et ¿(O) G ak*. Supposons donc que r(0) € ak* et 5 (0 ) G ak*, alors comme Z  
est de type I, d’après les lemmes 3.2. et 3.5. de [13], on a BrVF/BrA: =  ker£, où 

: ©.e{o,oo} Hom(Gal (Fi/k), Z /2) —>• Hom(G, Z/2) est définie par S =  ©,-e{0,oo} ^
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et 8i associe au générateur 0,- de Hom(Gal (jP,-/k),  Z/2) le caractère x» de G qui 
envoie g G G  sur -1 si g permute les deux composantes de la fibre en e,-, sur 1 
sinon. Pour i 6  {0, oo}, le caractère Xi est ici non trivial et S est non triviale. On 
a <$o =  ôo donc le noyau de 8 n’est pas trivial car il contient a 0 © ctoo- Ainsi, dans 
ce cas, Br W /B r k  =  Z /2 ce qui achève de prouver le théorème 5.2.1.

6. Le cas général avec n =  4

Nous traitons ici le cas où n =  4 et où le polynôme P  est produit de deux 
facteurs irréductibles de degré 2. Nous utiliserons une fibration en produit de 
deux coniques permettant de calculer Pic (X ) (ce qui permet d’ailleurs ensuite de 
retrouver en partie le résultat arithmétique du théorème 1.5.1 par des méthodes 
de descente, voir la partie 7 de cet article).

6.1. Énoncé du résultat principal

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

T h éorèm e 6 .1 .1  Soit V /k  l ’hypersurface de A£ définie par l ’équation :

y 2 -  az2 =  f ( u ,v )g {u ,v )

avec f  et g polynômes irréductibles de degré 2 premiers entre eux. On suppose que 
les coniques de P \ définies par f  et g sont lisses et se coupent transversalement. 
On suppose aussi que V  a des points lisses dans tous les complétés de k . Soit 
X  un modèle projectif lisse de V. Alors, le groupe B rX /B r k est nul (et donc 
le principe de Hasse et Vapproximation faible valent pour X )  sauf dans les cas 
suivants, où il est égal û Z /2 :

• Les quatre points d ’intersection des coniques définies par f  et g forment 
deux paires de points conjugués dans k{y/â).

• Ces quatre points sont conjugués et Vextension L /k  de degré 4 üssociée 
contient k{y/a).

Notons que V  est fc-birationnelle à la variété (qui est fibrée en À) définie dans 
A l  par les équations :

\  f { u ,v )  =  Ag{u,v)

La méthode va consister, pour un modèle propre lisse X  de V, à construire une 
résolution de P icX  par des G-modules de permutation (rappelons qu’on note 
G =  Gai (k /k)  et X  =  X  Xjt k) et à en déduire IP (G ,  P icX ). On notera encore 
ip et il> les homogénéisés respectifs de /  et g.
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6.2. Construction d ’un modèle projectif lisse de V

Soit X i  la ¿-variété définie dans l’espace Aj. x P \  x P  £ , dont on note les 
coordonnées (À; y, z, t i \X i,  x 2, ¿2 )? pa-r les équations :

f  y 2 — a z 2 =  Xt2

{ <p{Xl,X2 , t 2) =  \ ip { x i ,x 2 , t 2 )

Soit X 2 la ¿-variété définie dans une copie du même espace, dont on note les 
coordonnées (/¿; Y, Z, T\, X \ , X 2, T2) pax les équations :

f Y 2 - a Z 2 =  uT2

\  n<p(Xi,X2 ,T2) =  xl>(Xu X 2 ,T 2)

On définit alors X  via le recollement :

X 1 - { \  =  0} —-* X 2 - { n  =  0}
(A;y,z,ii;x1,x2,i2) '— ► ( l / \ ; y / \ , z / \ , t 1 ;x 1 / \ , x 2 / \ , t 2/ \ )

P ro p o s it io n  6 .2 . 1  X  est une k-variété propre lisse.

P reu v e  : Soit 7r : X  —► P£ le ¿-morphisme obtenu par recollement des projec­
tions de X i  et X 2 sur A*. Le morphisme 7r est propre donc X  est propre sur k. 
Par ailleurs, la conique y 2 — a z 2 =  At\  est dégénérée si et seulement si A =  0  et 
la conique <^(xi, £ 2 ^ 2 ) =  Xip(xi,x2 , t 2) est dégénérée pour trois valeurs distinctes 
non nulles de A € k (parce que (p et ip définissent par hypothèse des coniques 
projectives lisses se coupant transversalement). De même, pour /x € ¿, les deux 
coniques Y 2 — aZ 2 — fiT2 et fi<p(Xi,X2, T2) =  ip (X i ,X 2 ,T 2) ne peuvent dégé­
nérer simultanément. Le critère jacobien montre alors immédiatement que X  est 
lisse.

6.3. U ne suite exacte

Comme les deux coniques définies par et xp sont en position générale, elles se 
coupent en quatre points distincts de P | ,  que nous noterons P i , R 2 , R 3 ,  R 4 .  On 
notera (c*.)i< « < 3  les valeurs de A pour lesquelles la conique définie par — Xip 
est dégénérée, ce sont les racines dans k du polynôme det(</? — A if)). Pour tout 
point fermé P  de P£ tel que la fibre de X /P [  en P  soit dégénérée (on notera S  

l ’ensemble de ces points dits de "mauvaise réduction”), on note K'P le corps rési­
duel de P£ en P; alors, pour 1 <  i <  3, on a <£>(xi, x2, t 2) — a{'ip(x-i,x2 , t 2) =  
Ai(x\, x 2, t 2 )Bi(xi, x 2 , t 2) où Ai et Bi sont deux formes linéaires définies sur 
une extension quadratique ou triviale K P de K p  (où P  est le point fermé de 
P|. correspondant à a,-), soit K p  — Kp(y/âp);  quitte à permuter, on peut sup­
poser que les formes linéaires A\ et B\ représentent respectivement les droites 
( R 3 R 4 )  et (R \ R 2 ), que les formes A 2 et B 2 représentent les droites (R 2 R a ) et
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(R 1 R 3 ), et enfin que les formes A3 et ¿?3 représentent les droites (R 2 R 3 ) et 
(R 1 R 4 ). On note enfin G1 =  Gai (k/k(^/â))  et G'P =  Ga\ ( k / K P), ainsi que 
Gp =  G a l(k /K p )]  on a donc G'P C G'P C G. On fixe 0 G k \  {0, a^ Q ^ o^ }. 
On a les diviseurs effectifs intègres sur X  :

Fo défini sur X i par A =  0 ,y  =  \Jaz.

Fq défini sur X \  par A =  0 ,y  =  —yjaz.

FP et FP définis comme les composantes irréductibles de la fibre en P  de X / P \  
(P  E S), et de même Fai et Fa{, composantes irréductibles de la fibre définie sur 
X \  par A =  et,- pour 1 <  i <  3.

F  défini sur X \  par \  — 0 (”fibre générale”).

Foo défini sur X 2 par fi =  0 ,Y  =  y/â Z.

Foo défini sur X 2 par fi =  0, Y  =  —\[â  Z.

On désigne par /o, fo, fp ,  fp ,  / ,  /oo, foo leurs images respectives dans P icX  et on 
pose également Ep  =  — F + F p + F p ,  Ei =  —F + F i+ F i  pour P  G «S' et i € { 0 ,0 0 }. 
Avec ces notations, on a le résultat suivant :

P ro p o s itio n  6 .3 .1  La suite suivante de G-modules est exacte :

avec :

T =  ZE0 © Z£oo © 0  Z [G/G'p].EP
PÇŜ  __

M  =  ZF  © (ZF0 © ZFo) © (ZFqo © ZFoo) © 0 ( Z [G/G'P}.FP © Z[G/G'P].FP)
pçs

(C ’est-à-dire que T  et M  sont les sous G-modules de D ivX  respectivement en­
gendrés par {E 0, Eoo, (EP)PeS} et {F, F0, F , (FP)PeS} et u  est la flèche induite 
par la restriction à la fibre générique).

P reu v e  : On a les égalités :

div(A — 0) =  F  — Foo -  Foo

div(A) — Fq -f Fq — Foo ~  F  ex,

div(A -  ai) =  Fai +  Fai -  F^ -  Foo

donc dans P icX  on a les relations f  =  foo +  foo =  fo +  fo =  f ai +  /<»,•• De ce fait, 
l’image de la flèche T  —* M  est bien incluse dans le noyau de M  —► P icX . D ’autre 
part, on sait que le noyau de la flèche u  est engendré par les composantes des
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fibres réductibles, d’où l’exactitude de M  —► PicÀ'- —► PicJ5̂ , , ) .  Pour prouver 

l’exactitude de T —+ M  —> P icX , on est ramené, vu les relations ci-dessus, 
à prouver que la famille (/o, /oo, f ,  fax, fa2i fa3), est libre dans P icX . Notons 
qu’on sait déjà que le Z-module P icX  est libre de type fini car la variété X  est 
rationnelle.
On fixe, pour 1 <  i <  4, un système de coordonnées homogènes (x \ ,x 2 , t 2) de 
Ri € P |  . On dispose alors de sections de la projection 7r : X  —>• P |  , soit 
définies sur X \  pour 1 <  i <  4 et e G { —1 , 1 } par A i—► (A, £ \/â ,  1 ,0, xj, x 2, t 2). 
Ces sections induisent par image réciproque des morphismes • P icX  —>
P ic P | =  Z. Notons que rencontre Fo (resp. F00) si et seulement si e =  1. 
Soit alors (ao,ûoo)û,«i,^2 , 0 3 ) dans Z6 tel que :

a0/o +  a 0 0 / 0 0  +  a f  +  dlfai  +  a2 fa2 +  °3 fa3 — 0

Appliquons <pe,R{ aux deux membres, il vient :

• Avec e =  1 :
<7 =  0

C  +  a,2 +  0 3  — 0

<7 +  0 1 -1 - 0 3  — 0

<7 +  0 1 + 0 2  — 0

Où C  =  ¥>i,H,-(ao/o +  Ooo/oo +  a /)  =  o0 +  Ooo +  a car (pitRi rencontre F0 et 
Foo, ainsi que F. On en tire ax =  a2 =  a3 =  0 et o0/o +  «oo/oo +  a /  =  0.

• Avec e =  —1 , on obtient alors a =  0 et comme <7 =  0, on a oo =  —a0a. 
Ainsi, on a a0(/o — /oo) =  0 d’où oo =  a00 =  0. Ceci achève la preuve.

On notera 6  la flèche H 2 (G, T ) —► H 2 (G, M )  induite par la suite exacte de la 
proposition 6.3.1 et a / la restriction de u> : P icX  —► PicX^^) à P icX .

C orolla ire  6 .3 .2  On a l ’égalité : H 1^ ,  Pic X ) =  kerfl/cokero/

P reu v e  : Introduisons l’image N  de la flèche M  —► PicJ£. On a les suites 
exactes courtes :

0  -»• N  A  P ic *  A  P ic X t^  -+ 0

0 - + T - + M - + N - + 0

•  La deuxième donne, vu que H '(G ,T )  =  H l (G ,M ) — 0  (T  et M  sont des 
G-modules de permutation), la suite exacte :

0  =  H 1 (G, M )  - ►  H \ G , N )  H 2 (G, T)  A  H 2 (G ,M )

D ’où I P ( G ,N )  =  ker0.
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• La première donne naissance à la suite exacte :

o _> jvG -4 (P icX )G =  P icX  ±  P ic X £(,) - f  H \ G , N )  H 1 (G ,P icX )  -  0

En effet, l’égalité (P icX )G =  P icX  est vérifiée car X  a des points dans 
tous les complétés de k et d’autre part X j^) est le produit de deux coniques 

sur k(rj) qui ont des ¿(^-points, donc X j^j est isomorphe à P 1 x P 1 sur 
k(i]). Son groupe de Picard est donc Z 0  Z avec action triviale de G  et 
H°(G, PicXj^jj)) =  P i c X ^ ;  on a aussi H l (G, P icX j^ )) =  0.

Ainsi, on a bien :

i f 1 (G, P icX ) =  H 1 (G, N ) / cokeru/ =  ker 0/cokeru/

6.4. Calcul de coker a/

P ro p o s it io n  6 .4 .1  On a cokeru/ =  Z /2 si les coniques définies dans Pj* par 
et xp ont un point rationnel commun, et coker a;' =  (Z /2 )2 sinon.

Nous aurons besoin d’un lemme :

L em m e 6 .4 .2  Soient C\ et Ci deux coniques (projectives, lisses) sur un corps F.  
Si Ci n’est pas isomorphe à C2 , alors Pic (Ci x C2) =  Pic Ci ® Pic C2-

P reu v e  du lem m e 6 .4 .2  : Au niveau de la clôture algébrique F, on a déjà 
Pic (Ci x C2) =  Pic (C i) © P ic (C2) =  Z ® Z  (avec action triviale de Gai (F /J 71)). 
Notons ei un générateur de Pic (Ci) et e2 un générateur de P ic(C 2). On a le 
diagramme commutatif suivant, où les suites horizontales sont exactes, valable 
pour 1 <  i <  2 :

0 — + Pic (C,-) -¿U Pic (Ci) B rF
Pi I Pi i i id

0 — ► Pic (Ci x C2) - U  Pic (Ci x C2) B rF

Si ai désigne l’image de e,- par l’application £,• : Pic (C,) —► Br F , on a (dans Br F) 
2ai =  0 et o'i ^  a 2 parce que les deux coniques Ci, C2 ne sont pas isomorphes. 
Identifiant Pic (C,) avec son image dans P ic(C ,), on a Pic(C,) =  Z e,- si Ci a un 
F-point, Pic (C,) =  2Ze,- sinon. Identifions de même Pic (Ci x C2) avec son image 
dans Pic (Ci x C 2) =  Zei 0  Ze2. Alors, si e,- est dans Pic (Ci x C2), son image 
par £ dans B rF  est nulle c’est à dire que a,- =  0 et C,- a un F-point. De même, 
l ’élément ei +  e2 ne peut être dans Pic (Ci x C2) sinon son image par £ dans B rF  
serait nulle et on aurait a i =  a 2. Ainsi :
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• Si Ci a un F-point et pas C2, alors Pic (Ci) © Pic (C2) =  Zei © 2Ze2 mais 
comme e2 n’est pas dans Pic(C 2), on a vu qu’il n’était pas non plus dans 
Pic (Ci x C2) donc forcément Pic (Ci x C2) =  Zei © 2Ze2.

• Si ni Ci ni C2 n’ont de F-points, alors Pic (Ci) © Pic (C2) =  2Zei © 2Ze2 
et Pic (Ci x C2) ne peut contenir ni ej, ni e2, ni t \  +  e2, donc là encore la 
seule possibilité est Pic (Ci x C2) =  2Zei © 2Ze2.

R em arq u e  : On peut voir de façon plus géométrique que e% +  e2 n’est pas 
dans Pic (Ci x C2). En effet, en notant D =  e\ -f e2, si D  est dans Pic (Ci x C2), 
on peut introduire le .F-espace vectoriel L (D ) des fonctions sur Ci x C2 dont 
le diviseur est >  — D. Au niveau F , on a, par le théorème de Riemann-Roch : 
dim-pL(D) F  — 4 donc la dimension sur F  de L (D ) est aussi 4 et il existe un 
diviseur effectif D' de Pic (Ci x C2) linéairement équivalent à ei +  e2. Le bidegré 
de D' étant (1,1), il induit un isomorphisme de Ci sur C2 (associant à un point 
Mi de Ci le point M2 de C2 tel que D' passe par (M i,Àf2)) ce qui est exclu.

P reu ve  d e  la  p rop osition  6 .4 .1  : La flèche u/ : P ic X  —► P i c X ^  se 

factorise via la flèche PicX^,,) —» P ic X * ^  dont on est ramené à chercher le 
conoyau. Pic Xk(v) est le produit des deux coniques projectives lisses sur le corps 
k(r)) définies par Ci : y 2 — a z 2 =  rjt2 et C2 : <p(x\, x2> ¿2) =  x 2 i ¿2)- Pour
une conique (projective, lisse) C sur k(rj), on a une suite exacte :
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0 Pic C - ►  P ic(C )G =  Z —► B r % )

où C =  C Xfc(̂ ) k(T}) mais les coniques Ci et C2 ont déjà un fc(77)-point donc 
Pic (C,) =  Pic (C,- x*(„) k(v))-
La flèche Z —* Br k(rj) associe à l’élément 1 de Z un élément a c  de Br k(rj) tel que 
2a c  — 0 et a c  — 0 si et seulement si la conique C a un fc(77)-point. Rappelons que, 
d’après le théorème d’Amer-Brumer, la conique C  a un A:(r/)-point (resp. un /c(r/)~ 
point) si et seulement si elle a un &(7/)-point (resp un k(rj)-point) appartenant à 
k (resp. à k). Ainsi, la conique Ci n’a jamais de fc(7;)-point. La conique C2 a un 
fc(77)-point si et seulement si (p et tp ont un Ar-point commun. D ’autre part, les 
coniques Ci et C2 ne sont jamais isomorphes sur k(r]) sinon les éléments a c 1, 
associés dans Br k(rj) auraient en particulier même résidu en zéro alors que a c 2 a 
un résidu trivial puisque <p(xi, x 2, f2) est non dégénérée et a c 1 a un résidu égal à 
a (vu comme élément de k*/k * 2 =  i / 1(C, Z /2) C i i 1(G, Q /Z )), donc non trivial. 
D ’après le lemme, on est ramené au conoyau de Pic Ci ©Pic C2 —► Pic Ci ©Pic C 2. 
Si (p et ip ont un ¿-point commun, alors a c 2 =  0 et a c y ^  0 donc Pic Ci -+ Pic Ci 
a pour conoyau Z/2  et Pic C2 —»• Pic C2 a pour conoyau 0; dans ce cas, le conoyau 
de u/ est Z /2. Sinon, on a a c 2 ^  0, et acj 7̂  0 donc le conoyau cherché est (Z /2 )2.



6.5. Calcul de ker#

P ro p o s itio n  6 .5 .1  ker# s ’identifie aux éléments de k*/k** xfc'/fc*'2 xl][pes K P* /  K'P 
de la forme (am, an, (ap rp)p çs) (où m , n , r p sont dans Z/2,) tels que :

am+n I I  NK'p/k(aPy r  =  1 dans k*fk*2 
Pes

P reu v e  : Par le lemme de Schapiro, on a, pour tout sous-groupe H  de G, 
H 2(G, Z[G/H])  =  H 1 (H, Q /Z ). Ainsi, si K P est une extension non triviale de 
K P , on a :

i f 2(G ,T ) =  H \ G ,  Q /Z ) ffi H 1 (G, Q /Z ) © ( ®  H l (GP,Ct/Z))
PGS

H 2(G ,M )  =  H \ G , Q /Z ) © H'(G',  Q /Z ) © Q /Z ) © ( 0  iï 1̂ ,  Q /Z ))
Pes

(Si K P =  üfp, on a G'P =  (?p et il faut, dans la deuxième égalité, remplacer
Q /Z ) par H 'iG p ,  Q /Z ) ® Q /Z )).

Le noyau de H 1 (G ,Q /Z ) -> H '( G ' ,Q /Z )  est H om ((G /G '),Q /Z ), c’est-à-dire
Hom(Gal (K /k ) ,  Q /Z ) =  Hom(Gal (K /k ) ,  Z /2) donc ce noyau n’est autre que
H 1 (Gai (K /k ) ,  Z/2).  De même, le noyau de Q /Z ) H ^ G ’̂ Q / Z )  est
ii^ G a l ( K P/ K P), Z /2). Or, d’après la théorie de Kummer, H 1 (G, Z/2) ~  k*/k*2
et H 1 (Gai ( K / k) ,Z /2 )  correspond au sous-groupe de k*/k* engendré par a. De
manière similaire, le groupe H 1 (Gai (K P/ K P), Z/2)  s’identifie au sous-groupe 

2

de K'P*/K'P* engendré pax aP. Un élément de ker# s’identifie donc bien à un
2 2 2 

élément du groupe multiplicatif k*/k* x k*/k* x Tlpes Kp*/ Kp* de la forme
(am, an, (aprp)pes)* Un tel élément est effectivement dans ker 0 si et seulement 

s’il est dans le noyau de H 2(G ,T)  H 1 (G, Q /Z ), application composée de 6 et 
de la projection de H 2(G ,M )  sur H 1 {G, Q /Z ).
Pour tout sous-groupe d’indice fini H  de G, on a le diagramme commutatif :

H q(G, Z[G/H})  -2^ H"(H,Z[G/H])

H*(G, Z) H g(H,Z)

La flèche r qGfH : H q(G, Z[G/H))  —>■ H q(G, Z) étant induite par le morphisme 

d’augmentation Z[G/H]  —► Z et pqG/H : i ï* (F , Z[G/i?]) -> H q(H, Z) par la pro­
jection Z [G/H]  —» Z (cf [11], exercice 3 p .128). Comme la flèche Z [G/GP].EP —► 
Z F  correspondait (au signe près) au morphisme d’augmentation Z [G/G'P\ —» 
Z, la flèche H 2(G'P,Z)  —> H 2(G, Z) induite par £ correspond à la corestric- 
tion (l’isomorphisme H 2(H,Z)  ~  H 2(G,Z[G/H])  déjà utilisé n’est autre que

(Pg / h  0 R-e s ) x)-
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La corestriction étant un ¿-foncteur, on a alors un diagramme commutatif :

H 2 (G'P, Z) H 2 (G, Z)

H X(G'P,Z /2 )  h 1 (G, Z /2)
¿) î <ÜÎ

H°(G'p,k*) =  K'P* ^  H°(G,k*) =  k*

On sait que pour ç =  0, la corestriction n’est autre que la norme. Ainsi, la flèche
2 2 . ,

Kp*/K'p m —► fc*/A:* induite par £ est bien Nx 'p/ k -, ce qui démontre la proposition.

6.6. Preuve du théorèm e 6.1.1 : les différents cas

Avant de passer à la discussion, donnons un lemme qui simplifiera les calculs dans 
certains cas :

L em m e 6 .6 .1  Avec les mêmes notations que précédemment, on a :

II N K'p/k(ap) =  1 dans k*/k**
Pes

P reu v e  du  lem m e 6 .6 .1  : D’après ce qu’on a vu dans la preuve de la pro­
position 6.5.1, il s’agit de prouver que si (p  désigne le générateur du groupe 
H 1 (Gai ( K p / K p ) ,  Z /2),  l ’image de ((p)pes  par la flèche (qu’induit 6 ) :

©  H'(Gal(K'!,/K'p ) ,Z /2 )  -  H ' ( G ,Q /Z )
Pes

est triviale. Mais pour cela, il suffit d’appliquer la remarque suivant la preuve du 
lemme 1 de [7] au fibré en coniques défini par 4>(xx,xi,t) =  \xl>(x\,x2 , t ) .

Nous démontrons alors le théorème 6.1.1 en distinguant suivant les extensions 
de k où R i,  R.2 , R3 , Ra sont définis.

• Si les Ri sont tous définis sur k, d’après ce qui précède on a coker u/ =  Z /2  
et ker 6  est le noyau de la flèche :

H* (Gai (K /k ) ,  Z /2 ) x H 1 (Gsl (K /k ) ,  Z/2)  — ► k*/k*2
(am,a n) i— ► am+n

(rappelons que jyx(Gal (K /k ) ,  Z/2) s’identifie au sous-groupe de k*/k * 2 en­
gendré par a).

Ainsi, on a ker# =  Z /2 et H 1 (G, PicÀ') =  0.
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• Supposons R\ et Ri  k-rationnels mais R 3 et R 4 conjugués dans l’extension 
quadratique k(Vb) (b E k* \  k*2). On a encore cokeru/ =  Z/2. Les droites 
(R 1 R 2 ) et (R3 R 4 ) sont toutes deux globalement ¿-rationnelles et la paire 
de droites (R 2 R 4 ), (R 1 R3 ) est conjuguée de la paire (R 2 R 3 ), (R 1R 4 ). On en 
déduit que a i est dans k et 0:2, <*3 sont conjugués dans k(y/b). Pour le point 
Pq de S  correspondant à (*2 , 0 3 , on a K Pq =  K Pq =  k(\/b). Ainsi, on obtient 
que ker 0  est le noyau de :

¿^(Gal (K /k ) ,  Z/2) x H 1 (Gal (K /k ) ,  Z/2) — ► k*/k*2
(am,a n) 1— ► am+n

C’est-à-dire qu’on a finalement ker# =  Z /2 et H l (G, P icX ) =  0.

R em arq u e : Dans les deux cas précédents, V  est en fait ¿-rationnelle 
par le lemme 4.3.1.

• Supposons R i , R 2 conjugués dans l’extension quadratique k(vb)  et i?3, i î 4 
conjugués dans l’extension quadratique ¿ (\/c) avec k(\fb) ^  ¿(-y/c). Les 
droites (R 1 R 2 ) et (R3 R 4 ) sont toutes deux globalement ¿-rationnelles; on 
a a i € ¿ mais a 2 et 0:3 sont conjugués dans k(y/bc). Pour le point Pq de
S correspondant à 0 2 , 0 3 , on a K Pq =  ¿ ( \ /6c) et K Pq =  K Po(y/b), on peut 

donc prendre aPo — b. Alors, on a NKPo/k(ap0)) =  b2 =  1 dans k*/k*2. Ainsi, 
le groupe ker 0  est le noyau de :

[H1 {Gai (K /k ) ,  Z / 2 ) } 2 x H ^ G a l i K ' ^ / K p , ) ^ ^ )  — ► k*/k * 2

(am,a n,b ) 1— ► am+n

De ce fait, on a ker# =  (Z /2)2 et H 1 (G ,F ieX )  =  0.

• Supposons i? i , i?2 conjugués dans l’extension quadratique ¿ ( \ /6) et R3 , R 4 

conjugués dans la même extension quadratique. Alors, les droites (R 1 R 2 ) et 
(R 3 R 4 ) sont toutes deux globalement ¿-rationnelles et les droites (R 2 R 4 ) et 
(R 1 R 3 ) (ainsi que (R 2 R 3 ) et (R 1R 4 )) forment un couple de droites conju­
guées. On en déduit que a,- est dans ¿ pour 1 <  i <  3. Pour P,- dans S  
correspondant à a,- (2 <  i <  3), on a K P. =  ¿ et K P. — k(y/b). Le groupe 
ker 9 est le noyau de :

[Hx(GsX( K / k ) , Z / 2 ) ] 2 x iïV G al (¿(\/£>)M), Z /2 )2 — ► ¿‘ /¿*2
(am, a", bT, b”) 1— ► am+n.br+*

De ce fait, on a ker# =  (Z /2)2 si k(\/b) ^  k(y/â) mais ker# =  (Z /2 )3 si 
¿(■y/6) =  ¿(-y/a). Donc, H 1 (G, Pic X )  =  0 si ¿(\/fr) ^  ¿(-y/a) et H 1 (G, Pic À') =  
Z/2 si k(-\/b) =  ¿(-y/a). Ces résultats sont bien conformes à l’énoncé du 
théorème 6.1.1 .
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• Supposons enfin que les quatre points Ri, R 2, R 3 , R 4 sont conjugués. Soit 
L / k  l ’extension de degré 4 correspondant et C la clôture galoisienne de L. 
Alors, le groupe G =  Gai (C / k ) est un sous-groupe de ^ 4  agissant transiti­
vement sur {R i ,  R 2, R 3 , R 4 } et il y a à nouveau plusieurs cas à distinguer :

— Si G est égal à S 4 ou à A 4 , alors le polynôme det(</>—A'î/j) est irréductible 
sur k et o:i,q;2 ,g ;3 sont conjugués par G. De ce fait, l’ensemble S  est 
constitué d’un seul point fermé de P^, donc ker 6  C (Z /2 ) 2 et ainsi on 
a forcément H 1 (G, P icX ) =  0. Comme A 4 n’a pas de quotient d’ordre 
2 , on sait déjà que si Q =  A 4 , le corps C (et a fortiori L ) ne contient 
pas k(-s/a), et si G =  £ 4  avec C D K  =  k(y/â), alors Gai ( C / K ) = A 4 

donc on ne peut avoir L D k(y/â), toujours parce que A 4 n’a pas 
de quotient d ’ordre 2. Ainsi, on trouve bien un résultat conforme à 
l’énoncé du théorème 6 .1 .1 .

— Si G est égal au sous-groupe de Klein V4 de <S4 constitué de l’identité et 
des doubles transpositions, alors pour 1 <  i <  3, la fibre f ai admet f Qi 
pour unique conjuguée par G. Ainsi, les éléments a i, a 2, (*3 sont dans k. 
Par la théorie de Galois, il y a exactement trois extensions quadratiques 
de k incluses dans L  =  C (correspondant aux trois quotients d’ordre 2  

G i , G 2, G3  de G)-, soit k(y/b), k(y/c), k(\fbc) qui sont les extensions K'/ 
où les fibres f ai dégénèrent. Ainsi, ker# est le noyau de :

H l (GsX(K/k),Zl2)2 xHHG/H,Z/2)  xHHH,Z/2)  — » k*/k*2

On a donc encore H l (G, P icX ) =  Z /2 si L 3  K  =  k(^/â); sinon, on 
a H 1 (G, P icX ) =  0 .

— Si G est diédral d’ordre 8 , engendré par exemple par la transposition 
(2,4) et la double transposition (1 ,2)(3 ,4), a 2 est dans k , mais Qj et
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[H1 (G al (K/k),  Z/2)]2 x Y\_H1(Gi,Z/2) — ► Jb*/Jb*a
i

(am,a n,bT,c ‘,(bc)t) 1— * am+n.6r.c*.(6c)<

Il en résulte que H l (G, P icX ) =  Z / 2  si L D K  =  k(y/â)\  sinon, on a
H 1 (G, P icX ) =  0 .

— Si G est cyclique d’ordre 4 engendré pax exemple par le cycle (1 , 2 ,3 ,4 ) , 
alors oc2 est dans k et a i , aj sont conjugués dans l ’unique exten­
sion quadratique de k contenue dans L — C (G n’a ici qu’un quo­
tient d’ordre 2 , noté G/H),  soit k(y/b). Si Q est le point fermé de 
P*. correspondant à a 2, on a donc forcément K'q — k et K q  — k(\/b)  
d’où Nj(^/k(aQ) =  b. Par le lemme 6 .6 .1 , on en déduit que si /? désigne 

un générateur de H 1 (H, Z /2 ), le groupe ker# est le noyau de :

(am
?a,n

?I 1¿j a,T7 A•r ,1 4 £



»3 sont conjugués. Si Q est le point fermé de P£ correspondant à a 2, 
alors K q est l’extension quadratique de k incluse dans L : en effet, 
l’ensemble des éléments de Ç laissant fixe Ri est le sous groupe Gi 
d’ordre 2 engendré par (2,4). Si Li est le corps fixe de G\, on a Li 
isomorphe & L et comme il existe un unique sous-groupe d’ordre 4 de 
G contenant G\ (le sous-groupe G2 engendré par (2,4) et (1, 3)), le 
corps L contient une unique extension quadratique de k, soit k(yfb). 
Comme K q est l ’extension quadratique de k dans laquelle les droites 
(RiRz) et (R2Ra) sont conjuguées, on a bien Gai (C/Kq) = G2 et 

K q  =  k(y/b). Maintenant, en appliquant le lemme 6.6.1, on voit que 
ker 9 est le noyau de :

[H1 (Gai (K /k ) ,  Z /2 ) ] 2 x \ [ H 1 { G s l {K ^ IK ,P) ,Z l2 )  — ► k*/k * 2

PCS
(am,a n,br, ß s) i— » am+n.br+a

(Si Po est le point fermé de P£ correspondant à a  i et a 3, on note /? 
un générateur du groupe i / x(Gal (Kpo/K'po), Z /2) qui est d’ordre 2).

On a donc encore H l (G, P icX ) =  Z/2  si L 3  K  =  k(y/a) et sinon 
H 1 (G, P icX ) =  0.

Ceci achève la preuve du théorème 6.1.1.

6.7. Cas dégénérés avec n =  4

Nous achevons ici notre étude en examinant le cas où l’on n ’est pas dans les 
hypothèses du théorème 6.1.1 .

P ro p o s it io n  6 .7 .1  Soit V  la k-hypersurface de A£ d ’équation :

y 2 -  a z 2 =  f ( x i , x 2 )g(xu x2)

avec f  et g polynômes irréductibles de degré 2  premiers entre eux; on note <p{x\, X2 , t) 
et îp (x i ,x 2 , t )  les formes quadratiques associées à f  et g. On suppose que Vinter- 
section des noyaux des formes quadratiques (p et xp est réduite à 0. Soit X  un 
modèle projectif lisse de V. Alors :

• Si les coniques (f et rf> ne se coupent pas transversalement, elles se coupent 
en deux points d ’intersection définis sur une extension quadratique ou tri­
viale de k . On a B rX /B r k =  0 sauf si cette extension est k(^/â), auquel 
c a s B r X /B v k  est isomorphe à Z /2.

• Si Vune des formes est dégénérée} on a encore B rX /B r k =  0 sauf 
quand les deux conditions suivantes sont remplies (auquel cas B rX /Br k 
est isomorphe a Z /2) ;
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1 . Ni <p ni xp n’est du type (T).

2 . L ’intersection des coniques (p et xp consiste en quatre points conjugués 
dans une extension du type lc(y/â,y/b) avec ¿(a/g) 7  ̂ k(y/b).

P reu ve  :

• Si les deux coniques définies par <p et xp ne se coupent pas transversalement, 
on peut supposer que :

/ ( x i , x 2) =  (a (x 2 -  bx2 ) +  C )

g(xu x 2) =  {fl(x\ -  bx2) +  C')

avec a , fl dans k* et C , C' dans k (non tous deux nuls). La proposition 3.2.1 
et le théorème 3 .2 . 2  nous disent déjà que B rX /B r k est un sous-groupe de 
Z /2 et qu’une condition nécessaire pour qu’il soit non trivial est k(^/â) =  
k(y/b).  Supposons réciproquement que k(y/â) =  k(y/b)\ la variété V  est 
ainsi ¿-birationnelle à la ¿-hypersurface V' de A* d’équation :

y 2 — a z 2 =  (a (x 2 — ax%) +  C)(fl(x\ — ax2) +  C')

On conclut alors que B rX /B r k est non nul par un raisonnement analogue 
à celui de la fin de la preuve de la proposition 4.5.1 : soit A  un anneau 
de valuation discrète, avec k G A (Z k ( X ) =  Frac A, le restant au niveau 
K  =  k(y/â) et soit v la valuation associée. Si v ( f (x  1 5X2)) est impaire, alors 
comme fl/ ( x i ,  X2 ) —ag(xi,  x 2) =  C" avec C" constante non nulle, on a forcé­
ment (vu que u(fl'(xi,x2 )) est aussi impaire) v ( f ( x i , x 2)) =  u(<7(xi, x2)) <  0 . 
Mais alors, on a aussi t?(/(xx,x2) — C) impaire donc v (x 2 — ax2) impaire, 
d’où une contradiction. Le résultat en découle.

• Si la forme <p> par exemple est dégénérée, on peut supposer que / (x j ,  x 2 ) =  
a (x 2 — b) avec 6 , a  dans k* et ¿(>/ô) k(\/b)  (si k(^/a) =  k(y/b), la forme 
(p est du type (T) et la variété V  est ¿-birationnelle à une quadrique donc 
B r X / B ^  =  0). On peut également supposer que la restriction de xp au 
noyau de (p est non nulle (donc non dégénérée) sinon les coniques (p, xp ont 
un point rationnel commun et la variété est ¿-rationnelle. Après changement 
de variables linéaire, on se ramène à g(x 1 , X2) =  x 2 —C (x1) avec C  polynôme 
non nul de degré <  2  et fl £  k*. Si C'(xi) est le produit de a et du carré d’un 
facteur de degré 1, alors xp est du type (T) et V  est encore ¿-birationnelle 
à une quadrique. Nous exclurons désormais ce cas.

Supposons BtX / B t k ^  0. Alors, l’intersection des coniques (p et xp consiste 
en quatre points conjugués (si elle consistait en deux paires de points conju­
gues dans k(\/b),  le théorème 3.2.2 serait contredit). Soit L l ’extension de
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degré 4 associée et C sa clôture galoisienne. On a déjà L D k(^/b) et d’après 
le théorème 3 .2 .2 , on doit aussi avoir L D k(y/â). Ceci exclut le cas où 
C /k  est cyclique de degré 4, et aussi le cas où C /k  est diédrale de de­
gré 8 (cax dans ce cas L  ne contient qu’une extension quadratique, voir 
le dernier cas de la preuve du théorème 6.1.1). Ainsi, seul reste le cas où 
C — L — k(^/â, y/b) ce qui donne déjà la condition nécessaire cherchée.

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, on a C (x i) =  aL(x i )2 +  
/?(x2 — b) avec (3 G k* et L(x i) polynôme de degré 1. Soit A  un anneau 
de valuation discrète, avec k C A (Z k(X )  =  Frac A, le restant au niveau 
K  =  k(y/â)  et soit v la valuation associée. Si v(x\ — b) est impaire, on a 
u(xi) =  0; pour tout 7 de k , on a aussi u(xi -f 7 ) =  0 (sinon v ( j 2 — b) >  0 
alors que b n’est pas un carré dans k puisque le polynôme /  est supposé 
irréductible). Ainsi, on a également v(X(xj)) =  0 donc v(x \ — aL(x  1)2) est 
paire et <  0. Comme v(x \ — aL (x i ) 2 — fi(x\ — 6)) doit être impaire (vu que 
v (y 2 — az2) est paire), on obtient une contradiction avec le fait que v(x\ — b) 
est impaire et >  0. Ainsi, les conditions 1 et 2 sont bien suffisantes pour 
avoir B rX /B r k ^  0 d’où le résultat avec la proposition 3.2.1.

T. M éth od es de descente

Dans cette section, nous allons retrouver dans certains cas le théorème 1.5.1 en 
utilisant la méthode de la descente de Colliot-Thélène et Sansuc. Cette méthode 
a déjà été employée avec succès pour plusieurs classes de variétés, comme les 
surfaces de Châtelet ([5]). Celles-ci servent d’ailleurs de constituants élémentaires 
pour la méthode de fibrations qui permet d’établir que l’obstruction de Manin 
au principe de Hasse et à l’approximation faible est la seule pour les variétés que 
nous étudions dans cet article (cf rappels de 1.5). Il est de ce fait intéressant de 
voir comment cette méthode peut ici fonctionner dans certains cas, ce qui permet 
d’éviter le recours au théorème 1.5.2 (dont la preuve est relativement longue et 
délicate, cf [8]).

7.1. Le cas où le groupe de Brauer est non trivial

T h éo rèm e 7 .1 .1  Soit V /k  : y 2 — az 2 =  / ( x i , ..., xm)g (x i , ..., xm) avec m >  2, 
f  et g étant des polynômes irréductibles de degré 2 premiers entre eux. Si le 
diviseur de f  (sur un modèle projectif lisse X  de V) est une norme de l ’exten­
sion K / k  (K  =  k(y/â)), alors l ’obstruction de Manin au principe de Hasse et à 
l ’approximation faible pour X  est la seule.

R em arq u e : D ’après la proposition 3.2.1, les hypothèses du théorème précé­
dent sont vérifiées si et seulement si B rX /B r k ^  0.
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P reu ve  : Si désignent les homogénéisés respectifs de / ,  g, nous pouvons 
supposer que l’intersection de leurs noyaux est réduite à 0  (sans quoi on se ramène 
à un m plus faible). Comme f  ¡g est une norme, les diviseurs de /  et g sont par 
hypothèse des normes de l ’extension K /k .  Soit U un ouvert de Zariski de V, inclus 
dans Viissej et sur lequel f  et g sont inversibles. Soit (Pv)venk une famille de points 
de U(kv). S’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse et à l’approxi­
mation faible on a, d’après le lemme 3.1.1, en notant Pv =  ...,x^n, y v, z v) :

E M f ( P « ) )  =  T,M g(P »))  =  0 dans Z/2
V V

Or, on a la suite exacte, issue de la théorie du corps de classes global (cf [9], pages 
194-195) :

0 — >• k * / N K * — y\_\kmv/ N K *  - S ” Z /2 — > 0
V

où j v est le plongement donné pax la théorie du corps de classes local et K v est 
le complété de K  pour une place au-dessus de v. Ainsi, il existe C\ et c2 dans k* 
vérifiant Ci =  f ( x \ , ..., x^)  et c2 =  g ( x \ , ..., z^) dans k^/NK*.  Considérons alors 
la variété de descente Y  suivante :

f ( x u . . . ,xm) = c A u \ - a v ï )  ¿ 0
g(x x m) =  c2(ui — avn) ±  0

y — az  =  f ( x 1, . . . , x m)g(x1, . . . , x m) ^  0

D’après le choix de Ci, c2, il existe (Mv)venk, famille de points locaux de F , dont la 
projection sur V  est Pv (c’est-à-dire que M v =  ( x j , ..., y v, z v, u\,  > 2̂ ))* ^  
nous suffit donc pour conclure de montrer que Y  (qui est lisse) satisfait le principe 
de Hasse et l ’approximation faible (on a donc effectué ici une descente d’un type 
paxticulièrement simple, comme dans [3]).
Effectuons le changement de vaxiables tt3 +  y/âvz =  (y +  y /âz) / (u i  -1- -v/âu1)(u2 -f 
■\/ôu2), 1x3 — y/âv3  =  (y — y /az) /{u \  — y/âvi)(u2 — y/âv2). On voit alors que Y  est 
k-birationnelle à la variété Yi définie dans A ™+ 6  par les équations :

u\  — av~ =  CiC2 ^  0

^(•^1) •••> ^ m )  — C2(tÎ2 O.V2) 7 ^ 0

Soit Z  la ¿-variété définie dans PjJ par les équations :

<p(xi,. .. ,xm,t)  =  Ci(ul — av\)
ip{xx , . . . , x m, t ) =  c2(ul2 -av%)

C’est l ’intersection de deux quadriques dans P£ (r =  m +  4) avec r >  6 , qui n’est 
pas un cône (car l’intersection des noyaux de 9? et est réduite à 0 ), contenant 
une paire de droites gauches conjuguées, soit (xi =  ... =  x m =  t =  0 , u\ =  
£y/âvi, u2 =  e^/âv2), e €  { — 1 , 1 }. D’après le théorème 13.2 de [5], un modèle
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projectif lisse de Z  vérifie le principe de Hasse et l’approximation faible. Il en va 
donc de même de Y\ (qui est /c-birationnelle au produit de Z  et d’une conique). 
D’où le résultat.

7.2. Le cas où le groupe de Brauer est trivial, avec n =  4

Le but de ce paragraphe est de retrouver que le principe de Hasse et l’approxi­
mation faible valent dans certains cas où le groupe de Brauer est trivial. Plus 
précisément, nous établissons, pax une méthode de descente :

P ro p o s it io n  7,2.1 Soit X  un modèle projectif et lisse de la k-variété d ’équa­
tion :

y 2 -  az2 =  f (u ,v )g (u ,v )

avec f  et g polynômes irréductibles de degré 2  premiers entre eux. On suppose que 
les coniques de P£ définies par f  et g sont lisses et se coupent transversalement 
suivant deux paires de points conjugués. Alors, l ’obstruction de Manin au principe 
de Hasse et à l ’approximation faible sur X  est la seule.

P reu ve  :

P rem ière  é ta p e  : éq u ation s des variétés  de d escen te. Nous utilisons la 
théorie générale de la descente qui est développée dans [6]. Plus précisément, 
nous allons calculer les équations des torseurs d’un certain type et utiliser ensuite 
le théorème 3.8.1 et le corollaire 3.8.8 de [6] qui nous disent que si ces torseurs 
vérifient le principe de Hasse et l’approximation faible, alors l’obstruction de 
Manin au principe de Hasse et à l ’approximation faible pour X  est la seule. La 
variété considérée admet comme modèle projectif lisse X  la ¿-variété construite 
dans la proposition 6.2.1 (nous gardons les notations de ce paragraphe), qui est 
fibrée au-dessus de P [  . Notons Uq l’ouvert de P [  complémentaire de l’ensemble 
{O,oo,0} U {ep}pes, où 6  est tel que la fibre en 0 n’est pas dégénérée (fibre 
générale) et les fibres en 0, oo,ep  sont les fibres dégénérées (cf 6.3), et U l’image 
réciproque de Uq par la projection x : X  —* P [ . Nous allons démontrer :

L em m e 7 .2 .2  Soit A la flèche N  —► P icX  définie dans la preuve du corollaire 
6.3.2. Alors :

• X  possède des torseurs de type A.
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• Un torseur de type A est k-birationnel à une k-variété définie dans Aj.0 x 

n Pes  R-K'p/kA? Var les équations :

u =  0i (ui — au?)
v =  ô2(ul — avï)
u — epv  =  6p(up  — apVp) (P  G S)
v(y  — az ) =  u
v f ( x  ! ,x 2) =  ug(x!,x2)

où u, v, y , z, iti, Ui, u2, v2, xi, x2 sont des variables à valeurs dans k et u p , vp  
des variables à valeurs dans K'P . La constante ( 9i,02,(9p)  ) est dans k* x 

k *  x  Tires Kp

R em arq u e : Pour tout P  de S , l ’équation u — epv =  Op(up — apVp) correspond 
en fait à [Kp  : k] équations sur k , que l’on peut obtenir, si s =  [K'P : k] et 
K p =  k(x) ,  en écrivant :

uP =  U0 +  Uix  +  ... +  Us-ix*  1

vp  =  V0 +  Vi y +  ... +  K _i y a 1

ep  — i?o +  E \ X  +  ••• +  1

Op — -^o +  A \ X  +  ••• +  v44_ix*  1

et en identifiant les coefficients de pour 0 <  j  < 5  — 1. Les nouvelles variables, 
qui elles sont à valeurs dans k sont alors les Uj et les Vj (1 <  j  <  s — 1). Cet abus 
de notation se révèle toutefois pratique pour éviter d’alourdir encore les équations 
des torseur s.

P reu ve  du  le m m e  7 .2 .2  : Posons Y  — X  — U . La suite exacte de la propo­
sition 6.3.1 s’écrit :

0 -* k[U]*/k* D i v y X  -*■ P i c *  A  P icU  -» 0

(Pic U =  P ic X ^ )  =  Z © Z). Il lui correspond les deux suites exactes courtes :

0 -* TV À  PicX A  PicA 'r^ - ►  0

(cf preuve du corollaire 6.3.2). Les G-modules T et M  sont respectivement iso­
morphes à Z @ Z ® (@ peS1[GIG'p)) et à Z®Z{GIG'\@Z[GIG'}®(® p €S1[GIG^)), 
sauf si G"p =  G'p, auquel cas il faut remplacer Z [G/G'p] par Z[G/G'P] ® ZfG/Gp]; 
rappelons aussi que la flèche Z © Z ®  (©pçsZfG'/G'p]) —► Z induite par projection 
sur Z de la flèche T —+ M  est l’opposée de la flèche d’augmentation.
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Par dualité, on obtient (si K p  est une extension non triviale de K 'P), en notant 
S, S', S0, Si les ¿-tores dont les duaux sont respectivement N ,P \ c X  ,M ,T ,  les 
suites exactes de ¿-tores :

1 —► 5  —*• Gm<k x  (R-K/kGm)2 x  U  RK'j,/kGm A  x  J J  R.K'p/kGm —* 1
pes pçs

où v associe à l’élément ( t , to, <oo5 (tp)) de G m,fc x (R.K/kGm)2 x  Ilpes 

l ’élément ( i -1 NK/k(to), t ' 1 N K/k(too), (t ~1NK'j,iK'p{tp))  ) de G ^ x ü p e s  R k 'p/*Gm. 
(Si K p  =  K p ,  il faut remplacer Rfc^/kG m par ( i? ^ /* G m)2 et l’image par v de 
(•tP,t'p) €  (RK'p/kGm)2 est tpt'p au lieu de NK"/K'p (tp)).

Comme le (7-module T  =  k[U]*/k* est de permutation, la proposition 2.2.8. de [6] 
nous dit qu’il existe des torseurs de type A sur X  (rappel : si T  est un S'-torseur 
sur X , le type de T  est défini comme l’image de la classe de T  par l’application 
canonique de H l (X ,S )  dans Hom c(5, P icX )) . Leur description locale est tout 
à fait analogue à celle que l’on obtient pour les fibrés en coniques (cf [6], 2.6). La 
restriction Tu k U  d’un torseur de type A est définie par le diagramme commutatif 
de produits fibrés :

U  -2U U0 Sx

avec <f> : x — ep)) )î ici ( Ci»C2i(Cp) ) est une constante de
k* x k* x  ripes K p  et Uq, qui ne contient pas le point à l’infini, est vu comme 
sous ensemble de A [ . Ainsi, la variété Wo est défini dans A 2 x  A* x  A * x  

n P€S RfC’p/kA-2 par les équations :

C1x =  r 1(u ? -a t ;? )?£ 0
C2 =  t (u? -  a v ï ) f. 0
£p(z — ep) =  t 1(u2p — apv],) ^  0 (VP € S)

(ceci si K p  est une extension non triviale de Kp]  sinon il faut remplacer l’expres­
sion (Up — apVp) par itpup, mais comme on peut prendre dans ce cas ap =  1, la 
variété définie ci-dessus reste bien de toute façon ¿-birationnelle à Wo).
En posant u =  x t ,v  =  t, on voit alors que Tu (qui est le produit fibré de Wo et 
de U au-dessus de Uo), et donc également T , est ¿-birationnel à la ¿-variété de 

A fc° x ilp es  -R^/fcA2 d’équation :
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u =  #i(itî — av\)
v =  0 2(uz — au?)
u — epv  =  M tz> -  apvp)  (VP € 5)
u(y2 — az ) =  u
v f ( x  i , x 2) =  ug[x1 , x 2)

où u , v , y , z , u i , v i , u 2 , v 2 , x i , x 2 sont des vaxiables à valeurs dans ¿ et u p,vp  des 
variables à valeurs dans K p.  La constante ( 6 1 , 6 2 , (0p) ) est dans k* xk* X U P€s  K p  
(c’est l ’inverse de ( £1 , Ç2, ((p)  )). Ceci achève de prouver le lemme 7.2.2.

D e u x iè m e  é ta p e  : é tu d e  des d ifférents cas Si nous excluons le cas où 
B rX /B r k n’est pas trivial (cas traité au paragraphe précédent) et le cas où X  
est ¿-rationnelle (ce qui correspond aux deux premiers cas étudiés en 6 .6 .), il reste, 
pour démontrer le théorème 7 .2 .1 , à traiter les cas suivants (on utilise toujours 
les notations de 4.3.):

•  Supposons R \ , R 2 conjugués dans l’extension quadratique ¿(\/&) et R 3 , R 4 

conjugués dans la même extension quadratique. On peut supposer qu’au­
cune des droites (R iR j) (1 <  i <  j  <  4) n’est la droite à l’infini du plan 
projectif. Alors, la droite (R 2 R^) a pour équation affine L i ( x i ,x 2) =  0  et la 
droite (R 2 Rz) L 2 ( x \ ,x 2) =  0, avec L\, L2 formes affines définies sur k(y/b). 
Comme les droites (R 1 R 3 ) et (R iR 4 ) sont leurs conjuguées respectives dans 
k(y/b), il est facile de voir que la condition que les deux coniques définies 
par f  et g passent pax les Ri s’exprime par :

f ( x u x 2) =  c iN k{̂ lk{L i{xu x 2)) +  ^ N ^ y ^ L ^ x ^ X i ) )

g(x i , x 2) =  c3Nk(̂ )lh(Li(Xl, x 2)) + CiNk{VÎ)/k(L2(xu x 2))

avec les c,- constantes non nulles de k. On a a 2 =  C1 /C3 et a 3 =  c2/c 4; les 
constantes a i,o :2 ,or3 sont dans k. D ’après le lemme 7.2.2, un torseur de 
type A est ¿-birationnel à la ¿-variété définie dans A k6  par les équations :

u =  0 j(u? — avï)
v =  0 2(ul -  avZ)
v(y 2 — az  ) =  u
v f (x  i , x 2) =  u g (x i ,x 2)
u -  a iv  — 0 3 (u3 v3)
u — a 2v =  OAui — bvï)
u - a 3v =  ûs(uj -  bot)

92



(avec toutes les variables à valeurs dans k', les notations sont toujours celles 
de 4.3.). Une transformation fc-birationnelle évidente ramène ceci à :

u =  0 i(ii? — av\)
v =  6 2 {u\ ~  av2 )
Y 2 — a Z 2 =  6 x/6 2

c3(u -  û 2u)TVfciv̂ wfc(L i(x 1 ,x 2)) =  - c 4(u -  a zv)N k{^ , k{L2 {xu x 2))
U  — CCiV =  6 3 (V .3V 3 )

u — a 2v =  6 Au\ — bv\)
u 0C3 V — eh{u\ -  bv\)

( Y, Z  étant de nouvelles variables à valeurs dans fc, avec Y  +  y/âZ  =  
(y +  yjâz){u2 +  \ /â v 2)/(u i  -f y/âvi)). Ceci est encore &-birationnel à :

u =  $i(u? — au?)
v =  6 2(ui “  av2 )
Y 2 -  a Z 2 =  6 J 6 2

N k<Vb)/k)[(u4 +  v b v4)Li  (xi,  X2) / ( u 5 +  Vbv5)L2(x1, x 2)] = - 0465/0364
U  —  Q i V  =  6 3 { U 3 V 3 )

u — a 2v =  e J u i  — bv: )
u -  a 3v =  0 5(ul -  bvl)

Et en posant X \  +  \ fbX 2 =  [(u4 +  Vbv4 )L i(xi, x 2 )/ (u5 +  y/bv5)L2 (x1, x2)], 
on voit que ceci est encore k- birationnel à :

u =  — au?)
u =  6 2 (u2 -  av2)
Y 2 - a Z 2 =  $ i / $ 3

Nkt^/b)/k)(Xi +  V bX 2) — —0 4 6 5 / 0 3 6 4

V3 =  (u —  a i v )  V3U3

u — a 2v =  0 4 (u4 — bvj)
u -  a 3v =  6 s{u£ -  bvi)

En effet, si on note L i ( x i ,x 2) =  aiXi +  bix2 +  c\ et L 2 (x i ,x 2) =  a2x\ +  
b2 x 2 +  C2 (les a,-,6 ,-,c,- sont des constantes de k(y/b)), les constantes C\ et 
C2 ne peuvent être simultanément nulles puisque le point d’intersection des 
droites affines définies par L\ et L 2 n’est pas ¿-rationnel. Pour vérifier que 
la transformation effectuée est bien birationnelle, il suffit alors de montrer 
que le déterminant du système en (x i ,x 2) associé n’est pas nul. Ceci est 
équivalent à dire que :

[(u5+'/bv5)(Xi+VbX2)a2-(u4+Vbv4)al}/[(u5+Vbv5)(X-i+VbX2)b2-(u4+\/rbv4)bl]
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n’est pas défini sur k. Mais ceci résulte de ce que les droites affines définies 
par L\ et L 2 sont sécantes en i?2, donc a2bi — aib2 0 .

Alors, la nouvelle variété obtenue est encore ¿-birationnelle au produit de 
deux coniques, d’une droite, et de la ¿-variété affine d’équation :

6 i(ul  — avf) — a 2 0 2 (u2 — av2) =  Ôa{u\ — bv%)
0 i{u\ -  av{) -  a 3 d2(ul -  av\) -  0 5 (u | -  bvj)

Cette dernière vérifie le principe de Hasse et l ’approximation faible, toujours 
d’après le théorème 13.2 de [5] car c’est un cône dont la variété projective 
associée est l ’intersection de deux quadriques dans Pj[ contenant la paire 
de droites conjuguées U4 =  u4 =  u5 =  u5 =  0 , U\ =  S \fa v \ ,u 2 — ty ja v2,e  G 
{ —1,1}. Maintenant, les résultats de [6 ] (théorème 3.8.1. et corollaire 3.8.8.) 
nous disent que comme les torseurs de type A satisfont le principe de Hasse 
et l’approximation faible, l’obstruction de Brauer-Manin au principe de 
Hasse et à l’approximation faible pour la variété initiale X  est la seule; 
en particulier, dans ce cas, la variété X  vérifie le principe de Hasse et 
l ’approximation faible puisque B r X /B ^  =  0  (théorème 6 .1 .1 ).

• Supposons R \ , R 2 conjugués dans l’extension quadratique k(Vb) et R 3 ,  R 4  

conjugués dans l’extension quadratique k(y/c) avec k(y/b) ^  k(y/c). Notons 
fC =  k(\/bc) et F  =  k(\/b, y/c). On suppose encore que les droites ( R 2 R 4 )  et 
( R 2 R 3 )  sont respectivement définies par les ^-formes affines £ 1 (2:1 , 2 2 ) et 
L 2( x i , x 2 ) . Les droites ( R 1 R 3 )  et ( R 1 R 4 )  sont leurs conjuguées respectives 
dans K.  Ainsi :

/ ( x  i , x 2) =  c \N ritc (L \{x i ,x 2)) +  c2 NrjK.(L2 {xu x 2))

g (x i , x 2) =  c3 A ^ /c ( I i (x i ,x 2)) -f c4 N^r/K:(L2 (xi, x 2))

(où Ci,c2 ,c 3 ,c 4 sont non nuls dans K,). On a a 2 =  C1 /C3 et q3 =  c2 /c 4. La 
constante cti est dans ¿, tandis que a 2 et a 3 sont conjugués dans fC. D ’après 
le lemme 7.2.2, un torseur de type A est ¿-birationnel à la ¿-variété définie 
dans A \ 2 x R^/i-A. 2 par les équations :

u =  0 \(u \ — av?)
v =  6 2(ui — avn)
v (y 2 — az2) =  u
v f ( x  i , x 2) =  ug(x i , x 2)
U -  d i V  =  03(lÎ3U3)

U —  a 2V =  04N y r / > c { u4 +  V&U4)

(Rappelons que ûi est dans ¿, tandis que les constantes a 2 , # 3 , # 4  ainsi que 
les variables u4 , v 4 sont dans KL). Cette variété est encore ¿-birationnelle à :
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u =  Oi(ul — av\)

V =  02{u2 ~  a v 2)

Y 2 -  a Z 2 =  0J 02
v f ( x u x2) =  ug(xu x 2)
u — ûTiU =  63(1*303)

u — 0C2V =  04Njr/rc(u4 +  y/bv 4)

Vu les expressions de /  et g , les équations précédentes s’écrivent :

u =  #i(u? — au?)
u =  #2(1*9 — au?)
Y 2 -  a Z 2 =  # i/# 2
c3(u -  a2u)^r/r:(L1(x1,X2)) =  - c A u  -  ai3v)Nr/>c(L2(xu x2))
u — a-iv =  6 3 ( ^ 3 )
U  —  «<itl =  B a N'CH-(u a  4- \/}ïOa \

Soit encore :

u =  #i(tt? — au?]
?; =  6o(uZ —  av2)

y 2 -  a z 2 =  el / e 2

C39aN f /K(u4 +  Vbv4)Njr/K(Li(x1, x 2)) =  —c4#5AV/ac(«5 +  Vbvs)Njr/K(L2(x1, x 2))
u — aiV =  #3(«3U3)
u — a 2u =  04Njr/z(u4 +  Vbv4)

(us,v 5 sont les variables conjuguées dans fC de u4,v 4, tandis que 6$ est la 
constante conjuguée dans K  de #4). Et ceci est encore ¿-birationnel (en 
“simplifiant” les normes de la quatrième équation) à :

u =  0\ (u? — au?)
v =  02(u% — av 2)
Y '  -  a Z 2 =  0 J 0 2
N tik .(X 1 +  y b X 2) =  —c304/c40s
u — a^V =  03(U3V3)

u — a 2v =  04Njr/z(u4 +  Vbv4)

(où X i , X 2 sont de nouvelles variables à valeurs dans K).  Ceci est ¿-birationnel 
au produit d’une conique, d’une droite, et des deux ¿-variétés Vi et V2 
d’équations affines respectives :
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V2 : Oi(ul — av2) — a 2 02 (u\ — av\)  =  6 4 Njr/Kt(u4 +  Vbv4)

(Les variables X i , X 2 ,u 4, v4 sont a valeurs dans /C, et les variables u \ ,v i ,u 2, v 2 

à valeurs dans k).

En posant X \ =  xi +  y/bcx[,X 2 =  x 2 +  y/bcx'2 (les nouvelles variables 
x 1 ,x'1 , x 2 , x /2 sont à valeurs dans k), on voit que V\ est ¿-birationnelle à la 
¿-variété V( de P* d’équation :

x? — bx H +  6 c(xf — bx C* ) =  est2

X \X\  — OX2X2 =  c&t

(où C5, cq sont des constantes de k : on a —c3 $4 / c 4 9$ =  c$ +  y/bccç).

Avec la proposition 5 . 2  de [5], on voit que V[ satisfait le principe de Hasse 
et l’approximation faible puisque cette intersection de deux quadriques 
contient une paire de droites conjuguées (t =  0 , x[ =  ey /bx [ ,x 2 =  eVbx'2, 
avec e G { —1 , 1 }).

D ’autre part, la variété V2 est un cône dont la k variété projective asso­
ciée est une intersection de deux quadriques dans P£ contenant la paire 
de droites gauches conjuguées : u4 =  v4 =  0 , u\ =  £ y /â v i ,u 2 =  £y/âv2,£  G 
{ —1 , 1 }. Donc V2 vérifie aussi le principe de Hasse et l ’approximation faible. 
Ainsi, il en va de même des torseurs de type A et on conclut avec les résultats 
de [6 ].

R em arq u e  : A priori, la méthode que nous avons employée pour établir la 
proposition 7 .2 . 1  échoue quand les deux coniques définies par /  et g se cou­
pent suivant quatre points conjugués (et non plus suivant deux paires de points 
conjugués) : par exemple, quand les quatre points sont définis sur une extension 
L =  k { \/b ,y /c)  de k avec Geü(L/k) =  (Z /2 ) 2 (c’est dans ce cas que les calculs 
sont les plus simples), on se ramène, pour prouver que les torseurs de type A 
satisfont le principe de Hasse et l ’approximaton faible, à établir ces propriétés 
pour la ¿-variété définie dans A£° par les équations :

#!(u? — au?) — oti6 2{ul — av\)  =  0 3(uî — bv?)
9i(u2 -  av\) -  ol2 Q2 {u\ -  avl)  =  6 4 (u\ -  cvj)
e^ u i  -  av() -  a 3 e2 {u* -  av¿2) =  0 6(ug -  bcv¿)

(les constantes ú¿ sont dans k*, les a¿ sont tous dans k mais ici, aucune des 
trois extensions K " n’est triviale, ces extensions sont k(y/b), ¿(a/c), ¿ ( \ / 6c) ). On 
tombe donc sur une intersection de trois quadriques (et non plus deux) que nous 
ne savons a priori pas traiter. C’est ce qui justifie le recours aux méthodes de 
fibration basées sur le théorème 1 .5 . 2  pour couvrir tous les cas.
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8. C ontre-exem ples au principe de H asse et à 
l ’approxim ation  faible

Nous donnons dans cette section des contre-exemples numériques au principe de 
Hasse et à l ’approximation faible . On pourra consulter le paragraphe 5 de [8] 
pour une approche différente, consistant à prouver l’existence de familles (non 
explicites) de contre-exemples à l’approximation faible.

8.1. U n contre-exemple à l’approximation faible dans le 
cas n = 4

P ro p o s itio n  8 .1 .1  Soit V  la Q-hypersurf ace de A q  d ’équation :

y 2 +  z 2 =  ((*! -  2 f  +  x\ -  3)((xx +  2) 2 +  xl -  3)

Soit X  un modèle projectif lisse de V. Alors X  ne vérifie pas l ’approximation 
faible (il y a obstruction de Manin).

Notons que d’après le théorème 6.1.1, on est bien dans le cas où B rX  n’est 
pas trivial, mais égal à Z /2 car si nous posons / (x i ,X 2 ) =  (xi — 2) 2 +  x\  — 3 et 
g(x i, x 2) =  (xj -|-2 ) 2 x 2 — 3, les coniques projectives associées h f  et g ont quatre 
points d’intersection formant deux paires de points conjugués dans K  =  Q (î). 
On notera U l ’ouvert de Zariski de X  défini par y 2 +  z 2 — f ( x i , x 2 )g (x i,x2) ^  0 . 
Cet ouvert est lisse. Pour tout p , on fixe une place de K  au-dessus de p et on 
note K p la complétion de K  associée.

Nous utiliserons deux lemmes :

L em m e 8 . 1 . 2  Soit Mp G U(Qp) un point local avec p premier et p £  { 2 ,0 0 }. 
Alors f ( M p) est trivial dans Q ‘ / N K * .

P reu v e  du lem m e 8 . 1 . 2  : On peut se limiter à p inerte (sinon Q */NK*  
est trivial) c’est-à-dire à p  tel que - 1  n’est pas un carré dans Q*, ou encore 
à p =  — 1 [4]. Alors, rappelons (cf [12]) que si a  G Q*, alors a  G N K * 4 =4 * 
vp(a) est paire. Supposons donc vp( f ( x i , x 2)) impaire avec ( t / ,z ,x l 5x 2) G U(Qp). 
Alors up( / ( x 1 , x 2)) >  0 car sinon vp( f ( x i , x 2)) =  up( / ( x 1 , x 2) -f 3) (vP(3) > 0) 
or / ( x i , x 2) +  3 =  (xx — 2 ) 2 +  x\ est une norme de l’extension K p/ Q p donc sa 
valuation p-adique est paire. Ainsi, vp(f (x  1 , 1 2 )) >  0  et comme vp( f (x i , x 2)) et 
vp{g(xi, X2 )) ont même parité ( f (x i ,  Xï)g(x\, x2) =  y 2 -H z 2 est une norme de 
Kp/Qp),  le même raisonnement que pour /  prouve que vp(g(xi, x2)) > 0. Donc, 
on a vp( f ( x i , x 2) — ^ (x i,x 2 )) >  0 , c’est-à-dire que up(8 xi) >  0  soit up(xj) > 0 . 
Mais alors, on a vp( f ( x i,X 2j) =  vp(x\ — Axi +  x 2 +  1) et comme up(x2 +  1) est 
paire i'r(x 2 +  1) > vp(x\ — 4xj) (sinon î;p( / ( x i ,x 2)) == uP(x2 +  1) )• Alors, comme
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t’r(xj) > 0, on a vp(x\ — 4xi) >  0 d’où vp(x2 -f 1) > 0 et en particulier x 2 G Zp. 
Mais alors, x\  -f 1 =  0 \p] ce qui est exclu car p =  — 1 [4]. Ainsi, up( / ( x i , x 2)) est 
paire et on a le résultat.

L em m e 8 .1 .3  L ’image de U{Q 2) par l ’application <p2 • U(Q 2) —* Q 2 / N K 2 

à un point local ( t / ,z ,x i ,x 2) associe la classe de / ( x i , x 2) est égale à Q 2 / N K 2 

tout entier.

P reu ve  du lem m e 8 .1 .3  : L’extension Q (0 /Q  est ramifiée en 2. Si a  € Q 2, 
on a a  €  N  K 2 <*=> u =  1 [4], où a  =  2"u,u G Z2,n  G Z (cf [12]). Le cardinal de 
Q*2/ N K ;  est 2 .
Considérons le point local de U(Q 2) défini par y — 0 , z  — 2 ,Xi =  0 , x 2 =  1 . 
Alors, on a / ( x i , x 2) =  2  G N K 2 donc <p2 envoie ce point sur l’élément trivial de
Q *2/ n k ; .
Prenons maintenant x\ =  3 ,x 2 = 0  dans Q 2. Alors / ( x i , x 2) =  — 2  ^ N K 2 

(car — 1 ^  1 [4]) et ^(xl 5 x2) =  22 ^ N K 2 (car 1 1  ^  1 [4]). Par contre, on a 
/ ( x i , x 2 )<7( x i ,x 2) G N K 2 (car —44 =  4.(—1 1 ) , —11 =  1 [4]) donc il existe y , z  
dans Q 2 avec y 2 +  z 2 =  / ( x i ,  x 2 )g(xi, x2) et on a bien trouvé un point local 
envoyé par (p2 sur l’élément non trivial de Q 2 / N K 2.

P reu ve  d e  la  p rop osition  8 . 1 . 1  : On a f ( x \ ,  x2) +  <?(xi, x2) =  2 x J + 2 x 2 +  l  >  
0 et f ( x i ,  x 2 )g(xi, x 2) — y 2 +  z 2 >  0 donc l ’image de <poo : U(R ) —+ R*/A^C* est 
triviale.
On utilise alors la suite exacte issue du corps de classes global (voir la section 
précédente) avec k =  Q; ici Q */N K*  est isomorphe à 0 ou à Z/2; dans ce dernier 
cas, la flèche j p envoie le générateur de Q * /N K * sur celui de Z /2 .
Pour un point global M  de X /Q , on a donc H pip(^p(M)) =  0 dans Z / 2  (notons 
que pour toute famille de points locaux (Mp), on sait que ^  j p(<pp(Mp)) a bien un 
sens puisque l’on a vu que ((pp(Mp)) est trivial pour presque tout p). D ’après les 
lemmes 8 .1 . 2  et 8.1.3, si M  est un point global, alors <̂ 2 (M) est l’élément trivial 
de Q 2 / N K 2. Mais l’on a vu qu’il existait un point local M 2 de U (Q 2) pour lequel 
ip2 (M2) n’est pas trivial dans Q 2 / N K 2. L’application <p2 est continue de U (Q 2) 
(muni de la topologie 2 -adique) dans l’ensemble fini Q ^ /N K 2 muni de sa topologie 
discrète. Comme pour tout point global M  G X (Q ), on a tp2 (M ) <p2 (M2) dans 
Q 2 / N K 2, on en déduit que M 2 n’est pas dans l’adhérence de X (Q ) et de ce fait X  
ne peut vérifier l’approximation faible (notons que U(k) ^  0  : il suffit de prendre 
y =  0,z  =  l , x i  =  0, x 2 =  0).

R em arq u es :

•  Le fait essentiel qui permet de mener à bien un calcul comme le précédent 
est l ’existence d’un ensemble fini S  de places en dehors duquel pour tout 
point local M r,p  £  S , l’élément f { M v) est une norme locale. Dans ce cas,
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on peut bien définir, pour toute famille (Mp) de points locaux, la somme 
D p jp ifp iM p))  (mêmes notations que plus haut) dans Z /2 . Si son image 
contient l’élément non trivial de Z /2, il y a obstruction de Brauer-Manin à 
l’approximation faible. Si l’image ne contient pas l’élément trivial de Z /2 , 
il y a même obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse.

• Cette condition d’existence de l’ensemble S  comme dans la remarque pré­
cédente est en particulier réalisée quand le diviseur de /  est une norme (cf
[3], proposition 4.3.). Du reste, la pratique montre que lorsque l’on a pu 
établir l’existence d’un tel ensemble S, il est souvent possible de montrer 
directement que le diviseur de /  est une norme, les calculs arithmétiques 
et algébriques étant formellement les mêmes. C’est d’ailleurs le cas dans 
notre exemple : si A  est un anneau de valuation discrète contenant k , avec 
Frac A  =  k(X ),  tel que k,4 <g)k K  reste un corps (k^ désigne le corps rési­
duel de A ), alors va(x\  +  1 ) <  0  (sinon ka ®k K  n’est plus un corps car 
x\  +  1 =  (x 2 +  i ) { x 2 — i) et l ’idéal premier de A  se coupe alors en deux au 
niveau K ) .  On voit alors comme dans la preuve du lemme 8 .1 . 2  que va(J)  
impaire est impossible (il suffit de changer vp en v a ).

En réalité, on peut montrer que ce phénomène est général et c’est d’ailleurs 
une étape importante dans la preuve du théorème 1 .5 . 2  (cf [8 ], théorème
2.1.1 et corollaire 2.7.1).

• L’hypersurface de la proposition 8.1.1 est ¿-birationnelle (avec k =  Q) à 
l’hypersurface cubique de P£ dont l ’équation homogène est :

t (x \  +  x\)  +  2x i (x 3 +  X2 +  t 2) +  I6X3Î =  0

Cela se voit immédiatement à partir de la preuve de la proposition 1.2.1 (cf

[5])-

8.2. U n contre-exem ple à l ’approximation faible dans le 
cas n  =  5

P ro p o s itio n  8 . 2 . 1  Soit V la Q -hypersurface de A q  d ’équation :

y 2 +  z 2 — ((x2 +  1 ) +  (xj +  X3 +  3))(xj +  X3 +  3)

Soit X  un modèle projectif lisse de V . Alors X  ne vérifie pas l ’approximation 
faible (il y a obstruction de Manin).

P reu v e  : La preuve est similaire à la précédente : les deux lemmes du contre- 
exemple précédent valent encore (pour le premier, on utilise encore le fait que 
la valuation de x 2 +  1 est paire et <  0, et celle de x2 +  x\ -f 3 paire ou >  0 et 
pour le deuxième, on considère le point 2 -adique Xi =  2 , x 2 =  2 ,x 3 =  0 ) et on
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conclut de la même manière. Notons que V  a des Q-points lisses (par exemple 
y =  2 , z  =  4 , x a =  0 , x2 =  l , x 3 =  0).

8.3. U n contre-exem ple au principe de Hasse dans le cas 
n =  5

P ro p o s itio n  8 .3 .1  Soit V  la Q -hypersurface de A q  d ’équation :

y 2 -f- z 2 =  (28(x2 —J- X) —79(xj -H *e3 ))(95(x2 -f-1) -t- 268(x2 -f- 3-3))

Soit X  un modèle projectif lisse de V. Alors X  ne vérifie pas le principe de Hasse 
(il y a obstruction de Manin).

P reu v e  : Posons a  =  28,/? =  7 9 , 7  =  95, Æ =  268. On a a 8  — / ? 7  =  —1 et 
a  =  4(4k — 1),/? =  4/ — 1 , 7  =  4k' — 1,8 =  4(4/' — 1) avec (k ,l ,k ' , l ')  G N  
(ces deux propriétés sont en fait essentiellement les seules dont on va se servir 
dans la preuve). On notera encore / ( x i , x 2 ,x 3) =  (28(x2 +  1 ) +  79(x2 +  x§)) 
et <7(x i ,x 2 , x 3) =  (95(x2 +  1 ) +  268(xj +  x |)); on désigne par U l ’ouvert de X  
défini par y 2 +  z 2 =  / ( x i , x 2 ,x 3 )5 '(a:i,x2 ,x 3) ^  0. Nous utiliserons deux lemmes 
analogues à ceux des contre-exemples précédents.

L em m e 8 .3 .2  Soit M p G U (Q P) un point local avec p premier et p £  {2, oo}. 
Alors f ( M p) est trivial dans Q */N K *, où K p =  Qp <£)q Q (i).

P reu ve  du lem m e 8 .3 .2  : Soit encore p premier inerte dans l’extension 
Q (i)/Q . Supposons vp( f (x i ,  x 2, x3)) =  2 r +  1 avec (y, z, xj, x 2, x3) G U( Qp). 
Alors, on a vp{g(x\, x2, x3)) =  2 s + l  avec par exemple s >  r. De vp(ag{x\,  x2, x3) — 
7 / ( x i ,  x 2, x3)) >  2 r + l ,  on tire Up(x2+ x 3 ) >  2 r + l  et de même, de vp(f3g(xi,x2, x3) — 
8 f ( x i, x 2, x3)) >  2 r +  1 , on tire vp(x2 +  1 ) >  2 r + 1 . Comme la valuation p-adique 
d’une norme est paire, on en déduit vp{x\ +  1 ) >  2 r +  2  et up(x 2 -f- x§) >  2 r +  2  

ce qui contredit vp{ f {x \ ,  x 2, x3)) =  2 r -f 1 .

L em m e 8 .3 .3  Soit M 2 G U(Q 2) un point local 2 -adique. Alors f ( M 2) est non 
trivial dans Q^/N K^.

P reu ve  du  lem m e 8 .3 .3  : Posons M 2 — ( y , z , x i , x 2, x 3) G Q®- Comme 
(x2 +  1) et (x 2 +  £3) sont des normes, on peut écrire (x2 +  1) =  2u(4r +  1) 
et (x2 +  x§) =  2U(4s -j- 1 ) avec u,v  dans Z et r ,s  dans Z2. Si u > v, alors 
a{x\  +  1) +  /3(x2 +  x§) =  2t'(a2(u_^(4r +  1) +  /?(4s +  1 )). Comme a  — 4(4k — 1 ) 
et /? =  4/ — 1 , l ’élément (a2(“_t')(4r +  1) +  /?(45  -f 1)) de Z2 est de la forme 4f — 1 

avec t G Z2 donc / ( x i , x 2 ,x 3) n ’est pas une norme 2 -adique. De même, si v >  u, 
c’est ^ (x i ,x 2 , x 3) qui ne peut être une norme 2 -adique, d’où le résultat.
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P reu v e  de la p rop osition  8 .3 .1  : Pour tout point réel Moo, on a trivialement 
f ( M 0o) positif. D ’après la première remarque à la fin de la preuve de la proposition
8.1.1 et les deux lemmes précédents, il suffit de prouver que U a des points dans 
tous les complétés de Q pour conclure. Or en faisant xi — x 2 =  0  et x3 =  1 , on 
obtient un point 2-adique puisque (a  -f / ? ) ( 7  +  <$) =  107.3.I l 2 est une norme 2- 
adique. De même, en faisant Xi =  x 2 — 0 et x 3 — 1 , on obtient un point p-adique 
pour p £  {3,11,107} et en faisant xi =  l / p , x 2 =  0, x 3 =  1 , on obtient un point 
p-adique pour p €  {3,11,107}. Ceci achève la preuve.

8.4. Un contre-exem ple au principe de Hasse dans le cas
n =  4

P ro p o s it io n  8 .4 .1  Soit V la Q-hypersurfaœ de A q  d ’équation :

y 2 +  z2 =  (28(x? +  1) +  79(z2 +  l))(95(x 2 +  1) +  268(x2 +  1))

Soit X  un modèle projectif lisse de V . Alors X  ne vérifie pas le principe de Hasse 
(il y a obstruction de Manin).

P reu v e  : La variété V  est simplement obtenue en prenant la section par l ’hy- 
perplan x 3 =  1 de la variété de la proposition 8.3.1. De ce fait, il est déjà clair 
que X  n’a pas de Q-points. D ’autre part, la variété V  a des points lisses dans 
tous les complétés de Q (en effet, ceci a en fait déjà été vu à la fin de la preuve 
de la proposition 8.3.1).
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A p p en d ice  : un autre exem ple  de descente

Dans cet appendice, nous donnons, sans rentrer dans les détails, les étapes d’une 
descente dans le cas n =  5. Combiné à des méthodes de fibration ad hoc (n’utili­
sant pas le théorème 1.5.2 mais seulement le cas particulier où les fibres sont des 
quadriques, c’est-à-dire le théorème 3.10 de [5]), ceci permettrait de retrouver le 
théorème 1.5.1 dans tous les cas où n vaut 5.

P ro p o sitio n  Soit X  un modèle projectif lisse de Vhypersurface V définie dans 
H  par Véquation :

y 2 -  a z 2 =  f ( x 1 , x 2 , x 3 )g(x1 , x 2 , x 3)

avec f  et g irréductibles sur K  =  k(y/a), de degré 2 , premiers entre eux. On 
suppose que l ’intersection des noyaux des formes quadratiques (p, xp associées à 
f ,  g est réduite à 0, et qu ’il existe une et une seule forme Q =  Xcp +  pV’ de rang
2  avec X,fi dans k*. On suppose enfin que les restrictions de <p,xp au noyau N  
de Q sont du type (T). Alors, l ’obstruction de Manin au principe de Hasse et à 
l ’approximation faible pour X  est la seule.

P reu ve  (esq u isse) : On se ramène au cas où f ( x i , x 2 , x 3) =  a(x \  — a) +  
q(x2 , x 3) e t^ (x 1 , x 2 ,a;3 ) =  7 / ( ^ 1 » x2, x3 )-\-fl{x\—bxl) avec a, fl dans k* et q{x2 , x 3) 
forme quadratique non nulle. On suppose aussi k{y/b) ^  k{y/â) (sinon Br X  est 
non trivial et on a vu au théorème 7.1.1 qu’une descente plus simple fonctionnait 
dans ce cas). On utilise alors que V  est ¿-birationnelle au produit fibré (en A) 
au dessus de P£ de la conique C  d’équation y 2 — a z 2 =  A et de la quadrique 
Q d’équation g{x\, x2, x3) =  A /(x i, x2, x3). On utilise alors un modèle projectif 
lisse W  de Q construit comme dans [13] pour construire (comme dans le début 
de la preuve du théorème 6.1.1) un modèle projectif lisse X  de V. Utilisant à 
nouveau une résolution de P icX  par des G-modules de permutation (résolution 
qui se déduit aisément du calcul analogue fait dans [13] pour W )  et les résultats 
de [6 ], on obtient des équations explicites pour les torseurs d’un certain type (qui 
est admissible); on trouve que ces torseurs sont définis dans A 15 par :

xi =  9AU 2 -  aV2)
v ^ e 2 (U2 - a V 2)
u — j v  =  9z(u\ — avl)(u \ — bv\ )
y — az — u /v
x if{x i,x  2 ,X3) =  U0(x!,:r2,Z3)

où u, v, Ui,Vi, U2, V2 , u3, t>3, u4, v4, j/, z, xi, x 2, x3 sont des variables à valeurs dans 
k et 0 \,9 2 ,9z des constantes de k*.
Des transformations birationnelles simples permettent de se ramener à la k-variété 
T  de codimension 2  de A^ d’équation :
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&1 (u? — au?) — 7 #2(u2 — avl) =  3̂ ( ^ 4  — bv\)
0z!02 {oc{x\ -  a) +  q(u4X 3 +  bX2 v4 ,v 4X 3 +  X 2 u4)) =  ß(u \ -  av%)(X% -  bX%)

(Rappel : dans ces équations, les lettres grecques désignent des constantes non 
nulles et q est une forme quadratique non nulle).

Maintenant, soit B la quadrique lisse de P |  d’équation :

6 i(ul — au2) — 7 #2 (ti2 — avl)  ~  3̂ ( ^ 4  — bv\)

et C le cône associé dans A \ .  On observe que T  est fibrée en quadriques au-dessus 
de C, l’ensemble des fibres non géométriquement intègres étant de codimension 
au moins 2 . Or, dans ce cas, on peut conclure que les modèles lisses de C vérifient 
le principe de Hasse et l ’approximation faible : en effet, on utilise exactement la 
même méthode (basée sur une astuce de Salberger et apparue pour la première 
fois dans [4]) que celle qu’emploie Skorobogatov dans la preuve du théorème 1 

de [14] (quand il ramène le cas où la base de la fibration est l’espace affine au 
cas où cette base est la droite affine) pour nous ramener au cas où la base est 
une conique affine lisse Z  incluse dans le cône C et possédant un point rationnel. 
Comme Z  est ¿-isomorphe à la droite affine, on conclut encore avec le théorème 1 

de [14] que les modèles lisses de C vérifient le principe de Hasse et l ’approximation 
faible et les résultats généraux de [6 ] donnent le résultat voulu pour X .
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