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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes:

e(z) = exp(2irz),

e n~ N pour N <n < 2N ou plus généralement n € Z ou Z est un intervalle inclus

dans [N, 2N], les majorations étant alors uniformes pour tout Z de ce type,

z <. y signifie qu’il existe une constante K(¢) > 0 dépendant de ¢ telle que:
|z| < K(e)lyl,

e P désignera I’ensemble des nombres premiers,

e A désignera un ensemble quelconque d’entiers naturels,

[0] désignera la partie entiére de 0,

{6} désignera la partie fractionnaire de 0,

A désignera la fonction de von Mangoldt,

d(n) désignera le nombre de diviseurs de n,

[(2) = [y° e it dt,

B((II, y) — I(z)C(y)

L(z+y) ~
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

Depuis 1955, la suite [n°] a suscité de nombreuses recherches. Le probléme initial posé
par Piatetski-Shapiro était d’étudier le nombre de nombres premiers de la forme [n¢]. Plus

précisément, on pense que 1’équivalence:

Z

7rc(z) ~ z — 400 (1.1)

clnz
ou (z) = #{n <z | [n°] € P} est vraie pour tout ¢ > 0, c # 2,3,4,...

Le choix de la suite [n°] est motivé par plusieurs raisons. Tout d’abord, c’est une fagon
de s’approcher de I’étude de la représentation de nombres premiers par des polyndmes,
qui est résolue uniquement dans le cas des polynémes de degré 1. On ne connait en effet
aucun polynéme de degré 2 dont on sache prouver qu’il prend une infinité de valeurs
premieres. Pour 1 < ¢ < 2, on peut donc s’imaginer [n°] comme un ”polynéme de degré
c”, et voir la mesure de I'intervalle |1, co[ des valeurs de ¢ pour lesquelles on sait prouver
I’équivalence (1.1), comme une fagon de jauger les progrés accomplis dans les méthodes de
sommes d’exponentielles, qui constituent, pour I'instant, I’'unique fagon d’aborder (1.1).

D’autre part, la suite [n°], que nous appellerons suite de Piatetski-Shapiro d’ordre ¢
(alors qu’un nombre de la forme [rn¢] sera dit nombre de Piatetski-Shapiro d’ordre c), est

la seule suite raisonnable par sa définition dont le nombre de premiers qu’elle contient est



connu, et dont le cardinal est petit:
#{a<z | a=[n7} =2=+0(1)

Pour illustrer ce fait, rappelons que le théoréme de Siegel - Walfisz (sur les nombres
premiers dans les progressions arithmétiques) ne décrit que la répartition des p dans
A={n<z | n=a (modq)} avec(a,q) =1et g < (lnz)4, donc #A =2+ 0(1), ce
qui est beaucoup plus grand que z< + O(1) pour ¢ > 1.

Le lien entre la suite [n°] et les méthodes de sommes d’exponentielles provient de

I’équivalence pour ¢ > 1:
7] = m = [-m¥] ~ [~(m + 1)%] =1

qui nous donne une fonction caractéristique des nombres de Piatetski-Shapiro, et de 1’écri-
ture [z] = ¢ — {z}, qui dans ’écriture précédente fera apparaitre un terme régulier et une
différence de fonctions parties fractionnaires. Le terme régulier engendrera le terme princi-
pal du nombre de représentations, tandis que les fonctions parties fractionnaires formeront
un terme d’erreur, qui sera traité par développement en séries de Fourier, ce qui conduit
naturellement a des estimations de sommes d’exponentielles.

Typiquement, on aura & étudier des sommes d’exponentielles de la forme:
>_en ) e(hp”)
h P

avec vy = %, ou la variable h correspond au développement en série de Fourier, et la
variable p appartient a 1’ensemble sur lequel on étudie la suite de Piatetski-Shapiro, par
exemple ’ensemble des nombres premiers.

Dans ce dernier cas, par 'intermédiaire d’une identité combinatoire (voir en annexe

E), nous serons ramenés a 1’étude de sommes de la forme:

Xh: En Z Z ambre(h(mn)?)



Ces sommes sont généralement appelées sommes de type II lorsque a,, et b, sont des
nombres complexes quelconques (de module < 1), alors qu’elles sont appelées sommes de
type I lorsque a,, ou b, est une variable réguliére.

Les sommes de type I sont en général considérées comme plus souples: on peut s’oc-
cuper en premier de la sommation sur la variable réguliére et lui appliquer la méthode
traditionnelle de van der Corput (voir par exemple les ouvrages récents [26] et [11], ou la
référence classique [28]): formule de Poisson (voir annexe B) et paires d’exposants (voir
annexe C). Remarquons d’autre part que les sommes de type I peuvent toujours étre
considérées comme étant de type II.

La méthode de van der Corput demeure pour ’instant incontournable lorsque ’on
veut estimer une somme simple d’exponentielles. Par contre, pour majorer les sommes
multiples d’exponentielles, on dispose depuis le célebre travail de Bombieri et Iwaniec en
1986 sur ’ordre de grandeur de la fonction { de Riemann [4] d’un outil puissant: le double

grand crible. Rappelons son énoncé sous la forme de la proposition 1 de [9]:

Proposition 1.1 Soient ¢,, ¥, des nombres complezes, et X = (z,), Y = (ys) des suites

finies de nombres réels tels que |z,| < X, |ys| Y. On a alors:
|B¢.¢(X7 y)|2 < 20(1 + XY)B¢(Xa Y)Bfl’(ya X)

avec.

By (X, Y) = DD értbse(zrys)

Bd’(xa Y) = Z |¢7'1 ¢1'2 |
l-"-'r), -3rzl.<_Y-l
B‘d:(ya X) = 2 Id’s:"/)szl

|3I.sl —Ysy ISX°1
On voit que le double grand crible est d’un type tres général, et qu’il permet de
ramener |’estimation d’une somme multiple d’exponentielles a 1’étude de deux problémes

d’espacement.



Dans ce travail, nous utiliserons plusieurs fois le double grand crible, apres, bien en-

tendu, une préparation adéquate.

1.2 Résultats

Piatetski-Shapiro a montré que 1’équivalence (1.1) était vraie pour 0 < ¢ < 12, puis

cet intervalle a été étendu plusieurs fois:

e Piatetski-Shapiro [24] en 1953:

0<c<%=1.090909...

Kolesnik [19] en 1972:

O<c<l—gq=1.111111...

e Graham et Leitmann, indépendamment (non publié):

69
0<c< 02 = 1.112903...

Heath-Brown [15] en 1983, en introduisant la méthode des petits intervalles et une

identité combinatoire appropriée:

755

Kolesnik [20] en 1985 grice & une meilleure paire d’exposants:

39
0<c< 3= 1.147058...

Liu et Rivat [16] (indépendamment) en 1990, en introduisant 1’utilisation du double
grand crible:

15
0 — = 1.153846...
<c<13 53846

Nous montrerons dans ce travail le

10



Théoréme 1.2 Pour ¢ < %% = 1.15447001..., on a l’équivalence:

we(z) ~ z — 400

clnz

Ce théoreme est di a I'introduction d’une paire d’exposants dans le traitement des sommes
de typeIl, et a I’utilisation des conséquences du double grand crible (par exemple théoréme
3 de [9]) pour le traitement des sommes de type I. Ces derniéres imposaient la restriction
finale dans le travail de Heath-Brown, qui pourtant exploitait a fond I’existence d’une
variable réguliére dans leur traitement. Nous améliorons ce traitement en utilisant le
double grand crible et en traitant ces sommes de type I comme des sommes de type II,
c’est-a-dire sans méme utiliser la régularité, au point ”critique” qui bloquait Heath-Brown.
Ceci illustre la supériorité du double grand crible qui est une méthode multidimentionnelle,
sur une méthode unidimentionnelle méme trés sophistiquée. Remarquons de plus que
I’on peut améliorer cette condition avec une paire d’exposants plus appropriée que 1’on
trouverait en appliquant 1’algorithme de Graham & partir de la paire d’exposants (% +
€, 3 +€) pour € assez petit, qui a été établie par Huzley et Watt [17], mais ’amélioration
serait de toutes fagons faible.

Devant la difficulté d’établir I’équivalence (1.1) sur un intervalle, on peut essayer de
I’établir pour un ensemble de valeurs de ¢ moins contraignant, et bien sir plus "grand”.
Deshouillers, dans sa These [5], et dans [8], propose de démontrer le résultat pour presque
tout c au sens de la mesure de Lebesgue. Il démontre (remarque VI.3 de [5]) que I’ensemble
des ¢ > 0 tels que 7¢(z) = o(:% ) est de mesure nulle.

Pour établir ’équivalence, nous avons adopté une démarche plus classique: établir
une majoration en moyenne quadratique, en déduire une sous-suite explicite vérifiant la
propriété grace au lemme de Borel - Cantelli, puis utiliser le théoreme des accroissements

finis pour conclure. Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant, sans savoir qu’il avait

déja été démontré dans Darticle injustement peu cité de Leitmann et Wolke [22]:

Théoréme 1.3 Pour presque tout ¢ de lintervalle |1,2[, au sens de la mesure de Le-

11



besgue, on a ’équivalence:

we(z) ~ z — 400

clnz

Notons que cette borne en 2, bien qu’elle apparaisse naturellement dans les calculs,
semble assez étrange. Tenenbaum, trés intrigué, a donné une autre démonstration du
résultat précédant utilisant la formule de Plancherel, mais il a été lui aussi bloqué par la
borne au point 2.

Contrairement a la démonstration de Leitmann et Wolke qui traitait directement le cas
des nombres premiers, notre approche montre que le théoréme précédent résulte en fait
d’un théoréeme plus général dans lequel I’ensemble des nombres premiers ne joue aucun

role, et donne de plus explicitement un terme d’erreur exploitable.

Théoreme 1.4 Soit A un ensemble de nombres entiers. a désigne un €lément de A.
On note A (z) = #{n < z | [n°] € A}, et A(z) = Ai(z), a désigne un réel positif
vérifiant A(z) < z°, alors pour presque tout ¢ de l’intervalle |1,2[, au sens de la mesure

de Lebesgue, on a:

A(z)=c 1Y a7 4 0,5(2'0)

a<lze
pour:

1 «
) G]O’ZZ - —8‘[

En outre, ce théoréme a pour conséquence intéressante de nous permettre d’étudier un pro-
bléme de Piatetski-Shapiro multidimentionnel: pour quelles valeurs de (cy,...,q) ’équa-
tion

p=[n{]=[nZ]="---=[n]
a-t-elle le bon nombre de solutions?

Nous démontrons le

12



Théoreme 1.5 Soit k € N*. Pour presque tout k-uplet (cy,...,cx) satisfaisant pour i =

1,...,k:
1 11 1 1,1 1
T = 1—'_'._ T . ANt = TAA\Ts T 7. . A\t
%= -Gt e T 0@ T g

_ 147 +...+'g‘_1—(k-l) [’ l’égalité-'

on a pour tout §; €]0,2%

Z 1 = 71 7" Z it Hk-k + O’Yl'-"v'kask (z'Yk(l"‘Sk))

e p<= c p<z
pg[ull ]3"'=["kk]

Remarquons que I’on peut, quitte a modifier c,, . . ., ¢,, obtenir un résultat du méme genre
en appliquant comme premier pas de I'itération le théoréme habituel de Piatetski-Shapiro,
ce qui nous permet de choisir ¢; dans ’intervalle 0 < ¢ < g;g; = 1.15447001.

Une autre possibilité pour améliorer I’intervalle 0 < ¢ < g;g; = 1.15447001... est de
réduire notre exigence, c’est-a-dire de prouver la minoration 7.(z) > =, au lieu de (1.1).

Nous avons obtenu, en utilisant le crible linéaire de Rosser - Iwaniec, le

Théoréme 1.6 Pour c < % = 1.1666666 ..., on a la minoration:

z
me(z) > s
Le crible linéaire ne permettant jamais, seul de détecter des nombres premiers, nous avons
di recourir a ’identité de Buchstab, introduisant ainsi un autre terme, qui heureusement
peut étre traité sans recours au crible. D’autre part, bien entendu, le crible linéaire nous
ramene a un probléme de majoration de sommes multiples d’exponentielles. Pour démon-
trer ce théoreme, nous avons dii revenir a la construction des coefficients bien factorisables
pour gagner davantage de souplesse dans les formes multilinéaires. La borne % apparait
comme une limite combinatoire imposée par la construction, au vu des intervalles sur
lesquels on sait majorer les sommes d’exponentielles qui interviennent.

D’autres problémes viennent se greffer au probléeme de Piatetski-Shapiro tout naturel-

lement. Il en est ainsi de ’étude de la partie fractionnaire de p?, pour 8 < 1, car on a la

caractérisation, pour 0 < 6§ < 1:
('} <b=[n’]-n* -6 =1

13



qui ressemble beaucoup & la caractérisation des nombres de Piatetski-Shapiro et qui de
la méme maniére permet de se ramener a des techniques de sommes d’exponentielles. On

peut démontrer ainsi le:

Théoréme 1.7 Soient 0 < § <1 et € > 0. On a légalité:

#{p<z | (P} <6} = bn(z) + Opo(a™C-0 D 4 551 ~)
uniformément pour 0 < 6 < 1.
Ce théoréme s’apparente au résultat de Balog [1]. De méme que Balog, on en déduit le

Corollaire 1.8 Soit 0 < § < 1. Alors on a:

#{p<z | {#'} <8} =bn(z)(1+0(z™))

uniformément pour

§ >z m(o,#,%)we

La preuve de Balog utilisait des techniques d’analyse complexe, ’équation fonctionnelle
approchée de (, des théorémes de valeur moyenne. . .La démonstration ici est tres simple
puisqu’il suffit, aprés une transformation classique de I’étude en un probléme de sommes
d’exponentielles, d’appliquer le double grand crible. En particulier, nous n’utilisons pas
du tout d’analyse complexe. Notons que dans un article paru trés récemment, Harman
donne une amélioration (théorémes 3 et 4 de [13]) du théoréme précédent pour les valeurs
0<6< g, grace a des résultats sophistiqués sur la fonction {. Remarquons enfin que notre
démarche élémentaire nous permet non seulement d’étudier {p°} < §, mais également
d’autres problémes similaires, comme par exemple {(p;pz)?} < 6.

Deshouillers, dans sa These [5], et dans [7] (voir aussi [6]), étudie le nombre de re-
présentations R.(N) d’un entier naturel NV sous la forme N = [n] + [rS]. Il donne une

minoration pour ¢ < § dans ce probléme binaire. Nous donnerons I’équivalence:

14



Théoréme 1.9 Pourl <c< g, = %, on a, pour N — +o00, et tout € > 0 suffisamment
petit:
R(N) = ¥*B(7,7) N> + O(N*717°)

La difficulté de ce théoreme provient du fait qu’apres transformation de 1’étude en un
probléeme de majoration de sommes d’exponentielles, on doit étre capable de majorer un
produit de deux séries de Fourier. Un terme typique est:
>~ e(hin” + hy(N —n)?)
n~Np
ou h; et h, proviennent chacun d’un développement en série de Fourier, et peuvent éven-
tuellement étre de signes différents, ce qui exclus de pouvoir utiliser directement la théorie
des paires d’exposants (voir en annexe C), car si hjhs < 0, on n’est pas assuré que les

dérivées de tous ordres de la fonction:
Tz — hiz" + hg(N - a:)"

conserve un signe constant sur l’intervalle [Ny, 2Np], cela dépend de la parité de ’ordre
de dérivation. Ceci nous oblige & un traitement spécifique de ces sommes d’exponentielles

par le théoréme suivant qui est la clé de la démonstration:
Théoréme 1.10 Soient u et v € [0,1], hy et hy € Z*. Soient 1 < Ny < -];l On pose:
Fiyh,(n) = hi(n+u)” + ho(N — n +v)?
e St hihy > 0 alors

Y e(Fhna(n)) < (IRaINg™Y + |ho] N7 + 1)(|ha|Ng~2 + || N7"2)"2 4 In N

n~No

® St hihy <0 alors

Y e(Fiypa(n)) < (102l Ng™ + [ho N7+ 1)(Aa NG~ + B2 N7=2)75 + In N

n~No

15



Balog et Friedlander [3] ont démontré récemment un théoreme hybride entre le théo-
réme de Vinogradov et celui de Piatetski-Shapiro, dont nous donnons I’amélioration sui-

vante:

Théoréeme 1.11 Soit ¢ < i—-gg = 1.05851.... Tout entier naturel N impair assez grand

s’écrit comme somme de trois nombres premiers de la forme [n°].

L’intervalle correspondant dans la preuve de Balog et Friedlander était ¢ < 2% = 1.05.
Notre approche est identique pour ramener le probléeme a 1’étude de sommes de type
I et de sommes de type II:

S(a,v; H,M,N) = Z Enambne(amn + h(mn)?)

h~H maM o, MN
m

mais le traitement des sommes de type I est différent: nous ne choisissons pas la méme
variable pour appliquer la formule sommatoire de Poisson, ce qui nous permet ensuite
d’utiliser une paire d’exposants, ce qui n’était pas possible par la méthode utilisée par

Balog et Friedlander.
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Chapitre 2

Théorémes de sommes
d’exponentielles

Dans ce chapitre nous regroupons différentes majorations de sommes d’exponentielles
d’une forme particuliére qui sont la clé de plusieurs questions traitées dans cette thése, et
qui apparaissent naturellement dans la plupart des problémes liés a I’étude de la suite de
Piatetski-Shapiro.

Soient « € [0,1],y €]0,1[, H,M,N > 1 et €4,am,b, des nombres complexes de module
au plus égal a 1.

On pose:

S(a,v; HLM,N) =Y > Y enambae(amn + h(mn)?) (2.1)

hnH maM o MN
Les premiers résultats relevent de méthodes traditionnelles de sommes d’exponen-
tielles. Les trois derniers résultats sont des conséquences du double grand crible en di-
mension 1: seul, combiné avec le shift de Weyl- van der Corput, et combiné avec la formule

sommatoire de Poisson et le shift de Weyl - van der Corput.

2.1 La méthode des petits intervalles

Nous allons donner une légére amélioration du traitement par la méthode des petits
intervalles des sommes de type II fourni par Heath-Brown [15], grace a I’utilisation d’une

paire d’exposants.
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Nous supposerons ici que a = 0.

Définissons pour 1 < ¢; < Q:
Su = #{(n,h) eN? | 4HN" (1 —1)Q7" < hn” <4HN":Q7'}

Grace a l'introduction de ’ensemble S,,, avant d’appliquer Cauchy-Schwarz, nous
avons un bon contrdle de ’ordre de grandeur de hyn,? — hony?, ce qui augmente ’efficacité

de la théorie des paires d’exposants.
SO,v;H,M,N>’ < QM > > o 120 e((ham” — hany")m?))|
1<q1£Q (n1,h1)€ESy, (n2,h2)ESE, mEI
ou I est un intervalle dépendant de n;, n,.

Soit (p, q) une paire d’exposants. On applique maintenant le lemme D.1 & la sommation

en m, et on regroupe tous les S, , d’ou ’estimation:

SO,vHMN?<QM S Y Y min(M,\|TTMTVHAPMO-NRE) (2.2)
1<q1<Q hy,ho~H ny na~N

ou A= (hlnl" — h2n2’7) vérifie IAl < 4HN7Q—1.
Pour évaluer le nombre de solutions de I’inégalité précédente, nous utilisons le résultat

classique suivant (lemme 1 de [9] par exemple), qui évalue le nombre de solutions de cette

derniére inégalité:

Lemme 2.1 Soient af # 0, A >0, M > 1 et N > 1. Soit A(M,N;A) le nombre de

quadruplets (mq, mq,nq,ny) tels que:
Miya (M
() ~ G <A
avec M < my,mqy < 2M et N < ny,ny < 2N. On a alors:
AM,N;A) <op MNIn2MN + AM?N?

Suivant les valeurs de A, la valeur du minimum apparaissant dans (2.2) prend une

expression différente, ce qui nous conduit a distinguer |A\| < M~ et || > M7,
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Dans ce dernier cas nous effectuons un découpage dyadique de I’intervalle:
|M~" AQHN™"|
Nous en déduisons 1’estimation:
S(0,v; H,M,N)? < (Ty + T2 + Ts)In2HMN

ou T; représente les termes |A\| < M ™7, T, la contribution de |[A|*M*~7 et T3 la contri-

bution de [A[PM(~1)P+4 dans le cas ou |A| > M~7:

T, = QM*HN + HM-'N*")In2HN

T, = QM max (A7'(HN+AHN*7)ln2HN)
.'—y 272
T = QM(Hg )”M("’I)P+9(HN+H QN )In2HN

Remarquons que 77 = T5.
D’autre part, en supposant N < (M N)" et Q < HN, les expressions de T et T3 se

simplifient:

Ty, €« HQMN)*N~'In2HN
Ts < Q-pH2+p(MN)1+'yp+q—pN1+p-q In2HN

On choisit:

=1typtq—p . 2+p—¢q

Q=14+ H(MN) 1+ N1+

le 1 servant a assurer @ > 1, et ’autre terme permettant d’égaliser les contributions de
T1 et T3.
La condition @ < HN équivaut a:

N-7 ¢ (MN)I—q+p(l—'r)

ce qui est toujours vrai.

On en déduit le:
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Théoréme 2.2 Sous la condition N < (MN)", on a l’estimation:
S(0,v; H, M, N) < (H¥(MN)N-% + H(MN) %45 Nx&9) In2HM N

valable pour toute paire d’ezposants (p,q).

2.2 Shift et paires d’exposants

Nous allons ici donner une estimation de S(a,~; H, M, N) en nous inspirant de la
méthode de Heath-Brown pour traiter les sommes de type 1.

Nous supposons b, = 1.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

S(a,'y;H,M,N)zﬁHME E | E e(amn-}-h(mn)")l2
hnH maM o MN

Nous appliquons maintenant 1’inégalité de Weyl - van der Corput sous la forme du
lemme A.1.

Soit 1 < Qo < %

On note t(n,q) = (n + q)" — (n — q)".

On a P’estimation:

S(a,v; H,M,N)* < HMN

Z e(2agm + hm"t(n,q))

h~vH m~M |g]|<Qo —<n—-q,n+q<2—
En effectuant un découpage dyadique de I'intervalle de sommation sur g, on obtient:

HMN HMNIn2N . 1
S(e,v; H,M,N) < X L S— )2 (,max T(Q))?

ou:

T(Q) = Z Z Z Z e(2agm + hm"t(n, q))

h~vH moM gnQ MN ¢ g g MN

Soient M < M;(n,q) < M,(n,q) < 2M.
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Par la formule sommatoire de Poisson (voir en Annexe 1’égalité B.2):

e(2agm + hmt(n,q)) =

Mi(n,q)<m<Mz(n,q)
1 -2 1
e(—3) 2 e1()(ht(n, 9)) T |v — 2aq| F=Te(ca(7)(ht(n, ¢)) 7 (v — 209) 77)
vel

+O(In2HMN + (ht(n,q)M™"?)"3)

ou:
I = [2aq + vht(n,q)My(n,q)""", 2aq + Yht(n, q)Ma(n,q)" "]

Remarquons que:

v —2aq X QH(MN)"!

Par conséquent les ordres de grandeur de tous les termes de ’expression précédente
sont bien déterminés, en particulier celui & ’intérieur de ’exponentielle complexe. Pour
chaque ¢, v, les conditions de sommation sur n et v définissent un intervalle en n, ce
qui nous autorise a intervertir les sommations. Cela nous permet d’appliquer une paire
d’exposants a la sommation en n, dans le cas ou la dérivée en n est > 1 sur tout I’intervalle
de sommation en n. Dans I’autre cas, on applique la formule sommatoire de Poisson, ce

qui nous donne O(1) intégrales trigonométriques que ’on peut majorer par I'inverse de la

dérivée.
On a:
(A, @) (v — 200) ) < QH(MNY'N"?
Donc:

T(Q) < QH(QH(MN)™ ' )(QHN" )T (QH(MN)™ ")
(QH(MNY'N-?PN* + (QH(MN)'N=)"")
+QHNIn2HMN
+QHN(QHN " M"?)"3
< (QH)F?(MN)®+2) No-2~3 4 (QH)3(MN) 3 N2
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+QHNIn2HMN + (QH)?(MN)"-3 N3

On constate dans cette expression que le quatriéme terme domine le deuxiéme, d’ou

Pestimation:

S(a,v; H,M,N) < Héwfv+(HMJC\;IH2N)%((QH)%ﬂ(MN)«(w%)Nq-z,,_%
0? o

+ (QH)}(MN)3N?
+QHNIn2HMN
+(QH)} (MN)'"3N%)

ce qui revient a:

TN 4 (Qo ¥ R (N e e

S(e, 7 H,M,N) < +

1
02

+ H(MN):NZIn2HMN
-1_3 1= Ard
+ Qg *HY(MN)'"iN%)In2N

On introduit une variable H' > H dont ’utilité sera expliquée plus loin.
Pour H' > H, on peut remplacer H par H' dans les expressions précédentes.
Les deux termes principaux de la derniére estimation de S(«a,; H, M, N) sont les deux

premiers termes. Nous allons donc choisir Qg de maniére a rendre égaux ces deux termes.

2—v(2p+1) 4p+1-2¢

Q0=1+H’—%E;_;(MN) 2p+3 N 2p+3

Nous sommes maintenant en mesure d’expliquer la présence de H’: dans les applica-
tions, on risque d’étre géné par les petites valeurs de H (que nous aurons a considérer au

début d’un développement en série de Fourier), pour lesquelles la condition:

2-(2p+1) __4p41-2¢ N

H‘%%%(MN) 2p+3 [N 2p+3 S?

pourrait ne pas étre vérifiée.

On peut donc énoncer le:
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Théoréme 2.3 Soit (p,q) une paire d’ezxposants telle que 4p+1—2q > 0, et H' > H tel

que:
2-7(2p+1)  4pp1-—2¢g

H'~ 2p+3(MN) 2733 N 2p83 &K N

on a alors, pour tout n > 0 suffisamment petit, l’estimation:

(MN)™S(a,v; H,M,N) <, H'%(MN)L"‘L)—L‘Q e N~ Here

2+v(2p+1) 2gq—4p—1
4

+ B (MN)EEE N

+ H'(MN):N?

4p45—7 1+9—p

+H’4p+6(MN) ipt6 [N apté

2.3 Double grand crible

On suppose dans ce paragraphe que a = 0.
La formule de Perron (voir le lemme A.2 en annexe) nous permet immédiatement de
séparer les variables m et n de leur condition multiplicative.

Le double grand crible en dimension 1 peut s’exprimer sous la forme de la proposition

1 de [9]:

Proposition 2.4 Soient ¢,, 1, des nombres complezes, et X = (z,), Y = (ys) des suites

finies de nombres réels tels que |z,| < X, |lys| < Y. On a alors:
|Bs,o(X, V)* < 20(1 + XY)By(X,Y)By(, X)

avec’

BqS,t.b(Xa y) = z: Z ¢,¢,e(a:,y,)

By(X,Y) = > |¢ndnl
|Try —zrp ISY 1
Bd’(an) = Z |¢31'¢’32|

[ysy —ysp [<X 1

Cette proposition permet de démontrer le théoréme 2 de [9]:

23



Théoréme 2.5 Soient a; # 0, M; > 1 pour j = 1,2,3,4, £ > 0, €t dm;m;,Pmsm, des

nombres complezes tels que |dmimy| L 1, |Pmam,| < 1. On a alors:

mtln mglz mgs m:u
S‘ﬁ.'l’(Ml, M2a MS, M4) = mg‘%{j ¢m1m2¢m3m46($ M{legzMga :4)

< (($M1M2M3M4)% + Mle(M3M4)%
+ (Mle)%Mg,M.; + $_%M1M2M3M4) In 2M1M2M3M4

On majore S(0,v; H, M, N) en utilisant ce théoréme avec le choix de parametres M; =

H My=M,M3=N,My=1et z=HM"N", on obtient le:
Théoréme 2.6 On a l’estimation:

5(0,v; H,M,N) < (H(MN)*% +(HMN)N~3
+(HMN)iN% + H:(MN)'"%)In2HMN

2.4 Shift et double grand crible

On suppose dans ce paragraphe que a = 0.

La formule de Perron (voir le lemme A.2 en annexe) nous permet immédiatement de
séparer les variables m et n de leur condition multiplicative.

Nous allons maintenant énoncer le théoréme 3 de [9] dont la preuve consiste & effectuer
un shift de Weyl - van der Corput en n puis a majorer la somme obtenue grace a la formule

du double grand crible en dimension 1, donnée par la proposition 2.4.

Théoréeme 2.7 Soient a,a;,a2 des constantes réelles telles que a # 1 et aayay # 0.
Soient M, M, M3,z > 1, €t ¢m,%m,m, des nombres complezes tels que |¢m| < 1, |Ymyma| <

1. On a alors:

mamalmaz

Sw(M, My, My) = P Pmymy (T ——

¢¢( y AH1 2) m;MmE:Mlm;Mz Pmim, ( MaM11M22)
& (¥ M2 (MyMy): + M© MM,

+ M(M;M,)? + z=% M35 My M) (In 2M M, M,)?
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Rappelons la preuve de Fouvry et Iwaniec.

D’apreés le lemme A.1, on a:
1Ssw| < Q7'M My Mo(MM, M; +|S(Qo)| 1In 2Q)

pour tout @ < % et un certain Qy < Q, avec

y t(m, g)my'm;?
5(Qo) = E(l“%)ZZZ‘ﬁmﬂ‘ﬁm-qe(‘” ;aL;IM?Z )

q~Qo m mi; m2

et
t(m,q) = (m+q)* — (m —q)* ~ QoM*~"

On applique le lemme 2.4 et on obtient:
$(Qo) < (ABzQoM ™)}
ou A est le nombre de quadruplets (mq, m3, M1, M2) tels que:
G - G
et B le nombre de quadruplets (m,m, g, §) tels que:
lt(m, q) — (i, §)| < z7' M*

Le lemme d’espacement permettant de majorer A est le lemme 2.1, tandis que le

difficile probléme d’espacement permettant de majorer B est donné par la proposition 2

de [9]:

Proposition 2.8 Soit B(M,Q,A) le nombre de quadruplets (m,m,q,q), avec M < m <
2M, Q < q<2Q et 3Q < M, tels que:

lt(m, q) — t(, 3)| < AQM*"!
alors s1 Q < M2 on a:
B(M,Q,A) <o (MQ + AM?*Q* + M2Q%)(In2M)?
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On obtient ainsi ’estimation:

2
A_’I_Ml_%)%(l + ﬁ)%(ln 2M M, M,)3
zQo z

On observe que la plus "mauvaise” valeur pour Qg est Qo = Q. En prenant Q = %—M %,

S(Qo) < Qo(z M My)3 (1 +

on obtient le théoreme précédent.

En choisissant optimalement Qy, grice au lemme 2 de [25]:
Lemme 2.9 Soient M >0, N >0, 4, >0,v, >0, Ay >0, B, >0 pourl <m< M,
1<n<N.

Pour 0 < Q1 < @2, il existe un q tel que Q1 < q < Q2 et:

M N M N . M N
Y Amg* + Y Bag " K 3 Y (AnBrm)Tmtw + 3 AnQi™ + Y BaQ3™

m=1 n=1 m=1n=1 m=1 n=1

Liu a obtenu le:

Théoréme 2.10 Avec les mémes hypothéses et les mémes notations que le théoréme pré-

cédent, on a pour M < z l’estimation:

Sew(M, My, M;) < (MyM,) M7zt + MyM,M3(1 + M3z~3)%
+ M(MM;)% 2™ % + (MyM,)% M3 g
+ M(M; M,)% + (MyM;)3 Migs
En appliquant ce théoréme, on obtient le:

Théoréme 2.11 On suppose HMMN)" > N. On a l’estimation:
5(0,v;H,M,N) < (H(MN)S¥N-i + HMMN)N-}
+ Hi(MN)'-1N% + H#(MN)® %" N3
+ H(MN)5PN-% + Hi(MN)iN*

+ H(MN)*¥ N-%)(ln2HMN)?
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2.5 Poisson, shift et double grand crible

On suppose dans ce paragraphe que a =0 et b, = 1.
Ceci nous permet d’utiliser sur la variable n la formule sommatoire de Poisson (B.2),

et aprés une sommation par parties on obtient:

N 1

e(h(mn)” —_— e(c(y)(hm v~ 7)1

; (h(mn)") < (HMN))E ve;{,’m) (c(2)( )*=)
N

+1In2N 4 ———
(H(MN))?

ou I(h,m) est un certain intervalle inclus dans [yHM?Y(2N)""1,2yH(2M)" N 1]

La somme d’exponentielles obtenue est ensuite traitée par la méthode expliquée au

paragraphe précédent, avec cette différence que la formule de Perron (lemme A.2) servira

a s’affranchir de la condition v € I(h,m).
L’estimation donnée par le théoréme 2.10 s’appliquera donc a cette somme, avec le

choix de paramétres My ~ H, My~ M, M ~» HHMN)'N71 z~» H(MN)".

On obtient ainsi 1’estimation:

Théoréeme 2.12 On suppose HHMN)Y > N et b, = 1. On a lestimation:
SN 4 HE(MN)HEN-S

S(0a7;HaM,N) <y (H}—%(MN) 11
+ HYMN)HEN-8 4 g (N N-R

3

4

+ HE(MN)SEN-% + HY(MN)®N-
+ HMN)¥ N~} + HMN)N-!

+ Hi*(MN)'"3)(HMN)"
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Chapitre 3

La partie fractionnaire de p’

3.1 Introduction

Soient z >0,0<60<1,0<6<1.
On s’intéresse au nombre de premiers p < z tels que {p’} < 6.

On voudrait, pour des valeurs de 8 et é convenables, montrer que ’on a 1’égalité:

#{p<z | {#'} <6} =6n(z)(1+0(1))

Balog [1] et [2] a démontré par des méthodes d’analyse complexe le:

1

Théoréme 3.1 Pour 0 arbitrairement fizé dans lintervalle ; < 0 < 1, le nombre de

wl

premiers p < z satisfaisant {p®} < § est

bz

wlhz

67(z) + O(z'* w¥(Inz)® +

)

uniformément pour 0 <6 <letl <w< T3,

En utilisant des méthodes de sommes d’exponentielles, et en particulier le double grand

crible, nous allons prouver trés simplement les théorémes suivants:
Théoréme 3.2 Soient 0 < 0 <1 et e > 0. On a l’égalité:

#{p<z | {p°} <8} =6n(z)+ Op(z™=x1-0155D+4e 4 51—
uniformément pour 0 < § < 1.
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Théoréme 3.3 Soient 0 < 0 <1 et € > 0. On a l’égalité:

3

I A(n) = 6¢(x) + Op o (a0 1+ 4 517
n<s
{nf}<s

uniformément pour 0 < § < 1.

Théoréme 3.4 Soient (am)maM, (Bn)n~n, avec MN = z, |am|, |Bn]| < 1. Soit n > 0.

On a les égalités:

Z amfPn = 6 Z QP

r<mn<2zx z<mn<2z
{(mn)f}<s

+ Opp(MN)mxC-0525 004 1 S(MN)'~2 + (MN)+7 N~
+ 65 (MN)¥INT 4 53 (MN)-5+3)

Zam EEam

s<mn<2z z<mn<l2z
{(mn)8}<s

+ Oa,,,((MN)m“"(l"a’l—}L—e'%Hn +8(MN)'- + 5—%(MN)1+§+221N—1)
uniformément pour 0 < § < 1.

La conséquence la plus importante du théoréme 3.2 est le

Corollaire 3.5 Soit 0 < § < 1. Alors on a:
#{p<z | {#’} <6} =6bn(z)(1+O0(z™))

uniformément pour

&> z—min(e,l—;e,-i-)+5c

Balog [1] a montré un corollaire similaire, obtenu a partir du théoréme 3.1 en prenant
€

Ww=2=I.

On voit donc que lintervalle |0, 1[ est découpé en trois:

e sur ]0,1], la condition précédente devient § > z=+3,
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e sur [}

o 0 , . __1
4,% , la condition précédente devient § > z~11+3¢,

e sur [3,1], la condition précédente devient & > giTte,

D’autre part, pour 6 au voisinage de 1, ce résultat pourrait étre amélioré en employant
d’autre techniques que celles employées dans ce chapitre: 1’identité de Heath-Brown (voir
en annexe E.2), et les théorémes 2.11 et 2.12, et ’étude, qui ressemblerait beaucoup au

chapitre 5, ne sera donc pas répétée ici.

3.2 Reéduction du probleme

Par une sommation par parties, il est clair que le théoréme 3.3 implique le théoreme
3.2.

Nous allons maintenant montrer que la preuve du théoréme 3.3 se réduit a prouver le
théoreme 3.4.

Pour 0 < 6 < 1, définissons:

£(0) = max(1 — 0,222

Pour prouver le théoreme 3.3, il suffit d’établir le:

Lemme 3.6 Soitent 0 < 0 <1 et € > 0. On a légalité:

> An) = 8((22) — $(2)) + Ope (/O + 8277%)
e

uniformément pour 0 < 6 < 1.

En effectuant un découpage dyadique de I'intervalle [1,z], et en appliquant le lemme
précédent pour chaque intervalle obtenu, on est amené a sommer les termes d’erreur, ce
qui revient & sommer une progression géométrique, d’ou le théoreéme 3.3.

Remarquons ensuite qu’il suffit de montrer le lemme précédent pour:
§ > gf(0)-14e
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En effet, pour 6§ < £f)-1*¢ on doit montrer 1’estimation:

3 A(n) <o, afO)Fe

z<n<L2z
{nf}<s

Cette estimation découle de 'inégalité:

Y A< 3 A(n)

z<n<2z z<n<2z
{n}<s {n®}<éo

pour & = zf)-1%¢ et de ’étude du cas 6§ = &y, que nous allons traiter: nous supposons

maintenant § > &.

On utilise a présent ’identité de Vaughan (voir en Annexe E.1), ce qui montre que la

démonstration du lemme 3.6 se réduit a prouver le:

Lemme 3.7 Soient (am)m~r, (Bn)n~n, avec MN = z, |anl|, |Bn| < 1. Soit € > 0.

e On a l’égalité:

E amfPn = 6 E mfn

z<mn<2z r<mn<2z
{(mn)f}<s

+ Og(MN)OFe 4 §(MN)'~%)
uniformément pour § > 8 et (MN)2 < N < (MN)3.

e On a légalité:

Zam=52am

z<mn<2z z<mn<2z
{(mn)®}<s

+ Op, e ((MN)!O*e 4 §(MN)'-%)
uniformément pour § > 8 et N > (MN)3.

Ce lemme découle directement du Theoréme 3.4, en utilisant ’inégalité § > &.

En effet, pour les sommes de type II, on a, pour  convenable, et (M N )% < N«
(MN)3:
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trivialement:

(MN)f(0)+n < (MN)f(o)"”

trivialement:

§(MN)'-% < §(MN)*-%

tout d’abord puisque N 3> (MN)3:

(MN)"#"N~% < (MN)it

donc:

(MN)*N~% & (MN)/€)te
e tout d’abord puisque N < (MN)3:
§3(MN)i*3IN?T < §5(MN)st3
et donc puisque § > 8 > (MN)~3+2+n;
§1(MN)3*3IN? <« §(MN)'"%
e puisque § > § > (MN)~%* on a:
§3(MN)'-2+3 < §(MN)'-%

Pour les sommes de type I, on a, pour 7 convenable, et N > (M N )%:

e trivialement:

(MN)f(0)+n < (MN)f(9)+e

e trivialement:

§(MN)'"% < §(MN)*~%
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e puisque N > (MN)3 on a:
§HMN)HHENT < 5 (MN)HET

si bien que:

§TH(MN)"*HE+HE N < §(MN)~i

pourvu que:

&> (MN)3—3+n+é
ce qui est assuré par la condition § > .

Il nous reste donc a prouver le théoreme 3.4.

3.3 Passage aux sommes d’exponentielles
Pour z réel, 0 < § < 1, on a la caractérisation:

{z}<bé<=[z]-[z-6]=1

On a:
Y amba= Y anBallmn)’] - [(mn)’ - 3]
z<mn<2z z<mn<2z
{(mn)f}<s -

d’ou Iégalité:
z Amfn =6 Z amfBn — €

r<mn<2z z<mn<2z
{(mn)}<s

€= Z<2 amBa({(mn)’} — {(mn)’ - 6})

On utilise & présent le développement en série de Fourier de la fonction partie frac-

tionnaire donné par D.1. On a donc:

e(h(mn)°®) — e(h((mn)’ — §))
2irh

= ¥ anbu( 2

z<mn<2z o<|h|<H

+ E(mn, 0, 6))
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1 . 1
Gy ) Y Gy =5 )

En regroupant les variables mn en une seule et en utilisant ’estimation D.5, avec le

E(mn,0,6) < min(1,

choix H = §~'z", la contribution des termes E(mn, 8, §) est majorée par
§(MN)"% 4 (MN)*~® 4 §3(MN)i+3

Les deux derniers termes sont absorbé par les autres termes d’erreur des sommes de
type I et II. On retrouve par contre le premier terme dans le terme d’erreur des sommes
de type II comme dans celui des sommes de type 1.

Par une sommation par parties, on se ramene ensuite a estimer:

5§ Y 3" ampPae(h(mn)?)

z<mn<2z 0<|h|<H

c’est-a-dire a majorer des sommes de type II si §, est quelconque, et des sommes de type

Isig,=1.

3.4 Utilisation du double grand crible
Sommes de type 11

On utilise le théoréme 2.6. On est ramené & évaluer les expressions suivantes:
SH(MN)%*
S(HMN)N™%
S§(HMN)iNz
§Hi(MN)'"%

En remplacant H par sa valeur, on retrouve immédiatement le terme d’erreur des

sommes de type II du théoreme 3.4.
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Sommes de type I

On applique une majoration élémentaire sous la forme du lemme D.1 avec (p,q) =

(%,%), A = N, v=40. On est ramené a estimer:
SHM((HM®)'N'=° + (HM°N®)¥)

En remplacant H par sa valeur, on retrouve immédiatement le terme d’erreur des

sommes de type I du théoreme 3.4.

3.5 Commentaires

Insistons une fois de plus sur la simplicité extréme de cette démonstration: apres une
préparation tout a fait classique, il suffit d’appliquer le double grand crible.

De plus, la forme du théoréme 3.4 nous assure que nous sommes en mesure d’éta-
blir, dans le méme ordre d’idées, ’équirépartition de beaucoup de suites définies par des
contraites conduisant & des sommes de type I ou II, par exemple:

> d(n), Y da(n),..., X di(n)

n<z n<z n<z
{(n)P}<s {(n)f}<s {(n)P}<s

ou bien:

Y. =6(x(2P) — n(P))(x(2P) — n(Py))

{(p1p2)°}<6

ou la sommation est faite pour P, < p; < 2P, et P, < p; < 2P, avec P, et P, convena-

blement choisis.
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Chapitre 4

Sur un théoreme hybride de Balog -
Friedlander

4.1 Introduction

Le théoreme de Vinogradov [32] donne une formule asymptotique pour le nombre
de représentations de tout entier impair N suffisamment grand comme somme de trois
nombres premiers.

Ceci peut s’exprimer (voir [31]) sous la forme:

RN)= ¥ (1ap)inps)(in) = 3o(NIN" + Oalgpiyss)

p1+p2+pa=N

avec A > 0 arbitraire et o(NV) la série singuliére:

a(N) = H(l 1)2)H(1+ 1)3)

p/N
Balog et Friedlander [3] ont démontré que I’on pouvait se restreindre a des nombres

premiers de Piatetski-Shapiro. Plus précisément, ils ont démontré le théoréme:
Théoréme 4.1 Soient 11, 72, v3 tels que 0 < ; <1 et:

9(1 —_ 73) < 1
91 —y)+6(l—7) < 1
I —m)+6(1—-1)+6(1—7) < 1
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alors pour tout A > 0 on a:

1 1— 1— 1—
T(N) = —— " (In " (1n % (In p
( ) N +72+7s p1+nz+:r:i=1v 1 ( p )pz ( p2)p3 ( 3)

P =[".'7‘ }
N2

1 2
= -?-a(N)N +OA(W)

Ils en déduisent le corollaire:

Corollaire 4.2 Pour tout 1 < ¢ < & = 1.05..., les nombres premiers de la forme [n°]
ont la propriété que tout entier impair suffisamment grand peut s’écrire comme somme de

trois d’entre euz.

Nous montrerons dans ce chapitre que ’on peut améliorer les conditions du théoreme

précédent, avec comme conséquence une extension a l'intervalle 1 < ¢ < %%g = 1.05851...

du corollaire.

4.2 Réduction du probléeme

La démonstration de Balog et Friedlander consiste a se ramener au résultat de Vino-
gradov. En fait, ils montrent que pour ¢ assez petit, on a T(N) = R(N) + O(N?¢).

En écrivant pour g(a) = Y ,«n e(ap)lnp, on a:
1
R(N) = /0 ¢*(a)e(—Na)da
D’autre part pour:

fi@) = = Y e(ap)p ™" Inp((—p*] — [~ (p + 1))

t p<N

T(N) = [ fi(@)fa(0)fo(@)e(~Na)da
si bien que:
1 1 1
T(N)=-R(N) < (sup|fi=g) [ |fofolda+(sup | fo—g]) [ lafsldat(sup | fs=g]) [ loPde
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En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, I’identité de Parseval ainsi que I’estimation

de Deshouillers [8] (conséquence directe d’une majoration de crible):

Proposition 4.3 Pour tout 0 < v < 1, on a l’estimation:

Ll
Z 1K na
p<s n
p=[n7]

ils en déduisent que le théoréme 4.1 découle du:

Théoréme 4.4 Soient v, 6§ tels que 0 <y <1,0< § et:
I1—-7v)+126 <1

Alors, uniformément en a, on a:

1 _ _
= Y e(ap)p' "lnp= ) e(ep)lnp+ O(N'™)
p<11 p<N
r=[n7]

ot la constante implicite dépend au plus de v et de 6.

Pour démontrer le théoréme 4.1, Balog et Friedlander ont prouvé qu’il suffisait d’ap-
pliquer le théoréme précédent aux couples (vi,6;), avec 65 = 0 , 6, = (1 — 73) et
61 =3(1 —72) + 1(1 — ¥3), 772 et 73 étant fixés.

Il reste donc a établir le théoréme 4.4. On se raméne a un probleme de sommes d’ex-
ponentielles: il faut montrer pour tout 1 < z < N, € > 0 assez petit, Hy = gl-véte
Hy=z1"",0<u<1, H<Hy:

min(L, ) 3 | T A(R)e(ak + h(k +u)?)| < 2175
h~H k~z

Par une identité combinatoire inspirée de celle de Heath-Brown (voir en Annexe),
Balog et Friedlander ont prouvé qu’on est ramené 3 ’estimation de sommes de type I et

de sommes de type II:

S(a,v; HyM,N) = > Y enambne(amn + h(mn)?)
heH maM g BN
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avec b, = 1 et M < z° pour les sommes de type I, b, quelconque et z> < M < z° pour
les sommes de type II, avec les conditions combinatoires: b < %, l—-c<c—bl—-a<3s.

Dans ce probléme, ce sont les sommes de type I qui imposent les restrictions finales.
Nous allons donc améliorer le traitement des sommes de type I, ce qui aura pour consé-
quence une amélioration du théoréme 4.4 et du théoréme 4.1, ce qui entrainera un élar-

gissement de 'intervalle de validité du corollaire.

4.3 Traitement des sommes de type I

Pour Hy = (MN)'™"**¢ H, = (MN)", 1 < H < H,, nous voulons montrer
I’estimation:

min(1, %)S(a, v, H,M,N) < (MN)'~%=¢

ou S(a,~v; H,M,N) est la somme étudiée au chapitre 2 avec: b, = 1.
D’apres le théoréme 2.3, avec une paire d’exposants (p, q) telle que 4p+1 —2g > 0 et

H' > H, il suffit d’avoir les estimations:

H'™ 29+3(MN)—;!%*%2N% < N

2
min(1, ﬂ)ﬂ'%ﬂ%(MN)ﬁ%%&N-%l < (MN)=s=e=

‘2+'y(2p+l) 2q—4p—1

min(1, -——)H’ (MN) N7t <« (MN)'=4ern

min(1,—‘)H'(MN)%N% < (MN)I=8===n

4pt+5—y 1+9-p

min(l II{{)H,“’*G (MN) 6 N™ ipi8 & (MN)I—&—e-n

Choisissons pour H' = —(11_;9—3 On a donc H' > H;.

Pour tout B €]0,1], on a I'inégalité:

Z)H’ﬁ<Hﬁ

min(1,
et pour tout 8 > 1, on a I’inégalité:
min(1, %)H’ﬁ < HiH ™
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I1 suffit d’avoir les estimations:

_2pt1 2—v(2p+1) 4p41-—2q
H,"%+3(MN) 243 2p+3

2pt1 a(2p+1)+4p+4 _ 4p41-2¢g
HyHyw+e (MN)™ »i6 i e

HyHo 5 (M N) 2 ==t

Hy(MN)iN3

4 5 4 5= 1 —
Hy 3% (MN) % N~

IA

<

<

<

<

N

2
(MN)I—S—s—n

(MN)I—S—e—n
(MN)I-S—s—n
(MN)I—S-e—n

On remplace Hy et H, par leurs valeurs et 1’on obtient:

N > (MN)m#a5

6p+5—y(4p+6)+6(6p+7)+10(e+n)

N > ( MN ) ipfi—2q

N > (MN) 2P+3—4'74+:£21Pj'2-';)+3(¢+n)

N < (MN)27-1-26-2(5+1;)_

N < ( M N) -4p-4+'1(4pt:+)_;i(24:+6)-8(¢+n)

La premiere condition est satisfaite pourvu que N > (M N )%.

La deuxiéme condition implique la troisiéme.

Pour nous affranchir des deux derniéres conditions, nous utiliserons une majoration

élémentaire par le théoreme 5.9 de [28]:

Lemme 4.5 Si f est de classe C? avec 0 < A3 < f"(z) < hA; (ou 0 < Ay < —f"(z) <

hAz) sur [a,b], alors on a:

Y <h(b—a+1)A + ;2

a<n<b

L’estimation cherchée est vraie dés que:

(MN)Y*3H,HIN"! + (MN)'"-3H} < (MN)'-5-*

donc des que:

21—9)+26<1
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et:

N >> (MN) 3—21_-};;1613:

Ceci nous libére de la quatrieme condition pourvu que:
61—-7)+76<1
et de la cinquieme condition pourvu que:
6p+2¢+14)(1—~)+(5p+3¢+15)6<p—q+3

Il nous reste a traiter la deuxiéme condition, qui correspond au terme principal et
devrait donc étre la plus contraignante. Nous devons vérifier la condition résultant de
I’étude combinatoire:

C
1—a<§

Ici, cela nous donne:

6p+5—v(4p+6)+6(6p+T7)  v—26
<
4dp+1—2¢q 2

ce qui revient a:
(12p—2¢+13)(1 — ) + (10p — 29+ 8)6 <3 —2¢
En résumé, nous avons établi le

Théoréme 4.6 Soient v, § tels que 0 < v < 1, 0 < §. Soit (p,q) une paire d’ezposants.

On suppose:

6(1—7)+7 < 1
6p+2¢+14)(1—7v)+(5p+3¢+15)8 < 3+p—g¢q
(12p — 2¢ +13)(1 —7) + (10p— 2 + 8)6 < 3—2g

dp+1-—-2¢ > 0
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Alors, uniformément en a, on a:

1
2 elep)p'inp =3 e(ap)lnp+ O(N'™)
p[<lil p<N
p=[n

ot la constante implicite dépend au plus de v et de 6.

71,72 et 3 étant fixés, il suffit de vérifier les conditions précédentes pour les couples
(7i,8:), avec 63 =0, 8 = 3(1 —y3) et 6, = 1(1 — 72) + 2(1 — 7s).
Par exemplesi 71 =9, =93 =9, 0ona 6 = 3(1 —9) et 6§, =1 — 4, donc il suffit de

vérifier les conditions pour (v,6) = (,1 — 7), et on obtient les conditions:

c < E))-
12
11p+ 5¢ + 29
c <
10p 4 6q + 26
32p — 69+ 29
¢ < 3p_4q+¥26

0 < 4p+1-—2¢

4.4 Conclusion

Avec la paire d’exposants (g, 27 ), on obtient les conditions:

13

c < -1—2—1.083333...
348

c < 3—23—1.077399...
199

c < 1—88-—1.05851...

0 < dp+1—29=-2

41

Nous améliorons ainsi le résultat de Balog-Friedlander: ¢ < 2 = 1.05, qui devient

199 _
Il ne fait aucun doute que 1’on peut encore améliorer ce résultat en utilisant une paire

d’exposants plus sophistiquée.

42






Chapitre 5

Le théoreme de Piatetski-Shapiro

5.1 La suite de Piatetski-Shapiro

Nous allons rassembler ici quelques propriétés élémentaires de la suite de Piatetski-
Shapiro.

Désignons par P 1’ensemble des nombres premiers.

Soitc>1y=21etz>1.

On note: 7.(z) = #{n < z | [n] € P}.

On pense que I’équivalence:

T

we(z) ~ z — 400

clnz

est vraie pour tout ¢ > 0, ¢ # 2,3,4,....

Théoréme 5.1 Pour c < $21 = 1.15447001..., on a ’équivalence:

z

me(@) ~ clnz T oo

Donnons une caractérisation plus exploitable de w.(z).

On a p = [n] si et seulement si p? < n < (p + 1)7, C’est-a-dire si et seulement si
[l - [-(p+1)"]=1.

Ceci nous permet d’affirmer:

me(z) = 3 ([-p"]1 - [=(p+ 1)) +O(1)

p<ze©
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ou le terme en O(1) correspond & un effet de bord éventuel de I’intervalle de sommation.
Nous pouvons alors faire intervenir la fonction partie fractionnaire:
m(z) =2 (p+1)=p) = X ({-p"} - {-(p+1)"DH + O(1)
p<z* p<z*©

D’autre part, le théoréme des nombres premiers implique:

2 (p+1)=p)=

p<z°¢

z
ln T +O( (In z)? )
Il reste donc a montrer ’estimation:
E ({_ 1} { (P+ 1)1}) <A ( )
p<z°
L’équivalent recherché découlera donc, pour ¢ < 2, de la preuve de ’estimation:
2 AMa)({-a"} - {-(e+ 1)) < —
a~A
On utilise maintenant le développement en séries de Fourier donné par 1’estimation

D.1 qui nous rameéne & montrer les estimations:

Y Y Ad )e(h(a+1) ) — e(ha?) < A

0<|h|<H a~A InA
3" min(1, =) a

min(1 L 57—

Tmint grey) € Gar

Cette derniére estimation découle immédiatement de l’estimation D.5 pour H =

Al-r+n,

Quant a ’autre estimation, une sommation par parties permet de la ramener a montrer:

A
5 A(a)F(a) < LA

ou:

F(a)= ) exe(ha")

0<h<H
avec |ep| < 1.
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Il ne reste alors plus qu’a utiliser une identité combinatoire pour se ramener a la
majoration de sommes de type I et de sommes de type II. Nous choisirons I’identité de
Heath-Brown (voir en Annexe le paragraphe E.2) qui donne le meilleur résultat ici.

Nous devons établir les estimations suivantes:

e pour les sommes de type II:
2; €n D Y ambne(h(mn)?) < (MN)'~*
e pour les sommes de type I:
;eh 2_2_ame(h(mn)") < (MN)'—

ce qui va nous permettre d’utiliser les estimations de S(0,~; H, M, N) établies au chapitre

2.

5.2 Sommes d’exponentielles

Soient € > 0 et n > 0 deux réels que I’on choisira suffisamment petits.

Nous devons estimer S(0,v; H, M, N) définie au chapitre 2 pour H < (MN)=7#n
dans le but d’obtenir .S’(O,*f; H,M,N) < (MN)'~¢ pour (MN)* « N <« (MN)®2, ce
qui correspond a la majoration des sommes de type II.

D’autre part lorsque b, = 1, nous devons prouver S(0,v; H, M, N) < (MN)'~¢ pour
(MN)» < N.

Ensuite le théoréme sera acquis pourvu que les restrictions combinatoires de 1’identité

de Heath-Brown soient satisfaites:az > 2a;, 2a3+a; > 1, 3a; > 1
5.2.1 Sommes de type II
Nous appliquons le théoréme 2.2, et nous obtenons les conditions:
N <« (MN)
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Hi(MN)N"% < (MN)"=*"
H(MN)WNW% < (MN)I"“"

ce qui nous ramene a:

Y(2+p)— (1+P+q)—3¢ —6n

(MN)'-7+2e41 « N < (MN)
On a donc le:
Théoréme 5.2 L’estimation S(0,v; H,M,N) < (MN)'~¢ est vraie dés que:
H < (MN)'—

et:
-,(z+p)_(1+,,+q) 4e

(MN)'7+3% « N < (MN) =

5.2.2 Sommes de type I

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que (MN)!""t¢ « N <« (MN)'~=.
Comme H > 1, la condition N <« H(MN)” sera toujours vérifiée, ainsi que la condi-
tion symétrique M < H(MN)".

Toute somme de type I peut clairement étre considérée comme une somme de type II.
Nous allous commencer par établir des résultats ne nécessitant pas que b, = 1, et nous
préciserons plus loin le moment ou cette condition devient nécessaire.

En appliquant le théoréme 2.11, nous voyons que l’estimation S(0,v; H, M,N) <

(M N)'~¢ est satisfaite dés qu’on a les conditions:

HMN)SPN-% < (MN)*-

H(MN)N™% <« (MN)"*
Hi(MN)-iN% < (MN)-
HE(MN)*Z*N#% < (MN)™-*
H(MN)S*N-% <« (MN)'~
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HYMN)ENY <« (MN)-
HMN)¥N-1 <« (MN)'-
le cas le pire étant H < (MN)'=7*", d’ot les conditions:
N > (MN)?0-n+g(e+n)
N > (M N)3(1“‘7)+3(€+n)
< (MN)2r=9-12=91
< (M N)23"Y—18—24e-19q
> (MN)F0-n+3en)

< (MN)3q-2-4z-3n

2 2 2 2 =2

> ( M N)3(1-7)+e+n
Il nous reste a éliminer les conditions inutiles.
Les inégalités 2 < 3 < 1 indiquent que la premiére condition implique la deuxiéme,
la cinquiéme et la septiéme.
D’autre part pour v > %, on a les inégalités:
-2 < 129-9
3y—-2 < 23y-18
si bien que la sixieme condition implique la troisieéme et la quatrieme.

Enfin, pour que le résultat soit intéressant, il faut que:
13
—(1=-9)<3y-2
4
ce qui est vrai pour 7y > %—;—
Nous pouvons donc énoncer le:

Théoréme 5.3 Pour v > 2 = 0.84, on a S(0,7; H,M,N) < (MN)'~* dés que H <
(MN)'=7+1 et
(MN)¥O=DHe < N < (MN)™2%
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En intervertissant les rdoles de M et N, nous obtenons le:
Théoréme 5.4 Pour v > 2 = 0.84, on a S(0,7; H,M,N) < (MN)'~¢ dés que H <
(MN)1=7#7 et:
(MN)3“3"I+5€ < N <« (MN)l—lg(l-—y)-a

1

13> les domaines d’application de ces deux théoremes se recoupent, ce qui

Pour v >
permet d’en déduire:
Théoréme 5.5 Pour v > 13 = 0.846..., on a S(0,v; H,M,N) < (MN)'~¢ dés que
H < (MN)=74n et:
(MN)3=31t5 « N < (MN)*—2-5¢

Précisons bien que ces trois théorémes ne supposent nullement que b, = 1.
A partir de maintenant, nous supposons que b, = 1.
Nous utilisons le théoréme 2.12, qui donne ’estimation S(0,v; H, M, N) < (M N)'—*

dés qu’on a les conditions:

HR(MN)SEN-% <« (MN)-
Hs(MN)*¥*N-3 <« (MN)
HY(MN)F N-% <« (MN)'~*

H#(MN)* % N-% <« (MN)'

HRE(MN)" W N-% <« (MN)'—
HY(MN)"FN-% <« (MN)*™*
HMN)¥N-t <« (MN)'-

H(MN)N™'! « (MN)'
Hi(MN)T <« (MN)'—*

le cas le pire étant H < (M N)'~7*" d’ol les conditions:
N >> (MN) 15-8131+14¢%16n
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> (MN)¥1+E.L"‘

16—-121+ 12¢t16n
13 13

> (MN)

>> (MN) 30;:31 +24¢21331n

>> (MN) 25-1—331+24¢1j§283
> @ﬂw%?#%”

> ( M N)3—3'1+4e+4n

2 2 2 2 2 2 =z

> (MN)I""'""*"’

> 1+€+ﬂ
2 2

2

Si la premiére condition ainsi que la sixiéme sont vérifiées, alors les autres le sont

13

15> c’est 'une ol 'autre de ces deux

également. Suivant la position de 4 par rapport a

conditions qui est la plus forte. Nous en déduisons les théorémes suivants:

Théoréeme 5.6 On suppose b, = 1. Pour v > %"53 =0.8666..., on a S(0,v; H,M,N) K
(MN)'~¢ dés que H < (MN)1=77 et:

(MN)3™"42 <« N < (MN)"™*

Théoréme 5.7 On suppose b, = 1.
Pour 2 <y <13, 0naS(0,7;H,M,N) < (MN)'~¢ dés que H < (MN)'="" et:

15

(MN)®3742% « N < (MN)*™*

En combinant les trois derniers théorémes, lorsque leurs domaines d’application se

recoupent, on obtient le:

Théoréme 5.8 On suppose b, = 1.
Poury > 11 =0.846..., on a 5(0,7; H,M,N) < (MN)'~® dés que H < (MN)!-7+"
et:
(MN)3(1—‘Y)+55 < N < (MN)"—
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Discussion

Il nous faut fournir encore une estimation pour nous affranchir de la condition N <«
(MN)"=¢. Pour cela nous appliquons directement le lemme D.1 avec (p,q) = (3,3), et

nous obtenons le:

Lemme 5.9 On suppose b, = 1.
On a S(0,v; H M,N) < (MN)'~¢ dés que:

N> (MN)2-7+%
En combinant ce lemme avec le théoreme précédent, nous en déduisons finalement:

Théoréme 5.10 On suppose b, = 1.
Poury > 11 =0.846..., on a S(0,v; H,M,N) < (MN)'~*¢ dés que H < (MN)-7n
et:
N> ( M N)S(l—'y)+5€

On peut aussi utiliser ce lemme lorsque v < %, ce qui permet d’établir:

Théoréme 5.11 On suppose b, = 1.
Pour 2 <y < 3, on a 5(0,7; H,M,N) < (MN)'~* dés que H < (MN)!=7" et:

N> (MN) 15-8131+2€

3

1 peut étre légérement améliorée. Pour cela, il suffit

On notera que la constante
d’utiliser une autre paire d’exposants dans le lemme. On peut prendre par exemple
(P,q) = (565 %%). Mais ces valeurs sont de toutes fagons trés éloignées du domaine d’appli-
cation actuel.

D’autre part, bien que nous ayons utilisé les théorémes 2.11 et 2.12, il nous faut

souligner que c’est le théoréme 3 de [9] qui est I'ingrédient déterminant pour améliorer le

théoreme de Piatetski-Shapiro.
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5.3 Conclusion

En prenant:

a = 1—7+2€+17

¥(2+p)—(1+p+4q)—3c—6g
l-—g¢g

Az =
az = 3(1—’)‘)+5€

les conditions combinatoires de I'identité de Heath-Brown a3z > 2a;, 2az+a; > 1, 3a; > 1,

nous conduisent a vérifier:

e premierement que
12+p)-(+p+q)
l—gq

Cabln-—t

ce qui est vrai pourvu que:
4+3p+2q
3(2+p)

Si ’on prend (p,q) = (2, 3), on retrouve la condition vy > -}% = 0.866666. .., qui
apparaissait déja dans ’article de Heath-Brown [15], mais qui n’était pas la plus

restrictive pour lui.

Par contre on peut prendre (p,q) = (35, ) = BA®*B(0,1), ce qui nous améne la
condition:y > §%2 = 0.866235.. ., qui est trés légérement meilleure. Bien siir cette

condition n’est pas optimale, et on peut certainement ’améliorer en prenant une

ire d’ ts pl histiquée. O t né ins s’i i bl t

paire d’exposants plus sophistiquée. On peut néanmoins s’imposer raisonnablemen
11

pour le traitement des autres conditions que v > 13 = 0.84615..., ce qui nous

permet d’utiliser le théoréme 5.10 pour les sommes de type 1.

e que:
Y
3(1 — =
1-7<3
si bien que:

7> g = 0.85714...
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e que:
2(1-7) <3(1-17)

ce qui est toujours vrai.

En définitive, le résultat est acquis des que:

>max(4+3p+2q Si_)
7 32+p) '7
Par exemple pour:
803
— = 0.866235...
v > 997 0.866235
c’est-a-dire:
927
c< % =1.15442...

Notons qu’en appliquant I’algorithme de Graham (voir [10] ou [11] pages 55 & 69), on

obtient la condition:

6121
—— =1.1544 .ee
c< 5302 5447001

en utilisant la paire d’exposants: BA°BA2BA2BABA?B(0,1) = (&2 1552

149237 14923/°

On peut améliorer cette condition avec une paire d’exposants plus appropriée que ’on
trouverait en appliquant I’algorithme de Graham & partir de la paire d’exposants (396' +
€, 3 +€) pour ¢ assez petit, qui a été établie par Huzley et Watt [17], mais ’amélioration

serait de toutes fagons faible.
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Chapitre 6

Minoration grace au crible

6.1 Introduction

Grace au crible de Rosser-Iwaniec, nous allons pouvoir légérement augmenter la cons-
tante correspondant au probleme de Piatetski-Shapiro, mais cette méthode ne donne

qu’une minoration de 7 (z). Plus précisément, nous démontrons le:

Théoréme 6.1 Pour c < %, on a la minoration:

me(z) > clnz

Définissons:

A
A = {a€ A | d/a}
S(A,2) = #{a€A | (a,]]p) =1}

p<z

{[n] | N<n<2N}

Pour minorer 7.(z), il suffit de minorer non trivialement S(A, (2N)%).

6.2 Estimation de |A,|
Avant d’appliquer la formule de crible, on étudie |A4]:
| A4l = #{k €N | In,N <n <2N,[n°] = kd}
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En utilisant la caractérisation classique des nombres de Piatetski-Shapiro (voir le début

du chapitre 5), on obtient:

|Ad| = T(d) + E(d) + O(1)

Td) = 3  ((kd+1)"—(kd)")
M <hsBE
E(d) = 3 ({-(kd+1)"}—{-(kd)'})

N¢E 2N)c
_a_<]¢5(._d)_
On montre aisément que:

T@=%+QWH)

On a donc le:

Lemme 6.2 On a l’égalité:

N
|Agl = -t r(A,d)

ou:

r(A,d) = E(d) + O,(N'™°)

6.3 Préparation au crible

Le crible linéaire seul ne pourra jamais détecter les nombres premiers (phénomeéne de
parité), si bien qu’une transformation préliminaire s’avére indispensable.
Soit £ < B < £, et D = Ne(1-9),
On applique I’identité de Buchstab:
S(A,2N)F) = S(A4,2NF) - 3 S(Anp) (6.1)
(2N)P<p<(2N)%
S(A,(2N)P) sera minoré grice au crible, tandis que LNy <p<anys O (Ap, p) sera es-

timé par une méthode directe, ce qui permet de sortir du cadre du crible.
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6.4 Estimation directe
Comme B > £, on a I’égalité:

Z S('Am D)

(2N)P<p<(2N) %
#{[n°], N <n <2N | 3p1,ps,p1 < p2; (2N)° < p1 < (2N)%,[n°] = p1pa}
Notre but étant de donner une majoration explicite de 2(2N)ﬁ <p<(2N)f S(Ap, p), nous
supprimons dans la relation précédente la condition: p; < p,.
Ainsi on a:

> S(An,p)

(2N)B<p<(2N)
< #{[n],N <n <2N | 3p1,p2;(2N)? < p1 < (2N)3,[n°] = p1p:}

Notons que la perte entrainée par cette majoration n’a pas d’incidence sur le résultat
final, car la contribution des termes tels que p; > p. est négligeable.

Par la transformation classique sur le nombres de Piatetski-Shapiro, on a:

3= S(Ap,p) <Ti(N)+ Ri(N)+0(1)

(2N)B<p<(2N)%
Ty(N) = 3 Y. ((mp2+1)" = (p1p2)")
(@N)P<p1<(2N)F K= <p, <N
Ri(N) = > Y ({—(mp2+1)} = {=(pp2)"})

(2N)P<p1<(2N)§ L2 <p <22
Pour estimer T1(N), on écrit, par un développement a I’ordre 2:
Ty(N) = > > (ep) OV
(zN)ﬁ<p1<(2N)f B <pg
puis grice au théoréme des nombres premiers, on a:

e@NE L dt, (S dt,

B~ foy 'ty e

N — 40
2N)8

In tg
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I ne reste plus qu’a donner un équivalent de cette expression. On peut par exemple
faire le changement de variables: ¢; = v_}:fl_c’ puis le changement: ¢; = (2N)¥, et en inter-
vertissant les sommations, on est capable de calculer explicitement I’intégale en u, et il
ne reste plus qu’a trouver un équivalent a ’intégrale en v.

Plus précisément:

g¢ £ du
~ v-1 ’
2¢ v’ 1dy c—fB+ ll;]’\lr

~ N v=1lnv+cln N n( ,B+—p———ilnln;

On en déduit I’équivalent:

N c—p
clann( B )

R;(N) est un terme d’erreur conduisant & des sommes d’exponentielles faciles a esti-

Ty(N) ~ N = +oo

mer, en raison de la position des intervalles de sommation. Par le développement en série

de Fourier donné par D.1, nous avons:

e(h + 1)) —e(h ¥
BRM< X > (z (h(p1p; )’)z (h(p1p2) )+E(p1p2’7))
(2N)P<p1<(2N) % Be cppcGI)E O<IKISH
ou:
1 1

E(p1p2,7) < min(1, ) + min(1

AT Grar) | Y ET DAL

On se débarrasse immédiatement des termes d’erreur Y- Y FE(p1p2,7), en regroupant les
variables p;p; en une seule et en utilisant I’estimation D.5, avec le choix H = (N¢)!~7+5,

On a donc:
> Y E(pip2,y) <€ N
’ (InN)?

Nous sommes donc ramenés, aprés une sommation par parties, 3 montrer ’estimation:

D en > > e(h(pip2)") < (N°)'~°

0<|h|<H (2N)B<p, <(2N)'§' izl—':(msﬁ%)f
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et cette estimation découle, pour B assez proche de £, du théoreme 5.5, si bien que:

N

Ri(N) € +— (V)2

On peut donc en déduire la:

Proposition 6.3 Pour By assez proche de 5, et fo < B < £, on a la majoration:

Y SUnp S eGSR em) N oo

(2N)B<p<(2N)%

6.5 Utilisation du crible

On utilise le crible linéaire sous la forme du théoréme 4 de [18], dont nous donnons

I’énoncé uniquement pour la minoration:

Proposition 6.4 Soit A un ensemble fini d’entiers, et P un ensemble de nombres pre-

mziers. Notons:

P(z) = I]»

p<z
PEP

S(A,P,2) = #{acA| (a,P(2)) =1}
|Ai] = #{a€A | a=0 (modd)}

On suppose que chaque |Aq4| peut étre écrit:

w(d)

|44l = —=X +r(A,d)

avec w(d) multiplicative et 0 < w(p) < p pourp € P, X > 2 un nombre indépendant de d.

Soient R > 1,0 < n < 3~ et D > 2. Supposons que les deur inégalités suivantes
soient vérifices:

[T -2y < o4

w<p<Lz

)

(lnw

L

> Z“’—@—’ < 5o

o
w<lp<z a2 p
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pour tous z > w > 2, et des constantes K,L > 1 convenablement choisies. Posons:

Ve = 11 1-22)

p/P(2)
Définissons les ensembles:
G = {Dn’(1+n°)" | n>0}
H = {(Dy,...,D,) | r>1,Ds,...,D, €G,D, <---< Dy < D%}

D~ = {(Dy,...,D,)€H | Vl,l_<_l§-;-,D1-~D21_1D§,<D}

Notons que |D~| < exp(8773).
Soit f Uhabituelle fonction du crible linéaire.

. 1 . .
Si z < D7, on a la minoration:

S(A,P, Z) 2 V(Z)X(f(s) - E) - Rl— - R”

avec:
InD
§ = —-
lnz
E=E(n,D,K,L) < n+n %+ (lnD)3
R = X ¢i(D")r(A,d)
d<D"
a/P(D"?)
= z Z /\;(U’Dl’”"D”)Hd(A,Paz;n,Dla...,Dr)
(D1y--sDr)€ED— d<D"

d/P(D"?)

avec les coefficients A; (9, Dy,...,D,), et o7 (D") majorés en module par 1, et

Hd(AaP,z;naDl’“-,Dr) = Z s E T‘(A,dpl---p,.)

Dy<py <D}+"9 Dy<pr<D}
p1/P(z) pr/P(z)
ou la sommation est restreinte par la condition p; # p; pour (i,5) € I(Dy,...,D,), avec

I(Dy,...,D,) un ensemble arbitrairement choisi (qui peut étre vide) de paires d’indices

(2,7) telles quei #£j et 1 <¢,7 <.
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On prend z = (2N)?, w(n) = 1, X = N, n assez petit, s = ﬁLll.ln_Dﬁ = 5(1 —e),
I(Dy,...,D,) = 0.

L’existence de K se déduit aisément de la formule (voir les expressions (22.7.3) et
(22.7.4) de [12]):

1 1

= =Inl —
> nnx+C+0(ln$)

<z p

L’existence de L est triviale. Rappelons que D = N<(1-9),
Nous en déduisons la minoration:
S(A,eNP) =N ]I @ ——)(f( “(1—¢)) - E) + £(A,(2N))
p<(2N)# p
ot £(A, (2N)P) est un terme d’erreur délicat qui sera défini et traité plus loin.

Appelons 4g la constante d’Euler, et appliquons la formule de Mertens.

On obtient:
S(A,@NY) 2 NI (F(5(1 - €)) = E) + £(4,(2N))
Mais comme pour 2 < s < 4:
fs) = 2ersi22 =)

on a donc, en utilisant 1’égalité 6.1 et la proposition 6.3:

< N c
S(A,(2N)5) > ZEW(1 ln(—-— 1) + 7 In(1 - e ) In(5 = 1)
77-8 K+L )
— e 4 ) +0o(1)) + E(A, (2N
5T )+ o) + (A, (NY)
d’ou, pour ¢ et 7 assez petits, finalement:

< N
S(4, 2N)f) 2 ==

ln(—;- —1)(1 + o(1)) + £(A, (2N)?)

Le théoréme 6.1 se raméne donc a montrer I’inégalité:

N

E(A, (2N)ﬁ) <K ‘(ln—N)—2

ce qui est ’objet du paragraphe suivant.
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6.6 Terme d’erreur

E(A, (2N)?P) représente les deux termes du théoréme d’Iwaniec R~ et R;. La somma-
tion sur les (Dy,..., D,) comportant moins de exp(87~3) termes, on effectue cette somme

trivialement, en conservant un seul (D, ..., D,) qui réalise le maximum.

On a:
E(A,(2N)P) <5 32 $ad, -2 3 ({—(kddy---dy +1)"} — {—(kdd, --- d,)"})
k

d<D" dl dr

ou |#4| < 1, la sommation sur les d; se fait sur des intervalles de la forme [D;, D}"‘”g] avec
(D1y...,D,) € D et la restriction N° < dd, ---d .k < (2N)°.
En effectuant un découpage dyadique des intervalles [D;, D} +”9], on voit que l’on est

ramené a estimer des sommes S = S(m, (), (D;))

X - Y Y ({—(kddy---dp + 1)} — {—(kdd; ---d,)"})

d~Dm 41~D;’1 dr~D2T knK

ou les variables de cette somme sont restreintes a vérifier les conditions suivantes:
kddy---d, ~ NF°

0<m < 7€

an...,0r € [1,1+4177

D>Dy, > Dy;>---

D,* < D
D\D;® < D
D,D,D;D3®* < D

D1D2D3 oo D213 < D

Signalons qu’il y a O((In N)"') (ot 7' ne dépend que de 7) telles sommes S et qu’il

suffit de montrer § < (N¢)!~¢ pour conclure.
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On utilise le développement en série de Fourier de la fonction partie fractionnaire

donné par D.1. On a donc:

S < Y va ) - XY (X e(h(1+kddl'-°dr)"”)l—e(h(kddl...dr)v)

d~Dm dy~D{1 dr~DJT k~K  0<|h|<H

+ E(kdd; -+~ dy, 7))

ou les sommations sur k,d,d;,...,d, sont liées par la relation N°¢ < kdd, ---d, < N’°, avec
N < N'<2N,et:

! ) + min(1 1 )
" HY| (kddy---d. )7 || "H| 1+ kddy---d.) ||

E(kdd; ---d,,v) < min(1l

On se débarrasse des termes d’erreur E(kdd, ---d,,v) en regroupant tout d’abord
kdd, - - - d, en une seule variable n avec un nombre de représentations en O(N 1w ), puis
en appliquant D’estimation D.5, ce qui sous ’hypothése H = (N¢)'~7*5 nous ramene a
I’estimation du terme principal.

Par une sommation par parties, on est ramené & montrer 1’estimation:

D oen D e 3o e 3o D e(h(kddy---dr)T) < (NO)T
O<|h|<H d~DM gD de~DPT kK
ou les sommations sur k,d,d;,...,d, sont liées par la relation N° < kdd; ---d, < N'°, avec
N < N'<2N.

Pour rtiajorer cette somme, nous allons utiliser les estimations que nous avons démon-
trées pour le théoreme de Piatetski-Shapiro. Il nous faut donc regrouper les variables de
sommation judicieusement de maniére & "fabriquer” des variables se trouvant dans des
intervalles pour lesquels on sait estimer la somme.

11

D’apres le théoréme 5.2, avec (p,q) = (3, 3), I’estimation recherchée est vraie dés que

du produit KD™ Df* -.. D2, on peut en extraire un qui se trouve dans l’intervalle:
J(IVe)1-743e (NeysT—d-te|
Par le théoréme 5.5, il en est de méme si v > }—; et si ’on a un produit dans:
J(Ney3-3r+se (Neydr-2-se]
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o
NS
W=

1—9 5y—4 3-3v 3y —2

Figure 6.1: Controle des sommes de type 11

La condition D? < D implique pour 7 suffisamment petit que DI « (Neyr-2-5¢
ce qui nous permet donc de supposer: D < (N¢)3-3v+5e,

D’autre part, D;D3 < D implique D} < D, or avec v > % onabdy—42> % donc

pour 5 suffisamment petit on a D" <« (N ¢)57-4-8¢ 5i bien que l’on peut supposer
D3? <« (N°¢)=7+3¢ (voir figure 6.1). Cette derniére condition va nous permettre de conclure
pourvu que vy > -‘75, comme nous allons le voir immeédiatement.

Il nous reste en effet maintenant deux cas a étudier:
o si D --- D > (N°€)*=2-5¢ pour v > £, on a:
Br-2)-B-3)>1-7
et donc il est impossible qu’il n’y ait pas un produit de D;* qui se trouve dans:
J(N©)3-3r+8e (Neyr-2-5e[

car aucun des D, ¢ > 2 n’a une taille suffisante pour faire "sauter” d’un seul bond

le produit d’une borne a ’autre de l'intervalle précédent.

o si D" --- D & (N°)>=3+5¢ alors K > (N¢)*~2-%¢ et nous sommes alors en
présence d’une somme de type I, & laquelle nous pouvons appliquer le théoréme

5.10, qui nous donne l’estimation souhaitée avec le choix de variables N = K,

M = D% ... D2,

Il nous a semblé que le théoréme 1 de [18] n’était pas assez fort pour conclure. Nous
avons dii revenir a la construction des coeflicients bien factorisables pour gagner davantage

de souplesse dans les formes multilinéaires.
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Chapitre 7

Probléme binaire

Nous allons nous intéresser & un probléme binaire déja étudié par Deshouillers dans
sa thése [5] au chapitre II. Il s’agit d’écrire tout entier comme somme de deux nombres
de Piatetski-Shapiro.

Nous allons chercher un équivalent de:
Re(N) = #{(n1,n2) eN*? | N = [1n,°] + [n°]}
et en fait nous montrerons le:

Théoréme 7.1 Pourl <c< g, v= %, on a, pour N — 400, et tout € > 0 suffisamment
petit:
R(N) = A('Y)Nh—l + Oc.‘r(Nh-l—e)

2(T(1))’
I'(27)

(voir par exemple [34] pages 253-254 pour ces égalités classiques sur les fonctions eulé-

1
Ay =7 [ &1 = =) de = 1 B(1,7) = 7

riennes)
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7.1 Reéduction du probleme

Soit x(n) = [-n"] — [—(n + 1)7] la fonction caractéristique des nombres de la forme
[m°] On a alors ’égalité:
R(N)=2 3. x(n)x(N—n)+0(1)
15115%-
Cette transformation nous permet de ramener 1’étude de R.(/N) a un probleme de

sommes d’exponentielles. En utilisant I’écriture habituelle de yx, on en déduit:
Re(N) = 51(N) + O(52(N) + S3(N) + S4(N))
ou:

Si(N) = 2 3 ((n+1)"=n")((N-n+1)"—(N-n)")

N
15715?

2 > ({-(rn+ 1)} = {-n"H(N —n+1)" = (N —n)")

N
ISﬂST

2 2 (n+1) =n)({~(N =n+1)"} = {~(N —n)"})

N
15115?

2 2 {4+ = {-n"D{~(N =n+1)"} = {~(N —n)"})

N
lSﬂS—z-

S2(N)

S3(N)

Ss(N)

S51(N) donnera donc le terme principal, tandis que S2(IN) et S3(IN) seront des termes

d’erreur relativement faciles, et S4(N) un terme d’erreur plus délicat.

7.2 Evaluation de S;(N)
Par un simple développement limité & ’ordre 1, il est facile de voir que:

SIN)=2/'N"? 3 (TN -5 o)

15n5¥
Ensuite, constatant que z — f(z) = z77'(1 — z)"~! est décroissante pour z €0, 1],

une comparaison avec une intégrale nous amene & la conclusion que:
1
S1(N) = y*N?-1 /0 2”11 —z)" 1z + O(1)
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car I'inconvénient d’avoir une intégrale impropre est pallié par les estimations:

/oa f(z)dz € a”

[} sz < 1ya- 1

1 1
pour g <a < 3.

7.3 Evaluation de Sy(N)

Par une sommation par parties, on voit que I’estimation de S3(/V) se réduit & montrer:

up | 30 ({=(rn+1)} = {-n"}| < N

S
N
St<y % <n<t

W=

On remarque la présence d’une somme ”télescopique”:
| 22 ({=(n+1)}—{-n"}I <2
1<n<t
On a donc ’estimation:

S3(N) <, N*~1-¢

7.4 Evaluation de S3(N)

Par une sommation par parties, on voit que I’estimation de S3(/V) se réduit a montrer:
sup | D ({=(N—n+1)"} = {=(N —n)})| < N~

1 N

35tST langt
On remarque la présence d’une somme ”télescopique”:

| 20 ({(-(N=n+1)"} = {-(N-n)"})| <2
-;-<n5t

On a donc I’estimation:

S3(N) <, N¥71—¢
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7.5 Evaluation de S;(V)

Par un découpage dyadique, on a pour un certain Ng < -’}':

Sa(N) < (InN) 3 ({-(n+1)"} = {-n"N{-(N =n+1)"} - {—(N —n)"})

n~No
ou l’intervalle de sommation n ~ Ny nous permet d’avoir I'inégalité: N —n > %, ce qui
nous donne une trés bonne connaissance du comportement de (N — n)?.
Notons:
e(h(n + 1)) — e(hn")

Ta(n)= >, 4
o<INI<H 2ih

et:
Ry(n) = {-(n+1)"} = {-n"} — Tu(n)

on prend: Hy = N3~ "™ et H, = N'-"*™ ol 5, et 7, seront fixés ultérieurement en

fonction de €.

Posons:
a(N) = ngvo T, (n) T, (N — n)
o2(N) = E]:vo T, (n)Ra, (N — n)
o3(N) = ngvo Ry, (n)Ta,(N — n)
oy(N) = n%jvo R, (n)Reg,(N — n)
On a

S4(N) < (In N)(01(N) + 02(N) + a3(N) + 04(N))

Pour montrer I’estimation précédente, nous devrons estimer des sommes d’exponen-
tielles sur lesquelles on ne peut apparemment pas appliquer directement la théorie des
paires d’exposants, car en dérivant n fois la fonction a ’intérieur de ’exponentielle com-
plexe, on obtient une fonction qui suivant la parité de n, peut ne pas conserver un signe

constant sur 1’intervalle de sommation.
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Un théoréme de sommes d’exponentielles
Nous allons montrer le:
Théoréme 7.2 Soient u et v € [0,1], hy et hy € Z*, on pose:
Fiy ph,(n) = hi(n + u)” + k(N — n 4+ v)?
e St hyhy > 0 alors

Y- e(Fnpa(n)) < (12N~ + B N7+ 1) (|1 | NG ™2 + [hg| N77%)7% +1n N

n~Np

e St hihy < 0 alors

> e(Fyha(n) < (BaING ™! + [Bo N1 4 1)(|Ba| NG~ + |Bo| N7™3) % + In N

n~Np
Pour établir ce théoréme, nous allons utiliser le fait que selon le signe de k1 k2, soit les
dérivées d’ordre pair, soit les dérivées d’ordre impair de F}, 5, gardent un signe constant
sur ’intervalle de sommation.

En particulier F” est au moins monotone ou de signe constant:
F'(n) = y(y = Dha(n +u)"* +7(7 = Dha(N —n 4 v)"~*
Ainsi, en excluant éventuellement un point, on peut découper I'intervalle [Np, 2Ny en
(au plus) deux intervalles I; et I, sur lesquels F” est de signe constant.

Z e(Fhl,hz(n)) < gg%l Z C(thhz(n))l

n~Np nel;
Posons IJ‘ =]a_,-, bj[, a; = min (F’(aj), F'(bj)) et ﬂj = max (F'(a,-), F'(bj))

Par la formule sommatoire de Poisson donnée par B.1, on a:

S eFum@)= ¥ [ elFum(e) - va)de + 0 V)

nel; aj—1<v<B+1

on a:
(Bi +1) — (e — 1) < || Ng™" + [ho|[ N7 + 1
D’autre part, d’apres le lemme B.3, on a les majorations d’intégrales:
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® Si hihy > 0 alors avec n = 2:

b; _1
[ eFrupa() = v5)de < (1Bl NG + ol N7

5

e Si hijhs < 0 alors avec n = 3:

b; _ B
/ &(Fa s (2) — v2)dz < (1| Ng™2 + || N7-2)3

5
ce qui acheve de prouver le théoréme 7.2.
Estimation de o,

On veut montrer ’estimation:
o1(N) < N#r-1-e

En écrivant:

e(hi1(n + 1)) — e(h1n") _
2i1rh1 -

/ol v(n +u)"e(hi(n + u)")du

et:

e(ha(N —n + 1)) — e(ha(N — n)") _
2i7!'h2

1
[) (N —n+v)" e(hay(N —n + v)")dv
on a l’estimation:

o(N) < Ng'Nt [ '

u=0

/l > Yo 1Y e(h(n+u) +hy(N —n+v)")|dudv

v=0 0<|h1|<H; 0<|ha|<H; n~Np

On applique le théoréme 7.2, pour lequel on a:
|1 NG~ + |ho| N1 +1 < N7

ou 7 = max(n,72).
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e Pour A h; > 0, on doit établir:

NN S (VT Rl NT) TR NI

0<|h1|<H; 0<|h2|<H3

ce qui revient a:
-1 yra 1-3 -1 1 12 ——
Ny "HZH;N, > + Ny H{H}N'"2 &« N7~=7"
et, en remplagant H,; et H; par leurs valeurs,conduit a:
N3 ¢ N1-e-1
et cette derniere estimation est vraie pourvu que vy > %
e Pour hihy < 0, on doit établir:

NN S (IhINGTR 4 R NTR)TE &« NP1

0<|h1|<H) 0<|h2|<H2

ce qui revient a:
2 -2 2
NI 'H3H,Ny™% + NJ"'HyH3 N'™3 « N7
et, en remplacant H; et H; par leurs valeurs, on obtient la condition:
2 v
=(1- 1--<
gl=N+1-3<7
et cette derniére estimation est vraie pourvu que v > -‘5;

Estimation de o9

On veut montrer ’estimation:
o1(N) K N2v-1-e

En écrivant:

e(hi1(n + 1)) — e(h1n?) _
2i7rh1

/01 v(n + u)" e(hy(n + u)”)du
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On obtient ’estimation:

1
FATCEET LN

0<|h1|<H1

o2(N) < Ng~1 /1 > min(1 e(h1(n + u)”)|du

n~Nyp
On utilise la majoration d’une progression géométrique:

S—
"Hhl (n+ ) |

> e(hi(n +u)") < Hymin(1
0<|hs|[<Hy

On a donc l’estimation:
g(N) € Ng* sup S(u,v)
(u,v)€[0,1]2

ou:
1 1
min(1
AT e A T T L

Il nous suffira donc de montrer I’estimation:

S(u,v) = ) min(l,

ﬂ~No

sup S(u,v) € N¥7-1=en (7.1)
(uw)€f0,1]

ol 7 = max(n1,n2).
Estimation de o3

Par le-méme raisonnement que pour o;(NN), on voit qu’en fait il suffit de montrer

P’estimation 7.1, car on a:

o3(N) < N" sup S(u,v)
(uv)€[0,1)?

Estimation de o4

Il est immédiat de voir qu’en fait il suffit de montrer ’estimation 7.1 pour estimer

aa(N).

70



Fin de P’estimation de o5,03,04

D’apres ’égalité D.2, on a:

1 g
min(l, —4/——) = are(hn”
Gmm =, 2, et

ou pour tout 8 € [—1,1]

Y lanllk|® < H?(In2H)?
h#0
On a donc:

S(u,v) = Z Z apan, Y e(hi(n+u)? + hy(N — n +v)7)
hy=—00 hg=—00 n~Np
e Pour hy = hy =0, la contribution a S(u,v) est:

In 2H1 In 2H2
H, H,

No
ce qui est:

< (nNyNDimom

< N2'r—1—n—e

pour un choix convenable de 7, et 7, en fonction de €, vérifiant la condition 5, +n, >

1 + ¢, out = max(1,72)-

e Pour h; =0 et hy # 0, la contribution & S(u,v) est:

1 2H
P2 S anll D e(ha(N —n +0))]
ha#0 n~Np
In2H -
nH LS Jan (N + ol VN
1 po#0
ln2H1

< (In2H;)*(H;'N'™ + H’N No )
<& (In N)SN""’“’
ce qui nous conduit a la condition:
1
27 —1 - =
v >~ 2

Voo S 1
c’est-a-dire v > 3.
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e Pour h; # 0 et h; = 0, la contribution a S(u,v) est:

In2H.
< nH 23 lamll X e(ha(n+u))|
2 hl¢0 ﬂNNo
In2H. _ L oam s
< B2 5 N+ NG N)
2 m#0

H,
< (InNP(N-3+n)

ce qui nous conduit a la condition:
1
27y-1>y—-=
v v 2
c’est-a-dire v > 1.
e Pour h; # 0 et h; # 0, on applique le théoréme 7.2. La contribution & S(u,v) est:

< 3 Y lan,llans (hING™ + Aol NT=* + 1)([ha| NG~ + | g N72) 5

h1>0 h2>0

+ 3 3 lanllan (1Bl NG + |ha] N1 4 1)(|ha | N2 + g |N7-2) 73

h1<0 hy<O

+ 3 3 lan,llans (1] NG + [ha] N7 4 1)([A2 | NG + g N7=3) 73

h1<0 h2>0

+ 3 Y lanllans (12 NG + [hal N2 + 1)(Aa| NG~ + [ N7=2) 5

h1>0 h2<0

Prenons o = 2 lorsque hjhy > 0 et @ = 3 lorsque h1h; < 0. En utilisant pour

X > 0,Y > 0 ’estimation:
(X+Y) = < (XY) 2
on est ramené a majorer les trois expressions suivantes:
(In NY'H, % Hy % N N
(In N)*H] % Hy % Nt N1-1+55
(Iln NY*H] % H; % Ny N5
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En remplacant H; et H; par leurs valeurs, on montre que ces trois expressions sont
&y N'-at1, ce qui améne la condition:
1
2y-1>1——
a

2a—1

2a

c’est-a-dire: v >

Pour a = 2 cela donne v > %, et pour a = 3 cela donne v > %, condition déja

rencontrée auparavant.
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Chapitre 8

Un résultat presque partout

8.1 Introduction et notations

Soient ¢ et z deux réels positifs.

1
%

Posons par commodité: v =

Soit A un ensemble d’entiers naturels.

a désigne un élément de A.

On note: Ac(z) = #{n <z | [n] € A}, et A(z) = Ai(z)

a désigne un réel positif vérifiant A(z) < z%, et ’on s’appliquera a le prendre le plus
petit possible pour que z* représente au mieux A(z), bien qu’il soit toujours possible de
prendre simplement o = 1.

Si A est I’ensemble des nombres premiers, on note: 7.(z) = A.(z).

Nous allons prouver le théoréme suivant:

Théoréme 8.1 Pour presque tout ¢ de l’intervalle ]1,2[, au sens de la mesure de Le-

besgue, on a l’équivalence:

we(x) ~ z — +o00 (8.1)

clnz

Ce théoréme a déja été démontré par Leitmann et Wolke [22], par une démonstration dire-
cte. Notre approche va nous conduire a démontrer un résultat plus général, car le fait que
A soit I’ensemble des nombres premiers n’a aucune importance dans notre démontration,

et plus précis, en ce sens que nous donnerons explicitement un terme d’erreur exploitable.
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8.2 Un théoréme général

Nous allons émontrer le

Théoréme 8.2 Pour presque tout c de l'intervalle ]1,2[, au sens de la mesure de Le-

besgue, on a:

A(z) = ¢t Y a7 4 052 0) (8.2)
a<lz®
pour:
1 a
s €0, - - 5l (83)

Notons que ce théoréme est trivial si la fonction de comptage de A est O, 5(z'~%). Plus
précisément, par une sommation par parties, on a:
~14c! _ c),..1—-c _]; = i_2
doa =A(z)z " +(1—-=) [, A(t)t"dt
a<z* ¢ J3

on voit donc facilement que si
P <5 A(z) <o 2°

alors on a:

xl—c(l—ﬁ) Lep Z a—l+c'1 Leo xl-c(l—-a)

a<lze

si bien que le théoréme 8.2 est intéressant, si on a ’inégalité:
l—e(l-f)>1—(——-2
4c 8
Cette condition devient si I’on peut choisir a suffisamment proche de 3:
1 B
l—-c(1-8)>1—-(——-7%
o(1-5)> 1~ (5~ 5)

c’est-a-dire:

8c2 -2 8—242

ﬂ>8c2—c= 8 —7

Ceci nous permet d’illustrer notre théoréme pour les valeurs extrémes de ¢ dans I’in-

tervalle de validité |1, 2[:
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e lorsque c est trés proche de 1, disons ¢ = 1 + € avec € assez petit, alors le théoréme

est intéressant pour B > £ + 3e.

e lorsque c est trés proche de 2, disons ¢ = 2 — € avec ¢ assez petit, alors le théoréme

est intéressant pour 8 > 1 — .

a et B réalisant z° < A(z) < z°, et a —  étant supposé choisi suffisamment petit pour
bien approcher I'ordre de grandeur de A(z).

On en déduit que dans le cas ou a = 1, et ou B peut étre choisi aussi proche de 1 que
nécessaire, le théoréme donne un résultat intéressant pour presque tout ¢ €]1,2[. C’est le
cas en particulier si A est ’ensemble des nombres premiers: le théoréme 8.2 implique le

théoreme 8.1.

8.3 Itération

Nous allons, par itération du théoréme 8.2, donner une application attrayante de ce
théoréme.
Notre but est d’exhiber des suites finies de réels ¢, de longueur arbitrairement grande,
telles que I’équation:
p=[{]=[MnF]=- =/
ait le "bon nombre” de solutions.
Notons que Leitmann [21] s’est intéressé a cette question et a démontré le:

Théoréme 8.3 Pourl<ci < <2, %=2,m+7> 5, ona

z tMn+r2-1 p—
Z 1= ‘71‘72/ tlT—dt + O(:I:’“"'”""le' lnx)
2

bs=
p=[n;1=[n3?]
avec une certaine constante absolue c > 0.

Introduisons tout d’abord quelques notations utiles. Soit cx une suite d’éléments de

]1,2[. Soit A° un ensemble d’entiers naturels, et par récurrence sur k > 0:
A = {a e A* | a=[un™]}
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ainsi:
A=fael | a=[n] == [m*])
On suppose:
inf{e | A%(z) < 2°} =sup{B | A°(z) > 2"}
Il existe ainsi ag et By tels que:

P < A%(z) <« z°°

avec ag — o aussi petit qu’on le souhaite.

On définit ensuite:

o = aot+mnt-c+n—k
B

Pot+tm+--+vn—k

Nous allons montrer le:
Théoréme 8.4 Soit k € N*. On suppose:

inf{a | A%(z) < 2°} =sup{B | A°(z) > 2’}

Pour presque tout k-uplet (cy,...,ck) satisfaisant les conditions:

° = 2‘1— pouri=1,...,k,

e n<T<--- <M%<l

o B3> Z—Tz,;:—'?f, pouri=1,...,k—1.

on a pour tout & €]0, % — ZE=L[, Pégalité:

A@) =y Y @I L O s (2 70)

a<lz
a€ A0

et d’autre part on a les estimations:
P < Ak(z) <« =
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Par exemple en prenant pour A° = P, et

SIS S SRS DI IS D
100'32 T G+9)!”" T 100'2 (i +9)!

% €)1 )l
les hypothéses du théoréme précédent sont assurées:

o les intervalles sont disjoints, ce qui assure la croissance des «;.

e la suite o; vérifie les inégalités:

1 S 8-2n  8-29,
—_ >
100 _7Z>(:)] 100;(} +9)' 8—")’1 8—’7,'4.1

a; > ag —

On en déduit le:

Théoreme 8.5 Soit k € N*. On suppose:
inf{a | A%z) € z°} =sup{B | A%z) > =}

Pour presque tout k-uplet (ci,...,cx) satisfaisant pouri=1,...,k:

1 1 1 1 1 1 1
P = = —— (gt -5
LS €h 100(z2 + (z+9)!) 100(z2 (z +9)!)[

on a pour tout & €]0, 2k — ZE=L[) Iégalité:

E l=m-% Z p‘n+"'+‘n=-k + O‘n b (x‘rk(l—&))

p<=z p<z
p=[n{l]=- =['l *1

Insistons sur le fait que ce théoréme est un exemple d’utilisation du théoréme précédent,

et que les intervalles auraient pu étre choisis autrement.

La démonstration du théoreéme 8.4 se fait par récurrence sur k, en itérant le théoréme

8.2.

e pour k = 1, c’est exactement le théoreme 8.2.
¢ Supposons que pour presque tout k-uplet (cy,...,ck) satisfaisant les conditions:
— Y= pouri=1,...,k,
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-1 <7< -<nm<l,

8-2v3, .
- B> g5 pouri=1,...,k— 1L

on a pour tout & €]0,2% — k=L Pégalité:

'Ak(z) =7 "% Z anttnek + 0’11,-.-,"/1:.5;; (x‘"‘(l-Sk))

a<lz
a€A0

et d’autre part on a les estimations:

xﬁk &£ Ak(x) & JJG"

D’apres cette hypothése de récurrence, pour presque tout k + 1-uplet (c1,...,Cr41)
satisfaisant les conditions:
-y = c—l. pour:=1,...,k+1,
—m<7<-o-<M%m <l
8-22 .
- Bi> 8_—,”"1—, pouri=1,...,k.
on a pour tout §; €]0, % — Z:=L[ Pégalité:
A*@) =71+ 3 anttnk L O s (£(1-%))
Z
et d’autre part on a les estimations:
P & Ak(t) <& to*
De plus, d’apreés le théoréme 8.2, pour presque tout cx41 on a les égalités:
AR+ (x) = °k+1 (z’"‘“) = VYe+1 Z ae+r—1 + O’ne+1,5k+1 (x7k+l(l—6k+l))
a<lz
a€Ak
avec 841 €]0, T — 2k[. L’hypothese o > —‘ﬁ‘—*— nous assure que ce théoréme

donne un résultat non trivial, si bien que I’on peut a

i < AFH(t) < tox0
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Par une sommation par parties:

Y amnl = AR(@)a T 4 (11— ) VO
2

a<lz
acAk

or pour presque tout k-uplet (ci,...,ck) on a ’égalité:

.Ak(t) =Tk E antem—k [ (t'n(l—&))

a<t
acA®

En effectuant le remplacement de .A*(¢), on obtient d’une part un terme principal
qui est exactement celui qu’on cherchait (en faisant la sommation par parties dans
Pautre sens), d’autre part un terme d’erreur qu’il nous faut estimer. En définitive,

il reste a montrer:
(1 = 6x) + Y41 — 1 < W41 (1 — 6k41)
donc il suffit de vérifier 'inégalité:

Ye+10k41 — MO < 1 — 1

On écrit:
Ye+1 (077
é = =T _ = _
k1 2 4 €k+1
_ k1
o= g T
avec €41, €k suffisamment petits. On a D’égalité:
Ye410k41 — Vi =
Ye+1 — Yk Ye4+1 + Yk ak—l(’)’k+1 - 7k) ’7k+1(1 — ’Yk)
- + + Y€k — VkEk+1
2 2 8 8
d’ou:
l—v% 1—mm  1—m
Ve+16k41 — Yibk < 7 + + + YK€k — YkEk+1

2 8 8

ce qui assure ’inégalité recherchée.
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8.4 Propriétés élémentaires

1. — 1
Posons par commodité: v = +.

Donnons une expression exploitable de A.(z), en utilisant la caractérisation classique
de nombres de Piatetski-Shapiro.

On a:

Alz) = 3 ([a] = [-(a+1)"]) + O(1)

a<lze

si bien que:

Afz)= 2 (@+1)"=a")+ 3 ({—(a+1)"} = {-a"}) + O(1) (8.4)

a<lz® a<lze
Il est clair que la premiére somme donne le terme principal. C’est donc de la deuxieme
somme dont il faut s’occuper.

On notera dans la suite:
fr(a) = {-(a +1)"} = {-a"}
Pour A < B, on a ’estimation:
A(B") — A(A") < BY — A" 4 1
ainsi que l’estimation:

> ((a+1)"—a )< B —A"+1
A<a<B

si bien que grace a (8.4):

A<E<B f2(a) « BY— A" +1 (8.5)

8.5 Un peu de théorie de la mesure

Dans cette section, nous allons montrer que la preuve du théoréme 8.2 se déduit du

lemme suivant:

81



Lemme 8.6 On a linégalité:

2
. R Zf'y(a) dy Lenm T°° (8.6)
1 a<lz
pour
7 < 725 (8.7)
o
n>g+r-mte (8.8)
Comme on veut montrer:
2= |3 f(a)| = 0 z — +00
a<lz

on doit supposer 11 > $ + 72 — 7 + 4¢, pour avoir I’existence d’un K(g,71,72) > 0 tel

que:
2
dy < Kz~%

Z f+(a)

alz

/72 7—21:—2(1—:)

M

d’ou la condition 8.3, qui provient de I'inégalité 4¢ < 11 — § — (72 — 71), en prenant
~1 et v, suffisamment proches 'un de ’autre.

Posons pour k£ € N*,

—(y—e 1
Ex(z) = {7 €l vl | =023 £4(a) Z;}
a<lz
On a les inégalités:
2
/ v~ 2dy </ y~ 2= 20-9) Y f(a)| dy < Ko
Exz) k2 T JEu(2) a<lz K -

donc si p désigne la mesure de Lebesgue, on a:
#(Ex(z)) < k*Kz™*

Soit m € N tel que me <1 < (m + 1)e < 2me.

On a alors:

> w(Ex(n™)) < +oo

n>0
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Donc d’apres le lemme de Borel-Cantelli, presque tout v n’est élément que d’un nombre

fini de {Ex(n™) | n € N*}, c’est-a-dire que pour presque tout +,

<

Ll W

(n™)~0=9 3" f\(a)

a<n™

lim sup
n—<4-00

et par intersection (dénombrable) sur k, que pour presque tout ~:

lim =0
n—-+4o0o

(r™)"0"9 37 fo(a)

aln™

Pour un tel v, on va maintenant en déduire:

2=~ 3" f(a)|=0

a<lz¢

lim
z—400

On note: n(z) = [(z°)™ ]
(ainsi n(z) est 'unique entier vérifiant: n(z)™ < z¢ < (n(z) + 1)™)

On écrit:

(=70 3= £(@) = ()™ 3 f(a)|

asz* a<n(z)™
< Jem@-e)( 3 fila) - E,,,. (@)
+|(z70 = (n(2)™)09) X fi(a)

a<n(z)™

(grace a I'inégalité (8.5))

IA

m—(l—ce)|zcv —n(2)™ 4+ 1| + |z~ — (n(:c)’")'("“)l(n(x)m)"
< J2° = n(@)"|(a”"Fn(@)"™ + o(n(a)") )

<& |z — n(z)™ |z

< m(z9)% ()7

< m(mc)—%+e

qui tend vers zéro puisque: me < 1.
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8.6 Une majoration d’intégrale
11 reste donc a prouver la majoration du lemme 8.6.

8.6.1 Argument élémentaire

Soit 7 > 0. On se servira systématiquement de z" pour éliminer des puissances de
In(z), et 7 sera choisi suffisamment petit en fonction de 7,7, et €.

Grace a ’estimation(8.5) et & un découpage dyadique, notre preuve se réduit a montrer:

Z f+(a)

a~z

2
Y

M

-2 —2'7

dy Leyyry T°°77

pour:

z € [z17¢, 7] (8.9)

et les conditions (8.7) et (8.8) satisfaites.

8.6.2 Séries de Fourier

Supposons les conditions (8.7), (8.8) et (8.9) satisfaites.
Posons H = zl-n+5+n,
Par le développement en série de Fourier des parties fractionnaires donné par D.1, on

est ramené a majorer les trois intégrales:

e

2

) / (@ +u)"le(h(a+u))du| dy <emm 257 (8.10)

0<|h|<H a~z

2
d e —em 1
Z mln(l’ H ” a?’ “) 7 K my T (8 1)

a~z

-2 —21

M

/ ~2,—2v
M

8.6.3 Queue des séries de Fourier

1 2 e
> min(1, A (at 1)y ”) dy Lee 577 (8.12)

arvz

Grace a ’estimation D.5, on a pour v > %

min(l, ———) &, 2772
S mint, gy

a~z
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ainsi que:
1 ¢
min(1 L 272
Y TTeES VL

arvz

Sous les conditions (8.7), (8.8), on a les estimations précédentes, ce qui nous permet
de disposer des inégalités (8.11) et (8.12).

Il reste donc & prouver ’estimation (8.10).

8.6.4 Condition suffisante

Appliquons successivement les deux formes suivantes de ’inégalité de Cauchy-Schwarz:

2

[ ] < [l d

2

> f(R)

0<h<H

< H Y If()

0<h<H

On est ainsi ramené & prouver pour tout u € [0, 1]:

K (“) Lenm T 57

ou:
2

> x(n)(n+ u)te(h(n + u))| dvy

n~z

Kw=H ¥ [T

o<|h|<H "M

avec: x(n) = 1sin € A et 0 sinon.
Le resie de la preuve consiste & intervertir les sommations (aprés avoir développé le

carré), de fagon a avoir & majorer une intégrale, les sommations sur h et n étant faites

ensuite.

8.6.5 L’inégalité de Weyl - van der Corput

En appliquant le lemme A.1, on obtient:

K(u)«% T ST xtn+axin—q)

0<|h|<H |q|<Q 2<n—q,n+q<2z

[P0t (g )
m z(n+q+u)(n — g+ u)l-

(8.13)
avec Q = z!™"
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8.6.6 La contribution du terme q =20

On doit avoir ’estimation:

%H A(22)z M2 2 (g — ) € 2777

c’est-a-dire:

z-2m yo+2(m-m)+e+3n & g~

Cette estimation est vraie pourvu que:

N[ R

m2s+r—mnte+2y
Or cette inégalité est claire sous la condition(8.8), pour un choix convenable de 7.

8.6.7 La contribution des termes q # 0

Par symétrie on peut supposer ¢ > 0.
On va majorer I'intégrale qui apparait dans I’expression(8.13) en utilisant la seconde

formule de la moyenne dont nous suivons la variante suivante (voir [27] paragraphe 12.3):
Lemme 8.7 Soit f réelle intégrable sur [a,b]. Soit ¢ positive, bornée, monotone sur [a,b].

o Si ¢ est décroissante alors il existe £ €]a, b[ tel que:
b 3
[ f@4(@)de = 9(a+0) [ fla)de
e Si ¢ est croissante alors il existe £ €]a, b[ tel que:
b b
| £@d(@)dz = 4(6-0) [ fla)de

On sépare la partie réelle et la partie imaginaire de(8.13). Les deux expressions réelles
que ’on obtient seront majorées de la méme facon.

Traitons le terme en cosinus.
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Remarquons que la partie réelle de I'intégrale de I’expression(8.13) contient les termes

suivants:

—_ x—27

— (n -q+ u)"'l

1

Hh((n+g+u)7 = (n—g+u)")

. ﬁ_(COS(%h((n +g+u)'—(n—q+ u)”)))
7 o 2w

o
7y = (ntgtu)y?
v
v

Les quatre premieéres expressions sont des fonctions monotones de -, donc en appli-
quant quatre fois le second théoréme de la moyenne et en utilisant la monotonie de ces
fonctions on obtient ’estimation pour ’intégrale de ’expression(8.13):

gM(n+q+u)?(n—g+u)”!
h((n + g+ u)nIn(n+ ¢ +u) — (n — ¢+ u) In(n — ¢ +u))

Pour n ~ 2,0 < ¢ < @ et 0 < u < 1, on sait bien estimer ’expression précédente. En

particulier, on a la minoration:

(m+g+u)"In(n+g+u)—(n—g+u)"ln(n—qg+u) >,y ¢z"7"

on en déduit la condition suffisante:

Hz =M 5272
Q E E Z h y-1 <<€1'711‘72 x_e_r’
0<|h|<H 0<|q|<Q 2<n—g,n+q9<2z 9%
ce qui nous ramene a:
1-v1+5 —271 272-2_1— —em
2N In(H) In(Q)A(22)z ™M 2220 &,z

et cette derniére relation est vraie pourvu que:

3e

a
NnN2-+12—-—m+ 1

+ 29
ce qui se déduit aisément de la condition(8.8) pour un choix convenable de 7.
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La preuve est ainsi complete.

Au lieu d’appliquer le shift, remarquons qu’il était possible d’utiliser l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. On aurait ensuite pu faire un découpage suivant les valeurs de |n] — nj|
et traiter un probléme trés simple d’espacement. Le résultat aurait été le méme puisque

la condition la plus restrictive provient de la diagonale (la contribution de ¢ = 0).
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Annexe A

Transformations de sommes

A.1 L’inégalité de Weyl - van der Corput

Nous la donnons sous la forme symétrique du lemme 2 de [9).

Lemme A.1 Soit L > K, Q > 0, et z; des nombres complezes. On a alors:

| T afse+iZH T a-) v .

K<k<L lal<Q K<k—q,k+q<L
A.2 La formule de Perron

Cette formule classique permet de libérer des doubles sommes d’une condition multi-

plicative, ce qui permet de rendre les variables de sommations indépendantes.

Lemme A.2 Sotent 0 < L < uN < vN < AL, et soit ¢, une suite de nombres complezes
(leal £1). On a Végalité:

Y =g / ) cl"‘)N“(V ) gt 4 Ox(In(2 + L))

uN<n<vN L *p<i<aL
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Annexe B

La formule sommatoire de Poisson

La formule sommatoire de Poisson s’écrit, pour une fonction f convenable, de trans-
formée de Fourier }':
> f(n) =321
n [
Elle permet donc de transformer une somme sur des entiers en une autre, que ’on

espere pouvoir traiter plus efficacement. En effet, d’aprés le lemme 4.7 de [28], on a le:

Lemme B.1 Soit f(z) une fonction réelle ayant une dérivée f'(z) continue et strictement
décroissante sur [a,b], et soit f'(b) = a, f'(a) = B. Alors:

S e(fm)= X [ e(f(e—va)de+O(In(8 - o +2)

a<n<b a—-n<v<B+n a

ou 7 est une constante positive quelconque plus petite que 1.

Dans cette formule, il reste encore a évaluer I'intégrale, ce qui en général s’accomplit
par la méthode dite de la phase stationnaire.

Pour avoir un terme d’erreur précis, on fait souvent une petite hypothése supplémen-
taire sur f (voir par exemple [33] page 89).

Une forme particuliérement utile est donnée par le lemme 6 de [15] que nous énoncerons

de la fagon suivante:

Lemme B.2 Soient 0 < a < b < 2a. Soit R un ouvert convere contenant le segment

réel [1,b/a). Soit f une fonction holomorphe sur aR = {az | z € R} et vérifiant
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|f”(2)| £ M pour z € aR. Supposons de plus que f(z) est réel lorsque = € aR est réel et
que f"(z) < —kM avec k > 0. Soit f'(b) = a, f'(a) = B, et définissons x, pour chaque
entier v de l'intervalle a < v < B par f'(z,) = v. Alors:
1 // -— -
Y e(f(m)=e(~3) T /(@) Fe(f(ay —va.)) + O(M™%) + O(In(M(b - a) +2))
a<n<b a<lv<p

ou les constantes implicites dépendent uniquement de £ et R.

Dans le cas ou ’on ne désire pas une estimation si précise, on peut se contenter de la

majoration suivante (voir par exemple [28] section 4.19):

Lemme B.3 Soit f une fonction n fois dérivable telle que |f™(z)| > A, > 0. Alors on

a lestimation:
1

[ elr@)dt <o 23

91



Annexe C

Paires d’exposants

La méthode des paires d’exposants est due & van der Corput [29] et [30] et Phillips
[23].
Nous reprenons la définition du paragraphe 5.20 de [28].

Définition C.1 Soient s,c des constantes positives, et soit F(s,c) l’ensemble des qua-
druplets (N, 1, f,y) tels que:

o N et y sont positifs et satisfont yN—* > 1,

e I est un sous intervalle de |N,2N],

o f est une fonction réelle sur I, indéfiniment dérivable, telle que pour tout n > 0:
j%(yw")

dﬂ
(n+1) _ -3\ <
£ () - (o) <o

On dit que (p,q) est une paire d’ezposants si 0 < p < % < ¢ <1 et si pour tout s > 0

il existe ¢ = ¢(p, q,3) > 0 suffisamment petit tel que l’on ait Uestimation:

Z e(f(n)) <p,q,s (yN~°)PN?

nel
uniformément pour (N, I, f,y) € F(s,c)

Observons que y N~ est I’ordre de grandeur de f'(z).
Il est immédiat que (0,1) est une paire d’exposants. Pour en fabriquer d’autres plus

intéressantes, on dispose des méthodes suivantes:
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Lemme C.2 (Processus A) Supposons que (p,q) soit une paire d’ezposants. Alors on

fabrique une nouvelle paire d’ezposants A(p,q) par:

_( P ptg+l
A(p7Q)_ (2P+2, 2P+2 )

Lemme C.3 (Processus B) Supposons que (p,q) soit une paire d’exposants telle que

p+2q > 3. Alors on fabrique une nouvelle paire d’exposants B(p,q) par:
1 1
B =(q— = -
(Pg)=(a=35p+3)

On obtient ainsi les paires d’exposants:

11

B(0,1) = (5, 5)
AB@J)::(%%)
ABA®B(0,1) = %%g;
T
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Annexe D

La fonction partie fractionnaire

Nous allons résumer ici quelques résultats classiques.
Soit H > 1.
Un développement en série de Fourier de {60} est:

1 e(0h) ) 1
{6} = 3™ o<|§|:51{ %irh + O(min(1, =IO ) (D.1)

On développe aussi le terme d’erreur en série de Fourier:

1 =
min(l, —————) = are(0h D.2
Gy =, 2, (02
avec:
. nH 1 H

ap K mm(—IT, m, 7;2-) (D3)

si bien que pour tout 8 € [-1,1[:
3" lanllh|? <5 H?(In2H)? (D.4)

h#0

D’autre part on a le lemme élémentaire:

Lemme D.1 Soient N < N; < 2N, A > 0, 0 < v < 1, alors uniformément pour

0<u<1 on al’estimation:

Z e(A(n + u)") € min (N, |A|'1N1“Y + |A|PN}J(’V—1)+Q)
N<ﬂSN1

ot (p,q) est une paire d’ezposants.
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On en déduit, en prenant (p,q) = (3, 3), I’estimation:
1 1
min(l, ————) < NH}(In2H) + N*™" + (HN")? D.5)
I e g (1n28) @

uniformément pour 0 < 0 < 1.
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Annexe E

Identités combinatoires

Ces identités permettent de transformer des sommes sur les nombres premiers en

sommes sur des intervalles particuliers vérifiant certaines conditions.

E.1 L’identité de Vaughan

On peut lui donner la forme suivante:
Lemme E.1 Il eziste siz fonctions arithmétiques a;(n) (1 < i < 6) vérifiant l'inégalité:
lai(n)] < d(n)lnn
telles que, pour tous les nombres K et K' (100 < K' < K < 2K') et toute fonction
arithmétique g, on ait l’égalité:

Z A(k)g(k) = S1+ Sz + Sz + S4

K'<k<K
ou:

Si = Y a(m) Y glmn)

mSKi K'<mn<K
S; = Y, ax(m) Y. (lnn)g(mn)
mSKi' K'<mn<K

S3 = Z Z az(m)ay(n)g(mn)

Kk} 5m<K3L K% 5n<x§
K'<mn<K

Sy = Z Z: as(m)as(n)g(mn)

Kk} Sm<K§ k3 5»<K§
K'<mn<K
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On a I’habitude de dire que S; et S, sont des sommes de type I, c’est-a-dire que 'une
au moins des sommations se fait sur une variable réguliére, alors que S3 et Sy sont des
sommes de type II, c’est-a-dire qu’aucune des sommations n’est a priori sur une variable
réguliére, mais chacune des sommations est longue.

Pour les sommes de type II, on a la possibilité d’utiliser la majoration symétrique,

12

en échangeant les réles de m et de n, ce qui réduit I’étude a l'intervalle [3, 5] au lieu de

I'intervalle [1, 2].
E.2 L’identité de Heath-Brown

Essayons tout d’abord d’exposer I'intérét pratique de cette identité.
Comme dans l’identité de Vaughan, on se raméne & un probléme d’estimation de
sommes de type I et de type II, mais ici les intervalles de sommation ne sont pas les

meémes:

e pour les sommes de type II, on doit savoir les majorer lorsque ’on a une variable

de sommation dans ’intervalle [K*!, K],

e pour les sommes de type I, on doit savoir les majorer lorsque la variable de somma-

tion réguliére est dans ’intervalle [K*, K]

ou K désigne la méme chose que pour I'identité de Vaughan, et a;,as,a3 vérifient les
conditions a3 > 2a;, 2a3z + a; > 1, 3a; > 1.

Cette identité est apparue dans le lemme 3 de [15]:

Lemme E.2 Soient 3 < u < v < z < = et supposons que z — % € N, et que z > 4u?,
T > 642%u, v® > 32z. On suppose de plus que f(n) = 0 lorsque n < Z oun >z el que
|f(n)| £ fo ailleurs. Alors:

T = Y A(n)f(n)
= 5 +¥X - -Y,-5;-%
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avec.

1,Y1,8,Y < (lnx)mls.de3(n)| Z f(mn)l

m=1 z<n<N

3,23 < fo+ (lnz)®sup i d4(n)| > g(n)f(mn)l

m=1 u<n<v

ot le sup est pris sur toutes les fonctions arithmétiques g(n) telles que |g(n)| < ds(n)

Dans ce lemme, X;,Y';, X,, Y, peuvent étre cataloguées comme sommes de type I,
tandis que X3, ¥'3 seront de type II.

Pour une autre approche, on pourra se reporter a [14].
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