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Abstract

Considering a signal X which is a process of random varia-
bles identically independently distributed, and the signal Y
obtained by filtering X through a linear system s, we study
the estimation of s from the observation of Y in the follo-
wing semi-parametric situation : the law of X is unknown and

non Gaussian, and s has an inverse of convolution with finite

length. We need no assumption on the phase of the system, i.e.
on the causality or non causality of s. We propose an estima-
tion by maximum objective. The estimates are consistent and

asymptotically Gaussian ; this result is still available what-
ever the dimension of the index space of the series is.

We study the asymptotic efficiency of the estimate and, in the
causal case, we compare it to the usual minimum square estimates.
The output Y being an autoregressive field, we propose a consis-
tent method of identification of the order of the model. We study
different types of robustness : robustness to underparametrization,
robustness to additive noise on the observations. We also inves-
tigate the case where the law of X has infinite moments, and

we show that, for "standardized cumulants'" as objectives, and
under assumptions which are in particular verified for laws in

the attraction domains of stable laws, the obtained estimates

are still consistent, and the speed of convergence is, in the

causal case, better than for laws with finite variance.
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INTRODUCTION.

Cette theése est consacrée au probléme de la déconvolution aveu-
gle, qui intervient fréguemment en théorie du signal, notamment
dans les domaines suivants : en exploration sismique des sols,
pour la restitution des coefficients de réflexion des couches géo-
physiques, en télécommunication, pour l‘’identification d“un canal
téléphonique sans émission a priori de ségquence connue. Les domai-
nes évoqués ci-dessus font intervenir des séries temporelles; nous
nous intéresserons tout aussi bien a la déconvolution aveugle de
champs, c“est a dire de processus a indexation muliltidimensionnelle.
Le probléme concerne alors tous les domaines impliqués par la res-
toration d’”image.

Les modéles de déconvolution sont de la forme suivante

d
(1) Ye = > d S$1 Xk ¥ &¢ tez
kez
Y est le signal observé, X est le signal a reconstituer, s est le

filtre linéaire caractérisant le systéme, et e est un bruit

d’observation.

La reconstitution de X se fait alors en deux étapes : l’estimation
du filtre s, qui est la partie aveugle de la déconvolution, et la

reconstruction de X sur la base des observations Y, s étant connu



réellement ou par son estimation, ce qui constitue la partie non

aveugle Jde la déconvolution.

0.1. Partie non aveugle de la déconvolution.

0.1.1. Modélisation détenministe.

Lorsque X est un signal déterministe, la transformation de Fourier
est un outil fréguemment utilisé pour la reconstruction de X. Dans
le domaine frégquentiel, 1 équation de convolution s’écrit

A

A A A A A AA
Y(w) = s(w) . X(w) + &(w), o0 Y, s, X, &

sont les transformées de
: A
Fourier des séries Y, s, X et €. L’estimation brutale de X par

VaSVaN
Y/s est non seulement peu robuste au niveau de bruit, mais surtout

A\
particuliérement sensible aux points du spectre ou s est pratique-
ment nul. Les méthodes utilisées habituellement pour résoudre ces

problémes sont celles utilisant le filtre de Wiener, que 17on peut

retouver dans [13].

Cette méthode produisant des résultats peu satisfaisants dans le
cas ou X posséde certaines propriétés de concentration, plusieurs
auteurs ont considéré le probléme comme un probleme d’extension

A A
de spectre (X n’étant pas estimé aux fréquences ou s est trop fai-
ble). Les problémes d’extension de spectre ont été largement étu-
diés . Une solution particuliérement intéressante été proposée ré-
cemment ([16], [27] ) qui utilise comme critére la minimi-
sation de la norme L, du signal X, du bruit &, ou d“une combinai-
son pondérée des deux. Cette derniére méthode a le mérite de con-
duire a une programmation linéaire, dont plusieurs algorithmes ont
été proposés pour réduire temps de calcul et espace de stockage des

données



0.1.2. Modélisation stochastique.

Lorsque X est un signal stochastique, plusieurs techniques de vrai-
semblance, en particulier gaussienne, peuvent étre utilisées. Elles
ont donné, par modifications successives, plusieurs techniques de

reconstruction. Citons la méthode par filtrage de Kalman ([13], [7],
[19]). Goussart et al. ont développé une technique de vraisemblance

lorsque le signal X est bernoulli-gaussien ([11]).

0.2. Partie aveugle de la déconvolution.

L’ estimation du filtre s a été essentiellement étudiée dans le
cadre non bruité (e=0) et en modélisant X par un signal stochasti-

gque, la robustesse a l“’addition de bruit étant ensuite évaluée.

0.2.1. Modélisation non paramétrigue.

Sans aucune restriction sur le filtre s et sur la loi des Xt, si ce
n‘est leur non gaussianité, les premiers résultats précis sont dus,
d’une part a Ruget et al. ([2]) gui proposent un algorithme
stochastique permettant l1“7identification du systeme, d“autre part

a4 Rosenblatt et al. ([17]) gui proposent une méthode spectrale

d’estimation de la fonction de transfert du systéme.

0.2.2. Modélisation semi-paramétrique.

Une modélisation pratique et couramment utilisée d’un systéme 1li-

néaire est la modélisation ARMA du systéme.

0.2.2.1. Cas causal.

L’estimation des paramétres d’un systéme ARMA fait l1“7objet d”une
abondante littérature. ([1], [5]). Classiquement, les estimateurs
utilisés sont des variantes d’estimateurs des moindres carrés ou du

maximum de vraisemblance sous hypothése gaussienne



Ces méthodes nécessitent intrinséquement une restriction importante
sur le systéme : la causalité du filtre s. Cette restriction n’est
pas acceptable physiquement dans les domaines d’application préci-

tés (géophysique, télécommunications, images).
0.2.2.2. Cas non causal.

Lorsque la condition de causalité n‘est pas imposée sur le systéme
une distinction doit étre faite entre signal stationnaire et signal
non stationnaire. En effet, en situation causale, signaux station-
naires et non stationnaires coincident asymptotiguement. Ceci n’est

plus vrai en situation non causale.

Pour un signal non stationnaire et en modélisation auto-régressive,
un travail de Lai et Wei ( [15] ) montre que 1l estimation par

moindres carrés fournit un estimateur consistant.

Lorsque X et Y sont stationnaires, on ﬁe peut plus utiliser 1les
méthodes gaussiennes. Par ailleurs, le probléme est insoluble lors-
que le signal X est gaussien. Sous la seule hypothése de non gaus-—
sianité et en modélisation auto-régressive, Donoho a proposé une
estimation des paramétres par méthode de contraste ( [9] ).

C’est cette méthode que nous développons et étudions en détails

dans cette theése.
0.3. Le modéle.

Notations : Pour un élément t de Zd

, nous utiliserons alternative-
ment la notation t ou (t ,...,td). L’ élément nul de Zd sera noté O.
1

Une série indexée par Zd sera notée en majuscule pour les pro-

cessus, en minuscule pour les filtres :



d
ainsi Z désigne le processus (Zt), teZ , et a désigne le filtre
d
(at), tez .
De fagon générale, on notera Z = axU le processus défini par
Zy = Z q 2kYt-k
keZ
Ky kg d Kk
Le produit de monomes =z ....zd dans C sera noté z , si bien
1
k k
. b t d e T b .zK
gu’un polynome CZ ... Z sera not .z
kK Tk peeak d Kk k
1

On appellera bruit blanc une suite de variables aléatoires indépen-

dantes équidistribuées.

Pour un filtre b ayant un nombre fini de coefficients non nuls, on
notera P le polynome a d variables complexes défini par
b

k d
P (z) = 3% b z , zeC
b k k

Le modéle est le suivant

d
(2) Yo =X a S¢_kXk» tEZ
keZ
On suppose gue les X, sont des variables aléatoires réelles indé-

pendamment identiquement distribuées de loi commune F non nécessai-

rement centrée.

On observe Y., teT,, ou T, = { tEZd/ vYis<d, 1<t;<n }.

On fait sur F et s des hypothéses suffisantes pour garantir par (2)
la définition de Y, qui sont par exemple l’existence d’un moment
d’ordre 1 pour F et la sommabilité de la série s. On suppose aussi
que s posséde un inverse de convolution b, permettant d’inverser 1la

relation (2) en

keZ



Dans le début de notre travail étudiant la consistance de l’esti-
mateur rioposé nous ne supposerons pas nécessairement gue b possé-
de un nombre fini de coefficients non nuls. Cette hypothése sera

par contre toujours supposée vérifiée par la suite.

Par simple translation de l1“indexation, on peut alors supposer gque
les coefficients non nuls de b sont les bk ou 0<ki<pi, i=1...d,
avec bO#O.

Y apparait alors comme un champ stationnaire auto—-régressif d”ordre

Pp=(pP ,...,P ).
1 d

Les hypothéses sur le modéle seront toujours les suivantes
(MO) La loi commune F des Xt n‘est pas gaussienne.

(M1) Le polynome P n‘’a pas de racines sur le tore |z |=...=|z |=1.
b 1

Il est connu gue, sans aucune connaissance sur s, le probleme
d’identification de s est insoluble lorsque la loi F est gaussienne.
En effet, si Y = s*X et Z = uxX pour deux filtres distincts s et u,
les processus Y et Z ne diffeéerent que par leur fonction d“autocova-
riance, ce qui ne suffit pas, nous le verrons plug loin, a détermi-

ner s.

(M1) est la condition sous laguelle la série stationnaire Y solu-
tion de (3) est bien définie et non explosive.
Rappelons quelques résultats sur la modélisation auto-régressive.

Les résultats suivants sont classiques

(a). La relation (3) a une unique solution stationnaire et régulie-

re Y si et seulement si P n‘“a pas de racines sur le tore |zi|
b

i=1...d.
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(b). Lorsque la condition (Ml1l) est vérifiée, la relation (3) s’in-
k
verse en la relation (2), ou stkz est le développement en série

de Laurent de 1/Pb

(c). La densité spectrale (série de Fourier de la fonction d’auto-

covariance) du processus Y est

1 d —-ix —-ix;
f(A) = , A€R et e désignant (e Jyj=1...d.
—-iAx 2
I[P (e )|
b
q k
(d). Quel gue soit le polynome Q, Q(z) = zk=0°kz , vérifiant
1
f(A) = X , 11 existe un bruit blanc & tel gue cxY = &.
-1 2
IQ(e )|

(e*X dés que b = c).

En particulier, dans le cas d=1, la relation |z-u|=|u|.|z-1/u| pour
|z|=1 permet de constuire toute une famille de polynomes de méme
module aux points z de module 1, dont les racines sont en partie
les mémes et en partie inverses 1“7une de l”7autre.

(e). Dans le cas ou d=1, la relation (2) est causale, c’est a dire
$)=~0 pour k<O, si et seulement si Pb a toutes ses racines a l’exté-
rieur du disque unité de €. Le processus X est alors l1l“’innovation

du processus Y.

Dans le cas des champs (d>1), on a des résultats du méme type; on

pourra par exemple pour d=2 consulter le cours de X.Guyon ([12]).

L’ estimation des parameétres d’un processus ARMA a fait 1“7objet de

nombreux travaux : on pourra consulter [1] et [5] pour une biblio-
graphie plus compléte et une vue d’ensemble sur le probléme.

Classiquement, on a étudié des estimateurs des moindres carrés,



1

qdi ne font intervenir le processus que par sa densité spectrale,
et donc, au vu de (d), ne permettent pas de distinguer les filtres
b dont les polynomes associés ont le méme module sur le tore. On
est alors conduit, pour choisir parmi ces filtres, a faire 1’hypo-
thése indispensable de causalité, ce qui n“est pas acceptable dans
les domaines d’applications cités plus haut.

Les méthodgs d’estimation gaussiennes pour un champ ARMA (d>1) sont

étudiées dans [28]

0.4. Plan détaillé de la thése.

Le plan gue nous avons adopté est le suivant

L.DECONVOLUTION AVEUGLE OU ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS AUTO-REGRESSIF
DE LOI INCONNUE NON GAUSSIENNE.

Dans cette partie, nous étudions la méthode d“’estimation de b, in-

verse de s, proposée par D.Donoho dans [9].

I.1. Description de la méthode, consistance de l“estimateur.

La méthode développée est en fait une méthode d’estimation par mini-
mum de contraste, gue nous rebaptisons maximum d“objectif en rempla-
cant le contraste par son opposé gue l17on appelle alors objectif.

La méthode en elle-méme est classique, la partie intéressante étant
de caractériser les fonctions J pouvant servir d’objectif. De par la
structure de l1l7égquation de convolution, on est conduit a choisir J
parmi les fonctions invariantes par changement d“ échelle. On donne
dans ce paragraphe, aprés les rappels essentiels sur les contras-
tes, une caractérisation des objectifs par rapport au préordre de

la divisibilité des lois. Ce préordre apparait naturellement en

considérant les processus c*Y et en remarquant que la solution est
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en c=b. On obtient alors un estimateur consistant.

1.2 Exemples.

Nous donnons alors quelques exemples d’objectifs, le plus remarqua-
ble par la simplicité des calculs auxquels il conduit étant 1le cu;
mulant standardisé. Pour 1les autres, information de Fisher, néguen-
tropie, métrique idéale, nous indiquons des conditions sur la loi
des Xt permettant éventuellement de les utiliser comme objectifs

en situation adaptative.

1.3 Comportement asymptotique.

Une premieére partie étudie de facon générale la normalité asympto-
tigque de l1“estimateur de maximum d“objectif. La méthode employée
est celle, classique, de démonstration en utilisant le développe-
ment de Taylor & l“’ordre 1 avec reste intégral du gradient de
l“objectif autour de la vraie valeur du paramétre. Nous obtenons
ainsi la variance limite de l’estimateur.

Une deuxiéme partie étudie plus en détails le cas ou J est une fonc-
tion de fonctionnelles linéaires de la loi F des Xe i.e. de la
forme : J(F)=L(E(¢(XO))), ol L est une fonction réelle et ¢ une
fonction réelle g-dimensionnelle. Ce paragraphe s appligque en par-
ticulier immédiatement au cas des cumulants standardisés.

Pour obtenir la normalité asymptotigue, nous sommes amenés, du fait
de la structure dépendante des observations, & utiliser des techni-
ques de mélange; dans le cas ou d=1, nous montrons gue nos proces-
sus sont des mixingales au sens de Mac-Leish ([18]), sans hypothe-
se supplémentaire sur le modeéle autre que l’existence de certains

moments; dans le cas ou d>1, nous utilisons un théoréme de Rosen-



blatt ([25]) et sommes amenés a supposer que le processus est un

champ mélangeant.

I1.4 Comparaison avec les méthodes usuelles.

Lorsque 17 on suppose gqgue le filtre est causal, on dispose des mé-
thodes usuelles d’estimation par maximum de vraisemblance gaussien-—
ne approché. Nous comparons notre méthode avec celles-ci, en défi-
nissant un domaine de lois pour le;duelles la méthode par objectif

conduit a une meilleure variance limite. Cette étude est illustrée

par des simulations.
I.5 Problemes d’efficacité.

Le probléeme d’efficacité asymptotigue est envisagé ici. Nous calcu-
lons tout d”abord la borne de Cramer—-Rao (information de Fisher
asymptotique) appliquée a notre modéle. Nous envisageons ensuite

la possibilité de construire adaptativement un estimateur efficace.
Nous proposons, par analogie avec les méthodes développées par
Bickel ([3]), une condition d’existence de tels estimateurs : 1la

causalité du modele.
I1.6 Identification : estimation de 1“ordre p.

Si 1’on plonge le modéle dans un modéle d’ordre plus grand, on
obtient une valeur plus grande pour le maximum d’objectif. On ne
peut donc utiliser l1“objectif non modifié pour obtenir, par maximi-
sation sur l1l“ordre et sur le paramétre b, un estimateur de 1’ordre
P. On définit alors, par analogie avec la vraisemblance compensée,
un objectif compensé qui permet d‘’obtenir un estimateur consistant.

de p.
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I.7 Robustesse

Dans cette partie, nous étudions deux types de robustesse de 1la
méthode : lorsque l“’on a sous estimé l“7ordre du modeéle, et lorsqgue
les observations sont bruitées par un bruit gaussien. Ce deuxiéme
cas est étudié pour les objectifs '"cumulants standardisés'".

On démontre dans les deux cas un résultat de type '"continuité'" de

la méthode garantissant une certaine robustesse.

1.8 Moments infinis et objectifs cumulants.

L’ étude asymptotique nous a conduit a faire sur le processus des
hypothéses de moments. Si l17on ne suppose plus ces moments finis,
l’objectif est infini asymptotiquement; on est alors conduit a pen-
ser gque l/optimum n‘en est que mieux défini asymptotiguement. Pour
les cumulants et pour des lois de Xg vérifiant certaines propriétés,
en particulier pour des lois dans le domaine d“attraction de 1lois
stables, nousﬁétu&ions consistance et vitesse de convergence de
l1’estimateur du maximum d’objectif; cette vitesse est meilleure

gue lorsque la loi est de variance finie.

II. RECHERCHE DE CONTRASTES ET ALGORITHME STOCHASTIQUE POUR L’IDENTIFICATION DE S.

Cette partie est une analyse de l7article de Benveniste, Ruget et
Gpursat ([2] ) portant sur le méme probléme. Leur méthode repo-

se aussi sur un contraste V.

II.1 Etude de la fonction V
Pour construire l“algorithme, il faut vérifier certaines conditions

sur le contraste que nous présentons ici.
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II.2 Algorithme avec contrainte.

Les auteurs développent un algorithme stochastique, et l1“améliorent

par une contrainte gue nous examinons.

II.3 Recherche des contrastes.

C’est cette étude qui a\retenu toute notre attention. Les auteurs
proposent une caractérisation des contrastes présentant la forme
particuliere J(c)=Ey(c*s*X) et pour une classe de lois de Xg ¢ les
lois sous—gaussiennes et les lois super—-gaussiennes. Nous propo-
sons une interprétation de cette caractérisation en lien avec 1’é-

tude menée en 1.

III. DECONVOLUTION AVEUGLE PAR ESTIMATION SPECTRALE.

Rosenblatt et Lii ont proposé une méthode d‘’estimation de la fonc-
tion spectrale compleéete du systéme. Nous la présentons ici et compa-

rons les vitesses de convergence obtenues avec celle obtenue en I.
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1. DECONYOLUTION AVEUGLE , OU ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS AUTO-REGRESSIF

DE LOI INCONNUE NON GAUSSIENNE.

L1. Description de la méthode, consistance de Pestimateur.

Dans ce paragraphe, nous nous placerons dans le cadre plus général
ol l7inverse b de s n“a pas nécessairement un nombre fini de coef-
ficients non nuls.

Pour résoudre le probléme, nous considérons les processus construits
sur les observations Y, : X(c)=(X(c)y) avec X(c)t=2kckYt_k, ou cC
varie dans l’espace des parameétres, et 17on cherche a restituer
X(b)=X.

La méthode proposée ici est une méthode d’estimation de b par mi-
nimum de contraste, méthode dépendant d“ une fonctionnelle J(c) qui

atteint son minimum au point c=b.

Rappelons tout d”“abord gquelgques résultats relatifs aux estimateurs
de minimum de contraste ([8]), et comment ils s“appligquent a notre

probleme.

ocrY .

Considérons un modele statistique (Q,Q&, (P ) Une fonction
¢]

0o’
de contraste de ce modéle relativement a 6 est une fonction réelle

de la variable o K(8,a) gqui a un minimum strict pour a=6. Lorsque

les observations sont Yt,tETn, et si Ft est la filtration définie
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par : [F,.= c({Yu/Vi<d, ui<ti}), un contraste relativement a 6 et a K
est une fonction réelle U : (a,t,w)—>U(a,t,w) qui vérifie les pro-
priétés

d
a). V (a,t) € x Z , la variable aléatoire Ut(a) : w——>Ut(a,w) est
Ft—mesurable.
b). Ut(a)——>K(0,a) en probabilité sous Py pour |t|=miniti——>m
Un estimateur St du minimum de contraste est donné par

= inf ({ Ut(a),a € 0)

On a alors le résultat

~ ~
THEOREME 1 : 6, est un estimateur consistant de 6 (i.e. et——>e en

probabilité sous PG) si les conditions suivantes sont vérifiées

(Cl1) : a—>K(6,a) et a——>Ut(a,w) sont continues
(C2) : La convergence de Ut(a) vers K(6,a) est uniforme

sur Q.

Démonstration : Soit Et(e) = { 228 ]Ut(a)—K(O,a)| < & }
Pe(Et(e))——>1 pour |t|—>c par (C2). K(6,a) est localement continu-
ment inversible autour de a=0 & cause de l1l“’extrémalité stricte de
K(6,0).

Donc : Ve>0, dIn>0 tel que |K(0,a)-K(0,B)|<n = |a-B|<e.

Pour &>0 et sur Et(n/2) on a

A

K(8,,0) - /2 < U, (8,) < Ug(8) < K(8,0) + m/2

IK(6,,0) - K(8,08)| < m, donc |6-8,| < &, et P(ue—atuse) = P(E (m/2))
Remarque : Lorsque O est compact, (C2) est équivalente, par le théo-

réme de Prokhorov (voir [4]) & une condition sur les oscillations de

Ut(o‘-)
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ve>0, V¥Yn>0, 38>0 tel que P( |Ut(a)—Ut(B)z>n) < &.

sup
le—B <&

Dans notre probléme, 6=b ; nous appellerons fonctions d’objectif
J et objectifs Jn les opposés de fonctions de contraste K et 1les
opposés de contrastes U(n‘ n)’ et nos estimateurs seront donc

y o e

estimateurs de maximum d’objectif.
Nous étudierons ici une classe trés générale d’objectifs, ceux qui
vérifient
(01) : J(c) (resp. Jn(c)) dépend seulement de la loi commune F(c)

des variables X(c)t (resp. la loi empirique F(c)n des X(c)t

construite sur les observations).

(02) : J et J  sont invariants par changement d“échelle, c’est a

dire J(Ac)=J(c) et J_ (Ac)=J,(c) pour tout réel non nul A.

L’ invariance par changement d“échelle est une condition naturelle
dans la mesure ou l“échelle du parametre ne peut pas étre identi-
fiée, puisque si 1“’on multiplie s par A et si 17on divise les Xt
par A, le processus observé Y ne change pas.

En vertu de (01), on peut définir la fonctionnelle sur des lois
de wvariables aléatoires; si Z est une variable aléatoire de loi

F , on notera J(F ) la valeur de J ainsi définie.
z z

Si V est un ensemble de lois non gaussiennes stable par convolu-
tion et changement d’échelle sur lequel J est défini, on a le ré-

sultat suivant
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THEOREME 2 : J est une fonction de contraste pour le modeéle défini
par (1) »pour F, loi commune des X dans V et pour tout filtre
sommable si et seulement si

Quelle que soit la variable aléatoire X de loi dans V, quel
quel gue soit la série sommable (ai), i€z, si les (Xi), i€Z sont
des variables aléatoires indépendantes de méme loi gue X, alors

(03) J(F ) < J(F ) , avec égalité si et seulement
.a.X. X
i“i™Mi
si tous les ajy sont nuls sauf un.

Ce théoreéme est immédiat dés gque 17on voit que F(c) = F .
Zi(c*xs) X

Son intérét est de donner une caractérisation simple des fonctions
d“objectif dans le probléme qui nous intéresse, caractérisation
soulignant l1’extrémalité de la loi gaussienne ou le probléme est
insoluble. On peut en effet définir une relation d’ordre partiel
sur V U { gaussiennes }, ordre pour lequel la gaussienne est le
plus petit élément, et (0O3) signifie alors que J respecte
l’ordre ainsi défini. Pour des détails et commentaires sur cette

caractérisation, voir [9].

Dans tous les paragraphes qui suivent, on supposera que le parameé-
tre est fini-dimensionnel, i.e. bk=0 dés que 1“7un des ki vérifie

ki<0 ou ki>pi‘

A cause de la condition d’invariance (02), on choisit pour le para-
metre des conditions de normalisation, et 1“’on définit deux espaces

de paramétre



T = {BERP/ T, bZ = 1}, p = (py+1)...(pg+1)

et W = {BERp / b(O ,0) = 1}).

bewU est la normalisation usuelle pour les modeles ARMA, beT est

une normalisation par appartenance a un compact.

On a alors le résultat suivant

THEOREME 2bis

Considérant J et J_  qui satisfont les conditions (01), (02), (03),

~

et (C1), (C2), les estimateurs Sn et b, maximisant Jn(c) respecti-

vement sur T et U sont consistants.

1.2, Exemples.

On peut montrer que les objectifs suivants vérifient (01), (02)
et (03)
(E1) : Cumulants standardisés.
Cp (X)
J(F )= , m>2, que 1’on définit sur 1’ espace

X (Cy(x))™/2

des variables ayant des moments jusgu’a 1“ordre m,
d m

ou Cm(X)=(—i —) Log E(expitX) | _qg (cumulant d’ordre m de X).
dt _

T a,™
On démontre aisément que U(ZaiXi)= 1 L.U(X)

et donc que U vérifie (03) des que le cumulant standardisé de X est

non nul.

(E2) : Néguentropie.

J(FX)= K(X,9p) ot K désigne l1’information de Kullback et ¢
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est la gaussienne centrée de méme variance que X, que l’on définit
sur l’espace des variables ayant un moment d’ordre 2 et dont la

loi posséde une densité d’entropie finie.

Notons S(X) l’entropie de la variable aléatoire X, soit
S(X)=-f p(x) Log p(x) dx ou p désigne la densité de X

alors J(FX)= -S(X) + S(o).

On sait (voir [24]) que VX et VY pour lesquels S est définie
exp(2S(X+Y) )= exp(2S(X))+exp(2S(Y)), 1l inégalité étant stricte dés

que X et Y n‘ont pas méme loi.

On a donc, pour tout n et pour toute suite (ai) de longueur n
exp(2S(Xi_; a;X;)) = ), exp(2s(a;X;)), les X; étant i.i.d. de

méme loi gue X donnée.

S(aiXi)=S(X)+Log a;, on obtient donc S (X aiXi)>S(X)+1/2.Log(Z ai)z,
1/ inégalité étant stricte dés gque au moins deux des a; sont non
nuls et gque X n“est pas gaussienne.

D’ autre part, si ¢ est gaussienne centrée de méme variance gue X

et v gaussienne centrée de méme variance gue Zaixi,

J(F )= -S(T a;X;)+S(y) et J(F_) = -S(X)+S(e) ;
a;Xy X

or S(cp)=S(T)+1/2.Log(Zai)2 ; en combinant ceci avec 1“inégalité

précédente on obtient

J(FZ X ) < J(FX) pour toute série de longueur finie ayant au moins
a.X.
i™ti

deux termes non nuls.

Pour étendre ce résultat a une série infinie de carré sommable, il
suffit de se placer sous des conditions ou S(Z) est continue au
sens L2 par rapport a sa variable Z sur l’espace de Hilbert engen-
dré par les combinaisons linéaires finies de répétitions indépen-

dantes de X.



On a alors, en notant Zn=£?aixi : J(Fz )<.J(FZ )1<J(X), ou ng
n
n (0]

est le premier indice pour lequel au moins deux des a;, isng,

i
sont non nuls.

Une condition suffisante permettant d”’écrire S(Z)=limnS(Zn)
est la suivante

(NEG) : 3Ip>0 tel que |op|€L @ étant la fonction caractéristigue de

p ’
la variable X.

En effet, si 17on note Pn la densité de la loi de Zn (gqui existe
puisque celle de X existe et que la loi de Zn est une convolution
finie de lois ayant une densité), si 17on note Pn la fonction carac-

téristique de Z on a : |, |EL

n’ p/n°
D’autre part, 3N tel gue p/N<1l, et on a alors : V¥n=N, le, €L, - Ceci

entraine gue p est borné, puis, par convolution, que
N

vn=N, Vx, pn(X)<HpNHN

Vt, len(t)I<le (t)|
N

Ceci permet de déduire, par le théoréeme de convergence dominée de
Lebesgue, qgue pn(x)——>q(x), ol g est la densité de la loi de Z.
Les Zn étant uniformément intégrables et les Pn uniformément bor-
nées, on peut appliquer le résultat de Mokkadem ([21] ) et

1im S(Z,)=S(Z).

(E3) : Information de Fisher.

J(FX)=I(X)=f(p’)2/p dx ou p désigne la densité de la loi X
C’est un résultat classique que l’information de. Fisher ainsi défi-
nie décroit par convolution. Rappelons en rapidement une démons-

tration



Si p et q sont deux densités ayant une information de Fisher,
si h=pxqg

on a h(X)=fp(x—y)q(y)dy = IQ(y)dyfxp’(t—y)dt
fq(y)f’fp'(t—y)l ay < flp'(xndx, donc h’ (t)=[p’ (t-y)a(y)dy
Par Schwarz, (f(p'(t—y)/xj_p(t—y)).\J_p(t—y).q<y)dy)2

<h(t)~f(p’/p)2(t—y)p(t—y)Q(y)dy
Donc I(h)<I(p).
On a donc immédiatement gque, dés que X a une densité p ayant une
information de Fisher, Z?aixi en a une vérifiant
I(Zaixi) < I(X) (On n“a 17égalité gque si un seul des a; est non nul,
ceci par l“utilisation de 1“inégalité de Schwarz dans la démonstra-

tion précédente).

D’autre part, pour une suite infinie (an), on a
n ng v
limnI(ZlaiXi) < I(Z1 aiXi) <I(X) ou deux au moins des a; sont non

nuls pour i<n0.

Par le lemme de Fatou, avec les mémes notations que dans (E2)

,2 p’2
flim 0 dx < 1lim f — 1 4dx (< I(X) par ce qui précede) .
Pn Pn

Il suffit alors de se placer sous des hypothéses assurant la con-
vergence de p’ﬁ /pn vers q’z/q. L hypotheése suivante est suffisan-

te

e
(FISH) : 3e>0 et 3p>0 tels que t ¢ soit élément de L_.

P
De la méme maniére que pour la négentropie, il existe N tel que si

n est supérieur a N, te, est élément de L, et lto I<lte |.
N

On a alors p,—>q et p’n——>q’.

(E4) : Métrique idéale.

Si kg est une métrique idéale d’ordre s, on peut définir



J(Fx)= uS(X,G), oli G est une variable aléatoire gaussienne et
ou s>2.
Rappelons la définition d’une métrique idéale : (Pour plus de préci-
sions, voir L29])
Soit € un ensemble de variables aléatoires défini sur un espace
probabilisé et prenant leur valeur dans un Banach séparable. On
désigne par-(§)k l’espace des distributions jointes de tous 1les
k—uples (Xl;...;Xk) de variables de €.

K est une métrigque simple si p est une fonction de (§)1><(§)1 dans

[0;+<] qgui vérifie : symétrie, inégalité triangulaire, et identi-
fication, c’est a dire P =P = p(X,Y)=0, ou P désigne la loi de
X Y X

X. Une métrique simple p est une métrigque idéale si elle vérifie:

1. VvV X,¥,Z2 € & , (P *P ,P P ) < p(P ,P )
X z' vy z X Y
2. V X,Y € £ et V ceR*, p(cX,cY)=|c|Su(X,Y). s est 1l’ordre de u

Un exemple simple de métrique idéale est le suivant

r (X,Y) = JE(f(X)-f(Y))|, ol s=m+a, meEN et a€]0O0,1], et on
s

sup
feD(s, K)
D(s,K) est l1“’ensemble des fonctions réelles f continues m fois déri-

[ 3
vables dont la dérivée d’ordre m vérifie : |£(M) (x)-r(M) (y) |<K|x-y]|.

Il s“’agit ensuite de définir une suite de fonctions aléatoires Jn
vérifiant (Cl1) et (C2). On peut choisir Jn(c) = J(Fn(c)). Dans 1le
cas des cumulants, on fait ce choix. Il est ensuite facile de mon-
trer que si X posséde des moments finis jusqu’a 1“ordre m, alors Jn
converge p.s. uniformément vers J.

Pour les 3 derniers exemples, un tel choix n“’est pas possible. En
effet, J fait intervenir la loi inconnue de X. On notera

J(c)=J(p,c), p désignant la densité de la loi de X.
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On peut alors envisager une procédure de type "adaptative
1). Faire une estimation bn préliminaire de b

2). Faire une estimation réguliere Pn de la densité de X a
de la loi empirigue de bn*Y; on peut faire par exemple une
tion par noyau, soit pn(x)=1/nd. ZkKn(x—(bn*Y)k) ou K, 6 est
régularisant, par exemple Kn(x)= ¢(X/hn), hn——>0 et Y est

té gaussienne centrée réduite.

3). Poser J_ (c) = J(p,,F,(c)).

L.3. Comportement asymptotique.

Dans ce paragraphe, on suppose gque J et Jn vérifient les

~
A A
tions suffisantes de consistance pour bn et bn' Les résult

suivent sont valides quel qgue soit d>0.

Nous utiliserons les hypothéses suivantes

(AO) : J(c) et Jn(c) sont deux fois continument différenti
pP.s.
(A1) : J_(c) >J(c)
pP.s.
Grad J_ (c) > Grad J(c)
2 P.sS. 2
D J,(c)—=D J(c)=A(c), A(b)=A.
d/2 A A
(A2) : n Grad Jn(b) —> N (0,A) , o —> désigne la

gence en loi et N(O,A)

sienne centrée de covar

"

l7aide

estima-

un noyau

la densi-

condi-

ats qui

ables.

conver-

la gaus-—

iance A.



P
(A3) : Jr>0 tg (Dan(b+a)—Dan(b))————> O uniformément pour |a|<r
Remarque : Ces hypothéses n’imposent rien sur la régularité de F,

ni méme sur l’existence d’une densité. Par exemple, lorsque J est
fonction de fonctionnelles linéaires de F(en particulier lorsgue J
est un cumulant standardisé), F peut étre guelconque sous réserve

que les fonctionnelles linéaires intervenant soient finies.

|LEMME1 : Si (AO) et (A1), alors Ker A = {AB/A€R}.

Démonstration : Soit D={Ab/A€R}. Pour u€R et c&D, soit h(c) (u)

la fonction donnée par h(c)(u)=J(b+uc). h(c)’ (u)=<Grad J(b+uc),c>,
h(c)”(u)=tc.A(b+uc).c. h(c) a un maximum strict en u=0, donc
h(c)’(0)=0 et h(c)’’(0)=0, soit tc.A.c»0 pour c&D.

Prenant maintenant ¢ dans D : h(Ab) est constante grace a (02), et

t

h(c)’’ est identiquement nulle, donc ~"c.A.c=0.

Pour les théoremes qgui vogt suivre, nous aurons besoin de notations
particuliéres

A est diagonalisable dans une base orthonormée. Prenons b/|b| comme
premier vecteur de cette base. Dans cette base, soit D (resp.A) la

transformée de A (resp.A), soit En le transformé de Bn'

pZ (p-1)2
Si M est une matrice de R , on notera (M) la matrice de R

obtenue en retirant a8 M sa premiére ligne et sa premiére colonne.
Pour un vecteur m, on notera (m) le vecteur obtenu en retirant a m
sa premiére coordonnée.

On a alors les résultats suivants

THEOREME 3 : Si (AO0)...(A3)
d/2 ~ A -1
1. n ((cp))—= N(0,3), avec Z=(D) (4&)(D).
~ A 2 , . . . A
2 Cn(o0, ,0) = I—chnj , d7ou la loi asymptotique de c.
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THEOREME 4 : Si (AO0)...(A3)

d/2 A~ A * * -1
n ((b,) - (b))—/= N(0,X ), avec X = (A) (A)(A).

Pour démontrer ces deux théorémes, on écrit le développement de
Taylor a reste intégral a 1”7ordre 2 pour le gradient de J :

t 1 2
Grad Jn(c ) = Grad Jn(b)+ (c -b)fOD Jn(b+u(c -b)) du (T)

= 0 pour c=bn et pour c=bn ,
car gréce a (02), un extremum de Jn sur T ou sur U est un

extremum sur tout l’espace. Le théoréme 4 est une conséquence

immédiate de (T), (A2) et du lemmel.

Démonstration du théoréme 3

Réécrivons (T) dans la base choisie diagonalisant A

d/2 £ A
(1) n (cn—c).Dn= E.., ou ¢ = (1,0,...0), soit b écrit dans
nouvelle base.
(2)
(0]
P 11
D, > kj¢ (0]
kp—l
A
(3) E, —= N(0,4)
e
2_
(4) ZJ an'— 1
(2) : par (A1) et (A3) on obtient facilement gque

1p25 (b+u(b.-b d > A
n n—P)) du

(e}

Par changement de base on obtient le résultat.

(83) : (A2) écrit dans la nouvelle base.
(4) : car le changement de base est orthonormé.
. AN AN An,
On remarque que (4) peut se réécrire en : (chp—-1)(can+1)+Y c.“=0
° 0 77520 I
d/2 An
Notons v = n (c -c)



A(n,M)={ @ / |vI>M }
B(n,M)={ |J,I>M}

C(n,e)={ supi,jl(Dn)i,j|>s bs

AN
D(n,B)={ lcg-1|>B }

On sait gue VYe,B8 1lim lim P(B(n,M))=0, 1lim P(C(n,e))=0
M—>00 n n

lim P(D(n,B))=0.
n

On' .en déduit facilement gue VYa>0,Ve>0 et VB>0,

lim lim P(A(n,M,x,&e,B)) = 1lim Mlim P(A(n,M))
M
c c c
ou @(n,M,a,e,B8) = A(n,M)NB (n,aM)NC (n,e)ND (n,B)
On fixe BO< 2/p+1, eq= 1i/2(p+1).Sup |A.|, a0=1/4(p+1).inf A5l
j J 3 J
Soit w € @(n,M,ao,eo,Bo), jJ la coordonnée telle que |vnj|=supi|vnit

On a |an[>M/p+1.

D D U

.Si j=0 on écrit : X njj+ nj-

v__ . : ==V .
1% ninlilj nj

c
Dans B(n,aM), uUn"<aM donc |Unj|<aM

c
igjvniDnij|> |vnanjj|—aM = |vnj|(llj|-a)—aM car on est dans C(n,eo)

D’ autre part D L <p. |V

nij le.

IS Vo -
Txj ni nj

On a donc ]Aj|/2<|vnj|(lkjl—(p+1)e)<aM<lljl.M/4(p+1)

|an| .

D’ ou lvnjlgM/z(p+I), ce qui est impossible.

S o e 5 2 d/Z(An )

.Si j= on crit u_."= — u .n (o §
550 ni noO (0]

a/

2
Donc p|u0n|2>]u0n|.n (2—80), ce gqui donne Bo>g/p+1, ce dui est

contradictoire.

Donc P(@(n,M,an,E€H,BH))=0, donc lim 1lim P(A(n,M))=0,
(0] 0 0 M n

d/2 An :
et n ( ¢ -c) est tendu. Le théoréme s’en déduit immédiatement.
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On donne maintenant un lemme tres simple, qui sera utile plus tard

pour simplifier gquelgques expressions de matrices.

|JLEMME 2 : Si (AO0)...(A3), alors be&KerA.
Démonstration : Faire le produit scalaire de (T) avec b, multiplier
d/2

par n , appligquer le lemme 1 et le théoréme 1.



Cas particulier important : cas ot J est fonction de fonctionnelles linéaires de F.

Dans cette partie, on suppose que J et Jn s“écrivent

J(c) = L(Eml(X(c)o);--.:E¢q(X(C)O))
d (n n) d
Jp(e) = L(1/n Ze_t11) [1)P1(X(C)¢)s---51/n Z ogq(X(c)e))
L et ¢ = (¢1,...,¢q) étant des fonctions réelles.
Remarque : Dans le cas des cumulants, J=|K| et Jn=|Kn| ou K et K,

sont de la forme précédente, mais il est treées facile de voir que

tous les résultats gui suivent sont encore valables.

Considérons les hypothéses suivantes
(H1) ¢ et L sont deux fois continument dérivables.
(H2) Les espérances des fonctions suivantes sont finies
o x 2
(P(X(C)O): Var @(Xo)r (p"k(X(C)o.(X(C)O), qu"(XO) (¢ = 0,1,2),
B
‘P,k(x(c)o)-(x(c)o) ’ CPk(xo)‘p(xo)Xo (B =0,1),
et, si d>1 tout produit de 4 termes formés a partir des termes
suivants
B
Xod’(xo) et CPR(XO)’ B=0,1, k=0,..,q.
(H3) E¢(Xg) = 0 et EXgd(Xy) = 0
(H4) d>1 et (Yt),t (S Zd est un champ fortement mélangeant.

ou ¢ est donnée par :

$(u) = £, 07 (u) DL(Ee(X(c)g)-

Remarque : Pour les cumulants, (H2) est une hypothése sur les mo-

ments de XO.
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Sous (H1), on a

d
Grad J (c);= 1/n X ¢ (X(c) )Y

2d

d
2Jn(°)i,j=1/n T ¥ (X(C) )Y jYe_3*1/n T vp(X(c) ¢, X(C) )V Yy 3

D
avec ¥, (u) = =F o’ (u) DXL(E, @(X(C))

Tn(u,v)=2F o’ (u) ®;7 (v) DFDIL(E e (X(C)).

wn et ¥y, ne sont pas indicées par c pour plus de lisibilité lors-—
que cela ne porte pas a confusion. E. désigne l‘espérance sous la

loi empirique

Par ergodicité, on obtient alors immédiatement (A1), (AO) est don-
née par (H1),et pour (A3), la démarche est analogue a la consistan-
ce. En particulier, (A3) est vraie pour les cumulants, un calcul des
oscillations le montrant facilement.

Le calcul donne alors

Ay 52T E(er” " (Xg)Y_3Y_3) DXL (Ee (Xg) )

) DFDIL(Ee(Xq))

+ ZF E(or” (Xg)Y_3) E(e;” (Xg)Y_j

On a le théoréme

THEOREME 3 : Sous ((H1)...(H3) si d=1 ou (H1)...(H4) si d>1) on a
d/2 A
n Grad Jn(b) —> N(O,A).

Ay, 5= B (Xg)Y_;¥_5) + ZF & E(ep (Xg)¥(Xg)Y_j)

+ 29 A, E(ep (X)) (Xg)Y_j) + =9 ap,ia1, jCoV(eR (Xg) @) (Xg))

ot ay.; = Z§_ DMDIL(Ee(Xg)) E(e;” (Xg)Y_;)

o>

N\
De ce théoréme on déduit la loi asymptotigue pour bn et n-
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Remargues sur les hypothéses

1). Lorsque d=1, on n“a fait aucune hypothése de régularité sur la
loi de X.

2). La condition de champ mélangeant n’a pas été étudiée pour des
processus linéaires. Des conditions de mélange fort ont été données
pour des processus linéaires indexés dans Z par Gorodetski ([10] )

et Mokkadem ([22]).

Démonstration du théoréme

d/2 d/2 n d/2
n Grad J_ (b)= 1/n Z¢(Xt)Yt_i + zk,lak,l,i n (En ¢1(X)—E¢1(X)). ()

{ DleL(Em(X))+f1[DleL(E¢+t(E ©—Ee))-DXDIL (Ep)] dat }
o) n

d P
ol . ap;i= 1/n T o (X )Y 3 —> Eo " (Xg)VY_;

Le reste intégral tend en probabilité vers O
Il reste a montrer

d/2
1/n .z ¢(Xt)yt

. d/2
i/n "7 T W(Xe)Yeop

1272 E X)-E X
n ( i ?4 (X)-Eey (X))

> N(O,%)

.d/2
n (En wq(X)—E¢q(X))

On prend une combinaison linéaire des coordonnées du vecteur étudié

d/2
multiplié par n .
p (ui, ,ud) a
zu = Zoai(2t=(1, ,l)w(xt)yt—i) + ZlﬁiZt(¢i(Xt)-E¢i(X))

Z, est un processus stationnaire centré (par (H3)) sur Z

EZ] = = @i, 2Bl (X )W (X )Yy 3¥¢a— 5]
+ 2 BiBthl,tZE[(¢i(xt1)—E¢i(xt1))'(¢j(xt2)-E¢j(Xt2))]

+ “iBthl,tzE[¢(xt1)Yt1—i'(¢j(xt2)_E¢j(Xt2))]

Lorsque u = (u ;...;ud) varie dans Zd on obtient
1
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d
EZ21;_qu; - [EZBFVare; (X)+TafE(W? (X)¥2;)+Za B ELH (X)Y_; (05 (X)-Ep;(X))]

d
=Hi=1ui .(a,B)gt(a,B) £ définie de maniére évidente ci-dessus, et
qui est donc la variance limite du vecteur étudié lorsque n tend

d
vers 17infini (ui=n ) .

1)._Lorsqgue d=1
On utilise le principe d’invariance de Mac-Leish ({18]). Les hypo-
théses a vérifier sont les suivantes
Si Fn est une ségquence non-décroissante de sigma-algeébres, Vn un
processus
.I1 existe une suite = positive tendant vers O telle qgue pour i>0,
k=0, IE; _1 Vil o<ey

IVi—Ej kVill2<€k+1

ou Ei désigne 1l espérance conditionnelle a la tribu F

e
.I1 existe une suite positive non décroissante Lk telle que :
¥ 1/nL < e, L -L_ ., = O0O(L_ /n), g, = o(1/N n .L_)

.Les Vn sont uniformément intégrables

2

-Ek_mE(Sn+k—Sk)2/n] —>0“ guand m,k,n—>0c0

Alors Sn/w n tend en loi vers N(O,oc), avec Sp = Z?=1Vi.

On prend V = FTRea;¥ (X )Y, _; + ZIB; (o;(X,)-Ep; (X))
Fn : sigma algeébre engendrée par les Xp, p<n.

On a Sn= Zn

‘Ep (V) =o0

MEq e (V) -V, 12= Toj ey s_.s_ LE(¥(X,)2 X X

—i-k,1,<-j-k 1, l2 —i—l1 n-j-1,

on prend g 4= (EXZ.sz)l/z.(Zlail).§>o |S_j—1 ! qui décroit expo-
nentiellement vers O. En prenant Ln=Cte.n, les 2 premiéres hypothé-

ses sont vérifiées.



-Le processus V étant stationnaire, 1les Vg sont uniformément inté-
grables.

.Le prodessus étant stationnaire et 1les S décroissant exponentiel-
lement vers 0, il est immédiat que la derniére hypothése est véri-
fite avec 02= (a,B)&%(a,B).

On a donc la conclusion.

2). Lorsgque d>1

On utilise un théoréme de Rosenblatt ([25] p.77)
d
Soit (Zn) neZ un champ centré strictement stationnaire et forte-

ment mélangeant tel que

d.
EIx ?* z |2= h(dl—cl;...;d -Cc ) ol h—>c guand di—ci—+>x,
n.=c. ngy,...,n d d
i i 1 d
ou h(a ;...;ad)=o(h(B ;...;Bd)) dés gue a;—>0 Vi avec ai=O(Bi)
1 1
mais aj=o(Bj) pour un certain j.
2+38 1+8/2
Si 3 6>0 tel que E|XZ_| = O(h(d -c ;...;d —-c )
1 1 d d
alors zni=1zn convenablement normalisé converge en loi vers N(O0,Id)
quand di—ci——>w vi.
Ici, h(a ;...;ad) =AHai, qui vérifie bien les conditions reguises.
1

Nous allons vérifier la derniére condition pour &=2.
EZi= Ty .0 TE(P(Xeq) - - ¥ (Xeg)¥eqoi1- - Yea—ia

+3Bj1- - BigZE(@;1(Xe1)Ep;1 (X)) .. (04X 4)"Epj;,4(X))
+4ZaiBj1"BjSZE(¢(Xt1)Yt1—i‘(¢j1(xt2)_E¢j1(X))"(@js(xt4)_E¢j3(x))
+4Zai1"aiSBjZE(w(th)Ytl—il"'¢(xt3)yt3—13(¢j(xt4)_E¢j(X))
+62La; 15 5B 1B RTE (W (X p) Yo ¥ (X p)Yea_ jol(®jq(Xeg)—Eejq(X)).

(‘P:jz(xt4)_E(PJ‘2(x))

Pour chaque terme, on regarde suivant que les t; sont distincts ou

non et en développant les Y sur les X;l’on obtient, sachant (H3)
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.tl,...,t4 tous distincts : O

Sty=GL =ty Cte.H(di—ci)

.deux des t; distincts : <Cte.[H(di—ci)]2

.3 des ti distincts : seul le‘4éme terme de la somme n“est pas nul,

on obtient des termes de la forme
4Zai1...aisﬁj.Cte.E¢%Xo) .Exgw(xo).(EXOmj(XO)—EXO.ij(XO)).
—-1i37t-t3—-1i t—-t4-1i1 -1 t—-t3-1i1"t-t4-1i t-t3-11"t-t3-1 t3-t4-1i
Zs_jg3s i2S i1*S-i3S 3-i1S a-ji2"*s 3-i1S 3-i2St3-t4-i3

gqui est borné par

Cl.|s_jgl- (Z|Skl )2-H(di_ci) + C2. (leksk+i1—12| ) - (Z|Sk| ) II(di-cy) -

4 __ _ 2
On a donc EZt = O(H(di Ci) )

Maintenant, en appliquant les lemmes 1 et 2, on peut simplifier 1les

expressions de A et A pour obtenir

2
A; = 2 s .S VarX Ey” (Xq5) + s L) . s .) . (EX .

{ T Eop’ (Xg)Ee; (Xg) D™DIL(Ee(Xg)) +E¢’ (Xg) }
k=40

- 2
Ay 5= T sSp_isp;VarXgEe® (Xg)+ E#Osk_i).(§¢Osk_j).(EXO?.

{ E¥®(Xg)+ = DD IL(Ee(X5))DM2DI 2L (Ee (X)) -Eeyy 7 (Xg) -

E¢12’(X0)-Cov(cpkl(xo),q)kz(xo)) + 2% E‘Pl,(xo)E((Pk(xo)'J’(Xo))

DKDIL (Ep) }.

Etude du cas ou X est centré.

On a alors, t t I . .
s en notan Tl,J k;o Spk—iSk-j

A = varXO.Ew’(Xo).T

2
N = varX, EY (XO).T



Remarque: A et A diagonalisent dans la méme base, donc, en regar-
~

dant la démonstration du théoréme 3, on voit que les ((cj))sont
asymptotigquement indépendantes.

Ey? (Xg) -1

On obtient Z*=
VarX, (Ee’ (Xg) 5

= V(¥,Xg) . T ?

On obtient pour X* la borne inférieure donnée par le résultat sui-

vant :
THEOREME 6 : Sous des conditions suffisantes de régularité de F
1
V(¢,XO)> ol I(X) est 1“information de Fisher de

VarXOI(XO)—l
la loi de X.

Démonstration.

Soit A(Y,X) = su (E¢’(X)2)
’ Eq=0, | E4* | <oo, EXY=0 , g Z<oo E62 (Xo)
EXqt (Xg) )
Posant 6 (u) = Y(u)- —m .(u—EXO), on voit facilement que
VarXO
(E672 (X))
A(Y,X) = sup 2
E6 (X)=0, |EB’ (X) | <o, EBZ (X)<oo E0EX)
EXy (X) £7(X) EXY(X)
E6’ (X)= E¢’ (X) - ———— = - ( EyY(X) + ) sous des condi-
VarX f(X) VarX

tions suffisantes de régularité de la densité f de la loi de X.

X-EX X-EX
EXy (X)) . (£7/£(X) +

EB’ (X)= - E(¢(X)- ) car Ey(X)=0.

VarX

Ecrivons 1“inégalité de Schwarz

(E 87 (X))3< (E02(X)).E[f’/f(X) + (X-EX)/VarX]2
2
soit A(Y,X)<E[f’/f(X) + (X-EX)/VarX] = I(X)—-1/VarX ,
et cette borne est atteinte unigquement pour

u-—-EX b il u-EX £’ u-EX
JEXYP(X) = a (—(u) + ), soit Y=ax.— +B.—m,
VarX f VarX f VarX

Y(u)-

la contrainte EXy(X)=0 entrainant oa=8. a
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Si 1’on s’intéresse maintenant aux fonctionnelles J permettant d~’
atteindre la borne du théoréme 6, on s’apercgoit, en "intégrant"

gue c’est lorsque

J(c) = f fc Log f dx + 1/2 Log Varxo(c),

fc désignant la densité de la loi de XO(C)

d
Ja(c) = 1/n ¥ Log f(X (c))+ 1/2 Log Var Xg(c).
n

Ce sont bien des fonctionnelles linéaires présentant au point cher-
ché un maximum strict global, mais elles ne sont pas invariantes

par changement d’échelle.

De plus, elles font intervenir la loi inconnue de X.

On pourrait alors chercher a construire des estimateurs adaptatifs,
mais ce serait un gros effort pour un maigre résultat, car, nous le
verrqons plus loin, cela ne donnerait pas un estimateur efficace au

sens de Fisher.



1.4. Comparaison avec les méthodes usuelles.

. Pour comparer la qualité de précision de notre estimateur avec
les estimateurs usuels des moindres carrés, il faut se placer
dans des conditions ou cette comparaison est possible, soit sous

l1hypotheése

(COMP) : d=1, EXy=0, s, =0 pour k<O.
On choisit alors la normalisation U pour l’estimateur, et on com-
N

A\ N\
pare donc avec bn l’estimateur dn obtenu par minimisation de 1la

pseudovraisemblance gaussienne —1/2(n.Log2x02+tY(n).[Tn(2xh)]Y—1(n))
ou : Y(n)=(Yk),1<k<n, h est la densité spectrale de Y, et T, est
la matrice de Toeplitz des coefficients de Fourier de 2ixh.

Dans les applications, les estimateurs sont calculés par la métho-

de "aller—-retour" due a Box et Jenkins. (voir [1] et [5])

da/2 A A

On a : n (d,-b) —=> N(O,T) (voir [3])
ey
da/2 A A *
n (bn—b) ——> N(0,3X7) (voir th.2)
2
E X

ot T =T 1 et o*= b~ (Xo) .t71

2 ,2
EXO.(Ew (XO))

Pour comparer la précision des deux estimateurs, on compare leur

variance asymptotique, et il s’ensuit que

Si le contraste linéaire employé est tel que v(¢y,X)<1l, la méthode
"contraste linéaire'" est meilleure que '"moindres-carrés'. Le résul-

tat est inversé si V(y,X)>1.

On remarque aussi que, puisque 1“on a toujours V({,X)=>
VarX.I(X)-1

V(¢,X)>1 dés que VarX.I(X)<2, ce gui est le cas si X est "proche"

A
d’une loi gaussienne, ou dn est efficace.
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Ces considérations présentent notre méthode par objectifs comme
une alternative aux méthodes usuelles du second ordre dans les cas
classiques d’estimation de paramétres d“un processus auto-régres-—
sif causal : utiliser un objectif linéaire gquand on est loin de la
situation gaussienne, et les moindres carrés lorsque l7on en est

proche.

Simulations.

Les simulations portent sur des AR1l, c’est a dire pour b=(1,a).

On utilise comme objectif le cumulant standardisé d’ordre 4

4
ey E(Xg(c)-EXg(c))*

(VarXg(c))?2

On choisit celui-ci pour des facilités de simulation, car les hypo-
théses (H3) sont alors vérifiées dés que la loi de X est symétri-
que par rapport a l“origine. Pour une loi asymétrique, le choix du
cumulant d“’ordre 3 serait plus judicieux.
A

Numériguement, le calcul de «x, se ramene alors a la recherche des
racines d’un polynome (on s”’en apergoit facilement en calculant le
gradient de Jn). Les calculs ont été effectués sur un Vax 750, en
utilisant le programme IMSL de recherche de racines d’un polynome.
Pour chaque loi, on se place a n=1000, et on en réalise 100 simula-

X A
tions. On regarde alors la loi de 24000 a partir du 100-échantillon
gque l17on a.
Avec les mémes données, on calcule l’estimateur par moindres carrés
et sa loi avec la méthode de Box et Jenkins implantée sur Genstat.
On compare alors les variances théoriques et numériques des deux

méthodes.



Les variances théoriques sont

. 5 ExBEx2- (Ex%)2
et Y'=(1-a“).R ou R= lorsque X est centré.
(3(EX2)2-gx%)2

2

N=1-

On s’intéresse donc au rapport des deux variances R, d“autant plus

petit que la nouvelle méthode est efficace.

On remarque gque R est nul si et seulement si X3= X en loi (ceci se

3et X), donc si et

voit par l1l“’inégalité de Schwarz appliquée a X
seulement si X suit une loi de Bernoulli, soit une loi de support
{-1;1}. Dans ce cas particulier, il est facile de voir gque toutes
les hypothéses de consistance et d’asymptotique sont vérifiées,

d/2 A A d/2 A

donc gque n (an - &) ———> N(0,0), c’est a dire que n (¢, - )

tend en probabilité vers 0, ce qui indique que la vitesse est supé-
d/2
rieure a n .(On n’” est bien évidemment pas dans le cas ou 17in-

formation de Fisher du modéle existe et ou la borne pour V(y,X)

est calculée).

On s’intéresse a des lois ayant pour densité Pn (voir ci-dessous),
qui vérifient toutes les hypothéses ; on a choisi ces lois car
elles sont particuliérement simples a simuler et gu’en faisant
varier le paraméetre m, on s“écarte plus ou moins de la gaussienne

de fagon intuitive

_ (x+m)2 (x-m)?2
pm(x) = 1/2N 2n .[exp—- — + exXp- ————
. 2 2
On a
4m6+18m4+9m2+6
R =
4m8
Donc en particulier
lim R = +o00 : on s’approche de la loi gaussienne ou la métho-

m—>>0

de n“est pas définie.
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lim R =0 : plus les sommets sont éloignés, plus on est loin
m——>c0

de la gaussienne.

Les simulations ont été effectuées pour différentes valeurs de o.

Nous donnons ici les résultats relatifs a o = -0.7

Tableau des résultats.

m 50 10 1 0.5
R numérique 3. 1073 1.8 1072 7.05 4300
R théorigue 4. 1074 1072 9.25 604

Pour les valeurs extrémes de m, on voit gque l“asymptotigque n’est
pas atteinte a n=1000, mais R numérique donne néanmoins une bonne

vision de l“’efficacité relative des deux méthodes.

A
Histogrammes des lois de (an — &) : voir en annexe. Ils illustrent

le tableau précédent.

L.5. Problémes d’efficacité.

N\
Lorsque d=1 et avec la normalisation 6€U, on a un modéle paramétré

de parametre 9=(cl,...,c ). On calcule 1“information de Fisher du

P

modeéle lorsqu’‘elle existe
I = lim_ 1/n I_(0), on In(e)=E(aLn/aci.aLn/acj.1/Lﬁ ),

Ln étant la vraisemblance du processus X . On peut en effet montrer
que le résultat est le méme que si 17on calcule In avec la vraisem-
blance de Y, il s‘’agit d’un changement de paramétre biunivoque.

On rappelle gu’alors, quel que soit l’estimateur du paramétre, sa

variance asymptotique Y quand elle existe au sens décrit en I.3
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vérifie:

Z—I—l est s.d.p. Si Z=I—1, on dit que l’estimateur est efficace.

Sous des conditions de régularité et d’intégrations de la fonction
caractéristique de la loi de X, on obtient (voir le calcul et 1les
conditions plus loin)
THEOREME 7 : Ii,j= Varx.l(x)kéo Sk—iSk—j +k§0 SK_iS_k-j

+ {E[(X-EX)2f 2/f£27-1} s_jS_j + (EX)2E£72/£2 (3£, )2

+ [EX.E(x£72/£2) —(EX)ZE£:2/£2](s_j+s_j)T sy

f étant la densité de la loi de XO

Démonstration:

On calcule les vraisemblances & l1“aide de leurs fonctions caracté-

ristiques. Si ¢ est la fonction caractéristique de la loi jointe
c,n
de (X;(c),...,X,(c)) , on a
+0o0 n o .
() (tq, ...t )= M~ ¢(Zk=o(c*s)k_ltk), ol ¢ est la fonction
. Cc,n _

Caréctéristique de la loi de X.

Les hypothéses sont du type suivant

.Régularités, dérivabilités de o

.Intégrabilité de fonctions de ¢ et de ses dérivées et majoration
par des fonctions intégrables (Ceci pour échanger dérivation et

intégration).

Ce sont celles qui permettent d’écrire le formulaire suivant

f(x)=|p(t)exp—itx .1/2wx , fm’(t)exp—itx = 2rixf(x) ,
ftw(t)exp—itx = 2xif’ (x) , ft¢’(t)exp—itx = 2n.-(f(x)+xf’ " (x)) ,
ftzw(t)exp—itx = -2nxf’’(x) , ftzw’(t)exp—itx = 2x.-i(f " (x)+xf" 7 (x)) ,

f¢”(t)exp—itx = 2rx.-x%f(x) , ft¢”(t)exp—itx = —2xi.(2xf(x)+x2f’ (x))



(1)
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ftzw”(t)exp—itx = 2n.—(2f(x)+4xf’(x)+X2f”(x))

On écrit alors

¢
c,n

— n . ’ n t n t
a0, 21 (Zx—0Sk-1-itk) P (Zx—p(C*s)p_1%ty) E¢1¢(Zk=0(c*s)k—m K)

2
P
c,n

5]

——— = ) (T Bosko1-iti) (ZRe0Sk—1-3tk)®" " (Zk=o (C*S) 1))

n n n
g¢1:(zk=0(c*s)k—mtk) * 2012 (Te=05k-1-i k) (Zk=0SKk-m-jTK) -

n n
¢/(2k=o(c*s)k_ltk)¢’(Zk=0(C*S)k_mtk)bgmetl¢(zk=osk_ptk)-

En écrivant ces relations en c=b, en les multipliant par exp—iZthk

et en les intégrant a l7aide du formulaire précédent, on obtient

. et . . _— .
£ 2 c. c= £2 3 c. d c. f @ c. @ c.lc=

puis on en prend 1l ’espérance pour obtenir

i,3 =~ (n+l)s_jgs_ 4 + = sp s, 5. (n-|k|+1) + (n+1)s_is_jEx2f'?f2
k0 ,=—-n

Ex?.E£-2/£2.57 ¥% s 1 ispgoj
1=0 1«1 =0

2 ,2 2 n n
HEX)TEL7 /7. (21,1, Sk-1,-iSk-1,-j ~ Z1%  Sk-1-iSk-1-j)

— k1 ,=0
k#lletlz,—o

+EX.EXf’2/£2 [z, ¥P (s_jSy__3_ —3+S_3S1__1. -3)0-
1 _ 2713 2713
1,%1,,=0

La limite Ii 3 s’en déduit aussitdt.
’

Lorsque X est centré et que le filtre s est causal:

- 1 -
Gt |

VarX. I (X)

On s’apercoit alors gque la méthode d’estimation par objectif de

type linéaire n’est jamais effiéace, et gque sous les hypotheéses



(COMP), la méthode Box-Jenkins est efficace uniquement dans le cas

gaussien.

Réflexion sur un estimateur adaptatif.

Dans le cas ou s est causal, il est connu que l’estimateur du ma-

ximum de vraisemblance est efficace.

Le probléme adaptatif est le suivant : est—-il possible, lorsque F
est inconnue, de faire aussi bien que si F est connue 7?7

Un tel probléme est trés largement étudié par Bickel ([3]) dans 1le
cas d’observations indépendantes : il indique comment et dans gquels
cas cela est possible. Transposant ses idées au cas d’observations
corrélées, on regarde la condition de Stein ([26])de décorrélation
du paramétre estimé et de l“estimateur de densité de cette fagon :
Supposons que la loi de XO est centrée et de la forme

f=(1-t)g+th. Calculons l“’information de Fisher asymptotigque du mo-
déle paramétré par (b,t). Avec un calcul analogue a celui développé
précédemment, on obtient facilement que le terme croisé en b;,t est

proportionnel a s_ Pour gque l“adaptation soit possible, ce terme

i
devrait étre nul. Ceci implique alors : Vi=1...p, s_.=0, et puis-
gque s a un inverse de longueur p, ceci implique : Vi>O, s_i=0.

Ceci suggeére qu’une condition nécessaire pour mener un calcul adap-

tatif serait que le filtre s soit causal. Nous faisons alors la

conjecture :

conjecture : Un estimateur adaptatif efficace existe seulement si

s est causal.
Si ce résultat est vrai, il s“’agit ensuite de trouver sous gquelles
conditions sur la loi F on peut construire un estimateur adaptatif

efficace et d’en proposer une construction.
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Les calculs menés par Bickel utilisent de manieére constante 17indé-
pendance des observations ; dans la situation qui nous intéresse,
il faudrait étudier d“’autres calculs s‘’adaptant au cas mélangeant,
ce gui nécessite certainement un important travail gue nous

i)
n’avons pas mené ici.

L6. Identification = estimation de 'ordre p.

L idée est d’utiliser pour estimer p une méthode analogue a la mé-

thode de vraisemblance compensée. (Voir [1]).

Si d>1, on supposera p =...=pd=p.
1
On introduit le paramétre supplémentaire q paramétrisant 1l“ordre,
et 17on pose
da

Anp(ga,c) = n J, (g,c) - Xq , ou J_(gq,c) est la fonction d’objectif
lorsque définie lorsque le modéle est d’ordre q.
On choisit alors comme estimateur (qn,cn) le couple (g,c) qgui maxi-

mise An(q,c) pour q € {0,...,Q) et c vérifiant la condition de nor-

malisation choisie.

Q peut étre arbitrairement grand, mais il doit étre fixé.

On a alors

ThEOREME 8 : Pour O<a<l et A>0, sous les conditions (Cl1l) et (Cc2),

et (Al)....(A3)

P
(qn’cn) I (P,b)

et 1/asymptotique pour C, est la méme que lorsque l‘’on n‘estime

pas p.



Démonstration

1). La 1ére partie du théoréme découle du fait que, si a€]O0;1[, et

da
si g>p, n [Jn(q,c*n)—Jn(q,b*)] >0 ou Cyn Maximise Jn(q,c) a q

fixé et ou b,=(b,0..0).
En effet, a g>p fixé, tous les résultats précédents sont valables
(le modeéele peut étre considéré comme étant d’ordre q et de paramé-

tre b_), et en particulier
= t — 2 -
In(dCun)=JIn(@,b) = 1/72.%(cyn=by) [DZJ (Cyupn)+ O ()] (Chpn=by)

d/2 :
et le résultat est alors immédiat sachant que n (Cyn—by) est

tendu. On en déduit immédiatement

P
Si g>p, Ap(a,cup)-AL(P,by)—=> - A (g-p) < O
Maintenant  :

{a,>p} < { 3 gq&€{p+1...Q}/ A (a,c y)-A (P,b, )30 }

Q
donc P(q,>p) < X _,,1P(Aj(a,c,y)-AL(P,b,,)=0), et P(q,>p) >z0-

n—

D’autre part, on a de la méme fagon

P(a,<p) < B P(A (a,c,,)-AL(P,b,,)>0)

da

S ]
< TP11 P(JI,(a,Cun)@I (P, b, )-2Ap/n ).

Il est immédiat, du fait de l“optimalité stricte de J(b) et du fait
que l’optimum est atteint gque 1“’on a, si la normalisation choisie
est T ou o

sup J(q,c) < sup J(p,b).

c b
Il est de méme, gréce a cela et a la convergence uniforme de
Jn(q,c) vers J(gq,c), facile de montrer que, pour q<p

ve>0, P(J (q,c,, )>J (p,b, )-&) —> O guand n—>oo.
P

On en déduit gque P(qn<p) >0 guand n—>, et donc que a, > p
La convergence p.s. de d, n‘est pas étudiée ici, elle nécessite

des calculs plus fins.
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2). La 2éme partie du théoreme découle du fait que q_ >p en
probabilité et gue sur {qn=p}, l’asymptotique est la méme que cel-

le étudiée précédemment.

1.7. Robustesse.

Robustesse a une sous-—-paramétrisation (cas d=1).

On se place dans la situation ol 1“’on a sqQus estimé p, c’est a
dire

b = (b;,b,), b;eRP™Y et b,erY, Ibyll=e, est petit, et 1l’on cherche
b dans RP™9, c’est a dire que 17on maximise J_(p-g,c) en c.
Soit w le module de continuité de J(p,c) en b et w_, le module de
continuité de J_l(fonction inverse de J(p,c)) en b.

On a le résultat suivant

THEOREME 9 : VY &>0, P[ch—bn<w_1(5+w(eq))] > 0 quand n —>c0

ol (o désigne l’estimateur complété par g O.

Ce théoréme garantit une certaine robustéesse lorsque l“’objectif J

~est assez régulier, ainsi que son inverse, autour de b.

Démonstration.

On reprend les notations de la démonstration de consistance.
Sur En(6/2), on a

J(cp)+8/2 = Jaley) = Jh(by,0) = J(b,,0)-8/2 = J(b)—a/z-w(eq).
Donc IJ(cn)—J(b)|<6+w(eq), et ucn—bu<m_1(6+w(eq)).

Donc PLlc,-bl<e_j (6+w(eg))] < P(E,(58/2)).



Robustesse au bruit.

On suppose maintenant que le signal sortant est bruité

Y = s*X + &€, ol (&) est un bruit indépendant de X.

La question est la suivante : L’ ’estimateur de maximum d’objectif
conserve—t—il de bonnes propriétés 7?7

Nous étudierons seulement un cas particulier du probléme, mais re-
lativement représentatif, le cas ou J est un cumulant standardisé
et ou les €, sont i.i.d Ae loi gaussienne.

On a alors le résultat suivant

THEOREME 6 : Dans le cadre décrit ci—-dessus, on a
vV 8§ >0, 3 >0 (¢ ne dépendant pas de X) tel gque

|Yareo/VarXO|< a => P(lim supnub -bj] < &) = 1.

n

Ce résultat garantit une bonne robustesse au bruit lorsque le rap-

port signal sur bruit est suffisamment élevé.

Démonstration.

Par un calcul facile on obtient:

m
J(e) = = (oxs)i . h(Xg)

(= (c*s)ﬁ + 258: :ggcﬁ.Vareo/VarXO)m/z

= g(c,Vareg/VarXy) . h(Xg)
h(Xo) étant le cumulant d’ordre m standardisé de Xg-
Oon éﬁoisit l“estimateur bn comme réalisant le maximum global de
Jn(c) sur T (il peut y avoir plusieurs choix possibles).
Soit c(n) une suite sur T de maximisateurs de J(c) lorsque Vareg,

tend vers O. Etant sur un compact, elle a au moins une valeur

d’adhérence c, - Par passage 4 la limite, g(c,,0)=0. Or, pour
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Vareoy=0, on sait que J a un maximisateur unique b. Donc c(mn) a
une seule valeur d’adérence b qui est ainsi limite de la suite.

Ceci s’écrit
(1) V&>0,3ax>0 tel que |Vareo/VarXo|<a = |c(n)-bl<s, n=Vareg.

I1 n“y a, pour tout 7, gqu’un nombre fini de valeurs de c(m) (g est
une équation polynomiale). a dans (1) peut donc étre choisi indé-

pendamment de c(7m).

D’autre part, rappelons gu’en étudiant Jn(c)—Jn(c), il est facile

de montrer gque Jn(c) converge presque surement vers J(C) uniformé-
ment en c. Soit Q = {w/limns%p |Jn(c)—J(c)|}, P(Q)=1.

Soit w dans Q, et soit b, une valeur d’adhérence de b (w). Il;est

facile de voir que b, est un c(n) (=maximisateur de J(c)), et donc
que,ub*— b||<d dés qgue |Vareo/VarXO|< xR .

"On en déduit aisément le théoréme.
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1.8. Moments infinis et objectifs cumulants.

Tout au long de cette étude, on a supposé l’existence de moments
finis sur XO. Ceci n“est certainement pas une condition nécessaire.
Intuitivement, lorsque les moments'de Xo ne sont pas bornés, on
peut s’attendre a ce que la méthode fonctionne encore "mieux" du
fait que la fonction est plus pointue autour de son optimum.

Des essais numériques effectués sur un AR1 ou X suit une loi de
Cauchy montrent que le procédé fonctionne encore et méme mieux.

Les résultats théoriques suivants confirment ce résultat dans le
cas d’ objectifs de type '"cumulants" et pour d=1.

Dans tout le paragraphe, on se placera donc dans le cadre suivant

Jn(c)=|cumulant standardisé empirigque d’ordre m de Xo(c)|

On considére les hypothéses suivantes

(H1) : .Les X¢ sont i.i.d.
. o
.da>0 tel que : VYe&e>0, X¢€ L » EX =0 si o>1,
=x¥? P
et VvYe&e>0, > +co pour p=2 et p=m
p/a—¢&
n
.X? est positif.
(H2) : Le filtre s est causal, i.e. $,,=0 pour k<O.

Remarqgue

L’ hypothése suivante implique (H1)

(H”) : Les X¢ sont i.i.d., dans le domaine d’attraction d“une 1loi
stable d’index o € ]0,2[, et
a). Si a<1, les Xt sont positifs
b). Si a>1, les X¢ sont centrés (EX,=0) et m (ordre du cumu-

lant utilisé) est pair.
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Le fait que (H’) => (H1l) est un résultat de Miller (voir [20]).

On a alors les résultats suivants

THEOREME 11 : Si (H1), alors Jn(b) >+00 P.S.
Jnlc) Z(cx*xs)
et n > h(c)= k
J,(b)

(S(cxs)E)1/2

en probabilité, et la convergence est uniforme si (o] varie dans

un compact. La convergence n‘’a pas lieu p.s.

A

P A
>b/||b| et bn

A
| THEOREME 12 : Si (H1), alors bn >b/bg.

Ce théoreéme est une application immédiate du théoréme 1 et du
théoreéeme 11.
On a ensuite le résultat suivant, indiquant une vitesse de conver-

gence lorsque le filtre est causal

THEOREME 13 : Si (H1) et (H2), alors V &>0
1/(a+8) A
.Si @ =1, n (b, -b) >0
N\
1-8 A
.Si @ < 1, n (bn -b) >0 .

Ce théoréme montre bien gue sous les hypothéses considérées, 1la
vitesse de convergence est plus grande que lorsque l17on a 1l exis-—

tence de moments finis.

On utilisera constamment les résultats suivants, dus respectivement
a Chaterjii et Kanter ([6] et [14])
(c) = Si 21,...,Zn,Z sont des variables aléatoires vérifiant

ou bien zeLP, o0<p<2, p#l1 et P(|Z,|2x)<P(|Z|>X) VX,

ou bien zeLl et P(1Z,13x /Zy,...,Z,_4)<P(1ZI>X /Zy,...,2Z _4)
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ST (2 o)
Alors 1 jk k > 0 p.s. avec
1/p ‘
n
&) =0 si O<p<l et ak=E(Zk/21,...,Zk_1) si 1<p<2.

En particulier, les hypothéses de ce théoréme sont vérifiées deés

ue Z est un rocessus stationnaire.
k

(K) : Si X=ax*Z et Y=b*Z ou z.est i.i.d. positif avec EZ =+o0, et ou
Z|ak[<w et Zlbk[<w, alors

ZXn P Zak
> . La convergence n“’a pas lieu p.s.

zyn z:bk

Si C est le cumulant de X d’ordre m, on a

ol : Zj=T j'ak,j= m, aO,m=1 et aO,j=0 pour Jj#m, ak,m=0 pour k>0,

et donc Zak j>1 pour k#0 (i.e. =22)

Démonstration du théoreéme 11.

Notons S, (c) = Zn=1(Xt(c))k, Sk(b) = S, - On a alors
p m %k, j
AO.1/n.Sm+Zk=lkk.Hj=1(Sj/n) ’
J.(b) =
n 2 m/2
(l/n.Sz—(l/n.Sl) )
On choisit & vérifiant
-1
m/2-1 Zm_ a .—1
o<e<———— et o<e< inf j=1"Kk.3
m/2+1 k>0 sm-1 o
j=1 k,j+1

On écrit alors de la fagon suivante

Nn

Dj

m/2-1-e(m/2+1)

Jn(b) = n avec




53

s %k, J
S 1 ’
N = %g m + A Mo | ——
m/o—¢& Zak .-1—e(Zak +1) j/oa+e
n n »J »J n
D : s 1/n. ( : s,)2
= — - n, (——.
n 2/a+¢€ 2 1/a+e/2 1
n n
On a alors
Sm
>+00 p.s. par (H1),
m/o—¢&
n
S . . a/j—&
et VJ, ] >0 p.s. par (C), car X% est i.i.d. dans L
J/a+e
n
i et si o>1 et j=1, E(Xt/xl,...,xt_1)=EXt=0

Il s’ensuit que Dn——>0, Nn——>+w, et 1“on conclut facilement que

Jn(b) tend presque surement vers pius 17infini.

Démontrons maintenant que Cg (c)/Cg (b)) —> Zk(c*s)ﬁ en probabilité.
n

IE"‘(C) = [Enfe) L osp pe————mIl(s (o) T d = ®m ()
n =1 . _ . j=1 J d .

Ch(b) Sy (b) _Tay, -1 Sp(b) | [Sp+Zry. -

ou yk=kk/ko.

Il est immédiat, en regardant les calculs faits précédemment, gque
le 2éme terme du produit tend p.s. vers 1.

D’autre part, Vks0

-1
1 Ty (S4(c)) K3 _ alfier 1 [Em®
Ta, -1 J=1'73J Sp(b) r—-e.B j/a+e m/o—&
n »J n n n
ou B=Zak J.+1 et v est précisé plus loin.
’
a/j—e
X(c)y est stationnaire, et X(c) EL ve>0.
.  j/a+e
Donc si a<l1l, on peut appliquer (C), et Sj(c)/n —>0 p.s.

Zak =1
Ici on a v=%ap j,.;- On choisit e<Inf—=2.d

, et en utilisant (H1),
k>0 Zak j+1

on obtient la convergence presque slre du 2&éme terme de la somme

vers O.
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1/a+&
Pour ao=1, on met Sl(c)/n a la place de Sl(c)/n et on a aussi

J/a+e
Sj(c)/n —>0 p.s. par (C) pour j>1 et par la loi des grands

nombres pour j=1 puisqgue E(Xt)=0.

Ici 7=Zak’j—2+1/a, et puisque Zak,j>2 dés qgue j¥m, on peut choisir

1/
0<a<Infk————————- et 17on conclut comme précédemment.
Zak J-+1

Il ne reste donc plus gu’a étudier Sm(c)/Sm(b).
Notons TK= (c*s)k.

On a : S_(c)=0_; (Tp7i X1 )™

— n_ mxm n c . Z
Zt_l(Zka t—k) + 21 ZBGB (B) 3

od B= {B= (B;,...,By,)/ Bj entier, B;=0 Vj,

3j#k tels que B #0 et B0, et By+...+B =m}.

(B contient un nombre fini d’éléments)

B B B B
et ou Z = 3 T 1....7 m x 1 L.ux m
- B,t Ky ... .kp=2a2 Kk, kK, t-ky t-k
On va montrer d’abord que VB€EB 2=12 / zn_lxﬁ > 0 p.s.
B,t -
a/g-¢e
Il est guasi immédiat gque Ve>0, ZB € L ol g=max(2,max Bj),
t
’
o3
2€<g<m car deux Bj au moins sont non nuls; —_ <1, Z‘3 est
q  t
stationnaire, on peut donc appliquer (C).
On écrit alors
n n m (g—m) /a+e 1 n 1 nem -1
t=12 / ZieqXeg = n . 232 . — X X¢
B,t a/a+e B,t m/a—¢e
n n

qui tend p.s. vers O en choisissant bien e.

n mm
Ze=1 (X TpeXt-k) P

n m
Te—1 Xt

Enfin, > ¥ Tk gréce a (K), et il n’y a pas

de convergence p.s.

Résultat et démonstration sont les mémes pour Cg(c)/cg(b), et 1‘7on

a alors J_ (c)/J,(b)—>h(c) en probabilité.

Pour achever la démonstration, reste a prouver l“’uniformité de 1la
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convergence sur un compact. Il suffit de le faire pour C:(c)/cg(b)
et pour Cg(c)/cg(b). Nous ferons la démonstration pour le premier

terme, valable aussi pour le deuxiéme.

En regardant le théoréme de Prokhorov, on s’apergoit qu’il est

suffisant de montrer

c?(c) - cP(a
m m(n < o (lc-dll).a,, o w  est une fonction détermi-

n
Cn(b)

niste convergeant uniformément vers w continue en O avec w(0)=0,
et ou A, ne dépend pas de c et d et converge vers A borné.

Avec les mémes notations que précédemment, on écrit

cn(c) — cp(d) 1Tk [(cxs) - (axs)IXT_ ¥=IZB€BC(B)(ZBfg)~ZBfg))
= +
Cn(b) t=1%%¢ TEXe
1 ’ : 1
() * Zlr<l=1""}<' 'Hjiil(sj(c))ak’?——————— + id. avec d]
Sn(b)

1Z3%k, 571

Sp(b)
S (B)+Spttyer - oo -

Comme précédemment, le deuxiéme terme du produit tend vers 1.

3 3
Vi, 1S5(e)l =1Zqq (S (c*s) Xe 1) | < TP (T 1 Xpye 1)

avec g, = Z?=0|Sk_jl-

On a la méme majoration pour les Sj(d). Ceci montre, utilisant en-
core les mémes arguments, gque tous les termes du premier facteur du
produit (a) sauf le premier sont bornés indépendamment de c et d
par une quantité ayant une limite finie (par (K)).

Regardons maintenant le premier terme

Te—1Zk[(c*s)fp - (dxs)p] xm_

m
ZeXe

w (c,d)

Te=1Zi ((c=d)*s), .P((c*s); (d*s), ) . XT_}

m
ZeXe
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ol P est un polynome homogéne de degré m-1 & coefficients positifs.
On peut le borner par P(|gkl,|gk|).
|((c~d)*s)k| < |lc -d|..A ou A est une constante car 1les Sk sont

bornés. Alors

Zt (aner{:‘—k )

m
ZeXt -k

lo,(c,d) | < A.fc-4d]. » M—P(lggl:lgkl), qui a la forme

n m
t=1 (Z Xt 1) P

n m
Te—1Xt-k

cherchée puisque, par (K), > ank'

Démonstration du théoréme 13.

On choisit ici la normalisation bo=1 qui donne encore un estima-
A

A
teur bn consistant.

On écrit le développement de Taylor

/\ N\
t QD 1.2 "
-Grad J_(b) = (bn—b).f D“J (b+u(b_-b)) du
o
On a
N (c)
Jn(C) = —(D—(—CT"‘/Z ou Nn= Cm(C) et Dn= Cz(C).
n .
3N
: _ -1
ac: = [1/n.Z(XY ()Y y
1 a -1 a . v
+3P A — Y. ja, .S.(c)K»J S, (c) k-l x3~™1 (c)v,. )1.
k=1 k S jdak, S (c) ¥¢j1( ) (Z(Xg (c) t_l)J‘
8D, 2
oc == 2/n-ZX(C)t Yt._i_z/n (ZYt_i)-(ZX(C)t)
i
2
9°D
—DB = 2/n.5v,_;Y,_:-2/n?.TY TV .
aciacj J J
32N, A 1

.—2 j —
S —— Ty 5(ay, 5m1) (S5(e)) K ITT(R(X(e)e ) -Ye_g) -
aCiaCj Zak,j s Jd » Jd Jd

j-1 a
(E(X(e)g ) -Yeoj) T (Sy(e) kil

AR a =1 a -1 a
k . k,J k,1 k,p
—_— 3 a .la S:(c . (S c i S Cc
ZJ,lJ K, j k,l( J( )) ( 1( )) I;I ip( ))

Jj-1 1-1
AZ(X(e) e ) Y ) (Z(X(e)e ) Ye_j)
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On a ensuite

d3J,(c) dN_(c) 1 o aD, N,
= m/2- ~M/e- L m/2+1
aci ac1 D ac1 D
2 2
d3°J_(c) 3°N - dN_ 3D _ _ dN_ 8D _ _
n = B p M2 pyp. R 0 pm/2-1_ g, 0 0 pom/2-d
aciacj aciacj acj aci aci acj
-m/2-2 9D, ab, -m/2-1 2®p,
+ m/2(m/2+1).N_.D . . - m/2.N_D —
n- n dc,; dc non dc;dc
i J 1 J

Il est alors facile de voir, avec des techniques identigues a cel-
les développées pour les théorémes précédents que 17on a, en notant

Tr=(c*s), et pour un &>0

3N _ -5
D= 1/n.5xXP.mZrP s, ;. (1+n o (1))
°Pn /n.¥x2. 2% (1+n o (1))
= 1/n.2X7.22.7.S1,_: - (1+n o 1

aci t k®k—-1i P

2%op /n.¥x2.2.% (1+n “o (1)

—_— = 1/n. .2.28 . S .. (1+n o 1

d9c;dc t k-1i"k-j P )

i9¢;

2

9N -3
n m m—2

—_—— = 1/n.3YX_..m. (m=-1) .37 'S, _:s;, _..(1+n o (1
aciacj t k k—i®k—j P ))

N, = 1/n.ZX0. 7. (1+n ° (1))

D, = 1/n.3X2.5vZ. (1+n ° (1))

ou les o (1) le sont uniformément en c.
P

On obtient alors

oJ - S— i ’
n(b) _ nm/2 1+ min(1 1/0L)‘o (1)
dcy P
aan _ 1/n.S (b) m(m—1)27$~§k_isk_j_m m/2 (ZTE—ék_i).(ZZTk Sp—4)
dcjdcy (1/ns,(P))m/2 (zrg)m/2 (zyg)m/art
-1
_ m.m/2.(27£ Sk_j)-(ZTk Sic—i)

(Zy2)m/2+1
XYV Sp— TR Sk-34
T

215 TS 1S s 1.(1+n o (1))
o T —— . . . n o
(zy2)m/2 ok P

+ m/2(m/2+1).



On sait (comme pour le

Sm(b)/n m/2-1-¢&
—_— n .

(S, (b)™/2
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théoréme 11 par (C) et (H1))

n ou un——>w

En regardant le développement de Taylor et compte—tenu des résul-

tats précédents, on obtient, pour un certain >0

min(1/a;1)-8

N\
n .t(bn—b).An(cn)= op(l) » c,—>b

A est la matrice intervenant dans le hessien de Jn écrit ci—-des-—

n

sus. Il est clair que
pour k>0 en c=b et

A est inversible, car

soit c*xs=0, soit c=0.

Le résultat final s’ en

A —>A ou Ai,j = stk—isk—j car 7T1,=0

s_;=0 pour i>0.

c € KerA => tcAc=O, soit

déduit immédiatement.

Tk(c*xs)E = o,
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II. RECHERCHE DE CONTRASTES ET ALGORITHME STOCHASTIQUE POUR L’IDENTIFICATION DE S.

Dans ce chapitre, nous étudions les résultats et la méthode déve-
loppés par A. Benveniste, M. Goursat et G. Ruget dans leur article
Robust identification of a nonminimum phase system : Blind adjust-

ment of a linear equalizer in data communications. ([2])

Le probléme étudié est celui présenté en introduction ou 1“7on ne
suppose pas que l’inverse de s est fini—-dimensionnel. Dans ce cadre
les méthodes proposées dans le chapitre précédent ne s”appliquent
gque si 1’on impose a s l’appartenance a un compact fixé, condition
non imposée dans le travail de Ruget et al.

On cherche a construire un systeéme linéaire de filtre 6 de telle
'sorte que le systéme global r=0%s soit 17identité avec un retard

éventuel. Le moyen proposé est l7utilisation d“une fonctionnelle

V(B) = J(r) construite a partir de la loi des variables U, issues
du systéme global : Ue = Zkrkxt—k = Zkekyt—k’ cette fonctionnelle
présentant en 06 = s™1 un minimum global.

On reconnait la méthode de type "contraste", identique a celle uti-

lisée dans le chapitre précédent.



Le point de vue adopté ensuite est celui d“un algorithme stochasti-
que, présentant des avantages de calcul importants par rapport aux

méthodes d’estimation par minimum de contraste.

Les auteurs restreignent leur étude au cas ou la loi de X est sy-
métriqgque et, bien entendu, toujours non gaussienne.
Ils étudient un ensemble particulier de contrastes, ceux qui sont
totalement linéaires, soit de la forme
V(8) = J(r) = Ew(Ut), ol Y est une fonction paire pour donner le
méme poids a un point et a son symétrique puisque la loi initiale
est paire ; ces contrastes conduisent a un algorithme stochastique

de la forme :

6§+1 6& - fYt_k¢(ct), pour k=-N,...,N (en pratigue, on tronque
+
les suites a distance finie), avec Cg = > GﬁYt_kvet ou ¢ est la
k=-N

dérivée de Y.
Nous allons maintenant présenter les diverses étapes étudiées jus-—
tifiant la méthode, et nous attacherons ensuite plus longuement a

la recherche des fonctionnelles pouvant servir de contraste.

I1.1. Etude de la fonction V(8).

L algorithme stochastique présenté est un algorithme de gradient.

1est un minimum strict

I1 ne suffit donc pas de s’assurer que 0=s_
de la fonction V, il faut aussi étudier les lignes de descente et
leurs attracteurs.

On suppose que s est d’énergie finie, i.e. gue st§<w, ce qgui per-

met de travailler avec pour espace de paramétre 1l”’espace des suites
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de carré sommable. ( 6 est d’énergie finie si et seulement si r

l’est et 1’on peut donc travailler sur V ou sur J.)

On étudie tout d’abord la fonction J(r) sur la sphére unité ( i.e.
pour Zrﬁ=1); avec des hypothéses suffisantes (dont nous reparlerons
plus loin) sur la fonction ¢ et sur la loi initiale F des X J(r)
a pour seuls minima +Id et -Id a un retard preés (travaillant avec
des lois paires et avec Y paire, on ne peut distinguer une loi de
§a symétrique) ; on montre de plus que +Id et -Id sont les seuls

attracteurs (& un retard preés) des lignes de descente.

On généralise ensuite le résultat a 12 avec une condition supplé-

mentaire sur la dérivée ¢ de Y

p(x) = —-yv.sign(x) + n(x) ,mn étant la partie dérivable de ¢ et véri-
fiant EXOn(XO)=7E|Xo|, et 7v>0.
Ceci est une condition analogue a une condition d“échelle : il est

nécessaire de connaitre l1“7échelle de la loi pour que, sans condi-
tion de normalisation du paramétre, les minima locaux soient bien
+Id a un retard preés.
Il faut ensuite revenir au véritable paramétre 6. Il est immédiat
gque, sous les mémes conditions que les résultats précédents, V(0) a
pour seuls minima ts_l a4 un retard prés. On obtient encore gue ce
sont les seuls attracteurs des lignes de descente.

dr de

En remargquant gue —E—— = Ss* , on voit facilement que si 6 suit
u du

une ligne de descente de V, r suit une ligne de descente de J lors-

gue 12 est muni de la métrique

e =<1 , A1

A r > ou Ny 5= stksk+i—j'

Ceci montre que si A est mal conditionnée ( si ses valeurs propres



62

sont loin d’étre voisines) alors l’efficacité de l17algorithme est

moindre sur certaines directions.

I1.2. Algorithme avec contrainte.

Pour pallier au probleme de conditionnement de A, gqui est la matri-
ce de covariance de la sortie Y divisée par la variance de 1l“’entrée

X on effectue le méme traitement sur une sortie "blanchie'", i.e.

0 ’
de matrice de covariance proportionnelle a 1“identité. Précisément :

On filtre les Y. linéairement pour obtenir un processus Z=(Zt) qui

2

vérifie : EZtZS= at_S.EXO . Un tel filtrage est classique. Nous ap-

pellerons w le filtre blanchissant. Les raisonnements du II.1 mon-

trent que lorsque 6 suit une ligne de descente de V, le systéme

global r (maintenant r = s*xwx*8 ) suit une ligne de descente de J
pour 12 munie de la métrigue usuelle multipliée par EXS : il n’y

a plus de direction sur laquelle l1“’efficacité est moindre.

De plus, on a alors ||08| = ur".(EXS), et 17on peut donc suivre les
lignes de descente des fonctionnelles J et V en méme temps sur la
spheére { r / Zr§=1 } . Ceci conduit a l17algorithme avec contrainte

suivant :

+N

t+1 t
etrl= 2 . (05 - Z_, -@(cy)) k = -N,...,N , avec cy = ):_Nek.zt_k
et lt étant choisi de telle sorte gue "9t+1"=1_
Il ne reste alors plus qu’a ajuster l1l“’échelle.
Remarque : Dans les situations étudiées, c’est a dire pour une 1loi

initiale paire et avec des fonctions { paires, il reste encore a

1

déterminer un point initial assurant la convergence vers s ~et non
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vers —s_l, ce qui nécessite sur le filtre une connaissance a priori

supplémentaire.

Aspects technigues.

La mise en oeuvre de la méthode ne peut se faire, comme indiqué sur
les formules définissant l1“algorithme, qu’avec des parametres fini-
dimensionnels. I1 faut alors mesurer l’effet de la troncature sur
la localisation des minima de V(6), et imposer des conditions sup-
rlémentaires pour que ces minima soient dans un voisinage des mini-
ma obtenus sans troncature et pour gqgue les lignes de creéetes corres-—

pondant aux points stationnaires soient peu stables.

I1.3. Recherche des contrastes J(r).

Le probléme de recherche de conditions suffisantes, portant sur ¢,
et relativement générales, sous lesquelles J est un contraste, est

étudié ici. Nous en proposerons une interprétation.

Nous nous intéresserons a la restriction de J(r) a la spheéere,
l“’extension a 12 tout entier est ensuite simplement un probléme

d’échelle.

Il est alors naturel d“utiliser des coordonnées sphériques : (i, Jj)
étant fixé, on considére le systéme de coordonnées pour r : R,a, et
(rp),ks#i et ks¥j, ol R et a« sont donnés par R%= 1 - PN ri , et
ks#1i , j
r; = R.cosa, rj = R.sina.
On note p la loi de X . X i et o (x) = e(x-y)r(dy).
k%1 , j

On a alors le premier résultat suivant



LEMME : Si ¢y et F sont paires, alors :
2J 1} Ji}
= - 2R'f°°f°°‘y“’ (Rx) - xy' (Ry)).P (dx,dy)
[eXed [o
oY 0
ou P est la transformée de F®F par la rotation d’angle «.
x
oJ
Compte—tenu de la symétrie de F, ce lemme montre gque —— est nul
da
pour a = kmn/4, et donc que r est un point stationnaire de J dés gque
toutes ses coordonnées r, non nulles ont méme module.
Ceci n“est pas suffisant pour assurer gue Id et -Id sont les

seuls minima de J. Nous allons énoncer le résultat obtenu par Ben-
veniste, Goursat et Ruget (la démonstration en est assez simple par
passage aux coordonnées polaires) et nous analyserons ensuite le

sens de ce résultat.

Le théoréme porte sur deux classes de lois, sous gaussiennes et su-
pergaussiennes, lois ayant une densité de la forme :

F(dx) = K.exp(-g(x))dx, et on a les définitions suivantes :

1). F est sous—-gaussienne si g est paire et si g(x) et g’ (x)/x sont
strictement croissantes sur R+, ou bien si F est uniforme sur un

segment [-d;+d].

2). F est super—-gaussienne si g est paire, strictement croissante

sur R et g’ (x)/x strictement décroissante sur RY.

Par exemple, la loi de densité C.exp—|x|T est sous-—gaussienne
si r>2 et super—gaussienne si r<z.

On a alors :
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THEOREME : Si F est sous—-gaussienne (resp. super—gaussienne), et
si ¢ est deux fois dérivable sauf peut étre a l“’origine avec
e (0+)<O0 (resp. (0+)=20 ) et e’ =0 sur R7" (resp. ”’<0 ),
l1”une des deux inégalités étant stpicte, alors

oJ

— >0 pour a € JOo,x/4[, et Id et -Id a un retard preés
da

sont les seuls minima de J sur la sphére unité.

Ceci conduit a des fonctions Y de la forme
P(x) = ax2+ e.v|x| + B-8.Log h(x), ou =0, 820, h(x)=K.exp(-g(x)),

g étant paire et trois fois dérivable sauf peut—-étre a l”’origine,

K normalisant h au sens 11, et avec

1). Si F est sous—gaussienne, e€=-1 et g’’”’20 , 17inégalité étant

stricte si y=0 et g’ (0+)=0.

2). Si F est super—-gaussienne, &=+1 et g’ ”’/<0, l1l“7inégalité étant

stricte si =0 et g’ (0+)=0.

Le contraste est alors donné par

J(r) = a.E(IrpX_, )%+ B + e.7 E|Zr X ;| - E(Log h(Z,r, X_,)).

Le terme de variance est constant sur la sphére unité. A un terme
constant preés, les contrastes considérés sont des combinaisons de
*E|Y| et —-E(Log h(Y)).

On remarque tout d“’abord gque si J est un contraste pour une 1loi

initiale sous—gaussienne, alors -J est un contraste pour une 1loi

initiale super—gaussienne.

Si F désigne la loi de la variable aléatoire Zkrkx_k, et si H
r

désigne la loi de densité h, et si HO désigne la loi super—-gaus-—

sienne de densité C.exp(-|x]|), on a



J(r) = 8. (K(F , H) - K(F ,G)) + e7v.(K(F ;Hg) - K(F ;G)), ou G est

r r r r

la loi gaussienne centrée de méme variance gue Xo et K désigne la

distance de Kullback.

Ceci appelle l“interprétation suivante

Soient les ensembles de loi suivants

U= { F, loi de densité h(x) = K.exp(—-g(x)) ol g est paire, stric-
tement croissante sur R T trois fois dérivable sauf peut-
étre a l’origine, et g’”””>0 sur R; }.

S = { F, loi de densité h(x) = K.exp(-g(x)) ou g est paire, stric-—

tement croissante sur R T trois fois dérivable sauf peut-

étre &4 l’origine, et g’ ”/’/<0 sur R: Y.

U est un sous ensemble des lois sous—-gaussiennes et S un sous en-—
semble des lois super—-gaussiennes.
On a alors

Si la loi initiale F est dans U (resp. dans S), alors si H est une

loi quelconque de U (resp.S), K(F ,H) - K(F ,G) est un contraste.
. r r
On peut de méme choisir J(T) = Min K(F ,H) - K(F ,G).
HeEU (resp.HeES) r r

Le fait gque de tels J soient des contrastes peut maintenant s’énon-

cer de la fagon suivante

Filtrer la loi initiale linéairement écarte plus de la classe
de lois considérées que de se placer en un point guelcongque de
la classe, ou encore : la "distance" entre la loi filtrée et 1la
classe initiale est plus grande que la plus grande largeur de
la classe, tous les termes d’éloignement étant pris au sens

distance de Kullback compensée par l’écart a la gaussienne.

D’autre part, on a vu que l’opposé d’un contraste pour une loi ini-

tiale dans une classe était un contraste pour une loi initiale dans
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l7autre classe. On peut alors donner une autre formulation
La distance entre les deux classes de lois est plus grande gue
la distance d“’une loi filtrée linéaire (la loi initiale étant

dans une des deux classes) a une gquelconque des deux classes.

Le résultat du théoréme est donc, formulé ainsi, une caractérisa-
tion de deux classes de lois par rapport a une certaine géométrie

et de leur comportement conjoint par filtration linéaire.

Il serait intéressant de trouver une caractérisation portant plus
sur les fonctionnelles que sur les lois, et d’obtenir des contras-
tes opérant sur des classes de lois plus larges. En regardant des
contrastes particuliers obtenus par cette méthode, on s’ apergoit
qu’ils Qpérent pour des classes de lois initiales beaucoup plus
vastes; on retrouve en fait des contrastes cités dans le chapitre

précédent

a). En prenant pour H la fonction initiale, on a
J(r) = K(F ,F) - K(F ,G). On reconnait le contraste optimal au sens
r r

variance asymptotigue pour les estimateurs d’objectif de type liné-

aire étudiés dans le chapitre précédent.

b). En regardant la famille de lois sous— et super—-gaussiennes de
. T T
densité C.exp—-|x| , on a J(r) = E| X ri X |-

Pour y=4, on obtient

E(IrpX_ )%= (Zrg) (Ex§-3(EX3)%) + 3(=rg)2(Ex3)Z. on voit donc que

J(r) =,E(Zth_k)4 est un contraste pour des lois initiales ayant un

2

moment d’ordre 4 et vérifiant EX3<3(EXS) , et que —E(Zrkxﬁk)4 est

Aun_contraste pour des lois dont les moments d’ordre 4 et 2 véri-—



fient 17inégalité contraire.

On retrouve en fait ici le cumulant d’ordre 4.

Rappelons enfin que la valeur absolue des cumulants standardisés
est un contraste pour toutes les lois initiales possédant un tel
cumulant non nul, mais gue ce contraste n’est pas (sauf pour l7or-

dre 4) de la forme trés simple étudiée ici EY(Y).
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II1. DECONYOLUTION AVEUGLE PAR ESTIMATION SPECTRALE.

Ce chapitre étudie le point de vue spectral, qui est celui adopté
par Rosenblatt et Lii pour résoudre le probléme de déconvolution

aveugle ([17]).

Par cette méthode, on estime la fonction spectrale

a(exp—iA) = stkexp—il

en estimant le carré de son modgle, la densité spectrale, par des
méthodes connues (périodogramme lissé) et sa phase a l17aide de 1la
densité spectrale d“un cumulant d“ordre k choisi.

Par cette méthode, on ne suppose pas nécessairement que le paramé-
tre est fini—-dimensionnel; on suppose simplement la sommabilité de

2

série des carrés Sk -

a/2
En contrepartie, la vitesse de convergence n“est plus n

Sous des hypothéses un peu plus contraignantes sur s et X ( exis-—
tence de tous les moments de Xg» sommabilité de certaines séries
liées aux cumulants,...) et sous 1l hypothése de mélange fort pour Y,
Rosenblatt obtient une vitesse de convergence de 1’ ’ordre de n_2/5.
En contraignant de plus en plus la décroissance a l1l“’infini des Sy
il est probable que, de méme gue pour l’estimation de densités, on

approche de plus en plus la vitesse \ n (on approche le cas ou s

a un inverse de longueur finie et ou « est C™).
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Nous présenterons la méthode pour un processus indexé dans Z pour

Plus de lisibilité. Mais celle-ci s’étend a d gquelconque.

Cumulants, densité spectrale cumulante d’ordre k et estimation

de la phase de oa(exp—-iA).

Si X = (X ..,Xk) est un vecteur aléatoire, soit ¢ (tl""’tk) sa
X

1
fonction caractéristique. Si tous les moments de X jusqu‘’a 1l”ordre

n existent, on définit les cumulants de X d’ordre v=(u1,..,uk) noté
v
C pour v1+...+vk<n comme étant les coefficients du développement

en série de Taylor

i ) v v,y Vi n
Log o (ty,...,t ) =% . C_Ltyvoat S+ o(lt] ).
X 1 u1+...+uk<n ul!...uk! X 1

On obtient facilement, en développant ¢x(t), la relation entre cu-

mulants et moments. En particulier, on a

p—1
c(1, ,1) = cum(¥y,...,¥ ) = (-1) .(p-1)! E(II_ Y;)....E(Il_ Y¥;)
(Ylﬂ 7Yk) v JEUl JEUp
ou v = (ul,...,vp) est une partition de {1,...,k}.
On voit facilement gque cum(Yl,...,Yk) est une forme k-linéaire, et
gue si on peut partitionner {Yl""Yk} en deux ensembles tels que

chaque variable d“un ensemble est indépendante de l1“7autre ensemble,

alors cum(Yl,..,Yk) = 0.

Maintenant, pour un processus stationnaire, on définit la densité

spectrale cumulante d’ordre k comme étant la série de Fourier des

cumulants d“ordre 1 des k-uples (Y ,Y TR 4 .
t ‘t+J1 t+Jk_1
- —ijqA —iJp 1 2Ak_
£ (Xqs . rp_q)=(27%) K1y cum(vy ,Y .Y Je 171 ¢ T7k-17k-1
k 1 k-1 - . .
J t t+_)1 t+Jk_1
Lorsque Y est un processus linéaire s’écrivant
Yt = stkxt_k ou les Xt sont indépendants centrés de variance 1 et

identiquement distribués, alors



1

—ixl) —iX_4 PR+ A )

£ .(2) = rk(Zn)—k+1a(e a(e ) .a(e ) , ou Ty

est le cumulant d’ordre k de XO'

—-1iA
Pour k=2, on retrouve la densité spectrale f(A)=|a(e )I?Zn.

On a alors le résultat suivant

THEOREME : Si Zklkllsk|<m, et si X, posséde des moments finis
jusqu’a 1l”’ordre k>2 ou 7k¢o, alors a(exp—iA) peut étre
identifié a partir des observations Yt a un facteur

+ exp iax prés, aclN.

Posons h(A) = arg { a(exp—iA).a(1l)/|jax(1)]| }.

Au signe prés, on a

a(exp-iA) = N Z2xf (A1) .expih(X).

(Le signe ne peut pas étre déterminé car en multipliant le filtre
s par -1 et l1’entrée X par -1, on obtient la méme sortie Y).
Sachant que 1“7on peut construire des estimateurs consistants de 1la
densité spectrale f(A), il ne reste plus gu’a pouvoir estimer h(A).
Par ailleurs, en décalant 1’indexation des X de a€lN et celle des
S de —a, on obtient la méme sortie Y. h(A) ne peut donc étre dé-—

terminée gqu’a un facteur aX preés, a€clN.

On a

(a(1)/1a() D7y = (20270 £,(0,...,0)(£(0)) /2, et

h(k1)+..+h(lk_1)‘h(x1+..+kk_1)=argt(a(1)/la(1)|k)ka;1(k1’."kk_1)]
(1) =arg £ (XAy,.,A_4) + arg £, (0,..,0).

D’autre part

h (X k-2)h -h(Xx+ (k-
h” (0)=h’ (A)= 1lim (A)+( )h(A)-h(A+(k-2)A) . (2)
A—>0 (k-2)a

Sachant estimer fk(ll,..,lk_l) (ce gqui est possible, nous le ver-
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rons plus loin), (1) et (2) permettent d’estimer h’” (0)-h’(A) par

A A
arg fk(l,A,...,A) + arg fk(O,..,O)
en prenant A assez petit.
(k-2)a
A
I1 est alors possible d’estimer h,(2) = fo(h’(u)—h’(O))du.

Or, hy;(2x) = h(x) - A.h”7(0).

Pour atteindre le but fixé, il ne s’agit plus gque de pouvoir esti-
mer h” (0) a une constante entiére additive preés.

hl(nj = h(x) - wh”(0). Les s, étant reéels, h(x)=prx ou peN. Donc

h, ()
h”(0) = p - —1 "~ . A une constante entiére additive prés, on esti-
JC

mera h’ (0) par —hl(x)/n.

Nous allons maintenant revenir briévement sur les estimateurs de 1la
densité spectrale et des densités spectrales cumulantes d’ordre Kk,
puis nous détaillerons procédure d’estimation de hl(k) et vitesse

de convergence lorsque le cumulant d’ordre 3 de Xy est non nul.

Estimation de la densité spectrale.

On construit le périodogramme
N-1 2
I (X)) =1/2%N. |Z, g Yrexp—ikr|<.
N
Cet’estimateur n‘est pas trés bon ponctuellement car sa variance
ne tend en général pas vers 0. Mais pour des Aj distincts, les
I (Aj) sont indépendants, ce gui suggeére de prendre comme estima-
N .
teur de f(A) une "moyenne'" du périodogramme ; on choisit ainsi
f (A) = fw (A-=p) I () dp, ol W est un noyau régularisant qui tend
N N N N

vers 60 quand N tend vers 17infini.

X

W
b(N) (b(N))

On peut prendre W (x) =
N

On mesure la vitesse de convergence par la racine carrée de l7écart
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quadratigue moyen de fN(A) a f(A), lequel est la somme de deux quan-

tités : le carré du biais lf(l)—EfN(A)l2 et la variance var(fN(l)).

Avec des hypothéses suffisantes sur le noyau W, N_1=o(b(N)), et si
1/on suppose Zkkzlrk|<m, ou rk=cov(Yt,Yt+k), le carré du biais est
de 1’ordre de b(N)4 et la variance de 1l“7ordre de (Nb(N))—l. On ob-
2/5 —N—1/5

tient donc une vitesse optimale de N~ en prenant b(N)

Estimation de la densité spectrale cumulante d“’ordre k.

On généralise la construction faite précédemment de la fagon sui-

vante

N-1
posons d (A) = X Ykexp—ikk.
N k=0

On définit le périodogramme d’ordre k par

10 Aelg) = (2r) R NT (TS

K
SNES 52125

Zia (%5)).d (-sk=-15 .
N N
Pour k=2, on reconnait I (A), le périodogramme classique.
N

On choisit comme estimateur de la densité spectrale cumulante d-’

ordre k la somme de Riemann du périodogramme d“’ordre k lissé

N
_ k-1,-k+1g +oo . ; - ;
£l (Ags - q) = (27) N DpiZoaW (Ag=2miey /NG« iRy g~ 27y /NG
-3 A +2m Tk,/N)
K
IN(Zxkl/N,...,ZKRR_l/N)
ou W vérifie : W (up,..,u) = b(N) ®*lw(B(N)TTu 5. . sb(N) Ty .

Moyennant des conditions de régularité sur W (voir [25]), cette

somme de Riemann est égale a la convolution du périodogramme d’or-

dre k et de wN(ul’"’uk—l’_u1+"+uk_1) plus o(N_k+1).

Maintenant, si l17on suppose que X a tous ses moments finis, et que

Y ) | <ce pour Jj=1...k-1,

> (1+|vj|)lcum(Y , Y s o e ey
t t+v1 t+vk_1

Vise 3 Veo
ainsi que certaines hypothéses techniques sur le noyau W, on ob-

tient lorsque N_1=o(b(N)k-1), que la variance est de 1“ordre de

(Nb(N)k"l)_'1 et le carré du biais de 1‘ordre de b(N)z. La vitesse
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de convergence est alors au mieux de 1l’ordre de N'l/k+1.

Etudes du cas k=3 ; estimation de hl(k).

Dans cette partie, nous décrivons l“’estimation de hl(k) basée sur
la densité spectrale cumulante d“ordre 3. On supposera donc gue X0
posséde un cumulant d“’ordre 3 non nul.

Nous supposerons gque f3(0,0)>0.

On estimera h,; aux points A=kA, ou A=A(N)—=>0.
On remarque tout d”abord qgque hl(k)=h(l)—h’(0)l est a peu preés égal

a h(kAa)-kAa/A.h(A), gqui est égal a
sK-lih(ja)+h(a)-h((j+1)a)}y = -5 larg £,(ja,a) grace a (1).
J=1 J=1 3 ’

On va donc choisir comme estimateur de hl(kA) la gquantité

H (ka) = —Zkllarg fs(jA,A), ou fs(k ,Ao) est l’estimateur de
J""l N N 1 2

fa(ll,lz) défini au paragraphe précédent.
Le résultat de convergence obtenu est alors le suivant

THEOREME : Si tous les moments de XO existent, si le noyau W
vérifie les conditions usuelles et si f3 est deux fois déri-
vable alors Hn(l)—hl(l) est asymptotiguement normal
(A=1imkA), avec une variance de 1l“’ordre de (A3N)—1.

L écart gquadratique moyen de Hn(k) a hl(k) est borné

3 -1
par C1A2+ C2(A N) .

1/5 si 17on suppose

La vitesse optimale de convergence est donc N~
f3 trois fois continument dérivable, cette borne devient

C1A4+CZ(A3N)—1, et la vitesse optimale de convergence est N_2/7.
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On a supposé f3(0,0)>0. On estimera le signe de f3(0,0) par celui
N

de la partie réelle de f (0,0), et si ce dernier est négatif on
3

estimera hl(l) par

N
-Tiliare(-f_(38,8)).
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