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Abstract:

C o n s i d e r i n g  a signal X  w h i c h  is a process of random v a r i a ­

bles i d e n t i c a l l y  i n d e p e n d e n t l y  distributed, and the signal Y 

o b t a i n e d  by f i l t e r i n g  X  thro u g h  a linear system s, we study 

the e s t i m a t i o n  of s from the o b s e r v a t i o n  of Y in the f o l l o ­

w i n g  s e m i — p a r a m e t r i c  sit u a t i o n  : the law of X  is u n k n o w n  and 

non Gaussian, and s has an inverse of c o n v o l u t i o n  w i t h  finite 

length. We  nee d  no a s s u m p t i o n  on the phase of the system, i.e. 

on the c a u s a l i t y  or non c a usality of s. We prop o s e  an e s t i m a ­

tion by m a x i m u m  objective. The estimates are co n s i s t e n t  and 

a s y m p t o t i c a l l y  G a u s s i a n  5 this result is still a v a i l a b l e  w h a t ­

ever the d i m e n s i o n  of the index space of the series is.

We study the a s y m p t o t i c  e f f i c i e n c y  of the e s t imate and, in the 

causal case, we compare it to the usual m i n i m u m  square estimate's. 

The output Y b e i n g  an a u t o r e g r e s s i v e  field, we p ropose a c o n s i s ­

tent m e t h o d  of i d e n t i f i c a t i o n  of the order of the m o d e l . We study 

d i f f e r e n t  types of r o bustness : r obustness to u n d e r p a r a m e t r i z a t i o n , 

ro b u s t n e s s  to add i t i v e  noise on the observations. We also i n v e s ­

tigate the case whe r e  the law of X has infinite moments, and 

we show that, for " s t a n d a r d i z e d  cumuJants" as objectives, and 

under a s s u m p t i o n s  w h i c h  are in p a r t i c u l a r  v e r i f i e d  for laws in 

the a t t r a c t i o n  domains of stable laws, the o b t a i n e d  estimates 

are still consistent, and the speed of co n v e r g e n c e  is, in the 

causal case, b e tter than for laws w i t h  finite variance.
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I N T R O D U C T I O N .

Cette thèse est consacrée au problème de la d é c o n v o 1ution a v e u ­

gle, qui i n t e rvient fréquemment en théorie du signal, notamment 

dans les d omaines suivants : en e x p l o r a t i o n  sismique des sols, 

pour la r e s t i t u t i o n  des coefficients de r é f l e x i o n  des couches géo- 

physiques, en t é l é c ommunication, pour l ' i d e n t i f i c a t i o n  d'un canal 

t é l é p h o n i q u e  sans é m i s s i o n  a priori de séquence connue. Les d o m a i ­

nes évoq u é s  c i -dessus font intervenir des séries temporelles; nous 

nous i n t é r e s s e r o n s  tout aussi bien à. la d é c o n v o 1ution aveugle de 

champs, c'est à dire de processus à i n dexation m u l t i d i m e n s i o n n e 11e . 

Le p r o b l è m e  conce r n e  alors tous les domaines impliqués par la r e s ­

t o r a t i o n  d'image.

Les modè l e s  de d é c o n v o 1u tion sont de la forme suivante :

d
(1) Y t =  Z sk X t-k + e t » *

Y est le signal observé, X est le signal à. reconstituer, s est le 

filtre liné a i r e  c a r a c t é r i s a n t  le système, et e est un bruit 

d 'o b s e r v â t  ion.

La r e c o n s t i t u t i o n  de X se fait alors en deux étapes : l'estimation 

du filtre s, qui est la partie aveugle de la d é c o n v o 1u t i o n , et la 

r e c o n s t r u c t i o n  de X sur la base des o b s e r v a t i o n s  Y, s étant connu
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réellement: ou par son estimation, ce qui c o nstitue la partie non 

av e u g l e  de la d é c o n v o 1u t i o n .

0.1. Partie non aveugle de la déconvolution.

0.1.1. Modélisation déterministe.

L o rsque X est un signal déterministe, la t r a n s f o r m a t i o n  de Fourier 

est un outil f r é q u emment utilisé pour la r e c o n s t r u c t i o n  de X. Dans 

le doma i n e  fréquentiel, l'équation de c o n v o l u t i o n  s ' écrit :

A /\ A A A A A A

Y ( a) ) =  s ( (D ) . X ( o> ) + s ( (D ) , où Y, s, X, e sont les t r a n s f o r m é e s  de 

Fourier des séries Y, s, X et £. L ' e s t i m a t i o n  b r u t a l e  de X par

A A

Y/s est non seule m e n t  peu robuste au nive a u  de b r u i t , mais surtout 

p a r t i c u l i è r e m e n t  sensible aux points du spectre où s est p r a t i q u e ­

ment nul. Les m é t hodes utilisées h a b i t u e l l e m e n t  pour rés o u d r e  ces 

pr o b l è m e s  sont celles utilisant le filtre de Wiener, que l'on peut 

r e t o u v e r  dans C 1 3 ] .

Cette m é t h o d e  p r o d u i s a n t  des résultats peu s a t i s f a i s a n t s  dans le 

cas où X po s s è d e  certaines p r opriétés de concentration, p l usieurs 

a uteurs ont c o n sidéré le problème comme un p r o b l è m e  d ' e x t e n s i o n

/N /\
de s p ectre (X n 'étant pas estimé aux f r équences où s est trop f a i ­

ble ) . Les pro b l è m e s  d ' e x t e n s i o n  de spectre ont été l a rgement é t u ­

diés . Une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e m e n t  inté r e s s a n t e  été p r o p o s é e  r é ­

cemment ( C16D > C27] ) qui utilise comme critère la m i n i m i ­

sati o n  de la norme L 1 du signal X, du bruit e, ou d'une c o m b i n a i ­

son p o n d é r é e  des deux. Cette dernière m é thode a le mé r i t e  de c o n ­

duire à. une p r o g r a m m a t i o n  linéaire, dont p l u s i e u r s  a l g o r i t h m e s  ont 

été p r o p o s é s  pour réduire temps de calcul et espace de stockage des 

d o nnées
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0.1.2. Modélisation stochastique.

Lors q u e  X est: un signal stochastique, plusi e u r s  t e c h n i q u e s  de v r a i ­

semblance, en p a r t i c u l i e r  gaussienne, peuvent être utilisées. Elles 

ont donné, par m o d i f i c a t i o n s  successives, p l usieurs t echniques de 

reconstruction. Citons la méthode par filtrage de Kalman ([13], [7], 

[19]). G o u s s a r t  et a l . ont développé une technique de v r a i s e m b l a n c e  

lorsque le signal X est b e r n o u l 1 i—gau s s i e n  ([11]).

02. Partie aveugle de la déconvolution.

L ' e s t i m a t i o n  du filtre s a été e s s e n t i e l l e m e n t  étudiée dans le 

cadre non bruité (e=0 ) et en mod é l i s a n t  X par un signal s t o c h a s t i ­

que, la r o b u s t e s s e  à. l'addition de bruit étant ensuite évaluée.

0.2.1. Modélisation non paramétrique.

Sans aucune r e s t r i c t i o n  sur le filtre s et sur la loi des X t , si ce 

n'est leur non gaussianité, les premiers résultats précis sont dus, 

d'une part à Ruget et al. ([2]) qui pro p o s e n t  un a l g o r i t h m e 

s t o c h a s t i q u e  p e r m e t t a n t  l ' i d e n t i f i c a t i o n  du système, d'autre part 

à R o s e n b l a t t  et al. ([17]) qui p r oposent une méth o d e  spectrale 

d ' e s t i m a t i o n  de la fonction de transfert du système.

0.2.2. Modélisation semi-paramétrique.

Une m o d é l i s a t i o n  prat i q u e  et couramment u tilisée d'un système li­

néa i r e  est la m o d é l i s a t i o n  ARM A  du système.

0.2.2.1. Cas causal.

L ' e s t i m a t i o n  des pa r a m è t r e s  d'un système A R M A  fait l'objet d'une 

a b o n d a n t e  littérature. ([1], [5]). Classiquement, les e s t imateurs 

u t i l i s é s  sont des v a r i a n t e s  d' e s t i m a t e u r s  des m o i ndres carrés ou du 

m a x i m u m  de v r a i s e m b l a n c e  sous h y p o thèse ga u s s i e n n e
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Ces m é t h o d e s  nécessitent: intr i n s è q u e m e n t  une r e s t r i c t i o n  importante 

sur le système : la causalité du filtre s. Cette r e s t r i c t i o n  n'est 

pas a c c e p t a b l e  p h y s i q u e m e n t  dans les domaines d ' a p p l i c a t i o n  p r é c i ­

tés (géophysique, t é lécommunications, images).

0.22.2. Cas non causal.

Lors q u e  la c o n d i t i o n  de causalité n'est pas imposée sur le système 

une d i s t i n c t i o n  doit être faite entre signal s t a t i o n n a i r e  et signal 

non stationnaire. En effet, en s i t u a t i o n  causale, s i g n a u x  station- 

naires et non s t a t i o n n a i r e s  coincident a s y m p t o t i q u e m e n t . Ceci n'est 

plus vrai en s i t u a t i o n  non causale.

Pour un signal non s t a t i onnaire et en m o d é l i s a t i o n  a uto-régressive,  

un travail de Lai et Wei ( C15] ) montre que l ' e s t i m a t i o n  par 

m o i n d r e s  carrés fournit un estimateur consistant.

L o rsque X et Y sont s t a t i o n n a i r e s , on ne peut plus u t i l i s e r  les 

m é t h o d e s  gaussiennes. Par ailleurs, le p r o b l è m e  est ins o l u b l e  l o r s ­

que le signal X est gaussien. Sous la seule h y p o t h è s e  de non g a u s — 

s i anité et en m o d é l i s a t i o n  auto-régressive, Donoho a pr o p o s é  une 

e s t i m a t i o n  des param è t r e s  par m é thode de contr a s t e  ( [9] ).

C'est cette méth o d e  que nous d é v eloppons et é tudions en détails 

dans cette t h è s e .

03. Le modèle.

N o t a t i o n s  : Pour un élément t de , nous u t i l i s e r o n s  a l t e r n a t i v e ­

ment la n o t a t i o n  t ou (t ,...,t ). L'élé m e n t  nul de Z d sera noté 0.
1 d

Une série indexée par 2Z sera notée en m a j u s c u l e  pour les p r o ­

cessus, en m i n u s c u l e  pour les filtres :

d2

;d
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d
ainsi Z dési g n e  le proce s s u s  (Zt ) , , et a d ésigne le filtre

d
(at ) , t C T  .

De façon générale, on notera Z =  a*U le p r o cessus défini par :

zt = ^ d akut-k ' 
k e z

ki kd d k 
Le prod u i t  de m o nomes z . . . .z dans (C sera noté z , si bien

1 d

kn k -,
kqu'un p o l y n o m e  b . z . . . .z sera noté 2 b .z

k , . . . , k 1 d k k
1 d

On a p p e l l e r a  bruit blanc une suite de v a r i a b l e s  al é a t o i r e s  i n d é p e n ­

dantes é q u i d i s t r i b u é e s .

Pour un filtre b ayant un nombre fini de coeffi c i e n t s  non nuls, on

n o t e r a  P le pol y n o m e  à. d v a r i ables complexes défini par : 
b

k d 
P ( z ) =  Z b z , z€(C . 
b k k

Le mo d è l e  est le suivant :

(2) Y t =  S d st_kxk , tezd .

kez

On suppose que les sont des v a r i a b l e s  aléat o i r e s  réelles i n d é ­

p e n d a m m e n t  ide n t i q u e m e n t  distribuées de loi commune F non n é c e s s a i ­

rement c e n t r é e .

d
On obse r v e  Y t , t E T n , où T n =  { / V i < d , l < t ±<n >.

On fait sur F et s des hypothèses s uffisantes pour gara n t i r  par (2) 

la d é f i n i t i o n  de Y, qui sont par exemple l'exis t e n c e  d'un moment 

d' o r d r e  1 pour F et la s o m mabilité de la série s. On suppose aussi 

que s p o s s è d e  un inverse de co n v o l u t i o n  b, p e r m e t t a n t  d'inv e r s e r  la 

r e l a t i o n  (2) en :

(3) Z  d bkY t - k = X f

kez

t e z
d

qu'un p o l y n o m e i k

On suppose que les X.
-t

t e z
d
/ Vi<d, K t i<n }.
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Dans le début de notre travail étudiant la c o n s i s t a n c e  de l ' e s t i ­

mat e u r  prop o s é  nous ne supposerons pas n é c e s s a i r e m e n t  que b p o s s è ­

de un n o mbre fini de coefficients non nuls. Cette h y p o t h è s e  sera 

par contre toujours supposée vér i f i é e  par la suite.

Par simple t r a n s l a t i o n  de l'indexation, on peut alors suppo s e r  que 

les c o e f f i c i e n t s  non nuls de b sont les b^ où 0 < k ^ < p ^ , i == 1 . . .d, 

avec b 07^0 .

Y a p p a r a i t  alors comme un champ s t a t i o n n a i r e  a u t o - r é g r e s s i f  d'ordre

Les h y p o t h è s e s  sur le modèle seront toujours les sui v a n t e s  :

(MO) La loi commune F des n'est pas gaussienne.

(Ml) Le p o l y n o m e  P n'a pas de racines sur le tore |z |=. . . =  |z | =1 .

Il est connu que, sans aucune c o n n a i s s a n c e  sur s, le p r o blème  

d ' i d e n t i f i c a t i o n  de s est insoluble lorsque la loi F est ga u s s i e n n e  

En effet, si Y =  s*X et Z =  u*X pour deux filtres d i s t i n c t s  s et u, 

les p r o c e s s u s  Y et Z ne diffèrent que par leur f o n c t i o n  d ' a u t o c o v a -  

r i a n c e , ce qui ne suffit pas, nous le v e r r o n s  plus loin, à d é t e r m i ­

ner s .

(Ml) est la c o n d i t i o n  sous laquelle la série s t a t i o n n a i r e  Y s o l u ­

tion de (3) est bien définie et non explosive.

Rap p e l o n s  quelques résultats sur la m o d é l i s a t i o n  auto-régressive. 

Les r é s u l t a t s  suivants sont classiques :

( a ) . La r e l a t i o n  (3) a une unique s o l ution s t a t i o n n a i r e  et r é g u l i è ­

re Y si et seule m e n t  si P n'a pas de racines sur le tore I z • I =  1
b *

i=l . . .d .

P =  (P
1

b 1 d

p
d

) .

n'est pas gaussienne.X

11 e s t : connu que , s ans aucune conn a i s s a n c e sur s , le p r o b i ème
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( b ) . Lors q u e  la c o n d i t i o n  (Ml) est vérifiée, la r e l a t i o n  (3) s'in-

k
v erse en la r e l a t i o n  (2), où £ s z est le d é v e l o p p e m e n t  en série

k k

de L aurent de 1/P .
b

( c ) . La d e nsité spect r a l e  (série de Fourier de la fonct i o n  d'auto-

covariance) du proce s s u s  Y est :

1 d — i X - i X .
f ( X ) =  ---------------- , XeiR et e désignant ( e J ) j=l . . . d .

-iX 2 
IP (e ) |

b

q k
(d) . Quel que soit le polynome Q, Q(z) =  2-k=Ock z ’ v é r i f i a n t

1
f (X) =  --------------  , il existe un bruit blanc e tel que c*Y —  e.

-iX 2 
IQ(e ) |

( dès que b ^  c ) .

En particulier, dans le cas d— 1, la rela t i o n  | z —u | = | u | . \z— l/u\ pour 

|z| =1 permet de c o nstuire toute une famille de p o l y n o m e s  de même 

m o d u l e  aux points z de module 1, dont les racines sont en partie 

les mêmes et en partie inverses l'une de l'autre.

(e). Dans le cas où d=l , la relation (2) est causale, c'est à. dire

Si_==0 pour k<0 , si et seulement si P a toutes ses racines à l'exté- 
R b

rieur du disque unité de (D. Le processus X est alors l ' innovation 

du p r o c e s s u s  Y.

Dans le cas des champs (d > l ), on a des résultats du même type; on 

p o u r r a  par e xemple pour d=2 consulter le cours de X . G u y o n  (£12]). 

L ' e s t i m a t i o n  des para m è t r e s  d'un proce s s u s  A R M A  a fait l'objet de 

n o m b r e u x  t r a v a u x  : on pourra consulter [1] et £5] pour une b i b l i o ­

gr a p h i e  plus complète et une vue d ' e n semble sur le problème. 

Cl a s s i q u e m e n t ,  on a étudié des e s t imateurs des moi n d r e s  carrés,

X
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qui ne font: i ntervenir le processus que par sa d ensité spectrale, 

et donc, au vu de ( d ) , ne p e r m ettent pas de d i s t i n g u e r  les filtres 

b dont les po l y n o m e s  associés ont le même modu l e  sur le tore. On 

est alors conduit, pour choisir parmi ces filtres, à. faire l ' h y p o ­

thèse i n d i s p e n s a b l e  de causalité, ce qui n'est pas a c c e p t a b l e  dans 

les d o m aines d ' a p p l i c a t i o n s  cités plus haut.

Les m é t h o d e s  d ' e s t i m a t i o n  gaussi e n n e s  pour un champ A R M A  (d > l ) sont 

étu d i é e s  dans [28]

0.4, Plan détaillé de la thèse.

Le plan que nous avons adopté est le suivant :

I.DECONVOLUTION AVEUGLE OU ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS AUTO-REGRESSIF 

DE LOI INCONNUE NON GAUSSIENNE.

Dans cette partie, nous étudions la méth o d e  d ' e s t i m a t i o n  de b, in­

v e r s e  de s, prop o s é e  par D .Donoho dans [9].

1.1. D e s c r i p t i o n  de la méthode, cons i s t a n c e  de l'estimateur.

La m é t h o d e  d é v e l o p p é e  est en fait une m é thode d ' e s t i m a t i o n  par m i n i ­

mum de contraste, que nous rebaptisons m a x i m u m  d ' o b j e c t i f  en r e m p l a ­

çant le con t r a s t e  par son opposé que l'on a p pelle alors objectif.

La m é t h o d e  en ell e - m ê m e  est classique, la partie i n t é r e s s a n t e  étant 

de c a r a c t é r i s e r  les fonctions J pouvant servir d'objectif. De par la 

s t r u c t u r e  de l'éq u a t i o n  de convolution, on est conduit à choisir J 

parmi les fonctions invariantes par c h a n gement d'échelle. On donne 

dans ce paragraphe, après les rappels es s e n t i e l s  sur les c o n t r a s ­

tes, une c a r a c t é r i s a t i o n  des objectifs par rapport au p r é o r d r e  de 

la d i v i s i b i l i t é  des lois. Ce préordre a pparait n a t u r e l l e m e n t  en 

c o n s i d é r a n t  les pro c e s s u s  c*Y et en r e m a r q u a n t  que la s o l u t i o n  est
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en c=b . On o b tient alors un esti m a t e u r  consistant.

1 .2 E x e m p l e s .

Nous donnons alors quelques exemples d'objectifs, le plus r e m a r q u a ­

ble par la si m p l i c i t é  des calculs auxquels il conduit étant le c u ­

mu l a n t  standardisé. Pour les autres, i n f o r m a t i o n  de Fisher, néguen- 

tropie, m é t r i q u e  idéale, nous indiquons des c o nditions sur la loi 

des X t p e r m e t t a n t  é v e n t u e l l e m e n t  de les u t i liser comme objectifs 

en s i t u a t i o n  adaptative.

1.3 C o m p o r t e m e n t  a s y m p t o t i q u e .

Une p r e m i è r e  partie étudie de façon g énérale la n o r m a l i t é  asympto- 

tique de l ' e s t i m a t e u r  de ma x i m u m  d'objectif. La méth o d e  employée 

est celle, classique, de d é m o n s t r a t i o n  en uti l i s a n t  le d é v e l o p p e ­

ment de Tayl o r  à. l'ordre 1 avec reste intégral du g r a dient de 

l 'obj e c t i f  autour de la vraie valeur du paramètre. Nous obtenons 

ainsi la v a r i a n c e  limite de l'estimateur.

Une d e u x i è m e  partie étudie plus en détails le cas où J est une f o n c ­

tion de f o n c t i o n n e l l e s  linéaires de la loi F des , i.e. de la 

forme : J ( F ) =L  ( E ( cp ( X Q ) ) ) , où L est une f onction réelle et cp une 

f o n c t i o n  réelle q — d i m e n s i o n n e 11e . Ce p a r a g r a p h e  s'ap p l i q u e  en p a r ­

t i c u l i e r  i m m é d i a t e m e n t  au cas des cumulants standardisés.

Pour obte n i r  la nor m a l i t é  a s y m p t o t i q u e , nous sommes amenés, du fait 

de la str u c t u r e  dépe n d a n t e  des observations, à. utili s e r  des t e c h n i ­

ques de mélange; dans le cas où d— 1, nous m o n trons que nos p r o c e s ­

sus sont des m i x i n g a l e s  au sens de M a c - L e i s h  ( C 1 8 ] ), sans h y p o t h è ­

se s u p p l é m e n t a i r e  sur le modèle autre que l'exis t e n c e  de certains 

moments; dans le cas où d > l , nous u t ilisons un t h é orème de Rosen-

, i.e. de 1at
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blatt ( £25] ) et sommes amenés à. supposer que le p r o c e s s u s  est un 

champ m é l a n g e a n t .

1.4 C o m p a r a i s o n  avec les méthodes usuelles.

L orsque 1' on suppose que le filtre est causal, on di s p o s e  des m é ­

thodes usu e l l e s  d ' e s t i m a t i o n  par m a x i m u m  de v r a i s e m b l a n c e  g a u s s i e n —

ne approché. Nous comparons notre méthode avec celles-ci, en d é f i —

'fi­
n i s s a n t  un domaine de lois pour lesquelles la m é t h o d e  par objectif

conduit à. une m e i l l e u r e  varia n c e  limite. Cette étude est illustrée

par des simulations.

1.5 P r o b l è m e s  d'efficacité.

Le p r o b l è m e  d ' e f f i c a c i t é  asy m p t o t i q u e  est env i s a g é  ici. Nous c a l c u ­

lons tout d ' a b o r d  la borne de C r a m e r — Rao ( i nformation de Fisher 

asympto t i q u e )  appli q u é e  à notre modèle. Nous e n v i s a g e o n s  ensuite 

la p o s s i b i l i t é  de c o n s truire a d a p t a t i v e m e n t  un e s t i m a t e u r  efficace. 

Nous proposons, par analogie avec les m é t hodes d é v e l o p p é e s  par 

Bickel ( C 3 ] ), une c o n d ition d ' e x i stence de tels e s t i m a t e u r s  : la 

c a u s a l i t é  du modèle.

1 .6 I d e n t i f i c a t i o n  : es t i m a t i o n  de l'ordre p.

Si l'on plonge le modèle dans un modèle d'ordre plus grand, on 

obti e n t  une v a l e u r  plus grande pour le m a x i m u m  d'objectif. On ne 

peut donc u t i l i s e r  l'objectif non modifié pour obtenir, par m a x i m i ­

s a tion sur l'ordre et sur le p a ramètre b, un e s t i m a t e u r  de l'ordre 

p. On d é finit alors, par analogie avec la v r a i s e m b l a n c e  compensée, 

un o b j e c t i f  c ompensé qui permet d'obt e n i r  un e s t i m a t e u r  c o nsistant  

de p .
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1 .7 R o b u s t e s s e

Dans cettè partie, nous étudions deux types de r o b u s t e s s e  de la 

m é t h o d e  : lorsque l'on a sous estimé l'ordre du modèle, et lorsque 

les o b s e r v a t i o n s  sont bruitées par un bruit gaussien. Ce deuxième 

cas est étudié pour les objectifs "cumulants standardisés".

On démo n t r e  dans les deux cas un résultat de type "continuité" de 

la m é t h o d e  g a r a n t i s s a n t  une certaine robustesse.

1.8 Moments infinis et objectifs cumulants.

L'étude a s y m p t o t i q u e  nous a conduit a faire sur le pro c e s s u s  des 

h y p o t h è s e s  de moments. Si l'on ne suppose plus ces mome n t s  finis, 

l'o b j e c t i f  est infini a s y m p t o t i q u e m e n t ; on est alors conduit à p e n ­

ser que l ' optimum n'en est que mieux défini a s y m p t o t i q u e m e n t . Pour 

les c u mulants et pour des lois de X q v é r i f i a n t  certaines propriétés, 

en p a r t i c u l i e r  pour des lois dans le domaine d ' a t t r a c t i o n  de lois 

stables, nous étudions c onsistance et v i t e s s e  de co n v e r g e n c e  de 

l ' e s t i m a t e u r  du m a x i m u m  d'objectif; cette v i t e s s e  est m e i l l e u r e  

que lorsque la loi est de v a r i a n c e  finie.

II. RECHERCHE DE CONTRASTES ET ALGORITHME STOCHASTIQUE POUR L’IDENTIFICATION DE S.

Cette p a rtie est une analyse de l'article de Benveniste, Ruget et 

G o u r s a t  ( C2] ) p o rtant sur le même problème. Leur m éthode r e p o ­

se aussi sur un contraste V.

I I .1 Etude de la f onction V

Pour c o n s t r u i r e  l'algorithme, il faut v é r i f i e r  certaines conditions 

sur le c o n t r a s t e  que nous p résentons ici.
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I I. 2 A l g o r i t h m e  avec contrainte.

Les auteurs d é v e l o p p e n t  un a l gorithme stochastique, et l ' améliorent  

par une c o n t r a i n t e  que nous e x a m i n o n s .

I I .3 R e c h e r c h e  des c o n t r a s t e s .

C'est cette étude qui a retenu toute notre attention. Les auteurs 

pr o p o s e n t  une c a r a c t é r i s a t i o n  des contrastes p r é s e n t a n t  la forme 

p a r t i c u l i è r e  J ( c ) = E i / j  ( c* s *X ) et pour une classe de lois de Xq : les 

lois s o u s — g a u s s i e n n e s  et les lois s u p e r —g a u s s i e n n e s . Nous p r o p o ­

sons une i n t e r p r é t a t i o n  de cette c a r a c t é r i s a t i o n  en lien avec l ' é ­

tude m enée en I .

III. DECONVOLUTION AVEUGLE PAR ESTIMATION SPECTRALE.

R o s e n b l a t t  et Lii ont proposé une méthode d ' e s t i m a t i o n  de la f o n c ­

tion s p e c t r a l e  complète du système. Nous la p r é s e n t o n s  ici et c o m p a ­

rons les v i t e s s e s  de convergence obtenues avec celle o b t e n u e  en I.
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I. DECONVOLUTION AVEUGLE, OU ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS AUTO-REGRESSIF 

DE LOI INCONNUE NON GAUSSIENNE. 

1.1. Description de la méthode, consistance de l’estimateur.

Dans ce paragraphe, nous nous placerons dans le cadre plus général 

où l'inverse b de s n'a pas nécessairement: un nombre fini de c o e f ­

ficients non nuls.

Pour r é s o u d r e  le problème, nous considérons les pro c e s s u s  construits 

sur les o b s e r v a t i o n s  Y t : X ( c ) =  (X ( c ) t ) avec X ( c ) t==̂ k ckY t-k ’ ° 1“1 c 

var i e  dans l'espace des paramètres, et l'on cherche à restituer  

X ( b ) = X  .

La m é t h o d e  pro p o s é e  ici est une méthode d ' e s t i m a t i o n  de b par m i ­

n imum de contraste, méthode dépendant d'une f o n c t i o n n e l l e  J ( c) qui 

a t t e i n t  son m i n i m u m  au point c = b .

R a p p e l o n s  tout d'ab o r d  quelques résultats relatifs aux e stimateurs 

de m i n i m u m  de c o n t raste (£8]), et comment ils s ' a p p l i q u e n t  à notre 

p r o b l è m e .

C o n s i d é r o n s  un m o dèle s t a t istique (0,01, (P ) , QCUR . Une fonction
0 0 E0

de c o n t r a s t e  de ce modèle rel a t i v e m e n t  à 0 est une f o n ction réelle 

de la v a r i a b l e  ex K ( 0 , ex ) qui a un mi n i m u m  strict pour a=0 . Lorsque 

les o b s e r v a t i o n s  sont Y ^ ,t £ T n , et si IF̂. est la f i l t r a t i o n  définie

1.1.Description
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par : tF̂ _= cr({Yu /Vi^d> u^<t ¿ } ) , un contraste r e l a t i v e m e n t  à 0 et à K 

est une f o n c t i o n  réelle U : (a, t ,(û )-- >U ( ex , t , co ) qui v é r i f i e  les p r o ­

pr iétés :

d
a) . V ( oí , t ) G x Z  , la var i a b l e  aléat o i r e  U t (cx) : co-- > U t (cx,co) est

EF^-mesurable .

b). U t (cx)-- > K  ( G , a ) en p r o b a b i l i t é  sous Pq pour |t|=min^t^-- > 00 .

A

Un e s t i m a t e u r  0^ du m i n i m u m  de contraste est donné par :

U t (0t ) =  inf { U t (cx),cx G 0} .

On a alors le résultat :

A A

T H E O R E M E  1 : 0^ est un estimateur c o n s istant de 0 (i.e. 0^-- >0 en

p r o b a b i l i t é  sous P ) si les conditions suivantes sont v é r i f i é e s
0

(Cl) : ex-- > K  ( 0 , ex ) et ex-->U^.(ex,co) sont c o n tinues

(C2) : La c o n v e rgence de U^(cx) vers K ( 0 , ex ) est u n i f o r m e  

sur 0 .

Démons t rat ion : Soit E.(e) =  { sup lU.(ex)-K(0,a)| <  e > .
r cx£0 r

P ( E . ( e ) )-- >1 pour | t |-- >00 par ( C 2 ) . K(0,cx) est local e m e n t  continu-
0 ^

ment in v e r s i b l e  autour de cx=0 à. cause de 1 ' ext rémal i té stricte de 

K(0 , 0 ) .

Donc : Ve>0 , 3r)>0 tel que | K ( 0 , ex ) — K ( 0 , (3 ) | = >  ||ex-p||<e.

Pour e>0 et sur E^(r}/2) on a :

K ( 0 1 , 0 ) - n/2 < U t (0t.) < U t (0) < K ( 0 , 0 ) + tî/2

|K(0t ,0) - K (0,0)1 «  n, donc II 0 — e t II < £, et P ( || 0-0 1 1| <£ ) > P ( E t (r)/2))

R e m a r q u e  : L o rsque 0 est compact, (C2) est équivalente, par le t h é o ­

rème de P r o k h o r o v  (voir C 4 ] ) à une c o n d i t i o n  sur les o s c i l l a t i o n s  de 

U t (a) :

= >  II <x-ß II < e  .r\
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Ve>0 , V*n>0 , 3<5>0 -tel que P( sup | U . (<x)-U. (p) | >*n ) < s.
II oc-3 1| <Ô r r

Dans notre problème, 0=b ; nous appell e r o n s  fonctions d ' o b jectif

J et o b j e c t i f s  J les opposés de fonctions de contr a s t e  K et les

opposés de contr a s t e s  U , et nos e s t i m a t e u r s  seront donc
( n , ...n )

e s t i m a t e u r s  de m a x i m u m  d'objectif.

Nous é t u d i e r o n s  ici une classe très générale d'objectifs, ceux qui 

v é r i f i e n t

(01) : J (c ) (resp. J n (c )) dépend seulement de la loi commune F(c)

des v a r i a b l e s  X (c )^ (resp. la loi empir i q u e  F ( c ) n des X ( c ) t 

co n s t r u i t e  sur les o b s e r v a t i o n s ) .

(02) : J et J n sont invariants par c hangement d'échelle, c'est à.

dire J(Xc)=J(c) et J n (À c )= J n (c ) pour tout réel non nul X.

L ' i n v a r i a n c e  par c h a n gement d'échelle est une c o n d i t i o n  n a turelle 

dans la me s u r e  où l'échelle du param è t r e  ne peut pas être i d e n t i ­

fiée, p u isque si l'on multi p l i e  s par X et si l'on divise les X t 

par X, le proce s s u s  observé Y ne change pas.

En v e r t u  de (01), on peut définir la f o n c t i o n n e l l e  sur des lois

de v a r i a b l e s  aléatoires; si Z est une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  de loi

F , on n o t e r a  J(F ) la val e u r  de J ainsi définie.
Z Z

Si V est un e n s e m b l e  de lois non gaus s i e n n e s  stable par c o n v o l u — 

tion et c h a n g e m e n t  d ' échelle sur lequel J est défini, on a le r é ­

sultat suivant :
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T H E O R E M E  2 : J est: une fonction de contraste pour le mod è l e  défini 

par (1) pour F, loi commune des X̂ . , dans V et pour tout filtre 

s o m mable si et seulement si :

Quelle que soit la v a r iable a l é atoire X de loi dans V, quel 

quel que soit la série sommable ( a ^ ) , iGZ, si les ( X ^ ) , iGZ sont 

des v a r i a b l e s  aléa t o i r e s  indépendantes de même loi que X, alors :

(03) J(F ) < J(F ) , avec égalité si et s e u l e m e n t
^iaix i x

si tous les a ̂ sont nuls sauf un.

Ce t h é o r è m e  est immédiat dès que l'on voit que F(c) —  F
Zk ( c * s ) kx _ k

Son intérêt est de donner une c a r a c t é r i s a t i o n  simple des fonctions 

d ' o b j e c t i f  dans le p roblème qui nous intéresse, c a r a c t é r i s a t i o n  

s o u l i g n a n t  1' e x t r é m a l i t é  de la loi g a u s s i e n n e  où le p r o b l è m e  est 

insoluble. On peut en effet définir une r e l a t i o n  d'or d r e  partiel 

sur V U  { g a u s s i e n n e s  }, ordre pour lequel la g a u s s i e n n e  est le 

plus petit élément, et (03) signifie alors que J r e s p e c t e  

l'ordre ainsi défini. Pour des détails et c o m m e n t a i r e s  sur cette 

c aract é r i s a t i o n ,  voir £9].

Dans tous les p a r a g r a p h e s  qui suivent, on s u p p o s e r a  que le p a r a m è ­

tre est f i n i - d i m e n s i o n n e l  , i.e. dès que l'un des vé r i f i e  

k^<0 ou •

A cause de la c o n d i t i o n  d'inva r i a n c e  (02), on choisit pour le p a r a ­

m èt r e  des cond i t i o n s  de normalisation, et l'on d é finit deux espaces 

de p a r a m è t r e  :

f i n i — d i m e n s i o n n e 1, i.e. bK =C dès que l'un des k i vèr i f i e

h i E i
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T =  < B£IRP/ Skbg =  1 } , p 

P
et m =■ {B£DR / b,n n(O, ,O ) -  1 } -

(Pi

beTU est: la n o r m a l i s a t i o n  usuelle pour les modèles ARMA, bETT est 

une n o r m a l i s a t i o n  par app a r t e n a n c e  à. un compact.

On a alors le r ésultat suivant :

T H E O R E M E  2bis

C o n s i d é r a n t  J et J n qui satisfont les conditions ( O l ), (02), (03),

ys ~
et ( C l ) , ( C 2 ) , les e s t imateurs b n et b n m a x i m i s a n t  J n (c ) r e s p e c t i ­

vem e n t  sur TT et TU sont consistants.

On peut m o n t r e r  que les objectifs suivants v é r i f i e n t  ( O l ) , (02) 

et (03) :

(El) : Cumul a n t s  s t a n d a r d i s é s .

des v a r i a b l e s  ayant: des moments jusqu'à l'ordre m, 

d
où C_ (X) =  (-i --  ) Log E(expitX) I ._n (cumulant: d'ordre m de X) .

et donc que U v é r i f i e  (03) dès que le cumulant s t a n d a r d i s é  de X est 

non n u l .

(E 2 ) : N é g u e n t r o p i e .

J ( F )= K ( X , <p ) où K désigne l ' i n f o r m a t i o n  de K u l l b a c k  et cp 
X

1.2. Exemples.

, m > 2 , que l'on définit sur l'espace

On d é m o n t r e  aisé m e n t  que U(2^j_}C^) = .U(X)

( Z a i Z ) m / 2

J F
>

Cm (X)

(C2 (X) )" m / 2

I a_i
m

1) ( pd +

dt:

1)
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est la gaus s i enne centrée de même v a r i a n c e  que X, que l'on définit 

sur l'espace des v a r i a b l e s  ayant un moment d'ordre 2 et dont la 

loi p o s s è d e  une densité d'entropie finie.

Notons S (X ) l'entropie de la v a r i a b l e  a l é a toire X, soit

S ( X ) = — J  p(x) Log p(x) dx où p désigne la densité de X

alors J ( F ) =  -S(X) + S ( cp ) .
X

On sait (voir £24]) que VX et VY pour lesquels S est défi n i e  : 

e x p ( 2 S ( X + Y ) )> e x p (2 S (X ))+ e x p (2 S ( Y ) ), l ' i n égalité étant stricte dès 

que X et Y n'ont pas même l o i .

On a donc, pour tout n et pour toute suite (a^) de l ongueur n : 

e x p ( 2 S ( I ^ =1 a 1X i )) > Z"=1 e x p (2 S (a ±X i )), les X ± étant i.i.d. de 

m ême loi que X donnée.

S ( a iX i )==S ( X ) +Log a i , on obtient donc S(£ a iX i )>S (X)+1/2 . L o g ( 2  a ¿ ) 2 , 

l ' i n é g a l i t é  étant stricte dès que au moins deux des a^ sont non 

nuls et que X n'est pas gaussienne.

D ' autre part, si cp est gaussienne centrée de même v a r i a n c e  que X 

et r g a u s s i e n n e  centrée de même v a r iance que J a iX i ,

J(F ) =  -S(Z a . X • ) +S ( r ) et J (F ) =  —S(X)+S(<p) ;
S a iX i 1 1  X

Q
or S (<p)=S (t )+l/2 . Log(2a^ ) ; en combinant ceci avec l'in é g a l i t é  

p r é c é d e n t e  on obtient :

J(F ) <  J (F ) pour toute série de longueur finie ayant au moins
Z a iX i X

deux termes non nuls.

Pour éten d r e  ce résultat à une série infinie de carré s o m m a b l e , il 

suffit de se placer sous des conditions où S(Z) est c ontinue au 

sens L 2 par rapport à sa v a r iable Z sur l'espace de Hilbert e n g e n ­

dré par les c o m b i n a i s o n s  linéaires finies de r é p é t i t i o n s  i n d é p e n ­

dantes de X.
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On a alors, en notant Zn==2 j X ̂ : J(F )<J (F2  )<J(X), où ng
Zn n 0

est le p r e m i e r  indice pour lequel au moins deux des a ± > i^n o > 

sont: non nuls.

Une c o n d i t i o n  suffi s a n t e  p e rmettant d'écrire S (Z)==1imn S (Z R ) 

est la suivante :

( NEG ) : 3p>0 tel que | <p | GL^ , cp étant la f o n ction c a r a c t é r i s t i q u e  de 

la v a r i a b l e  X.

En effet, si l'on note p n la densité de la loi de Z n (qui existe 

puis q u e  celle de X existe et que la loi de Z n est une convol u t i o n  

finie de lois ayant une d e n s i t é ) , si l'on note (pn la fonction c a r a c ­

t é r i s t i q u e  de Z n , on a : | <pn I G L p / n *

D'autre part, E3N tel que p/N<l , et on a alors : Vn>N, | <pn | . Ceci

e n t r a i n e  que p est borné, puis, par convolution, que :
N

Vn>N, Vx, P n (x)<||p^||00

Vt , |<pn (t) |<|<p (t) | . 
n N

Ceci permet de déduire, par le théorème de co n v e r g e n c e  dominée de

L e b e s g u e , que Pn (x)-- > q (x ), où q est la densité de la loi de Z.

Les Z n étant u n i f o r m é m e n t  intégrables et les p n u n i f o r m é m e n t  b o r ­

nées, on peut app l i q u e r  le résultat de M o k kadem ([21] ) et 

limn S ( Z n ) = S ( Z ) .

(E 3 ) : I n f o r m a t i o n  de F i s h e r .

J( F )=I ( X )== f( p ' ) 2/p dx où p désigne la densité de la loi X .

X J
C'est un r é s ultat classique que l ' i n f o r m a t i o n  de. Fisher ainsi d é f i ­

nie décr o i t  par convolution. Rappelons en rapid e m e n t  une d é m o n s ­

t r a t i o n  :

Ceci«EL 1

Zi*
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Si p e*t q sont deux densités ayant une i n f o r m a t i o n  de Fisher , 

s i h=p * q :

on a h(x)=Jp(x-y)q(y)dy —  Jq(y)dyJ p'(t-y)dt

Jq(y ) Jl P' (t-y) | dy « J|p'(x)|dx, donc h' ( t: )=Jp ' ( t-y ) q ( y ) dy

Par Schwarz, ( J* ( p ' ( t-y ) /M p(t-y)).^ p ( t-y ) . q ( y ) dy ) 2

< h ( t ) .J(p'/p)2 (t-y)p(t-y)q(y)dy

Donc I ( h ) < I ( p ) .

On a donc i m m é d i a t e m e n t  que, dès que X a une dens i t é  p ayant une 

i n f o r m a t i o n  de Fisher, en a une v é r i f i a n t  :

I ( S a ^ X ^ ) <  I (X) (On n'a l'égalité que si un seul des a^ est non nul, 

ceci par l ' u t i l i s a t i o n  de l'inégalité de Schwarz dans la d é m o n s t r a ­

tion p r é c é d e n t e ) .

D ' autre part, pour une sùite infinie (a n ) > o n a :

n q
lim^I (S^a iX i ) ^ 1 (^ 3. a ix i ) <1 (X ) où deux au moins des a^ sont non 

nuls pour i < n Q .

Par le lemme de F a t o u , avec les mêmes notat i o n s  que dans (E2) : 

n p' 2 n p' 2
I 1 i m -- — dx < 1 im I ----——  dx (< I (X) par ce qui précède) .

J P n J P n

II suffit alors de se placer sous des hy p o t h è s e s  a s s u r a n t  la c o n —

p p
v e r g e n c e  de p ' n / P n vers q' / q . L'hy p o t h è s e  s uivante est s u f f i s a n ­

te :

e
(FISH) : 3e>0 et 3p>0 tels que t cp soit élément de L p .

De la même m a n i è r e  que pour la négentropie, il existe N tel que si

n est s u p é r i e u r  à N, t:ç> est élément de L- et | t<p | <  | t<p I .n i n N

On a alors p n-- >q et p ' n-- > q ' .

(E 4 ) : Métr i q u e  i d é a l e .

Si est une m é t r i q u e  idéale d'ordre s, on peut dé f i n i r  :

I
.r
•1 a iX"i en a une vérifiant: :

M s
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J ( F )= fj. ( X , G ) , où G est une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  ga u s s i e n n e  et 
X s

où s > 2 .

R a p p e l o n s  la d é f i n i t i o n  d'une m étrique idéale : (Pour plus de p r é c i ­

sions, voi r  £29])

Soit § un e n s e m b l e  de v a r i a b l e s  a l éatoires défini sur un espace 

p r o b a b i l i s é  et p r enant leur vale u r  dans un Banach séparable. On 

d ési g n e  par ( € ) ̂  l'espace des dis t r i b u t i o n s  jointes de tous les 

k- u p l e s  (X1 ; . . . ;X}<) de v a r iables de g.

pi est une m é t r i q u e  simple si jjl est une f onction de (S ) ^ x ( Ç  )^ dans 

E O ;+00] qui v é r i f i e  : symétrie, inégalité triangulaire, et id e n t i ­

fication, c'est à. dire P ==P = >  jul(X,Y)=0, où P désigne la loi de
X Y X

X. Une m é t r i q u e  simple p. est une mét r i q u e  idéale si elle vérifie:

1. V X , Y , Z € § , jj. ( P *P ,P *P ) < ,P )
X Z Y Z X Y

2. v X , Y € § et V cOR* , n(cX,cY) =  |c|Sfi(X,Y) . s est l'ordre de ¡j.

Un e x emple simple de m étrique idéale est le suivant :

¡jl ( X , Y ) =  sup | E ( f (X)-f ( Y) ) | , où s=m + <x, mElN et a€]0,l] , et où 
s f6D(s,K)

D(s,K) est l ' ensemble des fonctions réelles f continues m fois déri- 

vabl e s  dont 1a dérivée d 'ordre m véri f i e  : |f^m ^(x)-f^m ^(y)|<K|x-y| .

Il s'agit ensuite de définir une suite de fonctions aléa t o i r e s  J n 

v é r i f i a n t  (Cl) et (C2). On peut choisir J n ( c ) =  J (Fn (c )). Dans le 

cas des cumulants, on fait ce choix. Il est ensuite facile de m o n ­

trer que si X p o ssède des moments finis jusqu'à l'ordre m, alors J n 

conv e r g e  p.s. u n i f o r m é m e n t  vers J.

Pour les 3 d e r niers exemples, un tel choix n'est pas possible. En 

effet, J fait i n tervenir la loi inconnue de X. On notera  

J(c)= J ( p , c ) ,  p désig n a n t  la densité de la loi de X.

>p ) 
X Y

p (P
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On peut alors e n v i s a g e r  une procé d u r e  de type " a d a p t a t i v e ” :

1). Faire une e s t i m a t i o n  b n p r é l i m i n a i r e  de b

2). Faire une e s t i m a t i o n  régulière p n de la densité de X à l'aide 

de la loi e m p i r i q u e  de b n * Y ; on peut faire par e x emple une e s t i m a ­

tion par noyau, soit p n (x)=l/n ĉ. ( x- ( b n * Y ) ̂  ) où Kn est un noyau

régularisant, par exemple Kn (x)= iJj ( x / h n ) , h n-- >0 et i/j est la d e n s i ­

té g a u s s i e n n e  centrée réduite.

3). Poser J n (c ) =  J ( P n ,Fn (c)).

1.3. Comportement asymptotique.

Dans ce paragraphe, on suppose que J et J n v é r i f i e n t  les condi-

/V

A /V

tions s u f f i s a n t e s  de consistance pour b_ et b _ . Les r é s u l t a t s  quin n ^

suivent sont vali d e s  quel que soit d > 0 .

Nous u t i l i s e r o n s  les hypothèses suivantes :

(AO) : J(c) et J n (c) sont deux fois c o n t i nûment d i f f é r e n t i a b l e s .

(Al) : J n (c)-P ’S ’> J(c)

p . s .
Grad J n (c )----- >  Grad J(c)

D 2J n ( c ) - :S,> D 2J ( c ) = A ( c ) , A (b )= A .

d/2 X X 
(A2) : n Grad J n (b) ----->  N (0,A) , où -->  dési g n e  la c o n v e r ­

gence en loi et N(0,A) la g a u s ­

sienne centrée de c o v a r i a n c e  A.

tion par noyau, soit p n (x)=l/n ĉ. I•kKn

2 p . s . 2

p . s .
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(A3) : 3r>0 tq (D 2J n (b + cx)- D 2J n (b ))
P

-> O u n i f o r m é m e n t  pour | ex | <r

Rema r q u e  : Ces hy p o t h è s e s  n 'imposent rien sur la ré g u l a r i t é  de F, 

ni même sur l'ex i s t e n c e  d'une densité. Par exemple, lorsque J est 

f o n c t i o n  de f o n c t i o n n e l l e s  linéaires de F(en p a r t i c u l i e r  lorsque J 

est un cumulant standardisé), F peut être q u e l c o n q u e  sous réserve 

que les f o n c t i o n n e l l e s  linéaires intervenant soient finies.

I L E M M E 1 : Si (AO) et (Al), alors Ker A =  {XB/XeiR}.

Démons t rat ion : Soit 3>={ Xb/X€EIR} . Pour uEEIR et c^X>, soit h ( c ) ( u ) 

la f o n c t i o n  donnée par h (c )(u )= J ( b + u c ) . h (c )'(u ) = < G r a d  J ( b + u c ) ,c > , 

h (c )''(u ) = t c .A (b + u c ).c . h(c) a un m a x i m u m  strict en u = 0 , donc : 

h ( c ) ' ( 0 ) = 0  et h ( c ) ' ' ( O )ÿ^O , soit t c . A. c^O pour c^l).

Prenant m a i n t e n a n t  c dans X) : h ( Xb ) est constante grâce à. (02) , et 

h ( c ) ' ' est i d e n t i q u e m e n t  nulle, donc ^'c.A.c==0.

Pour les t h é orèmes qui vont suivre, nous aurons besoin de notations 

p a r t i c u l i è r e s

A est d i agona 1 i s ab 1 e dans une base orth o n o r m é e  . Prenons b/|| b || comme 

prem i e r  v e c t e u r  de cette base. Dans cette base, soit D (resp.A) la

A

t r a n s f o r m é e  de A ( r e s p . A ) , soit cn le tran s f o r m é  de b n .

p 2 ( p - i )2
Si M est une ma t r i c e  de ER , on n o tera (M) la m a t r i c e  de ER 

o b t e n u e  en r e t irant à. M sa première ligne et sa p r e m i è r e  colonne. 

Pour un v e c t e u r  m, on note r a  (m) le v e c t e u r  obte n u  en retirant à. m 

sa p r e m i è r e  coordonnée.

On a alors les résultats suivants :

THEOREME 3 : Si (AO)...(A3) :

d/2 -1
1 . n -> N(0,E) , avec Z=(D) (A)(D).

2 .
/s 2

Cn(0, ,0) 1—2jCn j , d'où la loi asymptotique de cn .
2

( (
/\

cr ) )
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T H E O R E M E  4 : Si ( A O ) ...(A3) :

d/2 -1
n ((t>n ) - (b))----->  N(0,Z ), avec Z =  (A) (A)(A).

Pour d é m o n t r e r  ces deux théorèmes, on écrit le d é v e l o p p e m e n t  de 

T a y l o r  à reste intégral à l'ordre 2 pour le g r a d i e n t  de J n :

Gr a d  J n ( c ) =  Grad Jrn (b)+t (c - b ) / Q D 2J n (b + u (c -b ) ) du (T)

A

A XV

=  O pour c— t>n et pour c= b n , 

car grâce à (02) , un e x t remum de J n sur TT ou sur HJ est un 

e x t r e m u m  sur tout l'espace. Le théorème 4 est une c o n s é q u e n c e  

Im m é d i a t e  de (T), ( A 2 ) et du l e m m e l .

D é m o n s t r a t ion du t héorème 3 :

Ré é c r i v o n s  (T) dans la base choisie d i a g o n a l i s a n t  A : 

d/2 . /\
(1) n ( c n *~ c ) . Dn=  En , où c =  (1,0, ...0), soit b écrit dans la

( 2 )

D

p-1-

nouvelle base.

(3) H -> N ( O , A  )

(4)

(2) : par (Al) et (A3) on obtient f acilement que

D2Jn (b+ u (bn-b )) d u --P
O

-> A

Par c h a n g e m e n t  de base on obtient le résultat.

(3) : (A2) écrit dans la nouvelle base.

(4) : car le ch a n g e m e n t  de base est or t h o n o r m é

An  /\n
On r e m a r q u e  que (4) peut se réécrire en : (cn - l ) (c n + l )+E c • =0

u u j^o J

d/2 /\n 
Notons v =  n (c - c )

**X

p

X

o
X 1I

n

’l

Z 3

/N

cnj
2 1

i"
O
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A ( n , M ) ={ œ / Il v n II > M  }

B ( n , M ) — { ||Jn H>M>

C (n , e )={ s u p i ,j I (Dn^ i ,j l>e * '

/\n
D ( n , (3)={ |c0 -l|>p >

lim P ( D ( n , ß ) )= 0 . 
n

On en déduit: facilement: que Vcx>0 , Vs>0 et Vß>0 ,

lim lim P (<&( n , M , ex , e , (3 ) ) =  lim lim P(A(n,M))
M M

c c c
où Q.(n,M,cx,e,jB) =  A(n, M)HB (n,cxM)nc ( n , e ) H D  ( n , (3 )

On fixe 3 q<  2/p-f-l , e Q=  1/2 ( p + 1 ) . Sup | Xj | , a Q= l / 4  ( p + 1 ) . inf J  X j | .

Soit cjd  e Ql( n , M , cxQ , £ q , 3 0 ) , j la coordonnée telle que I v n j I ===suPi I v n i I 

On a | v n j | >M/p-n 1 .

v .D . .=—v •D . . + U ni ni j nj njj nj

c
Dans B(n,cxM) , ||Un ||<cxM donc ! u n j I <ocM

c
j£jV n i Dni j I > I v n j D nj j I _cxM > I v nj. | ( | Xj |-e )-<xM car on est dans C ( n , e 0 ) 

D 'autre part : I Ç ^ v n iD ni j 1 <p ' 1 v n j 1 e '

On a donc : | v n;j | . | A j |/2< | v nj. | ( | A j | - ( p+1 ) e )<<xM«£ | A j | . M/4 ( p+1 )

D'où ) v n j J < M/2 ( p-+-1 ) , ce qui est impossible.

2 d/2 /\n
u ni =  " un O n (cO + 1 > ’

2 d/2
Donc p | u o n I ^ I u 0n ̂ ‘ n (2 “ P o ^ , ce CÎU L̂ donne (3q>2/p-h 1 , ce qui est 

c o n t r a d ictoire.

Donc P (QL( n , M , cxp. , , (3n ) )=0 , donc lim lim P(A(n,M))=0, 
u u u M n

d/2 /\n
et n ( c -c) est tendu. Le théorème s'en déduit immédiatement.

.Si j — O on écrit S

On sait que Ve. , ß lim lim
n

P ( B ( n , M ) )= 0 , lim P ( C ( n , e ) ) = 0
n

.Si jÿ^O on écrit :
i j



29

On donne m a i n t e n a n t  un lemme très simple, qui sera utile plus tard 

pour s i m p l i f i e r  quelques expressions de matrices.

IL E M M E  2 : Si ( A O ) ...(A3), alors bGKerA.

D é m o n s t r a t  ion : Faire le produit scalaire de (T) avec b, m u l t i p l i e r 

d/2
par n , a p p l i q u e r  le lemme 1 et le t héorème 1.
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Cas particulier important : cas où J est fonction de fonctionnelles linéaires de F.

Dans cette partie, on suppose que J et J n s'é c r i v e n t  :

J(c) =  L(E<p1 (X(c)0 ) ; . . . ;E<pq (X(c)0 ) )

J n (c) =  L ( l / n d E 4 = ^ i ; n !i)<ï>i(X(c)1.) ; . . . ;l/nd £  <pq (X(c)t ))

L et cp =  * • * * ) étant des fonctions réelles.

Remar q u e  : Dans le cas des cumulants, J— |K| et J n= | K n | où K et Kn 

sont de la forme précédente, mais il est très facile de voir que 

tous les résultats qui suivent sont encore valables.

C o n s i d é r o n s  les hypot h è s e s  suivantes :

(Hl) cp et L sont deux fois continûment dériv a b l e s  .

(H 2 ) Les e s p é r a n c e s  des fonctions suivantes sont finies :

<P(X(c)0 ), Var <p (XQ ) , < p " k (X(c)ô- (X(C)Q ) , X q ^ ( X q ) (a =  0,1,2),

P (3
<p'k (X(c)0 ) . (X(c)0 ) , <pk (X0 )<MX0 )X0 ((3 =  0,1),

et, si d>l tout produit de 4 termes formés à partir des termes 

suiv a n t s  :

P
X 0 < M X 0 ) et: <Pk (x o) > 3=0,1» k=0 , . . , q .

(H3) E i H X 0 ) =  0 et E X 0< M X 0 ) =  0

(H 4 ) d>l et (Yt ),t E est un champ fortement mélangeant.

Où (¡j est donnée par :

<Mu) =  Dk L(E<p(X(c)0 ) .

R e m a r q u e  : Pour les cumulants, (H 2 ) est une h y p o t h è s e  sur les m o ­

ments de X q .

L et cp = (<P1

est: un champ fortement: mélangeant..d

<í>(U) 2 k= l
q <p' le ( u )
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Sous (H 1 ), on a :

d
Grad -Jn (c)i=  l/n S  ( X ( c ) t ) Y t _ ±

„ d 2d 
D J n (c)i,j= 1 / n  S  «i«nv (X(c)t.)Yt _ iY t _ J. + l/n Z  T n ( X ( c ) t , X ( c ) u ) Y t_ ± Y u _ j

avec <|Jn ( u ) =  Zi <Pk ' (u) Dk L ( E n tp(X(C))

T n (u ,v)=Z? <Pk '(u) «.^(v) Dk D 1L ( E n<p(X(C) ) .

t£f n et T n ne sont pas indicées par c pour plus de l i s i b i l i t é  l o r s ­

que cela ne porte pas à. confusion. En désigne l ' e s p é r a n c e  sous la 

loi e m p i r i q u e

Par ergodicité, on obtient alors i m m é d i atement ( A l ) , (AO) est d o n ­

née par (H 1 ),et pour (A3), la démarche est anal o g u e  à. la c o n s i s t a n ­

ce. En p a r t i c u l i e r , (A3) est vraie pour les cumulants, un calcul des 

o s c i l l a t i o n s  le m o n t r a n t  facilement.

Le calcul donne alors :

A i,j=Z? E (<Pk "  ( X o J Y ^ Y . j  ) Dk L(E<p(X0 ))

+ Z? E(<pk ' (X0 )Y_i ) E(<p1 M X 0 )Y_j ) Dk D 1L(E<p(X0 ) )

On a le thé o r è m e  :

T H E O R E M E  3 : Sous ( (H 1 ) . . . (H 3 ) si d=l ou (H 1 ) . . . (H 4 ) si d > l ) on a :

d/2 X 
n Grad J n (b ) ----->  N ( Q , A ) .

A ifJ-  E(* (XoJY.^.j) + Z? ak)iE(<Pk(X0 )g,(X0 )Y_:j)

+ ak, jE('»>k<X 0>*<X 0>Y -i> + ^1 ak , i a l , j Cov ( tpk ( X 0 ) , <p2 ( X Q ) )

où ak;i =  Z?= 1 DkD 1L(E<p(X0 ) ) •E(<p1 ' (X0 )Y_i) .

/\ /\
De ce théorème on déduit la loi asymptotique pour bn et bn .

4- E■i

<í<n
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R e m a r q u e s  sur les hypo t h è s e s  :

1). Lors q u e  d=l , on n'a fait: aucune hyp o t h è s e  de ré g u l a r i t é  sur la 

loi de X .

2). La c o n d i t i o n  de champ mé l a n g e a n t  n'a pas été étudiée pour des 

p r o c e s s u s  linéaires. Des conditions de méla n g e  fort ont été données 

pour des pro c e s s u s  linéaires indexés dans Z  par Gor o d e t s k i  ([10] ) 

et M o k k a d e m  (£22]).

D é m o n s t r a t i o n  du t héorème :

d/2 d/2 d/2
n Grad ^ n (b)= l/n Z«/»(Xt )Yt _ i + j ± n ( <p1 ( X )-E<p1 ( X ) )

Dk D 1L(E<p(X) J+J1 CDk D 1L(E<p+t(E <p-E<p ) ) — Dk D 1L ( E<p ) ] dt

(«)

où • ak l i =  1/ nd S <Pk ' (X t>Y t - i -- — >  E<pk '(X0 )Y_.

Le reste intégral tend en prob a b i l i t é  vers O

Il reste à m o n t r e r  :

d/2
l / n  . Z  <MXt ) Y t

d/2
l/n . S  <|>(Xt.)Yt;_p 

d/2
n (E «p-ÎXJ-E <PCT(X)) 

n ^

! d/2
n (E <p (X)-E<pa (X)) 

n v* vi

-> N(0,Ç)

On p r e n d  une c o m b i n a i s o n  linéaire des coor d o n n é e s  du v e c t e u r  étudié

d/2
m u l t i p l i é  par n

Zu =  £ o “ i ( £ t = U >  ’? i ) * ( X t)Y t-i) + ^l^i^-t (<Pi (Xt )-E<pi (X) )

d
Z u est un p r o c e s s u s  sta t i o n n a i r e  centré (par (H 3 )) sur Z  .

EZ2 = Z «i«jStlft2E^(Xt:1)*.(X1;2)Yt;1_1Yt;2_J:

- Z Pî ĵ tl , t2EC(<Pi(̂ tl>-E‘Pi(Xtl> > • (‘Pj (Xt2>-E(Pj <Xt2> >3.

+ 2 “iPj2tl)t2EW ( X u )Ytl_i.(1p:j(Xt2)-E<P .(Xt2))]

L orsque u =  (u ; . . . ;u ) varie dans
1 d

on obtient :

I k L a
n
k :
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. [Zpfvar cp± (X ) +Za?E ( t|/2 (X ) Y 2 ± ) +Ecx±p j E C* (X ) Y _ ± (cpj (X)-E<Pj (X) )]

d
= Q ^ =1 u ̂ . ( a., p ) § ( ex , p ) § définie de mani è r e  évi d e n t e  ci-dessus, et

qui est: donc la v a r i a n c e  limite du v e c t e u r  étudié lorsque n tend

d
vers l'infini (u^=n ).

1) Lorsque d=l :

On util i s e  le pri n c i p e  d'inva r i a n c e  de M a c - L e i s h  (£18]). Les h y p o ­

thèses à. v é r i f i e r  sont les suivantes :

Si IFn est une séquence n o n — décr o i s s a n t e  de s i g m a - a l g è b r e s , V n un 

pr o c e s s u s  :

.Il existe une suite g^ positive tendant vers O telle que pour i > 0 , 

k>0, IIEi_kV i ||2< g k

où E ̂ d é si g n e  l 'espérance condi t i o n n e l l e  à la tribu .

.11 existe une suite p ositive non d é c r o i s s a n t e  Lw telle que :

Z  l / n L n <  oo, L n - L n _ 1 =  0 ( L n /n), g n =  o(l/-\j n .Ln )

.Les V n sont u n i f o r m é m e n t  intégrables 

■ Ek-m C(s n + k _ S k ^ 2^ n  ̂ -- > c r 2 quand m , k , n-- > »

Alors S n /"\J n tend en loi vers N ( O , a ) , avec S n =  iV i •

On p r e n d  V n=  (Xn ) Y n _ i + ± ( <Pi ( X n )- E < p i  ( X ) )

EFn : sigma algèbre e n gendrée par les X p , p < n .

On a S =  Z_ n n

. E . (v ) =  O n-k v n '

• llE n + k ( V n ) _ V nll2== 2 a ia i^ s s .E(«i»(Xn )2 X X  )
n k n n l ^ < - i - k ,12< - j - k  11 12 n n - i - l 1 n - j - l 2

on pre n d  gk + 1 =  ( E X 2 . E«J>2 ) */2 . ( £ | |  ) • Ç > q I s -k-l  ̂ qui dé croit expo- 

n e n t i e 11ement vers O. En prenant Ln= C t e .n , les 2 p r e m i è r e s  h y p o t h è ­

ses sont vérifiées.

EZ 2.u n
i
i i a i

Il V 1-E i+k V i II 2<g k+1

DFi

V iI r
i= 1

On p r e n d  V n= z f
“ i (X n > Y n-i + -1 3 i
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p
.Le p r o c e s s u s  V n étant s t a t i o n n a i r e , les V n sont u n i f o r m é m e n t  inté- 

g r a b l e s .

.Le p r o c e s s u s  étant statio n n a i r e  et les s^ d é c r o i s s a n t  e x p o n e n t i e l — 

lement vers O, il est immédiat que la d ernière h y p o t h è s e  est v é r i ­

fiée avec cr2=  ( ex , ß ) § "*“ ( <x , ß ) .

On a donc la conclusion.

2 ) . Lors que d>l :

On util i s e  un théorème de Rosenblatt ([25] p . 77) : 

d
Soit (^n ) un champ centré s t r ictement s t a t i o n n a i r e  et f o r t e ­

ment m é l a n g e a n t  tel que :

d i 2 E | 2 z I —  h ( d - - c 1 ;...;d -c ) où h-- > »  q uand d . - c i-->»,
n , = c , n- , . . . , n d d

i  i  1  d

où h ( ex ; ... ; a ) =o (h(ß ;...;ß )) dès que a .-- >oo Vi avec ex.=0 ( ß . )
1 d 1 d 1 1 1

mais cXj=o(ßj) pour un certain j.

2-+-Ö 1+Ô/2 
Si 3 Ô>0 tel que E | ZZ I =  0(h(d -c ;...;d -c ) )

n 1 1  d d

N
alors S n i— c o n v e n a b l e m e n t  normalisé converge en loi vers N (O ,I d ) 

quand d^ — c ̂ -- > »  Vi •

Ici, h(cx ; ... ; ex ) = x n a  . , qui vé r i f i e  bien les condi t i o n s  requises.
1 d 1

Nous allons v é r i f i e r  la dernière condi t i o n  pour <5=2 .

EZt =  2>il- . . •«i-(Xt 4 )Ytl_i l . . .Yt4_i4

+ EPi! • •ßi4ZE(<Pi;l (Xtl )-E<pil (X) ) . . . (<p1 4 (Xt 4 )-E<pi4(X) )

+ 4^“ ißjl- •ßj32E(‘i«(Xt;l)Yt:L_1 . (<Pjl(Xt 2 )-E<Pjl(X) ) . . ( <P j 3 ( X^4 ) —Ecpj 3 ( X ) )

+ 42«il- •«13ßjSE(4-(Xt;L)Yt;l_ i;l. . .4.(Xt 3 )Yt3 _ 13(q»J (X1;4)-Eç>J (X) )

+ 62ocil<xi2ßJ1ß:j2ZE(li-(Xt;2)Yt2_i2«j,(Xt2)Yt;2_i2(<p:jl(Xt3 )-E(pj l (X) ) .

(<Pj2 (X t 4 ) - E<P j 2 ( X > )

Pour chaque terme, on regarde suivant que les t^ sont distincts ou 

non et en d é v e l o p p a n t  les Y sur les X ; l ' o n  obtient, sachant (H 3 ) :

Soit (Zn ) n
d

d i 
EIS 1

n i= c i
2
n 1 n

d

convenablement: normalisé converge en loi vers N(Q , Id)r

EZi= £«ii a'i4ZE •PIX tl

EZ
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• t^, . . . ,t4 tous disti n c t s  : 0 

.ta= . . . = t 4 : C t e .TI( — c ^ )

.deux des t A disti n c t s  : <Cte . CIK ) ] 2

.3 des t^ disti n c t s  : seul le 4ème terme de la somme n'est pas nul, 

on o btient des termes de la forme :

4Z<xl r  • •ai3(3J. . Cte . Eii,fxQ ) . E X ^ ( X Q ) . ( E X ^ .  ( X Q )- E X Q . Ecp j (XQ ) ) .

S s - i 3 s t - t 3 - i 2 s t - t 4 - i l + s - i 3 s t - t 3 - i l st - t 4 - i 2 + s t - t 3 - i l s t - t 3 - i 2 s t 3 - t 4 - i 3  

qui est borné par :

Cl. I s _3 I * — c^) •+* C2. 2 I sk ̂  ̂ — .

On a donc EZ^ =  O i n C ^ - c . ^ ) 2 ) . □

Maintenant, en app l i q u a n t  les lemmes 1 et 2, on peut s i m p l i f i e r  les 

e x p r e s s i o n s  de A et A pour obtenir :

Ai i=  £ sk - i sk - i VarX0E,f ' ' (X 0 )+ ( Z sk_± ) . ( Z  sk_ . ) . ( E X § ) .
1 » J k=^0 K 1 K J u u k^O K 1 k^O K J u

{  Z E<pm '  (X0 )E<p1 (XQ) DmD1L(E<p(X0 ) ) + E<J/'(X0 ) }

A i i=  ^ sk - i sl<--iV a r X 0 E,i,2(X 0 ) + < 2  s , _ . ) . ( Z  sk _ , ) . ( E X Q ?.
1 ’ 3 k^O K 1 K 3 u u k^O K 1 k^O K 3 u

{ E<i«2 (X0 )+ Z  Dk l D 1:1L(E<p(X0 ) )Dk 2 D 1 2 L(E<p(XQ ) ) . E«p1 1 / (XQ ) .

Ecp1 2 '  ( X Q ) . c°v(<Pki (x 0 ) *<Pk2(X 0> ) + 2^ EV l ' (X0 )E(<pk (X0 )<i»(X0 ) )

DkD1L(E<p) >.

Etude du cas où X est c e n t r é .

On a alors, en notant T. .= £ s, -s, . :
1 9 3  k # 0  K _ 1  K _ J

A =  v a r X 0 .Ei|j' (x q ) • T 

A  =  v a r X g  E<Jj2 (Xq ).T

2d i c n

(Z sk I )
2 n (d i - c i ) 4* C2 .a sK S k-+- i 1 — i 2 I ). (I:i sK I ) •n (d i - c i )
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Remarque : A et A diagonalisent dans la même base, donc, en regar-

~ n
dant la démonstration du théorème 3, on voit que les ((Cj))sont 

asymptotiquement indépendantes.

* E«J)2 (X0 ) , ,
On obtient £ =  ----— ' ? -T A =  V(4i,X0 ).T x

V a r X Q ( Etp ' ( X q ) ?

On obt i ent pour 1a borne inférieure donnée par le résultat sui­

vant :

THEOREME 6 : Sous des conditions suffisantes de régularité de F :

1
V(tp,Xri)> -----------------  où I ( X ) est l'information de Fisher de

° V arXQ I (X Q )— 1

la loi de X .

Démonstrat ion.

(E*'(X)2 )
Soit A(tp,X) =  sup o -----o------

Ei{i=0 , | EiJj ' I <oo, EX((/=0 , Et^Coo EiI/^ÎXq )

e x 0«m x 0 )
Posant 0 ( u ) =  ( u ) - -- —----— . ( u-EXn ) , on voit facilement que :

VarXQ

(E S ' 2 ( X ) )
A ( ip , X ) =  sup o ------ o------

E0 ( X ) = 0  , | E 0 ' (X) |< o o ,  E0 ( X ) <oo E0 f x  )

EXÿ ( X ) f ' (X) EXijj (X)
E0 ' ( X ) =  Et|> ' (X) - --------- =  - ( EtMX)----- + ------- ) sous des condi-

VarX f(X) VarX

tions suffisantes de régularité de la densité f de la loi de X.

X-EX X-EX
E0 ' ( X ) —  - E(i//(X)- ----- EXiMX) ) . ( f '/f (X) + ----- ) car Ei(/(X)=0.

VarX VarX

Ecrivons l'inégalité de Schwarz :

(E 9 ' (X ))2< (E02 (X)) .E[f'/ f (X) + (X —E X )/VarX]2

2
soit A(4> ,X)<E[f'/f (X) + ( X —EX ) /VarX] =  I(X)-l/VarX ,

et cette borne est atteinte uniquement pour :

u-EX f' u-EX f' u-EX
tjj ( u ) — -----. EXi/j (X) =  <x.( —  (u) + -----  ) , soit ÿ— OL. —  + (3 .------ ,

VarX f VarX f VarX

la contrainte EXt/j (X)=0 entrainant ot=3 . □

On obtient E*

I
*
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Si l'on s ' i n t é r e s s e  m a i n t e n a n t  aux f o n c t i o n n e l l e s  JT p e r m e t t a n t  d' 

a t t e i n d r e  la borne du théorème 6, on s'aperçoit, en "intégrant" ÿ 

que c'est lorsque :

J(c) =  j  f Log f dx + 1/2 Log V a r X g (C ),

f dés i g n a n t  la densité de la loi de X Q (c ) 

d
J n ( c) =  l/n S  Log f ( X t (c))+ 1/2 Log Var X Q ( c ) .

n

Ce sont bien des fonctio n n e l l e s  linéaires p r é s e n t a n t  au point c h e r ­

ché un m a x i m u m  strict global, mais elles ne sont pas in v a r i a n t e s  

par c h a n g e m e n t  d'échelle.

De plus, elles font intervenir la loi inconnue de X.

On p o u r r a i t  alors chercher à. construire des e s t i m a t e u r s  adaptatifs, 

mais ce serait un gros effort pour un maigre résultat, car, nous le 

v e r r o n s  plus loin, cela ne donnerait pas un e s t i m a t e u r  e f f i c a c e  au 

sens de Fisher.
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1.4. Comparaison avec les méthodes usuelles.

Pour comp a r e r  la qualité de p r é c i s i o n  de notre e s t i m a t e u r  avec 

les e s t i m a t e u r s  usuels des moindres carrés, il faut se placer 

dans des condi t i o n s  où cette c o m p a r a i s o n  est possible, soit sous 

l' h y p o t h è s e  :

(C O M P ) : d = l , E X 0= 0 , sR=0 pour k < 0 .

On choisit alors la n o r m a l i s a t i o n  HJ pour l'estimateur, et on corn-
A

pare donc avec b n l ' estimateur d n obtenu par m i n i m i s a t i o n  de la

o  +• __i
p s e u d o v r a i s e m b l a n c e  gaus s i e n n e  -1/2 (n . Log27ta + Y ( n ) . [Tn ( 27th ) ] Y ( n ) )

où : Y(n) =  (Y1<) ,l < k < n , h est la densité s p ectrale de Y, et T n est 

la m a t r i c e  de Toep l i t z  des c o efficients de F o urier de 27th.

Dans les applications, les e stimateurs sont calculés par la m é t h o ­

de "aller-retour" due à. Box et J e n k i n s .(voir [1] et [5])

d/2 a  X 
On a : n ( d n ~b ) ----- >  N(0,T) (voir [3])

d/2 a  A . 
n (bn ~b) ----->  N(0,£ ) (voir t h .2)

-i E4>2 (x0 ) _ 1 
où r =  T 1 et ------  -T 1

e X q . (E«K2 (X0 ) )

Pour com p a r e r  la p r é c i s i o n  des deux estimateurs, on compare leur 

v a r i a n c e  a s y m p t o t i q u e , et il s'ensuit que :

Si le c o n t r a s t e  linéaire employé est tel que v(if/,X)<l, la méthode 

" c o n traste linéaire" est mei l l e u r e  que "m o i n d r e s — c a r r é s ". Le r é s u l ­

tat est inversé si V(«fi,X)>l.

1
On r e m a r q u e  aussi que, puisque l'on a toujours V(t¡j ,X)> --------------

V a r X .I(X)-1

V(4>,X)>1 dès que VarX. I (X)<2 , ce qui est le cas si X est "proche"

/ \
d'une loi gaussienne, où dn est efficace.

où r =  T 1 et S
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Ces c o n s i d é r a t i o n s  prés e n t e n t  notre m é thode par o b j e c t i f s  comme 

une a l t e r n a t i v e  aux mét h o d e s  usuelles du second ordre dans les cas 

c l a s s i q u e s  d ' e s t i m a t i o n  de p aramètres d'un p r o c e s s u s  a u t o — r é g r e s ­

sif causal : uti l i s e r  un objectif linéaire q uand on est loin de la 

s i t u a t i o n  gaussienne, et les moindres carrés lorsque l'on en est 

p r o c h e .

S i m u l a t i o n s .

Les s i m u l a t i o n s  portent sur des AR1 , c'est à dire pour b=( 1 , oc ) .

On u t i l i s e  comme o b j ectif le cumulant s t a n d a r d i s é  d ' o r d r e  4 :

_  E ( X 0 (c)-EX0 (c))4 ^
j(c ) =  -------------------  - 3

(VarXD (c))2

On choisit celui-ci pour des facilités de simulation, car les h y p o ­

thèses (H 3 ) sont alors vérif i é e s  dès que la loi de X est s y m é t r i ­

que par rapport à l'origine. Pour une loi asymétrique, le choix du 

c u m ulant d 'ordre 3 serait plus judicieux.

Numériquement, le calcul de cxn se ramène alors à la r e c h e r c h e  des 

racines d'un pol y n o m e  (on s'en aperçoit faci l e m e n t  en c a lculant le 

g r a d i e n t  de J n ). Les calculs ont été e f fectués sur un Va x  750, en 

u t i l i s a n t  le p r o g r a m m e  IMSL de recherche de racines d'un polynome. 

Pour chaque loi, on se place à n = 1 0 0 0 , et on en r é alise 100 simula-

A

tions . On regarde alors la loi de ô ^q q q  à partir du lOO-échanti 1 Ion 

que 1' on a .

Avec les mêmes données, on calcule l'e s t i m a t e u r  par m o i n d r e s  carrés 

et sa loi avec la m éthode de Box et Jenkins implantée sur G e n s t a t . 

On c o mpare alors les v a r i a n c e s  t h é o riques et n u m é r i q u e s  des deux 

m é t h o d e s .
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Les v a r i a n c e s  théor i q u e s  sont :

EX^EX^_(EX^)2
A=l-oc2 et £* —  ( 1 — oc2 ) .R où R= ----------------- — lorsque X est centré.

(3(EX2 )2 -E X 4 )2

On s ' i n t é r e s s e  donc au rapport des deux v a r i a n c e s  R, d'autant plus 

petit que la n o u v e l l e  m é thode est efficace.

3
On r e m a r q u e  que R est nul si et seulement si X =  X en loi (ceci se

3
voit par l ' i n é galité de Schwarz appliquée à, X et X ) , donc si et 

seule m e n t  si X suit une loi de Bernoulli, soit une loi de support 

{-1;1}. Dans ce cas particulier, il est facile de voir que toutes

les h y p o t h è s e s  de consis t a n c e  et d 'a s y m p t o t i q u e  sont vérifiées,

d/2 a  X d/2 a  
donc que n ( ocn - oc) ----->  N(0,0) , c'est à dire que n ( ocn - oc)

tend en p r o b a b i l i t é  vers O, ce qui indique que la v i t e s s e  est supé- 

d/2
rieure à n .(On n' est bien é videmment pas dans le cas où l ' i n ­

f o r m a t i o n  de Fisher du modèle existe et où la borne pour V (ÿ ,X ) 

est c a l c u l é e ) .

On s ' i n t é r e s s e  à des lois ayant pour densité p m (voir c i - d e s s o u s ) , 

qui v é r i f i e n t  toutes les hypothèses ; on a choisi ces lois car 

elles sont p a r t i c u l i è r e m e n t  simples à simuler et qu'en faisant 

v a r i e r  le p a r a m è t r e  m, on s'écarte plus ou moins de la g aussienne 

de façon intuitive :

____ (x + m )2 (x —m )2
P m (x ) =  1/2N 2tt . [exp— ------  + exp- ------  ]
m 2 2

On a :

4 m 6 + 1 8 m 4 + 9 m 2 +6 
R =  ------------------

4 m 8

Donc en p a r t i c u l i e r  :

lim R =  4-oo : on s ' approche de la loi g a u s s i e n n e  où la métho- 
m------>0

de n'est pas définie.
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lim R =  O : plus les sommets sont é l o i g n é s , plus on est loin 
m-- > 00

de la gaussienne.

Les s i m u l a t i o n s  ont été effectuées pour d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  de ex. 

Nous donnons ici les résultats relatifs à. ex =  -0.7

T a b l e a u  des r é s u l t a t s .

Pour les v a l e u r s  extrêmes de m, on voit que 1'a s y m p t o t i q u e  n'est 

pas a t t e i n t e  à. n=l O O O , mais R numér i q u e  donne n é a n m o i n s  une bonne 

v i s i o n  de l ' e f f i c a c i t é  relative des deux méthodes.

A

H i s t o g r a m m e s  des lois de ( cxn — ex) : voir en annexe. Ils illustrent 

le t a b l e a u  précédent.

1.5. Problèmes d’efficacité.

L orsque d=l et avec la n o r m a l i s a t i o n  0EUJ, on a un mo d è l e  paramétré  

de p a r a m è t r e  0=( c , . . . , cp ) . On calcule l ' i n f o r m a t i o n  de Fisher du 

m o d è l e  lors q u ' e l l e  existe :

1 =  limoo l/n où In (6 )=E(3Ln/aci • 3Ln/acj • 1/Ln >’

L n étant la v r a i s e m b l a n c e  du p r ocessus X . On peut en effet montrer 

que le r é s u l t a t  est le même que si l'on calcule I avec la v r a i s e m ­

b lan c e  de Y, il s'agit d'un changement de p a r a m è t r e  b i u n i v o q u e .

On r a p p e l l e  qu'alors, quel que soit l ' e s t i m a t e u r  du paramètre, sa 

v a r i a n c e  a s y m p t o t i q u e  £ quand elle existe au sens décrit en 1.3

m 50 ÎO 1 O . 5

R n u m é r i q u e

R -théorique

3 . ÎO - 3

4 . 10 -4

1.8 10 — 2

1 Cr 2

7 . 05

9 . 25

430C

604

I =  l i m ^  1/n I
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vérifie:

Z - l ””1 est: s.d.p. Si dit que l'esti m a t e u r  est efficace.

Sous des condi t i o n s  de régularité et d ' i n t é g r a t i o n s  de la fonction

c a r a c t é r i s t i q u e  de la loi de X, on obtient (voir le calcul et les

c o n d i t i o n s  plus loin) :

T H E O R E M E  7 : I, ,= VarX.I(X) £ s,, , Sl, + £ s1__,s_1,_,. 
------------ 1 , j k ^ O  k  î k  j K 1 K  J

+ {E|[(X-EX)2 f ' 2/ f 2 ]-l> s _ As_j + (EX)2 Ef '2/ f 2 (Sfk ): 

+ C E X .E ( X f ' 2/ f 2 ) - ( E X ) 2 E f /2/ f 2] ( s _ i+ s _ j )£ sR

f étant la densité de la loi de X Q

D é m o n s t r a t i o n  :

On calcule les v r a i s e m b l a n c e s  à l'aide de leurs f o nctions c a r a c t é ­

ristiques. Si cp est la fonction c a r a c t é r i s t i q u e  de la loi jointe
c , n

de (Xx ( c X n (c )) , on a :

<P ( t j ..... t n )== <P(Z£= o ( c* s ’ où *** est la fonction
c , n

c a r a c t é r i s t i q u e  de la loi de X.

Les h y p o t h è s e s  sont du type suivant :

.Régularités, d é r i v a b i l i t é s  de cp

. I n tégrabi 1 i té de fonctions de cp et de ses dérivées et m a j o r a t i o n  

par des fonctions intégrables (Ceci pour éch a n g e r  d é r i v a t i o n  et 

i n t é g r a t i o n ) .

Ce sont celles qui pe r m e t t e n t  d'écrire le f o r m ulaire suivant : 

f ( x )=J'cp ( t ) exp- i tx . 1 / 2 tz , J c p ' ( t ) exp-i tx =  27tixf(x) ,

J'tcp ( t ) exp-i tx =  27tif'(x) , J*tcp' ( t ) exp-i tx =  2 tc . - ( f ( x ) +xf ' ( x ) ) ,

J*t2<p ( t ) exp-i tx =  - 27tf ' ' ( x ) , J*t2<p' ( t ) exp-i tx =  2tc . - i ( f ' ( x ) +xf ' ' ( x ) ) ,

j c p ' '( t ) e x p - i t x  =  2 x . - x 2 f(x) , J*t<p'' (t ) exp-i tx =  -27ti . ( 2xf ( x ) + x 2 f ' ( x ) )

2

1=1
-1

où cp est la fonction( c*s )k - 1 tk.) >:=0I n
k<P (1 = — OO

4-00r

eff icace
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J*t2<p' ' ( t ) exp- i t x =  27C . - ( 2f ( x ) +4xf ' ( x ) + x 2 f ' ' ( x ) )

On écrit alors :

0<p

• ^ ^ n= S a (2k= 0 sk-l-itk)<P' (^k=o(c*s >k-ltk) n ^ l<P(Slĉ o ( c*s )k-mtk>

a2<p

C,n =  Zj. (2k= o sk-l-itk> (^k=Osk-l-jtk>‘P' ' ( S | J _ o ( c * s ) k _ 1 t k )
3c^3cj

( ̂ k=0 ( c*s ) k-mtk ) + ^1^*1 ̂ ̂ k = O sk-l — i ̂ k ̂  ̂̂ -k=Osk-m-j tk^ * 

<p' (2k = 0 (c*s)k _ 1tk )<P' (s^= o(c*s)k _ratk )pn neti<P(ik = 0 sk _ p t k ) .

En é c r i v a n t  ces relations en c=b , en les m u l t i p l i a n t  par e x p - i ^ t ^ x ^  

et en les intégrant à l'aide du f o rmulaire précédent, on obtient

a f 
1 n , c

a f a f a2 f
1 n,c n,c 1 n,c

et

c b  f2 „ a c, a c s „ a c., a c.. c=b
n,c i n,c i j n,c i j

puis on en p rend l ' e spérance pour obtenir :

“ ( n + l ) s _ is _ J + S n sk _ is_k _ J. . (n-|k|+l) + ( n + 1 ) s _ ± s _ j E X 2 f ' f f 2
kÿ^O , = —n

E X 2 .Ef'2/ f 2 .Z" £ n
1— 0 k^l , =0

+ (EX)2 E f ' 2/ f 2 . (Zl , Z n sk _ • - Z i Z "

M ^ e t l g . - O  k^l ,=0

+ E X . E X f ' 2/ f 2 . LEX Z n C - i » 1 1 J- s _ J s 1 1 )D .

1 2 ^ 1 1  » 8=0  < ¿ 1

La limite I. . s'en déduit aussitôt.
1 * J

L o r s q u e  X est centré et que le filtre s est causal:

1-1= -----------  t -1
V a r X .I(X)

On s ' a p e r ç o i t  alors que la méthode d ' e s t i m a t i o n  par o b j e c t i f  de 

type l inéaire n'est jamais e f f i c a c e , et que sous les h y p o t h è s e s

3<p
c , r

n <P
n

( (IXI JL

1 - i
sk-l-j

s
k - l - i  
— o

S k -  1 -  j  >

j

u

s
k —  1 i-1

s
k —  1 p-J
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( C O M P ) , la m é t h o d e  B o x —Jenkins est e fficace u n i q u e m e n t  dans le cas 

g a u s s i e n .

R é f l e x i o n  sur un e s t i m a t e u r  a d a p t a t i f .

Dans le cas où s est causal, il est connu que l ' e s t i m a t e u r  du m a ­

xi m u m  de v r a i s e m b l a n c e  est efficace.

Le p r o b l è m e  a d a p t a t i f  est le suivant : est-il possible, lorsque F 

est inconnue, de faire aussi bien que si F est connue ?

Un tel p r o blème est très largement étudié par Bickel ( C3] ) dans le 

cas d ' o b s e r v a t i o n s  indépendantes : il indique comment et dans quels 

cas cela est possible. T r a n s p o s a n t  ses idées au cas d ' o b s e r v a t i o n s 

c o r r é l é e s , on regarde la condition de Stein ([26])de d é c o r r é l a t i o n  

du p a r a m è t r e  estimé et de l'estimateur de densité de cette façon : 

S u p p o s o n s  que la loi de X Q est centrée et de la forme : 

f = ( 1 - t ) g + t h . C a l culons l'inf o r m a t i o n  de Fisher a s y m p t o t i q u e  du m o ­

dèle p a r a m é t r é  par ( b , t ) . Avec un calcul a n a logue à celui développé 

précédemment, on obtient facilement que le terme croisé en b ^ ,t est 

p r o p o r t i o n n e l  à. s _ ^ . Pour que l'ad a p t a t i o n  soit possible, ce terme 

de v r a i t  être nul. Ceci implique alors : Vi=l . . .p, s _ ¿=0 , et p u i s ­

que s a un inverse de longueur p, ceci implique : V i > 0 , s_^=0.

Ceci suggère qu'une condi t i o n  né c e s s a i r e  pour mener un calcul a d a p ­

tatif serait que le filtre s soit causal. Nous faisons alors la 

c o n j e c t u r e  :

c o n j e c t u r e  : Un e s t i m a t e u r  adaptatif e fficace existe seulement si 

s est c a u s a l .

Si ce, r é s u l t a t  est vrai, il s'agit ensuite de trouver sous quelles 

c o n d i t i o n s  sur la loi F on peut const r u i r e  un e s t i m a t e u r  adaptatif  

e f f i c a c e  et d'en p r o p o s e r  une construction.
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Les calculs menés par Bickel utilisent: de ma n i è r e  c o n s t a n t e  l ' i n d é ­

p e n d a n c e  des o b s e r v a t i o n s  ; dans la si t u a t i o n  qui nous intéresse, 

il f a u drait étud i e r  d'autres calculs s' a d a p t a n t  au cas mélangeant,

ce qui n é c e s s i t e  c e r t a i n e m e n t  un important travail que nous
0

n' a v o n s  pas mené ici.

1.6. Identification = estimation de l’ordre p.

L'idée est d ' u t i l i s e r  pour estimer p une m é t h o d e  a n a l o g u e  à. la m é ­

thode de v r a i s e m b l a n c e  compensée. (Voir [1]).

Si d > l , on s u p p o s e r a  p =. . .= p  = p .
1 d

On in t r o d u i t  le p a r a m è t r e  s u p p l é m e n t a i r e  q p a r a m é t r i s a n t  l'ordre,

et 1' on pose :

doc
A n (q ,c ) =  n J n (q,c) - Xq , où J n (q ,c ) est la f o n c t i o n  d ' objectif 

lorsque définie lorsque le modèle est d'ordre q.

On choisit alors comme e s t i mateur (qn ,cn ) le couple (q,c) qui m a x i ­

m ise A n ( q , c ) pour q { 0 ..... Q> et c v é r i f i a n t  la c o n d i t i o n  de n o r ­

m a l i s a t i o n  choisie.

Q peut être a r b i t r a i r e m e n t  grand, mais il doit être fixé.

On a alors :

T H E O R E M E  8 : Pour 0<oc<l et X>0 , sous les c o n d itions (Cl) et (C2) , 

et ( A l )....(A3) :

P
(q n ’ cn ̂ ----->  (P>b )

et *1 ' asympt o t i que pour cn est la même que lorsque l'on n'e s t i m e  

pas p .
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D é m o n s t r a t i o n  :

1). La 1ère partie du théorème découle du fait que, si a G ] O ; 1[, et

da P 
si q>p , n CJn ( q » ) ~Jn ( q , b* ) ]----->0 où c ^  m a x i m i s e  J n ( q , c ) à q

fixé et où b ,O . .O ) .

En effet, à q>p fixé, tous les résultats pr é c é d e n t s  sont valables 

(le m o dèle peut être considéré comme étant d'ordre q et de p a r a m è ­

tre b ^ ), et en p a r t i c u l i e r  :

J n ( {3-c * n ) - J n ( cï’b ) =  1/ 2 • * < c * n “b * > CD 2 j n < c * n > + ° p (1 >3 ( c ^ - b * )

d/2
et le résultat est alors immédiat sachant que n (c *n ~k*) e s_t 

tendu. On en déduit i mmédiatement :

P
Si q>p, A n ( q , c ît.n )-An ( p , b îtcn)----->  - X (q-p) <  O .

M a i n t e n a n t  :

<Qn>P> <= { 3 qe{p+l . . . Q}/ A n (q, c ;Kn)-An (p,bst.n )>0 >

Q
donc P ( q n>p) <  £ a==D+1P ( A n (q,c* )-An (p,b )>0) , et P ( q >p  )----- >0 .

^ ^ n-- >oo

D'autre part, on a de la même façon :

P ( q n<p) < P ( A n (q,Cst(n)-An (p,bJt:n)>0)

__ i dcx
< Z^=1 P ( J n (c3’c *n>>Jin ( P > b * n ) _ X P /n >•

Il est immédiat, du fait de l'optimalité stricte de J(b) et du fait 

que l ' o p t i m u m  est atteint que l'on a, si la n o r m a l i s a t i o n  choisie 

est TT ou UJ :

sup J(q,c) <  sup JT ( p , b ) .
C b

Il est de même, grâce à. cela et à la c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e  de 

J n (q>c ) vers J(q,c), facile de m o ntrer que, pour q<p :

V e > 0  , P ( J n (q, c # n )>Jn (p,bï|eJl)-e) ----->  O quand n-- >».

P
On en déduit que P ( q n<P )----->0 quand n-- >oo, et donc que q n----->  p .

La c o n v e r g e n c e  p.s. de q n n'est pas étudiée ici, elle n é cessite 

des calculs plus fins.

(b ,O ..O).b *

P ( q n<p) < I
0 - 1

q = -
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2). La 2ème partie du théorème découle du fait que q n----- >p  en

p r o b a b i l i t é  et que sur {q n= P }> 1'a s y m p t o t i q u e  est la même que c e l ­

le ét u d i é e  précédemment.

1.7. Robustesse.

R o b u s t e s s e  à une s o u s - p a r a m é t r i s a t i o n  (cas d = l ).

On se place dans la s i t u a t i o n  où l'on a sous estimé p, c'est à 

dire :

b =  (b1 ,b2 ), b 1GDRp ~ q et b g Q R 03 » llb 2^= e q est: petit, et l'on cherche 

b dans IR*3”"*3 , c'est à dire que l'on m a x i m i s e  J n (p-q,c) en c.

Soit cd le module de continuité de J(p,c) en b et le mo d u l e  de

c o n t i n u i t é  de J"”1 (fonction inverse de J(p,c)) en b.

On a le r é s u l t a t  suivant :

T H E O R E M E  9 : V ô>0 , P [ || Cn “ b || <o>_ 1 ( ô + co ( e q ) ) ] ----- >  O q u a n d  n -- >oo

où cn dési g n e  l'es t i m a t e u r  complété par q O.

Ce t h é o r è m e  g a r antit une certaine ro b u s t e s s e  lorsque l ' o b j e c t i f  J 

est assez régulier, ainsi que son inverse, autour de b.

Dé m o n s t r a t  i o n .

On r e p r e n d  les n o t a tions de la d é m o n s t r a t i o n  de consistance.

Sur E n (<5/2) , on a :

J ( c n )+ô/2 >  J n (cn ) > J n (b1 ,0) > J ( b 1 ,0)-ô/2 > J(b)-ô/2-co(eq ) .

Donc | J ( c n ) - J ( b )  |<ô+<o(eq ) , e t  || cn-b||<co_1 (ô+w( eq ) ) . 

Donc PCII cn—b||<co_1 (Ô+to(eq ) ) ] < P(En ( ô / 2 ) ) .
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Ro b u s t e s s e  au bruit: .

On suppose maintenant: que le signal sortant est bruité :

Y =  s*X + e, où (e) est un bruit indépendant de X.

La q u e s t i o n  est la suivante : L ' e s t i m a t e u r  de m a x i m u m  d'obj e c t i f  

c o n s e r v e - t - i 1 de bonnes p r opriétés ?

Nous é t u d i e r o n s  seulement un cas p a r t i c u l i e r  du problème, mais r e ­

l ativement représentatif, le cas où J est un cumulant s t a n dardisé 

et où les sont i.i.d de loi gaussienne.

On a alors le résultat suivant :

T H E O R E M E  6 : Dans le cadre décrit c i — d e s s u s , on a :

V Ô >  O , 3 a >  O ( <x ne dépendant pas de X) tel que :

| Var e 0 / V a r X 0 | <  ex = = >  P ( 1 i m s u p n ||bn — b|| < Ô) = 1 .

Ce r é s ultat g a r antit une bonne r o bustesse au bruit lorsque le r a p ­

port signal sur bruit est s u f fisamment élevé.

D é m o n s t r a t  ion.

Par un calcul facile on obtient:

E  (c*s)P
J ( C ) ---------------------------------------------------  . h ( X Q )

( S  ( c * s )2 + z}§; ;gjc2 .vare0/ v a r x 0 )m / 2 

=  g ( c ,V a r e 0 / V a r X 0 ).h ( X Q ) 

h ( X Q ) étant le cumulant d'ordre m stan d a r d i s é  de X Q .

On c h oisit l ' e s t i m a t e u r  b n comme réalisant le m a x i m u m  global de 

J n (c ) sur TT (il peut y avoir plusieurs choix p o s s i b l e s ) .

Soit c ( T} ) une suite sur TT de maximi sat eur s de J(c) lorsque V a r £ Q 

tend vers O. Etant sur un compact, elle a au moins une v a leur 

d ' a d h é r e n c e  c^ . Par passage à. la limite, g ( c 5|€,0)=0. Or, pour
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V a r S Q — O , on sait que J a un m a x i m i s a t e u r  unique b. Donc c ( r] ) a 

une seule v a l e u r  d ' a d é r e n c e  b qui est ainsi limite de la suite. 

Ceci s 'écr i t :

(1) VÔ>0 , 3cx>0 tel que | V a r e 0 / V a r X 0 | <a. ==> || c ( r\ )-b || <Ô , rj=VareQ .

Il n'y a, pour tout r\ , qu'un nombre fini de v a l e u r s  de c ( rj ) (g est 

une é q u a t i o n  p o l y n o m i a l e ) . ex dans (1) peut donc être choisi i n d é ­

p e n d a m m e n t  de c ( r\ ) .

D'au t r e  part, rappelons qu'en étudiant (c )—J n (c ), il est facile 

de m o n t r e r  que J n (c) converge presque sûrement vers J(C) u n i f o r m é ­

ment en c. Soit Q =  {œ/l iinsup | (c)—w7(c)|}, P(Q ) =1 .il rjp II

Soit co dans Q, et soit b^ une va l e u r  d ' a d h é r e n c e  de b n (a>). 11/ est 

facile de voir que b^ est un c(*n) (=maximisateur de J(c)), et donc 

que. H b ̂  — b||<Ô dès que |Vare0/ V a r X 0 |<  ex.

On en déduit aisément le théorème.
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1.8. Moments infinis et objectifs cumulants.

Tout au long de cette étude, on a supposé l'exis t e n c e  de moments 

finis sur X q . Ceci n'est c e rtainement pas une c o n d i t i o n  nécessaire. 

Intuitivement, lorsque les moments de X Q ne sont pas bornés, on 

peut s ' a t t e n d r e  à. ce que la méthode fonctionne encore "mieux" du 

fait que la f o n c t i o n  est plus pointue autour de son optimum.

Des essais n u m é r i q u e s  effectués sur un AR1 où X suit une loi de 

Ca u c h y  m o n t r e n t  que le procédé fonctionne encore et même mieux.

Les r é s ultats théor i q u e s  suivants confirment ce r ésultat dans le 

cas d' o b jectifs de type "cumulants" et pour d = l .

Dans tout le paragraphe, on se p lacera donc dans le cadre suivant : 

J n (c)=|cumulant s t a n d a r d i s é  empirique d'ordre m de X Q (c ) |

On con s i d è r e  les hy p o t h è s e s  suivantes :

(Hl) : .Les X^ sont i.i.d.

a —e
. 3a>0 tel que : Ve>0 , X^E L , EX^.=0 si a>l ,

Zx£ p
et Ve>0 , -------- ----- >  +00 pour p— 2 et p=m

p/cx-e
n

. X™ est positif.

( H2 ) : Le filtre s est causal, i.e. sk= ° pour k < 0 .

Re m a r q u e  :

L ' h y p o t h è s e  suiv a n t e  implique (Hl) :

(H') : Les X t sont i.i.d., dans le domaine d ' a t t r a c t i o n  d'une loi 

stable d' i n d e x  a G ]0,2£, et :

a). Si cx<l , les X t sont positifs

b). Si a > l , les X t sont centrés (E X t= 0 ) et m (ordre du c u m u ­

lant utilisé) est pair.
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Le fait que (H') = = >  (Hl) est un r ésultat de Mill e r  (voir [20] ) 

On a alors les résul t a t s  suivants :

T H E O R E M E  11 : Si ( Hl ) , alors -Jn (b)----> + «  p.s.

S ( c * s ) k

(£(c *s )2 )1 / 2

en probabilité, et la c onvergence est unif o r m e  si c v a r i e  dans 

un compact. La c o n v e r g e n c e  n'a pas lieu p.s.

A

S\ P /s P
1 T H E O R E M E  12 : Si ( Hl ) , alors b n----->b/|| b || et b n----- > b / b Q .

Ce t h é o r è m e  est une a p p l i c a t i o n  immédiate du t h é o r è m e  1 et du 

t h é o r è m e  11.

On a ensu i t e  le résultat suivant, indiquant une v i t e s s e  de c o n v e r ­

gence lorsque le filtre est causal :

T H E O R E M E  13 : Si (Hl) et ( H2 ) , alors V <5>0 :

1/ ( CX + Ô ) /N P 
.Si <x > 1 , n (bR -b)----->0

A

l-Ô A  P 
.Si ex < 1, n (bn —b )----— >0 .

Ce t h é o r è m e  mont r e  bien que sous les h y p o t h è s e s  considérées, la 

v i t e s s e  de c o n v e r g e n c e  est plus grande que lorsque l'on a l ' e x i s ­

tence de m o m e n t s  finis.

On u t i l i s e r a  co n s t a m m e n t  les résultats suivants, dus r e s p e c t i v e m e n t  

à Cha t e r j i i  et Kanter ([6] et Q 1 4 ] ) :

(C) : Si ,...,Z n ,Z sont des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  v é r i f i a n t  : 

ou bien Z € L P , 0 < p < 2 , p#l et P ( |Zn |>x)< P ( | Z | > x ) V x , 

ou bien Z Ê L 1 et P ( | Z n |>x / Z ± ..... Zn _ 1 )<P(|Z|>x / Z 1 ,...,Zn _ 1 )

et
J n (c)

J n (b)
---- > h ( c )
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Alors 2 Î < z k-«k>

n
1/P

-> 0 p . s . avec :

0^=0 si 0<p<l et cx1<=E ( Z ^ / Z , . . . si l<p<2.

En particulier, les hypothèses de ce théorème sont vérifiées dès 

que Z^ est un processus stationnaire.

(K) : Si X=a*Z et Y=b*Z où Znest i.i.d. positif avec E Z n = + o o ,  et où 

Z I aw I <00 et Z I b, I <00 , alors :

£Yr

p Zav

Zb
La convergence n'a pas lieu p.s.

Si Cm est le cumulant de X d'ordre m, on a :

Cm=  ZkE o Xk ( Exm ) &k ’ m .....( EX ) “k ’ 1

O Ù  : Zj— Ï J * ak , j=  m ’ an rrT^ 1  et an -î=0 POUr J^m > a Vr m= 0  p°ur k>°»l0 , m O , j' k , m-

et donc Zai, • >1 pour k^O ( i . e . >2 ) 
K » J

Démonstration du théorème 1 1 .

Notons Sk (c) =  ZÇ= 1 (X^(c ))k , Sk (b) =  Sk . On a alors

x0•1/n•Sm+Zg=1Xk . rrç=1(S j/n) >  J
J

(l/n.Sp— (l/n.S-, ) )
2 m/2

On choisit e vérifiant 

m/2 — 1
0<e<-

m/2 + 1
et 0<e< inf

— l^,i=iak,.i 1
k>0 ym 1 

^j=l k , j +1

On écrit alors de la façon suivante : 

m/2-l-e(m/2+1) INn P
Jn (b ) =  n avec :

Dn

s i K p < 2  .)Z k-1

Z* n

h

n (b)
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n ° m/a-e 
n

-ni -s _________ _̂_______________  n m ~ 1 [”______ 1

-1<=1 k nZak>J_1“eŒak>J + 1) J=1 LnJ/a+£J

ak, j

D =  ----------  .S, - l/n. (------------. S-, ) 2
n 2/a+e * l/a+e/2 x

n n

On a alors : 

S,m
m/cx—e

n

->+oo p. s. par (Hl),

S. H a/j-e
et Vj , ----J----  ----- >0 p . s . par ( C ) , car Xï est i.i.d. dans L

j/a+e

et si o>l et j=l , E ( X t/ X 1 ..... X t_ 1 )=E X t= 0

Il s'en s u i t  que Dn-- >0 , Nn-- >+oo, et l'on conclut f a c i l e m e n t  que

J n (b) tend pr e s q u e  s ûrement vers plus l'infini.

D é m o n t r o n s  m a i n t e n a n t  que cjjj (c )/ c ” (b) -- >  ^ ^ ( 0* 8 )^ en p r o b a b i l i t é

c" ( c ) | r s m ( c ) „ 1 m -, a.
-S---  =  — ---  - ZR-iP-k-----------  n I/o /„■**
O b >l Sm<b > K n ^ - J " 1
n l l + 2g=1Mk .---1----- -nj“i(S,(c)) k ”? -i—  ] . [ 2---1

le k V«. J j  sm (b> Sm+SMk ..

où M k= X k / X 0 .

Il est immédiat, en r e g ardant les calculs faits p r é c é d emment, que 

le 2ème terme du produit tend p.s. vers 1.

D ' a u t r e  part, :

1 a,, -t 1 1 r s ( c ) 1  r s m ( h )  1 ~ 1

n j = l (Sj (C)) • Sm (b)“  n T-e.p ’n [n J/a+e] [nm / “_ e ]

où ■ -+-1 et r est précisé plus loin,rc , j

cx/j-e
X ( c ) t est s tat i onnai r e , et X(c) tEL \ / & > 0  .

j/cx+e
Donc si a < l , on peut a p pliquer (C), et S j ( c ) / n  -- >0 p.s.

la, .-1
Ici on a 7'=XiaLr -ÎO.-I • ° n choisit £<Inf----— x J--- , et en u t i l i s a n t  (Hl) ,

K,J 1 k>0 I a k > j +1

on obti e n t  la c o n v e r g e n c e  presque sûre du 2ème terme de la somme

vers O .

s mN S

s (b)m

V ok

n
Za k , j'-1

où e i ka
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1/ o l+&
Pour ol>1  , on met S. (c)/n à la place de S- i c J / n  et on a aussi

j/cx+e
1

no m b r e s  pour j=l puisque E ( X t )=Q,

S j ( c ) / n  -- >0 p.s. par (C) pour j>l et par la loi des grands

Ici T===Zaj< j — 2 + 1/cx, et puisque Za^ j ^ 2 dès que jÿ^m , on peut choisir 

1/oc
O C S C I n f , ------- --- et l'on conclut comme précédemment.

Il ne reste donc plus qu'à étudier Sm (c)/Sm (b).

Notons 7 ^ =  (c^s)^.

On a : Sm (c)=Z£= 1 (Z k TkX t _k )m

=Z?=1(Zkr K _ k) + S? ^ 6BC(P>-Z3it

où B =  0 =  (Pj.-.-.P,,,)/ f3j entier, Pj>0 Vj ,

3j#k tels que et ^ k ^ 0 ’ et <3i+ - • •+ ^m= m ^ ‘

(B con t i e n t  un n o mbre fini d'éléments)

Pi |3_ p., p_
et où Z =  £  T - - - - T - X 1 . . . X m

3, t k 1 . . . k m# 2 à 2  k- k^ t-k- t-k^^ 1 1 m 1 m l  m

On va m o n t r e r  d ' a b o r d  que VP€iB Z £ = i z / ^-t=l^t ----- >  0 P«s.
P » "t

cx/q — e
Il est quasi immédiat que V e > 0 , Z G L où q = m a x (2,max p .),

p , t 3

ex
2<q<m car deux p. au moins sont non nuls; ---- <1, Z est

3 Q 3,t
s t a t i o n n a i r e , on peut donc appliquer ( C ) .

On écrit alors :

« « ^ (q —m)/cx+e 1 „ r i  n i

P , t T 1 T q/cx+e 1 p , t
n

qui tend p.s. vers 0 en choisissant bien e.

£ t = l < £ k T k x ? - k > P m Enfin, --------- -— —----——  -------->  2 k Tk grâce à (K) , et il n'y a pas
v ^ n  vr rn
2-t=l A t

de conv e r g e n c e  p .s .

Ré s u l t a t  et d é m o n s t r a t i o n  sont les mêmes pour C gÇcî/Cgib), et l'on 

a alors ‘Jn (c)/Jn (b)-- >h  ( c ) en probabilité.

Pour a c h e v e r  la démonstration, reste à prou v e r  l ' u n i f o r m i t é  de la

Za k ,  j hi
k

Eljr^k t e l s  q u e ß J
□

ß e ß tß

-11

In
m/ex—e

1
nv m
lx t

n
■t« Z

ß: ■t
n
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c o n v e r g e n c e  s ur un compact. Il suffit de le faire pour Cm ( c )/Cm(k)

et pour C g ( c J / C g ( b ) . Nous ferons la d é m o n s t r a t i o n  pour le p remier  

terme, v a l a b l e  aussi pour le deuxième.

En r e g a r d a n t  le théorème de Prokhorov, on s ' a p e r ç o i t  qu'il est 

s u f f i s a n t  de m o n t r e r  :

I c£(c) - c£(d) I
— —--------- —----n < 00 n ( Il c~d || ) . A n , où a>n est une f o n c t i o n  d étermi-

* (b) Im v 7

niste c o n v e r g e a n t  u n i f o r m é m e n t  vers o> continue en O avec <o(0)=0,

et où A n ne d é pend pas de c et d et c onverge vers A  borné.

A ve c  les mêmes not a t i o n s  que précédemment, on écrit :

Cm<c> - c£(d) r z?_1zk c(c*s)”-(d*s)”:x“_k s?-i2peBc <P) ( % < ? ) - % ! ? > >

c£(b) L £?= l x£ S ? X t

(oc) H. --- r -nj^ 1 (S..(c))a k ’-? 1 f. .. + id. avec dl 

n^j k,j m ̂ >-----------------I 

Sm (b) m v '

Sm <b >+^ k ^ k •••••

Comme précédemment, le deuxième terme du pr o d u i t  tend ver s  1. 

VJ . I s j ( c ) | = l Z t = i  ( 2k ( c * s ) k x t _ k ) J I <  S t = i ( 2 : k g k | X t;_ k | ) J ,

avec e k  =  2 ^ = 0 | s k _ j I

On a la même m a j o r a t i o n  pour les S j ( d ) . Ceci montre, u t i l i s a n t  e n ­

core les mêmes arguments, que tous les termes du p r e m i e r  facteur du 

p r o d u i t  (a) sauf le p remier sont bornés i n d é p e n d a m m e n t  de c et d 

par une q u a n t i t é  ayant une limite finie (par (K)).

R e g a r d o n s  m a i n t e n a n t  le premier terme :

U n U > j )  s g = i Z k i : ( c * s ) ™  -  ( d — ) g ]  x™_k

Z tx™

_  Z £ = 1 S k ( ( c - d ) *s )k . P ( (c*s)k ; ( d*s ) k ) -x!g_k 

Z tx?

(a) + I
n

* im <
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où P est un pol y n o m e  h omogène de degré m — 1 à. c o e f f i c i e n t s  positifs. 

On peut le borner par P ( | g ^ | , |g^|).

| ( (c-djttsj^l < || c -d||..X où X est une constante car les sk sont 

b o r n é s . A lors :

(S w ^ k ^ -k )
|«n (c,d)| <  A . || c — d || .-----------------  , ^k= p  ( I gk I : I gk I ) > qul a la forme

Z tx ™ _ k

^t=l (^k^k^-k) P c herchée puisque, par (K), --------— — ----•
Zn •y m
t=l t — k

D é m o n s t r a t i o n  du théorème 1 3 .

On choisit ici la n o r m a l i s a t i o n  bg=l qui donne encore un e s t i m a —

A

A

teur b n consistant.

On écrit le d é v e l o p p e m e n t  de Taylor :

A A

-Grad J n (b) =  *"(bn —b) . f"̂ D 2 J n ( b+u ( b n ~b ) ) du .

j  o
On a :

Jn (c)  =  T^TTTm /a où Nn= Cm < c ) e t  Dn= C2 < c > •
(Dn (c )

9 N m ,
— a =  C1/ n .Z (X? 1 (c )Y t _.
9 c i x x l

-*-2g=1* k— E j ^ k . j S - i c î ^ J -1 n s 1 ( c ) a k ' 1 ( Z ( x j - 1 ( O V t . i ) ] ' .
2-ak,j 1^ J

=  2 / n . I X ( c ) t Y t _ i- 2 / n 2 (ZYt _ 1 ) .(SX(c)t )

0 2 D
— J —  -  2 / n . Z Y t _ i Yt _J. - 2 / n 2 .SYt _ i ZYt _:j

32Nn _ . .........................s- 2 ______________ j - 1

3Giacj £ak>j

(Z(x(c)t X) -Yt-jJ-n (s1(c)Bk*1)

Z k. -- -Zj 1jak jl a k iis .(c) )a k >J 1 . (S1 (c) )a k ’^ Xn  (S (c))a k -p
K la, . i P7éjetl p
n K ’ J

. ( Z ( X ( c ) t " 1 ) Y t_ i ) .( Z ( X ( c ) t " 1 ) -Yt _j)

z kr\k

3 N n

3c i

3D r

a c i

ac á ac

I k z ak , :
Z j ja k, ; (« k , : - i  ; ;sJ c ) ) K , J ( Z ( x ( c ) t ; Y t — i )

n
k.X

On a :

N (C)n
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On a en s u i t e  :

9J n ( c > _  9 N n < c > 1 _  _m/2 9Dn Nn 

a c i  ac± ' d £ / 2  ‘a Ci ' D n m / 2 + 1

a 2J„(c) a 2 N„ m /0 9 N_ 3 D_ m/0 .. 3 N 3 D n m /0 ----a— —  =  ----n _  D -m/2_ m/2 -- n -- n D -m/2-l_ m/2 -- n -- n D -m/2-l
a C i d C j  3 C 19 C j 3 C j  a C i  n a c 1 3 c j.

m ,o_o 9 D 9 D 3 2 D„
+ m/2 ( m/2 + 1 ) . N . D m/2 2 .-- — .-- — - m/2 . N D ' 1 .----—

n n 90^^ 9 cj n n a c ^ c ^

Il est alors facile de voir, avec des -techniques id e n t i q u e s  à. c e l ­

les d é v e l o p p é e s  pour les théorèmes p r é c é d e n t s  que l'on a, en notant 

T^— ( c*s ) ̂  et pour un <5>0 :

3N « m l  -S
-- a =  l /n-XX™ •s .(1+n o (1))
d c i t K K a p

a d  „ -s
-- a =  l / n . 2 X ^ .2 S r k sk _ i .(1+n o (1))
a c ± t K  K 1 p

0 2 Q _ Q
----—  =  l / n .£ X 2 .2.S s k _ isk _ . . (1 + n o (1) )ac^acj r k i k j p

----2—  =  l/n . £X™ . m . (m-1 ) . l T k " ? s k _ . s k _ . . (1+n o ( 1 ) )
a C j S C j  . K  K  1 K  J p

Nn =  l / n . E X ^ . Z r k .(l+n_ Ô O p ( l ) )

Dn =  l / n .H X 2 .Z r k • (1+n Ô O p ( D )

où les o (1) le sont u n i f o r m é m e n t  en c.
P

On obti e n t  alors :

3 J m / 2 - 1+ Ô -min ( 1 , l/<x )
-- a (b) =  n . 0 ( 1 )
3 C J  P

9 2 j n =  1 / n -sm ( b > Em (m— i )Zrk Œ r r ^ k - i l - ^ S T k  sk _.)

a c i a c j ( i / n s 2 ( b ) ) m/ 2 ( S r 2 ) m/2 Œ r 2 )m/2+1

+ m / 2 (m / 2 + 1 ).

( S r k ) m/2+1

^ Tk sk - i ^ k  sk-i

Zr£ -s
- m . ■

Œ t

•£sk- i sk-i ^ •(1+n o (1))
2)m/2 ~  K " 1 k "J

— m .m / 2 .
(Zt

m
k
-1 sk- i ) Œ r k sK -

m—2
k k-i s

hiLj - m .m / 2 .

S-r k

p

vi
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On sait (comme pour le t héorème 11 par (C) et (H 1 )) :

S (b )/n m/2-l-e
------------=  n . u„ où u„-- > 0 0/ q n n
(S2 (b)m/2

En r e g a r d a n t  le d é v e l o p p e m e n t  de Taylor et c o m p t e - t e n u  des r é s u l ­

tats p r é c é d e n t s , on o b t i e n t , pour un certain Ô>0 :

•^(bn - b ) - A n (cn )= O p (l) , cn-- >b

A n est la m a t r i c e  i n t ervenant dans le he s s i e n  de J n écrit c i — d e s ­

sus . Il est clair que A n-- > A  où A ^ ^ s^^ j car r ̂ =0

pour k^O en c=b et s _ O pour i>0 .

A est inversible, car c G KerA = >  t c A c = 0 , soit Z^fc^s) 

soit c * s=0 , soit c=0 .

Le r é s ultat final s'en déduit immédiatement.

X
to

n
m i n ( 1 /ex ; 1 ) — <5 A

o >

sk-j cark-iskIA
Li , j
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II. RECHERCHE DE CONTRASTES ET ALGORITHME STOCHASTIQUE POUR L’IDENTIFICATION DE S.

Dans ce chapitre, nous étudions les résultats et la m é t h o d e  d é v e ­

loppés par A. Benveniste, M. Goursat et G. Ruget dans leur article  

Robust i d e n t i f i c a t i o n  of a n o n m i n i m u m  phase system : Blind adjust- 

ment of a linear equal i z e r  in data communications. ([2])

Le p r o b l è m e  étudié est celui présenté en i n t r o d u c t i o n  où l'on ne 

s uppose pas que l'inverse de s est f i n i — d i m e n s i o n n e l . Dans ce cadre 

les m é t h o d e s  pro p o s é e s  dans le chapitre p r é c é d e n t  ne s ' a p p l i q u e n t  

que si l'on impose à s l'appar t e n a n c e  à un compact fixé, c o n dition 

non imposée dans le travail de Ruget et al.

On cherche à. co n s t r u i r e  un système linéaire de filtre 0 de telle 

sorte que le système global r=0*s soit l ' i d entité avec un retard 

éventuel. Le m o y e n  p roposé est l ' u t i l i s a t i o n  d'une f o n c t i o n n e l l e  

V(0) =  J(r) co n s t r u i t e  à. partir de la loi des v a r i a b l e s  issues

du s y stème global : U t =  ^ k rkX t-k =  ^-k^k^t-k’ cette f o n c t i o n n e l l e  

p r é s e n t a n t  en 0 =  s ~ 1 un mi n i m u m  global .

On r e c o n n a i t  la mé t h o d e  de type " c o n t r a s t e " , ident i q u e  à celle u t i ­

lisée dans le chapitre précédent.

i s suesU.-t
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Le point: de vue adopté ensuite est celui d'un a l g o r i t h m e  s t o c h a s t i ­

que, p r é s e n t a n t  des a v antages de calcul importants par rapport aux 

m é t h o d e s  d ' e s t i m a t i o n  par- m i n i m u m  de contraste.

Les auteurs r e s t r e i g n e n t  leur étude au cas où la loi de X est s y ­

mé t r i q u e  et, bien entendu, toujours non gaussienne.

Ils étu d i e n t  un e n s emble part i c u l i e r  de contrastes, ceux qui sont

t o t a l e m e n t  linéaires, soit de la forme :

V(0) =  J(r) =  E4/(Ut ) , où est une f o n ction paire pour donner le

même poids à un point et à. son s ymétrique p uisque la loi initiale

est paire ; ces contrastes conduisent à. un a l g o r i t h m e  s t o c h astique

de la forme : 

t *+“ 1 "t0^ —  0^ - xrY^ __̂ cp ( c ̂  ) , pour k = — N , . . . ,N (en pratique, on tronque

-+-N t
les suites à. d i s tance finie) , avec c*_ =  Y, 0C.Y. , et où <p est la

r k = — N K r-K

dé r i v é e  de ÿ .

Nous allons m a i n t e n a n t  p r é senter les diverses étapes étudiées j u s ­

tifi a n t  la méthode, et nous a t t acherons ensuite plus longuement à. 

la r e c h e r c h e  des fonc t i o n n e l l e s  pouvant servir de contraste.

II.1. Etude de la fonction V(0).

L ' a l g o r i t h m e  s t o c h a s t i q u e  p résenté est un a l g o r i t h m e  de gradient.

Il ne suffit donc pas de s'assurer que 0 = s ” 1est un m i n i m u m  strict 

de la f o n c t i o n  V, il faut aussi étudier les lignes de desce n t e  et 

leurs a t t r a c t e u r s .

o
On s u p p o s e  que s est d'éne r g i e  finie, i.e. que Z^Sj^Coo, ce qui p e r ­

met de t r a v a i l l e r  avec pour espace de p a r a m è t r e  l'espace des suites
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de carré sommable. ( 0 est d'énergie finie si et s e u l e m e n t  si r 

l'est et l'on peut donc t ravailler sur V ou sur J . )

On étudie tout d'ab o r d  la fonction J(r) sur la sphère unité ( i.e. 

pour ) î avec des h y pothèses suff i s a n t e s  (dont nous repa r l e r o n s

plus loin) sur la fon c t i o n  et sur la loi i nitiale F des X̂ . , J(r) 

a pour seuls m i n i m a  +ld et — Id à. un retard près ( t r availlant avec 

des lois paires et avec ÿ paire, on ne peut d i s t i n g u e r  une loi de 

sa symétrique) ; on montre de plus que +Id et — Id sont les seuls 

a t t r a c t e u r s  (à. un retard près) des lignes de descente.

On g é n é r a l i s e  ensuite le résultat à. 1 avec une c o n d i t i o n  s u p p l é ­

m e n t a i r e  sur la d é rivée cp de :

<p ( x ) =  -y • sign(x) + yj ( x ) , rj étant la partie d é r i v a b l e  de cp et v é r i ­

fiant E X Qn (X0 )=T E | X q |, et T> 0 .

Ceci est une c o n d i t i o n  analogue à une c o n d i t i o n  d ' é c h e l l e  : il est 

n é c e s s a i r e  de c o n naître l'échelle de la loi pour que, sans c o n d i ­

tion de n o r m a l i s a t i o n  du paramètre, les m i n i m a  locaux soient bien 

±Id à. un reta r d  près.

Il faut e nsuite r e venir au v é r i t a b l e  p a r a m è t r e  0. Il est immédiat

que, sous les mêmes conditions que les résul t a t s  précédents, V(0) a

pour seuls m i n i m a  ± s ~ 1 à. un retard près. On ob t i e n t  encore que ce

sont les seuls a t t r a c t e u r s  des lignes de descente.

dr d0
En r e m a r q u a n t  que -----  =  s*-----  , on voit f a c i l e m e n t  que si 0 suit

du du

une ligne de d e s cente de V, r suit une ligne de d e s c e n t e  de J lors- 

o
que 1 est muni de la m é t rique :

«r II A=  <  r ’ A _ l r  >  ° Ù A i .J=  S k sk sk + i - j ’

Ceci m o n t r e  que si A  est mal c o n d i t i o n n é e  ( si ses v a l e u r s  propres

pour Zr 2k =1
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sont loin d'être voisines) alors l ' e f ficacité de l ' a l g o r i t h m e  est 

m o i n d r e  sur certaines d i r e c t i o n s .

IL2. Algorithme avec contrainte.

Pour pall i e r  au p r o blème de c o n d i t i o n n e m e n t  de A, qui est la m a t r i ­

ce de co v a r i a n c e  de la sortie Y divisée par la v a r i a n c e  de l'entrée 

X q , on e f f ectue le même traitement sur une sortie " b l a n c h i e " , i.e. 

de m a t r i c e  de c o v a riance p r o p o r t i o n n e l l e  à l'identité. P récisément : 

On filtre les Ŷ . l i n é a irement pour obtenir un p r o c e s s u s  Z=(Z^ ) qui

p
v é r i f i e  : E Z t Z g=  5 -t-s*E X 0 ’ Un tel filtrage est classique. Nous a p ­

p e l l e r o n s  w le filtre blanchissant. Les r a i s o n n e m e n t s  du II . 1 m o n ­

trent que lorsque 0 suit une ligne de descente de V, le système

global r (maintenant r =  s*w*0 ) suit une ligne de d e s cente de J

o 2pour 1“ munie de la m é t rique usuelle m u l t i p l i é e  par E X Q : il n'y

a plus de d i r e c t i o n  sur laquelle l'efficacité est moindre.

p
De plus, on a alors || 0 || =  || r || . (EX^ ) , et l'on peut donc suivre les 

lignes de des c e n t e  des fonc t i o n n e l l e s  J et V en même temps sur la

p
s phère { r / £r£;=l } . Ceci conduit à. l ' a l g o r i t h m e  avec contrainte 

suivant :

0t£ 1= X f ( 0k - Zt-k-'PÎCt) ) k =  - N , ----N , avec c t =  £ ^ e £ . Z t_k

et étant choisi de telle sorte que || 0 *■’*’1 || =1 .

Il ne reste alors plus qu'à ajuster l'échelle.

R e m a r q u e  : Dans les situations étudiées, c'est à dire pour une loi 

i n i tiale paire et avec des fonctions paires, il reste encore à 

d é t e r m i n e r  un point initial assurant la c o n v e r g e n c e  vers s ^et non

e t : X t
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vers — s ***, ce qui n é c e s s i t e  sur le filtre une c o n n a i s s a n c e  à. priori

s u pplémentaire.

As p e c t s  t e c h n i q u e s .

La mise en oeuvre de la méthode ne peut se faire, comme indiqué sur 

les formules d é f i n i s s a n t  l'algorithme, qu'avec des p a r a m è t r e s  fini- 

d i m e n s i o n n e 1s . Il faut alors m esurer l'effet de la t r o n c a t u r e  sur 

la l o c a l i s a t i o n  des m i n i m a  de V ( 0 ) , et imposer des c o n d i t i o n s  s u p ­

p l é m e n t a i r e s  pour que ces minima soient dans un v o i s i n a g e  des m i n i ­

ma obtenus sans tro n c a t u r e  et pour que les lignes de crêtes c o r r e s ­

p o n d a n t  aux points s t a t ionnaires soient peu stables.

113. Recherche des contrastes J(r).

Le p r o b l è m e  de reche r c h e  de conditions suffisantes, p o r t a n t  sur t(j , 

et r e l a t i v e m e n t  générales, sous lesquelles J est un contraste, est 

étudié ici. Nous en propos e r o n s  une interprétation.

Nous nous intér e s s e r o n s  à. la r e s t r i c t i o n  de J(r) à la sphère,

p
l ' e x t e n s i o n  à. 1 tout entier est ensuite s i m p l e m e n t  un prob l è m e  

d 'échelie.

Il est alors naturel d ' utiliser des coor d o n n é e s  sp h é r i q u e s  : (i,j) 

étant fixé, on considère le système de c o o r d o n n é e s  pour r : R , oc, et

Q
(r^) , k^i et k^j , où R et oc sont donnés par R =  1

R.cosoc, r . =  R. si noe

On note ju la loi de £

On a alors le prem i e r  résultat suivant

r i

I
k#i , j

1.2k et

W i  , :
r kX -k et <P (X) J <F (x-y)n(dy)
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L E M M E  : Si ifi et F sont paires, alors :

9 J f* O fJL JLL
—  =  2R. I00 °°(y4f (Rx) - xip (Ry ) ) . P (dx.dy)
3<x J 0J 0 «

où P est: la -transformée de F®F par la r o t a t i o n  d'angle ex.
(X

a  J
C o m p t e - t e n u  de la symétrie de F, ce lemme montre que --  est nul

3 oc

pour ex =  k 7t/ 4  , et donc que r est un point s t a t i o n n a i r e  de J dès que 

toutes ses co o r d o n n é e s  r^ non nulles ont même module.

Ceci n'est pas s u ffisant pour assurer que Id et -Id sont les 

seuls m i n i m a  de J. Nous allons énoncer le r ésultat o b tenu par Ben- 

veniste, Gour s a t  et Ruget (la d é m o n s t r a t i o n  en est assez simple par 

pass a g e  aux coor d o n n é e s  polaires) et nous a n a l y s e r o n s  ensuite le 

sens de ce résultat.

Le théo r è m e  porte sur deux classes de lois, sous g a u s s i e n n e s  et s u ­

per gaus s i ennes , lois ayant une densité de la forme :

F (d x ) =  K .e x p (- g (x ))d x , et on a les défi n i t i o n s  s u ivantes :

1). F est s o u s - g a u s s i enne si g est paire et si g(x) et g'(x ) / x  sont 

st r i c t e m e n t  croi s s a n t e s  sur ER~*~ , ou bien si F est u n i forme sur un 

segment £— d ;+ d ] .

2). F est s u p e r —g a u s s i enne si g est paire, s t r i c t e m e n t  croissante  

sur IR et g ' ( x ) / x  stri c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  sur DR4" .

Par exemple, la loi de densité C .e x p - | x |r est s o u s - g a u s s i e n n e  

si 7* > 2  et super — gauss ienne si y<2 .

On a alors :
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T H E O R E M E  : Si F est: s o u s - g a u s s i e n n e  (resp, s u p e r - g a u s s i e n n e )  , et

si cp est: deux fois dériv a b l e  sauf peut: être à l'o r i g i n e  avec

<p(0+)<0 (resp. ç>(0+)>0 ) et <P ' ' >0 sur IR+ (resp. <p''<0 ),

l'une des deux inégalités étant stricte, alors :

3 J
--  >0 pour <x G D 0 , tt/4 [ , et Id et -Id à un re t a r d  près
d OL

sont les seuls m i n i m a  de J sur la sphère unité.

Ceci conduit à. des fonctions tp de la forme :

(¡j ( x ) =  a x 2 + & . y I x | + p-Ô . Log h(x), où y>0 , Ô>0 , h ( x )=K . exp ( — g ( x ) ) , 

g étant paire et trois fois dérivable sauf p e u t - ê t r e  à. l'origine,

K n o r m a l i s a n t  h au sens 1 ^ , et avec :

1). Si F est s o u s - g a u s s i e n n e , e=-l et g'''>0 , l ' i n é g a l i t é  étant 

stricte si y— O et g'(0+)=0.

2). Si F est super-gaussienne, e=+l et g'''<0, l ' i n é g a l i t é  étant 

stricte si t*=0 et g'(0+) =0  .

Le c o n t r a s t e  est alors donné par :

J(r) =  ex. E (2>kX _ k ) 2+ (3 + e . T E |ZrkX _ k | _ E ( Log h ( 2 k rkX _ k ) ) .

Le terme de v a r i a n c e  est constant sur la sphère unité. A un terme 

con s t a n t  près, les contrastes considérés sont des c o m b i n a i s o n s  de 

±E|Y| et - E ( L o g  h(Y)).

On r e m a r q u e  tout d'ab o r d  que si J est un con t r a s t e  pour une loi 

initiale s o u s - g a u s s i e n n e , alors -J est un c o n t r a s t e  pour une loi 

initiale s u p er-gaussienne.

Si F dési g n e  la loi de la var i a b l e  a l é a t o i r e  » et: s i H

d é s i g n e  la loi de densité h, et si H q désigne la loi s u p e r - g a u s ­

sienne de d e nsité C .e x p (— |x|), on a :

et: si H2 k.r k- - k *



66

jr(r) =  ô . ( K ( F , H) - K ( F ,G)) -+- ey. (K(F ; H Q ) - K ( F ;G)), où G est 
r r r r

la loi g a u s s i e n n e  centrée, de même v a r i a n c e  que X Q et K désigne la 

di s t a n c e  de Kullback.

Ceci appe l l e  l ' i n t e r p r é t a t i o n  suivante :

semble des lois s u p e r — g a u s s i e n n e s .

On a alors :

Si la loi initiale F est dans U (resp. dans S ) , alors si H est une

loi q u e l c o n q u e  de U ( r e s p . S ) , K(F ,H) — K(F ,G) est un contraste.
r r

On peut de même choisir J(T) =  Min K(F ,H) - K(F , G ) .
H<EU (resp.HGS) r r

Le fait que de tels J soient des contrastes peut m a i n t e n a n t  s ' é n o n ­

cer de la façon s uivante :

F i l t r e r  la loi initiale linéairement écarte plus de la classe 

de lois cons i d é r é e s  que de se placer en un point q u e l c o n q u e  de 

la classe, ou encore : la " d i s t a n c e ” entre la loi filtrée et la 

classe initiale est plus grande que la plus grande largeur de 

la classe, tous les termes d 'é 1o ignement étant pris au sens 

d i s t a n c e  de K u l l b a c k  compensée par l'écart à la gaussienne.

D'au t r e  part, on a vu que l'opposé d'un c o ntraste pour une loi ini­

tiale dans une classe était un contraste pour une loi initiale dans

Soient: les ens e m b l e s  de loi suivants :

U =  { F, loi de densité h(x) =  K . e x p ( - g ( x ) ) où g est paire, s t r i c ­

tement cr o i s s a n t e  sur ER * trois fois dé r i v a b l e  sauf peut- 

être à l'origine, et g ' ''>0 sur R^ >.

S =  { F , loi de densité h(x) =  K .e x p (— g(x)) où g est paire, s t r i c ­

tement crois s a n t e  sur IR f trois fois dériv a b l e  sauf peut- 

être à l'origine, et g'''<0 sur R^ >.

U est un sous e n s emble des lois s o u s —g a u s s i e n n e s  et S un sous en-
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l 'autre classe. On peut alors donner une autre f o r m u l a t i o n  :

La d i s t a n c e  entre les deux classes de lois est plus gran d e  que 

la dis t a n c e  d'une loi filtrée linéaire (la loi initiale étant 

dans une des deux classes) à une q u e l c o n q u e  des deux classes.

Le r é s u l t a t  du t héorème est donc, formulé ainsi, une c a r a c t é r i s a ­

tion de deux classes de lois par rapport à une cer t a i n e  g é o m é t r i e  

et de leur c o m p o r t e m e n t  conjoint par f i l t r a t i o n  linéaire.

Il serait inté r e s s a n t  de trouver une c a r a c t é r i s a t i o n  p o r t a n t  plus 

sur les f o n c t i o n n e l l e s  que sur les lois, et d ' o b t e n i r  des c o n t r a s ­

tes opér a n t  sur des classes de lois plus larges. En r e g a r d a n t  des 

c o n t r a s t e s  p a r t i c u l i e r s  obtenus par cette méthode, on s'a p e r ç o i t  

qu'ils opèr e n t  pour des classes de lois initiales b e a u c o u p  plus 

vastes; on ret r o u v e  en fait des contrastes cités dans le c hapitre  

p r é c é d e n t  :

a ) . En p r enant pour H la fonction initiale, on a :

J ( r ) =  K(F ,F) — K(F , G ) . On reconnaît le con t r a s t e  optimal au sens 
r r

v a r i a n c e  a s y m p t o t i q u e  pour les estima t e u r s  d ' o b j e c t i f  de type l i n é ­

aire étudiés dans le chapitre précédent.

b ) . En r e g a r d a n t  la famille de lois s o u s — et s u p e r —g a u s s i e n n e s  de

T T
d e n s i t é  C . exp- | x | , on a J(r) =  E I ̂ -krkX -k  ̂ *

Pour 7 = 4  , on obtient :

E ( £ r k X _ k ) 4 =  (Zr4 )(EX4 - 3 ( E X 2 )2 ) + 3(Zrj2 )2 (E X 2 )2 . On voit donc que 

J(r) =  E ( Z t kX _ k )4 est un contraste pour des lois initiales ayant un 

m o m e n t  d 'ordre 4 et v é r i f i a n t  EX4< 3 (E X 2 )2 , et que -E ( E r kX _ k )4 est 

un c o n t r a s t e  pour des lois dont les m o ments d'or d r e  4 et 2 v é r i —
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fient: l'inég a l i t é  contraire.

On retr o u v e  en fait ici le cumulant d'ordre 4.

Rappe l o n s  enfin que la va l e u r  absolue des cumulants standa r d i s é s  

est un co n t r a s t e  pour toutes les lois initiales pos s é d a n t  un tel 

cumul a n t  non nul, mais que ce contraste n'est pas (sauf pour l ' o r ­

dre 4) de la forme très simple étudiée ici Ei//(Y) .
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III. DECONVOLUTION AVEUGLE PAR ESTIMATION SPECTRALE.

Ce chapi t r e  étudie le point de vue spectral, qui est celui adopté 

par R o s e n b l a t t  et Lii pour résoudre le pro b l è m e  de d é c o n v o 1ution 

av e u g l e  (£17]).

Par cette méthode, on estime la f o n ction s p e c t r a l e  : 

cx(exp-iX) =  S ^ s ^ e x p - i X

en e s t i m a n t  le carré de son module, la densité spectrale, par des 

m é t h o d e s  connues (p é r i o d o g r a m m e  lissé) et sa phase à. l'aide de la 

dens i t é  spe c t r a l e  d'un cumulant d'ordre k choisi.

Par cette méthode, on ne suppose pas n é c e s s a i r e m e n t  que le p a r a m è ­

tre est fini — d i m e n s i o n n e 1 ; on suppose simpl e m e n t  la s o m m a b i l i t é  de

Q
série des carrés s^.

d/2
En contrepartie, la v i t e s s e  de c o n vergence n'est plus n 

Sous des h y p o t h è s e s  un peu plus c o n t r a i g n a n t e s  sur s et X ( e x i s ­

tence de tous les moments de X Q , somm a b i l i t é  de certa i n e s  séries 

liées aux c u m u l a n t s , ...) et sous l 'hypothèse de m é l a n g e  fort pour Y, 

R o s e n b l a t t  obtient une vite s s e  de co n v e r g e n c e  de l'ordre de n ~ 2//^ .

En c o n t r a i g n a n t  de plus en plus la d é c r o i s s a n c e  à l'infini des s^, 

il est p r o b a b l e  que, de même que pour l ' e s t i m a t i o n  de densités, on 

a p p r o c h e  de plus en plus la v i tesse aJ n (on a p p r o c h e  le cas où s 

a un inverse de longueur finie et où a. est C°°) .
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Nous p r é s e n t e r o n s  la méthode pour un p r o c essus Indexé dans Z  pour 

plus de lisibilité. Mais celle-ci s'étend à. d quelconque.

Cumulants, densité spectrale cumulante d'ordre k et e s t i m a t i o n  

de la phase de a ( e x p - i X ) .

Si X == (X1 , . . . , X k ) est un v e c t e u r  aléatoire, soit cp (t1 , . . . sa
X

f o n c t i o n  caractéristique. Si tous les moments de X jusq u ' à  l'ordre

n existent, on définit les cumulants de X d'ordre noté

v
C pour . . .+vk <n comme étant les c o e f f icients du dév e l o p p e m e n t
X

en série de T a y l o r  :

+ • • • +^1,
i v v. n

Log cp (t1 ,...,tk ) ---------------- . C . t *  .tk K + o ( | t | )
X 1 K v 1+ . * . + v k<n X

On o b tient facilement, en d é v e loppant cp (t), la r e l a t i o n  entre cu-
X

m u l a n t s  et moments. En particulier, on a :

c ( 1 ’ ,:l) =  c u m ( Y ..... Y k ) =  S  (~ 1 )P . (p-1) ! E(ri Y . ) . . . . E ( n  Y.)
(Y1 ’ ’Y k> w •jevl 

où \j —  (u1 , . . . >u p) est une par t i t i o n  de {1, . . . ,k}.

On voit facil e m e n t  que c u m ( Y 1 ,...,Y k ) est une forme k-linéaire, et 

que si on peut p a r t i t i o n n e r  { Y 1 , . . >Yk > en deux ensem b l e s  tels que 

chaque v a r i a b l e  d'un ensemble est indépendante de l'autre ensemble, 

alors c u m C Y ^ ,..,Y k ) =  O.

Maintenant, pour un p r o c essus s t a t i o n n a i r e , on définit la densité 

s p e c t r a l e  cum u l a n t e  d'ordre k comme étant la série de Fourier des 

c u m u l a n t s  d ' ordre 1 des k — uples (Y ,Y , . . . ,Y ) :

fk (Xa ..... Xk-1 ) =  (27t)_k+:fs cum ( Y , Y ,..,Y )e
j t t+Jl *-Jk_a

Lo r s q u e  Y est un p r ocessus linéaire s ' é c rivant :

Y^ =  ^ k sk ^ t - k  °ù les X̂ . sont indépendants centrés de v a r i a n c e  1 et 

i d e n t i q u e m e n t  distribués, alors :

sat k

notévk )9 * * »1

+ . . . comme étant les c o e f f icients du dév e l o p p e m e n t1

V v., V, n
C . t j ï . - t k K +  o ( I t I  ) .

i
+ . . .+vk

\J1 ! V k
t

Y J>
F

jeu
(n

k — 1-t+i.
Y

t + j 1

Y
t:

-i j k — 1>k - 1, e1 1-i j
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fk (X) =  Tk (27t) k + 1 a(e l X l )...<x(e ) , où rk

est le cumulant d'ordre k de X Q .

1 X p
Pour k=2 , on r etrouve la densité spectrale f (X) =  |cx(e )

On a alors le r ésultat suivant :

T H E O R E M E  : Si | k | | |<oo, et si X Q p o ssède des m o m e n t s  finis

j u s q u ' à  l'ordre k>2 où » alors a(exp-iX) peut être

ide n t i f i é  à. partir des observ a t i o n s  Y t à un facteur 

± exp iaX près, a€ElN.

Posons h(X) =  arg { a (e x p — i X ).a ( 1 ) / |a( 1 ) | >.

Au signe près, on a :

c l ( e xp- i X  ) = 'Sj 27tf ( X ) . expi h ( X ) .

(Le signe ne peut pas être déterminé car en m u l t i p l i a n t  le filtre 

s par — 1 et l'entrée X  par — 1, on obtient la même sortie Y ) .

Sa c h a n t  que l'on peut construire des e s t i m a t e u r s  c o n s i s t a n t s  de la 

d e n s i t é  spe c t r a l e  f ( X ) , il ne reste plus qu'à p o u v o i r  esti m e r  h ( X ) . 

Par ailleurs, en d écalant l ' i n d exation des X̂ . de aGQM et celle des 

sR de — a, on obtient la même sortie Y. h(X) ne peut donc être d é ­

t e r m i n é e  qu'à un facteur aX près, a. GIN.

Sach a n t  esti m e r  • • »^*k— 1^ (ce qui est possible, nous le ver-

On a :

(a(l)/|a(l) | )^rk =  (2rc)k/2 î f k ( O , . . . , O ) ( f ( O ) ) k/2 , et

h ( X 1 ) + . .+h(Xk _ 1 ) - h ( X 1+. .+Xk _ 1 )=ar-gC(a(l)/|ot(l) |k )Tk fk 1 (X1 , • • >^k -i)]

(1 ) = a r g  fk (Xx ,•,^k _ ! ) + a r g  fk (0,..,0).

D'au t r e  part :

h ' ( O ) - h ' (X )= lim
h ( X ) + (k-2)h(A)-h(X+(k-2)A)

( 2 )
A-- >0 ( k - 2 )A

k — 1(*a
. a. ( ek-i.)

- i Xi i 4 -

7C .2

THEOREME : Si I k I k l  I sh

r k.7*̂o,

f (A 1

X
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rons plus loin), (1) et (2) permettent: d'e s t i m e r  h'(0)-h'(X) par :

/\ /\ 
arg fk (X,A, . . . , A  ) + arg • • »°>
------ —------------------------- —----------  en prenant A  assez petit.

(k — 2)A

Il est alors p o s s i b l e  d'estimer h i ( X )  =  J \ h ' ( u ) - h ' ( 0 ) ) d u ,

Or, h-^X) =  h (X ) - X.h'(O).

Pour a t t e i n d r e  le but fixé, il ne s'agit plus que de pouv o i r  e s t i ­

mer h' (O) à. une c o n stante entière additive près.

h-j^rc) =  h(7t) - 7th'(0). Les s^ étant réels, h ( 7t ) = p 7t où pGDM. Donc :

(7t)
h' (O) =  p - — ----- . A une constante entière a dditive près, on esti-

7C

m era h'(0) par - h 1 (7C)/7C.

Nous allons m a i n t e n a n t  revenir briè v e m e n t  sur les es t i m a t e u r s  de la 

d e nsité spe c t r a l e  et des densités spectrales cumu l a n t e s  d'ordre k, 

puis nous d é t a i l l e r o n s  p r océdure d ' e s t i m a t i o n  de h^(X) et v i tesse 

de c o n v e r g e n c e  lorsque le cumulant d'ordre 3 de X q est non nul.

E s t i m a t i o n  de la densité s p e c t r a l e .

On con s t r u i t  le p é r i o d o g r a m m e  :

N — 1 Q
I ( X ) =1/2*N. l£k = o Y k e x p — ikX | ̂  .

Cet e s t i m a t e u r  n'est pas très bon p o n c t u e l l e m e n t  car sa v a r i a n c e

ne tend en général pas vers O. Mais pour des Xj distincts, les

I (X.) sont indépendants, ce qui suggère de prendre comme e s t i m a —
N 3

teur de f(X) une "moyenne" du p é r i o d o g r a m m e  ; on choisit ainsi :

f (^) =  |W (X-jul) I (p.) dp., où W  est un noyau r é g u l a r i s a n t  qui tend 
N J N N N

vers Ô Q quand N tend vers l'infini.

1 x
On peut pr e n d r e  W  (x) =  ---- .W(---- )

N b ( N ) b ( N )

On m e s u r e  la v i t e s s e  de c o n vergence par la racine carrée de l'écart
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q u a d r a t i q u e  m o y e n  de f (X) à f ( X ) , lequel est: la somme de deux quan-
N

tités : le carré du biais |f(X)-Ef (X)|2 et la v a r i a n c e  v a r (f (X)).
N N

A vec des h y p o t h è s e s  suffisantes sur le noyau W, N 1:=o(b(N) ) , et si 

l'on s uppose Z k k 2 I | < 0 0, où rk= c o v ( Y t , Y t + k ) , le carré du biais est 

de l'ordre de b ( N ) 4 et la var i a n c e  de l'ordre de (Nb(N) ) . On o b ­

tient donc une v i t e s s e  optimale de N ~ 2/ 5̂ en pren a n t  b ( N ) = N

E s t i m a t i o n  de la densité spectrale c u m ulante d ' o r d r e  k .

On g é n é r a l i s e  la c o n s t r u c t i o n  faite p r é c é d e m m e n t  de la f açon s u i ­

v a n t e  :

N — 1
posons d (X) == Z Y. exp-ikX .

N k=0 K

On d é finit le p é r i o d o g r a m m e  d'ordre k par :

Pour k=2 , on r e connaît I ( X ) , le p é r i o d o g r a m m e  classique.
N

On c h oisit comme es t i m a t e u r  de la densité s p e c t r a l e  c u m u l a n t e  d'

ordre k la somme de R iemann du p é r i o d o g r a m m e  d'or d r e  k lissé :

*£(*!» . . . ,Xk _ 1 ) =  (27t)k _ 1 N _k+15:k i=_00W N (X1-27Ck1/N; . . . ; Xk _ ±- 2 * k k _ 1 / N ;

-£ Xj + 27t Zkj/N)

. Ik (2rtk1 /N, . . . , 2«k. , /N)
N 1 K 1

où W  véri fie : W  (u-,.., u. ) == b ( N ) — k + 1 W ( B ( N ) ~  1u - ; ...;b(N) — 1 u. ) .
N N K 1

M o y e n n a n t  des c onditions de régularité sur W  (voir £25]), cette

somme de R i e m a n n  est égale à la c o n v o l u t i o n  du p é r i o d o g r a m m e  d'or-

_W + “1
dre k et de W  (u1 , . . ,uk-l >“ u l+ * * +uk - 1 ̂ plus o(N ).

Maintenant, si l'on suppose que X a tous ses m o m e n t s  finis, et que

2  (1+ | v. | ) | cum(Y , Y , . . . ,Y )l<°° pour j=l...k-l,
v 1 , . . , V k _ i  J t t + V;l t + v k _ 1

ainsi que c e rtaines hypot h è s e s  t e chniques sur le n o y a u  W, on ob-

__- i u __i

tient lorsque N =o(b(N) ), que la v a r i a n c e  est de l'ordre de

__-i ___ - i p

(Nb(N) ) et le carré du biais de l'ordre de b(N) . La vite s s e

Ik
N 1 y * • • f> k — 1 ) ( 2 tc) —k + 1 N -1 (n j=l

d
N
(* J ) ) . d

N
(- I -j=l ? Ji )  •

T 1 5/
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de c o n v e r g e n c e  est: alors au mieux de l'ordre de N~~ ̂ 1 .

Etude du cas k=3 ; e s t i m a t i o n  de h ̂ ( X ) .

Dans cette partie, nous décrivons l ' e s t i m a t i o n  de h 1 (X) basée sur 

la dens i t é  spe c t r a l e  cumulante d'ordre 3. On s u p p o s e r a  donc que X Q 

po s s è d e  un cumulant d'ordre 3 non nul.

Nous s u p p o s e r o n s  que f3 (0,0)>0.

On e s t i m e r a  h^ aux points X=kA, où A = A (N )-- >0.

On r e m arque tout d'ab o r d  que ( X )=h ( X )-h ' ( 0 ) X est à. peu près égal 

à h (k A )- k A / A .h (A ), qui est égal à :

£ j = l < h ( j A ) + h ( A ) - h ( (j + 1 ) A ) > =  -Zj Z ^ a r g  f3 (jA,A) grâce à (1).

On va donc choisir comme e stimateur de (kA) la q u a ntité :

H_ ( kA ) == - I ^ l î a r g  f3 ( jA, A) , où f3 (X-, , X 0 ) est l ' e s t i m a t e u r  de 
n 1 N N

^ 3 (Xi > X g ) défini au para g r a p h e  précédent.

Le rés u l t a t  de c o n v e r g e n c e  obtenu est alors le suivant :

T H E O R E M E  : Si tous les moments de X n existent, si le noyau W

v é r i f i e  les c onditions usuelles et si fg est deux fois déri — 

v ab l e  alors H (X)—h 1 (X) est a s y m p t o t i q u e m e n t  normal

O  __ -1

( X = l i m k A ) , avec une v a r i a n c e  de l'ordre de (A N)

L'écart q u a d r a t i q u e  moyen de Hn (X ) à (X ) est borné 

par C 1A 2 + C 2 (A3 N ) - 1 .

La v i t e s s e  optimale- de conv e r g e n c e  est donc N — Si l'on suppose

f 2  trois fois c o n t i n û m e n t  d é r i v a b l e , cette borne devient :

4 3 — 1 — 2/7C^A n-CgiA N) , et la vi t e s s e  optimale de c o n v e r g e n c e  est N 7

N k+11
ï

(k A ) la q u a ntité :h 1

(X) basée surh 1

(X ) est bornéh 1

Si r o n  supposeN 51
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On a supposé f3 (0,0)>0. On e s t imera le signe de f3 (0,0) par celui

N
de la p a rtie réelle de f (0,0), et si ce dernier est n é g a t i f  on

3

e s t i m e r a  h-^fX) par

k - l  N ■2rîJarg(-f (jA,A)).J — ± O
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