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ABSTRACT

There is three part in this thesis. In the first part we study
the ergodic and mixing properties of some non linear or polynomial
autoregressive random processes. We obtain sufficient conditions for
geometric ergodicity and geometric absolute regularity of such processes.
The results apply to the ARMA and bilinear processes. The technics used
come from the Markov chain theory and the real algebraic and differential
geometry. In the second part we study kernel estimators under strong
mixing hypothesis ; we bound the p-mean risks and the uniform risk for
the estimator of the density and some functionals ; we also propose
estimators of the entropy and information of random variables and bound
their risks. In the third part we study the entropy of linear processes ;
we obtain an inequality between the entropy of a process and those of
its linearly filtered ; an equality is obtained in some cases ; we close

this part with applications particularly for the maximum entropy principle.

Key words : Autoregressive process. Markov chain. Geometric ergodicity.

Strong mixing. Absolute regularity. Kernel estimation.

Uniform risk. Entropy. Linear processes.
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INTRODUCTION

A. MOKKADEM

Le travail présenté ici est composé de trois parties.
La premiére est consacrée a& 1'étude des propriétés d'ergodicité et de
mélange de certaines classes de processus. Dans le chapitre I (voir aussi

[1] et [2]) nous étudions les propriétés d'ergodicité et d'ergodicité

géométrique de la chaine de Markov (Xn)n . définie par :
= + .
(1) Xn ¢(Xn_1) €y n
n-1
ol (Ex n)n€7 est une suite de champs aléatoires indépendants et de méme
14

loi de probabilité sur sz et ¢ est une application mesurable de IRd

dans D?d . Nous faisons les deux hypothéses suivantes
< d
(Cl) la loi de € n est dominée par la mesure de Lebesgue sur IR ;

d
(C2) pour tout borélien A de mesure de Lebesgue non nulle dans 1R et
d . .
tout compact K dans IR , il existe un entier ng tel que

n
Inf P o(x,A) >0
xeK

(P(x,*) désigne la loi de transition de la chaine (Xn)nan).

En utilisant des résultats de R.L. Tweedie [13] et E. Nummelin, P. Tuominen

[12] , on établit diverses conditions d'ergodicité et d'ergodicité géomé-

trique de la chailne (Xn)nelN . Nous obtenons en particulier le résultat

suivant :



s'il existe s>o0 , M>0 et p <1l tels que
(2} EI¢(X)+€X'HIS <p|x|s pour |x| >M et liTiM E]¢(x)+€x,nl <

1 X est géométrigquement dique.
alors ( n)nenﬂ géométrig ergodiq

La condition (2) est nettement affaiblie dans certains cas, en parti-
culier quand xn est unidimensionnel (d = 1),
I1 faut noter que sous les conditions (Cl1),(C2) et (2) la chaine
(Xn)nEIN est apériodique et Harris-récurrente ; un article de Y. Davydov
[14] donne alors ses propriétés de mélange.
Parmi les modéles auxquels s'appliquent les résultats du chapitre I on
peut citer les modéles a seuils, certains modéles & coefficients aléatoires
[2] et le modéle bilinéaire simple unidimensionnel [3]. Les automaticiens
utilisent souvent des modéles du type (1) ol Ex,n est une gaussienne
centrée dont la variance dépend de x . Pour terminer, ajoutons que dans
la note [3] nous donnons aussi une condition suffisante d'existence pour
certains processus bilinéaires.

Notre intérét dans cette premiére partie s'est ensuite porté sur
des classes de processus stationnaires qui admettent une représentation
markovienne ; une de nos contributions dans ce domaine a été d'établir
des critéres simples pour que de tels processus soient géométriquement
absolument réguliers. Rappelons tout d'abord que le coefficient de
régularité absolue (ou régularité compléte) d'un processus stationnaire

en loi (X)) est défini pour tout entier positif k par :

n ne

(3) Btk) = E sup{[p(B[A) ~p(®) | , B A%}



-7 -

ou Ao est la tribu engendrée par {xo’x—l'X—Z""} et Ak celle

.} ; notons que, d'aprés un résultat de

engendrée par { X

xk'xk+ k+2'°°

V.A. Volkonskii et Y.A. Rozanov [15], R(k) peut aussi s'écrire

]

J
£ I |p(a, nB,) -P(a,)P(B.)]|
i=t =1+ ) o)

(4)  B(k) = sup +

ol le supremum est pris sur toutes les paires de partitions finies

{Al,..,AI} et {Bl”"’BJ} de 1l'espace de probabilité Q sur lequel
est défini le processus (Xn)nez ; ces partitions étant astreintes a
satisfaire

A, €A et B, eAk .
i “o 3

Le processus est dit absolument régulier (ou complétement régulier)

si

(5) lim B(k) = o ;
k>

il est géométriquement absolument régulier s'il existe un nombre réel
positif £ < 1 tel que
k
(6) B(k) = 0(g")

La notion de régularité absolue a été introduite par A.N. Kolmogorov.
Elle peut étre comparée & deux autres notions de mélange fréquemment
utilisées : le mélange fort (M. Rosenblatt [16]) défini & partir du

coefficient :

(7)) af(k) = sup{IP(A ﬂB)-P(A)P(B)i , A er et B eAk}

et le mélange uniforme (I.A. Ibragimov et Y.V. Linnik [177) défini a

partir de

8 ¢ = supl|pBIR)-p®) | ., AeA , BcA)



on peut constater alors sans difficulté que :

(9) a(k) £ B(k) <¢(k)

de sorte que les processus absolument réguliers sont en particulier
fortement mélangeants.

Sous des hypothéses sur la vitesse de convergence vers zéro des
coefficients de mélange fort ou des coefficients de régularité absolue,
diverses propriétés asymptotiques sont obtenues comme on peut le voir

par exemple dans [15],0171,[18],[19],[20] . Certains résultats obtenus
sous l'hypothése de régularité absolue ne sont plus valables sous la

seule hypothése de mélange fort (voir H.C.P. Berbee [21]).

Il apparait, par conséquent, important de pouvoir déterminer quand un
processus est absolument régulier ; c'est A.N. Kolmogorov qui semble avoir
posé le probléme de trouver des critéres effectifs pour qu'un processus
soit absolument régulier. L'une des premiéres réponses apparait dans le
travail de V.A. Volkonskii et Y.A. Rozanov [157]. Quelques temps aprés

I.A. Ibragimov et Y.A. Rozanov [22] étudient systématiquement les

diverses notions de mélange pour les processus gaussiens.

Toujours pour les processus linéaires K.C. Chandra [23], V.V. Gorodetskii
[24] et C.s. Withers [25] établissent une condition suffisante pour qu'un
processus linéaire unidimensionnel soit fortement mélangeant; T.D.Pham,L.T.Tran
dansl 261 montrent que sous cette méme condition le processus linéaire de
dimension quelconque est en fait absolument réqulier. Parallélement & ces
résultats se développait une série de travaux sur les propriétés de
mélange des processus markoviens. Ainsi, dans [27], J.L. Doob montre qu'un

processus markovien Doeblin récurrent est uniformément mélangeant. Dans



un important ouvrage [28] M. Rosenblatt définit une nouvelle notion de
mélange pour les processus markoviens (mélange en norme Lp) et donne
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un processus markovien
soit fortement mélangeanﬁ ou p-mélangeant ; il donne également des
conditions de mélange pour une marche aléatoire sur un groupe. La
propriété de régularité absolue des processus markoviens est étudiée

par Y. Davydov [14] qui féit ressortir le lien étroit qui existe entre
cette propriété de mélange et la propriété de récurrence au sens de
Harris. C'est ce lien qui nous a amenés & choisir la notion de régularité
absolue dans notre travail.

Notre premier résultat dans ce domaine ([4] et [5]) concerne les processus

ARMA vectoriels et fait l'objet du chapitre II.

On y considére un processus (Y(t))tez ARMA vectoriel d'éguation
P Q
(10) I B(i) Y(t-i) = I A(k) e(t-k) ,
i=o k=0
ou, B(i)} et A(k) sont des matrices réelles de dimensions respectives
£x¢ et {xr ; Blo) =1Id ; e€(t) est une suite de variables

aléatoires indépendantes, de méme lol et a valeurs dans IR
On suppose que
(11) Els‘ < ® et Ee = o0

{C4) les zéros du polyndme  det({ B(1i) zl) sont en valeur absolue

strictement plus grands que 1



Sous ces conditions H. Akaike [29] montre qu'il existe un processus

markovien (X(t))tez tel que
(12) X(t) = F+X(t-1) + G e(t)
et
(13) Y(t) = H-X(t)
o F , G et 'H sont des matrices ; nous utilisons alors les

équations (12) et (13) pour obtenir le résultat suivant

Si la loi de probabilité de €(t) est éguivalente a la mesure de
Lebesgue sur RY alors le processus (Y(t))tez est géométriquement
absolument régulier.
Comme on le voit, notre condition sur la loi de e€(t) est différente

de celle de C.S. Withers [25] et T.D. Pham, L.T. Tran [26]1.

L'approche du chapitre II va é&tre nettement approfondie dans le
chapitre III ou nous considérons un processus stationnaire en loi dans

IR, (X)) admettant une représentation markovienne polyndmiale

n ne#

dans le sens suivant [6]

il existe un processus stationnaire markovien (Zn)nez a valeurs

dans IR’ et un entier positif k tels que

e
e )

(14) Zn = ¢>(zn_1

et

(= S TSR N
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ou (en)ncz est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs

dans MmR" . ¢ est une application polyndmiale de RP xR™ dans ®
2k+1 d

et ¢ est une application mesurable de H?p( ) dans TR .

Il est clair que les propriétés de mélange de (xn)nEz sont les mémes

que celles de (Zn)nez

Nous supposons que ¢ est de degré un relativement a Zn—l ; l'équation

(14) s'écrit alors sous la forme matricielle

(16) Zn = (A'+ g B6 en)zn_1 + g C6 e + D,

. R m -
ol la sommation sur ¢ est étendue & une partie finie de 1IN ; aprés
avoir déterminé presque slrement 1l'espace des états du processus (Zn)nez ’

nous montrons qu'il est géométriquement absolument régulier sous les

hypothéses suivantes

(f‘{) J s>0 tel que
Elz c, e®+p|5<w et El|la+IB. e ||S <1
§ n § n
§ 8
(H)) les valeurs propres de A sont en valeur absolue strictement

inférieures a un ;

(C5) La loi de probabilité de e est dominée par une mesure lebesguienne

< . R m s .z
sur une variété algébrique lisse V dans IR et sa densité f par rapport a

cette mesure lebesguienne est telle que l'ensemble {f >0} soit un

un voinisage ouvert de zéro dans V
On notera, comme celda apparait dans nos démonstrations, que sous les

hypothéses citées, le processus (Z ) est en particulier Harris-récurrent

n'ned
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Pour établir ces résultats, nous démontrons au préalable un théoréme de
continuité de 1l'image d'une mesure par une application polyndmiale
(théoréme 3.2, chapitre III) ; ce théoréme apparait comme une extension

du théoréme de continuité de la translation. Plus exactement nous
montrons le résultat suivant.

. . . 1 -
Soit Y(z,x) wune application de classe C de UxV dans W ou
U et W sont des variétés algébriques contenues respectivement dans
n n

1 2 . .
IR et IR + V est une variété algébrique lisse contenue dans

n
IR 3 ; on suppose que Y est polyndémiale en x .

Soit 6 une mesure positive réguliére sur V absolument continue par
rapport & une mesure Lebesguienne sur V et Gz son image dans W par

1l'application y(z,.)

Alors, si z est tel que l'image de V par W(zo,-) contienne

un ouvert non vide dans la partie réguliére de W , on a :

lim inf 6_(A) 2 6 _ (A)
z z

z*z o
o
pour tout Borélien A de W ; de plus, si 8 est une mesure
finie, alors
lim GZ(A) = 08_ (&)
z 2 o

pour tout Borélien A de W .



OQutre la théorie des processus markoviens et le théoréme ergodique, les
outils que nous utilisons proviennent de la géométrie algébrique et
différentielle réelle.

Les résultats obtenus s'appliquent naturellement aux processus ARMA

et aux processus bilinéaires. B

La deuxiéme partie de la thése porte sur l'estimation par la
méthode du noyau pour des observations non indépendantes.
Soit (Xn)nez un processus stationnaire en loi, fortement mélangeant

et & valeurs dans Hid ; soit f(x) la densité de probabilité de Xn.

Suivant M. Rosenblatt [30] , f(x) peut étre estimée par

1 N
(17) fN(x) = — i K(

da |
N hN j=1 N

ol K est un noyau positif et (hN) est une suite de nombres réels

positifs qui converge vers zéro.

Il existe une vaste littérature concernant cette estimation dans le cas
1.i.d. (pour une bibliographie récente on peut voir par exemple

L. Devroye et L. Gydrfi [31]).

Dans [8] et 1'article [7] qui constitue le chapitre IV notre objectif

est d'obtenir une approche unifiée de l'étude des risques
(18) E[lxk fN(x)—xk f(x)||§ , p>0o , o<qs<® , kelN ;

pour celad nous utilisons, quand g est supérieur ou égal a deux, la
e s . . . q' d
propriété de contraction de la transformée de Fourier sur L~ (IR )

oid qg' est le conjugué de g . Quand gq est inférieur a deux nous
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utilisons le facteur xk qui apparait dans (18). Nous obtenons alors

sous certaines hypothéses sur f , K et le mélange du processus
(X ) les résultats suivants
n'nez
si 22qse , q'= é%’
n/q
k k q = 1 2p
- =0—s—— + h
(19) E([ glx £y -x £(x) | d;> .< YRR 5
IR N hN

si o<qg<?2

k k q = 1 2p
(20) E [ [x" f_(x)-x f£(x)]|* dx = 0f —=——=—+nh ;
)D{i N Np/2 hdp/2 N
N
On a en particulier pour la norme sup(q = %)
(21) E sup lxk £ (x) —xk f(x)!p =0 1 + th
N p/2 _dp N
d N h
IR N

En dehors d'un travail récent de P. Doukhan, J. Leon et F. Portal [32]

sur le risque E sup ]fN(x)—f(x)! avec S compact il ne nous semble
S
pas que le risque E sup lfN(x)—f(x)l ait été étudié sous des
d
IR

hypothéses de mélange.

Nos hypothéses de régularité sur f sont écrites dans le langage des
distributions. Nous montrons qu'elles sont éguivalentes & 1'hypothése

introduite par L. Devroye et L. Gydrfi [31] dans le cas k = o et

(22) sup Jl<f *¢a)"l < o
a>o



2
ol ¢ est une densité positive & support compact et de classe C ;
on constate en particulier que 1l'hypothése (22) de L. Devroye et
L. Gyorfi signifie exactement que f est absolument continue et sa

dérivée presque partout f' est une fonction & variation bornée.

Les résultats (19) et (20) sont utilisés & la fin du chapitre IV
pour étudier les risques des estimations de la régression, de la

densité conditionnelle et d'autres fonctionnelles.

Le chapitre Vv ([9]) est consacré a l'estimation de l'entropie de

Xn par la méthode du noyau. Cette entropie est définie par

(23) H(Xn) = - J f(x) Log f(x) dx

quand l'intégrale existe.

L'entropie joue un réle important en théorie de l'information ainsi
que dans certaines branches de la physique.

Diverses estimations ont été proposées dans le cas unidimensionnel
(d = 1) et pour des observations i.i.d.

I.A. Ahmad et P.E. Lin [33] proposent 1'estimateur

A 1 N
(24) HN = -5 .Z Log fN(Xi)
i=1
ol fN est défini par (17) ; ils étudient la consistence en moyenne
A
de HN . Leur démonstration est malheureusement incompléte.

B.L.S. Prakasa Rao [34] propose l'estimateur
A kN
(25) HN = —fk fN(x) Log fN(x) dx

N



ou kN est une suite croissante de nombres réels. Un autre estimateur

intéressant est proposé par O. Vasicek [35] mais il n'est pas utilisable

en multidimensionnel. Nous proposons les estimateurs :

1 rN+1
(26) H = -— Log J £ (x) dx
d N
N rN R
ou ry = hg et y est un nombre réel positif et
(27) H = - J 5 fN(x)Log fN(x) dx ;

IR
nous majorons ensuite les risques moyens d'ordre p de ces estimateurs.

Le résultat étant valable en multidimensionnel, on l'utilise pour
estimer l'information mutuelle de deux variables aléatoires X et Y ;

cette information vérifie en effet la relation

(28) T(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) |

La troisiéme partie, constituée du chapitre VI, est indépendante des

deux premiéres ; elle est consacrée a 1l'étude de 1l'entropie des processus
linéaires [10] étude que nous avons commencée dans [11]. La définition

de l'entropie d'une variable aléatoire donnée par la formule (23) plus
haut est étendue dans le chapitre VI & toute variable aléatoire ayant

un moment absolu d'ordre s >0 fini . Elle est notée h(X) au lieu

de H(X) pour éviter la confusion avec l'entropie de processus que

nous définissons maintenant.



Soit X = (Xn)nez un processus stationnaire en loi admettant un moment

absolu d'ordre s >0 fini ; l'entropie de X est définie par

. 1
(29) H(X) = l:m 1 h(xo,...,xn)

Notre objectif dans le chapitre VI est de trouver-une relation entre
l'entropie du processus X et celle d'un processus Y quand X est

obtenu par un filtre linéaire appliqué & Y

Plus précisément, nous considérons un processus stationnaire en loi
réel Y = (Yn)n 7 dans une classe de processus harmonisables qui
contient les processus de carré intégrables et certains processus
symétriques a-stables [36]. On suppose que le processus X = (X )

n' ned

est donné par :

" inx
(30) X = f e s () az

n Y

-7
ou dZY désigne la mesure spectrale aléatoire de Y et ¢ est inté-

grable pour la mesure dZY .

Nous montrons alors que :

i
(31) H(X) 2 5%-[ Log|¢ (A) |dx +H(Y) ;
-

nous obtenons également des cas ou l'égalité a lieu dans (31) ; parmi
ces cas citons celui ol Y est régulier ou symétrique a-stable. En
particulier l'entropie d'un processus X régulier ou symétrique

a-stable non singulier s'écrira exactement

2am

=T

™
(32) H(X) = —l—-f Log £(X) dx + H(W)
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od f et W sont respectivement la densité spectrale et l'innovation
de la partie réguliére de X et a = 2 si le processus X est de
carré intégrable. Ce type de résultats remonte & C.E. Shannon [37] qui
établit 1'égalité dans (31) quand Y est Gaussien ; sa méthode consiste
4 calculer directement h(Xo,...,xn) puis & vasser & la limite dans (29).
Plus récemment M. Kanter [38] donne 1l'inégalité (31) quand Y = (Yn)nez
est une suite de variables aléatoires indépendantes et de carré intégrable.
Enfin L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [39] démontrent (31) quand ¢ (})
est un polynéme trigonométrique.

La suite du chapitre contient diverses applications ; notamment une
minoration de l'erreur de prédiction non linéaire et une discussion du
principe du maximum d'entropie de J.P., Burg £40].

Enfin, nous terminons le chapitre en donnant une extension des

résultats au cas o Y n'est pas harmonisable. Plus exactement nous

montrons que si Y = (Yn)n‘Z’ admet un moment absolu d'ordre un et si
€
X = (Xn)néz est défini par la série convergente en moyenne ;
+ o + o
(33) X = [ a,Y . avec T Jay| <=
n . J n-=j s J
J_—co J——co
alors
) m
(34) H(X) 25— J Log|é (\) |ax +H(Y)
-7
ol
T i3
(35) () = I a, e

1'égalité est obtenue si ¢(A) ne s'annule pas sur [-m,7]
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SUR UN MODELE AUTOREGRESSIF NON LINEAIRE.
ERGODICITE ET ERGODICITE GEOMETRIQUE.

Abdelkader MOKKADEM.

On établit des conditions suffisantes d’ergodicité et d’ergodi
cité géométrique pour la chaine de Markov (Xn) définie par

X o= (X ) + & .
n n-1
Xn—l’n

On donne également des exemples d’application.

We obtain sufficient conditions of ergodicity and geometric ergo-
dicity for the Markov chain (Xn) defined by

X = (X }y + & .
n n-1
Xn_l,n

We give also some applications.
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I. INTRODUCTION. -

Soit une suite de champs aléatoires sur Rd a valeurs dans R,

indépendants : €y nr X € Rd, n € Z.

Soit @© une fonction de Rd dans Rd mesurable.

L‘objet de ce travail est 1’étude du comportement de la chaine de
Markov (Xn), n € N, définie par
(1) Xp = @(X, ;) + ¢

Xn_l,n

Un modeéle voisin a été étudié par P. Doukhan et M. Ghindés (1980

a,b) qui considérent
(2) Xn = ¢(Xn_1) v e

Ils établissent la proposition suivante pour le modéle (2)
On suppose les e, indépendants de méme 1loi F équivalente a
la mesure de Lebesgue. Alors si [ est une fonction mesurable bornée,

la chaine (X est Doeblin-récurrente.

n)
Ils en déduisent alors gque la chaine est géométriquement ergodi-

que et appliguent ce résultat a l’étude statistique du modéle (2).

La propriété d’ergodicité géométrique est plus faible que 1la
récurrence Doeblin, mais elle est suffisante pour établir certains
résultats statistiques. En fait, la différence entre les deux proprié-
tés est que : dans le cas Doeblin-récurrent le processus (Xn) est
uniformément mélangeant, alors gque dans le cas d’ergodicité géométri-

que il est fortement mélangeant (Rosenblatt (1971)).

On se propose dans ce travail d’établir des conditions suffisan-
tes d’ergodicité géométrigue de la chaine (Xn) définie par le mo-

dele (1).

On notera que (1) apparait comme le modéle AR(1) le plus géné-

ral ; en particulier le modéle du type X, = w(xn_l,nn) peut s”’écrire
sous la forme (1) avec par exemple ¢ = 0 et €y n = ¢(x,nn).

On supposera dans tout ce gqguil sult que € n admet une densite
fx(v), par rapport a la mesure de Lebesgue 53 sur md, indépendante
de n. La chaine (Xn) admet alors pour densité de transition

p(x,y) = f (y-o(x)).

Sa loi de transition sera notée P(x,.).
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On utilisera dans la suite les hypothéses suivantes

(U) : Pour n fixeé les variables lax’n] sont uniformément inté-
grables.

(C1) Pour tout Borélien A de p—-mesure non nulle et tout compact
K dans Rd, il existe un entier ng strictement positif tel
que

n
Inf P ®°(x,A) > O.
xeK

La condition (C1) impligue

(cz2) (X est apériodiqgue.

La condition (C2) est aussi vérifiée si par exemple

n1 )

(C3) : Enl (S N*, tel que P (x, . ~ L pour tout X .

De telles conditions sont satisfaites dans le modéle (2) dés que
la densité de €, est strictement positive et ¢ est bornée sur

tout compact.

Sous 1 hypothese (Cl1), la mesure > 2vnPn(x,.) est équivalente
a [0 pour tout X ; et donc la chaine (Xn) est fortement irréduc-

tible (voir Tweedie, 1976).

Soit s une mesure sous-invariante de (X,) dans 'le cas ou

(Xn) est ergodigque, on prendra pour wt, la probabilité invariante de
(X))

Dans les parties II et II1 on établit des conditions suffisantes
d ergodicité et d’ergodicité géométrique du modele (1) dans le cas
vectoriel. Dans la partie IV, on se restreint au cas scalaire (d=1)
les conditions suffisantes gu’on obtient sont alors plus faibles que
celles obtenues dans le cas vectoriel. Enfin dans la partie V on don-

ne un exemple d application.
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IT. ERGODICITE DE (Xn) DANS LE CAS VECTORIEL.

Le lemme suivant va nous permettre d’utiliser des compacts pour

les critéres d’ergodicité et de récurrence établis par Tweedie (1975} .

LEMME 1. Soit K un compact de Rd, alors sous la condition (C1)
p(K) > 0 => 0 < mw(K) < oo.
Preuve : La chaine (Xn) étant fortement irréductible il est clair

alors que S>> et donc t{K)>0. Puisque M et 7 sont g-finies,

on peut trouver A tel qgue w(A)>0 et (A ) <oo (en effet, on prend
A tel que L(A)>0 ;. on a A=UAi avec n(Ai) < oo pour tout i et donc
il existe io tel que n(A  )>0 et (A J<eo) ; sous la condition
‘o 1o
(Cl1), 1l existe n tel que b = Inf Pn(x,A)>O ; on a
xeK

T(A) >f n(dx)P?(x,A) = n(K).b
d

R
et donc n(K) < oo.

On peut maintenant énoncer des conditions suffisantes d’ergo-

dicité de (Xn).

PROPOSITION 1. Si (Cl1) est vérifiéde et s’il existe M>0, n>0 et

s>0 tels que

(3) E|¢(x)+ex,n|s<|x|s—n pour [ X|>M et sup E[@(x)vex'n|s<w

Alors (Xn) est une chaine ergodigue.

Preuve : On applique le critére d’ergodicité de Tweedie (1975).
On prend g({x) = a|x|s avec a>~q_1 ; 11l est facile alors de

voir que pour | x| assez grand

fp(x,y)g(y)dy - g(x) +1 <0

Remarque 1 : s’il existe s<1, A>0, M>0, tels que sup E|ex n|s<A<w.
x ,
|w(x)[s<|x|S~A et sup lo(x)|<co. Alors (3) est vérifiée. Cela cor-

| X | <M
respond a un résultat connu (Doukhan-Ghindeés, 1980 a) dans le cas du

modéle (2) avec s=1 et ex’n = e..

La condition (3) porte sur le moment de ley n|s ; cette con-
)

trainte peut-é&étre levée dans le cas ou Eex n = 0 pour tout X
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on obtient alors

PROPOSITION 2. Si les hypothéses (U) et (Cl) sont satisfaites et

Ee = 0 pour tout X, et si ¢ possede pour | x| assez grand

la propriété

(4) Vv K>0, 3 K’ tel que : |o(x)] > K => lo(x)1 > K
pour tout composante wi de P

alors s’il existe M>0 et n>0 tels gque

d d

X ey (x)j < X Ixjl-m pour [x|>M et sup | (x) |<eo,
i=1 i=1 | x| <M

la chaine (Xn) est ergodique.

Il faut noter que la propriété (4) est trivialement vérifiée

dans le cas scalaire.

d

Preuve de la proposition 2 : On prend g(x) = A > Pxy ou les Xy
i=1

sont les composantes de X et A est tel gue An>2.

Ecrivons l1’intégrale : f p(x,y)g(y)dy dans chacun des 2d trie-
d

R

dres de Rd ; on obtient

f p(x,v)g(y)dy = X A f f ---f f (y-e(x))}(81y +...+84v4)dy,..dyy
d 5 15 Ia Ia
2 2

R d

ou la somme est étendue a tous les & de la forme

S5 = (51,...,61) avec 51 = + 1 ;
I = ]-00,0] si &,=-1 et I = [0,+00[ si &, = +1.
1 i
S 5.
1 i
Faisons le changement de variable u = y-p(x) ; on obtient

(5) f p(x,y)g(y)dy<§A|fJ JJ ..fJ (51u1+..+6dud)fx(u)du1..dud:
r9 5,8, " 8y

d
+ A X |<Pi(x)|
i==1
avec J = ]—w,—¢i(x)] si §; = -1 et
J = [-@;(x),+e[ si &; = +1.
En vertu des hypothéses de la proposition, on peut choisir K

tel que pour je(x)|>K, les intégrales du terme de droite de (5)

soient assez petites, de sorte que
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1 d
f pi{x,y)g(y)dy < — + A ¥ lo;(x)].
d 2 i==1
R

Pour lp(x)] € K, 17intégrale f pix,y)g(y) est majorée par
d

R
d-1
A2 (sup Essx,nl + K)
X
mais sous 1" hypotheése (U}, sup E|aX nl < e il est maintenant facile
x )
de wvoir que | x| assez grand

f p(x,y)g(y)dy-g(x)+1<0.
r4
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III. ERGODICITE GEOMETRIQUE.

Rappelons que la chaine ergodigue (Xn) est dite géométriquement

ergodique, s’il existe p<1 tel que
nPn(x,.) - | = O(pn) pour mw-presgue tout X .
[ désignant la norme en variation.

Nummelin-Tuominen (1982) montrent que si de plus (Xn) est

Harris-récurrente et apériodique alors
f r(dx) IP™(x,.)-n| = 0(p").

On peut montrer alors gque le processus (Xn) est a—mélangeant
avec un coefficient de «a-mélange convergeant vers zéro géométrique-
ment (Rosenblatt, 1971). Une telle propriété est importante dans

l1"étude statistique du processus (voir Doukhan-Ghindeés, 1980 b et

Mokkadem, 1985 b).

On va établir des criteéres d’ergodicité géométrique. Pour cela

on a besoin du

LEMME 2. Sous les conditions de la proposition 1 ou de la proposi-
tion 2, la (Xn) est Harris-récurrente et les mesures 7T

et o sont équivalentes.

C’est un résultat de Tweedie (1976) puisque la chaine (Xn) est

fortement irréductible et ergodique.

Comme conséguence, tout compact K tel que r(K)>0 est un petit

ensemble au sens défini par Nummelin-Tuominen (1982).

On peut maintenant énoncer

PROPOSITION 3. Si (C1) est vérifiée et s’11 existe

s>0, M=>0 et p<1 tels gue

s s _.
| < pix| pour | x| >M et sup Ejep(x)+e | < oo,
X, n [ x| <M x,n

est géométrigquement ergodique et T admet un moment

De plus : 3 &, & < 1 tel que

fﬁ(dx) ro(x) = 0(g™)

ou r, (x) = sup f h(y) [P™(x,dy) - (dy)].
Thi<|x|
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Preuve : On prend g(x) = 1+xx|S et @ tel que p<a<l ; il est

clair que Jp(x,y)g(y)dy—ag(x) < 0 pour | % i assez grand. Les reé-

sultats de Nummelin-Tuominen (1982) et Tweedie (1983) permettent

alors de conclure.

Remargue 2 : si sup Ele, n|S< o alors (B6) est équivalente a
% )
(67) il existe M’ >0 et p <1 tels que
le(x) ! < p’ x| pour x| > M’ et sSup le(x) ]| < oo.
| X | <M’
En effet : pour s<1 c’est immédiat ; pour s>1, on utilise les

deux inégalités suivantes

1/s S)1/s

(Elo(x)ve, 1%) < le(x) + (Etey,

t
€ s 1/s s 1/s
lo(x) < (Ele(x)+e, | ) + (Elex'nl ) .

Ainsi si sup E[exls<w, la condition (67) est suffisante pour 1l7exis-
X

tence d’un moment d’ordre s de 7.

La proposition 3 peut étre améliorée sous 1‘hypotheése suivante

il existe a>0 tel que sup E(exp ale& < ¢ < oo ; on obtient alors

u w.onl)

PROPOSITION 4. Si (C1) est vérifiée et s71il existe M > O

1
et A > — log C tels que
a

(7) fp(x)I<ix!-A pour [ x|>M et sup je(x)| < oo
| X | SM

Alors la chaine (X est géométriquement ergodigue et 7T admet une

n)

transformée de Laplace sur [~a a].

De plus 3§, £<1, tel que

. n
J x(dx) r (x) = 0(& )
n
ou r X) = su h p" ,d - m(d .
(%) nga]x,f (v) (P™(x,dy) - m(dy))
aix|
Preuve : I1 suffit de prendre g(x) = e et o tel que

exp(log C-aA) < a« < 1. On proceéde ensuite comme pour la proposition 3.
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fp(x,y)g(y)dy—g(X)+1

+oo —p{x)

1
< ;+am(x) f fx(u)du—b@(x)f

00

—p(x)

IV. CAS UNIDIMENSIONNEL.
Dans le cas ou X, € R, les conditions établies plus haut peuvent
étre affaiblies.
On suppose que le modéle (1) est centré, c’est-a-dire Eex n=0
pour tout X et tout n. On obtient alors
PROPOSITION 5. Sous les conditions (U) et (Cl1), s’il existe
A>0, M>0, a<0, 7<0, ars<l tels que sup (X)) |<eo et
| x| <M
ax+A € @(x) € X-A pour xX>M
(8)
X+A € @(X) € YXx-A pour x<-M
Alors la chaine (Xn) est ergodigue.
Preuve
Soit a>0 et b= - — ,; on voit que
@
(9) ay + b 2 0.
Choisissons a assez grand, de sorte que
1 - aA < -1
(10)
1 - bA < —-1
ax si x =2 0
et soit g(x) = On a alors
-bx si x < 0
+00 —-p{(x) +o00
fp(x,y)g(y)dy=af ufx(u)du—bf ufx(u)du+a¢(x)f fx(u)du
~p(x) —o0 ~p(x)
¢ (x)
-b@(x)f fx(u)du.
00
Sous les hypotheéses (U) et Eex n = 0, on peut trouver K tel que
pour | B >K
B 1 +00 1
(a+b) | uf_(u)du| < - et (a+b) | ufx(u)dul < —
X 2 2
—00 B
Pour lo(x)} < K on a
fp(x,y)g<y)dy~g<x)+1 < (a+b)Ele, ,1+(a+b)K-g(x)+1
ce qui est négatif pour | x| assez grand car l1“’hypotheése (U) impli-
que qgque sup EZ|e,x n| < oo,
x ’
Pour lo{(x)| > K on a

fx(u)du—g(x)+1
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on peut alors vérifier gque cette expression est strictement négative
pour Ixi{>M ;, faisons le pour X > 0 ; la vérification est du méme

type pour Xx<0. On a deux cas

1. si e(x) > 0

1
fp(x,y)g(y)dy—g(X) + 1 < > + ap(x) - ax + 1

1

< — + a(x-A) - ax + 1
2
1

€ — + 1 - aA
2

ce qui en vertu de (10) est strictement négatif.

2. si o@(x) < O

1
fp(X.y)g(y)dy—g(X) + 1 < E - bep(x) - ax + 1
1
< — - b(ax+A) - ax + 1
2
1
< — - bA + 1
2

ce qui est encore strictement négatif en vertu de (10).

Comme conséquence, sous les conditions de la proposition 5, la
chaine (Xn) est Harris récurrente et 1 et 7T sont des mesures équi-

valentes. On peut alors énoncer

PROPOSITION 6. Sous les conditions (U) et (Cl1), s”7il existe

M>0, p<1, a<0O, 7<0, ar<p tels que sup {e(x)I<e et
| x| <M

( ) ax < p(x) < px pour Xx > M
11
px < p(x) < X pour x < —-M

Alors la chaine (Xn) est géométrigquement ergodigque et 7T admet un
moment d”ordre 1.
De plus : 3§, & < 1 tel que

f x(dx ), (x) = 0(&")

o0 r, (x) = sup f h(y) (PP (x,dy)-r(dy)).
thi<|xi.
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Preuve : On a ar < p ; soit n>0,
2 2 T n
tel que : p <N <n<1. Comme «r < n, ona : - — - - ;7 on
n o
prend alors deux nombres a et b, réels positifs, tels que
Y b M
- -< - < - — ., 0On a donc
mn a o
(12) an + ba > 0 et bn + ay > O

l+ax si s20

On prend maintenant g(x) = . On a alors
1-bx si x<<0

fp(x.y)g(Y)dy—ng(X)<(l—n)+(a+b)El€x|+am(X)f £, (u)du
- (x)

- (%)
~bo (%) f £, (0)du-ng (x) .
—00
En procédant maintenant comme dans la proposition 5 et en utilisant
les inégalités (12), on voit facilement que f p(x,yv)g(y)dy-ng(x)<O

pour 1 x| assez grand ; ce qui permet de conclure.
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V. EXEMPLE D’APPLICATION.

Modéle bilinéaire simple.

Considérons le modéle

ya

(13) t a Zt~1 + b Zt—l e

ou a, b, ¢, d, ¢, f

t
riables aléatoires indépendantes de méme loi, de densité

tement positive.

E e = 0,

E Zt = 0, +

Les propriétés des estimateurs des paramétres du modéle

blent étre difficiles & étudier

sont des nombres réels et les

On suppose le modeéle centré,

2

+ d e,

+ C et

e

c’est-a-

2 . £y

t

E(d e

(Tuan Dinh Pham—-Lanh Tat Tran,

+ f
sont des va-
g(x) stric-
dire
0.
(13) sem-
1980) .

Ces auteurs établissent en particulier qu’une condition suffisan-

te d’existence d’une solution de (13)

grable est

stationnaire et de carré

inté-

(14) a2 + b2 Ee? <1 et E el <

(cf. Mokkadem 1985 b, pour un autre type de condition d’existence).
Mais sous cette condition, Zt est géométriquement ergodique ;

en effet les conditions (C1) et {(C3) avec no=2 sont faciles a véri-

fier pour le modeéele (13)
(Zy)

préférable alors de modéliser autrement

particulier est géométriguement

si on calcule les corrélations de

la proposition 3 permet de conclure.

a-mélangeant.

le processus

En
Il peut étre

(Zt)' En effet,

(Zt) on voit gue ceux sont celles

z

onséguent €

pas un bruit

a-mélangeant et on peut voir que

t

p par

-p/2

d“un processus autorégressif linéaire d‘ordre 1. Par c
s’écrit
(15) Zt = P Zt—l + ey
ou les €, sont orthogonaux. Le processus €y n‘est
blanc, mais il est géométriguement
les estimations classiques dans (15) ont les propriétés usuelles.
Par exemple, posons E Z% = 02, on peut estimer 02 e
2 1 g 2 CN 1 Nil
Oy = — 2 et py = — ol Cyy = — 2. 2.
NN =0 N 2 N " N j=o 73 731
°N
On a alors
PROPOSITION 7.
1 - lim Py = P p.s.
2p+8 P
2 - Si E|Zt|‘ < o0, p>0, 86>0, alors EIpN—pl =0 (N

)
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3 - Si E{Zty < oo, 8>0, alors NN (pN—p) —> N(O,w) en loi

2
ol w = lim o NE(CN—ch)

Preuve
1 - est une conséquence du théoréme ergodique.
CN—C (0%—02)
2 - on écrit : py-p = - p
N 2 N 2
e} fe)
ou C = E(Zt Zt+1).
On remargquera qgue le|<l puis on applique un résultat de
Yokoyama (1980).
3 - on utilise la méme décomposition de PN~ P puis on applique un

théoréme de limite centrale pour des variables aléatoires a-mélan-

geantes (Hall-Heyde, 1980).

La remarque gqu’on vient de faire pour le modéle (13) est encore
vraie pour tout modéle du méme type que (1) et pour lequel les cor-

rélations sont celles d’un processus autorégressif.
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- APPENDICE -

On donne ici une condition suffisante pour que (Cl) soit

satisfaite.

(C”) : 1 - © est bornée sur tout compact.
2 - Pour toute suite Xn de limite X il existe une sous-
suite Xh telle que £ (V) converge presque partout
X
n

vers une densité f_(v) strictement positive.
x

Une telle condition est satisfaite dans le modéle (2) deés que

la densité de €, est strictement positive et ¢ est bornée sur

tout compact.

lLa condition (C”) implique en particulier que fx(v) est une
densité strictement positive pour tout x et par conséguent (C3)

est vérifiée.

Soit maintenant K un compact ; prenons un pavé fermé I tel

que
(16) e(K) < 1.
Soit A un Borélien de mu—mesure non-nulle.

Notons

(17) Py 5 (A) =fAfx(y—z)dy.

Il est clair que

(18) P{x,A) =PX,(,O(X)(A)
et donc d’aprés (16)
(19) Inf P(x,A) =2 Inf PX Z(A).
K Kx1I ’
Notons
(20) a = Inf P (A).
Kx1I X,z
Il existe une suite (xn,zn) tel que
(21) lim P (A) = .
Xn12Zg4

d rd
Kx1 étant compact, on extrait une sous-suite (xn,zn) ayant une

limite (x,z) ; on en extrait encore une sous-suite (xn,zn) de

sorte que f converge presque partout vers une densité £_ stricte-

Xn X

ment positive.
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Notons
(22) P_ (A) = f £_(y-z)dy.
X, Z A X
Il est clair gue
(23) P_. (A) > O.
X,z
On a
(24) | P (A) - P_ (A)] < |f £ (y-z_)dy - f £_(y-z,)dy]
xn,zrl X,z A Xn A X

. |f £_(y-z_)dy - J‘f_(y—z)dy|.
A X A x

Les deux termes de droite de (24) tendent vers zéro gréce au théoréme

de Scheffé et a la continuité de la translation.
On a donc d’apreés (21)

(25) o = P_  (A)

et par (23)

(26) o« > 0.

Ce qui achéve la démonstration.
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PROBABILITES. - Le modéle non linéaire AR(1) général. Ergodicité et ergodicité
geométrique. Note de Abdelkader Mokkadem, présentée par Robert Fortet.

On ctablit des conditions suffisantes d’ergodicité et d’ergodicité géometrnique du modéle non linéaire AR(1)
genéral.

PROBABILITY THEORY. The general non hnear AR (1) model.  Ergodicity and geometric ergodicity.

We obtain sufficient conditions for ergodicity and geometric ergodicity of the general non linear AR (1) model.

I. Le MODELE. — Soit une suite de champs aléatoires sur R? a valeurs dans RY,
indépendants: €, ,, xe RY, ne Z. On suppose que ¢, , admet une densité f, (v) par rapport

a 1a mesure de Lebesgue p dans R indépendante de n.
On étudie dans le présent travail le comportement du processus (X,) défini par:

(n Xo=0 (X, |)+ex,

1.n°

ol ¢ est une fonction mesurable de RY dans RY. Le modéle (1) est le modéle AR (1) le
plus géneral: par exemple le modele X, = ¢ (X, ,.n,), certains modéles bilincaires (Tuan,
D. Pham ¢t Lanh, T. Tran [10]) ct certains modéles a coefficients aléatoires (D. F.
Nicholls et B. GG. Qinn [S]) s’écrivent sous la forme (1),

Le processus (X)) défimi par (1) est une chaine de Markov homogéne de densite
de transiton :

P )=1 (V=@ (X))
On notera P(x, .) sa loi de transition.

Les hypothéses suivantes seront utilisées dans la suite:

(U) Pour n fix¢ les variables |€, ,| sont uniformément intégrables.

(1) Pour a>0, fixe, E(exp a[cx_,,|)<C pour tout x.

(B) Pour tout borélien A de p-mesurc non nulle et tout compact K dans R? il existe
un entier n, strictement positif tel que:

Inf P*(x, A) > 0.
xe K

(C) La chaine (X,) est apenodique.

La condition (C) est vérifice st par exemple:

(C’) 3n, eN* tel que P"i (x,.) ~ p pour tout x.

Les conditions (B) et (C’) peuvent étre remplacees par des conditions plus fortes mais
plus pratiques:

ProrosiTioN |. — Les conditions (B) et (C’) sonr vérifiées si:

(a) @ est bornée sur tout compact.

(h) Pour toute suite x, de limite x,, il existe une sous-suite x, telle que f,. (v) converge
presque partout vers une densité ]',o(v) strictement positive.

Sous I'hypothése (B) la chaine (X,) est p-irréductible; clle admet alors une -mesure
excessive (¢f. [11]) qu'on notera mn; dans le cas ou (X,) est ergodique nt sera sa probabilite
invariante.

Pour les définitions des différentes notions qu'on utilise on pourra se reporter a [6].
(71, [8). [11] et [12].

Les resultats énoncés dans la présente Note sont démontrés dans {3}

0249-6291/85/03010889 '$ 2.00 © Académie des Sciences

C.R.U9BRS, 2 Semestre (T 30D Série 1 67



890 C. R. Acad. Sc. Paris, t. 301, Série I, n® 19, 1985

II. ETUDE DU cAs VECTORIEL. — La condition (B) permet d’utiliser un résultat de [12]
pour obtenir le:

THEOREME 1. — Si (B) est vérifiée et s’il existe M >0, n>0 et s>0 tels que:
(2) Elo(X)+e, [ S|x['—n
pour

|x|>M et sup El@(x)+g, ,|"< =<,
IxIsM

alors (X,) est récurrente positive.

Remarque 1. — Si pour s=<1 et |x]>M on a:
lo) [ =s|x|—A avec A>supEleg, ,|° et sup |@o(x)|<oo,
x jx1s™M ¢

alors (2) est vérifiée. Cela correspond au résultat de Doukhan-Ghindes [2] dans le cas
€. n=€, et s=1.

La condition du théoréme 1 porte sur le moment de )c,_,,
contrainte dans le cas ou Eg, ,=0. On a alors le:

3

: on peut lever cette
x.n

THEOREME 2. — Si Eg,
grand la propriété:
(3) vVK=>0, 3K’ tquue‘(p(x)‘>K' = I(p,«(.\‘)l>K

=0 et (B) et (U) sont vérifiées et si ¢ posséde pour ]\i asse:z

n

pour toute composante ¢; de ¢, alors s’il existe M >0 et >0 tels que:

(4) Sle. )< Y |xi|—n pour |x|>M et sup |@(x)|<oco.
fxisM
la chaine (X)) est récurrente positive.

Pour la démonstration on applique les résultats de [12] en se plagant dans chacun des
24 triedres de RY.

Comme conséquence on a:

ProrostTion 2. Sous les conditions du théoréeme 1 ou du théoréeme 2 la chaine X st
T-récurrente.

Ce resultat permet "¢tude de Pergodicité géomeétnque de (X,). On se référe a [6] et
[13] pour les résultats de base sur l'ergodicité géométrique des chaines de Markov
Harris-récurrentes ct apériodiques. Dans [6] 1l est montr¢ en particulicr que si (X,) est
une chaine de Markov Harris-récurrente, aperiodique, géométriquement ergodique et de
probabilité invariante n alors:

fﬂ(dx)“ P"(x,.)—mn||=0 (p"),

ou p<1 et ||.|| désigne la norme en variation.

Une telie propriété entraine que le processus (X,) est fortement mélangeant avec un
coefficient de mélange convergeant vers zéro géométriquement [9]. Ce type de propriété
est utile pour I’étude statistique de (X,) ({1}, [4]).

Le résultat qui suit donne un critére d’ergodicité géométrique de (1).

THEQGREME 3. — Si (B) et (C) sont vérifiées et s’il existe M>0, s>0 et p<1 tels que:
5 Elo(x)+e, [*<p|x] pour |x|>M
et

sup Ejo(x)+¢, ,|'<oo,
[x1sM
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alors (X,) est géométriquement ergodique et © admet un moment d ordre s.

Remarque 2. Si supEle, ,[*< a0, alors (5) est équivalente a: |@(x)|<p]|x| pour
x| >Met sup |e(x)|<w.

fxfs™

Remarque 3. - Dans le cas ¢, ,=¢", la condition d’ergodicité géométrique connue
jusqu’ict est celle de [2]: ¢ bornée.

Sous I'hypothése (I} le théoréme 3 peut étre amélioré; on obtient:

Taeoreme 4. - Si (B), (C) et (1) sont vérifiées et s’il existe M >0 et A>(1/a)log C
tels que
(6) lo(x)|{<|x|-A pour |x|>M e sup |o(x)|<oo,

fx|sM

alors (X)) est géométriquement ergodique et m admet une transformée de Laplace sur
[ —a, d].

HI. Cas scarairr. - Dans ce cas la relation d’ordre sur R permet d’affaiblir les
conditions etablies dans le cas vectoriel.

On suppose (U verifice et Eg, ,=0. On obtient alors:

Throrr s S Sous la condition (B), s'il existe deux applications affines 1(x) et m (x)
decroissantes et deux constantes A >0 et M >0 tels que:

sup | (x)] <~

PxisM
el powr v N
I(m(x))<x pour x>0,
m{(x))=x pour x<0,
(7) 1(0) <0, m(0)>0,
mx)Sp(x)=x—A pour x>0,

x+AZe(x)sl(x) pour x<0,

v

dalors la chaine (X)) est récurrente positive.
Pour I'ergodicite géométrique on a:
THEOREME 6. - Sous les conditions (B) et (C), s’il existe deux applications linéaires [(x)
et m(x) décroissantes et deux constantes M >0 et p<1 tels que.

sup |@(x)|<o

IxisM

et pour | x|>M:

[(m{(x)<px pour x>0,
(%) m{(x)>px pour x <0,
mix)<o@(x)<px pour x>0,
( px<e(x)<l(x) pour x<0,
alors la chaine (X)) est géométriquement ergodique et n admet un moment d ordre 1.
1V, EXeMpPLES DE MODELES DE TYPE (1). — 1. Considérons le modéle [10]: l
(9) X,=aX, ,+bX,. e +ce +de}+f,
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avec a, b, ¢, d, e, / des nombres réels et e, des variables aléatoires réclles indépendantes
de méme lot et de densité strictement positive.

On suppose le modéle centré: EX, =0, Ee, =0, E(de? +/)=0.

Dans [10]. Tuan Dinh Pham et Lanh Tat Tran établissent qu'une condition suffisante
d’existence d’une solution de (9) stationnaire et de carré intégrable est:

(10) a’+h?Eel <.

En fait, on pcut facilement vérifier les conditions (B) et {(C') avec np=n, =2 pour le
modele (9); ce qui en appliquant le théoréme 3 montre que, sous la condition (10), (X))
est géomeétriquement ergodique et sa probabilité invariante admet un moment d’ordre 2.

2. Soir le modéle [5]:

(ll) Xlzexl I+Y1Xr 1+T1.-

ou BeR. (v,) et (n,) sont des suites de variables aléatoires indépendantes de méme loi et
indépendantes entre elles. On suppose que n, admet une densité strictement positive et
un moment d ordre s. Ici également les conditions (B) et (C’) sont verifices avec ng=n, =1
ct par conséquent sous la condition: E|v,+6]'<1 la chaine (X,) définie par (11) est
géomeétriquement ergodique et sa probabilité invariante admet un moment d’ordre s.

Remise le 197 juillet 1985, acceptée aprés révision le 21 octobre 19KR35.
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PROBABILITES. — Conditions suffisantes d existence et d ergodicité géométrique des
modéles bilinéaires. Note de Abdelkader Mokkadem, présentée par Robert Fortet.

Considérant des modéles bilinéaires donnés par des équations :
’ Q r

L]
X, =Y a;X,_.;+e,+ Y be,_,+3 Y b,;X,_,_,e,4

i=1 Jj=1 j=1 =0

on étabht des conditions suffisantes d’existence, d'ergodicite et d’ergodicite géométrique de (X,).

PROBABILITY THEORY. — Sufficient conditions for the existence and geometric ergodicity of bilinear
models.

Starting from the equations:

14 Q [ 4

L]
Xo=Y )X, ;+e+ Y bie ,+ 3 ¥ byXi-j-ilmn

=1 j=1 k=1 j=0
we obtain sufficient conditions for the existence, ergodicity and geometric ergodicity of (X,) for this kind of

bilinear models

I. INTRODUCTION. — On consideéere le modele bilinéaire :
P q Q P
(1) Xo= Y a;X, ,+e+ Y bie, + 3 ¥ b,X vl s
j=1 j=1 k=1 j=0

ou ¢, est unc suite de variables aléatoires réclles indépendantes et de méme loi.
Tuan Pham Dinh{3] 2 montré qu’on pouvait écrire ce modéle sous la forme :
, Z,=AZ,_ ,+BZ,_,e +Ce +Del+E.
(2 X,=H'Z,_, +e,
ol Z, est un processus vectoriel de dimension n=Max (p, ¢+ P, Q+p), les matrices A,
B et les vecteurs C, D, E étant fonctions des paramétres du modéle (1).

Quand e, est indépendantde {Z,_,, Z, _,, ... }, (2) est une représentation markovienne
de (1). Le probléme de I'existence d'une solution stationnaire Z, est abordé dans 1] ou
une condition suffisante, portant sur le moment d’ordre deux de e,, est établie.

Dans la présente Note, on montre que : sous la condition Elog|A +Be,|<0, le modéle
(2) admet une solution stationnaire; de plus si E]A+Be,|’<l et s<1, la solution est

géométriguement ergodique.

II. EXISTENCE.

TueoreME 1. — Si E|log|A +Be,|| <00, alors une condition suffisante pour 'existence
d'une solution Z, strictement stationnaire de (2) est :
(3) Elog|A +Be,|<0.
On a de plus :
(4) Z,=Ce,+Del+E+ ) ([]'(A +Be,_j))(Ce,__+De,2_,_+E).
mz21l \j=1
Preuve. — On peut voir que, sous les conditions du théoréme, toute solution de (2)

doit vérifier (4). On voit également que si le terme de droite de (4) existe, il vérifie (2). Il
suffit par conséquent de montrer que la série de terme général :

M, =[](A+Be,_)(Ce, _,,+Del__+E) convergepresquesirement.
j=1

0249-6291,85/03010375 § 2.00 © Académie des Sciences
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Mais :

log|M,,|< Y log|A+Be,_;|+|Ce,_,.+De’, +E]|.
i=1
Par la loi des grands nombres on obtient :
lim sup|M,_ |""<exp(Elog|A +Be,|) <1 presquesirement.

Ce qui donne la convergence voulue.
Remarques. — 1° L'écriture (4) montre que e, est indépendant de {Z,_,, Z,_,, ... } et
donc Z, est markovien.
2° Si1 Ele,|’<oo, r>0, on a par I'inégalité de Jensen :
I|A+Bel,<! = Elog|A+Be|<0.

III. ErGobpiciTE. — On considére le modéle (2) avec A, B, C, D, E scalaires et Z, la
solution définie par (4).

On suppose que :

(A) e, admet une densité f (x) >0 presque partout.

(B) E|e,|*<o0 ou O0<s<1.

Sous la condition(A), {(Z,) est une chaine de Markov p-irréductible, apériodique, p
etant la mesure de Lebesgue, et sa loi de transition P(x, .) est fortement continue.

THEOREME 2. — Sous les conditions (A) et (B), s’il existe s"<s tel que EIA +Be,l"< 1,
alors la chaine (Z,) est ergodique et récurrente.
Preuve. — On a E|A+Be,|* <1 pour tout s"<s’, on peut donc prendre s’ <s/2 de

sorte que E (e?)" existe. On applique maintenant les théorémes 4.2 et 4.3 de Tweedie[5]
avec g(x)=|x|*; on obtient :

(5) J Px. dp)g(3)~g(x)+ SEJA+Be, " [ x!" + EICe, +Del +FPP | x"+1,

ce qui, pour | x| assez grand, est negatif.

Le reste est simple a vérifier.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme 2, la chaine{Z,) est Harris-récurrente.

Preuve. — En utilisant le lemme 2.2 de [5] on peut montrer que la chaine(Z,) est
p-recurrente. Comme (Z,) est ergodique de probabilité invariante nt il s’ensuit, d’aprés
Orey {2], que (Z,) est n-récurrente et donc Harris-récurrente.

THEOREME 3. — Sous les hypothéses du théoréme 2, (Z,) est une chaine géométriquement
ergodique et sa probabilité invariante admet un moment d ordre s” =Inf(s’, s/2).

De plus, il existe p<1 tel que :

Jn @dx)|| P (x, )—=||=0(p").

ou ” H H = sup J.p {dy) h (y) pour toute mesure p.

Thi<ix|®”
Preuve. — On utilise le résultat de Nummelin-Tuominen [4] pour montrer que tout

compact est un petit ensemble. .
On choisit ensuite £>0 tel que E[A +Be,[* " <1—e<1 et on définit g(x)=|x|*"
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On obtient :

J.P(x, dy)g () —(1—¢€)g(¥) <0,

pour | x| assez grand.
Les résultats de [4] et [6] permettent alors de conclure.

Remise le 17 juin 198S.
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Mixing properties of ARMA processes

A. MOKKADEM

Abstract : Using Markovian method, we obtain a simple sufficient condition

for a multivariate ARMA process to be geometricaly completely regular.

1. Introduction

Let (Y (t)) be a stationary random process in D%Q ; denote by Ak

tell
the 0¥algebra generated by {¥(t) ; -=»<t <k} and by Ak those generated
by {Y(t) ; k <t <e}, Following Davydov [2], we define the complete regula-

rity coefficient for k>0 by :

B(k) = E {sup |P(B/A )-P(B)|}.
B eAk

is completely regular, if 1lim B(k) = O,

k>

1
We shall say that (Y(t))t e 12

and that (Y (t)) is geometricaly completely regular if there exists p,

tell
0 <p <1 such that B(k) = O(pk).

Another mixing coefficient is the strong mixing coefficient defined by :

a(k) = sup{|P(A nB)-P(A).P(B)]| ; AeAO, BeAkL

It iseasy to see that a(k) <B(k) ; so that complete regularity implies
strong mixing. The mixing properties are very useful in asymptotic statistic.
Itis then of interest to obtain conditions for a process to be completely

regular or strong mixing.
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Ibragimov and Rozanov [4] obtain conditions for linear gaussian process
to be strong mixing ; the one dimensional linear process without gaussian
hypothesis, is studied by Gorodetskii [3] andWithers [10]l. In [7] Tuan D. Pham
and Lanh T. Tran show that under Gorodetskii's conditions, the multivariate
linear process is completely regular.

In the present paper, using another approach, we obtain a simple condition,
different from that of [7], for a multivariate ARMA process to be geometricaly

completely regular.

2. Main result

We assume that the process (Y(t))t 1z satisfies the ARMA equation :

P Q
(1) J B(i)Y(t-i) = ) A(k)e(t-k)
i=0 k=0

where B(i) and A(k) are real matrices with respective dimensions £ x2
and & xr ; B(0) = Id ; e€(t) is a sequence of independent identicaly dis-

tribued random vectors in IRr and Ee(t) = O.

For z €@ we define the matrices

c i Q k
P(z) = ) B(i)z and  Q(z) = ) A(k)z
i=0 k=0

and assume that :

(C) The absolute values of the zeros of the polynome det P(z) are strictly

greater than 1
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With this condition, the equation (1) has a unique stationary solution :

[e]

(1) Y(t) = ) c(j)e(t-3)
3=0

Our main result is

THEOREM 1. If the probability law of e€(t) is equivalent to the Lebesgue

measure on IR, then the processus Y(t) <is geometricaly completely regular.

o . . L
Similar result can be written for ARMA processes in @ . Now we state the

problem in Markovian form. For this we use the following lemma :

LEMMA 1. (Akatke [1]) Let x = Max(P,Q+1) ; there exists a Markovian chain

X(t) in WS, such that :

1l

(2) X (t) F.X(t-1) + Ge(t)

Y (t) H X(t)

where F, G, H are real matrices and the non zero proper values of F are
the inverses of the zeros of det P(z). Moreover X)), 5 18 stationary

and e(t) and (X(t-1),X(t-2),...) are independent.

The proof of lemma 1 uses equations (1) and (1'). It would be noted that
Akaike in his paper [1], assumes that £ = r and that the absolute values
of the zeros of det Q(z) are strictly greater than 1 ; by this assumption
€(t) 1is the innovation of the process Y (t). However, this assumption is not

necessary because in the proof of Akalke it suffices to take conditional
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expectation with respect to the o-algebra generated by {e(t),e(t-1),...}
in place of the o-algebra generated by {Y(t),Y(t-1),...}.
Clearly, using lemma 1, we see that if X(t) 1is geometricaly completely

regular then theorem 1 is nroved.

In lemma 1, the matrices F, G, H obtained from (1) and (1'}) are of par-
ticular form. We donot need this and shall prove the following more general

result :

THEOREM 1'. Let (x(t)) be a stationary random process in RY  such

telZ
that :
(3) X(t) = F X(t-1) + G1€1(t)+...+Gr€r(t)
and :
i) Gy,...,G_ are vectors in R and F is a k-dimensional real square
matrice ;
i) e(t) = (e (t),...,e (8)), tell, 18 a sequence of independent identicaly

distribued random vectors in IR- and e(t) and {X(t-1),X(t-2),...}

are independent ;

iii) the probability law of €(t) <s equivalente to the Lebesgue measure

on W' and there exists a real number s>0  such that :

Ele(t)]% <o ;

iv) the absolute values of the proper values of F are strictly smaller

than 1.

Then X(t) <s a geometricaly completely regular process and a geometri-

caly ergodic Markov chain.
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3. Proof of theorem 1'

To prove theorem 1', we need the following lemma that appears in another

form in [5]

LEMMA 2. Let X(t) be a Markov chain in a subspace E of R with tran-
sttion probability P(x,.) ; assume that :
n

. * . . o) .
i) Hno €eIN  such that, for every x 1in E, P (x,.) <<py , where p 18

the Lebesgue measure on E ;

ii) for every compact K and measurable set A in E such that u(a) >0,

there exists an integer n, zn_ such that :

™
Inf P " (x,A) >0 ;
xXeK

iii) there exists a positive function g, defined on E, and real numbers

A>0, B>0, M>O0, 0 <8 <1 such that :

8g(x) <g(x)-1 for |x| >m
E(g(X(t+1)) [X(t) = x) <8g(x) for |x| >M

B<E(g(X(t+1))|X(t) = x) <A for [x| <M.
Then the Markov chain X(t) 18 geometricaly ergodic. Moreover, if X(t)
18 a stationary random process, then it is geometricaly completely regular.
Proof. By i) and ii), X(t) is jp-irreductible and aperiodic. Let w be a

subinvariant measure and K a compact in E, then

(4) p(K) >0 => 0 <7 (K) <,
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To prove (4) we note that m >>yu and then m(K) >0.
Moreover, ©® and u being o-finite, we can find A such that
u(a) >0 and w(A) <= ;

but by ii) there exists n, such that :

4
b = Inf P (x,A) >0 ;
x€K
so that :
!
m(a) 2/ m(dx)P " (x,A) 27 (K).b
E

and then 1w (K) <=,

Now by (4) we can take compact with non zero u-measure in the ergodicity
criteria of Tweedie [81 : iii) implies that the chain X(t) is ergodic.

We denote also by 71 its invariant probability.

By (i) and (ii) we obtain that the chain is T-recurrent and that m and u
are equivalent ; consequently the chain X(t) is Harris-~recurrent and by
(ii) the compacts K such that p(K) >0, are small sets as defined by
Nummelin and Tuominen [ 6]. We can then use geometric ergodicity criteria of
[6]. The condition iii) implies that the chain X(t) is geometricaly ergodic.

The first part of the lemma is proved.

Assume now that (X (t)) is a stationary process. m is then the proba-

telZ
bility law of the random variable X(t).

But by Nummelin and Tuominen [6], there exists p, 0<p<l, such that
) n
[r(@x) || P%(x,.)-7]] = 0™

where ]|.[| is the total variation.

In anotherway, Davydov [ 2] shows that

B(n) = [w(ax) || P"(x,.)-7]

Then (X(t))teZZ is a geometricaly completely regular random process.
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Now, we study the space of values of the process X(t) defined by (3)
and its transition probability.

For this, denote by E the real vector space generated by :

{Fka ; p =20, 1sksr} ;
and let m be the smaller integer such that {Fka ; 0<ps<m, 1<k<r} gene-
rate E.
We have then
Lemma 3. X(t) ¢E almost surely and <f P(x,.) s the transition probability
. . +1 . .
of the chain (X(t)) In E then ™ (x,.) s equivalente to the Lebesgue
measure in E.
Proof. Let Vji ; j=1,...,u , i =1,...,yj ; be a Jordan basis ; that is to
say a basis of ck such that
FV.,, = p.V. and for 1 >1 FV.,., = p.V.., + V., .
51 - P3751 ’ ii ~ P3T5d j.i-1
where Pyre--sp, are the proper values of F (not necessarely distinct).
k
Let B = {Ul”"’Uv} be a real basis of E. We complete B in & , by

using the vji ordered in the following mean

J <3
(j,i) <«(3',1i") if or
j=3' and i<i’

. . k . )
we obtain then a basis of @ , {Ul,...,Uv,Uv+l,...,Uk} with the following
property :

for k <v, FUk cE
(5) for k >v, FUk = okUk+w , where Py is some proper value
F and We<U,,...,U >,

1 k-1
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Assume now that :

X(t) =a,(t)U

1 +...+av(t)UV + av+1(t)Uv +...+a (t)Uv

1 +1 v+p

+p

with p >0 and av+p(t) # 0 (the ak(t) are random variables). Clearly

a i tationa rocess.
V+p(t) is a s i Xy p s

But by (3) and (5)

a (t+1) = p (t)
p

a
v+ v+p v+p

and, because lpv+p| <1, we h =2 necessarely :

< (t) = 0 almost surely ;
v+p

so the first part of the lemma is proved.
Now the equation (3) gives

r
X(t+m) = F7x(e-1) + ] (e, (DF'G

+...+€_ (t+m)G, )
k=1 k k

k

+
Let L : HRr(m 1)-+E defined by :

L(e(t),...,e(t+m)) =

m
. (e, (t)F G +...+sk(t+m)Gk)

1 k k

I o~k

Clearly L 1is onto and linear.
Then the probability law of L(€(t),...,€(t+m)) is equivalente to the

Lebesgue measure in E.

+1 m+1 .
Now, Pm (X,.) 1is the law of L(e(t),...,€ (t+m))+F X and then is
equivalente to the Lebesgue measure in E.
. +1 S .
Note that P (x,.) 1is obtained by a translation and then it is a conti-

nuous function of x. 1§

Now we go to :

Proof of theorem 1'. We apply lemma 2. Clearly, using lemma 3, i) and ii) of

lemma 2 are satisfied.

For iii) we take the function g(x) defined as follow.

v Yy
% Z Oij_ Vji . put :

For x€E, x =
j i=1
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v
g(x) = [i + ]
j:

where B8 1is such that ]ojls + }pj| <g <1 for every j.

Now write
Ge (t)+...+G e (t) =] 8. V. , (the 6. are fixed linear
171 rr i3 Ji J1 Ji

functions of el(t),...,er(t)).

We have

E(g(X(t+1))|X(t) = x)

E(g(F(x)+ ) 855 Vi)

i It
[ g Yg" | I(Yj—i)Bl o] s
< 1+ ( D p.a, +a, . |+|e.] e, f)]
j=1 i=1 7 I3t Iy
v Y371 (v,-1)8 s
E ; S, . S,
* [j£1(i£1 IDJI | Jll+| JYjI{]

< £% g(x) + A.

Now clearly lim g(x) = +=.
. xl*w

And then for 6 <1, 8 >£s , there exists M >0 such that for |x| >M

£5g(x) + 4 <8g(x).

The theorem 1' is then proved.
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PROPRIETESDEMELANGE DES PROCESSUS
AUTOREGRESSIFS POLYNOMIAUX

Abdelkader MOKKADEM

Résumé

On étudie le mélange des processus (Z )neZ stationnaires en loi
n

dans TR et vérifiant une équation de récurrence
re )
n
od ¢ est une application polynomiale de degré un relativement a 2

n-1

et (en)nez est une suite de variables aléatoires i.i.d. dans nf“. On

obtient des conditions suffisantes simples pour que le processus (2 ) %
' n’ ne
soit géométriquement absolument régqulier. Au préalable on établit un

théoréme de continuité de 1l'image d'une mesure par une application

polynomiale. Les résultats s'appliquent aux processus ARMA et aux processus

bilinéaires.
Abstract

We study the mixing of law stationary processes (Zn)n€z in IRP
satisfying an eguation

2, = d)(Zn—l'en)
where ¢ 1is a polynomial application with deg ¢ = 1 relatively to
VA and (e ) is a sequence of i.i.d. random variables in Hfj.
n-1 n' nez

We obtain simple sufficient conditions for (2 ) to be geometricaly

n nez

absolutely reqgular. To obtain this conditions, we first prove a continuity
theorem for the image of a measure by a polynomial application. The results

apply to the ARMA processes and to the bilinear processes.

Mots-Clés : Processus autoregressifs ; processus stationnaires markoviens ;
processus bilinéaires ; processus ARMA ; ergodicité géométrique ; régularite

absolue géométrique.

Classification AMS 1985 : 60G10 ; 60G99 ; 60J27 ; 62M10 .
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I - INTRODUCTION

. . . . s d
Soit (Xn)n 4 un processus stationnaire en loi, & valeurs dans 1R
€

k

Notons a la tribu engendrée par { } et a celle

K Xr R ¥opr e

engendrée par {Xk'xk+1'xk+2""} . Pour obtenir des résultats asymptotiques
sur le processus (Xn)nez on est souvent amenés & supposer que les tribus
k ) Lo .
ao et a sont asymptotiquement indépendantes quand k devient grand.
Les hypothéses de mélange sont un des moyens de modéliser cette
indépendance asymptotique. De nombreuses notions de mélange ont été

introduites. Citons, sans étre exhaustif, les mélanges définis a partir

des coefficients suivants.
Le coefficient de mélange fort (M. Rosenblatt [31])

a = sup{|P(AnB) ~P(A).P(B)|, Aca_ , Beak}.

Le coefficient de mélange uniforme (I.A. Ibragimov et Y.V. Linnik [13])

b, = sup{ |P(B|A) -P(B)| , Aeca, , B eak} .

Le coefficient de régularité absolue (appelé par Y.A. Davydov [5]

coefficient de régularité compléte)

B, = E sup{[P(Blao) -P(B)]| , Bcak} .

Le coefficient de p-mélange [13]

Py = sup|E(n.v)| , le sup étant pris sur les variables
aléatoires n et v vérifiant : n est ao—meSurable, v est
k
d -mesurable,
2 2 .
En = EV =1 et Eﬂ= =0

Le coefficient de i-mélange (J.R. Blum, D.L. Hanson et
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L.H. Koopmans [3])

P(AnB) _
P(A) .P(B)

sup{ | 1], Aca, . B ca’} .

Y

Le processus (xn) sera dit fortement mélangeant (resp. unifor-

nez
mément mélangeant, absolument régulier, i-mélangeant, p-mélangeant) si

la suite ak(resp. ¢k' Bk ' wk ’ ok) converge vers zéro.

Notons qu'a partir des définitions, on peut obtenir les inégalités :

1/2
a SB SO S P oo <207

de sorte que, par exemple, le mélange uniforme ou la régularité absolue

implique le mélange fort.

Sous des hypothéses sur la vitesse de convergence des coefficients
de mélange, de nombreux résultats asymptotiques sur le processus

(X ) ont été obtenus..On peut consulter, & titre d'exemples [10] , [13] ,

n"'ned
[33], [34] et [40].

Cependant, il n'est pas toujours simple de donner des conditions
suffisantes pour qu'un processus soit mélangeant, ni d'avoir la vitesse
de convergence du coefficient de mélange. Une premiére approche de ce
probléme concerne les processus linéaires. I.A. Ibragimov et Y. Rozanov
[14] font une étude systématique du mélange des processus linéaires
gaussiens. Pour le cas linéaire non gaussien et unidimensionnel,

V.V. Gorodetski [9] et C.S. Withers [39] établissent des conditions
suffisantes de mélange fort. T.D. Pham et L.T. Tran [26] montrent que ces
conditions impliquent en fait la régularité absolue de (Xn)n€2 et cela

sans que xn soit unidimensionnel.
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La deuxiéme approche est une approche markovienne. On suppose que

Xn)n % est un processus stationnaire markovien. Un tel processus est
€

construit a partir d'une chaine de Markov homogéne (X') qui posséde
p n’ n20 P

une loi de probabilité invariante mw . La loi de Xrl est alors 7 et la
loi de (Xn ,...,Xn ) est donnée par la propriété de Markov (voir

1 k
M. Rosenblatt [30]). La chaine (X’)nZD est dite fortement mélangeante

(resp. uniformément mélangeante, absolument réguliére, ) -mélangeante,

-mélangeante) si le processus (X ) est fortement mélangeant (resp.
P g b n’ nez D

uniformément mélangeant, absolument régulier, P -mélangeant, p-mélangeant).

Des conditions sur la chaine (Xg) donnent alors des propriétés de

n=>0
mélange de (Xn)nez . Le premier résultat de ce type est le suivant
(J.L. Doob [8]) : si une chaine de Markov est Doeblin-récurrente alors

elle est uniformément mélangeante et son coefficient de mélange uniforme
converge vers zéro géométriquement. Dans [5] , Y.A. Davydov fait le lien entre
la récurrence au sens de Harris et la régularité absolue. Le mélange fort

et d'autres types de mélange sont étudiés par M. Rosenblatt [30]

Dans le présent article, nous abordons le probléme de la maniére

sulvante.

On suppose que le processus stationnaire en loi (Xn)nEz admet

une représentation markovienne polynomiale. Nous entendons par 1l& que

(i) il existe une suite de variables aléatoires i.i.d. (en)n 7 a valeurs
€
m
dans TR et un processus stationnaire en loi (Zn)n 2 a valeurs dans
€
R tels e et z . i indé ;
que e { ne1Zn_0" } soient indépendants

(ii) 1l existe un entier k >0 , une application polynomiale ¢ de

Héjx Bfl dans Hg) et une application mesurable | de 1Rp<2k+1) dans
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IRd tels que

(1.1.) Zn = ¢(Zn_1,en)
(1.2.) Xn = w(zn—k'zn-k+1""'zn+k)
Il est clair que (Zn)nez est un processus stationnaire markovien et sa

probabilité de transition P(z,.) est la loi de probabilité de
¢(z,en) . Comme exemples de processus admettant une représentation
markovienne, citons les processus ARMA (H, Akaike [1]) et les processus

bilinéaires (T.D. Pham [27]). Observons que si le coefficient de mélange

de (Zn)neﬂ converge vers zéro, le coefficient de mélange correspondant
pour (xn)nez converge aussi vers zéro et celd avec la méme vitesse ;
de sorte que 1l'étude du mélange de (Xn)nez se raméne a celle du mélange
d .

€ (zn)nez

Ce travail est donc consacré & 1l'étude des processus stationnaires

en loi et satisfaisant une équation du type (1.1).

Nous montrons dans la section 4 que, sous des conditions simples sur

la loi de probabilité de e et sur l'application ¢ , le processus

(zn)nez est absolument régulier avec un coefficient de régularité absolue

qui tend vers zéro géométriquement.

Pour les processus bilinéaires, on obtient par exemple, le résultat

suivant
Soit (Xn)n€2 un processus bilinéaire d'ordre p,q,P,Q et
d'équation
P
(1.3.) X=§a.x.+e+§b.e .+§ be, e
n 2y 3 n3 n PR I (e B =0 kj n-j-k n-k
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Soit

2
(1.4.) Z = AZ + BZ e +Ce +De +E
n n-1 n-1 "n n n

sa représentation markovienne [27]

Supposons que

a) e admet une densité de probabilité f telle que l'ensemble {£>0}

soit un ouvert contenant zéro.
b) 31s>0 tel que
2s s
E[enl <o et E HA-+Ben|| <1

Alors le processus bilinéaire (Xn)nez d'équation (1.3) est absolument
régulier et son coefficient de régularité absolue tend vers zéro

géométriquement.
Notre plan de travail est le suivant.

Dans la section 2, nous établissons un critére de mélange géométrique pour
une chaine de Markov dont l'espace des états est un sous-espace d'un espace

topologique séparable et dénombrable a 1'infini. Ce critére portera

en particulier sur les probabilités de transition Pk(z,.) ; mals ces
probabilités pour le processus (Zn)nez défini par 1l'équation (1.1),
apparaissent comme des probabilités images de la loi de (el,...,ek)

par des applications polynomiales.

Cela nous conduit a étudier dans la section 3, 1l'image d'une mesure par
une application polynomiale. Nous montrons en particulier le résultat

suivant.
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Soit Y (z,x) une application de classe C1 de M xV dans

W od M et W sont des variétés algébriques (A5) contenues respecti-

n n
vement dans IR ! et 1R 2 + V est une variété algébrique lisse (A13)

n
contenue dans IR 3 ; on suppose que Y est polynomiale en x .

Soit 6 une mesure positive réguliére sur V absolument continue par rapport a
une mesure lebesguienne sur V (voir J. Dieudonné [7]) et 6, son

image dans W par l'application Y (z,.).

Alors, si z, est tel que l'image de V par w(zo,.) contienne un ouvert

non vide dans la partie réguliére de W , on a :

(1.5) lim inf ez(A) 26 _ (A) pour tout borélien A de W ;
z+z %5

de plus, si 6 est une mesure finie, alors :

(1.5") lim ez(A) = ez (a) pour tout borélien A de W .
z+z o
o

Ce résultat est une extension du théoréme de continuité de la translation

ol Y est de la forme Y(z,x) = z+x

Les outils utilisés dans la démonstration sont le théoréme de Sard
(J. Dieudonné [7]), le théoréme de la fibre localement triviale (A26)

et le théoréme de résolution des singularités (A27).

Indépendamment du présent article, ce résultat de continuité de

Gz posséde un intérét en soi.

Dans la section 4, nous déterminerons, sous certaines conditions,

1l'espace des états du processus (zn)nea défini par 1l'équation (1.1) ;

celd nous permet alors d'établir des conditions suffisantes simples pour
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que ce processus soit géométriquement absolument réqulier. En plusdes résultats

de la section 3, l'outil utilisé dans la section4 est le théoréme ergodique.

La section 5 est consacrée aux processus ARMA vectoriels et aux
processus bilinéaires ; la condition que nous obtenons pour les processus
ARMA est nettement moins restrictive que celle que nous avons obtenue
dans [18] et [19] ; on notera en particulier que la loi de probabilité
du bruit en qui intervient dans 1l'équation (1.1) ne sera pas nécessairement

. m .
absolument continue dans 1R puisque notre hypothése sera que e est a
C oy s S . - e m
valeurs dans une variété algébrique qui peut étre distincte de IR et

m
donc de mesure nulle pour la mesure de Lebesque sur 1R .

Enfin pour la commodité du lecteur, nous avons regroup€é dans un
appendice, les notions et résultats de géométrie algébrique réelle que
nous utilisons ; les références notées (Ai) renvoient donc a cet

appendice.

II - UN CRITERE DE MELANGE GEOMETRIQUE

Pour les différentes notions sur les chaines de Markov que nous
utilisons dans cette partie, on pourra se reporter & [24] , [25] ,[29] et

[(35] .

Soit (Zn)n>0 , une chaine de Markov & valeurs dans un sous-espace
S d'un espace topologique M séparable et dénombrable a 1l'infini. M est

muni d'une mesure positive U , 0O-finie, non triviale, finie sur tout

compact et telle que

(2.1) u(s) >o .
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Le théoréme qui suit donne un critére d'ergodicité géométrique (voir
E. Nummelin et P. Tuominen [24] pour la définition) et de régularité

absolue géométrique de la chaine de Markov :

(z )

n’' n20
puand (zn)n>0 admet une probabilité stationnaire, on notera encore
(2 ) , le processus stationnaire markovien construit avec cette probabilité

n nez

stationnaire et la probabilité de transition (voir M. Rosenblatt [30]).

Théoréme 2.1

Soit P(z,.) la probabilité de transition de (Z) oo

Si les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) Pour tout compact K de M et tout borélien A dans S de
u-mesure nulle, 1l existe un entier n tel que :

rlO

P (z,A) =0 pour tout =z dans KnS
(H2) Pour tout compact K de M et tout borélien A dans S de

u-mesure non nulle, 7l existe un entier n, tel que :

1

™y
Inf P "(z,A) >0
zeKnS

(H3) Il existe une fonction g positive sur S , un compact K de M

et des nombres réels A>0 , B>0 , 0<p<1 tels que :
(1) HKNS) >0

(ii) E(g(z )lzn=z)sg(z)-1 si z¢KnS

n+1

(iii) E(g(Zn+1)lZn=z)Spg(z) si z¢KnsS
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(iv) B<E(g(z_ )|z =z) <a si z€eKNS

n+1

alors la chaZne (Z) o est géométriquement ergodique et géométriquement
absolument réguliére, de plus le processus stationnaire markovien

Z Srifie :
( n)neZ vérif

E(g(Zn)) <

Démonstration

Notons Ug la restriction de u a S

7

a - La chaine (Zn)n>0 est us—irréductible grdce a 1l'hypothése (H2)

elle est aussi apériodique. En effet, supposons qu'elle ait une période

d>1 ; il existe alors des sous-ensembles non vide de S , C1 ' C2,..., Cd

tels que (S. OREY [25])

= 1 <3 <d-
(2.2) P(z,Ci+1) 1 si z eCi et 1<i<d-1
(2.3) P(z,Cl) =1 si z eCd
(2.4) us(s-uci) =0

Un des ensembles Ci est de Mg-mesure non nulle ; par exemple C

Prenons aeC, , beC, et K = {a,b} .

1 2

D'aprés 1l'hypothése (H2) , il existe un entier n, tel que

n nl
(2.5) P 1(a,C1) >0 et P " (b,C,) >0

Mais, puisque la chaine est de période d , on a alors
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(2.6) n1=m1d et n1 = mid +d-1 avec d4>1 ;

ce qui est impossible car n, ne peut pas avoir deux restes différents

dans sa division euclidienne par d .

b) - (Zn)n étant us-irréductible, il existe une mesure sur S excessive

20
(subinvariant en anglais), 0-finie, non triviale, qu'on notera 7 et

qui domine y_ (N. Jain et B. Jamison [15]).
O

Soit K un compact de M ; aon a alors

(2.7) us(l() >0 => 0<7T(KNS) <o |

En effet, M(KNS) >0 est évident puisque 7 domine u_ ; d'autre part

S

T et U étant o0-finies, on peut trouver un borélien A de S tel

que

(2.8) US(A) >0 et T(A) <> .

On applique 1'hypothése (H2) & K et A :
n

(2.9) 3n1 e N, tel que b = Inf P 1(z,A) >0 ;
KnS

on a alors :

n
(2.10) T(A) 2 J"rr(dz) p l(z,a)

v

m(KnS).b

et donc

(2.11) TKNS) <b L m(A) <o
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L'implication (2.7) nous permet d'utiliser la classe K des ensembles de la
forme KnS , avec K compact de M et u(kKnS) >0 , dans le critére
d'ergodicité de R.L. Tweedie [35] . L'hypothése (H3) implique alors que

la chaine Z est sitive-récurrente.
( n)n€2 po

Notons encore T sa probabilité invariante.

c) - m™ ps

I1 suffit de montrer que us domine T .
Soit €>0 et A tel que uS(A) =0 .

Prenons un compact K de M tel que :
(2.12) m(S-K) <g ;

(il en existe puisque M est dénombrable a 1'infini et w7 est une

probabilité).

D'aprés l'hypothése (H1) , il existe un entier n, o tel que

n
(2.13) P o(z,A) = 0 pour tout zeKnS ;
mais
no n

(2.14) T(A) =J m(dz) P  (z,A) +J m(dz) P °(z,A)

S-K KNS
et donc
(2.15) m(A) £ T(S-K) <¢

€ étant arbitraire, on conclut que T(A) = O .
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d) - La chaine (Zn)nZD est Harris-récurrente et les ensembles de la
classe K sont des petits ensembles au sens défini par E. Nummelin et
P. Tuominen [24] . En effet, d'aprés le lemme 2.2 de R.L. Tweedie [36] :

si ué(A)> O , il existe un borélien N(A) de S de }_.-mesure nulle

S
tel que :
(2.16) F(z,a) =1 pour Zz €S ~-N(A) ;
ou
[ o]
(2.17) F(z,A) = P(z, U (Zn €A))

n=1

Il nous faut montrer que F(z,A) = 1 pour =z eN(A) ; soit donc z eN(A) ;

pour le compact {z} , il existe un entier ng tel que

n
(2.18) p °(z,N@R)) =0 .
On a
no n
(2.19) F(z,A) 2P °(z,A) +J P °(z,dy) Fly,A) ;
S-A

n
la mesure P o(z,dy) est nulle sur N(A) et pour y£N(A) on a

F(y,A) = 1 ; par conséquent :

n n
(2.20) F(z,A) 2P °(z,a) + J P %z, dy) =1 .
S-A

La chaine est donc Harris récurrente.

D'autre part comme T7VH , l'hypothése (H2) entraine que les ensembles

de la classe K sont des petits ensembles.

e) - La chaine étant us-irréductible, apériodique et Harris-récurrente,
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on peut appliquer le critére d'ergodicité géométrique de E. Nummelin et
P. Tuominen [24] ; 1l'hypothése (H3) permet alors de conclure que la chaine

est géométriquement ergodique.
2) o g q godiqg
On utilise maintenant les résyltats de R.L. Tweedie [36] pour conclure

2z
que pour le processus ( n)neZ ’

(2.21) E(g(z ) <=

Enfin, E. Nummelin et P. Tuominen montrent également qu'il existe & <1

tel que
(2.22) J‘n(dz) HPn(z,.) -l = o (g
oia ||.|| désigne la norme en variation ; mais d'aprés Y.A. Davydov [5] ,
le coefficient de régularité absolue de (Zn)neZ est
n
(2.23) B(n) = j\)(dz) lp"(z,.) - v

ou V et la loi de probabilité de zn ; dans notre cas VvV = T et on
conclut donc que (Zn)nez est géométriquement absolument régulier.

Le théoréme est démontré []

Dans les hypothéses (H1) et (H2) du théoréme 1, les probabilités

n . . cy < .
P (z,.) 1interviennent ; on constate par itération que pour le processus
(Zn)n€2 vérifiant (1) , les lois Pn(z,.) sont les images de la loi de
probabilité de (el,...,en) par des applications polynomiales paramétrées

par z . L'étude de ces lois images fait l'objet de la section qui suit.
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II - IMAGE D'UNE MESURE PAR UNE APPLICATION POLYNOMIALE

En général, l'image de R" dans R par une application polynomiale
est un ensemble semi-algébrique D de dimension plus petite que p
(théoréme de Tarski-Seidenberg (A22)) ; par conséquent la mesure de D
dans i est souvent nulle et donc on ne peut pas toujours utiliser 1la

mesure de Lebesgue dans n#’, comme mesure de référence.

=

On est ainsi amené & munir D d'une mesure lebesguienne

(J. Dieudonné [7]).

La forme la plus générale du probléme qui nous intéresse serait
donc la suivante : étant donnée une application polynomiale ¢ d'un
ensemble semi-algébrique D1 dans un autre D2 , quelles sont les propriétés

de 1'image par ¢ d'une mesure 6 sur D1 absolument continue par rapport

4 une mesure lebesguienne ?

Cependant, si V et W désignent les fermetures pour la topologie

de Zariski (A3) de D1 et D2 , on a

dim V = dim D1 et dim W = dim 02 R

de plus ¢ est aussi définie sur V et l'image de V par continuité est
contenue dans W ; on ne perd donc rien a la généralité en prenant des

ensembles algébriques & la place d'ensembles semi-algébriques.

D'autre part un ensemble algébrique est réunion finie de variétés
algébriques ; l'image de 6 par ¢ peut donc &tre étudiée en regardant
l'image de 6 par la restriction de ¢ & chaque variété:. Pour ne pas
alourdir le texte de la présente section, nous supposerons donc que

8 est une mesure définie sur une variété algébrique.
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Enfin, les variétés algébriques ont l'avantage sur les ensembles
semi-algébriques de posséder la propriété de stationnarité des suites
croissantes (A10) et nous serons amenés justement a étudier dans la
section 4 une suite d'applications polynomiales dont les images constituent
une suite croissante d'ensembles semi-algébriques contenus dans né’;
une telle suite n'a pas de propriété de stationnarité ; par contre si ces
ensembles semi algébriquesAsont irréductibles, la suite de leurs fermetures
pour la topologie de Zariski sera stationnaire, c'est-a-dire constante,

a partir d'un certain rang.
Nos hypothéses de travail dans cette section seront les suivantes

(3.1) M,V ,W sont des variétés algébriques contenues respectivement

nl ml [}
dans IR , R et IRp et de dimensions respectives n,m et p .
(3.2) V est lisse (Al13)

(3.3) ¢(z,x) est une application de classe C1 de R x RV dans

R , polynomiale en x et vérifiant
¢(MXV) cW .

(3.4) Chaque variété algébrique X est munie d'une mesure réguliére
ux obtenue en munissant le lieu régulier Rx de X (A 12) d'une mesure

lebesguienne convenable [7] ; cette mesure est prolongée par zéro au

lieu singulier Zx de X .Une telle mesure est construite dans [17] .

(3.5) 8 est une mesure positive réguliére sur V, absolument continue par
rapport a My et sa densité a pour ensemble de positivité E . L'ensemble de posi-

tivité d'une fonction f mesurable désignant l'ensemble {f >0} .

(3.6) Pour z €M , la mesure image dans W de 6 par l'application
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¢z = ¢(z,.) est notée ez . Noter que Gz peut prendre des valeurs infinies) .

Notre premier résultat est un théoréme d'absolue continuité de 62
pour z fixé ; pour simplifier 1l'écriture nous omettrons provisoirement
1'indice =z ; on suppose donc que ¢ est une application de V dans W

et 1'image de 6 est notée 6°'.

Théoréme 3.1

St ¢ est une application dominante (A 23) de V dans W , alors
6' est absolument continue par rapport d ., et sa densité a pour

ensemble de positivité ¢(E).

Démonstration

Notons que m=2p car ¢ est dominante (A 23)

Soit Zw le lieu singulier de W ; le lieu régulier Rw = w-—Zw

est une variété analytique (A 12). On se raméne a Rw de la maniére

suivante. Tout d'abord par construction de Mg on a

(3.7) (L) =0

-1 - . .
d'autre part ¢ (Zw) est un fermé de Zariski dans V et :

(3.8) dim ¢'1<zw) <dim v ,

car sinon on aurait V = ¢_1(Zw) (A 9) et ¢ ne serait pas dominante ;

on a par conséquent

(3.9) uv(cp'1 () =0
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et donc :
_1 p— L] p—
(3.10) 6 (¢ (Zw)) =0 (Zw) =0 .

Au vu de (3.7), (3.9) et (3.10) on peut restreindre ¢ a v1 =V-9¢ (Zw)

V1 est un ouvert de Zariski et donc en particulier une sous-variété

analytique ouverte de V .
Soit
(3.11) G ={xev, , rg d¢_<p} ,

G est un fermé de Zariski dans V1 , de dimension strictement inférieure

4 m car ¢ est dominante ; on a donc

(3.12) UV(G) =0 ;

d'autre part, le théoréme de Sard (J. Dieudonné [7]) donne
(3.13) uw(¢(G)) =0

et donc puisque ¢ est dominante

(3.14) pw(¢(V)-¢(V1-G)) =0 .

Soit maintenant xeV,-G ; c'est un point régulier de ¢ ; par conséquent

1
il existe des voisinages ouverts U et U' respectivement de x et

¢ (x) , un ouvert U" de R" P et un difféomorphisme ) de U sur

U' xU" tels que le diagramme suivant soit commutatif

U__Q..__;Ul

(3.15) R Aoj.

Ul qu
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ou proj. désigne la projection (M.Q. Pham [28]).

En procédant ainsi pour chaque x dans VI—G-, on obtient un recouvrement

ouvert de VI—G ; comme V1-G est une variété analytique, par

paracompacité on peut extraire un sous recouvrement dénombrable (F. Warner
[37]) que nous noterons (Ui)ienq , de sorte que chaque U, verifie (3.15).

Nous noterons ¢i la restriction de ¢ a Uy

Pour établir notre résultat, il suffit de montrer que si A est un borélien

de W alors

(3.16) 8'(a) = O<=> uw(Ar1¢(E)) o

On a

(3.17) 8'(A) = 0 <=> e<¢“1(A)) =0

<=> 8(¢ 1 (a) nu;) =0 VieN

<=>]JV(¢—1(A) NU; NE) =0 VieN

(la. deuxiéme équivalence provient de (3.9) et (3.12) , la troisiéme des

hypothéses sur 0).
Mais :

-1 -1 . ~
(3.18) ¢ () nU NE=¢ (ANG(E)) od E =EnU, ,

et donc (3.17) devient :

(3.19) ' (a) = 0 <=> uv(¢;1(An $(E)) =0 VieN

<==> uwGu(Proj-l(AnMEi))) =0 VielN



- 78 -

od Uy est la mesure de Lebesgue sur n§r1>; on obtient alors
(3.20) 8'(A) = 0 <=> uw(Ar1¢(Ei)) =0 VieN

<==> uw(Arw¢(E))= (o]
car d'aprés (3.14), uw(¢(E)) = uw{u ¢(Ei)} .

1

Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque 3.1

L'hypothése ¢ polynomiale sert & montrer (3.9) et (3.12) ; le théoréme

est donc encore vrai dans le cas ou V et W sont des variétés de classe
(e o]

c”, ¢ est de classe C et l'ensemble des points critiques de ¢ est

de uv—mesure nulle.

Nous revenons maintenant au cadre que nous avons défini au début de cette

section. Pour continuer nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1

On suppose que m=p . Soit z  un point de M et (z ) une suite de
points de M convergeant vers z, s alors il existe une sous—suite (z))

possédant la propriété suivante

(3.21) pour tout point régulier X de ¢, et tout voisinage U de
o

X dans V , 1l existe des voisinages ouverts U cvu de X, s Ué

de Y, = ¢z (xo) dans W et un entier N tels que pour tout n 2N
(]

¢, soit un difféomorphisme de U, sur un ouvert de W contenant
n

U’
o .
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Démonstration

La difficulté provient du fait que z peut étre un point singulier de
M . Pour résoudre cette difficulté nous utilisons le théoréme de résolution

des singularités de Hironaka (A 27).

Il existe donc une variété analytique réelle M de méme dimension que M

et une application analytique propre et surjective ¢ de M sur M .

-1
Notons B = (zo) la fibre au dessus de z i B est compacte puisque

£ est propre.
Définissons 1l'application (Z,x) de MxV dans MXxW par :
(3.22) V(z,x) = (2,$(2(2),x)) ;

soit 20 un point de B , comme M est lisse et Y, est un point
régulier de W par hypothése, il s'ensuit que (2O,yo) est un point
régulier de MXW (A 14) ; on peut alors vérifier facilement, par le
critére du jacobien que (io,xo) est un point régulier de Y ; en effet

ce jacobien est de la forme suivante :

1 O..... o :
° 1 1D, 980, .))
J = : . : (zo,xo)
. o .
Oevnnn. o1
o 5 (Dx ¢z )x
. o o

comme par hypothése (Dx ¢z )x # 0 , on voit donc que J # O . Il existe
o "o
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donc un voisinage ouvert UO<:U de X+ un voisinage ouvert MO de z

dans M et un voisinage ouvert Lo de (zo,yo) dans MxW tels que
P soit un difféomorphisme de ﬁo xUO sur LO . LO contient un ouvert
de la forme ﬁ% xUé ou ﬂé et Ué sont des ouverts contenant respectivement

zo et y0 .

Soit 2<gﬂo ; 11 est clair que 1l'ensemble

(3.23) U, = {yew ; (2,y) eLO}

est un ouvert et que est un difféomorphisme de UO sur Ué ;

%0 (2)

d'autre part si Ze Mé , alors Ué contient Ué . Nous avons donc montré

que :

(3.24) il existe des voisinages ouverts Uo<:U ’ ﬂé et Ué respectivement
de X, dans V , de 20 dans M et de Y, dans W tels que pour tout

é ’ ¢2(2) soit un difféomorphisme de Uo sur un ouvert de W

contenant Ué

Soit maintenant une suite zn convergeant vers zo dans M ; on peut
supposer que la suite z, est dans un compact K . Choisissons maintenant

une suite zn dans M telle que

(3.25) LWz ) =2z_ ,

comme Q—I(K) est compact (£ est propre), on peut extraire une sous-

suite z, telle que 2z soit convergente ; soit 20 sa limite. 20 est

n
dans B par continuité ; on lui applique le résultat précédent (3.24) et

on garde les mémes notations. A partir d'un rang N , iée:ﬁ; et donc

¢2(2,) = ¢z' est un difféomorphisme de UO sur un ouvert de W contenant
n
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Ué ; Ce qui termine la démonstration.

Nous étabtlissons maintenant la premier résultat de semi continuité.

Lemme 3.2

On suppose que m=p . Soit (z ) une suite de points de M de limite

z, s st les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) ¢, est dominante,
o

(ii) 7q sutte (z ) posséde la propriété (3.21) ;

alors pour tout borélien A de W :

lim inf 8 (A) 26 (A)
z z
n o

Démonstration

a) Soit X €V , un point régulier de ¢z ; le point Yo = ¢Z (xo) est
o o

un point régulier de W et par continuité pour =z voisin de z
y = ¢z(xo) est aussi un point régulier de W . D'autre part, toujours

par continuité, pour =z voisin de z, ona:
rg (D ) =
95 ¢z X p

et donc, dans un voisinage de z ¢z est dominante et d'aprés le
théoréme 3.1 ez admet une densité gque nous noterons fz . Nous nous
placerons constamment dans ce voisinage dans toute la suite de la

démonstration.

b) Soit S 1la fermeture de Zariski de 1l'ensemble des valeurs singuliéres

de ¢z ; d'aprés le théoréme de Sard algébrique (A 24)
o



- 82 -

(3.26) dim S<p et uW(S) =0 .

On peut donc se limiter dans la démonstration aux boréliens contenus dans

1'espace W1 = W-S qui est un ouvert de Zariski lisse dans W .

Maintenant, d'aprés le théoréme de la fibre localement triviale (A 26),
il existe un fermé de Zariski 2Z , de dimension strictement plus petite

que p et tel que tout point Y, de W, -Z posséde un voisinage sur

1

lequel les fibres de ¢z sont de cardinal constant fini et égal a :

o

-1
card ¢z (yo) .

o
Comme UW(Z) = 0 , on se place donc dans w2 = wl-z qui est encore lisse.
Soit maintenant

-1

(3.27) H = {yew2 , card ¢z (y) = o} ;

o

par. définition de 82 on a :
(3.28) 92 (H) = 0 ;

encore une fois on peut donc se limiter aux boréliens' contenus dans

W2—H qui est un ouvert de W par application du théoréme de la fibre

2

localement triviale (et par conséquent une variété analytique).

. -1 .
c) Soit yezwz—H et s = card ¢z (y) ; notons XpreeerXg les points
o

-1 . - . - - .
de ¢z (y) . Ce sont des points réguliers de ¢Z grdce a notre construction
o o

de w2 . On peut donc trouver des ouverts disjoints Ul""'Us voisinages

respectifs de XpreorXg dans V de sorte que ¢z soit un difféomorphisme

o
de Uj sur un voisinage Ué de y et que
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S
(3.29)  (n U

on prendra de plus des Uj relativement compacts.

Maintenant en utilisant deux fois la propriété (3.21) on peut choisir les

U. de telle fagon qu'il existe un voisinage ouvert Ué de y et un

entier N tels que

(3.30) pour n>N , ¢z est un difféomorphisme de Uj sur un
n
ouvert contenant Ué

et ¢z est réguliére sur Uj pour tout j=1,...,s ;

n
(3.31) ¢z est un difféomorphisme de Uj sur un ouvert contenant Ué
o
et ¢z est réguliére sur U. pour tout j=1,...,s ;
o J
-1 s
(3.32) ¢ "(U'Yc u U, .
z o .
(¢} j=1

d) Soit maintenant A un borélien contenu dans l'ouvert Ué construit

dans c¢) ; nous allons montrer que
(3.33) lim inf 6 (A) 26 (Aa)
%n %5
Notons ¢ . la restriction de ¢ a u,,j=1,...,s
Zn:J Zn J

D'aprés la construction faite en <c¢) on a

-1 S
(3.34) 6. (@) = u ¢ (@A)
B



- 84 -

et
-1 S 1
(3.35) ¢ (Ad)> u ¢~ L(B) ;
4 . zZ ,]
n j=1 n
donc
v -1
(3.36) 6. (&) = ] 6(¢_~ .(A))
z . z ]
o j=1 o
et
: -1
(3.37) 6. A= ) 6(d  .(B)) ;
z . Zz 4]
n j=1 n
ce qui donne
= -1 -1
(3.38) 6, (&) = .Z j h(y) £(¢, ,j(y))IJ (¢, ,j"d“w
(o) j=1 ’A o o
et
2 -1 -1
(3.39) 6, (&) 2 _Z f h(y) f(¢>Z ,j(y))lJ (¢, 'j)lduw
n j=1 ‘A n n

oi J est le jacobien, f 1la densité de 6 et h wune fonction positive
qui ne dépend que des mesures lebesguiennes choisies sur V et W (plus

exactement sur V et la partie réguliére de W)
Notons sur Ué :

S
(3.40) g, ) = ) hy) £, cwn e, O
n j=1 n’J n'J

comme en fait les relations (3.38) et (3.39) sont vraies pour tout borélien

A contenu dans Ué , on a
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(3.41) f =g et £ 2g p.-p. sur U' ;

ou fz est la densité de ez . Pour montrer (3.33) il nous suffira donc
n n
de montrer que :

(3.42) lim J g, (y) duw = f g, (y) duw ;
n A n A o
pour cela soit € >0 ; l'espace des fonctions continues sur u Uj étant
J
dense dans l'espace des fonctions absolument intégrables pour u, sur
v U. , on peut trouver une fonction positive continue f sur vy U,
j j
telle que
(3.43) J |£-£]au, <e
u Uj
J

on a alors

f - ~ -
J |f<¢z1 ()£ (y))”J 1lh(y)duw
1 A nlj n'j

S
(3.44) IJ g, (y)duw-J g, (Nau,|< ]
A n A o j=

S
) J 'E(¢;1 (y))—f(¢;1 (y))‘lJ'l,h(y) du,
=1 ‘A 0,3 0,3

s
~ -1 -1 -1 -1
+ z ” f(¢ (W)P bﬂﬂ&ﬂ-[f% (W)P 'MWdu'
. z . z_ ., W
j=1 A n,j A o,j
les deux premiéres sommes a droite de (3.44) se raménent par changement

de variable a des intégrales sur V et sont majorées chacune par € grace
a (3.43) ; la troisiéme somme converge vers zéro par le théoréme de

~

convergence dominée utilisé avec la mesure h(y)duw . En effet, £ est

s - - ~
bornée sur v Uj et f(¢z1 (y)) <sup £ ; d'autre part d'aprés (3.30)
j=1 n,j

et (3.31) on voit que si z ~est dans un voisinage compact de z . IJJ
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est minoré par une constante strictement positive et par conséquent

|J—1| est majorée ; ce qui permet de conclure la démonstration de (3.33).

e) Pour passer maintenant a un borélien quelconque A de w2-H , On commence
par recouvrir w2-H par des ouverts Ué construit en chaque point

y'ewz—H comme cela a été fait en c). Comme W2-H est une variété
analytique, on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable qu'on notera
u' . Tout borélien A de W, -H eut s'écrire comme réunion

Uox) xem 27 P

disjointe de boréliens

(3.45) A= U A

keIN k

ou Ak<:U(;k pour tout ke IN; la relation (3.33) valable pour chaque

Ak permet alors de conclure que

(3.46) lim inf 6 (A) 26 (A) ,
n zO

ce qui termine la démonstration du lemme 3.2.

Nous allons maintenant établir le théoréme de semi continuité que nous
avons annoncé. Nous restons toujours sous les hypothéses introduites en

début de section. On a

Théoréme 3.2

Sott z €M tel que ¢, soit dominante ; alors pour tout borélien A
(o]
dans W on a :

(3.47) lim inf ©6_(A) 26 (Aa) ;
z VA

27z (o]
o
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de plus si 0 est une mesure finie, alors :

(3.48) lim ez(A) = 62 (a)

zZrZ o
o

Démonstration

Pour m=p , (3.47) est une conséquence des lemmes 3.1 et 3.2 . En effet,

soit :

(3.49) Y = lim inf 6_(A) ;

2>z
o

il existe une suite (zn) convergente vers z telle que

(3.50) lim ez a) =v ;
n

on utilise le lemme 3.1 , pour extraire une sous-suite (zg) possédant la

propriété (3.21) ; d'aprés le lemme 3.2 on a

(3.51) lim inf 8_, (A) 26 _ (A)
n zO

ce qui en vertu de (3.50) donne

(3.52) lim inf GZ(A) =v26 (A)
2~z %5
o
Supposons maintenant que m>p . Soit Fl' F2,..., Fk des polyndémes
engendrant 1'idéal de la variété V ; soit _¢; ,¢2 ,...,¢§ les
o % o
composantes de l'application polynomiale ¢z . S1 x = (xl"°"xm')

o
est un point régulier de ¢z dans V , alors la matrice jacobienne
o
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P
(5 5F 3¢% 3¢z 3
o o
8T(x) ..... 5;—(){) ™ (X) eeen- ™ (x)
1 1 1 1
J ( =
o, ™
fe)
. D'
oF oF o a¢z
—L x = 0 =2 & © (%)
ox_, 9xX_, ') S 9x_,
| m m m m )

est de rang m'-m+p (A 21) ; elle a donc m'-m+p lignes indépendantes.

Soient i1'i2""’im—p les indices des autres lignes ; posons
(3.53) Pp(z,x) = (¢(z,x),xi PXy e X )
1 2 m-p
et
(3.54) wZ(X) = (d)z(x);xi lxi /---lxi )
1 2 m-p

1Y 1Y

m— -
est une application polynomiale de V dans WX IR et Wx R
2 pp

o

est une variété algébrique de dimension m (A 14).

Comme (x) est un point régulier de W , il s'ensuit que
2 p g

o
P (x) = (¢Z (x),xi RS ) est un point régulier de WwxR' P,
%5 o 1 m-p
D'autre part la matrice jacobienne de wz est de la forme
o
O 3
J (x) = |J 1
by ¢,
° 1
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oi less 1 apparaissent sur les lignes i1 ,12 ,...,im_p . Par conséquent :

(3.55) rg wz (x) =m' ,
o

ce qui signifie que x est un point régulier de wz (A 14) et 1l'application
o
wz est par conséquent dominante. Si on note maintenant 6; 1'image
o
de @ par wz , on a en vertu de (3.52)

(3.56) lim inf 9'(A') 286' (A")
z z,

m—
pour tout borélien A' dans WxTR' P.

Mais il est clair que ez est une marginale de 6; et en particulier

pour tout borélien A dans W on a

. - a m-p
(3.57) 6, (a) =8, (AXR ©)

ce qui donne par (3.56)

lim inf QZ(A) ZGZO(A) ;

ce qui achéve la démonstration de (3.47).
Pour démontrer (3.48), posons 6(V) = ¢ ; il est clair que ez(W) =c

pour tout zeM . Soit A un borélien de W et A' son complémentaire

dans W .(3.47) donne

(3.58) lim inf GZ(A') >0 (A'")
zz %5
(e}
d'ou
(3.59) lim inf (C—GZ(A)) >2c-0 (A)
i A zo

(e]
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et donc

(3.60) lim sup GZ(A) <6_ (A)
Z>Z ZO

(o]

ce qui combiné a (3.47) donne (3.48).

Le théoréme 3.2 est donc démontré [

Remarque 3.2

. . . P n m
Dans la pratique, on a une application ¢(z,x) définie sur IR x IR
et on s'intéresse a un voisinage de z, - On regarde alors la fermeture

]
de zariski W de ¢_(R") (ou ¢ (V) , V variété dans R ) ; si
o S
zg posséde dans une sous variété de 1R un voisinage ouvert M tel

que ¢>z(]Rm')c W pour tout 2z eM , alors on peut obtenir des résultats
de semi-continuité (ou de continuité) quand 2z reste dans M . Si ce
n'est pas le cas, la situation peut étre pathologique comme le montre
l'exemple simple suivant : ¢ est une application de R ><IR2 dans

]R2 définie par :
2
(3.61) $(z,X,Y) = (X,X +2)

2 C oy s o .
les ensembles q)Z(JR ) sont des variétés algébriques et constituent une

famille de paraboles translatées l'une de 1l'autre.

Remaraue 3.3

L'hypothése ¢z dominante est importante méme si ¢ est polynomiale.
o

Exemple : soit ¢ 1l'application polynomiale de IR2>< IR dans IR

définie par
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= (22422- ;
(3.62) ¢(zl,22,x) = (zl+z2 1)x+1 ;
1'image de ¢Z est IR quand z = (21'22) n'est pas sur le cercle
d'équation zf+z§—1 = 0 et elle est réduite au point {1} sinon ; il

est clair qu'on n'a pas de continuité de l'image d'une mesure aux points

z du cercle unité.

Cet exemple suggére la question suivante : 1l'ensemble des points zg ou

Gz ne vérifie pas (3.47) est-il de My ~mesure nulle dans le cas ol
e}

¢ est polynomiale en z et x ? La réponse est positive.

Proposition 3.1

St ¢ est une application polynomiale de MxV dans W et s'il existe
z €M tel que ¢, soit dominante, alors l'ensemble des z pour
O

lesquels n'est pas dominante est contenu dans un ensemble algébrique
q , p g

de dimension strictement inférieure 4 la dimension de M .

Preuve

Elle est simple. Soit z tel que

(3.63) rg(D¢>z)X <p pour tout xeV ;

comme ¢ est polynomiale, cela signifie que 2z annule pour chaque xeV
des polyndémes J yeeerd . Considérons l'ensemble des zéros dans M

1,x S,X

de ces polyndmes indexés par x ; on obtient un ensemble algébrique M1
dans M . Si dim M1 = dim M on aurait alors M1 = M et donc pour tout

z et tout x

(3.63) rg(Dd)Z)X <p ;
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celd est impossible puisque ¢z est dominant ; on a par conséquent
o

(3.64) dim M1 <dim M

ce qui conclut la démonstration.

IV - LE PROCESSSUS AUTOREGRESSIF POLYNOMIAL

4.1. Le modéle et son espace euclidien

On considére un processus (Zn)neT stationnaire en loi, a valeurs
]
dans H#) et vérifiant la relation de récurrence
.1 =
(4.1) Zoar = 9(Zprey)

(4.2) ¢ est une application polynomiale de RP x ®" dans TRY , de

degré un relativement & 2

n
(4,3) (en)nez est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs
s . . . m'
dans une variété algébrique lisse V de dimension m contenue dans IR

-}

et e  est indépendant de {2 . ,2  .,..
n n-1""n-2

(4.4) La loi de probabilité de e est absolument continue par rapport

a une mesure lebesguienne UV sur V et 1'ensemble de positivité E de sa densité
f est un ouvert non vide de V contenant le point zéro de R (1’ ensemble
de positivité de f est l'ensemble {f >0} et est défini & un ensemble

de -mesure nulle prés).

Hy

Sous ces conditions, il est clair que (Zn)nez est un processus markovien ;
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sa probabilité de transition sera notée P(z,.).

Le modéle (4.1) peut se réécrire

(4.5) Z = (A+% B6 en+1)Zn-+ z CG e

ou la sommation sur § est étendue & un ensemble fini

d'éléments non

]
nuls de nf] , A et BG sont des matrices p'x p' et CG et D sont

]
des vecteurs de Hg) ; si x = (xl,...,xm,) et
x(S est donné par x = x(Sl x<S2 xém'
nne p B T B Y
Si on itére l'équation (4.5) on obtient :
k 6 k-l
(4.6) z = I (A+IB_ee )z + )
n+1 j=O 66n+1j nkm=o
M L(en+1)
N §
oi L(e ) = L C.e_ +D
n § n
$
Nous ferons les hypothéses suivantes :
® m
(H,) 2z ., =L(e )+ ) [T (A+IB
1 n+1 n+1 m=0 §=0 s
et
X 5
lim I (A+2Z BG @ r1-+
k j=0 8 J

(H.,) Les valeurs propres de A sont de valeur absolue strictement

2

inférieure a 1

8

Notons que, puisque les e, sont i.i.d., 1l'hypothése

(8 reees8 )

§
(A+2 B5en+1

S

)L (e

§
5 en+1-j) L(en_m)] p-S.

)z = 0 p.s. pour tout 2z eRP .

(H,) implique que

1

)]
m
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e et {Zn_ 'z ...} sont indépendants.

1'“n-2'

L'hypothése (H2) nous servira dans la sous-section 4.2.

Les deux hypothéses (Hl) et (Hz) sont d'un usage courant en particulier
quand le modéle (4.5) est la représentation markovienne d'un processus

ARMA [1] ou d'un processus bilinéaire [27]

Diverses conditions impliquant (Hl) ont été établies pour les processus
bilinéaires (voir par exemple [21] et [27]) ; certaines d'entre elles
peuvent étre étendues sans grande difficulté au modéle (4.5). La plus simple

est la suivante

(Hi) 3s >0 tel que
ElL(e )|[®<» et E|a+IB e5||s<1
n s § "n
ou ”.|I désigne la norme d'application linéaire.

En effet, on a dans ce cas

k k
) s s
(4.7) E|l T A+IB e ) I°<E(T a+IB e 1S
j=0 P § "n+1-j j=0|l s § "n+l-j
k
< T (E|]]a+IB;e 15
5=0 5 § "n+1-j
par conséquent :
K 5
(4.8) lim T (A+Z% B, e )z =0  p.s.
Kk =0 P § "n+1-j

et la série
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o m
(4.9) J (I (a+Z B

e ., .) L(e__)) converge p.s. ;
m=0 j=0 s O J n-m

n+1

d'autre part, puisque (Zn) est stationnaire,

k
(4.10) I (A+Z BG e(S ) Z converge en loi vers zéro ;
j=0 s n+1-j n-k

on en extrait une sous-suite qui converge p.s. , la conclusion découle alors

de (4.6) et (4.9) .

Notons <A, B C6 , D> 1le plus petit espace vectoriel invariant par la

8 i

famille de matrices A, B6 et contenant la famille de vecteurs CG , D ;

il est clair d'aprés (Hl) que Zrl appartient presque sirement a

<A 'BG ;C6 , D> . Ce dernier sera appelé espace euclidien du processus

(zn)nez :

4.2. Le point d'attraction du processus ) .

On définit les applications polynomiales ¢k de Hg) X Vk dans R

par

(4.11) 6l (z,e) =d(z,e)

¢k(z,e1,...,ek) = 66" Y(z,e ),e) ;

.,ek_l k

1
notons alors que (4.6) s'écrit :

(4.12) z =tz e

n-k € )

n-k+1 ’* €n-k+2 """’ n+1

L'hypothése (HZ) va nous permettre de définir le point d'attraction
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de (z2)) suivant la trajectoire e =0 .
n nez n

L
D'aprés (4.6) on a pour tout =z dans ®r .

(4.13) ¢>k(z,o,...,0) = 2Kz 4 (z4a+. .42 D ;

ce qui donne d'aprés (H.)

2
. k -1
(4.14) lim ¢ (z,0,...,0) = (I-A) D
k
Le point :
-1
(4.15) T = (I-A) D
sera appelé point d'attraction de (Zn)nez suivant la trajectoire e = o .

La propriété essentielle de T est :

(4.16) $(T,0) =T .

4.3. La variété algébrique du processus ( 2 ez

Soit :
k k s =
(4.17) Dk =¢ (T,E) (E est l'ensemble de positivité de la densité de en);

1'égalité (4.16) entraine que la suite Dk est une suite croissante

d'ensembles ; il est facile de voir que (Hl) implique

(4.18) Z €

. . C k k k
Soit maintenant W la fermeture de Zariski de ¢ (T,V') ; comme V est

k
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irréductible (A 14) il en est de méme de W

k Mais d'aprés (4.16) (W)

k
est une suite croissante de variétés algébriques et par conséquent

stationnaire ; il existe donc un entier kO et une variété algébrique W

tels que :

(4.19) W=W pour tout k Zko .

La variété W sera appelée variété algébrique des états du processus

(Zn)nez

Il est clair que

(4.20) Znew p.s.

Notons aussi que d'aprés (4.16)

(4.21) Techw.

Comme on le constatera dans la suite la dimension de W sera égale a la
dimension de 1l'espace des états de (Zn)nez ; au sens ou cet espace des
états contient un ouvert non vide de la partie réguliére de W ou si l'on

veut sa fermeture de Zariski est W . Il nous a paru, par conséquent,

intéressant de donner un critére pour trouver la dimension de W .

Proposition 4.1

ST W = wk+1 alors W= W .
Démonstration
k k . .
Notons Hk = ¢ (T,V) (Wk est la fermeture de Zariski de Hk) ; on a
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alors
(4.22) Hk+2 = ¢(Hk+1,v)
< oW V)
et comme par hypothése wk = Wk+1 , on obtient :
(4.23) Hk+2<:¢(wk,V) '

mais par continuité de ¢ pour la topologie de Zariski, ¢(Wk,v) est

contenu dans la fermeture de Zariski de ¢(Hk,v) et comme

(4.24) ¢(Hk,V) = Hk+1

on obtient :

(4.25) B2 “Wei

et par conséquent

(4.26) Wk+2 CWk+1 ;

la suite (wn) est donc constante a partir de n=k [J

Cette proposition et le critére du jacobien (A 21) donnent un algorithme

. . . . , . m
simple pour déterminer la dimension de W ; dans le cas ou V = 1R ,

) le jacobien de ¢k(T,.) et n la taille du

si on note Jk(el,...,e X

k

plus grand mineur de Jk qui n'est pas identiquement nul, alors la

dimension de W est le premier n, pour lequel ne=n oo Dans le cas

N m g . . -
ot V # R , on utilise (A 21) , ou alors, ce qui revient au méme, on prend



- g9 -

m
un ouvert V1 de V difféomorphe a un ouvert U de IR par une

application analytique ¢1 (ce qui est toujours possible puisque V est

une variété analytique de dim m) . On note wk l'application de Uk

dans TP définie par
(4.27) K¢ ) = ¢ (T (x,)) ;
. 1] xl,...,xk = ¢ ,¢>1(x1),...,¢1 xk )

soit n la taille du plus grand mineur du jacobien de wk . qui n'est

. . k . . .
pas identiquement nulle sur U , alors la dimension de W est le premier

n pour lequel no=n g

Remarquons aussi, que si la dimension de l'espace euclidien est r alors

en vertu de la proposition 4.1, wr = W ; il est donc inutile de regarder

¢k pour k>r

k )3 . .
¢ (T,V') est une suite croissante

]

Enfin notons aussi que la suite Hk

d'ensembles semi-algébriques et n'est pas nécessairement stationnaire.

4.4. L'espace des états du processus 2) .z

Dans cette partie on va montrer que

(4.28) Zne u D pP-S..

On a tout d'abord le lemme suivant

Lemme 4.1.

Sous les hypothéses (H,) et () ona:

(4.29) P(Zne i Dk)> o)
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Preuve

a) Il est facile de voir en utilisant la définition des ensembles Dk que

pour tout entier g

(4.30) 03w v cw

et donc par continuité pour la topologie de Zariski
(4.31) oW, vd) cw

. r . r
b) D'autre part, a partir d'un rang roos ¢ (T,.) est dominante ; comme E
est un ouvert de Vr (E est l'ensemble de positivité de la densité de en),

r . . . . s
il s'ensuit que ¢r(T,E ) contient un ouvert W' de la partie réguliére

de W ; en particulier W' est contenu dans U Dk

k
Soit maintenant (el,...,er) un point de ET régulier pour ¢r(T,.) et
tel que
r
(4.32) ¢ (T,e. ,...,e ) eW' ;
1 r

il est clair que pour T' €W , T' voisin de T

r
(4.33) o (The,,...,e ) €W’
1 r
de plus encore par continuité, pour T' voisin de T (el,...,er) est
‘ . . r L
encore un point régulier de ¢ (T',.). On peut par conséquent trouver un

voisinage W' de T dans W , de sorte que pour tout T' dans W" ,
r, ., .r . . . . .
¢ (T',E') contient un ouvert de la partie réguliére de W qui est contenu

dans lJDk
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c) Soit maintenant K un compact de W tel que
(4.34) P(Zn €K) >0

(cela est possible puisque Zn €EW p.s.)

Grace a l'hypothése (H2) et & (4.31) , il existe un entier gq tel

que

(4.35) ¢q(z,o,...,0) €W" pour tout =z €K

- +r +r . . - s
et par conséquent ¢q (z,Eq ) contient un ouvert de la partie régulieére

de W qui est contenu dans uD, ; d'aprés le théoréme 3.1 on a alors

k

(4.36) Pq+r(z,u Dk) >0 pour tout z €K .
On a maintenant
‘ +
(4.37) P(z_ eud,) = |p(z) P (2, uD,)
n k k

zJ p(dz) P4*T (2, uD,)
K

ce qui est strictement positif en vertu de (4.36) ; le lemme est donc

démontré.

On a maintenant :

Théoréme 4.1

Sous les hypothéses (Hl) et (Hz) on a :
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(4.38) P(ZnelJDk) =1

Démonstration

Notons (Q,A,P) 1l'espace de probabilité sur lequel sont définis (2 )

n'nez
. < i.i.d., 1 Z ) i
et (en)nez (en)nEZ étant i.i.d., le processus ( n)n€z est ergodique
en tant que fonction de (en)nEZ d'apreés (Hl) (voir Y. Rozanov [41] ;

dans son ouvrage Y. Rozanov utilise le terme métriquement transitif pour

désigner 1l'ergodicité).

Le processus (Zé) = (Z_n) qui est fonction de €, = (e_n) est également

ergodique.
Soit maintenant

(4.39) Rn = luD (Zn) ;

le processus (Rn) est encore ergodique et on a

ne#
(4.40) q = P(Rn=1) = P(Z—n eUDk)
et
(4.41) q = E[R | = ER_

d'aprés le lemme 4.1 on a

(4.42) q>0 ;

et par le théoréme ergodique
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g 3N
(4.43) lim ﬁ-,z R_n+j =q p-S.
j=0
Soit Ql + l'ensemble des @ o0 la convergence (4.43) a lieu et 92

1l'ensemble des w tels que

(4.44) Zn(m) = Q)(Zn (w),en(w)) , ¥nez ;

-1
il est clair que

(4.45) P(Q1 nQ2) =1;

puisque pour tout u)sﬂl an , (4.43) est vrai et que g est non nul,

alors pour tout u)eQI an , 11 existe un entier jo tel que R_n+j (w) =1

o
et donc
(4.406) Z-n+j (w) euDk
o
c'est-a-dire
(4.47) Zn_jo(un euDk

ce qui signifie qu'il existe un entier k tel que
(4.48) z__ . () e ¢ (T,E
n-jg

mais d'aprés (4.44) on a-:

_ 4o
(4.49) z (W) = ¢ “(z__. (w),en_jo+l(w),-.-,en(w))

ce qui prouve que
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(4.50) Zn(w) €UuD pour tout u)te an

k

On conclut avec (4.45).

4.5. Mélange géométrique du processsus (2 ) nez

Nous allons montrer maintenant que sous 1'hypothése (H3) du
théoréme 2.1, (Zn)nez est géométriquement absolument régulier ; il nous

faudra pour cela vérifier que les hypothéses (H1) et (H2) du méme

théoréme sont satisfaites.

Théoréme 4.2

Sous les hypothéses (H,) , (H,) et (H;) Lle processus (2) . est

géométriquement absolument régulier et
(4.51) E g(Z) <o
n

(g étant la fonction intervenant dans (H3))

Démonstration

L'espace des états de la chaine (Zn) est uDk et on munit W d'une

mesure lebesguienne W -
Soit K un compact de W .

1 - Prenons un borélien A contenu dans lJDk et de uw-mesure nulle ;

en opérant comme dans la démonstration du lemme 4.1, on peut trouver un

entier g tel que ¢q(z,.) soit dominante pour tout =z dans K . Le

théoréme 3.1 dit alors que la mesure Pq(z,.) est dominée par uw et
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donc
(4.52) Pq(z,A) = 0 pour tout 2z dans K .

L'hypothése (H1) du théoréme 2.1 est ainsi vérifiée.

2 - Soit maintenant un borélien A contenu dans UDk et tel que

(4.53) uw(A) >0
il existe un entier k tel que

k .
(4.54) uw(A nDk) >0 et ¢ (T,.) est dominante.

. P . k
On va montrer qu'il existe une valeur réguliére de ¢ (T,.) Yo dans D, ,

telle que pour tout voisinage ouvert 1 de y, on ait :
(4.55) Uw(ufﬂA) >0 ;

. k
pour cela, soit G l'ensemble des points critiques de ¢ (T,.) ; supposons
que pour tout vy dans Dk—¢k(T,G) il existe un voisinage ouvert 1l de

y tel que
(4.56) W,Wna) =0,

. . k . . .
il s'ensuit que pour tout x dans E -G , il existe un voisinage ouvert

' de x tel que

(4.57) uw(cbk(T,ll') nA) =0 ,
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. L k .
On obtient ainsi un recouvrement ouvert de E -G dont 1l'image par
k k . k
¢ (T,.) est un recouvrement de Dk-¢ (T,G) ; mais E -G est un ouvert
de Vk , on peut donc extraire un sous-recouvrement dénombrable (para-
compacité). On obtient alors un recouvrement dénombrable (uj)jell de

Dk—¢k(T,G) tel que

(4.58) uw(ArWHj) =0 pour tout entier Jj .
Comme uw(¢k(T,G)) =0 par le théoréme de Sard

on en conclut que

(4.59) uw(Af1Dk) =0,

ce qui contredit (4.53) et prouve l'existence de la valeur réguliére Y,

cherchée.

Nous allons maintenant montrer qu'il existe un voisinage MO de T tel

que pour tout T' dans Mo
k
(4.60) ¢ (T',Ek) contient un voisinage ouvert de Yo

k
Pour cela, soit X, €eE tel que

. k
(4.61) 0 (T:Xo) = Yq
. P . k . .
xo est un point régulier de ¢ (T,.) ; en procédant maintenant comme dans
le théoréme 3.2 on peut choisir des indices i,,i, ,...,1 tels que

1772 km-p

l'application
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(4.62) ‘l} (X) = (¢k(T,X)yX. reeer X, )
T 1 lkm—p

k -
de V  dans WXkam P soit réguliére en X, -

Il existe alors un voisinage MO de T tel que pour tout T' dans Mo:

(4.63) wT,(Ek) contient un voisinage ouvert de

~

() o 1 1O

= (y_ /X, reeorX, )
,O
1 km-p

En effet, si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver une suite T
p n

k . .
convergeant vers T et telle que WT (E7) ne contienne pas de voisinage
n

ouvert de §o ; mais le lemme 3.1 appliqué a la suite Tn et au voisinage
k .
ouvert U = E de X permet d'extraire une sous-suite (Tﬁ) pour
k ~
laquelle wT,(E ) contient un voisinage ouvert de Yy, i ce qui est
n

contradictoire. Maintenant (4.60) se déduit en composant WT avec la

projection sur W
On conclut la démonstration de la maniére suivante. Grace a (Hz) , on

peut trouver un entier k' tel que

'

(4.64) ¢k (z,0,...,0) GMB pour tout =z dans K

et donc avec (4.60)

] ]
k+k 'Ek+k

(4.65) ¢ (z ) contient un voisinage ouvert de Y, pour

tout z dans K , ce qui donne en utilisant (4.55) et le théoréme 3.1 :

'
Pk+k

(4.66) (z,A)> O pour tout =z dans K
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et le théoréme 3.2 de continuité

1
(4.67) Inf 5K (2,A) >0
zeK

et donc (H2) est vérifige [J

Remarque 4.1

Nous n'avons pas donné de conditions entrainant (H3) pour garder toute

sa généralité au résultat ; cependant on peut vérifier que la condition
s

(Hi) entraine (H3) avec g(x)~= IXI +1 (i1 suffit de procéder comme

dans [201]).

Remarque 4.2

I1 faut noter, d'aprés la démonstration du théoréme 2.1, que la loi de

probabilité de Zn est équivalente a la restriction d'une mesure

lebesguienne sur lJDk et que le processus (Zn)nez est Harris-récurrent.

V - PROCESSUS ARMA VECTORIELS ET PROCESSUS BILINEAIRES

5.1. Processus ARMA vectoriels

Soit (Y)) 2 un processus stationnaire en loi, a valeurs dans TR
ne

satisfaisant 1'équation ARMA

i i
(5.1) | B Y = ) AK) e
i=0 1oy n-k

od B(i) et A(k) sont des matrices réelles de dimensions respectives

’
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Ix2 et Lxr ; B(O) = 1I4d ; (en)nez est une suite de variables aléatoires

.o - r
i.i.d. & valeurs dans R

Pour tout z €€ on définit les matrices

P » Q
(5.2) P(z) = J B(i) 2 Tet Q(z) = ) Ak 227K,
i=0 k=0

on fait maintenant les hypothéses suivantes :

<

(5.3) E]en| w

(5.4) Een =0

(5.5) det P(z) # 0O pour |z| >1

Sous ces hypothéses Yn s'écrit :

(5.6) Y = ) c.e . ;

en utilisant (5.1) et (5.6) H. Akaike [1] montre qu'il existe un processus

stationnaire markovien (Zn)nez a valeurs dans ngc avec k = Max(P,Q+1)
et tel que
. = +
(5.7) z =F2 _, +Ge,
(5.8) Y =HZ
n n

ol F,G,H sont des matrices réelles et :

(5.9) les valeurs propres de F sont des zéros de det P(z)

En fait dans sa démonstration H. Akaike éuppose que les zéros de det Q(z)
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sont en valeur absolue strictement inférieurs a 1 ; ce qui signifie que
(en) est 1'innovation de (Yn) . Cependant cette hypothése n'est pas

nécessaire ; il suffit, dans sa démonstration, de prendre les espérances

conditionnellement a la tribu engendrée par {en'en—l""} au lieu de

celle engendrée par {Yn’Yn—l""} .

D'aprés (5.8) le coefficient de mélange de (Y ) a les mémes propriétés

n ' ne#
que celui de (zn)nez ; les résultats de la section 4 s'appliquent
aux processus (Zn)nez . Les conditions (H1) et (H2) sont immédiatement
vérifiées d'aprés (5.3) et (5.9) ; la condition (H3) est aussi vérifiée

grdce a (5.3) et (5.9) en prenant la fonction g définie dans [18] et

[19] .

On a donc :

Théoréme 5.1

St la lot de e est dominée par la mesure lebesguienne d'une variété
217 e . r . e, e e, 4 ., .
algébrique lisse V dans R et st L'ensemble de positivité de sa densité
est un ouvert de V contenant zéro, alors (Yn) <z est géométriquement
n 7

absolument régulier.

Ce résultat améliore nettement celui que nous avions obtenu dans [18] et
[19] o0 on supposait que e avait une densité strictement positive
dans HJ.; dans le théoréme 5.1, si V = r" il suffit alors que 1'ensemble
de positivité de la densité de en soit unvoisinage ouvert de O dans IRI,’

et si V # R rey n'a méme pas de densité par rapport a la mesure de

Lebesgue sur Eg..
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5.2. Processus bilinéaires

Soit (Yn)n 4 un processus stationnaire en loi, réel satisfaisant
€

1'équation bilinéaire

§ % g E
(5.10) Y = a. Y .+te + b.e .+ ) b Y . e
n - - -— - -
j=1 J n-J n j=1 J n-j k=1 §=0 kj n-j-k n-k
3
ou (en)nez est une suite de variables aléatoires réelle i.i.d. et Eei'<w.

D.T. Pham [27] montre qu'il existe un processus stationnaire (Zn)nez

a valeurs dans IR° avec r = Max (p,P+q,P+)) tel que

2
(5.11) Z = (A+Be )Z + Ce + De + F
n n° n-1 n n
et
. = Z
(5.12) Yn H n+m-1

oi A,B,H sont des matrices, C,D ,F des vecteurs et m 1l'indice du

modéle.

Ici également les résultats de la section 4 s'appliquent ; on obtient :

Théoréme 5.2

Supposons que

(1) e admet une densité de probabilité dont l'ensemble de posttivité

est un vatsinage ouvert de zéro ;

(ii) les valeurs propres de A sont en valeur absolue strictement

inférieures a 1 ,
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(iii) 3Is >0 tel que E|en|2s <o et E HA+Bean <1

alors le processus (Yn)nez est géométriquement absolument régulier ;

de plus

ElY_|® <
n

Nous donnons maintenant deux exemples de variété algébrique des états
pour des processus (Zn) bilinéaires vérifiant une équation (5.11)

nez

de la forme :

(5.13) Z, = (A+Be )Z_ . + Ce  ;

on suppose que les hypothéses (Hl) et (H2) sont satisfaites et que
e admet une densité de probabilité positive sur tout IR ce qui est le

meilleur des cas.

Soit <A, B ;C>. l'espace euclidien de (Zn)nEZ et W sa variété

algébrique des états ; notons <A ; C> 1l'espace invariant par A et

engendré par C .
D'aprés (5.13) il est clair que le point d'attraction est le point O .

Notre premier exemple concerne le cas oi W = <A,B;C> .

Exemple 1

Proposition 5.1

ST <A;C> = <A,B;C> alors W = <A,B;C> .
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Démonstration

Elle est simple ; soit k = dim <a;C> , {C,AC,...,Ak—lc} est alors une

base de <A;C> ; l'écriture de la matrice D¢k(o,.) dans la base
k-1 . k
{c,ac,...,A” "C} et au point (0,0,...,0) de TR montre alors

facilement que
k

(5.14) rg(d¢ (0,.)) =k
¢ étant défini & partir de (5.13) par
(5.15) Zn = ¢(Zn_1,en)

) S .
et ¢ & partir de (4.11).
(5.14) implique que dim W = k , ce qui donne nécessairement :
(5.16) W = <A;C> = <A,B;C> .

Nous donnons maintenant un exemple simple oi W n'est pas égale a l'espace

euclidien de (Zn)nez .

Exemple 2
Prenons
o 1 © O O O 0]
(5.17) A= |O O O B={0 O O c =11
0O O O o 1 o Q

il est facile de vérifier que
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(5.18) <A,B;C> = IR

et que {C,AC,BC} est une base.

Si on regarde ¢2(O,.) et ¢3(O,.) on constate que
2 3
(5.19) Max rg D¢ (O,.) = Max xrg D¢ (0,.) = 2

ce qui en vertu de la proposition 4.1 signifie que

(5.20) dim W = 2 ;
. . ' 2
il nous suffit donc de trouver l'image de ¢ (O,.) ; on a
(5.21) 2(O e,,e_. ) = ACe, +BC +C

. Cb ’ 1! 2 = 1 elez e2

) . . 2 2 . .

ce qui veut dire que l'image ¢ (O,IR") est la surface d'équation
(5.22) Z-XY =0

dans le repére {C,AC,BC} .

Cette surface est la variété algébrique des états mais c'est aussi dans

ce cas particulier 1l'espace des états.

VI - CONCLUSION

En guise de conclusion on notera que les résultats des sections 4

et 5 ont des conséquences importantes pour les estimateurs empiriques des

paramétres du processus bilinéaire (5.10) ; si les conditions du théoréme 5.2
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sont satisfaites avec s >2 alors le processus (Yn)nez est de carré
intégrable (il admet des moments d'ordre s) et sa fonction covariance
est celle d'un processus ARMA dont la partie autorégressive a pour

coefficient les coefficients al,...,ap de 1'équation (5.10) [27] .

Les estimateurs empiriques des covariances de (Yn)nez sont

i onsistant icité d Y
(i) c ist s par ergodici e ( n)nez

cs S . :
(ii) convergents en moyenne d'ordre p pour tout p'<5- avec une vitesse

N-p/2 grdce a une majoration de R. Yokama [40].

(iii) asymptotiquement gaussiens (pour s suffisamment grand) puisque le
processus est géométriquement mélangeant (on peut voir P. Hall et

C.C. Heyde [10] par exemple) .

On peut ensuite estimer a

1,...,ap par la méthode de Yule-Walker ; ainsi

que le montrent R. Azéncott et D. Dacunha-Castelle [2] les estimateurs

obtenus ont alors les mémes propriétés que les estimateurs des covariances.

Enfin, pour terminer, on notera que sous les hypothéses des théoreémes 5.1

et 5.2 les processus ARMA et bilinéaires sont Harris-récurrents.
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-APPENDICE-

Les développements importants de la géométrie algébrique complexe
ont longtemps contrasté avec le peu de résultats obtenus en géométrie
algébrique réelle ; cela est di au fait que des résultats essentiels en
géométrie algébrique complexe comme le Nullstellensatz, la connexité d'un
ensemble algébriqﬁe irréductible, la correspondance entre les points de
mn et les idéaux maximaux de E[xl,...,xn] sont faux dans le cas réel.
ALes variétés algébriques réelles que nous définissons plus bas sont
généralement étudiées en tant que "ensemble des points réels d'un schéma
algébrique sur IR" [6] , en fait d'un schéma algébrique affine puisque
nous nous limiterons dans notre exposé a des variétés algébriques affines.
En dehors des travaux pionniers de J. Nash [23] et H. Whitney [38] ce
n'est que trés récemment qu'on assiste a un développement systématique
de la géométrie algébrique réelle ; (pour une bibliographie on peut

regarder [16] , [42]).

Notre objectif dans l'exposé qui suit est de présenter dans un cadre
élémentaire des résultats qu'on peut trouver, de maniére souvent implicite
et dans un langage parfois abstrait, dans la bibliographie que nous
avons cité. Il n'y a donc aucun apport original. Nous nous inspirerons
beaucoup du livre de D. Mumford [22] qui traite de géométrie projective
complexe et nos premiers énoncés de (Al) Jjusqu'a (A 12) proviennent

de Th. Brécker [4] .

Al

n . S . .
Un sous-ensemble A de 1R est appelé ensemble algébrique s'il existe
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des polynémes FyrFyreees F dans TR [Xl""’xn] tels que

n
A={xeR , Fl(x) = F2(x) =...= Fr(x)= o} ;

En fait, et c'est 13 encore une différence avec la géométrie algébrique

complexe, A peut étre défini avec un seul polynéme puisque :

_ _ _ _ .2 2 2 _
Fl(x) = Fz(x) =,..= Fr(x) = O<——>F1(x) +F2(x) +..u+Fr(x) =0

A2

L'ensemble des polyndémes qui s'annulent sur A constituent un idéal de
ni[xl,...,xn] appelé idéal de A (cet idéal n'est pas nécessairement
celui engendré par les polyndmes Fl' F2,..., F qui ont permis de

r

définir A)

A3

n . .
Les ensembles algébriques de IR sont les fermés d'une topologie sur R"

appelée topologie de Zariski. Cette topologie est moins fine que la topologie
n -
classique sur IR ; en particulier tout ouvert (resp. fermé) pour la

topologie de Zariski est ouvert (resp. fermé) pour la topologie classique.

A4

Un ensemble algébrique A dans R"  est dit irréductible si pour tous

ensembles algébrigues Al et A2 tels que
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AS
A est irréductible si et seulement si son idéal est premier.
Dans ce cas on dira que A est une variété algébrique.

(En fait il s'agit d'une variété algébrique affine ; une variété algébrique
plus générale étant définie par la propriété d'étre localement une variété

algébrique affine).

A6

Soit {FI'F "Fk} une partie génératrice de 1'idéal I d'une variété

2’-.

algébrique V dans Rr" ; on appelle rang de V (ou codimension dans

an) le nombre entier

oF,

- L
(A 6.1) p(V) = Max rg (Bx.)lsisk
XeV

1<j<n

p(V) ne dépend pas de la partie génératrice de I choisie et on a

JF ,
A 6. = S =
( 2) p (V) b oE up et Ma"; 9 (55 ) yci<r
1ripr e ES T X€ ) 1<j<n
A7
Soit V une variété algébrique dans R" ; la dimension de V est

définie par

dim V = n - p(V)

A 8

Tout ensemble algébrique A est réunion finie de variétés algébriques
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Vl""'vk . La dimension de A est alors

dim A = Max dim Vi .
i=1,...,k

A9

Si VcW sont deux variétés algébriques ; alors :
dim V = dim W si et seulement si V =W .

Comme corollaire de ce résultat on a

A 10 - Stationnarité

Toute suite croissance de variétés algébriques est stationnaire (c'est-a-

dire constante a partir d'un certain rang).

A 11

Soit {F1'F2""'Fk} une partie génératrice de 1'idéal I d'une variété
algébrique V dans R’ et p(V) 1le rang de V ; l'ensemble des points

x dans V qui vérifient

BFi
— : <
9 G ) 1<ie <PV
) 1<j<n
est appelé lieu singulier de V et sera noté ZV ; les points de ZV

sont appelés points singuliers de V . ZV est un ensemble algébrique et

dim ZV<:dim v .

A 12

L'ensemble R, = V-—ZV est appelé lieu régulier de V . Les points de R,
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sont appelés points réguliers de V .

RV est une variété analytique réelle dont la dimension est dim V .

A 13
On appelle ouvert lisse de V tout ouvert de la variété analytique RV

Si = ¢ on dit que V est une variété algébrique lisse.

Ly

A 14

. Do S . . M
Soient V1 une variété algébrique de dimension m dans R et V2
. _ N
une variété algébrique de dimension n dans IR , alors W = V1 XVé est
Lo, < s , . M+N
une variété algébrique de dimension m+n dans 1R ; de plus :

Ry, %R, <R

1 2

Preuve
Notons x = (Xl,...,XM) et Y = (Yl""’yN)'

Soit I 1'idéal de vy dans RI[X] et I, celui de v, dans IRI[Y] ;

il est clair que V, XV est 1'ensemble des zéros de 1'idéal engendré

1 2

par I1 u12 dans IR (X,Y] . C'est donc un ensemble algébrique. Sa

dimension est m+n (voir [6]).

Il nous faut montrer qu'il est irréductible.

Soit P son idéal dans RI[X,Y] ; supposons que
(A 14.1) £(X,Y) g(Xx,Y) ¢?P

il nous faut montrer que .
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(A 14.2) f(X,Y) €?P ou g(X,Y) €P

Notons a 1'idéal engendré dans IR[X] par les polynémes f(X,y) avec

y dans V2 et B celui engendré par les polynémes g(X,y) . On a

alors

(A 14.3) ahcx1 ;

en effet, supposons que ce ne soit pas le cas ; on aurait alors y et vy

dans V2 tels que

(A 14.4) £(X,y) g(X,y') £1,

et donc un x €V1 tel que

(A 14.5) fix,y) g(x,y') #0

f(x:y) # o)

cela signifie que

(A 14.6) f(x,Y) {Iz ;
mais
(A 14.7) f(x,Y) g(x,Y) 612 d'aprés (A 14.1)

et puisque 12 est premier on a nécessairement
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(A 14.8) g(x,Y) €I,

et donc

(A 14.9) g(x,y') =0

ce qui contredit (A 14.5) ; (A 14.3) est par conséquent vrai. Mais comme

I, ; disons a. Mais alors d'aprés la définition de a on a

(A 14.10) f(x,y) =0 si xeV et vy eV2

c'est-a-dire

(A 14.11) f(X,Y) e P

et donc P est premier et W est irréductible.

Pour montrer que

Ry, ¥Ry, “Ry

1 2
prenons X ngl , y<zRv2 ’ ¢1,...,¢k une partie génératrice de
wl,...,wr une partie génératrice de 12 ; on a alors
39,
i
rg 5;—-)(x) =M-m
J
et
a

rg (3—}%) {y) = N-n
J

I est premier, 1'un des deux idéaux a ou h est donc contenu dans



- 123 -

Si on note (zl,...,zN+M) = (xl,...,xM,yl,...,yN) et
d = (¢1,,..,¢k,¢1,...,¢r) il est alors facile de voir que
8¢>i
rg (E—) (z) = N+M- (n+m)
j

Comme dim W = n+m , en utilisant (A 6.1)

et (A 6.2) on voit que

z = (x,y) est un point régulier de W , ce qui conclut la démonstration []

La propriété (A 12) a une généralisation

notion d'ensemble semi algébrique.

A 15
Un sous ensemble A de nf’ est dit semi

famille finie de polyndmes fij' gij dans

A=u{xer", £i500 >0 W
i

A 16 (6]

La dimension d'un ensemble semi algébrique

pour la topologie de Zariski.

; introduisons d'abord la

algébrique s'il existe une

ni[xl,...,xn] tels que

et gij(x) =0 Wj}

est. la dimension de sa fermeture

Si cette fermeture est irréductible, 1l'ensemble semi algébrique est dit

irréductible.

A 17 Théoréme de stratification [17]

Tout ensemble semi algébrique A est réunion disjointe finie de variétés

analytiques connexes A ..As ; de plus

1"

dim A = Max dim Ai 0
i=1,...,s
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=

Nous passons maintenant & la notion d'application polynomiale.

A 18

M N oy < P . .
Soit VCcIR et WCcIR des variétés algébriques et ¢ une application
. M N : N
polynomiale de IR dans IR (i.e. ses composantes sont des polyndmes) ;
on dit que ¢ est une application polynomiéle de V dans W si

d(V)c w .

A 19

Une application polynomiale de V dans W est continue pour la topologie

de Zariski.

En effet, un fermé F dans W est défini par une égquation polynomiale
F={yeWw, G(y) =0} ;

son image réciproque est alors
o 1) = {xev, G (x) = o0}

c'est-donc un fermé de Zariski dans V

A 20

Un point x dans V est dit point régulier de ¢ si xe¢ RV , P(X) € Rw
et la restriction de ¢ a Rv est de rang dim W au point x . Les
points non réguliers de ¢ sont appelés points critiques de ¢ , et

leurs images sont appelées valeurs singuliéres de ¢
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A 21 Critére de jacobien [22]

Supposons que dim V=m , dim W=n , X €R, et d (x) €R, ;i soit

F ]ooo'F

1 une partie génératrice de 1'idéal de V ; alors x est un

k

point régulier de ¢ si et seulement si

OF, . 3¢,

i, - iy
T i e
b - 3

s . . M
Ce critére est utile parce que ¢ est donnée sur tout IR et V est

)
M Fy

définie par des équations. Quand V = IR la partie (ax n'a pas lieu
J

d'étre.

A 22 Théoréme de Tarski-Seidenberg [32]

L'image d'une variété algébrique par une application polynomiale est un

ensemble semi algébrique.

A 23

Soit ¢ wune application polynomiale de la variété algébrique V dans la
variété algébrique W . On dit que ¢ est dominante si W est la

fermeture de Zariski de ¢ (V).

Il revient au méme de dire que ¢(V) contient un ouvert non vide de Rw

ou que ¢ admet un point régulier ; celd se voit facilement en utilisant

(A 16) , (A 17) et (A 22)
Notons qu'on a alors nécessairement

dim Vv2>2dim W
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Soit G 1l'ensemble des points critiques de ¢ et y un point de

W-¢(G) , alors ¢—1(y) est un ensemble algébrique de dimension
dim V - dim W

Que ce soit un ensemble algébrique est évident ; pour la dimension on
peut restreindre ¢ & R, - {¢—1(Zw) UG} qui est une sous-variété
analytique de RV ; 1l'image de cette sous-variété par ¢ est dans Rw ;
on applique par conséquent le résultat connu pour les variétés analytiques

(J. Dieudonné [7]) : ¢—1(y) est une variété analytique de dimension
dim V - dim W
on conclut en utilisant (A 12).

< . . . -1
Notons comme conséquence que si dim V = dim W alors card ¢ ~(y) <=

A 24

Soit V une variété algébrique lisse, ¢ une application polynomiale
dominante de V dans une variété algébrique W ; notons G 1l'ensemble
des points critiques de ¢ . Alors ¢(G) est contenu dans un ensemble

algébrique de dimension strictement inférieure & dim W .

Pour la démonstration, on note que G est un ensemble algébrique puisqu'il
apparait comme réunion de ¢_1(Ew) et de l'ensemble des zéros d'une

famille de polyndémes (des mineurs du jacobien). Sa dimension est strictement
inférieure a dim V car ¢ est dominante. ¢(G) est un semi algébrique

(A 22) soit L sa fermeture de Zariski. Si L =W , L contiendrait

un ouvert de R, et ¢(G) également d'aprés (A 16) et (A 17), mais
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cela contredirait le théoréme de Sard pour les variétés analytiques [7] .

Comme cocnséguence on a

A 25

Si ¢ est une application polynomiale dominante d'une variété algébrique

lisse V dans une variété algébrique W alors

dim W = Max rg (D¢) (x) .
XeV

A 26 Théoréme de la fibre localement triviale [11]

Soit ¢ wune application polynomiale dominante d'une variété algébrique

V dans une variété algébrique W ; alors il existe un ensemble algébrique
Z dans W de dimension strictement inférieure & dim W tel que tout
point y dans W-Z posséde un voisinage ouvert U de sorte gue pour tout

xeU , ¢-1(x) et ¢—1(y) soient homéomorphes.

En particulier, quand dim V = dim W et y est une valeur réguliére de
¢ alors il existe un voisinage ouvert U de y dans W tel que pour

tout x dans U on ait
-1 -1
card ¢ (x) = card ¢ (y) <=

(11 suffit d'utiliser (A 23)).

A 27 Résolution des singularités [12]

M . . .
Soit V wune variété algébrique dans 1R de dimension m . Alors il

existe une variété analytique V de dimension m et une application
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analytique £ de V dans R telle que

(i) (V) =V

(ii) 2 est une application propre de V sur V (ie. 1'image réciproque

de tout compact est compacte) .
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STUDY OF RISKS OF KERNEL ESTIMATORS

Abdelkader MOKKADEM

Abstract.

Let (X)) be a strictly stationary strong mixing sequence of n{i-valued

n
random varzabiii, f(x) the probability density function of Xn and fN(x) a
kernel estimator of f(x) based on a sample of size N. In this paper, we use
Fourier method to study the rates of convergence of the risks
Ellxka(x)-xkf(X)||§ for p>0 and 0 <q<=. The rates obtained are the same
as in the i.i.d. case. Similar risks for kernel estimators of the conditional

density, the regression function and other functionals are also investigated.

Key words.

Kernel estimators ; uniform risk ; mean risk ; regression function ;

strong mixing ; Fourier transform.
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1. INTRODUCTION

Let (xn)neZZ

variables with values in IRd and f(x) the probability density function of

be a strictly stationary strong mixing sequence of random

Xn. Following Rosenblatt [!3] and Parzen [!l], £(x) can be estimated by :

1 N X-X,
£(x) =—= § K9
N da . hN
Nh ~ j=1
N
where K 1is a positive bounded kernel and hN is a sequence of positive real
numbers.
In the present paper, the Fourier method is used to give an evaluation of

the risks
EHQ%NMFQ%M)“g, p >0, 0<g<e

where ||.|]q is the usual norm in Lq(IRd). Our main result is that under

some conditions on f, K and the mixing of (xn) (see section 3) we have :

k k 1 2
1 .- E sup |x £ (x)-x f(x)|p=0(m—+hp)

p N
r? N hy

- (e ':—q—-
2 for 2 <qgc«< and g -1 °

E(f |xka(x)-ka(x)|q ax)P/q = o

d

2
—_—— 4
/2 dp/q’ Iy
R N hy

3 - for 0<g<2:
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Except a recent work of Doukhan-Leon-Portal [°] on the risk E sup[f (x) -£ (x) |
where S is compact, it seems that the risk E}If fHp have not been studied
under mixing conditions. However the risk E]IfN-f|[2 have been extensively
studied and EHfN-fH1 is evaluated in the Rosenblatt's work [1°] ; it is
also obtained with a great precision by Devroye-Penrod [“] and Devroye-

Gydrfi [3] in the one dimensional case when (Xn) are i.i.d. and f has a
compact support ; but we do not know results for E}kafN(x)-xkf(x)I]g with

general p and q under mixing conditions.

Our regularity hypothesis on f are stated in the distribution's language
(see section 2). We prove, in proposition 1 (section 3), that they are equiva-

lent to the condition introduced by Devroye-Gydrfi [3] for q = 1

sup [|(f x4 )" | <o where ¢ is a positive density with
a>0

compact support.

The distribution approach clarifies somewhat, the Devroye-Gydrfi's condition.
Our choice of the strong mixing property is motivated by the following conside-
ration. We first recall the definition of strong mixing, Rosenblatt [1%]. Let
a be the g-algebra generated by {Xj , J <0}, ak those generated by
{Xj » J2k} for k=0 and :

a(k) = sup{|P(AnB)-P(A).P(B)| ; A €a_, B eak}

The process (Xn) is strong mixing if li: a(k) =0 ; a(k) are called the
strong mixing coefficient of (xn). In recent works, the strong mixing property
have been proved for many processes : linear process (Gorodetskii [e1,

Whithers [19], Pham-Tran [12]) ARMA (Mokkadem [°]) and some non linear auto-
regressive processes (Mokkadém [8]). It seems then of interest to estimate,
under strong mixing conditions, the density and other functibnals such that

regression and conditional density.

We study in section 4, kernel estimators of this functionals.
In section 2 we give some notations and hypothesis.

Some of our results have been announced in [10].
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2. NOTATIONS AND HYPOTHESIS

2.1.
We need the following notations.
The Fourier transform of a complex valued function F(x) absolutely integra-

ble on IRd is the complex valued function :

F(s) = (/—1;)d [ e ¥ Fixax
2m IRd
If F(x) is vector valued, F(x) = (Fl(x),...,Fn(x)), his Fourier transform
. A _ (A A - —
will be F(s) = (El(s),...,Fn(s)). For k = (kl""’kd) and v = (vl,...,vd)

elements of ]Nd, we put :

[v] = v, +...4V

1 d
\ a\)1+ ..+\)d
DF = — —F
3 ax
X . Xd
Y v
\V 1 d
c =c¢ c
k ~ Tk, kg
v_ 1
X —X1 AR}

We shall say that v<k if and only if Uj §kj for all j =1,...,d.

2.2.

Let C:(Hf% be the space of c” functions with compact support and T a
distribution on IRd.

For qel[l,+»] and q' = 4 e put :

g-1
Il = swllT®)], b e (mY), o1l g <13
where ||¢|’ , 1s the usual norm of ¢ in Lq'(IRd).
q

In the sequel T(¢) will be noted <T,¢>. Clearly, for 1 <g<w, 1<q'<w
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4 . . ' d . L .
and C:(DR ) is dense in LY (RR®). Then ||T||q is finite if and only if
1
T 1is an element of the dual space of rd (IRd) ;i i.e. T 1is an element of

Lq(IRd) ; in this case [|T||q is the usual norm in Lq(IRd).

Now for g=1, q' = « and C:(Iﬁj) is dense for the uniform norm in the
space CC(IRd) of continuous functions with compact support ; the dual of
CC(IRd) is the space of bounded regular measures on IRd. So that [[T||1 <w
if and only if T is a bounded regular measure and then {[Tlll is the

variation norm of the measure T.

For more on Distribution and Measure Theory see Schwartz [17] and Rudin [167].

2.3.
We shall use the following hypothesis, where q(j) are the strong mixing

coefficient of (Xn), k eINd,p>0,1sq <o and F 1is a function defined on IRd.

b(B+6) _ (541 B/2 =1 (5)8/8%

0

’

and z

M,p) : for some ¢ >0, E|Xn|
J

with B = Max(p,2).

A
Jk) : if v e]Nd and yy <k then va(x) and Dv(F) are absolutely inte-

grable.

(Here, because va(x) is absolutely integrable Dvﬁ is well defined as

an usual derivative).

In the following hypothesis, the derivatives are distributions derivatives ;
to distinguish them from the usual derivatives, they will be noted DY .

a
Dk, : 1. xF(x) eLXU@®Y for vem?, <k

2. ||B"(xkF(x))||q<m for v e, [v] = 2

—_ - d ~a
3. If k # 0, then ]|D\)(xk BF(x))][q«:: for BeIN , veN , g <k,

(8] =1, [v] = 1.

We shall see later that the condition ][BvF|\q <o 1is equivalent to the
condition used by Gydrfi-Devroye for q =1 : supf[Dv(F *¢a)|q <= where
a>0 )
¢a(x) = la-¢(§0 and ¢ 1is a density of class ¢ 2 with compact support
a

in IRd.
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2.4.

The density f(x) 1is estimated by

1 N X=X
£ (x) =——— ] K(——D
N N hg j=1 Ny

where hN is a sequence of positive real numbers and K 1is a positive bounded

kernel such that :

(1) lim hN =0 ; fK(x)dx =1 ; f{x|3K(x)dx <o

2 2 .
(2) ijK(x)dx =0 and ijK(x)dx =T for 3 =1,...,4
(3) fxixjx(x)dx =0 for i # j

We go now to our main results.

3. RISKS FOR THE DENSITY ESTIMATORS

3.1.
We state the main results ; their proofs are deferred to the end of the

present section.

Theorem 1. Let 0 <p<w, 2<q<e, ¢:=iL and kgmd.Mmmwtmw:

g-1’
i) (Xn)neZZ sattsfies M((k],p )
ii) £ satisfies D(k,q) ;
iii) K satisfies J(k).
Then :
K k D 1 2p
El| x £ (x) - x £x) || = 0(—5—=5—=— + h")
N q Np/ZhSp/q N
Remark 1.

Looking at i) and ii), we note that for k = 0, there is no condition on

the existence of the moments of (Xn).
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For 1 <q <2 the rate obtained is the same as for q = 2 :

Theorem 2. Let 0 <p<w, 1<q<2, k eINd and k' =k+e+l = (k tetl, ... ktetl)
where e 1s the integer part of g—. 2%3-; assume that :
1) (xn)neZZ

ii) f satisfies D(k,q) ;

satisfies M([k]l+e+l,p) ;

iii) K satisfies J(k').

Then :
k 2p
EHXf (x) -x £(x llp"O(“—-/-‘z—aPTZ— hN
N
Remark 2.

2
For k=0 and p =d = q =1, the hypothesis i) implies that fx f(X)dX <
and then ffl/z <o (see [3]) ; this last condition is necessary to obtain the

rate of theorem 2 [3].

The following theorem will be obtained as consequence of theorems 1 and 2.

Theorem 3. Let O <p<w, 0<g<l, k eINd, k' = k+tetl and k" = kte'+l,
where e 1s the integer part of g—. Z%S_ and e' the integer part of
%(l—q). Assume that :

i) (X )

n nell

ii) £ satisfies D(k",1) ;

satisfies M([kl+e+l,p) ;

iii) K satisfies J(k').

Then :
k k P _ 1 2pq
E|| x £, (%) -x f(x)|]q = o<Npq/2 oz My )
by
Remark 3.
Here, also, the rate of convergence is the same as for q = 2. The number
q appears in the formula because, for g <1, ],f’l is defined by flflq
while for g21 it is flflq)l/q

Now we go to the proofs.
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3.2. Proofs of theorems 1, 2, 3.

We need some lemmas. The following is due to Yokoyama [20] and will be used

to bound the quantity EH xka (x) -xkEfN(X) [l g

Lemma 1. Yokoyama [20].Let g>0 and ) a stmjctly stationary strong

neZl
mizing sequence of random variables with values in @, such that E z =0

IB+(S

and EIZ <o for some §&§>0 and B = Max(q,2).

If the strong mixing coefficients al(j) of () satisfy
] G+n®270 o) ¥B* ca
j=1
Then

E|Zl+---+ZN|q <c N2

|8+6

where the constant C depends only on a(j), }E:Iz1 and r.

In the lemma 2 below, A is the Laplacian operator for distributions and

1
(x) = K(—)
Kh h

Lemma 2. Let 1<q<~ and BeINd,[B] =1 ; assume that for some r 21,
F eLr(IRd) . Then

T —v
i - Sh — D ;
1 (lx xr-Fl] 5 % 1o” rll
T2
ii) Lim Inf h *F -F —_— AF ;
i 1or 071 xr -nl] 21 llerll
B 2 2 —V
iii) || x"k) *F|| <n®* ] ||D" Fl| _ ;
h q [v]=1 q

. . -2 B 2,,=8B
iv) Lim Inf h (x ) xF 2T D F
Lix 1oy <l =2 11B% vl
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Proof.

i) Let ¢ €C:(IRd) with [[o]l =1, o' = E%T :

(4) <(K *F-F),0> = [ [ K XF(yéxtyldxdy -] F(y)e(y)dy
d d d
IR IR IR

= J[x, () F (9) (6 (x+y) =0 () dxdy

By a Taylor development of ¢ and using (2) we obtain :

1
(5) <k *F-F),0> = [ [ Fmx[ (1-t)D"¢ (y+tx) dt ldxdy

[v]=2 0
and then :

1 \Y] V

(6) | <(x, *F -F),¢>] < 1 x |Kh(x)(1—t)[f F(y)D' ¢ (y+tx)dy|dxdt

[v]=2 da o0 d

IR IR

Now :
(7) [Fpp s (yrexdy = (-1)7<D F, 6>

where ¢t

x
clearly [[¢ Il v = [loll . <1
so that :

®) |<0” F,0, >] <||D 7l

tx q

by (6) and (8) we conclude (i).

ii) In (4) we write the third order development of ¢ and use condition (2) ;

we obtain :
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2
(9 <k +F-F),¢> = b - [Fiy)as(ylay +

2
11:§l—-0“¢(y+tx)dt]dxdy

+ ] [th(x)F(y)xv[f;

(v]=3

Now by (1) and because ¢ ec:(n{% ., the second term in the right of (9) is
bounded by C h3 so that :

2
(10) |<(k «F -F),¢>] zh2 %— | <aF,¢>] - ¢ h3
Then :
-2 12
(11) lim Inf h |<(xh *F -F) ,4>| 25—|<AF,¢>|.

h+0

This implies that :

2
-2 T
lim I - 22— |<AF
1n 10t 077 ko7 -l g 25 |<are0]

for any ¢ c_(R?) such that 1411 . $1. We obtain then 1i).

1ii), 1iv) :

<tk ) #F,00 = [fxPR GOF(y) 8 teryd axay
but by (2), for [B] =1 :

[15%, 0F ey axay = [xPx ax[F ()¢ (pay = 0.
Then we obtain :

<6x) 2R8> = [[xPK 0P (y) (4 lesy) -6 () axay

For 1ii) we write the first order development of [¢(x+y)-¢(y)], for iv)

the second order development, and we carry on the proof like in i) and ii).

Now we can prove the following lemma on the rate of convergence of the bias

of our estimators.
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Lemma 3. Let 1<q<w ; assume that for e]Nd, v <k, x"K(x) Zs absolutely
integrable and that £ satisfies D(k,q). Then :

|2 rr - g = om?.

. , k
Proof. we first write x (f *Kh) as a sum of convolution products. For this

we put :
X = (x-y)+y

by calculation we obtain :

k _ v v k-v
(12) X = Z- C, (x-y) "y
vk
This implies that :
k _ v \V k-v
(13) x (f *Kh) = vgk Ck [(x Kh) * (x7 Tf)]

Now for [v] 22 we have :

v k=-V Y k-v
(14) R R I N E

And by lemma 2

O(h2) for [v] =1

28
*
X
o
I

and

0(n?)

k k
* £f) - f
HKh (x £) -x llq

The lemma 3 is then proved.

Remark 4.

The results ii) and iv) of lemma 2 give necessary conditions to obtain a rate
h2 for the bias. In the case k =0 and d =1 we see that a necessary and

2 . . =2
sufficient condition to obtain a rate h for the bias is : I[D fHq <o,
A greater rate hs, s >2 can be obtained with kernels satisfying

fxvK(x)dx =0 for [Vv]<s-1; the condition on f will be lYBSf[[q <e,



- 145 -

Note also, that the bound obtained for the bias is valid for any stationary

sequence (xn) without mixing condition.

We give now the proof of the theorems 1, 2, 3.

Proof of theorem 1.

k k -1 k k p k p
(15) H X fN(x)—x f(x)]]p <P []]x fN(x)—x EfN(x)|] +l)x Ef (x)—xkf(x)|| ]
N
q a q
The second term in the right of (15) is O(h°P) by lemma 3.
To bound the first term we use the following result (see Weil [187)
1 d

Let 2<g<wo, qg' = q%‘—l_ and F‘ELq (IRd) nL (IR"), then :

[ EE

This result is well known for q = «» ; for g = 2 we have the Parseval equa-

lity ; for 2 <g<» it is known as Titchmarsh Theorem.

Now we calculate the Fourier transform of G = xka(x) -xkEfN(x).
We have :
A 1 N 1sz A
(16) fN(s) =3 e K(th)
j=1
k A -[k] kA
(17) (x fN(x)) = (1) D fN
- A A

(18) (FE£ 000" = (0 D /M R () K (nye))

(Note that, by M(k,p ), xvf(x) is absolutely integrable for v <k and
A
then the usual derivative va is a well defined bounded function).

(16),(17) and (18) give :

B : isX. o A
(19) u%ﬁunA=(n[K12c;ﬂ%Ze Jmkvmmﬁn
v<k
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(20) eg 000" = T T vam T B e o Y Rngs))

v<k

A
k vK being absolutely integrable, 1t is easy to see that

A k d q', _d
G = (x fN(x) -x EfN(x) erl (RS nL” (]R ) and then G eL (IR ) nL* (IR")
because 1 <q' <. We can apply the Titchmarsh theorem to é.

Clearly, because é eLl(IRd)

A
(21) G =G
Then :
p AP
(22) lell <Ilall

It remains to bound the expectation of the term in the right of (22).

1sX, a va . 1q' k-v A a'. p/a’
(23) E||G|| <c ] ¢ o f[D =Je H-¢2m"pt(s)|? |p (K(hs)) | asf’ ¢
q v<k

(the constant C depends only on k and p).

We have two cases.

1. If p/q' 21 ; we use a convexity inequality and obtain :

v p/q v isxj_ /ﬁ— k-v q'
(24) EI{G|{ sc] ca Ef[ J(D'e (/2m) f)[ l (K (hs))|* ds

q v<k

, k-v A !
with Av = fID (K(th))[q ds.

Now :

isX, A

Em’e J) = (/209 D"F(s) and for §>0 and B = Max(p,2)

isX, B+ isx, B+6
Elp’e J| = E|x§e I sz|xj|[k](8+6)
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isX,
\Y
Note also that the mixing coefficients of the processus (Xj e J) are

smaller than those of (Xj)' We can then, by the M(k,p ) hypothesis, apply

lemma 1. We obtain
isX, A
(25) E|J(0% I - /am Yt (s)) |P <c NP2

where C depends only on d, the strong mixing coefficients of (Xj) and,

E]le[k](8+6).

So that (24) becomes :

p
c' v p/q'
(26) E]]Gl[q s;575- vék Cp B
- [ k-v]- - + p/q’
but As/q ={-H§[k V] df[Dk k(s |4 d%]
-9

ql k-y A
<ch *|[D77 K|

-y A
where [[Dk v Kllq' <o because, by the J(k) hypothesis,

-y A ©
pFV ket (mY) a1 (wY .

] '
2. If p/q' <1, we use first the inequality E[z[p/q S(E|Z|)p/q and the

proof continues like for p/q' >1.

Proof of theorem 2.

2
Here also the bias ]]xkEfN(x)—xkf(x)Ilg is O¢(h p) by lemma 3. But,
because 1 <qg <2, the Titchmarsh theorem cannot be applied to bound

G = xka(x)—xkEfN(x). However we can use the presence of -the factor xk.

/g ]p/q]

(27) elloll sclelf  s|% +Elf o/
d |x|<1 | x|>1 J ]
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For the first term in the right of (27) we have :

p/q p/2 )p/q. 2%3
(28) E[] IGIq} SEHf ]G|2] [f ax :l
| x| <1 |x|<1 | x| <1 }
<c &l|el|}

For the second term, we take r >0, to be defined in the sequel, and we

write :
1p/q p/q
-r
29 el lol¥  =e|f  |x]T[e]%[x[Tax
x|>1 | x| 21
p/2 v ] 5-2—?"‘
2 Co2-
| IR
LU Ix]21 |x|21 J
Now we want :
2
55 2-
1. |x| 9 integrable on |x| 1 ; this is true if r >d. —33 .
2. r/q 1is an integer.
The smaller r satisfying this two conditions is
r = gq(e+tl) where e 1is the integer part of g—.gég-.

With this r, (29) becomes :

]p/q 3

(30) E|f || sc § E||x
| x| 21 j=1

e+l k e+l k p
. x £ (x) -x. x
3 N ) j E'fN(x)H2

and then using our hypothesis

P oot
E|]G[|q—0(Np/2 572

Py

The theorem is proved.
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Proof of theorem 3.

To bound G = xka(x) -xkEfN(x) we use the same method as in the proof of

theorem 2. While to bound E}kaEfN(x) -xkf(x)llg , We write :

( s
B|| B 0"t | P eclp|f  |xEe G0t 00 |Tax| +
: |x|<1

4 \P

+ E f kaEfN(x)—xkf(x)qux
Ix[zl

The first term in the right is bounded by

p(1-q)
El[xkEfN(x) -xkf(x)|[f'q A dx
|x|51

For the second we introduce r >0 and we write :

P P
Bl |xBf (0 -x"t(x)|%ax| =B x| T |xBE (0 x5 () | ¥ x| Fax
| x|>1 |x|>1

p.q r. 1 p(1-q)

El|f lxir/q]xkEfN(x)—xkf(X) | ax A || 19 ax
lx[zl |x|21

IA

we take r = g(e'+l) where e' is the integer part of g-.(l—q) and we con-

clude as in theorem 2.

Remark 5.

It can be seen in the proofs of theorems 1, 2, 3, that the rate of conver-
gence of E||xka(x)—xkEfN(x)||§ is valid without any smothing hypothesis on f.
The condition D(k,q) is used only to bound the bias.
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Remark 6. _
2(2q'+d)

In theorem 1 the optimal choice of hN is hN =N and then the
1

T 2q'+ '
rate of convergence is N q'+d ; so that if p >237i§ we have with probabi-
lity one the convergence of ||xka(x)-xkf(x)||q to zero.

Similar remark can be down in theorems 2 and 3.

To conclude this section we discuss the Devroye-Gydrfi's condition.

Proposition 1. Let 1 <q<w, F er! (IRd) , VE n° and ¢ a positive density
[v]

of class C and with compact support in re. Put o, (x) = 1—5 ¢(§) s then :
a

(31) 1im Inf|| D" (¢_ *F) || = sup||D (¢_ *F)|| = ||D°F||
a>0 a 1 a0 a ! d
Proof.
Clearly ¢a *F is of class C[v] and then
V —\ —V
(32) D (¢a *F) =D (¢a *F) = ¢a *D F.

o _d
Let Y eCc(Hl) such that I]W||q, <1.

We have (see [!77])
(33) <¢_ *D'F,¥> = [¢_(y) <D F,¥_>dy
a ! a ’ Yy

where Wy(x) = ¥ (x+y).

We have !|W || , £1 and then
Yy 'q

—V -V
4 DF,¥ >| <
(34) |B%,v 5| <[5
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(33) and (34) give :
=V =V
(35) |<¢a*D F,y>| <||D FHq
so that the following inequalities hold always :

_V

(36) lim Inf| Dv(¢ *F) < sup DV(¢ *F) <||DF
Lin [D7 0, *FY || a>OII a *F o <IIP7F

Clearly, if 1lim Inf|]Dv(¢a *F){]q = o, we have (31). Let us assume that
a-»0
lim Inf||Dv(¢>a *F)||q = p <w. There is a sequence aj such that :

a0

lim ||DV(¢. «F)|| = op-
a,+0 25 <

Now sup || Dv(‘ba *F) || q <o and then, by the compactness of the unit ball
a. 0

J
in the weak » topology (see for example Brezis [2]), there exists a subsequence

a3 and S such that :

1. s eLq(Df% if g>1 or S 1is a bounded regular measure if g = 1.

2. 1im DY( x*F) = S for the weak xtopology in Lq(IRd) if g>1 and in
bar

aé 3j
the space of bounded regular measure if q = 1.

3. ]18] g <o

Particularly, for vy gCZ(IRd) we have

(37) lim <D”(¢,, *F),¥> = <S,¥>
aJ!-»O 3

But as distribution :
lim (¢_, »D'F) = D'F
\ a.
aj+0 j

(because supp ¢a' c supp ¢a where a = sup aé ; and in this case the convo-
j o
lution is continuous [177).

This implies that S = BVF and then :
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|ID

(38) F|| < lin Ing|| D" (9 |

a0

(38) and (36) give (31).

Remark 7.

A profound study of the conditions IIBvF|[q < can be found in [17] ; in

the one dimensional case, we have :

=2
For ag>1 (by theorems III, VII of Chap. II [17]), ||D FHq <o if and

only if F is CI, F' 1is absolutely continuous with almost everywhere deri-

-2
vative F" =D F and F" eLq(nf% .

=2
For q =1 (by theorems II, III of Chap. II [17]), ||D F||1 <o if and
only if F is absolutely continuous and its almost everywhere derivative F'

is a function with bounded variation.

This last result precisesexactly the class of functions satisfying the

Devroye-Gydrfi's condition in the one dimensional case.

Remark 8.
Devroye-Penrod [*] and Devroye-Gydrfi [3] introduce the class F of func-

tions f satisfying
(i) f is absolutely continuous with a.e. derivative f' ;
(ii) £' 1is absolutely continuous with a.e. derivative f".
. w o =2 17
For such functions f" =Df (see ['']).

We go now to the applications.

4. APPLICATIONS

4.1. Regression and conditional density

Let (Yn)n€ZZ be a sequence of IR" -valued random variables such that

W = X is a stationary strong mixin rocess. Denote b
( n)neZZ (Y /X)) 4 ) Y g gp Y

M(y,x) the density of Wn and put :
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B(x) = [y Mly,x)dy i r(x) = g5

s(y,x) = M—é%’;)i i gly,x) = s(y+r(x),x).

B(x) and r(x) are vector valued functions ; r(x) 1is the regression
function of Yn on Xn , s(y,x) 1is the conditional density of Yn given

Xn = x ; the function g(y,x) comes from the model :

- 8
Zo4yq =02+ ezn'n (c£. [°])

in this model, if we put (Zn+1’zn) = (Yn,xn) then the probability density
of ¢ is s(y+¢$(x),x). Let now, H be a positive bounded kernel satisfying

X,n
(1), (2) and (3) ; we estimate M, B, r, s, g respectively by :

1 j J
M (y,x) = J a——d k(— ;
N Nn®td 421 Py hy N an 3

B (x) My (y,x)
rN(X) = };7;7‘; SN(y,x) = —EEYQT—'; gN(y,X) = SN(y+rN(x),X).

To study «r S and gy ve need results on B _. We observe that :

N'°N N

(39) EBN = Kh * B

(Kh *B 1is the vector valued function obtained when each component of B is

convoled with Kh).

A N isX,
_1 I R s)
(40) B (s) =% _Z Yoe “.Kihygs
j=0
(41) E’BN(S; = (Kh*s)" = ﬁ(th>.ﬁ(s)
isX.
(42) EY, e 3o @ Bs)

So that, the method developped in section 3, can be applied to BN' We do

it for q22.
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Proposition 2. Let O<p<w, 2<q<w, q' = —% and kemd.Mmmwtmw:

= =1
i) (wn)neZZ satisfies M([kx+1],p )
ii) B satisfres D(k,q) ;
iii) K satisfies J(k).
Then :
k k p 1 2p
E|| x B, (x)-x B(X)Hq = 0(———-————Np/2hdp/q, + h)
N

We study now r Py and Iy For this we introduce the following hypo-

N ’
thesis.

(H1) 3y >0 such that E exp Y|Yn| <w
. 24, -1 2 . 2
(H2) lim sup (N hN ) " (Log N) <« and lim sup hN Log N <=,

(H3) lim sup(h:;+d+1 Nl/z)—1 <

mc

We need also the following lemma :

Lemma 4. Let (H1) be satisfied ; then for p>0

p
E]er|f = 0(log NP
Proof.
Clearly ||rN]]p < (Max IYj,)p j=1,...,N.
z J
Let us put Y = y Max IY,] ;
- J
J
p

E Y = E(log exp Y)
(Note that exp Y 21 because Y 20).
Let now h(t) = (log t)p defined for t =21.
h 1is concave on t =21 if p<1 and on t ~ePl p>1.

If p<1, by concavity we have :



- 155 -

(43) E(YP) < (log E exp V)P
b
< (log E(Z exp Y|Y.|))
: J
J
<(log N + log E exp y|Y1|)p
P p
and then EHrNHoo = 0(log N)

If p>1, we have :

vP

P _ p
(44) E|Y|¥ = E 1 YAE L

Y<p-1

(p—l)p + (log E exp Y)p

IA

(p-1)F + 0(log 0%

IA

Now we state the results for rN and SN'

Theorem 4. Let O <p<w and G CIRd such that 1Inf f >0, sup B <. Assume

G G
that :
i) (H1) and (H2) are satisfied ;
ii) (wn)neZZ satisfies M(l,pl) where py = 4p ;
iii) £ and B satisfy D(Q,=) ;
iv) K satisfies J(0).
Then
E sup er(x)-r(x)|P = 0(—+1 + hZP)

G NP/ 2hSp N

Theorem 5. Let 0 <p <o and G' xGc IR xR®  such that Inf £>0, sup M<w,

]
Assume that : G G'xG

i) (H3) <s satisfied ;

ii) (Wn) satisfies M(O,pl) where p, = (mt1)p ;

nell
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iii) M and £ satisfy D(0,») ;

iv) K satisfies J(0).

Then :

1 th)

p
E - = 0 (—mmm
Sup ’SN Si ( p/2. (d+m)p * N
N hN

G'xG

Proof of theorems 4and 5.

We write for rN :

B -B  (B.-B) (f —f) (B -B) (£-£.) £-f
(45) Y = ? y 2 5 N bt — 3 N 4B 2N +
£ £ £
B(f-£ )U? (£-£.) "
oot Ll +r N
2
£ N

and a similar expansion for s_ with M and MN in place of B and B

N N°

We take u =2 for r and u = m+l for s_. Note that sup Sy Sla-.

N N hN
Next we take expectation of supremum and use Holder inequality. The results

are then obtained by application of theorem 1 to |fN—fl and |MN-M| and

proposition 2 to ]BN—B’.

For 9y we have.

Theorem 6. Let 0 <p <« and G' xG <’ xRS such that Igf £>0 and

sup M <o, Assume that :
G'xG

i) M <s a Lipschitz function ;
ii) (H1), (H2) and (H3) are satisfied ;

iii) (Wn) satisfies M(l,pl) where p; = Max (4p, (m+1)p) ;

nelZ
iv) £, Band M satisfy. D(0,») ;

v) K satisfies J(0).



- 157 -

Then :

: 1 2p
E sup ‘g -g|p = 0(———F— + )
G'xG N Np/2hl\(lm+d)p hN

Proof.

MN(y+rN(X).x) i

Clearly, because gN(y,x) = can be written as in

(45) with MN(y+rN(x),x) and M(y+r(x),x) in place of BN and B. Here

also we take u = m+l.
It suffices then to bound |M_(y+r, (x),x)-M(y+r(x),x) |.

But :
(46) My (y+ry (x) %) -M(y+r (x) %) | P <P Mg (yrey (x) %) -M(y+ry () %) [P

+ |M(y+rN(x),x)-M<y+r(x>.x)IPJ
and then

(47) B sup |M(yrrg (x) %) -My+r(x) %) [P 52P'1[E||MN-M||p +cP| xy-x||73
G'xG ® *

where C 1is the Lipschitz coefficient of M ; we conclude by theorems land 4.

4.2. Others functional estimates

The results obtained can be used to evaluate risks for some functional esti-
mates. As example, we do it for the Matusita's measure of affinity between two
density [71. we keep our notations and denote by h(y) the density of Yn. The
measure of affinity between h and f is defined by :

o= [t ?ay when m = a.

h(y) 1is estimated by :
1

By =3
N hN J

I e~2Z

y-Y.
H (—2)
1 Dy
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I. Ahmad [!] proposed the following estimate of o

= [y () £y (v) ey

Now we evaluate the risk for this estimate. It would be noted that we do

not need as in [!] the independance between Yn and Xn.

Theorem 7. Let 0 <a <~ ; assume that £, h, K and H satisfy the conditions

of theorem 2 for p = % and q = 1. Then :

A a 1 a

Elp-p|® = 0(——=—~ + h)
Na/4hda/4 N
N
Proof.
EIS-O‘a— a- E(Ifl/zlh.:]/z 1/2|)a a E(fhl/z 1/2_f1/2|)a
<2®lpr (s )a/z(]th-h[)a/ZJ ¢ 2371y (fh)a/z(”f -£))3%

We conclude by theorem 2.

5. CONCLUSION

It would be noted that the method developed in this paper apply in the same
line to evaluate the risks for the density derivatives estimates. These deriva-

tives appear as dual of the qguantities xkf(x).
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ESTIMATION OF THE ENTROPY AND INFORMATION OF
ABSOLUTELY CONTINUOUS RANDOM VARIABLES.
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Abstract : We propose an estimation of the entropy and the mutual information of absolutely continuous random
vectors and we give an upper bound of the mean risks for the proposed estimators, under strong mixing
conditions .

Key words : Entropy ; information ; kernel estimators ; strong mixing,
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1. INTRODUCTION.

Let X be a random vector with values in RrR™ and with probability

density function f(x). The entropy of X is defined by
H(X) = - f f(x)Logf(x) dx ;
R™

we shall always assume that f(x)Logf(x) is integrable.

The first estimation of the entropy of a discrete random variable
has been proposed and studied by G. P. Basharin [2] and later by
K. Hutcheson and L. R. Shenton [7].
For a random variable with density, I. A. Ahmad and P. E. Lin [1]
proposed the following approach for m = 1. Taking a random sample

X c., Xy of X and a positive kernel K(x), f(x) can be estimated by:

1’
N
fn06) = (1/Nhy) T K((x-X;)/hy)

where hN is a sequence of positive real numbers which converge to zero.

Using this, they estimate H(X) by

. N
fiy = -(1/N) g;g Logf (X;)

and study the first and second mean consistency of ﬁN' However their
proof is incomplete. More precisely they use systematicaly a Taylor
expansion of the following form:

Log z - Log ¢ = (z-c¢)/(6z-(1-8)c) , 0< 8 <1 ;
but in their work z and c¢ are functions of N and x and then 6 is
a random function of N and X. So 6 must be integrated and they must

study its limit for N tending to infinity.
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A second approach is due to B. L. S. Prakasa Rao [9], who proposed
the estimator
. N

HN = -f fN(x)Long(x) dx ,

_kN
where kN is an increasing sequence of positive real numbers tending to
infinity. There is also the work of L. Birgé [3], who studied a similar
estimator where fN is the empirical density estimator.
Another interesting approach is due to 0. Vasicek [13], who uses his
result for testing the normaiity of X. This approach is also used by
E. J. Dudewicz and E. C. Vander Meulen [5] for testing the uniformity
of X. Unfortunately, the method of O. Vasicek, based on order statistics,
is particular to the one dimensional case and can not be used to estimate
H(X) in the multidimensional case or to estimate the mutual information
of two random variables.
Except in L. Birgé [3], there is nowhere an upper bound of the mean
risks for the proposed estimators.
In what follows, we propose another approach based on the following well

known result (see [6]). If p is a probability measure on Q and the

positive function f belongs to Lq(du) for some q > 0, then
(1/r) Log ffrdp, i fLogf dp
rlo

Using this we . estimate H(X) by
rN+1
(1) Hy(X) = =(1/ry) Logf ey (x) ax
1-er'l

where ry = h% for some fixed positive real number vy .Under some mixing
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conditions (see sections 2 and 3), we obtain the following result
(Theorem 1) for p > 0 and v = 1
p p/2 (m+2)p/2 p
ElHy(X) - H(X)IP = o((1/N " hy ) + hy )

The same upper bound is obtained (Theorem 2) for the mean risks of the
natural estimator
(2) Hy(X) = - f fy(x)Logf(x) dx
[Rm
As an application we give, in section 4, an estimator of the mutual

information of two random variables

2. NOTATIONS AND ASSUMPTIONS.

We introduce now some notations and assumptions. Let (Xn)nez be a
strictly stationary sequence of random vectors in R™ .We denote by @0
the o-algebra generated by {Xn , n < 0} and by @k those generated by

{X n = k} for k > 0 . The strong mixing coefficients of the process

n y

(Xn) are defined by

«(k) = sup { |P(ANB) -P(A).P(B)| , A€@, , Be@® } ,
(M. Rosenblatt [10]) . We always assume that the process (Xn) is strong
mixing , i.e. l1lim a(k) = O
Let f(x) be the probability density of Xn , (hN) be a sequence of

positive real numbers which converge to zero and K be a positive

bounded kernel on R™ such that

(3) fK(x) dx = 1 , J} K(x) dx = 0 , flxlsK(x) dx < oo , f{xlzf(x) dx < oo

2 . .
(4) f]xil K(x) dx = t2, J;ixj K(x) dx = 0 for i # j and x = (xi)1<i<m
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(8) If(x)(Lng(X))2 dx < o , fK(X)(LOgK(X))2 dx < o,

sup f(x) = M < oo , sup K(x) = M < o
(6) x”“K(x) and DVR(S) are absolutely integrable for v=(u1,..,um) e N™,
[v] < a; (where R is the Fourier transform of K , [u]=u1+...+um

and a is the integer part of (m/2)+1 )
For the next assumption we need some definition;let D(Rm) be the

*® functions with compact support in R™ and T be a

space of C
distribution on Rm (see [12]), we put

ITI; = sup { IT(®)| ;5 ® € D(R™) , [of, < 1 }
Clearly, [Ty < e if and only if T is a bounded regular measure ;
particularly, if T € Ll(Rm) then |]T||1 is the usual Ll-norm
Now our assumption is
(7) ".ﬁuf"1 < o for v e N, [v] = 2 ; (here and in the sequel the

distributional derivatives are noted vi)

It is proved in [8]'that (7) is equivalent to the condition used by

L. Devroye and L. Gyorfi [4] in the case m = 1
sup |1 (fxp )" | < oo
a>0

where ¢ is a positive density of class C2 with compact support and

e (x) = (1/a)p(x/a)

Following M. Rosenblatt [11] , we estimate f(x) by
m N
(8) fN(X) = (1/NhN) E= K((X—'Xi)/hN)

and H(X_) by Hy(X) and ﬁN(X) as defined in (1) and (2)
We shall use also the following assumption with 0 < p < o

a(p+d)
<

oo and Ei%(k+1)(

with B = Max(p , 2) and a defined in (6)

m(p) : For some d>0, E|X_|

B/2)-1 d/(B+d)
a (k) <

oo
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3. THE MEAN RISKS .

We need the following lemma whose proof is in [8].
Lemma 1 . If M(p) is satisfied ,0 < p < o , then

2 2 2
Elfy - £1P < (c,/NP/2nlP/2) o ¢ n2P

. _ 2 =V P
with Cy = (t=/2) | D f”1
[v]=2
m a Jj (a-3) a— i
and c, =c TPk R(x) (15
L= oo o 0 (L )mg : 5
a(B+d)
where the constant Co depends only on m, p, a(k) and E|Xn[ .
Now we can state our first result ; we take for simplicity ry = hN
Theorem 1 . If M(2p) is satisfied , 0 < p < o , then
EIHy(X) - H(X)|P = 0((1/NP/2n{("*2)P/2) . 1B,
Proof : we shall write for simplicity HN , H and ff instead of HN(X) ,

H(X) and ff(x) dx . We have

rt+1 r,+1
(9) |Hy - HIP < ¢ (}HN +(1/1:‘N)Logff NP | (1/ry) Logff N +ij).

where ¢ is 2P71 if p > 1 and 1 if p < 1

We begin with the first term in the right side of (9)
rN+1 rN+1 TN
(10) IHN+(1/PN)Lngf | < (1/rN6)iffN ~ff |
where
r t+1 ro+1
(11) 6 > Min ( ffNN , ff N"T
and then

-r -
(12) 6 > Min ( e NN e N7
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so that

r r
(13) (1/6) < e NN , ¢'N
We must now bound ﬁN and H

For this we denote by V’ the transpose of a column vector V and

respectively by D and GN the matrices

7

Vaan and f(xx’)fN(x)dx - ( ffo(x)dx )( ffo(x)dx )

Noting that f(xx’)K(x) = 214 , it is easy to obtain

N _ —
(14) Gy = ©2hZ™1d + (1/N) = (X - XX - Xy

Now we use the fact that, when the random vector Z has a fixed covariance
matrix , the maximum of H(Z) is attained for Z gaussian . We obtain

mrN/Z rN/2 rN/2
(15) (1/6) < (2mwe) (|det GN] + |det D] )

rn/2 2 .2m _2,Mry/2
It is easily seen that E[detGNl is bounded by m!(ZE]XnI + hN %) .

rN+1 rN+1
Now we bound the term LffN - ff | in the right side of (10);we have

N

ryt+t1 ryt+1 r r
(16) !ffNN - ff NS (rN+1)f(fNN+ f N)1fN - £

r r
< (rpy+1)[(M7/hy) N+ M N]f!fN - £

dy f{fN - £

r r
where dN = (rN+1)[(M’/hR) N oM N] and satisfies lim dN = 1

Combining (10) , (15) and (168) we obtain

N/ 2

rN+1 , r rN/Z
(17) [ Hy +(1/rN)Logff | < (dN/rN)(Ldet Gyl +|det D| )fIfN - £

where

, /2
(18) dy = (2re) N dy
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Now we study the second term in the right side of (9)
rN+l
|(1/rN)Long - ffLogf|
rNLogf
Using a Taylor expansion of e , we obtain

rNLogf > rOLogf

(19) (l/rN)Log (e f) = (l/rN) Log f[(1+rNLogf+rNe (Logf)z)f]

2 rOLo
< (1/ry) erfLogf +ry [e

£
€ f(Logf)zj]

where 0 < rg <ry (rg is function of xX)

ry+1
Now because (l/rN)Logff N is greater than ffLogf , we obtain
rN+1 ro+1 2
(20) |(1/rN)Logff + H| < er[f (Logf)“]

r
< ry M N ff(Logf)2
Using now (17) and (20) , (9) becomes
(21) [Hy - HIP < ¢ [(aAB/rR) <f|fN - £1)P + BRrR 3

where

N/2 PN/Z

’ r r
Ay = dy(ldet Gy +|det D] )i By = M fo(Logf)z and lim By = 1

Taking the expectation in (21) and using Schwarz’s inequality, we obtain
(22) E|Hy -HIP < ¢ [(1/r§)(EAﬁP)l/z[E(f|fN—f|)2931/2 + BRrR ]

’ pmr pr
whith EAZP < Zcsz(m!(2E|X|2 + hZ™ =2 )7 N 4 get D] N) when pmry < 1.

We apply lemma 1 to conclude

, r r
Remark 1 . Note that in (10) , 0 is bounded by (MN/hN) N v M N and then

ryt+1 ryt+1 ro+1
IHy -+ (l/rN)Logff N~ (l/rN)'ffNN - ff.N [
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We can obtain a similar result for ﬁN . For this , we assume that for

some fixed s < 1 , the following conditions are satisfied for

[k] < (m(1-s)/s) + 1

(23) ffs < o

(2a) |BY(xMf(x)|; <= for v € N", [L] = 2

(25) DY (x*Br(x))|; < for B e N", v e N, [B] = [v]

We have then the following lemma

Lemma 2 . If (24) and (25) are satisfied , then flEfN

We can now state our result for ﬁN(X)

Theorem 2 . If (23),(24),(25) and M(2p) are satisfied , 0 < p < o ,
EIfig(X) - H(X) P = o((NP/2n{"*2)P/2 . nb )
Proof. We must evaluate E)ﬁN - HN) ; but the same expansion as (19)

and (20) gives

rAt1
o~ 0 2
(26) |Hy - Hyl < ry ffN (Logfy)

r
, N 2
<rN(M /hg) ffN(Long)
and then
~ pr 2 \P
(27) ElHy - HyIP < (M'/hg ) N.rR E( ffN(Long) )
Now we consider two cases . Case 1 : p =2 1 . Then

p
(28) E( ffN(Long)2 ) < E ffN(Long)ZP

< E( f £y (Logfy) 2P + ffﬁ )
£ <R :

k € N,

then
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where R is such that

(29) Log u < u1/2p for u 2 R ;

and because ul"s(Log u)2p is bounded on [0 , R] , we obtain
2 P s 2

(30) E fN(Long) <B.E|fy + E|fy

where

(31) B = sup ul~S(Log u)2p
O<u<R

Now it is well known that Effﬁ is bounded . Also

(32) Eff§

]
—
o]
H
4]

A

f|EfN - £S5 + ffs

and we conclude by lemma 2

Case 2 : 0 <« p < 1 . Then

p p
(33) E( ffN(Long)z) < ( EffN(Long)z)

and this quantity is bounded as in the case 1

Remark 2 . The optimal choice of hN is N_l/(m+4) and the p-mean risk of

our estimators is then N~ P/(m+4)
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4. ESTIMATION OF THE MUTUAL INFORMATION .

Let X and Y be random vectors in R™ and RY respectively , with joint
probability density function g(x,y) and marginals f(x) and 1(y) . The
mutual information of X and Y is defined by

g(x,y)
(34) 1(X:Y) = f g(x,y)Log — " dx dy
— £(x)1(y)

and takes its values in [0 , +c0] . We assume that

(35) I(X3Y) < o0

To estimate I(X;Y) , we use the well known relationship

(36) I(X;Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y)

Let (xn’yn)nEZ be a strictly stationary sequence . We denote also by
M(p) the corresponding condition on the strong mixing coefficients of
(Xn’Yn) . Let K’ be a positive bounded kernel on RY .we assume that K’,
g and 1 satisfy the same properties as K and £ ((3),...,(7)) .Now we

estimate g and 1 by
m+qg N , q N ,
(37) gy(x,y)= (1/NARTDHF_K(x=X;)K (v-¥) and 1y(y)= (1/NRQFZK  (y=¥y)

and we take

rN+1 rN+1
(38) HN(Y) = (—l/rN)Logle and HN(X,Y) = (—1/rN)LogfgN
I1(X;Y) is then estimated by
(39) IN(X;Y) = HN(X) + HN(Y) - HN(X,Y)
As consequence of theorem 1 , we obtain
Theorem 3 . If the sequence (Xn’Yn) satisfy mn(2p) , 0 < p < o , then

ElTy(X:Y) - 1(X;Y) (P = 0(NP/2n(m*a+2)p/2 . nb)
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Remark 3 . Based on the well known property that X and Y are independent
if and only if I(X;Y) = 0 , one can construct a consistent test of

independence by rejecting the independence of X and Y if IN(X;Y) = 8

where 8 is some small positive real number
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ENTROPIE DES PROCESSUS LINEAIRES

A. Mokkadem

- Résumé -

Soit Y = (Yn)nez un processus réel stationnaire de représentation spectrale
T im m in)
= = 1 3fini = .
Yn [ ] e dZY et X (Xn)nez e processus défini par Xn J Tre ¢(A)dzy,

on montre que l'entropie de X satisfait 1'inégalité :

T
H(X) 25%— [ Log f¢(A)|dk-+H(Y) ;
-7

divers cas d'égalité sont établis. Nous donnons également des applications de

ce résultat.

- Abstract -

Let Y = (Y )nezbeareal stationary process with spectral representation
m . m .
in) , inl
Y = e dz, and X = (X)) the process defined by Xn== e ¢(A)dZY;
-1 =T

n Y n nez2

we prove that the entropy of X satisfies :
) m
H(X) 2= j Log |¢(X)|dX +H(Y) ;
-

some cases where equality holds are obtained. We give also some applications.

Mots-c1és : Entropie d'un processus ; processus symétrique o-stable ; processus
harmonisable ; filtre linéaire ; principe du maximum d'entropie.

Classification A.M.S. 1985 : 60 G 25 , 94 A 15.
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1 - INTRODUCTION

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans n£<, admettant une
densité de probabilité f(x) telle que f(x) Log f(x) soit intégrable ;

1l'entropie de X est définie par

(1) h(X) = - J K f(x) Log f£(x) dx ;
IR

(cette définition sera étendue dans la section 2 & toute variable aléatoire

admettant un moment absolu d'ordre s>0 fini).

Pour un processus réel, stationnaire en loi, X = (Xn)nez ;, l'entropie de X

est définie par

. 1
(2) H(X) = l;m el h(XO,...,Xn)

Considérons maintenant un processus stationnaire en loi, réel et harmonisable

(Y ) et X = (X)) filtré de Y par un filtre

voir section 2 Y
( ) n nez n' nez

linéaire réel

>
]

™ inx
(3) J e ¢ (A) dZY(k)
-7

ol dZY désigne la mesure spectrale de Y , ¢(A) est intégrable par rapport

a dZY et vérifie

(4) ¢ = $(-N)

cette derniére condition assurant que X est réel.

On établit dans cet article le résultat suivant qui généralise des résultats
obtenus par M. Kanter [9] dans le cas ol les Y~ sont indépendants et par

L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [15] dans le cas oi ¢ est un polyndme
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trigonométrique :

m
(5) H(X) z;—ﬂj Log |$(X) |[aX+H(Y) ;
-T

1'égalité dans (5) est obtenue dans différents cas, en particulier quand Y

est réqulier ou symétrique G-stable,ce qui permet d'écrire l'entropie de Y
en fonction de son spectre et de l'entropie de son innovation. Un tel résultat
a été établi par C.E. Shannon [14] dans le cas gaussien en faisant directement
le calcul de h(xo,...,xn) et enpassant a la limite ; notre méthode n'utilise
pas ce calcul explicite.; elle permet en particulier d'avoir une nouvelle

interprétation du premier théoréme de Szégo

1/n+1 1 (7
(6) lim Idet Qn+1| = exp {EE-J—H Log f(A)d)}

o Q est la matrice des covariances de (X ,...,X ) et f 1la densité
n+1 o n

spectrale de X = (Xn)nez .

Le plan de l'article est le suivant : la section 2 est constituée de
préliminaires qu'on utilise dans la suite ; on établit notre résultat principal
dans la section 3 ; des applications et une extension au cas des processus
n'ayant pas de représentation spectrale sont données dans la section 4 ; on
discute en particulier dans cette section du principe du maximum d'entropie
introduit par J.P. Burg [2] , [3] .

Tous les processus que nous considérerons seront supposés centrés.

2 - PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Nous introduisons d'abord quelques propriétés de l'information et de

l'entropie de variables aléatoires.
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Définition 2.1.

Soient P, et P_ deux mesures de probabilité définies sur un méme espace

1 2
mesurable (Q,A) ; on définit l'information de Kullback de P1 et P, par :
P _(E.)
(7) K(p, ,P.) = sup | P, (E,) Log ———o
1’72 ¢ 1771 PZ(Ei)

ou le supremum est pris sur toutes les partitions finies (Ei) de Q .

K(Pl’PZ) est & valeurs dans [0,+»] ; elle est infinie si P2 ne domine pas
P1 ; quand P1 et P2 admettent des densités de probabilité f1 et f2 '

on a :

(8) K(Pl,Pz) = J f1 Log fl/fz

Définition 2.2.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de loi de probabilité PXY ;
notons PX(resp PY) la loi de probabilité de X (resp Y) . On définit

l'information mutuelle de X et Y par :

(9) I(X,Y) = K(ny,PXGPY)

Les propriétés suivantes sont établies dans M. Pinsker [10] :

(10) si Pln et P2n convergent respectivement vers P1 et P2 alors :

lim inf K(Pln'pZn) 2K(P1,P2)

(11)  I(X,Y) = I(Y,X).

(12) I(X,Y) O si et seulement si X et Y sont indépendantes.

(13) I(X,X) © si X est absolument continue.

It
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(14) I(X,Y) >2I(£(X),Y) pour toute application mesurable f .

(15) si X = (Xl'x ) alors :

21---

I(X,Y) lim I((X,,...,X ),Y)
1 n

n

Nous passons maintenant & la définition de 1l'entropie d'une variable aléatoire ;
. . . k s s
pour une variable aléatoire X dans TR admettant une densité de probabilité

f et un moment absolu d'ordre s>O0 fini, 1l'intégrale
(16) h(X) = —‘[f(x) Log f (x)dx

est bien définie et & valeurs dans [-»,+®[ ; pour éviter d'avoir & vérifier

a chaque étape l'existence d'une densité, nous poserons

(17) h(X) = < si X n'est pas absolument continue.

Pour justifier (17) et rester dans le cadre du début de la présente section,

on pose :

Définition 2.3

k . . .
Si Qu est une mesure de probabilité sur IR de densité u et si la variable

k . Sy e
aléatoire X a valeurs dans TR a pour loi de probabilité P et vérifie :

(18) Ep {Log u(x)} > - w,
on pose :
(19) h(X) = -K(P,Q) -EP{Log u(xX)} .

On a ainsi défini l'entropie pour toute variable aléatoire a valeurs dans

k .
IR , satisfaisant a une condition du type (18) ; cette entropie est & valeurs
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dans [-w, +of , elle vaut -o» quand la variable aléatoire n'est pas
absolument continue et est égale a l'entropie usuelle (16) sinon. La condition
(18) est vérifiée par les variables aléatoires admettant un moment absolu
d'ordre s >0 en prenant

x|

(20) u(x) =Ce

mais aussi par exemple par les variables aléatoires X vérifiant

E Log(1+|x|2) <® en prenant :

(21) ulx) = ——
14|

Les propriétés usuelles de l'entropie sont naturellement encore vérifiées;

en particulier on a (R.B. Ash [1])
(22) h(X) = h(X+a) pour toute constante a .
(23) si A est une application linéaire de :mk dans E*
h(AX) = Log|det A| +h(a).
(24) h(X,Y) <h(X) +h(Y) avec égalité si X et Y sont indépendantes.

(25) Si la matrice des covariances de X est fixée le maximum de h(X) est

atteint quand X est gaussienne.

Nous définissons maintenant 1l'entropie conditionnelle de X sachant Y
ol Y est a valeurs dans un espace quelconque et X est & valeurs dans

k
R et admet une entropie au sens de (19) par
(26) h(x]Y) = h(X) -I(x,Y) .

Les propriétés suivantes proviennent alors de celles de l'information et de
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1l'entropie :

(27) h{x,X') = h(x') +h(x[x").

(28) h(X|g(x')) 2h(X|X') si g est mesurable.
(29) h(x+g(x')|X') = h(X|X")

notons que (28) implique :

(30) h(x|X',g(X"') = h(x|x")

Nous aurons besoin dans la suite des propositions suivantes.

Proposition 2.1

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans

k
IR ; si X et X+Y admettent une entropie au sens de (19) alors :
h(X+Y) 2h(X)
Preuve :

Si h(X) = =o il n'y a rien & démontrer ;

si h(X) > -w on a d'aprés (12) et (19)

(31) h(X+Y]Y) = h(x)
et aussi :
(32) h(X+Y|Y) = h(X+Y) - I(X+Y,Y)

Comme I(X+Y,Y) est positif on conclut.
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Proposition 2.2.
k
Soit (xn) une suite de variables aléatoires a valeurs dans IR convergente
k
en loi vers X et u une densité de probabilité sur IR ; si les variables

Log u(Xn) sont uniformément intégrables, alors :

(33) lim sup h(Xn) <h(X) .
n

Preuve :

C'est une conséquence de (10) et (19)

Nous définissons maintenant 1'entropie d'un processus stationnaire.

Définition 2.4.

Soit X = (Xn)nez un processus réel stationnaire en loi admettant un moment

absolu d'ordre s>0 fini ; 1l'entropie de X est définie par :

, 1
(34) H(X) = l:m oil h(Xo,...,Xn)

Notons que par stationnarité on a aussi pour tout k ,

. 1
(35) H(X) = l;m il h(Xk,...,Xk+n) ;

s . . 1
on peut vérifier (voir M. Kanter [9]) que la suite =1 h(X ,...,X ) est

décroissante et que
(36) H(X) = lim h(x_[X_,s...,X_) = h(x_|X
n

| -n
on X_. = (X_l,..,,X_n,...)

Nous allons maintenant définir des classes de processus que nous utiliserons

dans la suite ; pour les propriétés des variables aléatoires symétriques
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a-stable (SqS) on se refére & S. Cambanis [4] o est définie en particulier

la covariation de deux variables SqS X et Y , que nous noterons également

[X,Y] ilanorme encovariance sera notée HX|L1= [x,x];/a.
Dans toute la suite on supposera que 1<q<2 .
Un processus réel ou complexe X = (X, ) est dit SaS si pour tout

t teT

t "'tk les variables Xt ,...,Xt sont conjointement SaS ; pour
1 k

a=2 , X est alors gaussien.

I

Soit E(A) , Xel-mm] un processus SaS & accroissements indépendants,
m

alors 1l'intégrale J f(X) dE()) est définie pour toute fonction £ dans
-1

La(u,T) ot T =[-m,m] et p est la mesure sur T définie par :

(37) p{la,bl} llab)-g(a)ug ; [41, [81, [13] .

On a de plus :

T (m m <g-1>
(33) [J fag , J ng]Cx= j f(g) du
- -7 -1
39 Iracl, = Nell
L™ (y,T)
avec x<8> = [x|8—1 X
On notera Su la classe des processus réels, X = (Xn)nez strictement

stationnaires, S0oS et qui admettent une représentation :

m inA
(40) X = [ e dag ()
-

o &(A) est un processus S aS & accroissements indépendants, dont la

mesure |y définie par (37) est finie. On dira que U est la mesure spectrale
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de X et que df est sa mesure spectrale aléatoire ; on les notera

respectivement Uy et dZX .

On considére aussi la classe € des processus réels strictement stationnaires

et de carré intégrable ; (notons que 52 est la classe des processus

gaussiens et est contenue dans €).

La théorie spectrale des processus dans € est largement développée [11] ;
S. Cambanis et A.R. Soltani [6] développent une théorie analogue dans Sa ;

ils obtiennent en particulier

2.5. Décomposition de Wold

Tout Xezsa , s'écrit X = x1+x2 ol x1 et X2 sont indépendants ; si

xl#(), My admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue et :
1
(m
(41) J Log f(A)d) > -= ;
-

si X2 #0 la densité g de la partie absolument continue de Hy vérifie :
2

n
(42) J Log g(A) dX = -= ;
-m

X1 est la partie réguliére de X et X2 sa partie singuliére ; X est dit

réqulier (resp singulier) si Xy =0 (resp. X1 =0).

2.6. Moyenne mobile :

Si X est régulier de densité spectrale f()) , il existe une fonction
extérieure h dans l'espace de Hardy 1* telle que |h(A)|a = f()) et le

processus :

A
(43) n(\) =J (h) " az
0
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est un processus SqaS 4a accroissements indépendants dont la mesure associée
définie par (37) est la mesure de Lebesgue (n est un mouvement q-stable ;

pour g =2, n est un mouvement brownien).

Si on pose

s .
(44) W= J ™ an (1)

-1
on a alors :

T inh-
(45) xn = J_ﬂ e h(}) dZw ;

notons que la mesure spectrale de W est la mesure de Lebesgue ; si

Hy

a # 2 , S. Cambanis et A.R. Soltani [6] montrent que les variables aléatoires

(W)

ne sont s indépendantes ; mais les covariations W W' sont
N ned pa p ! C n' n]G

nulles pour n # n' comme on peut le voir en utilisant (38) ; on appellera
W , 1'innovation de X ; plus généralement si X est non singulier on

appellera innovation de X , l'innovation de sa partie réguliére.

Pour terminer notons que, si Xe §, et ¢ eﬁ%UX,T) , le processus
Y = (Yn)nez défini par

T inx
(46) Yn = f . e ¢ (X) dZx

est dans Sa ; de plus

. _ a A
(47) dz, = ¢(}) dz et dy = lo (V) | dy,

on dira que Y est obtenu de X par le filtre linéaire ¢ .
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3 - ENTROPIE ET FILTRE LINEAIRE

L'objet de cette section est d'évaluer l'entropie d'un processus
obtenu par un filtre linéaire ; nous commengons par calculer 1l'entropie d'un

processus singulier dans € ou Sa

Proposition 3.1.

Si Y est sinqulier, alors H(Y) = =
Preuve :
-1 N C
Puisque Y est singulier, on a YO = T(Y_w) oi T est linéaire, donc :

-1 -1
(48) I(Y,¥_)2T(Y_,T(Y_))

2
‘I(Yo’Yo) '

mais
(49) H(Y) = h(¥ ) ~T(Y_,¥ D)
(Y) = o ( o' Yo

d'ou

) < = ’ H
(50) H(Y) h(YO) I(YO Yo)
si Yo est absolument continue on conclut grdce a (13) ; si Yo n'est pas
absolument continue on sait qu'alors h(Yo) = - et on conclut encore.

Nous comparons maintenant 1l'entropie de Y avec l'entropie de sa partie

réguliére.

Proposition 3.2

Si Y est non singulier et Y, (resp Y2) est sa partie réguliére (resp

1
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singuliére) alors

(51) H(Y,) 2H(Y) ;

de plus on a l'égalité si Y, et Y, sont indépendants.

Preuve :
On pose Y, = (Yl,n%ez et Y2 = (Y2,n)nez
on a en utilisant (28)
(52) H(.) =h(y, [¥"71)

1 1,n""1,-

n-1 _n-1
Comme Y est fonction de Y' = on obtient par (29)
2n ~o0
n-1 n-1

(53) H(Y,) Zh(Yn]Yll_w, Y_ ")

de méme Y?-iw est fonction de Y?;l et donc par (28)

4

l Yn-l
n' -om

(54) H(Y,) 2h(Y )

1

ce qui termine la premiére partie.

Si Y1 et Y2 sont indépendants, on a d'aprés la proposition 2.1,

H(Y) ZH(Yl) , on conclut donc la démonstration.

Pour évaluer l'entropie d'un processus X obtenu avec un filtre linéaire
appliqué & un processus Y de € ou Sa , on a besoin de deux résultats
préliminaires. Le premier est di & L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [15] ;

nous en donnons une démonstration élémentaire dans un cas particulier.
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Lemme 3.1.

Soit X et Y deux processus réels stationnaires en loi admettant un moment

absolu d'ordre s>0 fini et tels que :

k
(55) X = z a. Y . ou les a. sont réels et m est fixé ;
n . j “n+m-j ]
3=0
K ijA
posons ¢(\) = ) a. e 3%, on a alors :
j=0
1 T
(56) HX) 27 [ Log|¢(X)|dk +H(Y)
-7
Preuve : (quand z aj 2zl n'a pas de zéros dans |z| <1)

Sans rien perdre & la généralité on peut supposer que :

k
(57) x =V a, Y
n =0 J n-j
on voit alors facilement que :
(58) (YO,YI,...,Yk_l,Xk,Xk+1,...,Xn+k) = A(YO,YI,...,Yn+k)
< . p . n+1
ol la matrice A a pour déterminant a,
On obtient en utilisant- (23) et (24)
(59) h(Y ,¥,,...,¥ ) +h(X_,X ,....x ) >Logla |" +ny v ,....x )
o' "1 k-1 k' k+1 n+k o! . o' 1 n+k

mais il est immédiat que :
(60) lim L h(y ,Y Y ) <O et lim L h(y ,Y Y ) = H(Y)

o Dt o' 1T k=17 T o n+l o' "1 Tn4k’ T

on obtient donc :

(61) H(X) zLoglaO|+h(y)
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et d'aprés le théoréme de Jensen (voir W. Rudin [12]), on a

1 [ _ k
(62) Log|ao[ = 5;-f—ﬂ Log l¢(A)|dA ot ¢(\) = jg a, e ;

ce qui conclut la démonstration N
Le deuxiéme résultat est un lemme d'approximation.

Lemme 3.2

Soit y la mesure spectrale d'un processus réel non singulier de € ou Sa .

Soit ¢« Lp(U,T) avec p=2>1 ; on suppose que :

(63) ¢(X) = ¢(-1) pour tout Xe[-m,7]
et

n
(64) J Log |¢(A)| A\ >-e

-7

Alors il existe une suite ¢n de polyndmes trigonométriques & coefficients

réels tels que :

(65) lim ¢n = ¢ dans Lp(U,T)

et

(66) lim [” Log [¢ (M| d) = J” Log |¢(A)| dax .
=T =T

Soit yp = u1+-u2 la décomposition de Lebesgue de - |y . Puisque le processus
de mesure spectrale yu est non singulier, Hy est équivalente & la mesure

de Lebesgue.
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Faisons d'abord 1l'approximation dans Lp(ul,T)
Soit §>0 , il existe alors e>0 , £<§ tel que pour tout borélien B

vérifiant Ul(B) <g on ait :

(67) J lo|P dy, <6 [ |Log| ¢ (M) ]| dx<§
B B

JM] dy, <§ ;J dr <6
B B

cela provient du fait que les mesures [¢|p dyy |Log|d|| ax » |¢] dy,

et d) sont dominées par dul

Puisque J Log|¢| d) > -o» , la mesure de Lebesgue de l'ensemble N des zéros
de ¢ est nulle.
On se place dans le complémentaire de N ; par le théoréme de Lusin [121 ,

on peut trouver un compact K, qu'on peut choisir symétrique par rapport

1

& A =0 et une fonction continue wl tels que :

(68) UI(T_Kl) <g

et

(69) wl =¢ sur K1

wl étant sans zéros sur K1 , soient :

(70) Y = sup (]Log[wlll) et B = max{1, suplwll} .
! X

Choisissons maintenant €, >0 et K2 un compact dans T—K1 symétrique par

rapport & )X =0 tels que :

(71) €. <— ; ¢ <§-
Y
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et

(72) ul(T—(K1 uKz)) <52 .

Définissons sur K = KllJKZ la fonction :

(73) v,

On prolonge wz de la maniére suivante.

Si I = ]Al Az[ est un intervalle dans le complémentaire de K tel que. Xl

et A, soient dans K , on pose pour tout A dans I :

2
X—XI AZ—A A-Al
(74) V(W) = [y lv, O ) | +—— xp2(xl)|] exp {il3—5— Arg ¥,(},)
2 "1 - 27 ™M
27M
Az-A
+ ﬁk‘fq ll)2()\1):' }

On obtient ainsi une fonction continue qui vérifie :
(75) w2(A) = wz(-k)

[yl <B 5 |Log v, <¥

(wz n'a pas de zéro sur T).

I[1 est alors facile de vérifier que :

m
(76) J |o-v, |7 dy, <88
=T

et
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(77) |J Log |¢|d}\-J Log |y,| dA| <38
!} -

Passons maintenant & Lp(u,T) ; on peut prendre un support de P S
symétrique par rapport & X =0 .

Soit Q wun polyndme a coefficients réels tel que :
T p

(78) J l6-|* au, <6
=T

on peut prendre Q sans zéro sur T en perturbant faiblement ses racines

et en gardant des coefficients réels. Notons :

wz sur T-S
w =
3 Q sur S
Il est clair que :
m
(79) J |0=05 |® aus< 96
=T
et
T . m
(80) |J Log [y, | d}\-J Log |¢|dA|< 36
-T =T

w3 n'a pas de zéros sur T ; on pose :
(81) B = sup lw3[ et Yy = sup |Log |w3||.
T T

Soient €' et ¢" tels que :

(82) g <8/y ., ¢ <—§—

4P

et
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(83) u(B)<e" => J dx <g' .
B

Par le théoréme de Lusin, il existe un compact K (qu'on prendra symétrique)

et une fonction continue ' tels que :

(84) H(T-K) <g"
et
(85) ' o= w3 sur K .

On prolonge ' comme plus haut en une fonction continue qui vérifie
p 9

(86) lv] <B et |Log |¢]|| <y

il ne reste plus qu'a approcher | uniformément par un polyndme trigonométrique

a coefficients réels pour conclure la démonstration.

Remarque 3.1

o o]
Le lemme est encore vrai pour la norme L ; si ¢ est une fonction continue
sur T , on peut l'approcher uniformément par des polyndmes trigonométriques

a coefficients réels qui vérifient (66).

Remarque 3.2

La condition ¢(A) = ¢(-A) signifie que le filtre est réel ; sans cette condition
le lemme est encore vrai mais l'approximation est faite avec des polyndmes

a coefficients complexes.

On établit maintenant notre résultat principal.
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Théoréme 3.1

Soient X et Y deux processus dans € ou Sa tels que :

T
X = J elnA ¢()\)dzY avec ¢ eLa(uy,T)
=T

Alors :
Ny
(1) HM)Z;;J Log [¢(A)|aX +H(Y)
-7

(ii) On a 1'égalité dans (i) dans les cas suivants :
a) ¢(A) #0 Wy -Presque partout
b) X est singulier
c) Y est régulier

d) Y eSa

Preuve
(i) Si Y est singulier, X 1l'est aussi et (i) est vérifiée d'aprés la

proposition 3.1 et on a en fait trivialement 1'égalité dans (i).

Supposons que Y est non singulier ; on a alors deux possibilités ; si X est
non singulier, on a :

(m
(87) J Log |$(A) | dr>-w ;
=T

d'aprés le lemme 3.2 on peut trouver une suite de polyndmes trigonométriques

a coefficients réels ¢k , tels que :
(88) lim d)k = ¢ dans La(uy,T) (avec @ =2 si X et Y sontdans €)

et

m m
(89) lim J Log |9, (M) |aX = J Log |¢(N) | dX .
k ‘-m -7
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Soit :

(M in)
(90) X (k) =J e " ¢, () az,

=T
on a

a_ _ o] _

91) % x) 'Xn“a‘ J|¢km oM | auy = 6,
et :
(92) lim 6k =0

On peut extraire une sous suite telle que :
(93) z <Sk<oo

de sorte que le processus X(k) converge en loi vers X ; et donc :

1 1

(94) lim inf T(X_(k),X__(k)) 2T(X_,X_)
mais :
(95) H(X(k)) = h(X_(K)) -I(Xo(k),x_—_i(k))

et d'aprés la proposition 2.2 .

(96) limksup h(x (k) <h(X )

il vient par conséquent :

(97) lim sup H(X(k)) <H(X)
k

on conclut alors avec les lemmes 3.1 et 3.2.
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Si maintenant X est singulier, on a :

(98) Jn Log |¢(A) ] dX = -
=T
et
(99) -0 = H(X) = -o+H(Y)
ii) a) si ¢(A) #0 UY-presque partout, alors Y(}A) = ¢:X) est

dans -La(ux) et on a :

m .
(100) Y = [ ™ ) az,,
=T

par conséquent d'aprés (i)

m
(101) H(Y) 2 - 51; J Log| ¢ (A) |ax+H(X)
-

on conclut donc.

b) a été démontré dans (i)

c) si Y "est régulier, ou bien X est singulier et on a 1'égalité
d'aprés b), ou bien X est non singulier et alors ¢(A) # O presque partout
pour la mesure de Lebesgue. Comme My est absolument continue il s'ensuit

que ¢(A) #0 uY-presque partout ; ce qui nous raméne a a).

d) Si Y est singulier on a évidemment 1'égalité. Si Y est non
singulier, soit Y = Y1-+Y2 sa décomposition de Wold. Y1 et Y2 étant

indépendants on a d'aprés la proposition 3.2.
(102) H(Y) = H(Yl)

D'autre part, il est clair que si X1 est la partie réguliére de X on a :
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T inx
(103) xln = J e o (A) sz
-1 1
et donc :
1 m
(104) H(X)= o J_;.,og lo0) | ax +H(Y)
or :
(105) H(Xl) 2 H(X)

d'aprés la proposition 3.2. ; (102) (104) et (105) impliquent alors :

Ll
(106) 5% J Log |¢(N)| dX+H(Y) 2H(X)
=T

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.3

Dans [15] , L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner affirment qu'on a 1'égalité
dans (i) quand Y est ergodique ; leur démons£ration est malheureusement
inexacte. Elle consiste principalement a montrer que le filtre est inversible ;
ce qui ne peut étre le cas si la mesure Hy charge les zéros de ¢ (le seul
point qui n'est jamais chargé par Hy quand Y est ergodique est le point

A = 0). Leur principal argument consiste & montrer que si £eC , IEI =1

alors la suite de variables aléatoires :

(107) c, =

converge vers une constante presque sirement. Cela est inexact si & # 1 ;

i
un contrexemple simple est le suivant. Supposons § = e avec X #0

et prenons
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(108) Y =e v, (Yn) ergodique ;

dans [11] la loi de V est complétement caractérisée : |V| est constant
p.-s. et la loi de Arg V est uniforme sur le sous groupe fermé de T
engendré par eink . Comme )\ # O , ce sous groupe est toujours de cardinal
strictement plus grand que 1 (il est fini si A/2m est rationnel et égal

4 T sinon). V n'est donc pas constant p.s. ; si on regarde maintenant

ck on obtient

(109) o, =% }i e VS B UL DR
j=1
= Ginh
et donc
(110) 1lim c. = einl v

ce qui n'est ni constant ni indépendant de n .

4 - APPLICATIONS

4.1. Entropie d'un processus régulier de € ou 8y

Soit X un processus régulier de densité spectrale f ; soit W son innovation

(uw est la mesure de Lebesque) ; on a alors :
T im

(111) xn = J e h(A) dzw
-7

ou

(112) Ihoy|% = £0) avee a=2 si Xe€ .
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On obtient :

m
(113) H(X) = El— J Log f(A) dA +H(W)
LI

Dans €, H(W) est maximal si W est gaussien et on obtient donc :

L
1 1
(114) H(X) SZ;-J_" Log f(A)dA-&§-Log 2Tme.

avec égalité si X est gaussien.

Enfin on a aussi le corollaire

Corollaire 4.1

Soit X wun processus régulier de € et W son innovation ; alors :

Si H(W) >-o les lois de probabilité marginales de dimension finie de X

sont absolument continues ;

Si H(X) >- les lois de probabilité marginales de dimension finie de W

sont absolument continues.

4.2. Entropie d'un processus non singulier de 3, -

Si X cSa et X est non singulier, soit x1 sa partie réguliére et f

sa densité spectrale. Comme H(xl) = H(X) , on a alors :
1 m

(115) H(X) =§——-[ Log f£(A)dA+H(W)
om -

od W est l'innovation de X1 ; en particulier si o =2 , X est gaussien

Log 2me ; il faut remarquer alors que dans ce cas :

et H(W) = %

1/n+
Log 2me|det Qn+1| /n+1

1
(116) n+1 h(XO,...,Xn+1) —5
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ou Qn+1 est la matrice des covariances de (Xo,...,xn) ; comme
. 1

on en déduit que :
1/n+1 1 ("
(118) lim |det Qn+1| = exp{—-j Log f£(\) di}
=T

27
n

ce qui est le premier théoréme de Szégo.

4.3. Processus d'entropie maximale pour une densité spectrale f(x) fixée

D'aprés la formule (113) il s'agit de trouver l'innovation W pour
laquelle H(W) est maximum ; cela est possible dans € ; la seule contrainte
sur W est Ewi =1 ; comme H(W) Sh(wn) avec égalité si et seulement si
les (wn) sont indépendants, il suffit donc de prendre des wn indépendants
tels que h(wn) soit maximum sous la contrainte Ewi =1 ; cela est réalisé
d'aprés (25) pour Wn gaussienne. Le processus d'entropie maximale est donc
le processus gaussien de densité spectrale f(A) ; en conséquence pour

tout X dans € de densité spectrale £()A) on a :

m
1 1
(119) H(x):sZFL7T Log f(A)dk~+§-Log 2me

Dans 5& + a# 2, la situation est différente car les W~ ne peuvent pas
étre indépendants. Le probléme qui reste donc posé est celui de trouver le
processus stationnaire SoS de mesure spectrale la mesure de Lebesgue et
qui a une entropie maximale ; cependant on peut obtenir une majoration de
H(X) en majorant H(W) par h(wo) ; h(wo) est majorée de la maniére

suivante : pour 1<p<ao on a :

p,1/p _ -
(120) Efw_|P)77F = [|wo||p = cp,a) [lw |
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oi C(p,a) est une constante qui ne dépend que de p et a[5] d'autre part

il est bien connu que :

1
p-1 p
p

(121) h(Wo) <Log ;

p

Ce qui permet d'obtenir une majoration de H(X)

4.4. Comparaison de 1'erreur de prédiction linéaire et non linéaire

Soit Y dans Sa ou € et X tel que :

T .
_ in) .
(122) X = J_ﬂ e o) dz, ;

. - n-1 Cq
Soit Xn = f£(X ) un prédicteur de xn et p>0 ; on peut montrer alors
= 00

que :

H(X)

(123) Hxn-x“p >C(p) e ., [15]

od C(p) est une constante qui ne dépend que de p .

Si on note eL(X) et cL(Y) les erreurs de prédiction linéaires & un pas
respectivement de X et Y on voit alors que :

m
1
(124) ”EL(X)lla_ [exp {5; J_n Log |¢(}) |dA}]. HeL(Ynla ;

(pour o = 2 wvoir Y. Rozanov [11] et pour 1<0<2 S. Cambanis et A.R.

Soltani [6]) ; ce qui donne en utilisant le théoréme 3.1 et (123)

BRPC

e (X)] ..
a L a

(125) HXn-Xllp 2 {cp). lle (v |
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4.5. Principe du maximum d'entropie

Connaissant les k premiéres covariations d'un processus X dans

€ ou Sa , on peut alors se poser deux problémes :

4.5.1. guand 1'innovation de X est fixée trouver la densité spectrale f

qui maximise H(X) ;
4.5.2. Trouver le processus X pour lequel H(X) est maximal.

Qu'on soit dans € ou Sa le probléme 4.5.1 revient & trouver la fonction

positive intégrable f qui maximise

m
(126) J Log £(\) A\
=T

les k premiers coefficients de Fourier de f étant fixés ; c'est la méthode
d'estimation de f par maximum d'entropie (J.P. Burg [2] , [3]) . La solution
a ce probléme est connue ; la densité spectrale cherchée est celle d'un

processus autorégressif dans € ou Sa .

La solution au probléme 4.5.2 d'aprés ce qu'on vient de voir, est un processus
autorégressif ; il reste a trouver l'innovation W qui maximise H(W) (la

1) ; comme on 1'a vu en 4.3., dans € 1la solution

contrainte étant ||W |
o'a

est obtenue en prenant W gaussien ; par contre dans Sa , <2, le

probléme reste entiérement posé puisqu'on ne peut pas choisir W = (wn)nez

avec des Wn indépendants.

Enfin si on connait d'autres moments de X , celd imposera des conditions sur

les multispectres de X et la solution du probléme 4.5.2 dans € ne sera
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plus un processus gaussien ; pour éclairer celd nous prenons 1l'exemple simple

suivant :

4.5.3. Trouver le processus X dans € dont 1l'entropie est maximale et les
k premiéres covariances et le moment d'ordre trois sont fixés ; le moment

d'ordre trois étant non nul.
La solution est encore un processus autorégressif :

m in)
(127) Xn = J_ﬂ e o (X) dZW

oi ¢ est l'inverse d'un polynéme et W une innovation ; il reste a

maximiser H(W).
La densité bispectrale de X est donnée par :

(128) f(kllkz) = ¢(—X1-X2) ¢(X1) ¢(A2) h(Al,Az) [16]

oi h est la densité bispectrale de W .

s 3 - . .
Comme la condition E(Xo) = cste peut étre satisfaite avec W = (wn)nez

ou les wn sont indépendants ; on choisit donc une innovation de ce type ;

la relation (128) devient alors :

E Wg
(129) f(Al,Az) = 2 ¢(-11-A2) ¢(A1) ¢(A2)
(2m)
et la condition E xi = cste donne :
E Wg i il 3
(130) ) J J ¢>(—A1—A2) cb(kl) rb()\z) dAl d)\z = E XJ
(2m) =T /-7

et par conséquent :
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(131) E Wz = cste .

Comme on a aussi E Wg =1 et que H(W) = h(wo) , le maximum de H(W) est

obtenu en prenant W = (wn)nez avec des wn indépendants et de densité de
probabilité

2 3 . .
(132) g(w) =cexp {alw-+a2w -+a3w } (1. csiszar [7])

ou c ,a1 , a2 et a3 sont déterminés par :

(133) jg(w)dw =1, Jw g(w)dw = 0 , Jw2g(w)dw =1, Jw3g(w)dw = Ewg

4.6. Cas o Y n'a pas de représentation spectrale

Si on ne suppose plus que Y admet une représentation spectrale,

on obtient le résultat suivant

Théoréme 4.1

Soit Y = (Yn)n€z un processus réel stationnaire en loi vérifiant E{Ynl <o ;
soit X = (Xn)nez le processus défini par la série convergente en moyenne :
+00 400
(134) X = a, Y . ou a,| <wo ;
n Zm J n-j Zm | J|
alors :
' i
(135) H(X) 25— J Log |¢(X) [aX+H(Y)
=T
+o i)
ol d(X) = z a, e’
Zo I

de plus on a 1'égalité dans (135) si ¢()) n'a pas de zéros sur le tore

T = [-1T,TT] o
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Preuve
m
Quand J Log |¢(X)|dk = -» , le théoréme est évident ; sinon ¢(A) étant
-T
une fonction continue, on 1l'approxime alors uniformément par des polyndmes
trigonométriques ¢k(k) (remarque 3.1 du Lemme 3.2) ; (135) s'obtient alors
par passage a la limite comme dans le théoréme 3.1. Si ¢(A) #0 sur T,

comme Zlajl <o on a d'aprés le théoréme de Wiener (W. Rudin [12])

T > 15 b
136 — = b, e ou b,| <
(136) F7 T L s L Ib]
il est alors facile de voir que :
400
(137) Y = .Z by X
J:—a‘)

et l'application une nouvelle fois de (135) donne 1'égalité voulue.
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