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INTRODUCTION

Cette introduction est divisée en trois parties: dans la premidre, on donne
une liste de problémes posés par l!'étude des points rationnels des variétés al-
gébriques rationnelles, ainsi qu'une indication sur une méthode générale d'étude;
dans la seconde, on explique comment les différents articles réunis pour consti-
tuer cette thase s'articulent au programme général; dans la troisidme, on donne
un apergu des différents travaux qui ont motivé cette recherche.

I.~ Problémes et méthode.

Etant donné k un corps, supposé dans cette introduction de caractéristique 0,
de cl8ture algébrique k, on dit qu'une k-variété algébrique X, toujours supposée
lisse ici, est rationnelle si la variété X = XxkF est intdgre, de corps des fonc-
tions transcendant pur sur k. Des exemples classiquement &tudiés de telles varié=
tés sont, d'une part, les k-groupes algébriques lindaires connexes, et leurs es-
paces principaux homogénes, d'autre part, les k-surfaces rationnelles, par exem—
ple les k=surfaces cubiques lisses.

Dans la description de l'ensemble X(k) des points k=rationnels d'une telle
k-=variété X, on rencontre plusieurs types de problémes, qu'on peut grossidrement

classer comme suit:

(i) Existence de points k-rationnels, par exemple, si k est un corps de nom=-
bres, probléme de la validité du "principe de Hasse",

(i1) Le k=variété X est-slle k-rationnelle, c'est-a-dire de corps des fonc-
tions transcendant pur sur k? En particulier, si k est un corps de nombres, X
satisfait-elle l'approximation faible?

(ii1i) Dans le cas ol X admet des k-points, sans 8tre k-rationpells, trouver
une description raisonnable de l'ensemble X(k) de ses points k-rationnels (pro=-
bldme de la "premidre descente" [3]), ou, du moins, définir sur X(k) des relations
d'équivalence permettant d'approcher une telle description (R-équivalence,.gf. 111,
équivalence de Brauer [15]) et donnant, entre autres, une "mesure" de la non k-
rationalité de X.

Plagons=-nous plus particulidrement dans le cas ol X est non seulement lisse



sur k, mais aussi propre sur k, cas auquel on peut se ramener, grfce & Hironaka,
par k=compactification lisse, Notons g = Gal(E/k). Le g~module discret Pic X est
un groupe abélien libre de type fini. Ce g-module, ainsi que le groupe H1(g,Pic ?),
qui est intimement 1ié au groupe de Brauer de X, ont déjad joué un grand r8le dans
les travaux de Manin [14,15] et de Voskresenskii [17](cf. III), en particulier en
ce quli concerne les questions de k-rationalité et d'obstruction au principe de
Hasse. Manin a, en particulier, utilisé le groupe de Brauer pour analyser = en
partie - 1'exemple de "premiére descente" d@ & F, Ch&telet [4].

Il est apparu que, si le groupe de Brauer est bien adapté & la description
des obstructions connues au principe de Hasse ou a l'approximation faible, c'est
un instrument en général trop grossier pour 1'étude des questions du type (iii):
8'il suffit dans l'exemple de F, Ch8telet, c'est 1l'effet d'un heureux hasard, et
des objets qui semblent mieux convenir pour définir sur une k=variété rationnelle
X, propre et lisse sur k, un succédané de premidre descente sont les torseurs sur
X sous des k-tores, et parmi ceux-ci, certains, dits torseurs universels, dont le
groupe structural est le k-tore de module des caractdres Pic X: les résultats ob-
tenus dans cette direction ont été annoncés dans les notes [6,7,8], notes qui se=
ront développées dans [9], et qui forment, avec [15], l'arridre-plan, logiquement
non nécessaire, des textes ici réunis.

II.~ Les textes.

Notons tout d'abord, pour éviter toute confusion, que les tores interviennent
dans notre étude de deux fagons trés différentes: d'une part comme k-variétés ra=-
tionnelles dont on décrit les k=points [A], d'autre part comme groupes structu=
raux de torseurs ([A],[B]).

Le texte [A] est consacré a la description des k=points sur les k=tores, Il
y a plusieurs approches possibles., L'une, qui peut s'étendre a d'autres types de
k=variétés rationnelles, est esquissée dans [6] et sera reprise dans [9]. Celle
choisie dans (A], tris adaptée au cas des tores, est la plus algébrique et la
plus effective; elle consiste & introduire d'emblée les "tores flasques", qui
sont un instrument clé, comme groupes structuraux de torseurs, dans l'étude des
problémes (i), (ii), (iii) sur les k-tores quelconques (et sur leurs espaces prin-
cipaux homogdnes). Un k=tore F déployé par une extension galoisienne finie K/k de
groupe G est dit flasque, si, pour tout sous-groupe H de G, le groupe H'1(H,?) est
nul (il s'agit du groupe de cohomologie de Tate a valeurs dans le groupe des carac=
tares de F). On montre que, pour tout k=tore T, il existe une suite exacte de k-



tores, essentiellement unique, dite résolution flasque de T:

() 1=>F =P T -1

avec F flasque et P quasi-trivial, i.e. tel que le g-module B admette une Z-base
permutée par g. Une étude directe de la cohomologie étale 3 valeurs dans les to-
res flasques permet alors de tirer de la suite (¥*) une description précise de
T(k): calcul de la R-équivalence, finitude de celle-ci lorsque k est de type fini
sur § (cf. 1l'introduction de [A]).

Le processus est inspiré de la "premiére descente" sur les courbes ellipti-
ques; de fait, la suite (¥) fait de P, qui est une k-variété k-rationnells, un
torseur sur T sous le k-tore Fe Il pourra sembler étrange au lecteur familier
avec la démonstration du théoréme de Mordell-Weil (faible) que l'on obtienne un
théordme de finitude, alors que la base T du torseur est affine; en fait, étant
donné X une k-compactification lisse de T, il existe un torseur sur X sous F qui
prolonge P, Un tel torseur apparaft naturellement quand on se place de point de
vue de [6]; mais on peut prouver a priori son existence, et c'est 1'un des buts
de 1l'article [B].

On peut résumer de fagon technique le contenu de l'article [B] en disant qu'on
y étudie le comportement des deux premiers groupes de cohomologie étale (H1 et Hz)
d'un schéma régulier intdgre X, 3 valeurs dans un X=-tore, par passage & un ouvert
de X et au point générique de X. Le lecteur consultera l'introduction de [B] pour
plus de détails, Cet article, ol 1'on s'est placé dans le cadre général des tores
au=dessus d'une base quelconque, remplit plusieurs fonctions: d'une part, on y
établit certains résultats annoncés dans [6] et dans [A], et qui seront utilisés
dans [9]; d'autre part, nous espérons qu'il a son intér8t propre, dans la mesure,
oli, par exemple, on obtient une généralisation de l'injection du groupe de Brauer
cohomologique d'un schéma régulier intégre dans celui de son corps des fonctions
(Grothendieck [12]) et ou, d'autre part, on établit qu'un torseur sur un tel sché-
ma sous un X-tore est localement trivial pour la topologie de Zariski dés qu'il
admet une section rationnelle, ce qui répond dans ce cas 3 une question générale
sur les torseurs sous les groupes réductifs qui, dans le cas semi-simple, a 6été
posée par Grothendieck et est largement puvarte (gt. £1,12]).

Dans l'article [C], Sansuc calcule, pour un groupe algébrique linéaire connexe
G sur un corps de nombres k, essentiellement par réduction au cas semi=-simple sim=
plement connexe, au moyen d'isogénies, les groupes abéliens finig A(G) et W (G)
qui mesurent, l'un, le défaut d'approximation faible, l'autre, le défaut du prin-
cipe de Hasse (pour les espaces principaux homogdnes sous G; en l'absence de fac=

teur de type EB)' Le lien entre ces groupes et le groupe de Brauer de G est dé-



crit. Ceci permet, étant donné une k-compactification lisse X de G, d'établir la

suite exacte naturelle
) 0 —A(G) = H' (kyPic X)° W(G)— 0.

Ceci met en évidence, dans ce cas, l'adéquation du groupe de Brauer de X a 1'é=
tude des obstructions au principe de Hasse et & l'approximation faible. On a,

dans [8], annoncé des résultats généraux allant dans ce sens.

Si, comme le montrent le cas des tores et l'exemple des surfaces de Ch8telet,
les torseurs sous les tores semblent bisn adaptés & 1'étude des problémes (i),
(1), (iii) pour certaines k-variétés rationnelles (et il ne semble pas déraison-
nable de traiter ainsi les k-surfaces rationnelles), et si les (k=compactifiédes
lisses des) variétés de premisre descente (= torseurs universels) sur une k=va=-
riété rationnelle lisse compldte X sont meilleures que X, car triviales du point
de vue de la structure du module galoisien Pic X (cf.(7]), la méthode a cependant
ses limites, comme le montre un contre-exemple fondé sur l'invariance R=biration-
nelle du nombre de composantes connexes réelles d'une R-variété compléte lisse
[7]1. I1 apparaft donc nécessaire de chercher de nouveaux invariants k-=birationnels,
si possible algébriques. Un premier pas dans cette direction est fait dans l'arti-
cle [D], ol Colliot=Théldne algébrise la notion de composante connexe réelle, en
établissant les propriétés fonctorielles de certains groupes attachés & une k=va=
riété lisse intdgre X et & une k-forme quadratique de Pfister, propriétés tras
paralldles & celles de groupes attachés & X et & certains k-=tores [5,6]: voir a
ce sujet l'introduction et le dernier paragraphe de [D].

II1,- Historique.

Le problhme'de la premidre descente, posé 3 propos des surfaces cubiques par
F. Ch8telet [3] a été résolu de fagon trés intéressante par cet auteur dans le
cas d'une k-surface rationnelle particuliére [4]. Vers 1969-~1970, Manin d'une part
£15], Swinnerton-Dyer d'autre part (remarques et questions inédites) ont de nou=
veau attiré 1'attention sur l'exemple de Chftelet. Manin a interprété 1l'exemple
au moyen du groupe de Brauer, tandis que Swinnerton-Dyer mettait, par d'autres
exemples, l'accent sur 1l'analogie avec les méthodes de "factorisation" (2] sur
les courbes elliptiques, et notait que les pratiques intervenant dans les contre-
exemples connus au principe de Hasse permettent également d'amorcer des premiéres
descentes (finitude du nombre de factorisations possibles si k est un corps de

nombres).



C'est Manin [15] qui, pour formaliser les probldmes de paramétrage des points
rationnels des k-=variétés rationnelles, a introduit la notion de R=équivalence:
deux points k=-rationnels A et B d'une k-variété X sont dits R=dguivalents s'il

existe une chafne de k-points de A & B tels que, pour deux points consécutifs
1
, ) k
et f(*) = N. Manin a également introduit la notion d'équivalence de Brauer, par

M et N de la chafne, il y ait une k=application rationnelle P -—EQ-X avec f(0)=M
accouplement des k-points d'une k=variété X avec les algébres d'Azumaya sur Xe.

Dans un travail non publié [5], motivé par les exemples et questions de Swin=
nerton=Dyer, Colliot=Théléne a donné une analyse de l'exemple de Ch&telet plus
proche de la premiére descente sur les courbes elliptiques que celle de Manin.
Les variétés de premidre descente sont déja décrites comme des torseurs sous un
tore, mais il se trouve que, pour le tore particulier intervenant dans le cas de
Ch8telet, les torseurs de groupe structural ce tore peuvent se décrire simplement
en termes de la topologie de Zariski de la base, et ce point de vue, sans doute
trop élémentaire, était adopté dans tout ce travail (5]. C'est un fait que, pour
1'étude des torseurs sous un tore guelcongue, étude qui s'est révélée nécessaire
pour définir les meilleures variétés de premidre descente possibles sur une k=va=
riété lisse compléte rationnelle quelconque, on ne peut éviter le recours a la
cohomologie étale des schémas, due 3 Artin et Grothendieck. C'est ce qui a été en-
suite fait par les deux auteurs qui ont généralisé (cf.[6]) 1'essentiel des ré-
sultats de [5].

Voici maintenant, article par article, une indication sur les travaux qui les
ont influencés plus directement,

L'article [A]l, comme déjd indiqué, a pour anc8tre immédiat la note [6] = qu'il
ne développe pas. Les techniques qui y sont employées sont, d'une part la cohomo=-
logie galoisienne et la cohomologie étale, d'autre part les techniques employées
par les différents auteurs qui ont étudié la k-rationalité des k-tores (Swan, Vos-
kresenskii, Lenstra, Endo-Miyata), parmi lesquels nous avons surtout lu Voskre=-
senskii et Endo-Miyata,.

L'article [B] a été motivé d'une part par [6] et [Al, d'autre part par les ar-
ticles de Serre et Grothendieck dans "Anneaux de Chow" [1let les exposés de Gro-
thendieck sur le groupe de Brauer, en particulier [12).

L'article [C), motivé par des contre-sxemples de Serre st l'article de Voskre=
senskil [17], utilise des résultats et méthodes de Harder et Kneser (cf. [13]),
en ce qui concerne les groupes linéaires, st de Manin 114], en ce qui concerne
1'analyse, au moyen du groupe de Brauer, de l'obstruction au principe de Hasse.

A 1'origine du travail [D], il y a 1l'article de Geyer [11] sur les composantes
connexes réelles d'une courbe lisse complite sur les réels: d'aucuns ont demandé



si le r8le joué par le groupe de Brauer de la courbe dans la description de ces
composantes s'étendait en dimension plus grande, mais on trouvera dans (7] un
contre-exemple. Pour algébriser ce contre-exemple, les idées de [11,5,6] ont &té
utiles, et 1l'instrument essentiel a été fourni par les formes quadratiques multi-
plicatives de Pfister,

Nous ne saurions conclure cette introduction sans insister encore sur 1l'ine
fluence déterminante, pour cette recherche, des écrits et suggestions de Swinner=
ton-Dyer, et des travaux de Manin, Par ailleurs, il est peu probable que nous
ayons 6té amenés a étudier la descente sur les tores s'il n'y avait eu, 3 1l'ori=
gine, d'une part 1l'exemple de Ch8&telet, d'autre part les travaux de VoskresenskiY
sur les tores. Enfin, il n'échappera & personne que nous n'aurions aucun des ou=
tils nécessaires (cohomologie galoisienne, cohomologie étale, torseurs) si nous

ntavions pas disposé des écrits de Serre et de Grothendieck.
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LA R-EQUIVALENCE SUR LES TORES

PAR JeaN-Louts COLLIOT-THELENE et JeanN-JAcQuEs SANSUC

Introduction

Les tores algébriques appartiennent a la classe générale des variétés algébriques
rationnelles, i. e. rationnelles sur la cloture algébrique du corps de définition k. Cette classe
contient plus généralement les groupes algébriques linéaires connexes; elle contient aussi
les surfaces cubiques lisses. Soit X une telle variété définie sur le corps k. Dans le cas ol
I’on connait I’existence d’un point rationnel de X, I’étude des points rationnels de X peut
s’ordonner autour de deux types de questions connexes :

(i) des questions birationnelles : 1a variété X est-elle k-unirationnelle, k-ratidnnelle, ?

(ii) des questions sur I’existence et la nature précise de divers paramétrages possibles
de ’ensemble X (k) de rous les points rationnels de X : peut-on trouver un nombre fini
de k-morphismes X; — X de variétés k-rationnelles X; dans X, tels que X (k) soit la réunion
des images des X, (k), peut-on en trouver un seul X, — X tel que X (k) soit I’image de
X, (k), ...7

Les questions du type (i) ont été considérées en particulier par B. Segre [27] qui a étudié
de fagon précise le cas des surfaces cubiques lisses sur un corps parfait. Le cas général
des surfaces rationnelles, définies sur un corps parfait, a é&té ensuite traité par Manin
et Iskovskih. Pour les tores algébriques, qui sont k-unirationnels, le premier exemple
non k-rationnel est d 3 Chevalley [6] et plusieurs auteurs ont,  sa suite, étudié les pro-
blémes du type (i) sur les tores, en introduisant divers invariants k-birationnels et en formu-
lant quelques critéres de k-rationalité (cf. [34]).

Le deuxiéme type de questions a conduit Manin [20] & introduire plusieurs relations
d’équivalence sur X (k). La relation fondamentale, qui formalise en partie les questions
du type (ii), est la R-équivalence, engendrée par la relation €lémentaire suivante : deux
points x et y de X (k) sont dits directement R-équivalents, ce qu’on note x ~ y, lorsqu’il
existe une k-application rationnelle ¢ de P} dans X telle que ¢ (0) = x et @ (o) = y.
En raison des difficultés d’un calcul direct de la R-équivalence, en particulier sur les
surfaces cubiques, Manin a introduit la notion d’équivalence de Brauer, qu’on peut définir
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par ’accouplement des points rationnels avec les classes d’algébres d’Azumaya sur X,
et, plus généralement, la notion de B-équivalence : il s’agit 12 d’équivalences plus gros-
siéres que la R-équivalence; leur avantage est d’étre plus faciles A calculer et de fournir
ainsi une approximation par défaut de la R-équivalence. En outre, dans le cas des surfaces
de Chatelet ([5], [20]), 1’équivalence de Brauer coincide avec la R-équivalence, ce qui
donne, sur un corps de nombres k, des exemples de variétés rationnelles, pour lesquelles
I’ensemble des points rationnels est partagé en un nombre fini de classes pour la R-équiva-
lence, chacune d’elles étant paramétrée, de fagon multivoque, par les points rationnels
d’une méme variété k-rationnelle (de dimension 4). Manin observe dans son livre sur les
surfaces cubiques ([20], chap. II, remarque 14.5) que c’est 1 la seule classe (non triviale)
de variétés rationnelles (ou, du moins, de surfaces cubiques) pour laquelle on parvienne
a des résultats relativement explicites pour la R-équivalence.

L’objet de cet article est I’étude des questions du type (ii) dans le cas des tores, cas qui
ne semble pas avoir été considéré en dehors d’une tentative de F. Chételet sur un exemple
particulier [4]. Le calcul de la R-équivalence sur un tore se révéle encore plus explicite
que pour les surfaces de Chételet : la méthode est directe et parfaitement effective. On
obtient en particulier, pour un tore T défini sur le corps k, les résultats suivants :

(@) si T est déployé par une extension métacyclique, T(k)/R = {0 };

(b) si k est de type fini sur le corps premier, T (k)/R est fini;

(c) chaque R-classe est paramétrée par les points rationnels d’une méme variété
k-rationnelle;

(d) pour le tore T des éléments de norme 1 d’une extension galoisienne finie K/k de
groupe G, la surjection évidente H™1(G, K*) — T(k)/R est une bijection.

En outre, la R-équivalence coincide avec 1’équivalence rationnelle. Mais, contrairement
au cas des surfaces de Chatelet, elle différe en général de 1’équivalence de Brauer. On trouve
ainsi des exemples de Q-variétés projectives, lisses et rationnelles, pour lesquelles la R-équi-
valence n’est pas triviale, alors que 1’équivalence de Brauer 1’est, et d’autres, non
Q-rationnelles, pour lesquelles la R-équivalence est triviale.

La méthode utilisée pour la détermination de T (k)/R repose sur la considération de
torseurs sous des tores particuliers, les tores flasques, dont 1’étude fait, en partie, 1’objet
des paragraphes 1-3 et qui sont étroitement liés & des notions introduites par Swan [31],
Voskresenskii [33], Lenstra [18] et Endo-Miyata [12] dans 1’étude des questions bira-
tionnelles sur les tores.

Voici, en bref, comment on est amené 3 introduire ces notions dans 1’étude de T (k)/R.
On observe d’abord qu’étant donné, en caractéristique O, une k-compactification lisse
T— X, la suite exacte de modules galoisiens

(B) 0T - Divg_3 X - PicX -0,

mise en valeur initialement par Voskresenskil [33] dans 1’étude des problémes birationnels,

définit, par dualité, un torseur sur T, sous le tore dual de Pic ?(, torseur qui se prolonge
a X et « donne » ainsi la R-équivalence sur T (k) (¢f. [7], proposition 6 et théoréme 2).
Puis, en vue de s’affranchir de I’hypothése de caractéristique et du recours & une k-compacti-
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fication lisse X et au calcul du module galoisien Pic X, on repére une propriété algébrique
de (B) qui suffit pour I’étude du probléme : (B) est une résolution flasque du module

galoisien T et toute résolution flasque de T définit, par dualité, un torseur sur T qui se
prolonge & une k-compactification lisse éventuelle et, en tout cas, « donne » la R-équivalence
sur T (k). 1l suffit donc, pour le calcu! de T (k)/R, de considérer a priori une résolution

flasque quelconque de T : on dispose d’une procédure effective pour calculer une telle
résolution et, méme en caractéristique 0, cette procédure est bien plus simple que celle
consistant a calculer une suite du type (B). Cette méthode permet aussi le calcul effectif
de I'invariant k-birationnel p(T) considéré par Voskresenskii [35]. Ceci ne semble pas
avoir été noté par Voskresenskii qui, cependant, comme nous 1’a signalé le rapporteur,
a observé indépendamment [36] ('), & propos des problémes birationnels, le caractére
flasque d’une suite du type (B).

L’étude de la R-équivalence sera reprise dans [8] dans un cadre non limité a celui des

tores, suivant la méthode indiquée en [7]. Le plan de I’article est le suivant :
1. Modules et résolutions flasques;

Lien avec les problémes birationnels;

Les tores flasques;

R-équivalence et équivalence rationnelle;

La R-équivalence sur un tore;

Quelques calculs explicites de R-équivalence;

L’équivalence de Brauer sur un tore;

Comparaison de quelques critéres de rationalité;

Annexe;

Bibliographie.

e B o

1. Modules et résolutions flasques

Les résultats de ce paragraphe sont essenticllement dus, moyennant parfois quelques
traductions (voir & ce sujet § 2, R 6), & Lenstra [18], Endo-Miyata [12] et Voskresenskii
([33], [35]), mais la présentation et les démonstrations (notamment celle figurant a la pro-
position 3) sont parfois différentes. La présentation adoptée ici, strictement algébrique,
a ’avantage d’étre complétement dégagée de considérations géométriques ou birationnelles.
Le lien avec les problémes birationnels est établi au paragraphe 2 (cf. prop. 5 et 6 et R 6).

L’objet de ce paragraphe est d’introduire la notion de résolution flasque d’un G-module,
d’en assurer l’existence (lemme 3), le caractére essentiellement unique (lemme 5) et
(uni)versel (lemme 4), puis d’entreprendre, au moins dans des cas particuliers, 1’étude
du monoide F des classes de similitude de G-modules flasques (prop. 1-4, coroll. et R 5).

(*) Nous n’avons pu prendre connaissance des démonstrations, publiées, semble-t-il, dans Etudes de
théorie des nombres, Université de Saratov, n°® 5 et 6, 1975, p. 14-21 et 18-33.
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Soit G un groupe profini. Sauf mention du contraire, on se place dans la catégorie £, des
G-modules (2 gauche) continus Z-libres de rang fini. Si M et N sont deux tels modules,
on désigne par Hom (M, N) le G-module Hom, (M, N), par M ® Nle G-module M ®, N
et par M° le G-module dual Hom (M, Z). On a de multiples isomorphismes canoniques :
M = M%° Hom (M, N) = Hom (N°, M%) = M° @ N, Hom (M, N)° = Hom (N, M)
et, si H est un sous-groupe ouvert de G, Z [G/H]® = Z [G/H]. L’application duale
de ’augmentation €g : Z [G/H] — Z est la norme Ngjy : Z — Z [G/H] définie par

Ngm (1) = Y gH. On note Iy le noyau de I’augmentation gy et Jgu le conoyau de
G/H

la norme Ngy : Jgm = I°GIH. Si M est un G-module, le sous-groupe Gy des éléments
de G agissant trivialement sur M est un sous-groupe ouvert invariant de G et Z; est ainsi
la réunion des £y pour tous les sous-groupes ouverts invariants H de G. Si G est fini
et si ie Z, on note H (G, M) le i-iéme groupe de cohomologie 4 la Tate, groupe noté
H° (G, M) si i vaut explicitement 0. On sait ([3], chap. XII, § 6) que le cup-produit met
en dualité les groupes finis H! (G, M) et H™! (G, M°). Pour G profini, M étant sans
Z-torsion, on peut encore considérer, outre les groupes de cohomologie ordinaires, le
groupe H™ (G, M) défini par exemple comme 113 H™!(G/H, M¥), pour H sous-groupe
H

ouvert invariant quelconque de G, avec pour morphismes de transition les inclusions
naturelles : pour H inclus dans Gy, et invariant dans G, ce groupe coincide avec
H™!(G/H, M).

Un G-module est dit de permutation s’il admet une Z-base permutée par G. Il est donc
isomorphe a son dual. Si G est fini, un module a la fois projectif et de permutation est libre.
Un facteur direct d’'un module de permutation est dit inversible. On dit que deux modules
sont semblables lorsqu’on obtient des modules isomorphes par addition de modules de
permutation convenables. Un module semblable & 0 est dit stablement de permutation.
Les classes de similitude forment, pour la somme directe, un monoide commutatif Sg.
Soit [M] la classe de similitude du G-module M : c’est la classe neutre 0 lorsque M est
stablement de permutation, c’est un élément du sous-groupe Uy des éléments inversibles
de Sg lorsque M est un module inversible. La dualité M — M? induit sur S5 une involution
qui conserve Ug. Les groupes H! (G, M) et H ! (G, M) ne dépendent que de [M].

Remarque.

R 1. Un module stablement de permutation n’est pas nécessairement de permutation.
C’est déja le cas pour G = ;3 = (5,1 ) avec s = t3 =1 et sts = t? : le noyau M de
’application Z [G] 3Z [G/s] définie par o (1) = 1—¢ n’est pas de permutation,
car H° (G, M) = 0 (si M était de permutation, il serait donc libre) et H2(G, M) = Z,,
et pourtant M@ Z = Z[G/s] ® Z[G/t] (¢f. §6,d1). Voici un autre exemple [30]
pour G le groupe quaternionien d’ordre 8 : I'idéal I = {3, Ng ) de Z[G] n’est pas
de permutation, car projectif, mais non libre; pourtant, I® Z=Z[G]® Z. O

Soit i€ Z. Dans le cas ou G est fini, le G-module M est dit H'-trivial lorsque
H!(G’, M) = 0 pour tout sous-groupe G’ de G : pour vérifier cette condition, il suffit
de considérer les sous-groupes des sous-groupes de Sylow et, parmi eux, un seul sous-
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groupe par classe de conjugaison. Pour i = —1, on dit que M est flasque et, pour i = 1,
que M est coflasque. Ces deux derniéres définitions s’étendent au cas o G est profini,
en se limitant aux sous-groupes ouverts G’ de G : il revient au méme [¢f. lemme 2 (vii)
et (viii)] de considérer M dans % ,; pour H contenu dans Gy, et invariant ouvert dans G.
On note F (resp. F2) le sous-monoide de Sq formé des classes de similitude de G-modules
flasques (resp. coflasques). Un module inversible est & la fois flasque et coflasque :
Fg n FY contient donc le sous-groupe Ug. On note

Fi =Fg/FgNFS et F%3=FgnFY/Ug;

ce sont deux monoides commutatifs sans torsion. On appelle résolution flasque d’un
G-module M toute suite exacte de G-modules

0-M-P-F-0,

ol P est de permutation et F flasque. On appelle résolution coflasque de M toute suite exacte
de G-modules

0-Q-R->M-0,
ol R est de permutation et Q coflasque.

LEMME 1. — Soit M dans ¥. Les conditions ci-dessous sont équivalentes :
(i) M est flasque;
(ii)) M® est coflasque;
(iii) H™*(G’, M) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G’ de G;
(iv) H'(G’, M°) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G’ de G;
(v) H![G, Hom (M, P)] = O pour tout module de permutation P;
(vi) H' (G, M° ® P) = 0 pour tout module de permutation P;
(vii) Ext} (M, P) = O pour tout module de permutation P;
(viii) Ext} (P, M®) = 0 pour tout module de permutation P. [
Les conditions (v)’, ..., (viii)’ obtenues en remplagant dans (v), ..., (viii) ’expression

« pour tout module de permutation » par « pour tout module inversible » sont encore
équivalentes aux précédentes.

Ainsi, toute résolution flasque de M définit par dualité une résolution coflasque de M°
et la dualité induit un isomorphisme Fg— F3.

LEMME 2. — Soient M un G-module et H un sous-groupe invariant fermé de G :
(i) si M est de permutation dans ¥, M" est de permutation dans &gy,
(ii) si M est G-coflasque, MY est G/H-coflasque;

(iii) i 0Q—=R—>M—0 est une résolution coflasque de M dans ZLg,
0— Q¥ — R¥— MH — 0 est une résolution coflasque de M" dans &g y.
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Soient M et N dans &£ y. 1l est équivalent, pour M et N, de posséder la propriété P
dans % ou dans Ly, pour chacune des propriétés P ci-dessous :

(iv) M est de permutation;
(v) M est stablement de permutation;
(vi) M est inversible;
(vii) M est flasque;
(viii) M est coflasque;
(ix) M et N sont semblables.
Enfin, pour M dans Z¢py :

(x) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans &gy est une résolution flasque
(resp. coflasque) de M dans Zg;

(xi) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans % définit, via le foncteur
points fixes sous H, une résolution flasque (resp. coflasque) de M dans L.

COROLLAIRE. — Si H est un sous-groupe invariant fermé de G, Sqy est un sous-monoide
de Sg et Ugm = Ug N Sgy, Fou = Fg N Sgu, Fgy = F§ N Squ. En outre, Sg est
la réunion des sous-monoides Sgy, pour H parcourant I’ensemble des sous-groupes invariants
ouverts de G.

Notons que, d’aprés le lemme, les diverses propriétés (iv) a (ix) se vérifient toutes 3 un
niveau fini, i. e. dans £, pour H invariant ouvert convenable. Les assertions du lemme
se vérifient aisément : on commence par (i) et (iv), d’ott (v), (vi) et (ix); on prouve (ii) par
inflation, d’ot (iii), puis (viii) par inflation-restriction, d’ ot (vii) par dualité (en supposant G
fini, ce qui est possible, vu la définition de « flasque »). Pour (x) et (xi), montrons simplement
que, si 0 >M — P — F—0 est une résolution flasque dans Z; d’un G/H-module M,
alors la suite exacte 0 — M — P — F* — 0 est une résolution flasque de M dans L.
Pour voir que FH est flasque, on peut supposer G fini. Pour tout sous-groupe G’ de G,

on obtient la suite exacte 0— H~!(G’, F¥) — HO (G, M) > HO (G, PH). Or, I’hypo-
thése H™* (G’, F) = 0 implique I’injectivité de H° (G’, M) — H° (G’, P), donc celle de i,
soit H"! (G, F) =0. O

Remarques.

R 2. Soient H un sous-groupe fermé de G et Res la restriction usuelle L5 — Zy.
Soit 2 I’'une quelconque des propriétés (iv) a (ix) du lemme 2, ou méme la propriété (j) :
M est H'-trivial (j € Z et, pour G infini, j = —1). Il est immédiat que, si M (ou M et N)
vérifie 1a propriété # dans L, il en est de méme pour Res (M) [ou Res (M) et Res (N)]
dans #y. La restriction &g — &y induit donc des morphismes de restriction ®g — @y
pour @ = S, U, F, F°, F! et F2. Plus généralement, cette remarque et le lemme 2 montrent
le caractére fonctoriel contravariant de S, U, F, F° F! et F2. [0

R 3. Soient H un sous-groupe d’indice fini de G et Ind I'induction usuelle £y — L.
Soit 2 I’une des propriétés (iv) a (ix) ou (j). On voit aisément que, si M (ou M et N) vérifie
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la propriété 2 dans &y, il en est de méme pour Ind (M) [ou Ind (M) et Ind (N)] dans £
[via le lemme de Shapiro pour (j)]. On obtient donc des morphismes d’induction @y — ®g
pour ® =8, U, F, F°, F! et F2

Si M est dans #};, le H-module Res - Ind (M) contient M comme facteur direct. Un
facteur direct d’un module flasque (resp. coflasque, inversible) est du méme type. On en
déduit que 1’application Res o Ind : @, — @y est injective pour ® = F! et F2. Les induc-
tions F}; — F et F2 — FZ sont donc injectives. []

Le lemme 3 ci-dessous, facile, mais important pour la suite, est déja utilisé par
Lenstra [18] (démonstration de la proposition 1.2).

LemME 3 [12]). — Tout G-module admet une résolution flasque et une résclution coflasque.,

11 suffit, bien sfr (argument de dualité), de prouver I’existence d’une résolution coflasque.
On peut supposer G fini. Une surjection R — M avec R de permutation, ou simplement
coflasque, a un noyau coflasque, si et seulement si, pour tout sous-groupe G’ de G, ’appli-
cation R® — M% est encore surjective. Pour obtenir une résolution coflasque de M,
il suffit donc de prendre la somme, pour tous les sous-groupes G’ de G, des morphismes
Z[G/G'] ® M® > M, ol l'on considére M® comme G-module trivial. []

LEMME 4. — Soient 0— M N —F—0 une résolution flasque du G-module M et

0—-Q—R LMo 0 une résolution coflasque. Si P est un module de permutation, tout
morphisme de M dans P se factorise par i, tout morphisme de P dans M se factorise par j.

On peut ainsi dire que I'injection i est « verselle » parmi tous les morphismes M — P
avec P de permutation. Prouvons simplement 1’assertion relative 4 j : le produit fibré
de R et P au-dessus de M définit une extension de P par Q, qui, d’aprés le lemme 1 (viii),
est triviale. [

On a ensuite un « lemme de Schanuel », énoncé indépendamment par Voskresenskii [36];
ce lemme assure qu’une résolution flasque d’un module M est essentiellement unique :

LEMME 5. — Soient 0 > M — P — F — 0 une résolution flasque du G-module M et
0— Q— R— M — 0 une résolution coflasque. Les classes de similitude de F et Q ne
dépendent que de la classe de M : on les note respectjvement p (M) et ¢ (M).

On devrait les noter, pour plus de précision, pg (M) et g5 (M), mais il n’y a pas d’inconvé-
nient & « oublier » G, car, si H est un sous-groupe invariant fermé de G agissant trivia-
lement sur M, alors pgy (M) coincide avec pg (M) via le plongement naturel de Sgy
dans Sg et, de méme, gg,y (M) coincide avec ¢ (M); de plus [¢f. lemme 2 (xi)], avec les
notations de 1’énoncé, p (M) = [F] = [F¥] et ¢ (M) = [Q] = [Q¥].

Prouvons le lemme pour les résolutions coflasques. Si 0 - Q — R'—» M — 0 est
une autre résolution coflasque de M, le produit fibré de R et R’ au-dessus de M est extension
de R par Q’ et de R’ par Q; or, ces extensions sont triviales d’aprés le lemme 1 (viii), d’ou

[Ql=[Q] O

LEMME 6. — Les applications p et ¢ sont additives et duales 'une de I'autre : p (a)° = ¢ (a°).
L’application p est un épimorphisme de Sg sur Fg et ¢ est un épimorphisme de S sur Fg.
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La restriction de p & Fg est un isomorphisme de F{, sur F, : son inverse est la restriction
de ¢ @ Fg. Sur le sous-groupe Ug, p et ¢ coincident avec la symétrie ar—> —a.

Il suffit de noter que, si la suite 0 — M — P — N — 0 est exacte, avec P de permutation,
M coflasque et N flasque, alors [N] = p (M) et [M] =¢(N). O

Observons que, si la suite 0—M — P— N— 0 est exacte, avec simplement P de
permutation, on trouve p (M) = pg(N) et ¢ (N) = ¢ p (M).

LEMME 7. — Si la suite 0 > M — N — Q — 0 est exacte et si Q est inversible, alors
p(M) = p(N)+[Q]. En particulier, si Q est de permutation, p (M) = p (N).

Noter que la premiére égalité s’écrit encore p (N) = p (M)+ p (Q) et qu’elle résulte aisé-
ment de la seconde assertion.

Introduisons une résolution flasque 0 > N—-P—->F—>0 de N. La suite
0— Q — coker (M — P) » F — 0 est exacte et, comme Q est inversible et que F est
flasque, elle est scindée [lemme 1 (vii)']. Le terme médian est donc flasque et sa classe,
qui vaut [Q]+[F] = [Q]+p (N), n’est autre que p (M). [J

Modulo traduction (¢f. § 2, R 6), ce lemme est simplement une forme faible de la propo-
sition 1.5 de [18], proposition qui, en termes de tores, est un corollaire direct du théo-
réme 90 : un torseur sous un tore facteur direct d’un tore quasi trivial est localement
(Zariski) trivial.

LeMME 8. — Soient M et N deux G-modules. Les conditions suivantes sont équivalentes :

@ pM) =p(N);

(ii) il existe deux suites exactes 0 > M —->E—-P—0 ¢ 0—-N—-E—-R—-0
avec P et R de permutation.

L’implication (ii) = (i) résulte du lemme 7. Inversement, 1’égalité (i) implique
I’existence de deux suites exactes 0 > M —»>P—->F—-0et 0—->N—>R—-F—0 avec P
et R de permutation. Il suffit alors de considérer le produit fibré E de P et R au-dessus
de F. O

Noter que, modulo traduction (¢f. R 6), ce lemme 8 n’est autre que la proposition 2
de [35] (cf. déja [31], lemmes 7 et 8).

LemMME 9 (Lenstra [18]). — Soit G un groupe fini. Pour M dans %, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est inversible;

(ii) M est G,-inversible pour chaque sous-groupe de Sylow G,;

Gii) Extg (M, Q) = 0 pour tout G-module coflasque Q;

(iv) Ext} (F, M) = 0 pour tout G-module flasque F.

Précisons que, dans (ii), il suffit de considérer un seul p-sous-groupe de Sylow G, par

nombre premier p divisant ’ordre de G. Ce lemme revient 2 affirmer que la restriction
F% — @ F_ est injective. Notons que la restriction Fg; — @ Fg est également injective,
p 14

mais c’est 13 un résultat immédiat.
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L’implication (i) = (ii) est évidente (¢f. R 2). D’aprés le lemme 1 (viii)’, la condition (ii)
implique la nullité de Extép (M, Q) pour chaque nombre premier p, d’ou (iii). Si M
vérifie (iii), considérons une résolution coflasque de M : elle se décompose et M est donc
inversible. Le méme argument appliqué & une résolution flasque de M prouve I’implication
(iv) = (i) et le lemme 1 (vii)’ prouve la réciproque. []

PROPOSITION 1. — Soient G un groupe fini et € I’augmentation Z[G] — Z :

(i) toute suite exacte de G-modules 0—»Q—L > Z [G] Z—0, o L est un
G-module libre donne

sIe)=[Q] e pUx)=[Q];
(ii) en particulier, pour tout sous-groupe G' de G :
Hl [G’a p(JG)] = H3 (G" Z).

On peut, par exemple, prendre pour o 1’application Z [Gx G] — Z [G] définie par
o (8o, &1) = &1 —8&o- Rappelons que I; est le noyau de € et que J; = IS. Remarque :
la définition méme de I; montre que p (Ig) = 0; plus généralement, si H et H’ sont deux
sous-groupes de G tels que H = H’, p vaut 0 sur le noyau de I’augmentation, notée encore €,
Z[G/H] - Z[G/H'].

Il est immédiat que, pour tout sous-groupe G’ de G et tout n € Z, la suite exacte de
I’énoncé définit un isomorphisme H" (G', Q) Pl £ 52 (G', Z). On en déduit, pour n = 1,
que Q est coflasque, d’ot1 (i). L’isomorphisme ci-dessus pour » = — 1 donne (ii) par dualité :
modulo R 6, cette assertion (ii) est déja dans [33], mais sous une apparence quelque peu
restrictive. []

Cette proposition 1, quoique facile, est trés intéressante pour la suite : le calcul précis (i)
de I'invariant p (J;) intervient dans les démonstrations des propositions 2 et 3 et dans les
calculs explicites de R-équivalence sur les tores R}(,,, G, pour K/k galoisienne finie
(§ 6, prop. 15 et coroll.); la proposition ci-dessus est également utilisée pour le calcul
de I’équivalence de Brauer sur ces tores [§ 7, coroll. 2 (prop. 17)] et pour les corollaires
ci-dessous, mais alors (ii) suffit.

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique ou quaternionien généralisé;

(ii) tout sous-groupe abélien de G est cyclique;

(iii) H3 (G’, Z) = 0 pour tout sous-groupe G’ de G;

@iv) p (Jg) est coflasque.

Cette derniére condition s’écrit encore p (Jg) € Fg n Fg ou, par dualité, ¢ (Ig) € Fg.
L’équivalence de (iii) et (iv) est un corollaire imimédiat de la proposition 1 (ii).
L’équivalence de (i), (ii) et (iii) est bien connue : (iii) = (i) car H*(Z,x Z,, Z) = Z,;
pour (ii) = (i), voir [3] (chap. XII, § 11, th. 11.6) et pour (i) = (iii), voir [3] (chap. XII, § 7).
11 résulte de ce corollaire que si G ne vérifie pas 1’une des conditions ci-dessus, alors
FL # 0, puisque p (J5) est flasque et non coflasque. Ce résultat est déja dans [35] (th. 3)
modulo traduction par R6. [
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COROLLAIRE 2. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

() G est métacyclique, i.e. a ses sous-groupes de Sylow cycliques;
(ii) F; = 0, i.e. tout G-module flasque est coflasque.

L’implication (i) = (ii) est évidente pour G cyclique. Comme F, se plonge dans la somme
directe des Fé, pour les divers sous-groupes de Sylow G,, I’assertion (ii) pour G méta-
cyclique en résulte. Supposons inversement Fg = 0 : la condition (iv) du corollaire 1
est donc vérifiée et tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique sauf éventuellement G,
qui peut étre quaternionien généralisé. Or, on aurait alors (¢f. R 3 et le corollaire du
lemme 2) F§ > Fg, > Fy,, car un groupe quaternionien généralisé admet V, (= Z, x Z,)
pour quotient. Mais V, ne vérifie pas les conditions du corollaire 1, d’ott Fy, # 0 et cette
éventualité est & exclure. []

La proposition 6 du paragraphe 2 (cf. R 6) montre qu’il y a coincidence entre la relation
d’équivalence & définie par Endo-Miyata [12] sur £ et celle définie par 1’application
p : £ — Fg. On peut ainsi traduire les résultats de [12] au moyen de p et . En parti-
culier, le monoide noté T (G) en [12] s’identifie & Fg via p et le sous-groupe T? (G) au
groupe Ug.

ProrosITION 2 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

() G est métacyclique;

(ii) Fg est un groupe, i. e. tout module flasque est inversible;

(iii) p Jg) € Ug, i. e. p (Jg) est inversible.

La condition (ii) s’écrit encore Fg = Ug et la condition (iii) équivaut, par dualité, a
¢ (Ig) € Ug. On vient de voir [corollaire 2 (ii) de la proposition 1] une quatriéme condition
équivalente : F; = F2, condition a priori plus faible que la condition (ii) (I’implication
Fg = Fg = Fg = Ug est déja dans [35], théoréme 4, mais la démonstration contient
un argument faux).

Montrons d’abord I’implication (iii) = (i). Soit Q comme dans la proposition 1. S’il
existe N tel que Q @ N soit un module de permutation P, alors, pour tout sous-groupe G’
de G, H* (G, Q) = H° (G, Z) se plonge dans H? (G’, P) et ce dernier contient donc
un élément d’ordre celui de G'; or cela n’est possible, dans le cas o G’ est un p-groupe,
que s’il est cyclique.

Pour montrer ’implication (i) = (ii), il suffit, d’aprés le lemme 9 (ii), de traiter le cas
d’un p-groupe cyclique G. La démonstration se fait par récurrence sur 1’ordre p® de G.
Soit f(X) = X?*—1/X?""*—1 le polyndme cyclotomique d’indice p°. Soient s un générateur
de G, M un G-module, M’ le noyau de f(s) : M — M et M" I'image. Supposons M flasque :
comme G est cyclique, M est aussi coflasque. Comme M’ est sans Z-torsion, s**~" a pour
seul point fixe 0 dans M’, qui est donc HO-trivial. On en déduit, au moyen de la suite
exacte 0 — M’ —>M — M” -0, que M” est flasque. Comme M” est un G/{ s7 " )-
module, I’hypothése de récurrence s’applique & M”, qui est donc inversible [¢f. lemme 2 (vii)
et (vi)]. Ainsi (lemme 7), p (M) = p (M")—[M"] et p(M) inversible <> p (M’) inversible.

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 2



R-EQUIVALENCE SUR LES TORES 185

Comme (lemme 6), M étant déja coflasque, M inversible <> p (M) inversible, il reste
simplement & prouver que p(M’) est inversible. Or M’ est un Z [{]-module pour §
une racine primitive p®iéme de 1. C’est un module sans torsion sur Z, donc sur Z [(] :
comme Z [{] est de Dedekind, M’ est donc un Z [(]-module projectif. Ainsi suffit-il
de traiter le cas de Z [{] qui n’est autre que M pour M, = Z [G]. Or, les raisonnements
initiaux appliqués & M, au lieu de M montrent que p (Mg) = [Mj] est inversible. []

COROLLAIRE. — Soit G un 2-groupe quaternionien généralisé : les monoides FL et FZ
sont tous les deux non triviaux.

Ajoutons que pour le groupe quaternionien d’ordre 8 le groupe Ug est trivial (cf. R 5).
Le résultat pour F} est déja connu (corollaire 2 de la proposition 1). D’aprés le corollaire 1
de la proposition 1, p (J) est flasque et coflasque; mais, d’aprés la proposition 2, il n’est
pas inversible, d’ou F3 # 0. O

Notons que ce corollaire contredit ’assertion FZ = 0 indiquée en [36], i. e., avec les
notations de [36] et modulo R 6, le fait que, pour L/k galoisienne finie quelconque,
Z° (L/k) soit un groupe : il n’en est pas toujours ainsi, méme pour k p-adique (considérer
sur Q, ’exemple C du paragraphe 8).

ProrosITION 3 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

G G=(st) avec t™=52" =1 et sts~! =1t", pour m impair et r? = 1mod m;

i) pJg) =0;

(iii) p (Jg) d’ordre fini.

On peut, en (ii) et (iii), remplacer p (Jg) par ¢ (Ig). Notons d’abord que la condition (i)
équivaut a la condition

(iv) G est métacyclique et H* (G, Z) = H° (G, Z).

En effet, un groupe métacyclique G est le produit semi-direct G’ X I" d’un groupe cyclique
invariant G’ = (¢ ), d’ordre m, et d’un groupe cyclique I' = { s ), d’ordre / premier
4 m ([37], p. 145). Soit Z, I'image de rS Aut (G’). Ainbsi, s agit sur G’ via r et
sur H*(G’, Z) via r2. Comme H*(G, Z) = H*(G, Z)F @ H* (I, Z), I’égalité
H*(G, Z) = H° (G, Z) équivaut  la condition r2 = 1 mod m. Ainsi (@i) = (iv). Inver-
sement, I' = I"xI"" avec I d’ordre impair et I'" 2-primaire; comme !’image de
I' — Aut G’ est d’ordre 2 au plus, I'” est central dans G et G = (G’ xI") x| I'", d’ou (i),
en prenant pour «nouveaux» s et ¢ des générateurs respectifs de I'” et G'xI".
Rappelons ([3], chap. XII, § 11) que la condition H* (G, Z) = HO (G, Z) signifie que
la cohomologie de G admet 4 pour période.

Pour (i) = (ii), voir [12] (th. 2.3) : le cas cyclique (r = 1 mod m) est immédiat
puisqu’alors Jg = I [p (Ig) vaut toujours 0]; le cas G = &, est explicité au para-
graphe 6, b. Montrons I’implication (iii) = (i), i. e. (iii) = (iv). Si p (Jg) est d’ordre fini,
il est a fortiori inversible et G est métacyclique (prop. 2). Soit Q comme dans la pro-
position 1. I existe, par hypothése, deux modules de permutation P et R et un entier
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n >0, tels que (Q°)" @ P = R. On en déduit Q" @® P = R et, par simplification (dans
les groupes abéliens finis), H'(G, Q) = H!(G, Q% pour tout ie Z. En particulier,
H°(G,2) =H*(G,Q =H*(G, Q) =H*G, 2). O

Remarque.

R 4. Supposons a priori le groupe G produit semi-direct G’ X|I" de deux groupes cycliques
G’ = (t ), invariant, et ' = { s ), d’ordres respectifs p™ et 2" avec p premier impair.
Pour un tel groupe G, les conditions de la proposition 3 sont encore équivalentes aux
suivantes :

™ pUgp) =0;
(Vi) pJg) d’ordre fini.

Quitte & diviser G et I par le noyau du morphisme I" 2 Aut G’, on peut, pour la démons-
tration, supposer ce morphisme injectif (corollaire du lemme 2). Cela impose n = 0 ou 1
dans la condition (i). L’implication (i) = (v) est déja connue pour n = 0 (proposition
ci-dessus); elle est prouvée pour n = 1 au paragraphe 6, d 1. Inversement, la suite exacte
0-Q— Z[G]S Z[G/I']> Z—0 définie par o (1) = 1—¢ donne une résolution
coflasque de Igr, i.e. p(Jg) = [Q°] (§6, d2). On trouve ainsi

H*(G, Q=H'(G Ig)=Zm» e H G, Q)=H@G, o)

or H? (G, Jg,p) est le noyau de la restriction H* (G, Z) — H* (T, Z), noyau qui s’identifie,
par la restriction, 3 H* (G’, Z)'. La condition (vi) implique, comme (iii) précédemment,
1’égalité H? (G, Q) = H? (G, Q°), ce qui impose que I" agisse trivialement sur H* (G’, Z),
i.e. ['d’ordre 1 ou 2. O

PROPOSITION 4. — Pour G =V, le monoide F% est non trivial, mais Fgn Fg = 0.

Autrement dit, tout module flasque et coflasque est stablement de permutation,
i.e. F{ = Ug = 0. Montrons d’abord que, si M est flasque, p(M) = 0, i. e. il existe
une suite exacte 0 - M — P; - P, —» 0 avec P, et P, de permutation. Le groupe G
est engendré par deux éléments s et ¢ d’ordre 2 qui commutent. Soient M’ le noyau de
la multiplication par 1+ s dans M et M” son image. Comme H™! (G, M) = H° (G, M’) = 0,
la suite exacte 0 > M’ > M — M”" — 0 donne H™! (G, M") = 0. Le G/s-module M”
est donc de permutation (les seuls Z [{ ¢ )]-modules indécomposables sont Z, I, et
Z [t )] et,d’aprés le lemme 7, p (M) = p (M’). Comme s vaut —id sur M’, la décompo-
sition de M’ en somme de ¢ ¢ )-modules indécomposables est stable par s et montre que
le G-module M’ est somme de facteurs I/, I €t ker (Z [G] Ny / [G/sD. Or, p vaut 0
sur chacun de ces modules. En conclusion, p (M) = 0. Si, en outre, M est coflasque,

[M]=c¢pM)=0. O

Remarque.

R 5. L’étude, pour G fini, du monoide Fg peut se décomposer en celles des monoides
sans torsion F} et FZ et du groupe Ug. Nous avons donné quelques résultats fort minces
sur FJ, et F2 et on peut se demander, par exemple, s’ils sont de type fini. Le groupe Ug
en revanche est assez bien connu. C’est un groupe abélien de type fini (Jacobinski, ¢f. [12]],
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[10]), mais non nécessairement fini. En effet, si G est métacyclique, mais si sa cohomologie
n’a pas pour période 4, p (J;) est, d’aprés les propositions 2 et 3, un élément d’ordre
infini de Ug : on peut prendre pour G le groupe d’ordre 20 défini par 5 = s* =1 et
sts™' =12 ou le groupe d’ordre 21 défini par t”" =53 =1 et sts™! = ¢2. Le rang du
groupe Ug a d’ailleurs été calculé de fagon précise par A. W. M. Dress [10] (Ug y est
désigné sous le nom de permutation class group). En particulier, Ug est un groupe fini
lorsque G est un p-groupe. Endo et Miyata ont méme énuméré de nombreux cas (cf. [11]
et [12], th. 3.2 et 3.3), ot Ug est égal au groupe C (Q, ;) des classes d’un ordre maximal
de Q [G] contenant Z [G] : il en est ainsi pour un p-groupe abélien, pour un p-groupe
d’ordre impair, pour le groupe diédral D,. (pour p premier # 2), pour le groupe quater-
nionien H, d’ordre 8, ... Ainsi, pour p premier # 2, si { = ':/ 1, F =C(Z[L]) et
Fp,=C(Z [E+¢ 1]), pour H,, ’anneau des quaternions d’Hurthz étant principal,
Uy, =0. O

2. Lien avec les problémes birationnels

Fixons d’abord quelques notations et terminologies. Etant donné un corps k, on note k

une cloture séparable et g le groupe de Galois de l_c/k. On appelle k-variété un k-schéma
algébrique, géométriquement intégre. Etant donné une k-variété X et une extension K/k,
on note Xy = Xx, K, X = Xx,k, K[X] I’anneau des fonctions réguliéres sur X,
K (X) le corps des fonctions rationnelles sur X . Soit en outre Y un fermé de X. On note
Div X (resp. DivyX) le groupe des diviseurs de Cartier (resp. 3 support dans Y) de X,
Pic X le groupe de Picard de X, Z! (X) [resp. Z% (X)] le groupe des diviseurs de Weil
(resp. a support dans Y), i. e. des cycles de codimension 1, de X et Cl X le groupe des classes
de tels cycles pour 1’équivalence rationnelle. Deux k-variétés X et Y sont dites k-biration-
nellement équivalentes si k (X) et k (Y) sont k-isomorphes, i. e. s’il existe des ouverts non
vides U dans X et V dans Y qui sont k-isomorphes. On dit que X et Y sont k-stablement
birationnellement équivalentes si, A} désignant Spec k [T, ..., T,], les variétés X x, A}
et Y x; A; sont k-birationnellement équivalentes pour r et s convenables. On dit que X
est K-rationnelle si K (X) est transcendant pur sur K. On appelle k-compactification lisse
de X une k-immersion ouverte de X dans une variété compléte et lisse : il en existe en carac-
téristique 0 d’aprés Hironaka [15].

Soit G,, le groupe multiplicatif Spec Z [T, T~!]. Soit J, (resp. ;) la catégorie
des k-tores algébriques (resp. la sous-catégorie de ceux déployés par I’extension K/k).
Etant donné un k-tore algébrique T, on note Tle g-module Z-libre de type fini formé de
ses caractéres, i. e. I’ensemble des morphismes de groupes algébriques Hom (T, G,.0-
Inversement, si M est dans &, on note D(M) le k-tore Spec k[M]®. On obtient ainsi
une dualité entre 7, et &, qui induit, pour toute sous-extension galoisienne K/k de
groupe G, une dualité entre Tk et .?G On dit que T est trivial, ou déployé, si g agit
trivialement sur T quasi trivial si T est un g-module de permutation, anisotrope si
H° (g, T) = 0, flasque (resp. coflasque) si T est un g-module flasque (resp. coflasque).
Si K/k est une sous-extension finie de k/k, correspondant au sous-groupe ouvert § de g,
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on note Ry, G, le tore obtenu a partir de G,, ¢ par restriction des scalaires (2 la Weil)
de K & k : son module des caractéres est Z [g/h]. Un tore trivial est k-isomorphe 4 une
puissance de Gy, , un tore quasi trivial & un produit de tores du type Rg,; G,,. Tout tore
quasi trivial est une variété k-rationnelle : c’est un ouvert d’un espace affine. Soient
Rk G, le noyau de la norme Ngj, : RguGn— G, et Rg;G,/G, le conoyau de
’inclusion naturelle de G, dans Rg, G, : leurs modules des caractéres sont respec-
tivement J , et I .

Si k est un corps global, i. e. un corps de nombres ou de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps fini, une extension galoisienne K/k de groupe G définit une distri-
bution (G"), .o, de (classes de conjugaison de) sous-groupes G” (groupe de décomposition
d’un prolongement de v 4 K) de G, indexée par ’ensemble Q, des places v de k. Si M est
un G-module continu quelconque (non nécessairement dans Z). on note, pour ieN,
ouméme i€ Zsi G est fini, 01’ (K/k, M), ou par abus IIT* (G, M), le noyau de la restriction
H'(G, M) - [] H'(G", M). Si M est dans L, ou si M et i vérifient H' (G*, M) = 0

velx

pour presque toute place v, on note U (K/k, M), ou par abus U’ (G, M), le conoyau de
cette méme application de restriction. Ces notations seront utilisées ultérieurement pour
les calculs sur les corps globaux. Notons que, pour un k-tore quasi trivial E, II? (k, E) = 0
(principe de Hasse pour le groupe de Brauer d’un corps global) et, que, pour T dans Iy,
avec K/k galoisienne, II? (k, T) = 1% (K/k, T) d’aprés le théoréme 90 et la remarque
précédente. Enfin, pour un G-module de permutation M, on trouve II? (G, M) = 0
par réduction au cas M = Z et application du théoréme de Cebotarev 2 des sous-
extensions finies convenables de K/k. On en déduit que, si L/k est la sous-extension galoi-
sienne de K/k définie par le sous-groupe invariant H et si M est dans Lgy, alors
m? (K/k, M) = m12 (L/k, M).

Lemme 10 (Rosenlicht [24]). — Si X est une k-variété, U, (X) = k [X]*/k* est un
groupe abélien Z-libre de rang fini. Le foncteur contravariant X — U, (X) est additif sur
la catégorie des k-variétés : U, (X) ® U, (Y) = U, XX, Y).

Pour la premiére assertion, on peut se restreindre & un ouvert affine normal Y de X,
car U, (X) ¢ U, (Y). Une k-compactification normale Y — Y’ plonge U, (Y) dans le

groupe abélien libre de rang fini Z}._, (Y’). L’additivité de Uy est bien connue (cf. [24])
pour des variétés ayant des points rationnels. On s’y raméne par descente galoisienne,

car X (7c) #J (I; cléture séparable!) et, d’autre part, H° [g, U; ()?)] = U, (X) d’apres
le théoréme 90. [J

LeMME 11. — Si X et Y sont deux k-variétés lisses et si Y est k-rationnelle, le morphisme
canonique Pic X @ Pic Y — Pic Xx, Y est un isomorphisme.

Montrons d’abord que, pour deux k-variétés quelconques X et Y, le morphisme ci-dessus

est injectif : c’est évident si X et Y ont des points rationnels; comme c’est le cas sur k,
on s’y raméne par descente galoisienne via la suite exacte

0- H'(g, k[X]*) - PicX » H (g, PicX),
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en utilisant P’injection H! (g, k [X]* @ k [Y]*) — H! (g, k [X x Y]*) (lemme 10 et th. 90).
Soient désormais X et Y lisses et V un ouvert non vide de Y. Considérons le diagramme

Divay_xxvxxY —_— PichY'—“" PiCXXV —_— 0
R
Divy_yY ——PicX @ PicY — PicX @ Pic V—0.

La fieche de gauche est un isomorphisme, d’ol ¢y surjective <> @y surjective. Par triple
application de cette remarque, on est ramené, lorsque Y est k-rationnelle, au cas ou. X
est affine (= Spec A) et Y I’espace affine, ou méme la droite affine Spec k [¢], auquel

cas Dassertion Pic A — Pic A[?] est bien connue (pour A régulier). [

Les deux propositions ci-dessous permettent de faire le lien entre les considérations
purement algébriques du paragraphe 1 et les problémes birationnels, spécialement pour
les tores. A la terminologie prés, elles sont dues essentiellement & Swan [31] et
Voskresenskil ([33], [35]) : ¢f. pour plus de détails la remarque R 6.

PROPOSITION 5. — Soient X une k-variété lisse et K[k une extension galoisienne de
groupe G. On suppose Pic Xy de type fini. Si U est un ouvert non vide de X tel que
Pic Uy = 0, I’élément p (K [U]*/K*) de F; ne dépend que de la classe de k-équivalence
birationnelle stable de X. On le note py;, (X), ou simplement p (X) s’il n’y a pas d’ambiguité.
Cet invariant vaut 0 pour X k-rationnelle.

Tout d’abord, X étant lisse et Pic Xy de type fini, il existe des ouverts non vides U tels
que Pic Ug = 0 et, si U est I'un deux, il en est de méme de tout ouvert non vide qu’il
contient. Il suffit donc, pour prouver I’indépendance vis-d-vis de U, de considérer
le cas de deux ouverts emboités U o> V de ce type : la suite exacte de G-modules
0— Ug (U) — Uk (V) = Divy Ug—0, ol Y=TU-V, donne le résultat en vertu
du lemme 7, puisque, X étant lisse, le terme de droite est un module de permutation.
L’invariance par k-isomorphisme birationnel se déduit de I’existence d’ouverts
k-isomorphes. Si W est k-rationnelle, I’invariance p (X x,W) = p (X) se déduit des
lemmes 10 et 11. [J

PROPOSITION 6. — Soient T un k-tore algébrique et p (T) = pg; (T). L’invariant p (T)
caractérise les classes de k-équivalence birationnelle stable dans . 1l est trivial pour T

k-stablement rationnelle, additif et coincide avec p (f‘). Si T est déployé par I’extension
galoisienne K[k de groupe G, I'invariant p (T) est dans Fg, il coincide avec pg (T) et, en
caractéristique 0, avec [Pic Xy], X désignant un k-compactifié lisse de T.

Désignons, comme Voskresenskil [35], par Z (K/k) I’ensemble des classes de k-équiva-
lence birationnelle stable de k-tores déployés par 1’extension galoisienne K/k de groupe G.
L’énoncé ci-dessus affirme que l’application p : 7, — Fg définie par T p (T) via
la proposition 5 induit un isomorphisme de monoides

p: Z(K/K)>Fg.

L’égalité p (T) = p ('f') résulte de la définition de p (T) : en effet, Pic T =0et U;('-I-')
sidentifie au g-module T (Rosenlicht [24]). De méme, pg, (T) = pg (T) et pg (T)
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coincide avec p (’i’) dans F,. Soient T et T’ dans J,, tels que p(T) = p(T).
L’égalité p ("l\' )=0p (’I") implique (¢f. lemme 8) I’existence, dans 7, de deux suites exactes
1-S—->M->T—oletl—>S—>M—->T —1 avec S et S’ quasi triviaux. D’aprés le
théoréme 90, ces deux fibrations M — T et M — T' sont localement triviales, ce qui donne
un k-isomorphisme birationnel de T xS sur T'xS’; comme S et S’ sont k-rationnelles,
les variétés T et T’ sont k-stablement birationnellement équivalentes.

En caractéristique 0, on sait, via Hironaka (cf. [33]), que Pic X est dans &, si X est
k-rationnelle et qu’en général la classe de similitude du g-module Pic X (non nécessairement
dans Z)) est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable de k-variétés
complétes et lisses, invariant nul pour les variétés k-stablement rationnelles. Soient X
une k-compactification lisse de T, Y le fermé complémentaire et K/k comme dans I’énoncé.
La suite exacte de G-modules

(B) 0 - T - Divy, Xg - PicXg = 0,

a pour terme médian un G-module de permutation, puisque X est lisse. L’assertion
p (T) = [Pic Xg] équivaut donc au fait que Pic Xg est un G-module flasque. Quitte 3
passer au quotient par un sous-groupe ouvert de G agissant trivialement sur la suite (B)
ci-dessus, on peut supposer G fini. Montrons simplement que H™!(G’, Pic Xg) = 0
pour G’ = G, la démonstration étant la méme pour un autre sous-groupe G’ de G, a
condition de remplacer k par I’extension k’ correspondante. La suite exacte

0 =H"!(G, Divy, X) » H"1(G, PicXg) » H°(G, T)

prouve le résultat pour T anisotrope. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de
k-tores 1 5 T'—-T—>T"— 1 avec T’ trivial et T" anisotrope. Soient X' et X" des
k-compactifications lisses de T’ et T” respectivement. La fibration T — T” est localement
triviale (th. 90). Ainsi, X est k-birationnellement équivalente 3 X’ x, X". Comme X' est
k-rationnelle, [Pic i] = [Pic )_(”]. Si G =g/h, le G-module PicXy n’est autre
que (Pic X)*; de méme pour X", ce qui donne [Pic Xg] = [Pic X%]. Comme
H™! (G, Pic Xy) =0 d’aprés I’étude du cas anisotrope, on a donc également
H™! (G, Pic Xy) = 0. Ainsi, Pic Xg est un G-module flasque et, par suite, p (T) = [Pic Xg].
Quitte a4 réduire h pour qu’il agisse trivialement sur Pic X, on obtient de méme
p (T) = [Pic 5(]. Drailleurs, d’aprés le lemme 2 (xi), 1’égalité p (T) = [Pic )_(] implique
p(T) = [Pic X¢]. O

Remarque.

R 6. La proposition 6 ci-dessus montre que la relation d’équivalence définie sur £
par Endo-Miyata [12] coincide avec celle définie par I’application p : £ — Fg, ce qui
induit des isomorphismes T (G) 5 Fg et T (G) 5 Ug. On voit de méme que, pour K/k
galoisienne de groupe G, I’application T > p (T) coincide avec I’application p : T ¢, — Sg
de Voskresenskil [35] et induit des isomorphismes Z (K/k) — Fg et Z° (K/k) = Fg n F3.
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Comme déja indiqué, les arguments utilisés dans les deux derniéres propositions
sont essentiellement dus & Swan [31] et Voskresenskii [33] (¢f. aussi Ono [21],
prop. 4.5.1). Indiquons, en bref, la démarche de Voskresenskii. Soit K/k galoisienne
de groupe G : Voskresenskii montre ([35], th. 1 et 2) qu’on peut définir une appli-
cation injective p : Z(K/k) > Sg en posant p(T) = [Pic Xg] en caractéristique O
(¢f. déja [33] pour k/k) et, sinon, par transfert 3 partir d’une extension auxilaire Ko/k,
de mé€me groupe en caractéristique 0 via I K,k-:f Ko/ko- L’image de p est caractérisée
dans la note [36] (th. 1, 2, 3) : c’est Fg.

La représentation adoptée ici, purement algébrique, a ’avantage de fournir, via le
lemme 3, une procédure effective (cf. § 6) pour le calcul de I’invariant p (T) et d’éviter ainsi
le calcul du g-module Pic )—(, pour une k-compactifiée lisse X de T, calcul qui se révéle
fort compliqué, méme avec 1’aide de la théorie des éventails (Demazure) : cette facilité
de calcul (non mentionnée dans [36]) est par exemple essentielle pour -obtenir dans la
proposition 1 la valeur précise de [Pic i] pour T = R, G, avec K/k galoisienne [¢f. (i)]
et non seulement la valeur de H! (g, Pic X). La méthode géométrique de calcul de I’inva-
riant p (T) serait simplifiée par 1’usage d’une k-compactification normale X, mais alors,
ni Pic X, ni Cl X ne donnent en général des g-modules convenables, comme on le voit
déja pour I’adhérence de Ry, G, dans Ry, P' avec K/k galoisienne cubique : pour
les diviseurs de Cartier, Div X n’est pas un module de permutation; pour les diviseurs
de Weil, Cl X a de la Z-torsion. [J

Voici un exemple d’application de la proposition 6 :

ProPoSITION 7. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G. Soit T le tore
R}, G,,. Pour tout sous-groupe G' de G, H'[G', p(T)] = H*(G/, Z).

C’est un corollaire immédiat des propositions 1 et 6. Ce résultat est démontré en [33]
pour k de caractéristique O sous la forme H! (G’, Pic Xi) = H3? (G’, Z) par une méthode
assez détournée. []

CoROLLAIRE. — Soient K et K' deux extensions galoisiennes de degré 4, non cycliques,
d’un corps k. Soient T = R}, G, et T' = RL., G,,. Si K # K', ces deux tores T et T',
de dimension 3, sont k-birationnellement inéquivalents.

Ils ne sont méme pas k-stablement birationnellement équivalents. En caractéristique
différente de 2, K est de la forme &, , = k (\/ a, ﬁ) pour a et b dans k : on note T, ,
le tore R, G, correspondant. L’assertion ci-dessus répond & unme question de
Voskresenskii [33] qui traitait uniquement le cas d’extensions Q, ;/Q ayant un groupe de
décomposition non cyclique.

Soient L le corps engendré par K et K’, k' leur intersection, G, H et H’' les groupes
de Galois respectifs de L/k, L/K et L/K’, F un G-module H-trivial de classe p (T) et F’
un G-module H'-trivial de classe p (T’). Si K # K’, k'/k est de degré 1 ou 2. Dans le
premier cas, G = HxH'. D’aprés la proposition ci-dessus,

H!(G/H, F)=H*(G/H,Z)=Z, puisque G/H=V,.
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Ainsi H' (H', F) = Z,, alors que H! (H’, F) = 0. 4 fortiori, p (T) # p (T’) dans Sg
et, d’aprés la proposition 6, T et T’ ne sont donc pas stablement k-birationnellement
équivalents. Dans le second cas, G est le produit direct de H, H’ et d’un troisi¢me
sous-groupe H” d’ordre 2. Comme ci-dessus, H!(G/H, F) = Z, et par suite
H' (H'xH", F) = Z,. Au contraire, n désignant la projection G — G/H’, la propo-
sition ci-dessus appliquée au sous-groupe cyclique n (H”) de G/H' donne

H![r(H"), F]=H?[r(H"), Z] =0,

si bien que H! (H'xH”, F') = 0. On conclut alors comme dans le premier cas. [J]

3. Les tores flasques

Rappelons qu’un tore flasque est un k-tore S tel que S soit un g-module flasque. Si S
est déployé par ’extension galoisienne K/k de groupe G, il revient au méme [lemme 2 (vii) |
de dire que S est G-flasque. Le premier résultat sur les tores flasques est une conséquence
du théoréme de finitude suivant :

THEOREME (Roquette [23]). — Soit A une Z-algébre commutative réduite de type fini :

(i) le groupe des unités A* de A est de type fini;
(ii) si A est normale, le groupe Cl A des classes de diviseurs est de type fini. [

Voir également [16] et, pour (i), [25]. Le résultat sur les unités généralise le théoréme
des unités de Dirichlet, celui sur Cl A utilise de fagon essentielle le théoréme de Mordell-Weil
élargi par Néron au cas d’un corps de base de type fini sur le corps premier.

COROLLAIRE. — Soient k un corps de type fini sur le corps premier et K/k une extension
galoisienne finie de groupe de Galois G. Il existe alors un anneau A, de type fini sur Z, de
corps des fractions K, stable par G, régulier et tel que Pic A = 0.

Soit B un sous-anneau de K, de corps des fractions K, de type fini sur Z, stable par G.
Comme B est une Z-algébre intégre, de type fini, I’ensemble Reg B des points réguliers
de Spec B est, d’aprés Nagata (¢f. [14] EGA IV 6.12.6), un ouvert non vide. Quitte
a inverser une partie finie convenable, stable par G, on peut donc supposer I’anneau B
régulier. D’aprés le théoréme ci-dessus, Pic B est de type fini : il existe donc un ensemble
fini ¥ de points de codimension 1 de Spec B définissant des diviseurs dont les classes
engendrent Pic B et on peut prendre T stable par G. Soit F son adhérence : il suffit d’inverser
un systéme fini, stable par G, d’équations définissant F pour obtenir un anneau A ayant
les propriétés requises. [J

THEOREME 1. — Soit k un corps de type fini sur le corps premier. Si S est un k-tore flasque,
le groupe H'(k, S) est fini.

Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G déployant S. Soit A un sous-
anneau de K ayant les propriétés indiquées dans le corollaire ci-dessus. La suite exacte

de G-modules 0 — A* — K* — Div A — 0 reste exacte par tensorisation sur Z par s°.
Comme S (K) = S° ®, K*, on obtient ainsi la suite exacte

H!(G, $°®,A* - H' (k, S)» H!(G, S° ®,; DivA).
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Or Div A est un G-module de permutation (non de type fini sur Z, mais c’est sans impor-

tance ici) et S est flasque : le terme de droite est donc nul d’aprés le lemme 1 (vi). Le terme
de gauche est fini, quel que soit S, car A* est de type fini (théoréme précédent). []

Remargques.

R 7. Si I'on suppose seulement A normal (au lieu de I’hypothése « A régulier et
Pic A = 0»), la valeur de H!(k, S) est donnée par la suite exacte

N-H!(G, §°®,A% - H' (k )~ Q,
avec pour définition de N et Q, la suite exacte
0 - N - Homg (S, DivA) — Homg (S, CIA) »Q »0. [

R 8. Dans le cas d’un corps global (corps de nombres ou corps de fonctions algébriques
d’une variable sur un corps fini), le résultat de finitude se déduit aussi de 1’évaluation précise
de H! (k, S) via le corps de classes [§ 5, coroll. 5 (th. 2)]. Il faut d’ailleurs noter que, dans
ce cas, H! (k, S) peut étre fini sans que S soit flasque (cf. § 6, c) : si S est un k-tore déployé
par I’extension galoisienne finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante
de finitude de H'(k, S) est la nullit¢ de H!(G’, §) pour tout sous-groupe cyclique G’
de G (§ 5, R 10). On en déduit, au moyen de la proposition 2, que, pour G métacyclique,
H! (k, S) fini <> H! (k, S) = 0. Comme autre corollaire, on voit que le théoréme 5 de [33]
assure déja que, pour une k-compactification lisse X d’un tore défini sur un corps de
nombres k, H![k, D (Pic X)] est fini.

Dans le cas d’un corps local & corps résiduel fini, la finitude de H!(k, S) vaut pour
un k-tore S quelconque. Le corps de classes en donne la valeur exacte, mais, pour la finitude,
il suffit de connaitre ’existence d’un sous-groupe ouvert du groupe A* des unités de K
qui soit cohomologiquement trivial : la méme méthode de démonstration que pour le
théoréme ci-dessus s’applique encore. []

Etant donné un k-schéma X et un k-tore S, on désigne par H' (X, S) le premier groupe
de cohomologie étale de X a valeurs dans S : ses €léments s’identifient aux classes d’isomor-
phisme d’espaces principaux homogeénes (i. e. torseurs représentables) sur X sous S, classes
qu’on appellera, par abus de langage, forseurs sur X sous S. Sauf mention du contraire,
la cohomologie employée dans la suite est la cohomologie étale.

PROPOSITION 8. — Soit U un ouvert de I’espace affine A}, contenant un point rationnel.
Si S est un k-tore flasque, I’homomorphisme

H'(k, §)-»H'(U, 9),
déduit du morphisme structural U — k, est un isomorphisme.
Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S est « constant ». La démonstration

utilise uniquement les propriétés suivantes de X = A} : X est lisse, k X]* = k* et
Pic X = 0. Considérons en effet la suite spectrale de Leray :

H?[k, H'(U, §)] = H(U,S),
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relative au morphisme structural U — k. Comme Pic X = 0 et que X est lisse, a fortiori
Pic U = 0 et par suite H! (U, S) = 0. Le morphisme naturel

H![k, H°(U, S)] = H! [k, Hom S, k[U]*] - H' (U, S)

est donc bijectif. D’aprés les hypothéses faites sur X, & [U]*/k* s’identifie au g-module
de permutatlon des diviseurs de X a support en dehors de U; comme S est flasque,
H! [k, Hom (S, k[U]*/k*)] vaut 0 d’aprés le lemme 1 (v). L’application

H' (k, S) = H! [k, Hom (S, k*)] - H' [k, Hom (S, k[U]")]

est donc surjective; il en est de méme de I’application composée H! (k, S) — H! (U, S).
Si U (k) # 9, cette méme application est évidemment injective. [

Remarque.

R9. Si X est une k-variété, non nécessairement lisse, l’application naturelle
H! (k, S)— H! (X, S) est encore bijective, quel que soit le k-groupe de type multi-
plicatif S, pourvu que k X]* = k*, Pic X =0 et X (k) # 9, ce qui est le cas pour
X=A; (¢£[8D. O

Indiquons une derniére propriété des tores flasques qui sera uniquement utilisée aux
propositions 13 et 14, mais qui justifie la terminologie employée :

PROPOSITION 9. — Soit U un ouvert d’une k-variété lisse X. Si S est un k-tore flasque,
Papplication naturelle de restriction

H!(X, S)-»H!(U, S)

est surjective.

Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S s’étend @ X. Comme on le verra
en [8], cette proposition permet aussi de faire le lien entre la méthode exposée ici pour
I’étude de T (k)/R et celle résumée en [7].

La démonstration utilise (il s’agit toujours de cohomologie étale) la suite exacte

H'(X, S) - H! (U, S) - Ext! (S, Divy X)

prouvée en [8] pour un k-tore S quelconque, U un ouvert d’une k-variété lisse X et Y

le fermé complémentaire. Comme X est lisse, Div‘—()—( est un g-module de permutation.
Ainsi, pour S flasque, le terme de droite de la suite exacte ci-dessus est nul [lemme 1 (vii)].
Noter que la proposition 8 résulte aussi de cette suite exacte et de R9. O

4. R-équivalence et équivalence rationnelle
Rappelons la définition de la R-équivalence (¢f. I’introduction et [20], chap. II, § 14).
Soit X un schéma algébrique sur le corps k. On dit que deux points rationnels x et y de X
sont directement R-équivalents, si on peut les joindre par un arc k-rationnel, i. e. s’il existe
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une k-application rationnelle ¢ de P} dans X telle que ¢ (0) = x et ¢ (00) = y; on le
note x ~ y. On dit que x et y sont R-équivalents lorsqu'on peut les joindre par
un nombre fini d’arcs k-rationnels, i.e. s’il existe x,, ..., x, dans X (k) tels que
X ~Xy~...~x,~y Onnote X (k)/R I’ensemble des classes, pour la R-équivalence,
de points rationnels du k-schéma X. Si K est une extension de k, on note simplement
X (K)/R I’ensemble Xy (K)/R des classes pour le K-schéma Xy . Tout k-morphisme X — Y
induit une application X (k)/R — Y (k)/R. Si K/k est une extension finie séparable et
si X esc un K-schéma algébrique, la définition méme du foncteur « descente » Rg, montre
que (Rgj, X) (K)/R = X(K)/R. Pour deux k-schémas X et Y, I’application naturelle
Xx,Y) (k)/R = X (k)/RxY (k)/R est une bijection. Notons enfin (voir [20]) que, si k
est infini et si X est une k-variété spéciale, i. e. une k-variété dont tout point posséde un
voisinage ouvert k-isomorphe a4 un ouvert d’un espace affine, alors X(k)/R = {0}.

ProPOSITION 10. — Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X et Y deux k-variétés
complétes et lisses. Toute k-application rationnelle f de X dans Y définit une application
Jo : X (k)[R —>Y (k)/R qui coincide avec I’application naturelle la o f est définie et qui
dépend fonctoriellement de f. Tout k-isomorphisme birationnel induit une bijection
X(k)/R—”» Y (k)/R, i.e. X(k)/R est un invariant k-birationnel des k-variétés complétes
et lisses, invariant trivial pour X k-rationnelle.

Comme cet invariant est « additif », c’est méme un invariant des classes de k-équivalence
birationnelle stable.

Montrons d’abord que I’éclatement X — Y d’un sous-k-schéma fermé Z de Y, lisse
et de codimension r+1, induit une bijection X (k)/R — Y (k)/R. Cette application est
surjective, puisque la fibre d’un point rationnel de Y est un espace projectif sur k de dimen-
sion 0 ou r. Ainsi, dans une telle fibre tous les points rationnels sont R-équivalents et, pour
montrer ’injectivité de f3, il suffit de prouver le résultat suivant : tout arc k-rationnel
joignant deux points y’ et y” de Y (k) se reléve dans X en une chaine finie d’arcs k-rationnels
joignant successivement des points rationnels x’, ..., x" avec x’ au-dessus de y’ et x”
au-dessus de y”. Comme Y est compléte, un arc k-rationnel joignant y’ et y” est 1’image
d’un k-morphisme ¢ : Pl —Y tel que @ (0) = »’ et ¢ (o0) = y”. Si cet arc n’est pas
contenu dans Z, ¢ admet un k-relévement unique V¥ : P} — X, d’ou I’assertion. Sinon,
supposons d’abord que )’ et y” appartiennent & un méme ouvert U de Z, tel que UXxyX
soit k-isomorphe & Ux, P} : il suffit alors de considérer, pour z fixé dans P"(k), le
k-morphisme  : P} — X défini, sur un ouvert, par ¢+ [ (z), z]. En général, Z étant
lisse, il existe un recouvrement fini de Z par des ouverts ayant la propriété ci-dessus, ce
qui permet d’obtenir le relévement annoncé.

Montrons ensuite qu’un morphisme k-birationnel X — Y définit une bijection
X(k)/R:»Y (k)/R. D’aprés [15], il existe un diagramme commutatif de morphismes
k-birationnels

xl___’Yl

./

X—Y
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dans lequel les deux fléches verticales sont composées d’un nombre fini d’éclatements
du type étudié ci-dessus. D’aprés I’étude initiale, les deux verticales du diagramme

X' (k)/R— Y’ (k)R

X (k)/R—Y (k)R

sont bijectives; on en déduit que la diagonale 1’est aussi, donc également les horizontales
(type d’argument utilisé par Deligne).

Soit f une k-application rationnelle de X dans Y. Soit %, la catégorie des triples (Z, =, g),
ol Z désigne une k-variété compléte et lisse et © et g des k-morphismes rendant commutatif
le diagramme

n étant supposé birationnel. Un tel triple définit une application X (k)/R — Y (k)/R
par g oy 1. Il est clair qu’un autre triple dominant le précédent définit la méme application.
Comme, d’aprés [15], la catégorie &, est non vide et filtrante, la procédure indiquée
permet de définir sans ambiguité 1’application fz. [

COROLLAIRE. — Soient k de caractéristique 0 et X une k-variété lisse :

(i) toute k-application rationnelle f de X dans une k-variété lisse et compléte Y définit
une application fp : X (k)/R — Y (k)/R;

(ii) soit X 4 Y wune k-compactification lisse de X. Le fait que [Iapplication
ip : X (k)/R — Y (k)/R soit bijective (resp. injective, surjective) ne dépend pas de la compac-
tification choisie.

Soit d’abord ¥x la catégorie des k-compactifications lisses i : X — X' de X. Un objet
de ¥x définit fy via X (k)/R — X' (k)/R — Y (k)/R par application de la proposition
A I’application rationnelle de X’ dans Y définie par f. Comme, d’aprés [15], ¥x est non
vide et filtrante, on voit que fz. ne dépend pas du choix de la compactification.

Soient i et i’ deux compactifications de X. Si i’ domine i viaj: Y' — Y, ona iy = jgoig
avec jp bijective d’aprés la proposition. L’assertion (ii) résulte alors du fait que %y est
filtrante. []

Lorsque X est k-unirationnelle, il existe une R-classe partout dense, mais il n’est pas
évident a priori que toute R-classe soit dense.

PROPOSITION 11. — Soit k un corps infini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe,
k-unirationnel (hypothése toujours vérifiée pour k parfait ou G réductif). Si U est un ouvert
non vide de G, I’application naturelle

U(k)/R > G (k)R
est une bijection.
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Par hypothése, il existe un k-morphisme dominant ¢ d’un ouvert Q de P} dans G.
Quitte & faire une translation par un élément de G (k), on peut supposer que 1’élément
neutre e de G (k) appartient 4 ’image de Q (k) par @. L’ensemble Z des points de G (k)
directement R-équivalents a e contient ¢ [Q (k)] et, comme k est infini, Z est donc Zariski-
dense. Par translation, on en déduit que toute R-classe est dense. L’application
U (k)/R — G (k)/R est donc surjective.

Soient x et y deux points de U (k) liés dans G (k) par une chaine d’équivalences directes

X=Xg~NXg V... NXg~NXpp1=D).

Comme Z est dense, il rencontre I’intersection des ouverts Ux; ! pour 0 < i < n+1.
Soit g un élément de Z appartenant & cette intersection. Par définition de Z, x ~ gx et
y ~ gy, d’ot la chaine d’équivalences directes

X~ EX=gXg~gX1 ~ ...~ EXp™ BXpy1 =8Y~Y,

avec, pour tout i, gx; dans U(k). Les points x et y sont donc R-équivalents dans U et
I’application U (k)/R — G (k)/R est injective. []J

COROLLAIRE. — Soit k infini. Soient G et G’ deux k-groupes algébriques linéaires
connexes, k-unirationnels. Si G et G’ sont k-birationnellement équivalents, alors il existe une
bijection

G (k)/R>G' (k)/R.

C’est un corollaire immédiat de la proposition, puisqu’il existe dans G un ouvert non
vide, k-isomorphe & un ouvert de G'. [

Un argument direct montre que la structure de groupe de G (k) est compatible avec
la R-équivalence. On peut, par translation, supposer que la bijection de G(k)/R sur
G’ (k)/R respecte les éléments neutres. Mais il n’est pas évident a priori qu’elle respecte
alors les structures de groupe.

Pour une k-variété X quelconque, il est plus commode de considérer, au lieu de la
R-équivalence sur X (k), 1’équivalence rationnelle sur le groupe Z, (X) des 0-cycles de X :
c’est le groupe libre engendré par les points fermés de X et tout sous-k-schéma fermé
fini Y de X définit un O-cycle positif [Y]. On dit qu’un O-cycle W est rationnellement
équivalent & 0, §’il existe un ouvert U de P!, deux points rationnels a et b de U et un
cycle Z de la k-variété U x, X, fini et plat sur U, tels que W = Z,—Z,, ou 1’on désigne
par Z, (resp. Z,) le O-cycle de X que définit, par projection sur X, la fibre de Z en a (resp. b).
Les O-cycles rationnellement équivalents & 0 forment un sous-groupe Zg* (X) de Z, (X)
et le quotient A, (X) est le groupe des O-cycles de X modulo 1’équivalence rationnelle.
Notons que, dans la définition ci-dessus, on peut se limiter, lorsque X est compléte,
a U = P}, 'adhérence schématique Z de Z dans P} x, X étant encore un cycle fini et
plat au-dessus de P! ([14] EGA IV 2.8.5, 13.2.12 et 8.11.1).

L’application naturelle X (k) — A, (X) définit 1’équivalence rationnelle sur X (k),
a priori moins fine que la R-équivalence. Il revient au méme de considérer, O étant fixé
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dans X (k), I’application de X (k) dans le sous-groupe des classes de 0-cycles de degré 0
donnée par P+— P-O0.

Soit S un k-tore quelconque. On peut prolonger 1’accouplement (défini par foncto-
rialité) X (k) x H! (X, S) — H! (k, S) en un accouplement

Z,(X)xH'(X, S)-»H'(k, S),

en prolongeant par linéarité 1’accouplement ainsi défini pour un point fermé P g X de
corps résiduel K : on considére I’application composée de la flieche H* (X, S) — H! (K, S)
définie par fonctorialité et de la norme N, : H! (K, S) — H' (k, S). Si ’on introduit
la notion de trace d’un torseur ([9], SGA 4, XVII 6.3.21) Tr, : H! (Y’, S) — H! (Y, S)
pour u fini localement libre Y' — Y, on trouve que, pour un O-cycle défini par un
sous-k-schéma fini Y ¢ X, I’accouplement ci-dessus s’obtient par composition de 1’appli-
cation naturelle H* (X, S) — H' (Y, S) et du morphisme trace Try, : H* (Y, S) - H! (%, S).

PROPOSITION 12. — Soient S un tore défini sur le corps k et X une k-variété vérifiant
au moins I'une des conditions suivantes :

(i) S est un k-tore flasque;

(ii) X est une k-variété compléte.

L’accouplement naturel entre les 0-cycles de X et les torseurs sur X sous S passe alors
au quotient par I’équivalence rationnelle et définit donc un accouplement

A,X)xH' (X, S)-»H!(k, S)
et, a fortiori, un accouplement
X (k)R xH!(X, S)-» H'(k, S).
Soient en effet U un ouvert de A} contenant un point rationnel @ et Z un sous-k-schéma

fermé de U x, X, fini et plat sur U. En vertu de la compatibilité de la trace Tr au chan-
gement de base ([9], SGA 4, XVII6.3.26), on obtient un diagramme commutatif

H'(X, S)
H'(Z, S)—H'(Z,, )
Tr Tr

H!(U, S)— H'(a, S) =H!(k, S)

qui donne précisément l’application H' (X, S)— H'(k, S) définie par [Z,]. Si S
est flasque, ou si U = A}, ce qui est loisible pour X compléte, ’application naturelle
H! (k, S)— H! (U, S) est bijective (prop. 8 et R9), si bien que I’application
H! (X, S) - H! (k, S) définie par [Z,] ne dépend pas de ae U (k). O

COROLLAIRE. — On conserve les mémes hypothéses sur X et S. Supposons qu’il existe
un torseur sur X sous S tel que I'application X (k)/R — H! (k, S) qu’il définit soit injective.
Alors, Iéquivalence rationnelle coincide sur X (k) avec la R-équivalence.
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D’aprés la propositien ci-dessus, 1’application X (k) — H! (k, S) définie par le torseur
se factorise par X (k)/R — X (k)/Rat — H' (k, S), d’ou I’assertion. []

5. La R-équivalence sur un tore

On appelle résolution flasque d’un k-tore T toute suite exacte de k-tores 1 »S—E—T—1
telle que E soit quasi trivial et S flasque et résolution quasi triviale une telle suite ol S
est quasi trivial. La dualité entre 7, et &, établit une bijection entre les résolutions flasques
de T et celles du g-module T. Si T est déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G,
la dualité établit une bijection entre les résolutions flasques de T dans g, et celles de T
dans Z. Il résulte des lemmes 3, 4 et 5 que T admet une résolution flasque (qu’on peut
prendre dans J,) essenticllement unique et universelle. De fagon précise, si
1-S—2E—>T—1e 158 —>E —T—1 sont deux résolutions flasques de T, il
existe deux k-tores quasi triviaux F et F’ tels que SxF et S’ x F’ soient k-isomorphes.
On en déduit en particulier H! (k, S) = H! (k, S") et, lorsque k est un corps global,
102 (k, S) = II2 (k, S") et W2 (G, S) = 2 (G, §') : en effet, pour un tore quasi trivial E
dans Jg,, IO (k, E) = II* (G, E) = 0 (¢f. §2). Le caractére « versel » d’une résolution
flasque (lemme 4) se traduit par 1’énoncé suivant : si 1 =S —E 5 T — 1 est une réso-
lution flasque de T, tout k-morphisme M — T d’un tore quasi trivial M dans T se factorise
par p.

THEOREME 2. — Soit T un k-tore. Toute résolution flasque 1 S —E—>T—1de T
induit un isomorphisme de groupes

T (k)R> H! (k, S).

Chaque R-classe de T (k) est paramétrée par I’ensemble E (k) des points rationnels de
la k-variété E qui est un ouvert d’un espace affine. Deux points de T(k) qui sont
R-équivalents le sont directement.

La suite exacte 1 =S — E — T — 1 définit un torseur E sur T sous S, localement

trivial pour la topologie étale. Soit { sa classe dans H! (T, S). Le cobord T (k) Sut (%, S)
déduit de la résolution flasque n’est autre que I’application x> x* ({) obtenue par
fonctorialité. Le tore S étant flasque, on sait déja (prop. 12) que cette application
T (k) — H! (k, S), définie par le torseur E, est constante sur chaque R-classe : si U est
un ouvert de A} tel que U (k) # O et si ¢ est un k-morphisme de U dans T, I’application
composée U (k) = T (k) = H'(k, S) est I’application déduite, par fonctorialité, du
torseur Ex, U sur U sous S; comme ce torseur est « constant » (prop. 8), I’appli-
cation U (k) — H! (k, S) qu’il définit est également constante. Ainsi, les R-classes de T (k)
sont contenues dans les fibres de I’application T (k) — H!(k, S). Comme E est quasi
trivial, H* (k, E) = 0 (th. 90) et on a la suite exacte

E(k) - T(k)— H! (k, S) - H! (k, E) = 0.
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L’application 0 est donc surjective. Chacune de ses fibres est translatée par un élément
de T (k) de la fibre de I’élément neutre qui est I’image de E (k). Comme, E étant un ouvert
d’un espace affine, tous les points de E (k) sont directement R-équivalents, il en est de
méme des points de la fibre de 1’élément neutre de T (k) et aussi, par translation, des points
de toute autre fibre de 6. [J

COROLLAIRE 1. — Soient k un corps de caractéristique 0 et T un k-tore déployé par
Pextension galoisienne K[k de groupe G. Soit X une k-compactification lisse de T. Alors,
si S est le k-tore dual du G-module Pic Xg, on a un isomorphisme

T (k)/R> H! (k, S).

Précisons que le morphisme ci-dessus se déduit de la suite exacte de tores obtenue par
dualité & partir de la suite exacte de G-modules

®) 0-T - M - PicXg 0,

ou M désigne le G-module de permutation des diviseurs de Xy & support hors de Ty.
L’assertion est une conséquence immédiate du théoréme ci-dessus et de la proposition 6

qui assure que la suite ci-dessus est une résolution flasque de T. O

COROLLAIRE 2. — Soit T un k-tore. Si k est de type fini sur le corps premier, ou un corps
local @ corps résiduel fini, I’ensemble des classes T (k)[R est fini.

En effet, H (k, S) est fini dans le premier cas d’aprés le théoréme 1, S étant flasque,
et dans le second cas d’aprés R8. [J

Noter que, sur R, tout tore T est produit de G,,, R¢/g G €t Ri3 G, : c’est donc un
ouvert d’'un A} et T(R)/R = 0. On a d’ailleurs le résultat suivant :

COROLLAIRE 3. — Si T est déployé par une extension métacyclique, T (k)/R = 0.

Comme S est un G-module flasque, il est inversible si G est métac'yclique (prop. 2).
Il existe donc un k-tore S’ avec S xS’ quasi trivial, ce qui implique H!(k, S) = 0. [J

COROLLAIRE 4. — Le groupe T (k)/R est un invariant des classes de k-équivalence bira-
tionnelle stable de k-tores T. C’est un groupe de torsion. Si T est déployé par I’extension
galoisienne finie K [k de groupe G, le groupe T (k)/R est annulé par la multiplication par nfe,
oi1 n est l'ordre de G et e son exposant.

L’exposant e est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G : il est égal & n, si et seulement
si G est métacyclique. Pour prouver que n/e annule T (k)/R, il suffit de traiter le cas d’un
p-groupe : en effet, si G’ est un p-sous-groupe de Sylow de G et k' le sous-corps des €léments
de k fixes par G’, n(G')/e(G’) est la p-partic de n(G)/e(G) et la restriction
H!(k, S) (p) — H'(K', S) est injective. Si G est un p-groupe, il existe un sous-groupe
cyclique d’ordre e. L’extension correspondante L/k est de degré n/e. L’application composée
T (k))R - T (L))R — T (k)/R correspondant & la composée de I'inclusion naturelle
T — Ry, T et de la norme Ny : Ry, T — T est la multiplication par le degré nfe. Or elle
vaut 0, car, d’aprés le corollaire précédent, T (L)/R = 0. Noter que ce méme type
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d’argument donne directement que T(k)/R est annulé par n, puisque, Ty étant trivial,
T(K)/R = 0.

Le fait que le groupe T (k)/R soit un invariant résulte aussitdét du théoréme ci-dessus
et de la proposition 6 : en effet, H! (k, S) ne dépend que de [§], puisque H!(k, E) = 0
pour un tore E quasi trivial. Noter qu’il est évident @ priori que T (k)/R est un groupe.
On sait également déja que I’ensemble T (k)/R est un invariant : pour k infini, voir le corol-
laire de la proposition 11 et, pour k fini, T (k)/R = 0 (conséquence directe d’un théoréme
de Lang, cf. corollaire 5). Mais le fait que le groupe T (k)/R soit un invariant ne semble
pas évident a priori. [

COROLLAIRE 5. — Soit T un k-tore déployé par I’extension galoisienne K[k de groupe G.
Soit S dans T, tel que [§] = p(’f’) :

(i) si k est un corps fini, ou, plus généralement, un corps de dimension cohomologique < 1:
Tk)R=0;

(ii) si k est un corps local @ corps résiduel fini, T (k)/R s’identifie au dual du groupe
fini H!(G, S);

(iii) si k est un corps de nombres, ou un corps de fonctions algébriques d’une variable
sur un corps fini, on a une suite exacte naturelle de groupes finis

0 II%(G, §)” - T(k)R - 41(G, §)” 0.

Pour les notations II' et U, ¢f. le paragraphe 2. Observons que, S étant flasque,
H!(G", §) = 0 pour presque toute place v de k; ainsi, 4! (G, §) est bien un groupe fini.
Précisons que la notation A désigne, pour un groupe abélien fini A, son dual Hom (A, Q/Z).
Les résultats ci-dessus permettent le calcul explicite de T (k)/R dans des cas particuliers
(cf. § 6 et 8) : on choisit, en général, pour K/k la sous-extension finie de l:/k correspondant
a gz.

D’aprés le théoréme, T(k)/R = H! (k,S) = H! (K/k, S). La démonstration
consiste donc & évaluer H! [G, S (K)]. Soient H un sous-groupe invariant ouvert de
G agissant trivialement sur Set Tet L/k D’extension correspondante : I’inflation
définit des isomorphismes H! [G/H, S (L)] > H! [G, S (K)], H! (G/H, §) > H! (G, §),
u! (G/H, §) 5 u! (G, §), m? (G/H, §) > m? (G, S) (¢f. § 2), compatibles avec les
accouplements définissant les morphismes « naturels» de 1’énoncé (c¢f. ci-aprés). On
peut donc supposer G fini.

L’assertion (i) résulte de la nullité de H' (k, S) pour un corps k de dimension cohomo-
logique < 1 et un k-tore S quelconque ([28], résultat da & Lang [17] pour k fini). On peut
prouver (i) sans le théoréme, en considérant la norme RK,,‘TEE’—"» T, qui reste surjective
sur les points rationnels, son noyau N vérifiant H' (k, N) = 0 d’aprés [28] (c’est un tore).

Pour k local, la composée H' [G, S (K)]xH! (G, S) % H2 (G, K¥) d Q/Z du cup-
produit U et de inv, établit une dualité (de Tate-Nakayama [21]) entre les groupes
finis H![G, S (K)] et H!(G, S).
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Dans le cas global, soient Ag (resp. Ix, Cy) I’anneau des adéles (resp. le groupe des
idéles, celui des classes d’idéles) de K, S (Ag) le G-module Hom (§, Ip) et S(Cy) le

G-module S (Ag)/S (K) = Hom (§, Cy). Soit i€ Z. Pour une place v de k, on note w
un prolongement 4 K et G® son groupe de décomposition. Le morphisme ¢ :
H![G, S (AQ)] — H! [G, S (Cy)] s’écrit encore II H [G’, S (K,)]— H![G, S(CY]

Dans le diagramme commutatif ci-dessous (cf. [2‘:2]) :
[HH' G, sKN]x[[TH*(G", SA)]E* [1H*(G’, Kﬁ)ﬂ Q/z

[+ [+ [ N
H'[G,S(C] x H2 G, §)—— H*(G, Cp) ——s Q/Z

on désigne par U le cup-produit, par p la restriction, par Y, inv, la somme des invariants
locaux et par inv I’invariant global. D’aprés Tate-Nakayama ([21], [32]), les deux appli-
cations composées horizontales sont des accouplements non dégénérés. Ainsi, I’applica-
tion duale de @ est la restriction p et la suite exacte

H° [G, S(AQY] -~ HO [G, S(Cy)]—-H'[G, S (K)] - H'[G, S(AQ)] = H! [G, s(CY]
donne I’extension « naturelle »
0-II%(G, §)” » H![G, S(K)] - Y*(G, §)" -»0. O

Remargque.

R 10. Pour un tore S défini sur un corps global k et déployé par 1’extension galoisienne
finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante de finitude de H! (k, S)
est la nullité de H! (G, §) pour tout sous-groupe cyclique G’ de G (c’est le cas pour S
flasque et S coflasque). En effet, la finitude de H! (k, S) équivaut a celle de 4! (G, §),

i.e. 2 la nullité de H'(G", §) pour presque toute place v de k. Or, les places v telles
que G® soit non cyclique sont en nombre fini et celles pour lesquelles G® est conjugué
d’un sous-groupe cyclique G’ donné sont en nombre infini, d’aprés Cebotarev. [J

COROLLAIRE 6. — Soit G un groupe algébrique linéaire connexe, défini sur un corps k
fini ou, plus généralement, sur un corps parfait de dimension cohomologique < 1. Alors

G (k)R = 0.

Le corps k étant parfait, le radical unipotent N de G est défini et déployé sur k. La
fibration G — G/N est donc triviale sur k et, N étant un espace affine, N (k)/R = 0.

On a donc une bijection G (k)/R 5 (G/N)(k)/R, ce qui permet de supposer G réductif.
Comme k est parfait de dimension < 1, il résulte (par un argument de Serre) d’un
théoréme de Steinberg ([29], th. 1.9), dG & Lang [17] pour k fini, que G posséde un sous-
groupe de Borel B défini sur k. Soient T un tore maximal de B défini sur k, U le radical
unipotent de B, défini et déployé sur k, et U™ I'unipotent opposé. D’aprés Borel-Tits
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([2], prop. 6.25), I'application produit Ux U~ xB — G est surjective sur les points
rationnels. Or U (k)/R = U~ (k)/R =0 et, comme B=TxU, B(k)/R=T k)R =0
d’aprés le corollaire 5 (i). Ainsi G(k)/R =0. [

PrOPOSITION 13. — Soit T un tore défini sur le corps k :
(i) la R-équivalence et I’équivalence rationnelle coincident sur T (k);

(ii) si k est de caractéristique 0 et si T— X est une k-compactification lisse; de T,
Papplication
T (k)/R = X (k)/R

est bijective et la R-équivalence et I’équivalence rationnelle coincident sur X (k).

L’assertion (i) résulte aussitot du corollaire de la proposition 12, dont les hypothéses
sont vérifiées d’aprés le théoréme 2. Pour montrer que 1’application T (k)/R — X (k)/R
est bijective, on utilise le lemme suivant :

LeMME 12. — Si T est anisotrope, X (k) = T (k).

Supposons connue une k-compactification particuliére X;, non nécessairement lisse,
pour laquelle X; (k) = T (k). On sait [15] qu’étant donné X, et X, il existe, dans la caté-
gorie des k-compactifications de T, une k-compactification lisse X' qui domine X et X, ;
on peut méme supposer le morphisme X' — X composé d’éclatements de sous-k-variétés
lisses (ne rencontrant pas T). Comme X, n’a pas de point rationnel en dehors de T, il en
est de méme a fortiori pour X'. Si X avait un point rationnel hors de T, il en serait de méme
3 chaque éclatement, la fibre d’un point rationnel étant un espace projectif Pj.

Exhibons X;. Le tore T est déployé par une extension galoisienne finie K/k de

groupe G. Comme T est quotient d’un G-module libre de rang fini, T se plonge dans un
Rg G}, et méme dans le noyau de la norme R, G), — G}, puisqu’il est anisotrope.
L’adhérence de R%, G, dans Ry,P! n’a pas de point rationnel « & Iinfini » :
si {ey, ..., e, } désigne une base de K sur k, cette adhérence est définie par 1’équation

Nin (x1 6.+ ... +x5¢) =t et, pour (x4, ..., x;) dans k% cette norme n’est nulle
que pour x; = ... = x; = 0. Il en est donc de méme pour 1’adhérence X; de T dans
RgPY O

Il résulte aussitot de ce lemme que, pour T anisotrope, I’application T (k)/R — X (k)/R
est bijective. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de tores 1 > T' > T—T"—1
avec T’ trivial et T” anisotrope. La fibration T — T” est localement triviale (th. 90).
Soit X’ (resp. X”) une k-compactification lisse de T’ (resp. T*). 1l existe donc un ouvert
non vide U de T admettant pour k-compactification lisse X’ x, X" : on peut prendre U
de la forme T’ x, U” ol U” est un ouvert convenable de T”. Comme T’ (k)/R = X’ (k)/R =0
(¢f. prop. 10), l’application U (k)/R — (X’ x; X") (k)/R coincide avec I’application
U” (k)/R — X" (k)/R. Elle est donc bijective, car il en est ainsi des applications
U” (k)/R = T" (k)/R (prop. 11) et T" (k)/R — X" (k)/R (conséquence du lemme 12).
Comme U — X est une autre k-compactification lisse de U, I’application

U (k)/R — X (k)/R
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est également bijective [corollaire de la proposition 10, (ii)]; il en est donc de méme de
’application T (k)/R — X (k)/R, puisque I’application U (k)/R — T (k)/R est bijective
(prop. 11).

Considérons enfin une résolution flasque 1 - S — E— T — 1 du tore T. Elle définit
un torseur E sur T sous S qui se prolonge, S étant flasque (prop. 9), en un torseur E sur X
sous S. Celui-ci définit (prop. 12) une application X (k)/R — H! (k, S) qui, composée
avec la bijection T (k)/R — X (k)/R, redonne I’application T (k)/R — H! (k, S) définie
par le torseur E. Comme cette derniére est bijective (th. 2), il en est de méme de I’appli-
cation X (k)/R — H! (k, S) définie par le torseur E. 11 en résulte que la R-équivalence
et I’équivalence rationnelle coincident sur X (k) (corollaire de la proposition 12). []

PROPOSITION 14. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe possédant un sous-
groupe de Borel B défini sur k. On suppose k parfait ou G réductif :

(D) si T est un tore maximal de B défini sur k, I’application
T(k)/R » G (k)[R

est un isomorphisme de groupes. L’équivalence rationnelle et la R-équivalence coincident
sur G (k);

(ii) si k est de type fini sur le corps premier, G (k)[R est fini;

(iii) soit k de caractéristique 0. Si G — X est une k-compactification lisse de G, I’appli-
cation G (k)[R — X (k)/R est bijective et I’équivalence rationnelle et la R-équivalence
coincident sur X (k).

On va également prouver 1’assertion suivante :

()’ il existe un torseur sur G sous un tore flasque S, tel que I’application
G (k)/)R - H! (k, S)

qu’il définit soit un isomorphisme.

La question se pose de savoir si 1’assertion (ii) est encore vraie sans 1’hypothése
« G quasi déployé ».

Si k est parfait, on peut se ramener au cas ou G est réductif en le divisant par son radical
unipotent U, la fibration G — G/U étant triviale sur k et U étant un espace affine. On peut
également supposer k infini, le cas fini étant trivial d’apreés le corollaire 6 du théoréme 2.
Soient B et T comme dans I’énoncé. Le radical unipotent N de B est défini et déployé
sur k (¢f. [2], 3.13 et 3.18). 1l en est de méme du sous-groupe unipotent opposé N~.
L’application produit N~ x TxN — G est une k-immersion ouverte ayant pour image
la « grosse cellule» Q. On en déduit aussitdt que I’application T (k)/R — G (k)/R est
bijective (prop. 11). Pour obtenir (i), considérons le torseur E sur T défini par une
résolution flasque 1 - S — E — T — 1. Il se prolonge trivialement &4 N~ xTx N, donc
4 Q. Puis, S étant flasque, il se prolonge en un torseur Eg sur G et, en caractéristique 0,
en un torseur Ey sur X (prop. 9). Ces torseurs successifs définissent, S étant flasque
(prop. 12), des applications de T (k)/R, Q (k)/R, G (k)/R et X (k)/R dans H! (k, S) compa-
tibles avec les fléches naturelles T (k)/R — Q (k)/R — G (k)/R — X (k)/R. Comme les
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applications T (k)/R — H' (k, S) et T (k)/R — G (k)/R sont bijectives [th. 2 et ()], il
en est de méme de 1’application G (k)/R — H! (k, S) définie par Eg, d’ou (i)’. En carac-
téristique 0, on peut considérer comme k-compactification lisse de N~ x T x N le produit
de k-compactifications lisses des facteurs. On obtient ainsi une k-compactification lisse X,
de Q pour laquelle Q (k)/R — X, (k)/R est bijective (prop. 13); il en est donc de
méme de Q (k)/R — X (k)/R (corollaire de la proposition 10). Ainsi, 1’application
G (k)/R — X (k)/R est bijective et le torseur Ey définit donc une bijection

X (k)R > H!(k, S).

La coincidence entre 1’équivalence rationnelle et la R-équivalence sur G (k) et X (k) résulte
alors du corollaire de la proposition 12. [

COROLLAIRE. — Soit k un corps de nombres ou un corps de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps fini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe, supposé réductif
en caractéristique non nulle. Alors, pour presque toute place v de k :

G (k,)/R =0.

On peut se ramener au cas ou G est réductif. Supposons d’abord G quasi déployé et
soit K/k une extension galoisienne finie déployant G. D’aprés (i)', il existe un k-tore flasque S
dans Jg,, tel que, pour toute extension k'/k, G (k')/R soit égal & H! (', S). Si Kk'/Kk’ est
cyclique, S;. est facteur direct d’un k’-tore quasi trivial (proposition 2, voir la démonstration
du corollaire 3 au théoréme 2), d’ott G (k')/R = H! (k’, S) = 0. Ainsi, pour toute place v
non ramifiée dans K/k, G (k,)/R = 0.

Si G est réductif quelconque, considérons le groupe quasi déployé G, dont G est une
forme interne. Les formes internes de G, sont classées par H' (k, G{), ol G§® désigne
le groupe adjoint. Le groupe G étant connexe, G I’est aussi et un k-espace principal
homogéne sous G a donc un point & valeurs dans k, pour presque tout v (¢f. [1], prop. 7.6).
Autrement dit, G est k,-isomorphe & G, pour presque toute place v, ce qui permet de
conclure. [J

Remarque.

R 11. Dans son livre [20] sur les surfaces cubiques, Manin pose un certain nombre
de questions & propos de la R-équivalence sur les surfaces cubiques. Les résultats de ce
paragraphe montrent qu’on peut en général y répondre dans le cas des tores, cas qui se
révéle nettement plus simple que celui des surfaces cubiques. En particulier :

() il y a un théoréme de finitude pour T (k)/R dans le cas global (probléme 11.12) et
méme dans le cas d’un corps de type fini sur le corps premier;

(ii) il est possible de paramétrer toute R-classe par un nombre fini de paramétres
(probléme 11.13), toujours le méme d’ailleurs (voir aussi probléme 46.3) : chaque R-classe
est paramétrée par un ouvert d’un espace affine et on peut prendre le méme ouvert pour
toutes les classes; les « variétés de premiére descente » sont toutes isomorphes & cet ouvert
et ont donc toutes des points rationnels, ce qui n’est pas le cas pour les surfaces cubiques
(voir la fin du paragraphe 45);
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(iii) le groupe T (k)/R est un invariant birationnel (voir remarque 14.4);
(iv) le calcul de T(k)/R est parfaitement effectif (remarque 14.5);

(v) I’invariant p (T), égal en caractéristique 0 & [Pic X ], détermine la classe de k-équiva-
lence birationnelle stable de T [cf. 23.13 (iii)];

(vi) pour un tore sur un corps de nombres, la R-équivalence est localement presque
partout triviale (¢f. 44.2.5). [J

6. Quelques calculs explicites de R-équivalence

Le calcul explicite de la R-équivalence sur un tore T, défini sur le corps k et déployé
par l’extension galoisienne finie K/k de groupe G, se décompose en plusieurs étapes.
On doit successivement :

(i) exhiber une résolution flasque 0 —T — E —§ —0 du G-module T;

(i) calculer H!(k, S);
(iii) expliciter le paramétrage E (k) — T (k) de la classe de 1’élément neutre de T (k);
(iv) exhiber, s’il en existe, une résolution quasi triviale de T.

Les étapes (i) et (iii) sont parfaitement effectives (cf. lemme 3). Le calcul de H! (k, S) est
facile dans le cas local, un peu plus délicat pour un corps global (corollaire 5 du théoréme 2).

a. LE CAS DE R,‘m G,, POUR K/k GALOISIENNE. — C’est le cas le plus simple et le plus
intéressant. On a le résultat suivant :

PRrOPOSITION 15. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G, engendré par
{si}isigr Si T est le tore R}/, G, on trouve

T(k)/R =H™!(G, K*).
De fagon précise, I’application
Ri/ G — Rllm Gn

définie sur le i-iéme facteur par x v s; (x)/x, fournit une résolution flasque de T.

Le paramétrage de 1’élément neutre de T (k) = K*!, sous-groupe de K* formé des
éléments de norme 1, est donc donné par 1’application

(K - K",
définie par
(*D1sise— [si (x)/ xi]'
15isr

Le G-module T est le noyau I de ’augmentation Z [G] = Z. 1l est facile de voir que
le morphisme ® :

L= [] Z[G].e—Z[G]

1sisr
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défini par @ (e;) = 5s;— 1, a pourimage I;. Il résulte alors de la proposition 1 que le noyau Q
de ce morphisme o est coflasque. Par la dualité M +— M° on en déduit une résolution
flasque de I3 = Jo = 'f; puis, par la dualité M+~ D(M), on obtient, en changeant s;
en s; %, la résolution flasque de T indiquée dans 1’énoncé. []

CorOLLARE 1. — Soit T = R}, G,, pour K/k galoisienne finie de groupe G :
(i) si k est un corps p-adique, T (k)/R = H*(G, Z)";
(ii) si k est un corps de nombres, on a la suite exacte naturelle

0-II*(G, Z)” - T(k)/R » 4*(G, Z) —0.

Cela résulte aussitot du corollaire 5 au théoréme 2, moyennant 1’identification
H!(G', §) = H'*? (G’, Z) pour tout i et tout sous-groupe G’ de G avec § = Q°
(¢f prop. 1). O

COROLLAIRE 2. — Pour un tore T défini sur Q et de dimension 3, I’ordre de T (Q)/R
peut étre arbitrairement grand. D’autre part, il existe de tels tores T pour lesquels I’ordre
de T (k)/R n’est pas borné lorsque [k : Q] tend vers Uinfini.

Considérons en effet T = Rg,, G,, pour K/k extension de corps de nombres galoisienne
de groupe G = V,, i. e. T du type T,, , considéré au corollaire de la proposition 7. Désignons
par s le nombre de places v de k telles que G*° = G. Comme H*(G, Z) = Z,, on trouve
que Y3 (G, Z) vaut Osis < 1et Z5~! sis 2 1. D’autre part, H*(G, Z) = Z3 et I’on voit,
par exemple par Kiinneth, que les morphismes de restriction relatifs & chacun des trois
sous-groupes cycliques non nuls de G s’identifient aux trois projections Z3 — Z,, ce qui
implique II* (G, Z) = 0. Ainsi, T(k)/R vaut 0 si s <1 et Z! sinon.

Comme s(Q,,,/Q) est arbitrairement grand, I’ordre de T, , (Q)/R I’est également :
considérer par exemple T, , pour a =2 et b = p; ... p,, ol les p; sont des nombres
premiers 2 a 2 distincts et congrus a 3 mod 8; alors s = n+ 1 pour n impair et n pour » pair,
soit, en posant n =2m ou 2m—1, T, ,(Q)/R = Z3™" 1.

Considérons T = T_,, , sur Q. Ici s = 1, car 2 est le seul nombre premier p pour lequel
GP = G dans I’extension Q (i, ,/2)/Q. On a donc T (Q)/R = 0. Soient p;, ..., Py, .-
des nombres premiers 2 4 2 distincts et congrus & 1 mod 8 (ce sont des carrés dans Q,)
et k, = Q (/P15 ---» /Pn). On trouve s [k, (i, /2)/k,] = 2". L’ordre de T(k,)/R n’est
donc pas borné. [J

b. Le cas pE R;,G, POUR K/k GALOISIENNE DE GROUPE &;. — Le groupe
G = G; = (s, t)avecs? =13 =1et sts = t? est métacyclique diédral. Le tore Rg, G,
admet donc, d’aprés la proposition 3, une résolution quasi triviale : il en est d’ailleurs
de méme pour tout tore déployé par K/k, car Fg, = 0 (¢f. § 1, R 5). On doit donc exhiber
une telle résolution quasi triviale de R, G,,, afin d’obtenir un paramétrage E (k) — K*!
du groupe K*! des éléments de K de norme 1 dont le noyau se décrive simplement. La pro-
position 15 fournit, par exemple, la suite exacte

0-Q-Z[GPP>Z[G]>Z -0
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définie par © (1,0) = s—1 et ® (0, 1) = t2—1. Le modtﬂe Q est coflasque, mais non de
permutation, car H° (G, Q) = Z, et H? (G, Q) = Z4. Toutefois, par addition de Z,
on en déduit la suite exacte

0-Z[G/Is]® Z[G/st]® Z[G/t] > Z[G @ ZSZ[G] > Z 0,

définie par
1(1,0,0)=(1+s, 0, 1), n(1,0,0)=s—1,
1(0,1,0)=(1+st, —1—s1,0), (0, 1,0)=¢-1,
1(0, 0, 1) = (0, 1+1+12, 1), 1(0, 0, 1) =0.

On note K, le sous-corps fixe par 1’élément u de G. La suite exacte ci-dessus fournit, par
la double dualité M +— D (M°), une résolution quasi triviale de R} & Gn» Qui, sur les points
rationnels, donne la présentation suivante de K*! :

15K xK2xK* S K*xK*xk* SK* > 1,
ol

p(x, Vs z) = [xysga NK,/k(x)'ng/k(z)]s
n(a, b c)=M
7 ab

On peut se demander si ce tore est une variété k-rationnelle.

¢. LA NECESSITE D’UNE RESOLUTION FLASQUE. — Cherchons, sur un corps de nombres &,
une suite exacte de tores 1 - S —E — T —1 avec E quasi trivial, H! (k, S) fini, mais
T(k)/R # H'(k, S). Rappelons (R 10) que, pour S dans g, et K/k galoisienne finie
de groupe G,

H!'(k,S) fini < H!(G, §) =0 pour tout sous-groupe cyclique G’ de G.

Considérons T = G, ;, puis une extension galoisienne finie K/k de groupe
G =V,=({s,t) et la suite exacte

0-5°> Z[G/s] ® Z[G/t] ® Z[G/st]>Z 0,

ol1 & désigne la somme des augmentations. On vérifie aisément que H! (G, §°) = 0 pour
tout sous-groupe cyclique G'. Soient k4, k,, k5 les sous-corps de K fixes par s, ¢ et st respec-
tivement et N; la norme N, pour i =1,2,3. On trouve

H' (k, §) = k*/N, (k7). N, (k3). N5 (k3)

qui vaut Z, sur un corps de nombres si, pour chaque place v, G® # G (et 0 sinon) : c’est
par exemple le cas pour I’extension Q (\/E, Jﬁ)/Q. Or, T(k)/R =0.
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d. Le ToRE R}, G,, EN GENERAL. — Le tore Ry, G,, est défini comme le noyau d’un
k-épimorphisme de tores quasi triviaux, ce qui explique 1'utilité du lemme ci-dessous
pour reconnaitre, dans ce genre de situation, si une résolution est flasque, ou non.

LemME 13. — Soit 0 > M — P — P; — P, — 0 une suite exacte de G-modules avec P,
P, et P, de permutation. Le G-module M est coflasque, si et seulement si, pour tout sous-
groupe G’ de G, la suite

H°(G', P)» H(G', P,) » H*(G', P,)
est exacte. [1
Pour savoir que M est coflasque, il suffit (¢f. § 1) de vérifier la condition H™*(G’, M) = 0

pour un sous-groupe G’ par classe de conjugaison, en se limitant aux p-sous-groupes.
Il en est donc de méme pour la condition du lemme.

Soit L/K une extension telle que L/k soit galoisienne finie de groupe G et soit H le
groupe de Galois de L/K. Trouver une résolution flasque de R, G,, revient, d’aprés
le lemme 13, 4 trouver un morphisme =, tel que la suite

PSZ[G/H]>Z—0
soit exacte, avec P de permutation, et que, pour tout sous-groupe G’ de G, la suite
H°(G', P) - H°(G', Z[G/H]) - H° (G, Z)

soit exacte. On commence donc par exhiber un épimorphisme Py — I avec Py de permu-
tation. Comme I/ est engendré par les 1-g pour g dans G et méme dans une partie y
telle que YH engendre G, le morphisme

P, =[] Z[G].¢,» Z[G/H],

sey

défini par e, s—1 convient. Il se trouve que, pour H trivial (exemple a), le noyau de
ce morphisme est coflasque, i. e. les conditions d’exactitude figurant au lemme 13 et rela-
tives aux divers sous-groupes G’ de G sont automatiquement vérifiées. Il n’en est rien
en général. Nous allons juste considérer trois exemples particuliers du type G = (s, )
avec H = (s ) et avec (¢ ) invariant.

d 1. Soit d’abord G = D, avec n impair : s* = t® = 1 et sts = t~1. Ce cas est semblable
4 I’exemple b. La résolution fournie par Py, & savoir
Z[G]>Z[G/s]—Z—0,
avec
o(l)=1t-1,

donne une résolution coflasque de Ig,,, i. . le noyau de o est coflasque : en effet, comme »
est impair, il suffit de vérifier la condition du lemme 13 pour G’ = (s ) ou un sous-groupe

de (¢t ); dans ce deuxi¢me cas, H° (G, Z[G/s]) = 0, car, en tant que t-module, Z [G/s]
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est libre de rang 1; la condition relative & un tel sous-groupe G’ est donc automatiquement
vérifiée; il en est de méme pour G’ = { s ), car, en tant que s-module,

Z[G/s]=Z & Z[s]™ V2,

si bien que 1’application H° (s, €) est injective. La résolution ci-dessus donne sur les points
rationnels, par double dualité et changement de ¢ en ¢!, I’application
n: L*>K*,
définie par
m(x) = Ny [(x)/x].
Comme G est métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de o est inversible.

Il est méme stablement de permutation, car, par addition de Z 3 la résolution initiale,
on trouve la suite exacte

0- Z[G/ts] ® Z[G/t] > Z[G] ® Z> Z[G/s] >Z—0
avece
1(1,0) = (1+ts, 1), n11,0)=1t-1,

n-1

10, 1) =(N,, T) n@©, 1)=0,

ol N, = 1+¢+ ... +¢""1. On peut ainsi préciser le paramétrage n : L* — K*! en indi-
quant la suite exacte
1-K*xk*SL*xk* SK* > 1
définie par
p(x, y)= [xy, Nx'/k(x)-Nk'/k(y("_1)/2)],
n(a, b) = Ny [t(a)/a],

od K’ = L, et k' = L,. En fait, une étude directe montre que dans ce cas le tore R}, G,,
est une variété k-rationnelle.

d 2. Soit ensuite le cas o G = (s,t) avec s d’ordre 2", ¢ d’ordre p™ pour
P premier impair et sts™! =t". Quitte 3 diviser G et H par le noyau du morphisme
H = (s ) — Aut ({ t )), ce qui n’altére pas Iy, on peut supposer que H opére fidélement
sur le sous-groupe ¢ ¢ ). On vérifie alors aisément que Z [G/s] est isomorphe, en tant
que s-module, & la somme directe de Z et d’un module libre. Ce résultat permet de repro-
duire I’argumentation utilisée dans le cas précédent pour prouver que la résolution fournie
par Py, a savoir

Z[G]=>Z[G/s]>Z -0,
avec
o(l)=t-1,
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donne une résolution coflasque de I5;, (on se limite aux sous-groupes G’ de (s ) ou
de (t)). On obtient ainsi une surjection (G étant métacyclique)
n: L*->K*,
ol
Tt(x) = NL/K [t (x)/x]-

Noter que, si H— Aut ({¢)) a un noyau non nul Hy, il suffit de remplacer dans
I’application ci-dessus le corps L par le sous-corps L, fixe par Hy,. Le groupe G étant
métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de o est inversible, d’ot T (k)/R = 0.
Mais, comme on I’a noté en R 4, ce noyau n’est stablement de permutation que si I’image
du morphisme H — Aut ({ ¢ )) est triviale ou d’ordre 2, ce qui nous raméne au cas ou G
est cyclique ou diédral métacyclique (exemple précédent).

Notons que, pour G = (5, t) ave s*=1!% = 1 et sts™! = 2, la résolution fournie
par P, n’est plus coflasque. En revanche, la suite exacte

Z[G]® Z[G/s*] > Z[G/s]>Z -0,
définie par

n1,0=t—-1 e 70O 1)=2-1,
fournit une résolution coflasque de Ig.

d 3. Soit enfin le cas, plus instructif, od G = D, : s> = t* = 1 et sts = t~!. Dans ce
cas, K/k est donc de degré 4, sa cloture galoisienne L/k a pour groupe D, et K = L,.
La résolution donnée par P, est loin de convenir. On vérifie que la résolution

Z[G]® Z[G/s]>Z[G/s] > Z -0,
définie par
0o1,00=t-1 e (0, 1)=~£-1,

a un noyau presque coflasque, i. e. H! (G’, .) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G’
de G, mais non coflasque, car la condition relative au sous-groupe ¢ s,#2) n’est pas
vérifiée. On doit donc considérer la suite exacte

Z[G]® Z[G/s]® Z[GK s, > ] Z[Gls] > Z 0,
définie par
% =o sur les deux premiers facteurs,

%0, 0, 1) = (1+£*)(t—1),

pour obtenir un noyau coflasque. Par double dualité et changement de ¢ en t™1, ces deux
résolutions donnent respectivement, sur les points rationnels, les applications

L* x Kt_",Ku’
L*xK*xk'*SK*,
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definies par
A(a, b, ¢) = Ny [t(a)/a].[1* (b)/b].[t(c)/c],
n(a, b) =A(a, b, 1),

k' désignant le sous-corps L, ,. d’indice 2 dans K. Soient M et N les conoyaux respectifs

de x° et @°. Soit G, le sous-groupe { st, t* . On trouve H!(G’, M) = Z, pour G’ = G}

et 0 sinon. Cela implique [M] # 0 et, comme [M] = p (T), le tore T n’est pas k-stablement

rationnel (prop. 6). D’autre part, la restriction H? (G, M)— [] H2((g) M) est
eG

9
injective. On obtient les mémes résultats pour N (ces calculs demandent une analyse
précise de divers morphismes d’inflation et de restriction). En résumé :

ASSERTION. — Soit K/k une extension séparable de degré 4, dont la cléture galoisienne
ait pour groupe G = D,. Alors, le tore T = R}m G,,, de dimension 3, n’est pas k-rationnel.
Si en outre k est un corps de nombres, les applications © et A ont la méme image, @ savoir
la R-classe de I’élément neutre, et pour conoyau commun T (k)/R : si r désigne le nombre
de places v de k telles que G®* = G, on obtient T (k)/R = Zi,.

7. L’équivalence de Brauer sur un tore

L’objet de ce paragraphe est le calcul précis, au moins sur un corps de nombres, de
I’équivalence de Brauer sur un tore, en vue de la comparer, dans ce cas, a la R-équivalence.

a. QUELQUES RAPPELS. — Soit X une k-variété. On note Br X le groupe de Brauer
étale H® (X, G,). Si K est une extension de k, on désigne par Br (X, K) le noyau
de Br X — Br Xg. On pose Br; X =Br (X, k), Bry X = Im (Br k— Br X) et
Br, X = Br; X/Br, X.

DEFINITION. — Soit X une k-variété lisse et compléte. On appelle Br-équivalence, ou
équivalence de Brauer, sur X (k) la relation d’équivalence définie par I’accouplement

X(k)xBrX — Brk.

Si X est une k-variété lisse et si k est de caractéristique 0, on désigne ainsi la restriction
a X (k) de la Br-équivalence sur I’ensemble des points rationnels d’une k-compactification
lisse de X.

On note X(k)/Br I’ensemble des classes d’équivalence pour la Br-équivalence.

Pour X non compléte, I’hypothése sur la caractéristique de k sert & assurer 1’existence
d’une k-compactification lisse de X; mais elle sert aussi & montrer que, lorsqu’il en existe,
la définition adoptée pour la Br-équivalence sur X (k) ne dépend pas de la k-compacti-
fication lisse choisie : cela résulte de la k-invariance birationnelle du groupe de Brauer
en caractéristique 0 ([13], « Brauer III», coroll. 7.3). Les B-équivalences, introduites
par Manin ([19], [20]) et a priori moins fines, s’obtiennent de la méme fagon, en
considérant, au lieu de Br X tout entier, certains sous-groupes B particuliers, tels que
Br (X, K) ou Br;X.
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PROPOSITION 16. — Soit X une k-variété lisse, supposée compléte si k est de caractéristique
non nulle. L’équivalence de Brauer sur X (k) est moins fine que la R-équivalence. Si k est
de caractéristique 0, I’ensemble X (k)/Br est un invariant k-birationnel des k-variétés lisses
et complétes : cet invariant est trivial pour X k-rationnelle.

L’application naturelle Br k — Br P! est un isomorphisme : en effet, d’aprés le
lemme 15 (i), Br, P} = 0 et, d’aprés « Brauer III » ([13], coroll. 5.8), Br P = 0. Cela
prouve la premiére assertion et définit donc une surjection canonique X (k)/R — X (k)/Br.
Soit k de caractéristique 0. Un morphisme k-birationnel X — Y induit une application
X (k)/Br — Y (k)/Br qui est injective, d’aprés l’invariance k-birationnelle du groupe
de Brauer Br Y 5 Br X, et surjective, par réduction, comme dans la proposition 10,
au cas d’un éclatement d’une sous-k-variété lisse; on peut aussi bien utiliser la surjectivité,
déja connue, de X (k)/R — Y (k)/R. On voit enfin, par le méme argument que dans la
proposition 10, qu’une k-application rationnelle de X dans Y induit une application
naturelle X (k)/Br — Y (k)/Br. Ainsi, un k-isomorphisme birationnel induit une bijection
X (k)/Br— Y (k)/Br. O

Rappelons le résultat suivant [19], dit & Lichtenbaum dans le cas des courbes :
LeMME 14. — Soient X une k-variété lisse et compléte et K|k une extension galoisienne
de groupe G. On a la suite exacte naturelle
0- Br(X, K) -» H?[G, K(X)*] - H?(G, DivXy).

Soient, en topologie étale, 4% le faisceau des fonctions rationnelles sur X et Divy le
faisceau quotient #¥/G, x des diviseurs de Cartier sur X. D’aprds « Brauer II»
([13], lemme 1.9), X étant lisse, H! (X, Divy) = 0, ce qui donne la suite exacte

0-BrX - H2(X, 4% - H2(X, Divy).

On a la suite analogue sur Xg. Comme, d’aprés « Brauer II » ([13], lemmes 1.6 et 1.9),
H! (Xg, #%) = H' Xk, Divy,) =0, les deux suites spectrales d’Hochschild-Serre
relatives au revétement galoisien Xz — X de groupe G et aux faisceaux .45 et Divy donnent
les deux suites exactes horizontales du diagramme commutatif

0-H?[G, K(X)*] » H*(X, A3 - H*(Xg, %)
i ! i
0 - H?(G, DivXyg) - H2 (X, Divy) » H? (X, Divx,)
d’ou le résultat via la suite exacte des noyaux. [

LeMME 15. — Soit K/k une extension galoisienne de groupe G :
(@) si X est une k-variété lisse et compléte, telle que X (k) # @, on a la suite exacte

0- Br(k, K) - Br(X, K) » H' (G, PicXg) =0
et tout point rationnel de X en définit un scindage;
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(i) si X est une k-variété telle que Pic X =0 :
Br(X, K) = H*(G, K[X]%:

(iii) soit X une k-variété lisse et compléte. On suppose qu’il existe un ouvert U de X
possédant un point rationnel O et tel que Pic Ug = 0; soit Y le fermé complémentaire.
Considérons le diagramme

0-» Br(k, K) - Br(X, K) — H'(G, PicXy)— 0
[ [~
0- Br(k, K) - Br(U, K)->H2(G, K [U]*/K*) -0
Dans ce diagramme, \ désigne la restriction de X a U, ® est le cobord déduit de la suite exacte
de G-modules
0-K[U]*/K* - Divy, Xg - PicXg =0

et la seconde ligne provient de Iégalité Br (U, K) = H? (G, K [U]*). Ce diagramme
est commutatif;

(iv) considérons, sous les hypothéses (iii), le diagramme

X(k)x H!(G, Pic Xg) — Br (k, K)
-»
U (k) x H? (G, K [U]*/K*) - Br(k, K)

Les fleches horizontales sont définies respectivement par les accouplements avec Br (X, K)
et Br(U, K) via les sections de o et p définies par le point O. Ce diagramme est commutatif.
La seconde fléche horizontale est la composée

U (k) x H? (G, K [UJ*/K*) — U (k) x H? (G, K [UT*) 3 Br (k, K)

de la fleche induite par la section définie par O et du cup-produit.

Notons que Br (k, K) = H? (G, K*). Ces diverses assertions proviennent simplement
de la suite spectrale d’Hochschild-Serre relative au revétement galoisien Xg — X de
groupe G et au faisceau G,,, & savoir

H’[G, H'(Xc, G»)] = H'(X, G,).

Les assertions (i) et (ii) en sont des conséquences immédiates : la suite exacte (i) est la
suite 0— E2:° —ker (E2—EJ'2)—>El'1 -0 qui est exacte en raison de ’existence
d’un point rationnel définissant, X étant compléte, des rétractions E2 — E2+? et E* — E3+°;
pour X quelconque, 1’edge E2: ® — E? induit le morphisme naturel H? (G, K [X]*) - BrX
et l'isomorphisme (ii) est donné par la fliche E2:°— ker (E2 — EJ'2), I’hypothése
Pic Xg = 0 impliquant EJ*! = E}:! = 0. Notons que, pour X quelconque, le cup-produit
X (k) x H? (G, K [X]*) > H2 (G, K*) et I’accouplement X (k)x Br (X, K) — Br (k, K)
sont compatibles via le morphisme naturel H? (G, K [X]*) — Br (X, K). En (iii), I’hypo-
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theése (ii) est vérifiée pour U et la suite inférieure du diagramme résulte de I’isomorphisme
H? (G, K [U]*) 5 Br(U, K) et de la suite exacte de G-modules

0— K* - K[U]* - K[U]*/K* 0,

suite exacte dont le point rationnel O définit un scindage. La premiére ligne provient de (i).
Pour la commutativité du diagramme, voir annexe. L’assertion (iv) résulte aussit6t des
précédentes, le diagramme

X (k) x Br (X, K) = Br(k, K)
[ f
U (k) x Br (U, K) - Br(k, K)

étant évidemment commutatif : on a déja noté que le second accouplement n’est
autre que le cup-produit U (k)xH? (G, K [U]*) = H?(G, K*) via lidentification
H2(G,K[U® S Br(U,K). O

_ LEMME 16. — Soit X une k-variété lisse et compléte sur un corps k de caractéristique 0,
k-rationnelle et telle que X (k) # D. Soit K/k une extension galoisienne de groupe G = a/b,

telle que H* (b, Pic-)_() = 0. Alors Br X = Br k+Br (X, K) et la Br-équivalence coincide
sur X (k) avec la Br (X, K)-équivalence. Elle coincide aussi avec I’équivalence donnée par
I’accouplement

X (k) x H! (G, PicXg) - Brk,

défini par un point O de X (k).

Notons d’abord que, X étant k-rationnelle, Pic X est dans ;. Il existe donc K/k finie
telle que H! (b, Pic E = 0 : il suffit que Pic X soit h-trivial, ou simplement h-stablement
de permutation. D’autre part Br X = 0 en vertu de I’invariance birationnelle du groupe
de Brauer ([13], « Brauer III», coroll. 7.3) et de sa nullit¢ pour I’espace projectif
(B,—p = 0). Par suite, d’aprés le lemme 15 (i), Br Xg = Br, Xy = BrK. Si =, est
la projection Br X — Br k définie par O, A—=, (A) € Br (X, K) pour A dans BrX,
d’ott BrX = Br k+Br(X, K). L’accouplement X (k) x H!(G, Pic Xg) — Br (k, K) se
déduit, par définition, de 1’accouplement de X (k) avec Br(X, K) via la section
H! (G, Pic Xg) — Br (X, K) définie par O. O

b. LE cas DES TORES. — Soit T un tore défini sur un corps k de caractéristique O et

déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G. Soient T — X une k-compactification
lisse de T et S le k-tore dual du G-module Pic Xg. Les hypothéses des lemmes 15 (iii)

et 16 sont vérifiées pour X, K/k et U = T. Par définition de S, les G-modules S et Pic Xg
coincident. La section K[T]*/K* —» K[T]* définie par I’élément neutre de T (k)
s’identifie (¢f. prop. 6 ou [24]) au plongement naturel de T dans K [T]*. Considérons
les applications

T(k)x H! (G, §) » T(k) x H2(G, T)> Br (k, K),
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définies respectlvement par idrq,), par le cobord tiré de la suite exacte de G-modules

0-ToM-oS— 0, ou M désigne le G-module des diviseurs de Xy a support hors
de Ty, et, enfin, par le cup-produit u. Il résulte des lemmes 15 (iv) et 16 que I’application
composée définit sur T (k) ’équivalence de Brauer. La bilinéarité du cup-produit implique
aussitdt la compatibilité de 1’équivalence de Brauer avec la structure de groupe de T (k),
mais cela est évident directement pour tout groupe algébrique et toute relation d’équivalence
compatible avec les k-isomorphismes (ce qui est le cas pour 1’équivalence de Brauer).

Notons enfin que, d’aprés le lemme 5, on peut remplacer la résolution de T ci-dessus
par n’importe quelle autre résolution flasque.

PROPOSITION 17. — Soient T un tore défini sur un corps k de caractéristique 0, déployé
par lextension galoisienne K[k de groupe G, 0—>T—>M—>S—0 ute G-résolution
flasque du G-module T et 8: H' (G, §) ¢ H? (G, T) le monomorphisme qu'elle définit :

@) soit B:T (k)xH! (G, §) —»Br (k, K) P’accouplement bilinéaire induit, via 0, par

le cup-produit T (k)xH? (G, T) — Br (k, K) Cette application B définit sur T (k)
Iéquivalence de Brauer;

(ii) le diagramme
T (k)/R ————» T(k)/Br
| [
H! (k, §)= Hom [H!(G, §), Br (k, K)]
dans lequel 3 provient de la suite exacte de tores 1 —+S—D (M) —T— 1,y de B et ® du
cup-produit, est un diagramme anticommutatif d’homomorphismes de groupes. Il identifie
le groupe T (k)/Br @ I'image de ®;

(iii) le groupe T (k)/Br est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable
de k-tores T;

(iv) si X est une k-compactification lisse de T, I’application induite T (k)/Br — X (k)/Br
est une bijection.

L’assertion (i) a été déja prouvée. Pour (ii), rappelons que 3 est un isomorphisme d’aprés
le théoréme 2 et que l'application T (k)/R — T (k)/Br est bien définie d’aprés la
proposition 16. Le fait que y soit un plongement traduit 1’assertion (i). L’anticommu-
tativité du diagramme (ii) se réduit & celle du diagramme

T(K) xH’(G,i)\
U
5 0 H?*(G, K%
v
H' (k, S)x H(G, §)
défini par 3, d et les cup-produits et celle-ci résulte aisément de la formule
d(@ub)=daub+audh pour aeDM)(K) et beC!(G, M).
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L’invariance du groupe T (k)/Br résulte de son identification 3 I’image de @ et de I’inva-
riance de [S] (prop. 6). En (iv) enfin, ’application T (k)/Br — X (k)/Br est injective par
définition de la Br-équivalence sur T (k). Le diagramme commutatif

T (k)/R— T (k)/Br

X (k)/R— X (k)/Br

montre qu’elle est également surjective puisqu’il en est ainsi de T(k)/R — X (k)/R
(prop. 13). O

COROLLAIRE 1. — On conserve les mémes hypothéses et notations :

() si k est de type fini sur Q, T (k)/Br est un groupe fini;

(ii) si k est un corps p-adique, I’équivalence de Brauer coincide sur T (k) avec la
R-équivalence et le groupe des classes est le groupe fini

T(K)/Br = H'(G, §);
(iii) si k est un corps de nombres, soit p I’application composée
H! (G, §)STIH! G, H>T[H @G, )
v v

de I'application diagonale A et du produit )\ des restrictions de G @ G°, pour I’ensemble
des places v de k. Alors

T(k)/Br = [im Afimp]".

L’assertion (i) résulte aussitdt du corollaire 2 au théoréme 2, via la surjection
T (k)/R — T (k)/Br. Si k est un corps p-adique, 1’application @ du diagramme de la pro-
position 17 est bijective en vertu de la dualité locale de Tate-Nakayama [21], d’ol
I’assertion (ii). Dans le cas global, supposons, ce qui est loisible, G fini et complétons
ce méme diagramme par le morphisme 1 :

Hom [H' (G, S), Brk] ¢ Hom[H! (G, S), [ [ Brk,],
ce qui donne le morphisme = o :
H' (k, S) » Hom [H! (G, §), [[ Brk,],
morphisme dont 1’image est encore isomorphe A}T (k)/Br. Ce morphisme se factorise en

HE (k, §)- [ Hom [H! (G", §), Brk,]->[ ] Hom [H'(G, §), Brk.],

ol le second morphisme est défini par les restrictions de G & G® et le premier par la
restriction H! (k, S) —-11 H! (k,, S) composée avec le produit des morphismes locaux

H! (k,, S) — Hom [H! (G*, §), Br k,] définis par cup-produit. Soient Iy le G-module
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des idéles de K, S (Ag) le G-module Hom (§, I) et S (Cy) = S (AK)/S (K). La suite exacte
de groupes finis (S est flasque!)

H' (k, S) » H'[G, S(Ap)] -» H![G, S(CY)]

donne, par les dualités locales et globale de Tate-Nakayama ([21], [32]) (voir la démons-
tration du corollaire 5 du théoréme 2), la suite exacte

H'(G, S) S[]H' (G, §) H! (k, Sy
L’image de y, canoniquement isomorphe 3 T (k)/Br, a donc pour duale
imy =imVoA =V (@mA) = imAimp. [
Ce corollaire 1 donne en particulier, par la proposition 7 :
COROLLAIRE 2. — Soient K/k une extension galoisienne finie de groupe G et T = Ry, G,,:
(i) si k est un corps p-adique,
T (k)/Br = H*(G, Z);

(ii) si k est un corps de nombres,
T (k)/Br = [imAfimpu],

oi: u désigne I’application composée
H3(G, 2)=[[H*(G, Z)>[[H*(G", Z)

de I'application diagonale A et du produit A des restrictions de G @ G°. [

8. Comparaison de quelques critéres de rationalité

On dispose, pour I’étude des problémes k-birationnels sur une k-variété X, d’un certain
nombre d’invariants k-birationnels, définis éventuellement sous des hypothéses restrictives
sur X ou k. La proposition 5, par exemple, définit, pour X convenable, 1’invariant
pX = [§] et, par suite, d’autres invariants, moins fins, mais plus « calculables », tels que
H!(k, S), H!(G, §), H"! (G, S) et, sur un corps global, T2 (k, S) et I (G, S) : voir
le début du paragraphe 2. En caractéristique O, on dispose encore, comme invariants
des k-variétés complétes et lisses, de X (k)/R (prop. 10), du groupe Br X ([13],
« Brauer III », coroll. 7.3) et de X (k)/Br (prop. 16). L’objet de ce paragraphe est de
comparer ces divers invariants sur 1’exemple des tores.

Pour un tore T défini sur un corps global k, on peut encore considérer le R-défaut du
principe de Hasse II(T) = II! (k, T) et le k-défaut d’approximation faible A (T) :
si i désigne I’application diagonale de T (k) dans le produit, pour toutes les places v de k,
des groupes topologiques T(k,), A (T) est, par définition, le quotient de [] T(k,) par
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I’adhérence de I’image de i. Voskresenskil ([33], th. 6) a montré, en caractéristique 0,
I’existence d’une suite exacte

0 A(T)— H! (k, PicX)” - II(T) - 0,

mettant en relation, de maniére un peu inattendue, A (T) et III (T) [voir prop. 19 (iB)];
il en a déduit en particulier la nullit¢ de II (T) pour T k-rationnelle. En fait, les
groupes A (T) et III (T) sont, dans le cas global, deux invariants k-birationnels supplé-
mentaires pour les tores T définis sur k :

PRrOPOSITION 18. — Soit T un tore défini sur un corps de nombres k, ou un corps de
Jonctions algébriques d’une variable sur un corps fini, et déployé par I’extension galoisienne
Jfinie K[k de groupe G. Soient 1 — S — E — T — 1 une résolution flasque de T dans T g,

et p:H!(G,S)— [T1H' (G, S) P'application de restriction :
(i) cette résqutio:t définit des isomorphismes de groupes finis
AMSUI(k,S) e AT Simp,
N(T)S>M?(k, S) et HI(T) —kerp;

(ii) les groupes finis A (T) et I (T) sont des invariants des classes de k-équivalence
birationnelle stable de tores T définis sur le corps k.

Tout d’abord, I’assertion (ii) est une conséquence immédiate des isomorphismes
AM~imp et M (T) =~ ker p et de I'invariance de [S] (prop. 6). L’isomorphisme
A(T) S 4! (k, S) est donné par le diagramme

E(k)——T(k)——H'(k, S) — 0

i v

[TE(k) STIT(k)>[1H ,, $) >0

Il suffit de voir que i [T (k)] est dense dans le sous-groupe ouvert 8~ ' (im v). Or, si U est
un ouvert de [ T(k,) tel qu’il existe x dans T (k) avec di(x) e d (U), =~ '[i(x)™1.U]

est un ouvert non vide de [] E (k,); comme A (E) = 0, le tore E étant quasi trivial,
cet ouvert rencontre !'image de E (k), d’od Uni[T (k)] # @. L’isomorphisme
II (T) > II? (k, S) est donné par le diagramme

0 — H'(k, T)— H*(k, ) — H*(k, E)
! ! !
0 [TH' (k,, T » [TH (k.. ) > [TH? (k,, E)

compte tenu de II2(k, E) =0, le tore E étant quasi trivial. Les isomorphismes
A(T)" —imp et II(T)” — ker p proviennent alors des dualités, données par le corps
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de classes, entre YU! (k, S) = coker v et im p = ker v (¢f. la démonstration du corollaire 1
de la proposition 17) d’une part, II2 (k, S) et ker p d’autre part. [J

La proposition ci-dessous résume les relations qui existent entre les divers invariants
introduits dans le cas d’un tore sur un corps global.

PROPOSITION 19. — On conserve les notations et hypothéses de la proposition précédente.
On considére, en outre; sur un corps de nombres, une k-compactification lisse T — X de T :

(i) on a deux suites exactes naturelles
(iR) 0-II(S)-» T(k)R-][]T (k)R- A(T)-0,
14
(iB) 0-A(T) > H!(G, §) »I(T) - 0;
(ii) sur un corps de nombres, on a un diagramme naturel
0 - II(T)" - Br, X =[] Br,X,— T(k)/R™ - II(S)" - 0
14
2
[IBr,X
Dans ce diagramme, la suite horizontale est exacte et
A(T) =imp, T(k)/Br =im7A.

Rappelons (§ 7, a) que Br, X désigne le quotient du noyau de Br X — Br X par I'image
de Br k — Br X. Si X est une k-compactification lisse d’un tore T défini sur un corps k
de caractéristique O et déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G, on a des
isomorphismes canoniques [cf. lemmes 15 (i) et 16]

Br,X— H! (k, PicX)— H! (G, PicXy).

Comme on I’a déja signalé, la suite (iB) est due, en caractéristique 0, & Voskresenskii [33],
sous la forme

0- A(T) - H!(k, PicX)™ - II(T) - 0.

La considération d’accouplements avec des groupes de Brauer convenables permet alors
de l'interpréter naturellement [26] sous la forme

0-A(T)-Br,X - II(T) 0.
La suite (iR) est la simple traduction, via le théoréme 2 et la proposition 18 (i), de la suite

0 (S) - H' (k, S)» []H' (k,, §) » 1" (k, §) =0,

qui est exacte par définition. La suite (iB) est la conséquence immédiate des isomorphismes
A(TY Simp et I (1" = ker p donnés par la résolution flasque et le corps de classes
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[prop. 18 (i)]. Par assemblage de ces deux suites et dualité, on obtient donc la suite exacte
longue

0 - II(T)” - H! (G, §) » [[H!(G", §) » T(K)/R™ - I (S)" -0,

étant donné les résultats locaux
T(k,)/R>H* (k,, S)—>H'(G", §)

et les compatibilités des dualités locales et globale. Voici inversement comment se découpe
cette suite, en fonction de I (T), A(T), T(k)/R et de la cohomologie de S :

0 - II(T)" - H'(G, §) = A(T)" -0,
0-A(T) - [[H!(G", §) - 4'(G, §) -0,

0-4!(G, §) - [T(k)R]" —»I12(G, §) - 0.

Sur un corps de nombres, H! (G, §) =Br,X et H! (G §) = Br, X,, puisque
[S] = [Pic Xg] (¢f. ci-dessus) : on peut prendre pour G-résolution flasque de T la suite
exacte

(B) 0—T—-M - PicXg 0,

ou M désigne le G-module des diviseurs de Xg a support hors de Ty (prop. 6). Enfin,
I’assertion sur T (k)/Br est la traduction du corollaire 1 (iii) de la proposition 17. [

On se restreint désormais au cas d’un corps de nombres k, en conservant les hypothéses
et notations des deux propositions précédentes. On se propose, pour finir, de préciser
le diagramme d’implications reliant, en général, les critéres de rationalité suivants (critéres
relatifs au k-tore T) :

(i) T est une variété k-rationnelle;

(i) T est une variété k-stablement rationnelle, i. €., pour n assez grand, T x G}, , est
k-rationnelle;

(iii) T est le quotient d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial, i. . [§] = 0;
(iv) T" est, pour n > 0 convenable, k-stablement rationnelle, i. e. [§] est d’ordre fini;
(v) il existe un k-tore T’ tel que TxT' soit k-rationnelle, i. e. [§] est inversible;
(vi) Br,X =0 et T(k)/R =0, i.e. H!(G, §) =0'et H!(k, S) = 0;

(vii) T(k)/R = 0, i.e. H!(k, S) = 0;

(viii) Br,X = 0, i. e. H!(G, §) = 0;

(ix) T(k)/Br = 0;
(x) A(T) =0;
(xi) II(T) = 0.
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Ces diverses propriétés sont liées par le diagramme d’implications ci-dessous :

(vii)
N )
(vii) / 7
N [x) et (xi)]

@) = @@ <« (i) = @) = () = (v

Ces mémes propriétés et implications subsistent pour k& quelconque de caractéristique 0,
a condition de supprimer (x) et (xi), et, pour k quelconque, si ’on supprime (ix) et la
mention Br, X dans (vi) et (viii). Pour chacune des propriétés (vi) a (xi), on note respecti-
vement (vi), ..., (xi)’ la propriété plus forte obtenue en exigeant la propriété corres-
pondante, non seulement pour k et G, mais aussi pour toute extension finie k’/k et tout
sous-groupe G’ de G.

PrOPOSITION 20. — 1[I n’y a pas, dans le diagramme d’implications ci-dessus, d’autre
relation que celles indiquées, hormis éventuellement la réciproque de (i) = (ii).

La question de savoir si cette réciproque est vraie ou non est, bien entendu, la question
essentielle : c’est le probléme de Zariski pour les tores (voir [34]). Il semble que
Voskresenskii [33] ait le premier posé la question sous la forme (iii) = (i) : le quotient
d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial est-il une variété k-rationnelle ?

Les implications indiquées dans le diagramme ci-dessus résultent essentiellement de
remarques déja faites : 1’équivalence de (ii) et (iii) est prouvée dans la proposition 6 et
remonte & Voskresenskil [33] en caractéristique 0 et Swan [31]; si A (T) = 0, chaque
restriction H! (G, S) — H! (G, S) est nulle et I’application A est donc nulle, d’oti (x) = (ix).

Nous allons montrer par des contre-exemples que la plupart des implications du
diagramme ont leur réciproque fausse, méme au sens fort, i. e. (vii)’ n’implique pas (viii),
(viii)’ n’implique pas (vii), etc. L’exemple généralement utilisé est celui du tore R},, G,
pour K/k galoisienne finie de groupe G sur un corps de nombres k. Rappelons les résultats
obtenus dans ce cas (corollaire 1 de la proposition 15, corollaire 2 de la proposition 17
et proposition 18) : on désigne par X une k-compactification lisse de T, par k’/k une exten-
sion finie (sauf mention du contraire), par G’ le groupe de Galois de Kk'/k' (c’est un
sous-groupe de G); alors :

Br, X, = H! ‘(G', S) = H3(G', Z), que k'/k soit finie ou non;

T (K')/R est extension du dual de Y3 (G’, Z) par celui de II* (G, Z);

T (k')/Br est le dual de I'image dans 43 (G’, Z) du produit ]"[ H3 (G, Z) (on peut
s’y limiter aux »' ramifiées dans Kk'/k");

A,. (T) est le dual de I'image de H?(G’, Z) dans le produit des H? (G'”, Z);

II (k’, T) est le dual de II® (G, Z). :

A. LA cONDITION (iv) N’IMPLIQUE PAS (iii). — Cela signifie simplement que le sous-
groupe de torsion de Ug peut étre non trivial, ce qui est déja le cas pour G = Z,;
(d’aprés R 5, Uy, = C(Z [23/ i]) = Z,). Exhibons dans ce cas, grice 2 Swan [31] (voir
aussi [33]), un k-tore qui convienne. Soient I I'idéal de Z [G] noyau de la surjection
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Z [G] — Z,, obtenue en faisant opérer un générateur s de G sur Z,, via 12 et T le
tore dual. L’idéal I = ( s—2, 47 ) n’est pas principal [31], mais il est projectif, car
cohomologiquement trivial (Nakayama). Ainsi, [I] est d’ordre fini dans Ug (¢f. [22]).
En revanche, il n’existe pas de modules de permutation P et Q, tels que I P = Q :
s’il en était ainsi, P et Q seraient chacun la somme d’un facteur libre et d’un méme facteur Z"
et I serait alors libre (par simplification, ¢f. [22]). Comme [§] =p()=—[I],ona
bien [§] d’ordre fini, mais non nul.

B. LA CONDITION (V) N’IMPLIQUE PAS (iv). — Cela revient & dire que le groupe Ug peut
étre infini. En effet, si G est métacyclique et si 4 n’est pas une période de sa cohomologie,
p (Jg) est, d’aprés les propositions 2 et 3, un élément d’ordre infini de Ug. On peut donc
prendre pour exemple T = R}m G,,, pour K/k galoisienne de groupe G = (s, ¢ ) avec
s*=1t5=1cet sts' =12 (¢f. R5): il existe de telles extensions pour k = Q.

C. LA CONDITION (Vi) N'IMPLIQUE PAS (v). — Soit T = Rg,; G,, pour K/k = Q (\/ 0/Q
avec { = 643 ﬁ+2 J 3+2 JE : cette extension est galoisienne de groupe G le groupe
quaternionien d’ordre 8. Comme G n’est pas métacyclique, [§] = p(Jg) n’est pas inversible
(prop. 2). Comme Z est H3-trivial dans % ([3], chap. XII, §7), on a, d’une part,
Br, X,. = 0 pour route extension k’/k (finie ou non), d’ou a fortiori (viii), et, d’autre part,
T(k)/R = II* (G, Z)". Or, ce groupe vaut 0, car il existe une place v de k = Q, 2 savoir 2,
pour laquelle G® = G. Ainsi, ce tore T vérifie (vi) sans vérifier (v).

D. LA coNDiTION (vii)’ N’IMPLIQUE PAS (Xi). — A fortiori, (vii)’ n’implique pas (viii) !
On a déja considéré au paragraphe 6 (corollaire 2 de la proposition 15) le cas du tore
T= R}(,,‘ G, pour G = V,. Si K/k est telle que G* # G quelle que soit v, on trouve
A (T) = T (k)/R = T (k)/Br = 0 et cela reste vrai pour toute extension finie k'/k : c’est
évident si Kk'/k’ est cyclique et, sinon, on a encore G° # G pour toute place v’ de k'.

Pourtant II(T) = Z,. On peut prendre K/k = Q(/13, /17)/Q.

E. LA CONDITION (Vi)' IMPLIQUE (X), MAIS (vii) N’IMPLIQUE PAS (x). — Soit T déployé
par K/k galoisienne finie de groupe G. Si A(T) # 0, il existe [¢f. prop. 19 (iR)]
une place v de k, telle que T(k,)/R = H!(G", §)~ # 0. Soit k'/k quadratique, disjointe
de K et telle que v ait deux prolongements distincts v} et v, a k'. Alors Gal (Kk'/k’) = G,
G" = G* = G*. L’application H! (G, §) —[]H' (G, §) n’est pas surjective, car
H! (G, §) — H!(G", §) ® H*(G", §) ne I'est pas, d’ott T (K')/R # 0. On peut toutefois
avoir (vii) sans avoir (x). Soient T = R, G, avec G =V, et s = s (K/k) le nombre
de places v de k telles que G* = G. Si s = 1, par exemple pour Q(, \/5)/Q, alors
T(k)/R = 0, mais A(T) = Z,. Noter toutefois que, pour K/k = Q (i, J 5)/Q, on a certes
T(Q/R =0, mais T(Q,)R = T[Q(/INIR = Z,.

F. LA CONDITION (Viii)” N’IMPLIQUE PAS (vii). — On désigne par (viii)” la condi-
tion : Br, X, = 0 pour foute extension k'[k, finie ou non. Soit T = R, G, pour

K/k=Q (J 0)/Q avec { = 221+26 Jﬁ+6 /221 : cette extension est galoisienne

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



224 J.-L. COLLIOT-THELENE ET J.-J. SANSUC

de groupe G le groupe quaternionien d’ordre 8. Le méme argument qu’en C prouve que T
vérifie (viii)". Comme Q (J ) contient Q (Jﬁ, Jﬁ), pour toute place v de Q, G® # G-
Or, H*(G, Z) = Zg, tandis que, pour un sous-groupe G’ de G autre que G»
H*(G', Z) = Z,, Z, ou 0. On en déduit II* (G, Z) = Z, et, par suite, T(Q)/R = Z,.

G. LEes CONDITIONS (ix), (), (Xi) SONT UNIQUEMENT LIEES PAR (X) = (ix). — Reprenons
I’exemple de R}, G, pour G = V, (¢f. E). Si s = 0, par exemple pour Q (JE, Jﬁ)/Q,
on trouve Il (T) = Z,, mais A (T) = T (k)/Br = 0. Si s = 1, comme pour Q (i, ﬁ)/Q,
alors A(T) = Z,, mais II(T) = T(k)/Br = 0. Enfin, si s> 1, par exemple pour
Q (\/5, \/5)/Q, A(T) et T(k)/Br sont non nuls, alors que II(T) = 0. O

Remarques.

R 12. Comme on le voit sur la suite exacte (iR) (prop. 19), deux points rationnels de T
peuvent étre partout localement R-équivalents sans 1’&tre globalement. C’est manifeste
sur ’exemple F, car dans ce cas T(Q)/R = Z, alors que, pour tout nombre premier p,
T(Qp)/R = 0 et, évidemment, T(R)/R = 0. De méme, d’aprés la proposition 13 (ii),
X(Q)/R = Z, et X(Q,)/R = 0 pour toute place v de Q. [

R 13. L’exemple E, oi T(Q)/R = T(Q,)/R = 0 pour tout p premier impair, alors

que T(Q,)/R = T[Q (\/17)]/R = Z, est typique de la variation de T (K)/R avec k
(voir aussi le corollaire 2 de la proposition 15). [

PROPOSITION 21.. — Soient T un tore défini sur Q et X une Q-compactifiée lisse de T.
On peut avoir

(i) I’équivalence de Brauer triviale sur X (k) pour tout corps k de caractéristique 0 et
pourtant X(Q)/R # 0;

(ii) la R-équivalence triviale sur X (k) pour tout corps k de caractéristique 0 et pourtant X
non Q-rationnelle.

La démonstration utilise dans les deux cas la bijection T (k)/R = X (k)/R [prop. 13 (i)].
Pour I’assertion (i), il suffit de considérer le tore de dimension 7 décrit en F : en effet, pour
toute extension k/Q, Br,X, =0, mais T(Q)/R = Z,. Pour (ii), ’exemple de
Voskresenskil ([33], ¢f. A) convient : c’est un Q-tore, de dimension 23, non Q-rationnel,
mais facteur direct d’un tore quasi trivial, d’ou aussitét T(k)/R = 0 pour toute
extension k/Q. Pour un exemple plus simple, on peut considérer une extension
galoisienne L/Q de groupe G = (5, t) avec s* = t5 =1 et sts™! = ¢, puis la sous-
extension K/Q fixe par s et le tore T = R}‘,Q G,, de dimension 4 (I’exemple B n’est autre
que Rj o G, et convient aussi) : d’aprés R 4 et la proposition 6, ce tore T n’est pas une
variété Q-stablement rationnelle et, pourtant (corollaire 3 du théoréme 2), T(k)/R = 0
pour toute extension k/Q, puisque T, et donc T,, est déployé par une extension métacy-
clique. [

Remargque.

R 14. On aurait pu raffiner la définition de 1’équivalence de Brauer donnée au para-
graphe 7, a, en considérant, non seulement 1’accouplement X (k)% Br X — Br k, mais
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également tous les accouplements X (k) x Br Xy — Br K pour toutes les extensions K/k
finies (ou méme quelconques). Or, méme avec cette définition, on obtient encore, pour
I’exemple (i) ci-dessus, une équivalence triviale, alors que X (Q)/R n’est pas trivial. []

Annexe
On se propose de prouver ’anticommutativité du diagramme [cf. § 7, lemme 15 (iii)]

Br(X, K)— H' (G, PicXy)

J»

H*G, K[U]Y i:» Br(U, K)

|

H?*(G, K[U]*/K*
Rappelons les deux suites spectrales

(HSy) H(G, H'(Xk, Ga) = H'(X, G,),
(HSy) H?(G, H'(Ux, Gn) = H'(U, G,)

et la suite exacte de G-modules
-(B) , 0-K[U]*K*—>M - PicXg —~0,

ol M désigne le G-module des dmseurs ‘de Xx A _support hors de Ug. Dans le diagramme
ci-dessus, A et 7 sont les fldches évidentes, v est l’edge E2:% — E? tiré de (HSy), « est le
morphisme ker (E2 — E3'2) — E}*! tiré de (HSyx) et b est le cobord tiré de (B). Noter
que Yy coincide avec le morphisme naturel.

Soient Y le fermé complémentaire de U, j I'immersion de U dans X, #*, (resp. H})
les faisceaux (resp. groupes) de cohomologie & support dans Y. Pour un falsoeau étale F
sur X, on note simplement j, F le faisceau j, j* F et, pour un élément b de H° (X, F)
ou H° (X, F), on note b, sa restriction 3 U ou Uy.

Soit G,, x — I' une résolution injective du faisceau étale G,, x; on note 3 la différentielle
de I'. Pour un G-module Q, on note 4 la différentielle du complexe C' (G, Q) des cochaines
de G & valeurs dans Q. Les suites spectrales (HSx) et (HSy) sont respectivement données
par les bicomplexes Ly et L avec LE¢ = H® (X2, I) et LE;¢ = H (Ug, L), la notation X§
(resp. UR) désignant l¢ produit fibré au-dessus de X (resp. U) de p+1 exemplaires de Xg
(resp. Uyg). Chaque complexe « simplicial » H® (Xg,I,) fournit une résolution exacte
de H° (X, I,) et s’identifie au complexe C'[G, H°® (Xg, 1)]; de méme en remplagant X
par U et Xg par Ug. On prend pour différentielle totale d=d’+d" avec d' = 0 et
d" = (-1)r3.
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a. DESCRIPTION DE (B) via I'. — La suite exacte de cohomologie tirée de la suite exacte
de complexes
0 #3(Xe, 1) = Iy = juLie =0,
commence par
0 - Gm,Xx —)j# Gm.Xx g ‘*{’(xl(’ Gm) B 0’
ce qui donne l'identification Divy, Xy 5 #3 (X, G,). Par application du foncteur
H® (Xg, .) 2 la suite de complexes ci-dessus, on obtient la suite exacte de complexes

0- HY(Xg, I) > H° (X, I) > H°(Ug, 1) > 0.

La suite exacte de cohomologie qu’on en tire commence (sans hypothése particuliére
sur la k-variété X et I’ouvert U) par la suite exacte naturelle

0- K[X]* - K[U]*-» M - PicXg - Pic U,
comme il résulte de I'identification ci-dessus Divy, Xy it #L (X, G,,) et de I'isomorphisme
Hy Xk, G.) 5 H® (X, Hy Xk, G) di 2 la nullité de H#J (X, G,

b. LE DIAGRAMME (D). — Ce diagramme est en partie extrait du diagramme obtenu
en considérant le morphisme de restriction H (G, H (Xk, G,)) — H (G, H (Ug, G,)) :

L]
-

s 1 C*(G, K[UI"
H®(Xg, 1) » HO (X}, I,) ;
l \H°(U}g, 1) ~H° (U2, L)
HO(X, 1)~ H® (X, I,) AR
\ \ H° Uk, I)~- H° (Ullg, I)
!
H°(U, I;) > H° (Ux, I)

¢. DESCRIPTION DE a. — Un élément de Br (X, K) se représente par un élément b de
H° (X, I,) tel qu’il existe ¢ dans H® (X, I,) avec i(b) = 8¢ et que &b = 0. Comme
dc = dc+98¢, I’élément i(b) est homologue pour d 3 —3c et 'image par a de la classe
de b dans Br (X, K) est la classe de —3c dans H! (G, Pic Xg) : noter que C’ (G, Pic Xy)
est ’homologie de H° (X, I;) — H° (X, I,) = H° (X, L,).

d. DESCRIPTION DE b. — Un élément de H! (G, Pic Xg) se représente par un élément p
de H® (X%, I,) tel qu’il existe ¢ dans H° (X2, I,) avec 8¢ = dp et que 5p = 0. D’aprés a,
la suite exacte C! (G, (B)) provient naturellement du diagramme

.,l 0—HY (X}, L)) » H' Xk, Io) » H° (Ug, 1)~ 0

! ! !
0-HY(X§, I)>HO(X}, I;) » H° (U}, I,) » 0
! ! !

0- Hy Xk, 1) » H Xk, 1) » H° (Ug,, I,) > 0.
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Comme Pic Uy = 0, la colonne de droite est exacte. I existe donc r dans H® (X}, I,)
tel que &r, = p,. Ainsi, p—3r appartient & I’image de 1 et définit un relévement dans
C! (G, M) de la classe de p dans C! (G, Pic X). Par application de 9, on obtient donc un
élément du noyau C?(G, K [U]*) de H® (UZ, I,) — H® (U2, I,), & savoir q,—dr,, car
0 (p—38r) = 8 (g—ar). Finalement, la classe de p dans H! (G, Pic Xg) a pour image par d
la classe de g,—dr, dans H? (G, K [U]*/K*).

e. DESCRIPTION DE A. — C’est I’application induite par la restriction
Ho (xs Iz)'—’Ho (U’ Iz)

f. DESCRIPTION DE y. — Un élément de H? (G, K [U]*) se représente par un élément s
de C%(G, K[U]J*) tel que ds = 0. Dans le diagramme ci-dessous, il existe une chaine
d’éléments joignant, comme indiqué, s & un élément w de H° (U, I,) :

l& C*(G, K[U]™

j

(D) H°(Ug, L)) » H°(Ug, L) !
l t—>
H(Ug, 1) » HO(UE, 1) !
l V-
H'(U, 1) H(Ug, L) !
| -

L’existence d’une telle chaine provient de 1’exactitude des complexes horizontaux et on
peut la remonter en raison de I’hypothése Pic Uy = 0. Comme dt = 0t—5t et que
dv = dv+dv, j(s) est homologue pour d & —i(w). L’image par vy de la classe de s dans
H2 (G, K[U]*) est donc la classe de —w dans Br (U, K).

g. BILAN. — Soient b et ¢ comme en c. Prenons, en d, p = dc; on peut alors
prendre g = 0. Soit r, un relévement de p, dans H® (U}, I,) : il existe alors un élément s
dans C? (G, K [U]*) tel que j(s) = dr,. D’aprés c et d, I’image par da de la classe de b
dans Br (X, K) est la classe de s dans H? (G, K [U]*/K*).

Par ailleurs, I’élément b, de H® (U, I,) est connecté 3 s comme indiqué ci-dessous :

c——»p
b——s \ \r -
(D)
\ (i—— .
!

by——

D’aprés e et f, la classe de b dans Br (X, K) a donc pour image par y~* A la classe de —s
dans H? (G, K[U]* d’ol I’anticommutativité annoncée. [
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Propriétés cohomologiques des tores

sur un schéma résulier

Je=Le Colliot=Théléne et J.-J. Sansnc

Iniroduction

L'étude des points rationnels des variéiés alg’briques ratioauelles, en-

treprise dans [8'] et [8], s'appuie de fajon essentielle sur la coasidération
de torseurs (= espaces homogénes principaix) ayant pour groupe stractiral un
tore alg’brique: la situation est d'ailleurs tri:s analomie au can des coarbves
elliptinues ou 1l'on considire des torseurs sous des ~roupes finis pour efiec-
tuer l'opiration classinue de descente. |

iious nous proposons ici d'établir de fagon plus systématinue certaines des
propriétés de ces torseurs, déjd utilisdes dans [8'] et [8]. Nous nous inté-
ressons spécialement au cas ol le groupe structural est un tore flascues celte
notion et celle de résolution flasque d'un tore ont été prdcisémeat iailrodui-
tes dans LB] pour 1l'étude des points rationnels d'un tore alrdbrirue; ce sont
des notions duales de notions dues & Endo-iliyata [10] et elles sont rappelées
et développées au 91,

Rappelons qu'étant donné un schéma localement noethérien X et u1 X-schéua
ean groupes affine de type fini M, l'ensemble de cohomologie fppf HI(X,H) clas-
se les X-torseurs sous M. Les propriétés des torseurs qui interviennent dans
[81] et (3] ont trait, dans une large mesure,au comportement de HI(X,M) par
restriction & un ouvert ou, dans le cas intégre, au point ginirique. Il se
trouve nue ce dernier point rejoint une question de Serre et Grothendieclk,
posée initialement dans le cas d'un groupe li semi-simple (gg, ci-2prés): nous
la résolvons dans le cas d'un groupe de type multiplicatif et 1'étude du com-
portement du groupe HZ(A,M) pour un tel groupe permet de traiter le cas de

certains sroupes semi-simples.

L'énoncé ci-aprés résume, de fagon technique, les résultats principaux:



héoreme. - Soient X un schéma intérnc noethérien régulier, K son corps des

fonctions rationnelles et K un X-groupe de type multiplicatif de type fini,

voical

1, . Ll . 20
py: N (%,1) -~ 1 (;{,.-'.K) et P,e }12(,<,...)—»n (}\,A-'.K)

les swnplications induites, sur la cohomolosie fppf, par la resiriction na

point Fénérioue,

(i) Si M est un X-tore flasaue et X cuelconsue, P, est surjective et

f2 est injective,

(ii) S5i X est semi-local et i quelconque, fl et fg sont injectives,

(iii) Si M et X sont ouelconcues, Hl(xzar’ﬂ) esi_le noyau de f.

Cet énoncs vaut encore si, au lieu de supnoser X régulier, on sunpose
seuloment les anneaux strictement locaux (= hensélisés stricis des anieaux
locaux) de X factoriels,

Ce théorcme est exposé dans le texte sous la forme des ihéorimes 2,2,
3.1, 3.6 et 5.7. Su démonstration est, en partie, une pinéralication de celle
de Grothendieck (cf. [GB II]) dans le cas du groupe multiplicatif I = cm’x.
La prisentation adoptée ici est fondée sur les notions de tore et résol:ition
flasnues évoquées ci-dessus: on commence par prouver (i); on déduit ensuit:
(ii) de (i)2 et enfin (iii) de (ii). Une autre méthode de démonsiration per-
met d'¢viter le recours initial aux notions de tore et résolution flascues:
elle consiste & prouver directement (ii) et (i) dans le cas semi-local (ci.
remarque 3.3), a4 en déduire (iii) comme précédemment et, de m2me, (i) (cf. |

remarque 5.8).



Précisons que 1l'assertion (i)1 vaut également pour la restriction # un ou-

vert U:s tout U-torseur sous un X-tore flasque se prolonge & X, Ceci qgéndralise

le cas M = Gm,x et explique la terminologie "flasque".
Le résultat (i)2 généralise l'injectivitd, prouvée par Grothendieck ([GB II]},

cor. 1.8), de la restriction H2(X,Gm)-* H2(K,Gm) et, par suite (cf. [GB IIj,

cor. 1.10), celle, prouvée par Auslander-Goldman ([2], th. 7.2), de la restric-

tion Br X - Br K pour le groupe de Brauer usuel.

L'assertion (iii) est la variante globale de (ii)1: tout X-torseur sous M

qui admet une section rationnelle est localement trivial pour la topologie de

Zariski. Rappelons que Serre et Grothendieck ont posé la question de la validitd
d'un tel énoncé, mais dans des cadres essentiellement différents: 3erre ([18] 5.5,
p. 1=31) s'est placé dans le cas d'une variété algébrique X, lisse sur un corps
algébriquement clos k, et d'un groupe algébrique connexe M provenant de k; Gro-
thendieck i[GB II], remarque 1.11 a, voir aussi [13] n®%, remarque 3%, p. 5-26)
s'est placé dans le cas d'un schéma X localement noethérien régulier et d'un
X-schéma en groupes M semi-simple. L'assertion (ii)2 permet de répondre affirma-
tivement & cette question pour quelques schémas en groupes semi-simples M, par
une méthode analogue & celle utilisée par Grothendieck ([GB II] 1.11 a) pour ré-
soudre le cas M = PGLn,X’ ceci sous la m8me hypothtse de factorialité des anneaux
strictement locaux de X. Néanmoins, cette hypothdse ne suffit pas & assurer la

validité de 1'énoncé ci-dessus pour un schéma en groupes semi-simple M quelcon-

que.
Une application immédiate du théordme est l'injectivité de l'application na-
(B%) = K*/N

turelle AX/N (Lx) lorsque B/A est une extension étale finie d'an-

B/A L/K
neaux semi-locaux intgres noethériens réguliers d'extension générique L/K.

Une autre application du théordme est le calcul, sous les hypothéses initia-
les, des groupes Hi(xZar’M)‘ Ils sont nuls pour i)2, ce qui généralise le cas

M= Gy (Grothendieck, [12]3.4.1). On peut calculer H'(X,, M) par (ii1). Si U



est un ouvert de X, la restriction H‘(XZar,M)-a H1(UZar'M) est surjective. Enfin,
si X est le spectre d'un anneau de Dedekind intéegre A, dont les corps re¢siduels

aux points fermés p soient finis, et si T est un A-tore, on a la suite exacte

0- H' (A, ,T) > H'(A,T) - Wi} (K,T) » 0

cal

ol,, K désignant le complété de K pour la valuation associde a p, on désigne par

P
qu(K,T) le noyau de la restriction H1(K,T)-a |J H1(Kp,T).

Indiquons, en bref, le découpage du texte. Le 80 fixe diverses notations et
conventions et rappelle quelques définitions et propriétés sur les schémas en

groupes et les modules flasques. Le 81 introduit la notion de X-tore flasque. Le

§2 en étudie les propriétés cohomologiques, & savoir l'assertion (i) du théordme

et la finitude de H’(K,T) pour un tel tore T défini sur un corps K de type fini. Le
83 est consacré A 1'assertion (ii) du théor2me. Le $4 s'appuie sur 1l'exemple du

;/XGm des éléments de norme 1 d'une extension Y/X, finie et plate,

pour illustrer, dans le cas étale, les résultats du §3 et donner, dans le cas

groupe M = R

général, divers contre-exemples. Le §5 traite le cas global: il établit et pré-
cise 1'assertion (iii) du théordme et développe le calcul déja mentionné des

i
groupes H (XZES'M)'
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§(L Préliminaires

Sauf mention explicite d'une autre topologie, comme celle de Zariski, not:e
Zar, ou la topologie étale, notée ét, la cohomologie employée est celle relative
4 la topologie fppf, encore notée pl. La notation HI(X, ) désigne donc, sauf men-

tion du contraire, Hi(Xpl, )e

O.1.~ On note G, (resp. G ) le groupe additif Spec Z[t] (resp. multiplica-
tif Spec Z[t,t-1]). Soient X un schéma et G un X-schéma en groupes affine de pré=-
sentation finie. Par descente fpgc, tout X-torseur sous G est représentable et,
si en outre G est plat, l'ensemble H1(X,G) classe les X-torseurs sous G. 5i G

1 1 .
est lisse, on a m&me H (X,G) = H (Xét,G) et, s'il est en outre commutatif,

Hi(X,G) = Hi(X G) quel que soit i ([GB III], remarque 11.8.3 et th. 11.7).

ét’

0.2.= Pour les notions sur les groupes de type multiplicatif, on renvoie &

[SGA 3] chap. VIII-X. Rappelons néanmoins qu'un X-groupe de type multiplicatif
(resp. un X=-tore) est un X-schéma en groupes M localement diagonalisable (resp.
localement isomorphe & un G;) pour la topologie fpgc ([SGA 3] VIII 1.1, IX 1.1 et

1.3). On dit qu'il est guasi-isotrivial s'il est localement diagonalisable pour

la topologie étale et isotrivial s'il existe un rev8tement étale (= morphisme

étale fini surjectif) X' - X qui le trivialise; i.e. qui le rende diagonalisable:
s'il en est ainsi et si X est connexe, on peut m&me choisir X' - X connexe et ga-
loisien. Si M est de type fini, il est quasi-isotrivial ([SGA 3] X 4.5). Si en éu-

tre X est localement noethérien normal, il est m8me isotrivial ([SGA 3)X 5.16).
Rappelons ([SGA 3] X 5.1) qu'un X-groupe constant tordu est un X-schéma en grou-

pes localement constant pour la topologie fpgc et qu'un tel groupe est dit qua-
si-isotrivial s'il est m&me localement constant pour la topologie étale, ce qui
est le cas s'il est & engendrement fini ([SGA 3] X 5.9).

(M,G

Etant donné un X-groupe de type multiplicatif M, on pose M= Hom, X
?

X-gr
Si M est quasi-isotrivial (resp. de type fini), M est un X-groupe constant tordu

quasi-isotrivial (resp. constant tordu & engendrement fini), cf. [SGA 3] X 5.1,



5.6 A 5.9, Inversement, le morphisme naturel M -» Hom (ﬁ,C ) est un isomor-

X-gr :m,X
phisme de X-schémas en groupes (cf. [SGA 3] VIII 1.4). On obtient ainsi, en se
limitant & des groupes quasi-isotriviaux, diverses anti-équivalences de catégo-

ries ([SGA 3] X 5.7).

Soient X connexe et X' - X un rev@tement étale connexe galoisien de gf0upe
g. Le foncteur M ﬂ(X') définit ([SGA 3] X 1.1) une anti-dquivalence de catégo-
ries entre la catdégorie des X-groupes de type multiplicatif (resp. des X-groupes
de type multiplicatif de type fini, resp. des X-groupes de type multiplicatif
lisses, resp. des X-tores) trivialisés par X' - X et la catdégorie des g-modules
(resp. des g-modules de type fini, resp. des g-modules de type fini et Z-torsion -
premiére aux caractéristiques résiduelles de X, resp. des g-modules Z-libres de
rang fini). A une suite exacte de g-modules correspond ainsi une "suite exacte"
de X-groupes de type multiplicatif trivialisds par X' - X (cf. [SGA 3] VIIL 3.1)
qui, lorsqu'on part de g-modules de type fini, définit une suite exacte de fais-

ceaux abéliens pour la topologie fppf.

0.3.- Soient p: X' = X un morphisme de schémas et A un X-groupe
constant tordu. Si A est quasi-isotrivial, par exemple s'il est & engendrement
fini, la fldche naturelle p:tA~¢ AX' = AXXX' dé faisceaux étales sur X' est un
isomorphisme, comme on le voit par réduction au cas constant.

Soit M un X-groupe de type multiplicatif quasi-isotrivial, par exemple de

type fini. On vérifie aisément, par réduction au cas diagonalisable, que le dia-

gramme naturel
M o—_——— péS*MX'

(0.3.1) l" |
ﬂgﬂx(ﬂ'cm,x) - ﬂgﬂx(ﬁvpggsGm,x')

de faisceaux étales sur X est commutatif et que les verticales y sont des iso-

morphismes.



0.4.- Soit a: X' - X un morphisme fini localement libre. Si G est un X'~
schéma en groupes affine , on note Rx,/x(G) le X-schéma en groupes affine , géné-

ralement noté I) G, obtenu par "restriction" de X' A X. Si G est de type fini
X' /X
(resp. plat, resp. lisse), il en est de m&me de RX'/X(G)' Si H est un X-schéma en

groupes affine ,on note simplement Rx,/x(H) le X-schéma en groupes RX'/X(HX')'

. , 1
Le morphisme # étant fini, les faisceaux étales R ¢ tz(G) et, si G est com-

é
: et
mutatif, R, _(G), pour i>0, sont tous nuls  ([SGA 4] VIII 5.5 et 5.3). Comme
le X-schéma en groupes RX'/XG définit sur X le faisceau étale'«ét*G, on obtient
ainsi (cf. [SGA 3] XXIV 8.5) des isomorphismes et bijections canoniques

i » i
(0.4.1) H (XgeoRya xG) = H (Xg,6),

pour tout i» 0, si G est commutatif, et pour i = 1 sinon.
Si G est un X-schéma en groupes affine commutatif ,on note NX'/X le morphis~

me norme, souvent appelé trace, RX'/XG'* G de X-schémas en groupes (cf. [SGA 4]

1
X1 /X
la norme NX'/X induit ([SGA 4] XVII 6.3.18), dans le cas affine, la norme usuelle

XVII 6.3.13.2) et R G le X-schéma en groupes noyau. Si G = Gm X (resp. Ga,X)'

Gm(X')~* Gm(X) (resp. la trace usuelle Ga(X')'» Ga(X\). Si est de rang constant

n, le morphisme composé de ;a norme et du morphisme naturel G — RX'/XG est la
multiplication par n dans G (loc. cit. 6.3.15). Comme, enfin, la norme est com-
patible (loc. cit. 6.3.19) & tout changement de base Y = X, il en est de mé&me du
| foncteur R;'/X‘
Supposons que W soit un rev@tement étale connexe et soient X" - X un revé-
tement étale connexe, galoisien de groupe g, majorant @ et h le groupe du revé-

tement X" - X', Si M est un X-groupe de type multiplicatif (resp. un X-tore),
il en est de méme de RX'/XM et R;'/XM' et, si X" - X trivialise M, il trivialise

aussi RX'/XM et R;./XM. Soit Jé/h le g-module 2-libre défini par la suite exacte



Ng/h
(0.4.2) 02 — s Z{g/h] —Jo/n O
od Nq/h(1) = 2 x . On a, sous les mémes hypothéses sur M, une suite exacte
; x€g/h

de X-groupes de type multiplicatif (resp. de X-tores)

. N )
1 M —R M—X—'-A(-bM->1

)od. 1 ,
(0.4.3) = R x X' /X

qui, dans le cas M = Gm,X' donne précisément, via G+ &(X"), la suite exacte

(0.4.2).

0.5.~ Soient g un groupe fini et Lg la catégorie des g-modules Z-libres

de type fini. Un g-module A de L_ est dit de permutation s'il admet une Z-base

g
permutée par g. Il est dit flasque lorsqu'il vérifie 1'une des conditions équi-

valentes suivantes ([8] 81, lemme 1):
(1) H-1(g',A) =0 pour tout sous-groupe g' de g
(11) H'[g,Homy(A,2[g/g'])] =0 " = = w w ww

(iii) EXt;(A,Z[g/g']) =0 L] " L] " ] " on,

Tout facteur direct d'un module de permutation est flasque, mais, dés que g n'est

pas métacyclique, il existe d'autres modules flasques ([8] §1, prop. 2). Tout

g-module A de Lg admet une résolution flasque (Endo-Miyata [10]), i.e. s'insére
dans une suite exacte de g-modules

O-»A->P->F-0
avec P de permutation et F flasque ([8] §1, lemme 3). Soit, par exemple, A = Jg
le g-module défini par la suite exacte de g-modules
(0.5.1) o-»z-—N-g-»z[g]-»Jg-oo

ol Ng(1) =) x 3 c'est (0.4.2) pour le sous-groupe h réduit & l'unité e de g.
x€&g
Le morphisme de g-modules 131 2[g] - Z[gXg] , défini par

we) = ¥ [(e,x)-(x,e)]
X€g

induit une suite exacte

(0.5.2) 0=~ Jg Y 2[gxg] - Rg -0

qui est une résolution flasque du g-module Jg ((8] &1, prop. 1).



51. Les tores flasques

Cette notion, introduite dans [8] §3, dans le cas d'un corps de base, est

étendue ici au cas d'une base quelconque.

Lemme 1.1.- Soient X un schéma_connexe, X, un_sous-schéma ferm¢ de m®me espace

sous—jacent, T un X-tore isotrivial et X' -» X et X" - X deux rev8tements étales

connexes, galoisiens de groupes respectifs g' et g", trivialisant T. On pose

Xy = X XyX's Les conditions suivantes sur T sont équivalentes:

(1) T(X') est un g'-module flasque (resp. de permutation)

(11) T(X*) est un g"-module flasque (resp. de permutation)

(i11) T(x;) est un g'-module flasque (resp. de permutation).

Prouvons d'abord 1'équivalence de (i) et (ii). Comme il existe un rev8te-
ment étale connexe galoisien de X majorant les deux rev@tements donnés (considé-
rer le schéma induit sur une composante connexe de X'%XyX"), il suffit de traiter
le cas od X" -+ X majore X' - X, En ce cas, g' est le quotient de g" par un sous=-
groupe invariant h et 1'équivalence de (i) et (ii) résulte alors de la proposi=-
tion suivante ([8] §1, lemme 2 (vii) et (iv)) pour A = T(X") = T(X'): si A est
dans Lg"/h' il est flasque (resp. de permutatibn) comme g"-module si, et seule-
ment si, il 1'est comme g"/h-module. L'équivalence de (i) et (1ii) résulte aus-

sit8t de 1l'isomorphisme de g'-modules T(x) 3 %(x;) 1ié & la connexité de X!.

Définition 1.2.- Soient X un schéma et T un X-tore isotrivial. On dit que T es

flasque (resp. quasi-trivial) si, pour chaque composante connexe Z de X, il

existe un rev@tement étale connexe Z' - Z, galoisien de groupe g, trivialisant

TZ' tel que T(Z') soit un g-module flasque (resp. de permutation).
Le lemme 1.1 st [SGA 3] X 2.2 montrent que le choix de la structure de sous-

schéma fermé sur Z n'a pas d'importance dans cette définition et que, si T est

flasque (resp. quasi-trivial), pour toute composante connexe Z de X et tout re-
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v@tement étale connexe Z" - Z, galoisien de groupe g', trivialisant T, le g'-mo-
dule T(Z") est encore flasque (resp. de permutation).

On voit aisément que, pour X connexe, un X-tore quasi-trivial n'est autre

qu'un X-tore isomorphe au produit, sur i, d'un nombre fini de tores RX!/XGm X1
: 1 '
ol chaque X] = X est un rev@tement étale connexe, ce qu'on peut encore écrire
RX'/XGm,X" pour un rev@tement étale X' - X convenable. De plus, tout “facteur
direct™ d'un tore quasi-trivial est un tore flasque, mais il existe en général

bien d'autres tores flasques (cf. 0.5).

Définition 1.3.- On appelle résolution flasque d'un X-tore isotrivial T toute

suite exacte de X-tores

1=2S>P->T=1 ..
telle que P soit quasi-trivial et S flasque. Si X est localement noethérien, ou,

plus généralement, si ses composantes connexes sont ouvertes, tout X-tcre iso-

trivial admet une résolution flasque.

Il suffit de traiter le cas od X est connexe. Soit X' = X un rev8tement
étale connexe, galoisien de groupe g, trivialisant T. L'existence (0.5) d'une

résolution flasque du g-module %(X') implique, par dualité, l'existence d'une

résolution flasque du X-tore T formée de tores trivialisés par X' - X.

Proposition 1.4.- Soient X un_schéma normal, intdqre et localement noethérien,

K son corps des fonctions rationnelles et T un X-tore flasque. Il existe alors

un ouvert non vide U de X et un U-tore flasque S tels que T = SXK.

On peut supposer X = Spec A affine noethérien. Soit L/K une extension galoi-
sienne finie, de groupe g, trivialisant T. La cl8ture intégrale B de A dans L est
un A-module de type fini ([4] chap. V, 81, n°6, cor.1 de la prop.18). Le morphis-
me s Spec-B-» X est donc fini et l'extension L/K est séparable. Il existe donc
([EGA IV] 18.2.4) un ouvert non vide U de X au-dessus duquel 7f est étale. On ob-
tient ainsi un rev&tement étale connexe Y - U galoisien de groupe g. Il suffit

alors de prendre pour S le U-tore défini par ce rev@tement et le g-module T(L).
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Proposition 1.5.- Soit Y - X un morphisme de schémas. Si T est un X-tore flasaue,

TY est un Y=tore flasque.

La m8me propriété est vraie pour la notion de tore quasi-trivial. On peut
supposer X et Y connexes réduits. La définition 1.2 implique l'existence d'un
rev@tement étale connexe X' - X, galoisien de groupe g, trivialisant T. Soit
Z-> Y le revitement étale connexe défini par une composante connexe du revétement

étale X'XxY~» Y. Ce dernier est galoisien de groupe g et trivialise T. Ainsi, le

rev@tement Z - Y est galoisien, trivialise T et a pour groupe de Galois un sous-
groupe h de g. Comme, par hypothése, 'T‘(X') est un g-module flasque, "f'Y(Z) qui

n'est autre que le h-podule Resg[f()(')] est a_fortiori un h-module flasque et TY
est un Y-tore flasque. .

§2. Propriétés cohomologiques des tores flasques

Contrairement aux conventions initiales, la cohomolo¢ie utilisée dans tout
ce 82 est la cohomologie Stale. On pose donc ici Hi(x, ) = Hi(xét, ) et les no-
tations Ext;( y ) et ggt_!:;( » ) désignent respectivement des gro:;es et faisceaux
"Ext" de faisceaux étales sur X. Rappelons (0.1 et 0.2) que, pour un X-tore T,

1 i

pour tout 12 0. On note enfin Zx le faisceau étale "constant" de fibre 2 sur X

et on oublie m8me l'indice X 8'il n'y a pas d'ambiguité sur X.

Lemme 2.1.- Soient X un schéma et T un X-tore flasque.

(1) Si X est connexe et géométriquement unibranche,

1,4
Ext,(T,2,) = o.

(11) Si X est quasi-compact quasi-séparé et si “J)jeJ est une famille de

morphismes ij: )(J - X de schémas connexes et géométriguement unibranches
Xy dans X, ext'(f, @ 1, 2 )=o0.
3= X’ jed ;]-nz)(J
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Rappelons qu'un schéma normal est géométriquement unibranche ([EGA IV | Oy
23.2.1), i.e. a ses anneaux strictement locaux irréductibles ([EGA IV] 18.8.1%),
qu'un schéma connexe et géométriquement unibranche est irréductible et qu'un sché
ma est quasi-compact quasi-sépgré lorsqu'il est réunion finie d'cuverts affines
et que l'intersection de deux ouverts affines est aussi réunion finie d'ouverts
affines, ce qui est le cas si X est noethérien.

Montrons d'abord (i). Soit X' = X un rev&tement étale connexe, galoisien de
qroupe g, qui trivialise T. L'hypothése sur X montre que X' est irrécuctible et
géométriquement unibranche, ce qui implique ([SGA 4] IX 3.6)

L]

1
H (X"Z) = Oo
On en déduit, TX' étant trivial, la nullité de Ext;'(Tx',Z): c'est la somme d'un

nombre fini de copies de Ext;,(Z,Z) = H‘(X',Z). Considérons alors la suite spec-
trale d'Hochschild-Serre
(2.1.1) Hp(g,Ext?(.(‘i‘x, ,2)) = Ext;(f,z).

Elle donne la suite des termes de bas degré
1,a 1 ,a
(2.1.2) 0~ H1(g,Homz(?(X'),2))'a Extx(T,Z)-a Exty,(Ty,,2) = O.

Comme T est un X-tore flasque, ?(X') est un g-module flasque (cf. 1.2 et 1.1)
et le terme de gauche est donc nul (cf. 0.5 (ii)). D'ed (i).

Montrons (ii). Comme T est 2 engendrement fini et que X est quasi-compact

quasi-séparé, Ext;(f, ) commute aux sommes directes quelconques (cf. [SGA 4]
VII 3.3 et IX 2,7.3). Il suffit donc de prouver l'assertion pour un seul mor-

phisme is Y —» X d'un schéma connexe et géométriquement unibranche Y dans X.
Une vérification directe montre l'existence d'une injection naturelle
1,2 1, . %2
Extx(T,i’Z) < ExtY(i T,Z)

1,0 1

qu'on peut aussi interpréter comne 1'edge E2 €& E' de la suite spectrale

(2.1.3) ExtR(T,R%, 2) =p Ext}(1*%,2).
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Comme TY est un Y-tore flasque (prop. 1.5) et qu'on a un isomorphicsme i’i‘a %Y

de faisceaux étales sur Y (cf. 0.3), on déduit de (i) la nullité de Ext;(i'f,z).

ce qui implique celle de Ext;(T,iiz) et achdve de prouver (ii).

-— e e a— - —— - ———— . G - — A ——— et @ e

locaux soient factoriels, par exemple un schéma noethérien réqulier inteégre.

Soient K son corps des fonctions rationnelles et U un ouvert non vide de X. Si

T est un X—=tore flasque,

(1) les restrictions

HOGD =0 (U,T) et HOGT) - H (K, T)

sont surjectives,

(i1) les restrictions

H2(X,T) - H2(U,TU) et HAX,T) - H2(K,TK)

sont injectives.

Noter qu'on peut déduire (i)y de (i), au moyen de [SGA 4] VII 5.9 et, in-
versement, (ii)U de (ii)K. Rappelons (1.2 et 0.5) que tout X-tore quasi-trivial,
en particulier Gm,X’ est flasque, mais'qu'il y a généralement bien d'autres to-
res flasques que les facteurs directs des tores quasi-triviaux. L'assertion (i)
explique la terminologie "flasque™ et généralise le cas du groupe de Picard.
L'assertion (11)K généralise le cas du groupe de Brauer cohomologique, df & Gro-
thendieck ([GB II] cor. 1.8) et, par suite ([GB II] cor. 1.10), le cas du grou-

pe de Brauer usuel, d@ A Auslander-Goldman ([2] th. 7.2).

Rappelons que les anneaux strictement locaux de X sont les hensélisés
stricts ([EGA IV] 18.8.7) de ses anneaux locaux et que, pour un anneau local
noethérien A d'nensélisé strict Eﬁg, la régularité de A équivaut & celle de hs,
([EGA IV] 18.8,13) et implique donc (Auslander-Buchsbaum [EGA IV] 21.11.1) la
factorialité de A et de EiA, la factorialité de ﬂgA entratnant celle de A

([EGA IV] 21.13.12).
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Soient d'abord X un schéma quelconque et F et G deux faisceaux dtales ahé-
liens sur X. On a la suite spectrale ([SCA 4]V 6.1) de passage du local au
global
(2.2.1) HP(X, Ext}(F,G)) = Ext}(F,G)

n,0

2 - En, soit

dont on note Bn = en(X;F,G) 1'edge E
(2.2.2) 8 H"(X,Hom_(F,G)) - Ext;(F,G).

Soit T un X-tore quelconque. Rappelons (0.3.1) que le morphisme naturel
(2.2.3) T- Homx(T,Gm’x)

est un isomorphisme de faisceaux étales sur X. Montrons que, pour ¢>O0,

q(T -
(2,2.4) -E—"-t-x(T'Gm,x) o.
La vérification étant locale sur X et T localement constant pour la topologie

étale, il suffit de vérifier que, pour X quelconque, Ext%(ZX,Gm x) = O : mais,
1 4

en ce cas, le résultat est évident. Considérons (2.2.1) pour F = TetG= Gy xe
?

D'aprds (2.2.4), c'est une suite spectrale dégénérée et les en sont des isomor-

phismes. On obtient donc des isomorphismes canoniques

(2.2.5) 0,: Hn(X,ﬂgmx(?.Gm’x))-» Extg(?,Gm’x).

Soit is Y - X un morphisme de schémas. On a, pour tout n, le diagramme com-

mutatif
KX, Homy (T,G, ) — HY(Y,Hom, (4%T,1%G, ) —= HM(Y,Hom\(1*T,G) )
(2.2.6) 19,, L B len
Ext;("f',Gm'x) —_— Ext'Y‘(i*'i',i*Gm'x) —_— Exts(i*?,cm'y)

od les horizontales du carré de gauche sont les morphismes naturels induits par
i et celles du carré de droite les morphismes naturels induits par le morphisme

canonique i*Gm X~ Gm,Y' La fonctorialité de la suite spectrale (2.2.1) en X et
’
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en G implique donc la commutativité de ce diagramme. Compte tenu de 1'isomorphis-

me canonique 1*1 3 :l"y (cf. 0.3) et des isomorphismes (2.2.3) pour X et Y, le dia-

gramme (2.2.6) prend la forme du diagramme comnutatif

?
HY(X,T) LW HAY,T)

(2.2 .7)
n,2 l an 6-ﬂ n,a l en
Exty(T,Gy x) ———— Exty(Ty,Gp y)

o) les horizontales sont les fléches naturelles induites par i.

Etant donné i: Y - X et deux faisceaux étales abéliens F sur X et H sur Y,
on a la suite spectrale

(2.2.8) ExtP(F,R%4_H) =p ExtJ(1*F,H)

de composition des foncteurs i* et Homx(F, ). L'edge E;’o - E™ définit une appli-

cation
n,, %
(2.2.9) X Exth(F,1_H) = Exty(1"F,H)

qui, pour F = TetHa= Gm,Y prend la forme
(2.2.10) s Ext™T,1.G6 ) - Ext?(1*T,G_ ).
2. n X\ 1aCn, Y y't hGpy
On obtient ainsi, compte tenu de 1'identification i"‘f'g 'T'Y, le diagramme
¢
HM(X,T) ——2—w HY(Y,T

® lon ﬁlen

‘ G"
(2.2.11) Ext“('r G ) —D . Ext” (ry,c )

1&/

ExtD
xt(TiG Y

Y)

°h.ln est le morphisme induit par le morphisme canonique Gm’x - i:Gm,Y' Ce

diagramme est commutatif: la commutativité du carré a été établie, celle du

triangle est prouvée en appendice.
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Supposons que i vérifie la condition

(2.2.12) R'iG _=o.
%= m,Y

On en déduit, pour F = T et H = Gm Yy’ la nullité du terme ES" de la suite spec=-
1 4

trale (2.2.8). Il en résulte qde 11 est un isomérphisme et 15 une injection. Le

diagramme (2.2.11) pour n = 1 et 2 donne alors les équivalences

(2.2.13) fy surjective %)«1 surjective et f, injective & )2 injective.

Montrons que (2.2.12) est vérifiée pour i = ig et i = i, ol ig: Spec K- X
et iux U - X sont les morphismes canoniques. Le faisceau étale R1ixGm,Y est le
falsceau associé au préfaisceau X' Pic(YxxX') ([SGA 4] V 5.1). Ce dernier est
déja nul, par le théoréme 90, pour Y = Spec K. Pour Y = U, 1'hypothdse sur les
anneaux strictement locaux ae X implique la factorialité des anneaux locaux de
X', donc la surjectivité de la restriction Pic X' - Pic U' ou U' = UxX* ([EGA
IV] 21.6.11). Le faisceau associé & X'+ Pic X' étant nul, il en est donc de
méme alors de celui associé A X' Pic U',

On est ainsi ramené & 1'étude de A, et A,. Comme X est noethérien et que
ses anneaux strictement locaux sont factoriels, on a ([Br II] 81, (2) et (3)),
pour ¥ = Spec K et 1 = 1K’ et pour Y= U et i = iu, une suite exacte canonique-
de faisceaux étales sur X

iG

(2.2.14) 0~ Gm.x -4 m, Y

- ? 1,2, 0

ol la somme directe porte sur l'ensemble des points x de codimension 1 de X hors
de Y, ol Ix désigne le faisceau "constant" Z porté par Spec KAx) (od

w(x) est le corps résiduel de X en x) et od ix: Spec ®(x) = X est le morphisme

canonique. On en déduit la suite exacte

. %

1,a 1 1,4 1,a 2,4 2,2
Extx(T,Gm'x)-d'Extx(T,i’Gm’Y)-* EXtX(T'e 1x’2;)'# Extx(T,Gm'x)--rExtx(T,i’Gm'Y)

ol les deux fldches extr&mes sont précisément 11 et 12. Utilisons enfin 1'hypo-

thése sur Ts comme c'est un X-tore flasque, le lemme 2.1 (appliqué en prenant
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pour 1:l les 1x’ donc pour Xj des spectres de corps!) montre que le terme médian
Ext}(?,@ 1x*2*) est nul. D'od la surjectivité de 11 et 1'injectivité de )2, ce
X

qui, d'aprds (2.2.13), achdve la démonstration.

Remarque 2.3.~ L'assertion (i)U généralise, compte tenu de la proposition 1.5,

la proposition 9 de [8] , relative au cas d'une variété X lisse sur un corps

k et d'un tore flasque T provenant de k.

Théordme 2.4 ([8] §3 th.1).~ Soit K un corps de type fini sur le corps premier.

Si T est un K-tore flasque, leAg;oqu,H1(K,T) est fini.

Nous indiquons une démonstration quelque peu différente de celle de [8] et

fondée sur l'assertion (i)K du théortme précédent et sur le lemme suivant:

Lemme 2.,5.- Soit A un anneau régulier de type fini sur 2. Si T est un A-tore,
le groupe H‘(A,T) est de type fini.

On peut supposer A intdgre. Comme A est régulier, T est isotrivial (0.2) et
il existe une extension finie étale connexe B/A,galoisienne de groupe g, qui tri-
vialise T, Comme alors B est intdgre, régulier et de type fini sur 2, les grou-
pes B* et Pic B sont de type fini (Roquette et Mdrdell-Weil-Néron, cf. [8] 83),

La suite spectrale d'Hochschild-Serre

(2.5.1) HP(g,HI(B,T;)) =» H"(A,T)

donne la suite exacte d'inflation-restriction

(2.5.2) | 0- H'(g,T(B)) - H'(A,T) - H‘(B,TB).

Le tore TB étant trivial, le terme de droite ést somme d'un nombre fini de co-
pies de Pic B, donc de type fini. De m&me, le groupe T(B) est le produit d'un

X 1
nombre fini de copies de B , donc de type fini et, par suite, H (g,T(B)) est un

groupe fini. Le terme médian H1(A,T) est donc un groupe abélien de type fini.



18

Démonstration du théordme.- Le corps K étant de type fini sur le corps premier,

il existe un sous-anneau A de K, régulier, de type fini sur Z et de corps des
fractions K: on peut invoquer Nagata ([EGA IV] 6.12.6) ou, plus simplement, con-
sidérer une extension transcendante pure Ko, en n variables, du corps premier,
dont K soit une extension séparable finie, puis Aj = 2[X1....,Xn] ou Fp[x1,..,xnj
et sa cldture intégrale Ay dans K, d'ol, par les arguments utilisés en 1.4, un
anneau A convenable en inversant un nombre fini d'éléments de A . Quitte & invef-
ser encore un nombre fini d'éléments de A, on peut supposer, d'aprés la proposi-
tion 1.4, que le K-tore flasque T se prolonge en un A-tore flasque S. D'aprés le
théoréme 2.2 (1),, la restriction

H'(A,5) » H'(K,T)
est donc surjective. D'ou la conclusion, puisque H‘(A,S) est, d'aprés‘le lemme

2.5, un groupe abélien de type fini et que H‘(K,T) est un groupe de torsion.

8§3. Le cas semi-local

On revient & la cohomologie fppf: sauf mention du contraire,

i
HY(X, ) = H (X510 )

Théordme 3.1.- Soient X un schéma noethérien intdégre dont les anneaux stricte-
ment locaux soient factoriels, par exemple un_schéma_ noethérien intégre régu-

lier, K son _corps des fonctions rationnelles, M'gn'x-groupe de_type multiplica-

tif de type fini et X' - X un revttement étale connexe galoisien qui‘le trivia-
lige.

La restriction
B2 HU(X,M) = H (KM )

est injective dans chacun des cas suivants:

(1) X est semi-local;
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(11) X est un ouvert d'un espace affine IAx sur un anneau semi-local noe-

thérien_intégre A, de localisés stricts factoriels, et M = NXAX ou N est un A-

groupe de type multiplicatif de type fini;

(1i11) tout sous-revetement X" - X de X' - X vérifie Pic X" = O.

Précisons qu'on appelle schéma semi-local le spectre d'un anneau semi-local.

Notons d'autre part que les hypothéses (ii) impliquent les hypothéses initiales
sur X et M et qu'un revltement tel que X' - X existe automatiquement (cf. 0.2).
I1 est clair que (ii) généralise (i). Montrons que (iii) généralise (ii).

Soit B/A une extension finie étale intdégre, galoisienne de groupe g, qui tri-
vialise N, On péut prendre pour X'/X le rev@tement étale connexe XXAB/X, galoi-
sien de groupe g. Tout sous-rev8tement X"/X est alors de la forme XXAC/X pour
C/A une sous-extension &tale de B/A. Comme A est semi-local noethérien, il en
est de m8me de C, d'ou Pic C = O ([4] chap.II, §5, n®3, prop.5). Comme

C est noethérien normal, Pic Ag = Pic C (cf. par exemple [4]
chap.7, 81, n°%9-10, prop.18 et [EGA IV] Err;, 21.4.13). Ainsi, Pic Mg = O et
comme Ag est noethérien localement factoriel, d'apr2s l'hypothtse de factoriali-
té des localisés stricts de A, la restriction Pic /Ag - Pic XXAC est surjective
C=0,

A
On peut donc se limiter au cas (iii). Traitons d'abord le cas ob M est un

([EGA IV] 21.6.11), d'od Pic Xx

X-tore. Soient g le groupe du rev8tement X' - X et
(3.1.1) 12> T>PoM-1

une résolution flasque (cf. 1.3) du X-tore M formée de tores trivialisés par

X'/X. Cette résolution donne le diagramme commutatif

H'(X,P) - H' (X,M) - H2(X,T)

I

1
H' (KM ) = H2(K,TK)
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dont la premiére ligne est exacte. Comme P est quasi-trivial et trivialisé par

X'/X, il est isomorphe & un produit fini de tores R , ou X"/X est un

X"/XGm, yn
sous-rev@tement &tale de X'/X. Ainsi, d'aprés (0.4.1), H1(X,P) est un produit

fini de groupes Pic X" pour de tels X". Il est donc nul en raison de 1'hypothése
(1ii). Les hypothéses sur X etrle caracteére flaéque de T permettent d'appliquer

le théoréme 2.2 (ii)K: la restriction f2 est injective. On en déduit qu'il en
est de m&me de f1.
Si M est un X—groupe de type multiplicatif de type fini quelconque, il

existe une suite exacte
1>T->M-> pv—»1

de X-groupes de type multiplicatif de type fini, od T soit un X-tore et g un
X-groupe fini, les deux étant.trivialisés par X'/X: on prend pour F(X') le sous-
groupe de torsion de M(X") (cf.[SGA 3] VIII 3.1 dans le cas diagonalisable). Cet-
te suite définit une suite exacte de faisceaux abéliens fppf sur X et donne donc

le diagramme commutatif & lignes exactes

p(x) — HU(X,T) — H'(X,M) — H'(X,p)
| lo Ly [s

PO —> H(K,T) —v H (KM — H (Kp).

Comme o est fini sur X et que X, ayant ses anneaux strictement locaux facto-
riels, est normal, & est surjective ([EGA II] 6.1.14); c'est donc un isomorphis=-
me. De mé&me, tout X-torseur sous rvétant représentable par un X-schéma fini,
1'existence d'une section rationnelle pour ce torseur implique, X étant normal,
1'existence d'une section: ainsi, p est injective. éomme T est un X-tore trivia-
lisé par X'/X, on sait d'aprds 1'alinéa précédent que B est injective. On déduit

alors du diagramme que f1 est injective.



Corollaire 3.2.- On conserve les iiypothéses et notations du thdorime 3.1. i

M est un X-tore flasoue, la restriction

o HY (X, 1) - Hl(K,MK)

est, duns chacun des cas (i), (ii), (iii), un_isomorphisme.

Corollaire immédiat des théorimes 2,2 (i)K et 3.1, Notons au'on a le méme
résultat pour la restriction
Hl(x,m) - Hl(u,m)

a un ouvert non vide U de X.

Remarque 3.3.- Dans la démonstration ci-dessus du théoréme 3.1, l'injectivit’

de fl pour un X-tore i a été &tablie grice 2 l'existence d'une résolution flas-
que de M et A 1l'injectivité, d¢jd connue, de 92 pour un X-tore flasque, sontrons
bricvement qu'on peut obtenir ce m&me résultat, plus directement, grfice an lem-—

me suivant:

Lemne 3.3.1l.- On conserve les hypothises et notations du théorime 3.1, On d<isi-

gne par g le groupe de Galois de X'/X, par % le noint généricue de X et on pose

" = quX'. Dans chacun des cas (i), (ii), (iii), la suite naturelle de g-modules
1 —on(X')—ma(q')—’Div X' =0

est une suite exacte qui admet un g-scindage, En particulier, si

$ est un foncteur covariant (g-lod) —» (Ens), l'application naturelle

(c (x1)) = ¥(c (9")

est, dans chacun de ces cas, une injection,

£lle admet m&me une rétraction! Pour prouver ce lemme, il suffit d'Atablir
la nullité de Ex‘t_;(Div x',cm(x')). Comme le g-module Div X' est, d'apris la fac-
torialité des anneaux strictement locaux de X, somme directe de g-modules

Z’[g/h] pour h sous—groupe de g, il suffit de savoir que, pour tout tel sous-
groupe h, le groupe Hl(h,Gm(X')) est nul, Or, si X" = X'h, le revétement X'/X"

est galoisien de groupe h et on a une injection naturelle (cf. (2.5.2))
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Hl(h,Gm(X'))Lo-Pic X",

La conclusion résulte alors de 1l'hypothése Pic X" = O.

Pour ohte:ir, comme annoncé, l'injectivité de fl pour un X-~tore I, il
suffit d'appliquer le lemme en considérant & = Ext;(ﬁ, ). On virifie en effet
3
aisément, Pic X' étant nul, que la restriction p: (X, 1) 1 (K1) s'iden-
tifie au morphisme naturel
Ext{lz(."-'I,Gm(X')) — Exté(f-l,(}m(nl')).
De plus, si M est un X-tore flasque, 9 (Div X') = 0, ce qui donne d'aprés le lem-

me 3.3.1 1'égalité §(Gm(x')) =9 (Gm("")), autrement dit H1(x,n) = H1(K,NK),

ce qui est une autre maniére de prouver le corollaire 3.2 ci-dessus,

Remarque 3.4.- Dans le cas oi M est un X-groupe de type multiplicatif fini, la
restriction fl est encore injective lorsqu'on suppose seulement X normal inte-
gre (voir la fin de la démonstration du théoréme 3.1). En revanche, on donne

au §4 un exemple de tore M sur un schéma local, normal et intégre, pour lequel

la restriction fl n'est pas injective (exemple 4.10),

Remarque 3.5.- On donne également au §4 1l'exemple d'un schéma en groupes lisse
sur un schéma local régulier intégre X pour lequel la restriction fl n'est pas
injective (exémple 4.11). On notera cependant oue ce X-schéma en groupes est

connexe, mais non & fibres connexes!

Théoréme 3.6.- On conserve les hypothéses et notations du théoréme 3.l. Dans

chacun des cas (i), (ii), (iii), la restriction

£pt 2 (X,M) — H2(K,10,)

est injective,

On peut éorire le g-module H(X') comme le quotient d'un a[g]-module libre

de rang fini, ce qui donne, par dualité, une suite exacte

(3.6.1) 1M —T' =T —1
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de X-groupes de type multiplicatif, od T est un X-tore et T' un X-tore quasi-
trivial. Cette suite définit une suite exacte de faisceaux fppf sur X et donne
donc le diagramme commutatif A lignes exactes

H'(X,T) - H2(X,M) - H3(X,T')

f f2 t2

0 = H'(K,T¢) - H‘(K.TK) > H(K,M ) - (K, T
Le K-tore TE étant quasi-trivial, (0.4.1) et le théordme 90 impliquent la nulli-
té de H‘(K,Tk). L'injectivité de r1 résulte du théordme 3.1. Celle de f; résulte,
comme T' est flasque, du théordme 2.2 (ii)K, mais, en utilisant (0.4.1), c'est
déjA une conséquence de l'injectivité pour le groupe multiplicatif Gm'x ([cB 1I)

1.8). Le diagramme montre alors que f2 est injective.

Corollaire 3.7.~ On conserve les hypothdses et notations du théordme 3.1 et on

se place dans 1'un des cas (i), (ii), (1ii) ou

(iv) M est un X-tore flasque.

On considdre en outre une extension centrale

(3.7.1) 1>M=>G'2G-1
de X-schémas en groupes affine de type fini et la restriction d'ensembles poin-
1 1
és fyt H (X,G) » H (K,GK).

Si 1l'on suppose en outre

(v) H‘(X,G') = 0,

la_restriction p, a_un noyau trivial, i.e. f41(8) = O impligue %= O.

Si 1'on suppose méme

(vi) H‘(X,aG') = O pour toute forme tordue %G' de G' par un X-torseur a

sous G opérant sur G' par automorphismes intérieurs de G', la restriction f1 est

injective.
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Précisons que 1'hypothdse sur (3.7.1) signifie que M est un X-sous-schéma
en groupes fermé central de G' et que le morphisme G' = G est fiddlement plat de

présentation finie et fait de G' un G-torseur sous M agissant par translations

& gauche. D'autre part, pour la notion de torsion par un X-torseur a sous G,

on renvoie & [11) III 2.3.1,

La "suite exacte" (3.7.1) définit une suite exacte de faisceaux en groupes

fppf sur X. On en déduit ([11] IV 4.2,10) le diagramme d'ensembles pointés
H'(X,G') » HI(X,G) - H2(X,M)

(3.7.2) Lﬂ lfz
1
H (K’GK) - H2(K’MK)'

Dans ce diagramme d'ensembles pointés, la premidre ligne est exacte ([11] IV
4.2.10) et le carré est commutatif ([11] V 1.5.2.2 et IV 4.2.12 (iii)). Comme
fé est injective, d'aprés le théordme 3.6 pour les cas (i), (ii), (iii), et
d'aprds le théordme 2.2 (11)Klpour le cas (iv), on déduit du diagramme que le
noyau de p, est trivial lorsque H‘(X.G') = 0.
Soient X un élément de H1(X,G) et a un X-torseur sous G de classe &, Comme

M est central, la torsion ([11] III 2.3.1) de la "suite exacte” (3.7.1) par a
sous l'action de G opérant gr8ce aux automorphismes intérieurs de G' donne la

"suite exacte” du méme type
1> M- G > %G1

et, par suite, le diagramme d'ensembles pointés
H'(x,%6") » H' (X,%6) > H(X,M)
(3.7.3) laf1 lﬁz
H'(K,%G,) = KK, M),
I1 existe une bijection T, de (3.7.2) sur (3.7.3) ([11] III 2.6.3 et IV 4.3.4)
qui transforme ﬂ"[@l (~<)] en af? [‘ﬁ(o] par fonctorialité; Si H‘(x,“c-) = 0, le

a
raisonnement initial appliqué & (3.7.3) montre que €4 @ un noyau trivial, d'od

NAS LRI



Le résultat ci-dessous permet de donner des exemples d'application du
corollaire 3.7. Il est au moins bien connu dans le cas de GL, A (cf. [SGA 1)
iy -

XI 5.1 et 5.2, voir aussi [18] 4.3, 4.4 et [13] n%5).

Proposition 3.8.- Si A est un anneau semi-local et D une A-algébre d'Azumaya,

(3.8.1) H'(A,GLy p) = ©
(3.8.2) H'(A,5L, o) = A/N(DY).
1
Dans cet énoncé, A est commutatif, Glﬁ 0 désigne le A-schéma en groupes
9
"des éléments inversibles de D" et SL1 0 le A-schéma en groupes "des éléments
9

de D de norme réduite 1": on a une "suite exacte™ de A-schémas en groupes affi-

nes de type fini N
1 - SL«"D"' GL1’D"' (am’A-' 1

ou N désigne la norme réduite. L'égalité (3.8.2) résulte donc de (3.8.1). En
particulier, H1(A,SLn A) = 0. Notons enfin que, l'anneau A étant produit d'un

1]
nombre fini d'anneaux semi-locaux connexes, on peut le supposer connexe pour la

démonstration.

On sait déja que H1(A’GLn,A) = O3 la théorie de la descente fpgc pour les
modules et la proposition 12 de [4] (chap.I, §3, n) montrent que, pour A commu-
tatif quelconque, H1(A'GLn,A) classe les A-modules projectifs de rang n, d'od la
conclusion dans le cas semi~local puisqu'alors tout A-module projectif de rang
constant est libre ([4] chap.II, §5, n°3, prop.5).

On sait qu'une algébre d'Azumaya D sur un anneau local A est neutralisée par
un revétement étale B/A défini par un élément régulier ([2] th.6.3). On en déduit
la méme assertion pour A semi-local d'idéaux maximaux MygeeeyMy3 il s'agit de
trouver un élément % de D qui soit régulier, i.e. tel que le discriminant D(%)

du polyn8me de Hamilton-Cayley de E appartienne & A% ([eB 1] 5.13); comme, d'a-

prés le cas local, il existe, pour chaque i entre 1 et r, un élément E; de D

tel que D(Ei) n'appartienne pas & m;, on en déduit, par le théordme des restes

chinois, 1'existence d'un élément € tel que D(E) n'appartienne & aucun des m .
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Soit donc B/A un revé&tement étale tel que D_ =D QAB soit une B-algébre de

) B
matrices. D'aprés [11] 3.6.3, le noyau de la restriction

. 1
H(A,GLy ) = H(B,GL, o)

1,0 Vs
montre que (3.8.1) équivaut & la nullité de HI(B/A,GL1 p)e Comme A est semi-local
?

1
s'identifie & H (B/A,GL1 D), ce qui, compte tenu de la nullité de H1(B,GL
, ,0 " )

connexe , B est libre de rang fini sur A. L'ensemble H1(B/A,GL1,D) élasse les
DB-modules a4 droite libres de rang 1 munis d'une donnée de descente, i.e. les
couples (M,¢) qh M est un B-module & droite, ¢: DB-* EndB(M) un morphisme de B-
algébres faisant de M un Dg-module a droite libre de rang 1, le tout muni d'une
donnée de descente. On sait qu'alors M = NB ou N est un A-module & droite. On
sait aussi qu'on peut descendre le morphisme d'algébres ¢ : DB- End(NB) ce qui

donne & N une structure de D-module & droite descendue de celle de DB-module de

M. Comme B est libre de rang n sur A, le D-module N est facteur direct du D-mo-
dule libre Ny = M. I est donc projectif et de type fini ([4] chap.I,§3, n%6,
prop.it), QOnc de prégsentation finie. On en déduit, par le lemme de Nakayama

([4] chap.lI, §3,n°2, prop.5) que, si A = A/rad A, le D-module N est libre s'il
en est ainsi du D&Az-module N&AX, ce qui nous raméne au cas o1 A est un produit
fini de corps. L'isomorphisme NB“ DB implique 1'isomorphisme de D-modules N D",
d'ol, l'anneau D étant semi-simple, par Krull-Rémak-Schmidt, N=D, ce qui achéve

la démonstration de (3.8.1).

Corollaire 3.9.- Soient A un anneau semi-local intdgre noethérien, d'anneaux

strictement locaux factoriels, ce qui est le cas pour A réqulier, K son corps -
des fractions, La restriction

1 1
(3.9.1) _ H (A,PGL \) = H (K,PGL, )

est injective. Il en est de méme, si D est une A-algébre d'Azumaya, de la restric:

tion

1 1
(3.9.2) N H (A,PGL.l’D) - H'(K,PGLy 5 ).
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La trivialité du noyau de (3.9.1) est due & Grothendieck ([Gb II] 1.11 a)
qui l'obtient comme corollaire de l'injectivité de la restriction
H2(A'Gm,A) - H2(K'Gm,K)° La démonstration ci-aprés utilise simplement la propo-
sition 3.8 comme ingrédient supplémentaire.

Notons d'abord que (3.9.2) est une conséquence de (3.9.1). En effet, si D
2st de rang n? sur A, elle définit (cf. [GB I] cor. 5.11) un A-torseur a sous
PGLn,A et on vérifie aisément que la torsion ¥, par a sous l'action de PGLn’A
opérant par automorphismes intérieurs de GLn,A donne d'abord aMn(A) = D et, par

suite, 2GL GL, et °PGL_, = PGL . On en déduit ([11] 2.6.1 et 2.6.3)
1,0 nyA D - :

que T, définit une bijection, fonctorielle en A, de H‘(A,PGLn A) sur H1(A,PGL1 Dl
» ?

Démontrons (3.9.1). Un A-torseur a sous PGLn A définit une A-algdbre d'Azu-
9

maya D et on vient de voir que aGLn'A = GL1 o On en déduit, grice a (3.8.1),
9

que 1'hypoth2se (vi) du corollaire 3.7 est vérifiée pour l'extension centrale

1.

1 - Gm,A-' GL A~ PGLn’

n, A'*

On déduit alors de 3.7 que f, est injective pour PGLn A
14

Exemple 3.10.- On consideére A comme dans 3.9 et on suppose 2 € Ax. Montrons qu'un
cas particulier de (3.9.2) est 1'injectivité de la restriction
p,: H'(A,S0(£)) - H'(K,S0(£))
pour une A-forme quadratique f non dégénérée de rang 3. Comme A est semi-local,
f est diagonalisable et, comme SO(af) = SO(f) pour a & Ax, on peut supposer

f = ax2+by2-abz2 avec a, b € Ax. Soit D la A-algébre de quaternions H(-a,-b).

On vérifie aussitdt qu'en faisant opérer p* par automorphismes intérieurs sur
le A-module libre de rang 3 des quaternions purs, on obtient un isomqrphisme de

A-3chémas en groupes PGL1’D?1 SO(f), d'od le résultat annoncé par (3.9.2). Notons
par ailleurs que 1'injectivité de p, pour SO(f) et f non dégénérée de rang 2 est

1
une conséquence immédiate du théoréme 3.1 (i) appliqué & M = RB/AGm ol, supposant,

ce qui est loisible, f = x2-ay2, on prend B = A[X]/(xz-a). Notons enfin que, pour
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f de rang 4 non dégénérée, la non trivialité du noyau de f, pour SO(f) n'est plus

nécessairement vraie sous la seule hypothése de factorialité des anneaux stricte-~

ment locaux de A, comme le montre l'exemple suivant ([7) 2.3.3) déja utilisé par
Craven-Rosenberg-Ware & propos de l'anneau de Witts le localisé & l'origine A de

R[X ,...,xs]/(xf+...+x§) a ses anneaux strictement locaux factoriels (Nagata-Cro-

1
thendieck) et, pourtant, si f = x2+y2+z2+t2, la forme -f définit un élément non
trivial de H1(A,SO(f)) qui devient trivial sur K. Pour d'autres démonstrations

des résultats ci-dessus et une discussion détaillée du cas orthogonal, on renvoie

a [(7].
Exemple 3.11.- On voit aussit8t, comme en 3.9, que l'hypothdse 3.7 (vi) (resp.

(v)) est vérifiée chaque fois que, dans (3.7.1), on a G' = R, ,,GL (resp.
Y/X"n,Y
RY/XSLn,Y)’ od Y/X désigne un rev&tement étale. On obtient ainsi divers exemples
d'application de 3.7, Soient par exemple n un entier premier aux caractéristiques
résiduelles de X et Y/X un rev&tement étale tel que Y possdde une section globale
racine primitive n-itme de 1. Celle-ci définit un morphisme de X-schémas en grou-
pes Zh'x-» RY/XSLn,Y et, par suite, par passage au quotient, un X-schéma en grou-
pes semi-simple G, pour lequel la restriction f, a, pour A comme dans 3.9, un

noyau trivial.

§4. Exemples et contre-exemples

Nous utilisons l'exemple du schéma en groupes R}/XG Y (cf. 0.4) pour il=-
m,
lustrer le théordme 3.1 dans le cas étale et donner divers contre-exemples dans

le cas fini fidélement plat quelconque.

Lemme 4.1.- Soient a: Y - X un morphisme fini localement libre de schémas et

A (resp. B) l'anneau des sections globales de X (resp. Y). On a la suite exacte,

fonctorielle en X,

X X 1 1
(4.1.1) 1->A/N(B)>H (X,RY/xGm) - \Pic Y0
ol N désiqne Ia norme NY/X‘EE NPic Y le noyau de N: Pic Y -» Pic X. En particu-
lier, si X est intéqre, de corps des fonctions rationnelles K, on a le diagramme

commutatif & lignes exactes
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1 AX/N (B) —y H (x,
->
B/A R\{/xG )
(4.1.2) 19 191
X 1
1—>K/N (B)———vH(KR
B/ B/KCm
Précisons que BK désigne B 8AK. La norme NY/X’ RY/XGm,Y'* Gm,X est un mor-

phisme fidélement plat de présentation finie: la question étant locale sur X, on

peut supposer de rang constant n, auquel cas le composé de NY/X et du morphis-
. n \ .

me canonique Gm,x'* RY/XGm,Y est le morphisme entier Gm,x'* Gm,X' d'ol la surjec-

tivité de NY/X; la platitude se vérifie fibre par fibre ([EGA IV] 11.3.11), ce

qui nous raméne au cas d'un corps de base k, ol la vérification est facile, Gm K
1

étant de dimension 1. On a donc une "suite exacte"

N
1 Y/X

4.1.3 1-R /X,

( ) > Ry/Sm ~ Ry Gy x =

. 1 .
qui fait de RY/XGm un torseur fppf sur G sous RY/XGm et définit une suite

m, X

exacte de faisceauk abéliens fppf sur X. D'ou la suite exacte, fonctorielle en X,

) 3 u(x,G ).

G)-DH(XRY/X

(4.1.4) 1o AN(B") = K (X,RY

La lissité de R, G et (0.4.1) impliquent H! (X,R, .G ) = H' (x G)=Pic Yy,

Y/X m Y/X'm Y/X
ce qui montre que le morphisme de droite de (4.1.4) n'est autre que l'applica-

tion norme usuelle Pic Y-» Pic X (cf. [EGA II] 6.5.5.1). D'od le lemme.

Lemme 4.2.- On conserve les memes hypothéses et notations. Le X-schéma en groupes

affine R}/Xcm est plat de présentation finie, Il est lisse si, et seulement si,

Y/X est modérément ramifié en au moins un point de chaque fibre. C'est un tore

si, et seulement si, Y/X est étale.

On dit que Y/X est modérément ramifié au point y de Y d'image x =(y) lors-
que 1'extension résiduelle ®(y)/w(x) est séparable et que la longueur e de

1'anneau artinien OY Y& %(x) est premidre & la caractéristique du corps
1] 'x

résiduel w(x).
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La presiire acgsertion firure dans 1. d monstration du lemme praic’dent,
L lissité se virifie done fibre par fibvre ([54 IV] 17.%.1 &), ce aui uoas
riam one au cas ou X est le spectre d'un corps k. Comme 1'application liand:iire
tanzente a N: RY/XGm — Gm,x en 1'éldément ngutre est 1i irace N: RY/xGn'*'Ga,X’
1a lissité du k-groupe alcébrionue R;/xGm dcuivaut A la non-.ullits de c.Lie
trac:, i.e, (gf, 131 312, prop.6) a l'existence d'un print 7 de Y en lec.el
Y —JSpec k soit mod‘riment ramifid, On sait d4ja (cf. (0.4.2) et (0.4.3)) aue,
si Y/X 2:1 4tale, R%/Xcm est un tore., Inversement, il suff'it de noter nue cé
n'cst pas le cas lorsnue X est le spectre d'un corps k et Y celur d'une k-nl-

si:vbre artinienne de dimension finie non séparable.

Proposition 4.3.- Soient A un anneau semi-local noethérien intecsre, de corps

des fractions K, et Spec B — Spec A un revétement “tale. Oa suppose les =n-

neaux strictement locaux de A factoriels, par exemple A rimilier, Soas ces

lypothi:ses, un :14ment de 'y qui est une norme d'un ¢lément de B& est annsi

oy o X
une norme d'un élément de B ,

Compte tenu de (4.1.2), c'est un corollaire immédiat du thiorzme 3.1 (i)

s . 1
appliqué au A-tore M = RB/AGm (cf. 0.4 ou le lemme 4.2).

Indiquons néanmoins, dans le cas ou B est intégre, une dé@onstratiun plus
directe, fondée sur le lemme 3,3.1 et n'utilisant pas le langac~e des tores,
Comme B est intégre, on peut majorer B/A par une extension C/A qui soit an re-
vétement étale galoisien de groupe g, de telle sorte aue, si h = g\ Aut(C/B),

h

on ait B = C'. Si L est un g-module, la suite exacte (0.4.2) définissant Jf/h

donne une injection canonique
g h !
(4.3.1) | L /Ng/h(L ) & mxtg(Jg/h,L)

x 1 x
qui est m&8me un isomorphisme si Hl(h,L) = 0, L'injection de g-modules C -—>CK

définit ainsi lq carré commutatif
1 — A%/N(B*) - Ext‘];(J{r/h,c")
(4.3.2) lf l§(”)

x x 1 *
K /N(BK) - Extg(Jg/h,CK)
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ou 1'on tient compie de 1'identits des norae:n dfinies sar n* {resp. BE) p:.T

4= t Lz/h (ef. (0.4.2) et (0.4.3)). L'iajectivit” de p roultc Alors

“usn ®

ie selle de 2(v) pour € = Extt(J )y celle-ci étant assurce par le lesme

g/h’
3. 'el. Notons cu'en fait les norizontales du ciurrt (4.3.2) sont des izomor-

pi.1smes!

rroposition Jj.4.- Soient i\ c.orme en 4.3, puis Bi/A un _nomure fini d'exien-

sioay finies Ginlen inte;res, de corps duas {ractions L,» poir i=1l,ee0yn,y

7 F 3 :niiers re ifs r nuls ze N, = N, e Siui 4l
et cysee.yn des vniiers relatifs non uuls, On poze N, ﬂbi/ﬂ Si w1l ment

n a.
x U x . . . e . »
x de A g'derit T Ni(xil) avec x, € Li’ il s'dorit aussi ainsi avec x, € B,
i=l

Coume 4.3, c'est un corollaire immédiat du théoréme 3.1 (i), applicu.’
ici au A-groupe de type multiplicatif de type fini il, noyau du morphisme fi-

délement plat de pré.centation finie

n
— G

s IT
73 a1 B /a%n T Onya
a, :
d<fini par 9((xi))==-trNi(xil). Dans le cas ou les a; sont éraux A :1, c'est
i

mé&me un corollaire de 4.3 pour B = Blt...xBn. On peut aussi, comme pour 4,3,
donner une démonstration fondée sur le lemme 3¢3.1.

Remarcue 4.5.- De méme aue, pour le calcul de la R-&quivalence sur les poinis
ratiounels du k-tore Ré/kcm dans le cas d'une extension galoisienne finie de
corps, de groupe g, on parvient au résultat H-l(g,Kx) simplerent zrice i 1.
cohomologie de Tate et au lemme de Shapiro, en particulier sans recours a une
résolution flasque explicite de Ré/gﬁm (cf. [6] IV 4), de mBme ici, pour B/A
étale galoisienne finie de groupe g, on a une démonstration directe et immd-
diate de la proposition 4.3, n'utilisant pas le lemme 3.3.1, en considdrant
simplement la suite exacte de g-modules

(4.5.1) 1 —=B"—B —DivB -0,

la cohomologie de Tate et la nullité de H'l(g,Div B) pour obtenir le :injran:e
commutatif, & ligne ex~cte,
0 = B Y(g,Div B) = i0(r,3*) = it°(e,B%)
A"/N'(B") LK"/I'I‘(BE).
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Corollaire 4.6.- Soient A un anneau semi-local intigre noethérien, d'anneaux

strictement locaux factoriels, ce qui est le cas si A est réqulier, tel que

2 € A" et K son corps des fractions. Soit f une A-forme guadratique non dégéné-

rée de rang £ 4. Si f est isotrope sur K, elle 1'est aussi sur A, i.e. elle a un

zéro primitif dans A.

Rappelons qu'un zéro primitif est un zéro dont les coordonnées engendrent A.
Comme A est semi-local et 2 € Ax, une forme quadratique non dégénérée de rang n
équivaut a une forme‘%é; aixf avec a e A® pour tout i. Notons que, pour a € Ax,
1'isotropie de f équivaut & celle de af. Le cas de rang 1 est trivial. En rang 2,
on peut supposer f = x2-ay2, d'ou l'assertion puisque A est intégralement clos.
En rang 3, on peut supposer f = xz-ayz--bz2 et exclure le cas trivial ol a est un
carré. Soit B/A 1'extension dtale quadratique A[{a]/A. Si f est isotrope sur K,
1'élément b de Ax est une norme de B:, donc aussi de B~ d'aprés la proposition

4.3 et f admet donc un zéro primitif (xo,y°,1) dans A. En rang 4 enfin, on peut

supposer f = x2-ay2-c(z2-bt2) et exclure le cas trivial ol a ou b est un carré,

I1 suffit alors d'appliquer la proposition 4.4 pour les extensions quadratiques

étales 81/A = A[Val/A et 82/A = A[Yb)/A, avec a, = =a, = 11 si f est isotrope sur

X
K, 1'élément c de A% stécrit N1(x1)/N2(x2) avec xié L., donc aussi avec xie Bi'

i
d'aprés 44 . On obtient ainsi un zéro primitif (xo.yo,zo.to) dans A, car,

2

b -ay2 étant inversible dans A, on a x A + y A = A,
o ‘o o o

Remarque 4.7.- Excluant le cas facile od a ou b ou ab est un carré, on peut préci-
ser 1'étude du cas de rang 4 en considérant les extensions étales 83/A = Alyab )/A
quadratique, B/A = A[Va,Vb]/A, galoisienne de groupe Zg =(6,%», oh €(ya) = ya
et 'c(ﬁ) = Yb, le A-tore T défini par la suite exacte

4
(4.7.1) 1-T- RB1/AGm X RB2/AGm > Gpa~ !

od 2(x1,x2) = N1(x1)/N2(x2), et enfin la résolution flasque explicite de T

(4.7.2) - 1- Raa/AGm 5 RB/AGm X Gm,A"E' T-1
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ou u(x) = [x,Na(x)] et ¥(x,y) = [xs(x)/y,xx(x)/y]). L'élément ¢ de Ax définit,

par (4.7.1), un élément de H1(A,T) qui donne O dans HI(K,T). I1 suffit, pour con=-
clure, de savoir que f1 est injective pour T, ce qui résulte aussitdt de (4.7.2)
et de la nullité de Pic A et Pic B et de 1'injectivité de Br 83»+ Br L3 (on‘peut
noter que B; = A[Yd] ou d = disc(f) et que, par ailleurs, si A ¢st un corps de
nombres, les deux suites ci-dessus raménent le principe de Hasse pour f de rang
4 i 1'injection du groupe de Brauer de B3 dans la somme directe des localisés),
Cf. [7] 4.3.2 pour une démonstration directe qui se trouve &tre la transcription

par le calcul de la présentation ci-dessus.

Remarque 4.8 .- Si f est de rang » 5, l'hypothése de factorialité des anneaux
strictement locaux de A ne suffit plus & assurer la validité de 1'énoncé ci-des-
sus, comme le montre l'exemple (cf. 3.10) du localisé & l'origine A

n

2 Z
de m[x1,...,xn]/(xf+...+x§), pour n»5, et de la forme quadratique f = x1+...+x‘a:

celle-ci a un zéro non trivial (X1,...,Xn) dans K, mais ne peut, pour des raisons

de positivité, avoir de zéro primitif dans A (cf. [7] 2.3.3 pour les relations
avec d'autres problémes sur les formes quadratiques).
Question 4.9 .- Soient A un anneau semi-local intégre noethérien de corps des
fractions K et Spec B - Spec A un morphisme fini localement libre. On peut se
demander dans quels cas 1l'application

pr AY/N(B") = K/N(B)
est injective. On peut affirmer que c'est le cas pour chacune des hypothéses

(1) A régulier et B/A étale
(ii) B de valuation discrete

(iii) B régulier et A = BY od g est un groupe fini d'automorphismes de B.
Le cas (1) a en effet été établi en 4.3, Le cas (ii), od A est automatiquement
de valuation discréte, résulte simplement du diagramme commutatif & lignes exac=-

tes 1B > B +DivB-0

ol

1A »>K =»DivA-0
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compte tenu

de l'injectivité de la norme N: Div B = Div A puisque Div B - Div A = Z et que

N £ O. Le cas (iii) enfin, ol A est automatiquement réqulier ([EGA IV] 15.4.2),
we traite suivent la méthode indiquée en 4.5, les normes NB/A et Ng étant encore
identiques (par passage & K). Notons que le cas (iii) se pré.ente en pratique
“ous la forme d'une extension finie B/A d'anneaux réguliers intéqres, d'exten-
sicn générique galoisienne de groupe g, le'morphisme Spec B - Spec A étant alors

automatiquement localement libre.

Exsmple 4.10.~ Nous allons voir que f» et a fortiori # (cf. (4.1.2)), n'est pas
toujours injective, m&me pour A et B locaux noethdériens integres, sous la seule

hypothése

(iv) A normal et B/A étale.

Soit en effet A l'anneau local du point (0,0,0) sur la R-variété normale d'équa-

tion x2+y2+22 = x3 dans l'espace affine M;. Soit B = A[{:T]. L'élément f = x-1
2 2
de A" est égal & 1L4%%— ¢ c'est donc une norme d'un élément de B: = K(f:T)x. Mais

X
ce n'est pas la norme d'un élément g de Bx, car f(0,0,0) = =1 ne peut &tre égal

a NcﬁR(g(O,O,O))! Cet exemple montre qu'il ne suffit pas de supposer X normal,

ni dans le théoréme 3.1, ni, ce qui est bien connu, dans le théortme 2.2 (ii),

Exemple 4,11.-Nous allons voir que Ps et a fortiori ﬂ (gj, (4.1.2)), n'est pas

toujours injective, méme pour A et B locaux noethériens intégres, sous la seule
hypothése
(v) A régulier.

Soient en effet A l'anneau local de l'origine de la droite affine Spec R[x] et

2

B celui du point double de la cubique d'équation y“ = x2(x+1) dans le plan affi-

ne Spec R[x,y]. Soit Spec B -» Spec A la projection (x,y)+ x. La fonction

X
K

2
ce ne peut &tre la norme d'un élément g de B* (on aurait £(0) = g(0,0)"). Cette

f = -x-1 appartient & Ax et c'est la norme de ¥-G B, mais, comme f(0) = -1,

hypothése montre qu'on ne peut omettre l'hypothése sur B dans (ii). Il montre

aussi que le théoréme 3.1 ne vaut pas pour un X-schéma en groupes lisse quelcon-
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qu:, méme en supposant X local réqulier: en effet, dans cet =xemple, RB/AGm est

lisse (cf. 4.2) de dimension relative 1. Noter néanmoins guo sa tibre spéciale,
I - [ ] P - ”; 'l -‘
égale & r2JRxRba,R’ n'est pas connexe, alors que la fibre géndirique est un tore,

et est donc connexe.

Proposition 4.12.- Soient K/k une extension finie sdparable de corps, f une

n

fonction rationnelle sur l'espace affine Ay et U 1l'ouvert de A: ou f est inver-

sible, Si f est la norme NK/k(g) d'une fonction rationnelle g € K(T1,...,Tn),

c'est aussi la norme NK/k(h) d'une fonction rationnelle h inversible sur UK‘

L'application du théoréme 3.1 (ii) A A=k, X = U et M = (Ré/kcm)xku donne

1'injectivité de f1 dans le diagramme (4.1.2) qui s'écrit, en désignant par
k[U] (resp. K[U]) 1'anneau des fonctions régulidres sur U (resp. UK) et par

k(U) (resp. K(U)) le corps des fonctions rationnelles de U (resp. UK)'

k[U]x/NK/k(K[U]x) ~ H (U,M;)

e e

k(U)*/Ny /4 (K(U)) S KT (k(U) My ().

85. Le cas global

Soient X un schéma intégre, de point générique g et corps résiduel K en VD

i: - X le morphisme canonique et s l'une des deux topologies ét ou Zar sur

1

X. Etant donné un X-groupe de type multiplicatif de type fini M, on note DivM

, . 'S
le conoyau du morphisme canonique M - 1’s*que faisceaux abéliens sur X , puis
S

DivMXs le groupe des sections globales de ce faisceau sur X. Dans ces notaticns

on oublie généralement 1l'exposant M si M = Gm X et 1'indice s si s = Zar (mais
14

on le maintient dans les notations cohomologiques!)
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Proposition 5.1.~ Soient X un schéma_intégre localement noethérien et M un X-

groupe de type multiplicatif de type fini.

(1) Si X est normal ou si la_torsion de M est premidre aux caractéristi-

— — — -

ques résiduelles de X,

(5.1.1) piv = Hom, (M,Div, ).
—X . —_—X, .-.—.-X’
et et

— —

(i1) Si les anneaux strictement locaux de X sort factoriels, par exemple

si X est réqulier, le faisceau Divﬂ est flasque. Pius précisément, si U est
A
Zar

un ouvert de X et si X' » X est un rev8tement étale connexe, caloisien de groupe

g, qui trivialise M, on a

(5.1.2) pivil = Homg(i'n(x-),oiv ut)

ol U' = UX. X',

X
Rappelons d'abord (cf. 0.2) que, X étant localement noethérien normal, un
rev8tement X' = X comme indiqué en (ii) existe automatiquement.

Posons i," =1 et iéticm,") = 5;. Comme X est réduit, le morphisme canonique

Gm x~ _l_(_; est une injection de faisceaux étales sur X. On a donc la suite exacte
14

x
(5.1.3) O»Gm'x-».lix-v Divx't—v 0

de faisceaux étales sur X. Par application du foncteur y_g_nx (ﬁ, ), on obtient
at

d'abord 1'injection Hom, (ﬁ,G x) & Hom, (ﬁ,K;) qui, d'aprés (0.3.1), n'est
. N

& " £t
autre que le morphisme canonique M - iét*M“, d'ci finalement la suite exacte de

faisceaux étales

M - - & -
(5.1.4)  0-Divy - Hom, (M,Div, ) - Ext} (M,6, y) > hxt)](’t(M,ﬁ;).
e

8t ét ét st
Montrons que & est une injection. La vérification est locale sur X. Comme M est
localement constant, on est ramené aux cas M=2etMs= Z/n. Le premier cas est
immédiat, car §5_t_)1(ét(2, ) = 0. Ainsi, dans le second cas, € est le morphisme na-

turel de faisceaux étales Gm’x/G;’x -»5,’(‘/53“. Sous la seconde hypothése de (i),
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n est premier aux caractéristiques résiduelles de X, si bien que le faisceau

n .
étale Gm,X/Gm,X est nul: la propriété de Hensel montre en effet que, pour A
strictement local, i.e. hensélien A corps résiduel séparablement clos, A‘= AP,
Montrons que, si X est normal, € est encore injective: ceci se vérifie sur les
anneaux strictement locaux de X qui sont encore normaux; or, si X est

le spectre d'un anneau intégre A de corps des fractions K, l'application E€:

X/, X ‘ .
AY/ATN o Kx/KXn est éviderment injective si A est intégralement clos. Ce qui a-

chéve de prouver (i).

Soient s = ét ou Zar et p: xét‘* xZar le morphisme canonique. On vient de

est une injection de faisceaux sur X

" s

pour s = ét, donc a fortiori pour 8 = Zar, d'od, par définition de pivM y la
Xs

voir que le morphisme canonique M -» 1s§M

suite exacte de faisceaux abéliens sur xs

M
(5.1.5) O-»> M- 1“M,,.- Divxs - 0.

On en déduit, par application de Py A cette suite dans le cas s = ét, la suite

exacte de faisceaux abéliens sur xZar

- 1p*M - (R1P,)“é_g*Mn)’

M
O->M=1i M_ - p_Div - R
Larz M ’F"*%és
suite qui s'écrit encore

‘ L
(5.1.6) 0-Divi = pDiv{ - RlpM= (R1p*)(iét!Mn).
R i:'Zar 9.;. ———

Montrons que, sous l'hypothdse (1i), le morphisme % est injectif. La vérification

se fait fibre par fibre sur xZar’ ce qui, d'aprés le calcul des fibres de 1

(cf. [SGA 4] V 5.1 et VII 5.9 od 1l'on prend pour systéme projectif de schémas
un systime fondamental de voisinages ouverts affines du point de X considéré),
nous raméne & l'injectivité du morphisme canonique H1(¥é£fM) LA Ht(%ﬁ&'iéﬁfMﬂ)’
dans le cas od X est local. La commutativité du diagramme (A.2) de l'gépgggigg

pour Y =9 F = Zk, G=MetH-= M?, montre que l'application composée

1 '
H Cgeah) 2 H' Glgrntgeaty) & ' 00)
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1,0 L . :
od ¢ ost induite par l'acjonction et ol ¢ est ) 'edge h;"-» £! de la suite spec-

trale de Leray relative a iyt - X eta M?' est 1l'application naturelle de

changement de base. On a donc le diagramme commutatif "naturel"

ét'M) . SO H (7ét'
f* !
P 1
H (X,M) &——— H («,,M,))..

L'application ¥ est automatiquement injective et, comme los hyrothisses impliquent
ici que X est noethérien d'anneaux strictement locaux factoriels, le théoréme
3.1 (1) s'applique et assure que f est injective. En conclusion, ' est a for-
tiori injective. On a ainsi prouvé l'injectivité de + et donc 1'isomorphisme ca-

nonique de faisceaux sur X

Zar
M
(5.1.7) Divx =p Divx .
'Zar * ét

Soient U un ouvert non vide de X et iU 1'immersion ouverte U% X, L'isomor-

phisme canonique i”Divg-a'Q;!ﬂ montre que HO(U,QE!Q ) = HO(U,Divﬂ ), ce qui

Zar

Z

enldve toute ambigulté & la notation pivMu. L'isomorphisme (5.1.7) montre que |

DivMy = HO(U,DivM ) Comme U' - U est un revétement étale galoisien de groupe
Xgt

g, on trouve DivMi = Ho[g,Ho(U',_I_)_i_!’; )] = HO(g,DivMu), Comme M|x, est le
ét

"faisceau constant” défini par ﬁ(X'), on déduit de (5.1.1) , qui vaut car

X est normal, l'isomorphisme de g-modules
pivMyr = Homz(i\(x').oiv ur),

ce qui achdve la démonstration de (5.1.2).

L'hypotheése (ii) sur les anneaux strictement locaux de X entralne que les

(1)

anneaux locaux de X' sont factoriels. Par suite, si X! désigne l'ensemble des

points de X' de codimension 1, le g-module Div X' s'identifie au g-module des

applications X'(1)-* 2 & support localement fini. On en déduit que le g-module

Div U' est un facteur direct du g-module Div X' et la formule (5.1.2) montre
alors que la restriction DivMX-a DivMU est surjective. le faisceau Divg est

' Lar
donc flasque.
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Corollaire 5.2.- Soient X un schéma intégre localement noethér on, A'anneaux

otrictement locaux factoriels, K son corps des fractions rationnelles et M un

X~-qroupe de tYpe multiplicatif de type fini. Alors

1 . 4
(5.2.1) H (Xz, M) = DivMX/Divng avec DierX: M(K)/M(X),

P

(5.2.2) H'(X,_ M) = 0 pour tout iz2.

En effet, d'aprés la proposition 5.1 (ii), la suite exacte

M
O-> M- 1’M,1-t Divx—bo
de faisceaux abéliens sur xZar' od 1*qust le faisceau constant défini par M(K),
est une résolution du faisceau M par des faisceaux abéliens flasques (au sens de

la théorie des falsceaux!)

Corollaire 5.3.- On _conserve les mémes hypothéses et notations. Si U est un ou=-

vert de X, la restriction

)

H1(xZar’M)'4 H1(UZar

est surjective.

D'aprés le corollaire précédent, c'est un "quotient™ de la restriction

DivMX » DivMU dont on a vu (prop. 5.1) qu'elle est surjective.

Remarque 5.4.- Ces résultats généralisent ceux, bien connus, relatifs au cas
M= Gm'xt

3.4.1). Notons néanmoins que, pour M = Gm X° il suffit de supposer les anneaux
]

locaux de X factoriels. D'autre part, le cas oi M est de type multiplicatif fini
est particulidrement simple, puisqu'un tel groupe définit, si X est intdgre et

par exemple, (5.2.2) est di, dans ce cas & Grothendieck ([12] prop.

normal, un faisceau flasque sur xZar' d'ol, en ce cas, Hi(xzar,M) = O pour tout

131. Notons enfin que le corollaire 5.3 est généralement en défaut pour la to-

pologie étale, mais qu'il vaut précisément pour un X-tore flasque (th. 2.2 (i)u).

Corollaire 5.5.~ Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions,

A 1'anneau des adéles de K limitdes & A et A; A
9

K,A < —

entidres. Si M est un A-groupe de type multiplicatif de type fini,

le sous-annggu des adéles

1 +
(5.5.1) H (A_Z_g_,u) - M(AK'A)/M(K)M(AK’A).
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Rappelons que A = lim AZ
K, A = K
=
du spectre maximal de A et ou AK,A = | Z.l Kp X pé‘ [lop, od Kp désigne le complété
pe

de K pour la valuation discréte définie par p et Op le complété de 1l'anneau lo-
g

+
cal en p. De plus, AK,A = AK,A‘ Si A est 1'anneau des entiers d'un corps de nom-

A od 2 parcourt l'ensemble des parties finies

bres, on oublie 1l'indice A.
Soient B/A un rev&tement étale connexe galoisien de groupe g, qui trivia-

lise M, et L le corps des fractions de B qui est la cl8ture intégrale de A dans

L. La suite exacte de g-modules

0-A A spive=ooO
L,B L,B
est décomposée par un choix convenable d'uniformisantes locales, d'od la suite
exacte y +X - X y
0- Homg(M(B),AL'B) - Homg(M(B),AL'B) - Homg(M(B),Div B) -» O.

Or elle s'écrit encore, d'aprés (5.1.2),
M
0= M(A;) - M(A) = Div'A = O,

d'old la conclusion par (5.2.1).

Remarque 5.6.- On peut mettre ce résultat en rapport avec un théoréme de Harder
1 +
o3 1! M
([17] 2.3.1) affirmant 1'égalité H (5§2£’M) = M(AK’A’\N(AK’A)/ (K) pour tout
A-schéma en .groupes affine M, plat et de type fini, vérifiant 1'approximation

faible vis-3-vis des places de K définies par A. Effectivement, si les corps
résiduels des points fermés de A sont (C1), par exemple s'ils sont finis, et

si M est un A-tore, il vérifie l'approximation faible vis-3-vis des places de K
définies par A, comme on peut le voir en considérant, pou un ensemble fini de
places Z. » le diagramme

P(K) ——— M(K)

l |
T PK) — ;I'el;_m(xp) — ;rt]; HU(K ,S) = 0
défini par une résolution flasque 1 » S—> P -> M- 1 de M, la nullité de ﬁ‘(Kb,S)
résultant de celle de H‘(OP,S) = H‘(s&p),s) = O (d'aprés [SGA 3] XXIV 8.1 et le
fait que w(p) soit (C1)) et de la surjectivité de H1(Op,s)-4 H‘(Kp,s), le tore

S étant flasque (th. 2.2 (i)).
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Théoréme 5.7.< Soient X un schéma integre localement noetrérien d'anneaux

strictement locaux factoriels, par exemple un schéma localement noethérien

réqulier intégre, et M un X-groupe de type multiplicatif de type fini. Soit

p: %BL.* xZar le morphisme canonique.

(1) On a la suite exacte naturelle

(5.7.1) 0~ H'(X,, ,M) = H'(X,M) - HO(%,, JR'p M) = 0
et l'injection canonique
(5.7.2) HO(X,, ,R'p M) e H' (K, M)

(i1) Si T est un X-tore flasque, on a la suite exacte naturelle

(5.7.3) 0~ H (X, ,T) = H(X,T) - H' (K, T,) ~ O.

La suite spectrale de Leray ([SGA 4] V 5.3)
5.7.4 P a " (X, M
( ) H (Xzar,R p’M) = H'(X,M)
relative au morphisme p et au faisceau défini par M sur %EL a, d'aprés (5.2.2)
et le calcul des fibres du faisceau R2p’M ([SGA 4] V 5.1 et VII 5.9), son terme
2’0 nul, d'olu la suite exacte O - E;'o-* E1-* Eg'1

premidre suite (5.7.1).de 1'énoncé. Soit
1

E - 0 qui n'est autre que la

R
T,

le morphismé canonique de faisceaux sur X ar défini par la restriction & la fi=-

bre générique, R1p.M étant le faisceau associé au préfaisceau Up H1(U,M) ([SGA

1 _
pM - (H (K,MK)]X

4] V 5.1) et le terme de droite désignant le faisceau constant défini sur xZar

par le groupe H1(K,MK). Les hypothéses sur X permettent d'appliquer le théoréme

3.1 (1) & M et aux anneaux locaux de X, ce qui assure, vu le calcul des fibres
de R1p*M ([SGA 4] V 5.1 et VII 5.9), que r, est une injection. Il en est donc de
méme de HO(X,r1), ce qui prouve (5.7.2). On voit de m&me, par le théoréme 2.2

(i)K, que, si M est un X-tore flasque, r, est un isomorphisme, d'od l'assertion

(i1), compte tenu de (i).
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Remarque 5.8.- Notons d'abord que le théoréme 2.2 vaut encore si 1'on suppose X

localement noethérien: pour (i) cele résulte de (5.7.3) et 5.3 et pour (ii) des
calculs ci-aprés. Notons en effet que, d'aprés (i), le noyau de la restriction
2% H1(X.M) - H1(K,MK) s'identifie 2 H1(x2ar’M)' Montrons que celui de la restric.

tion py1 H2(X,M) - H2(K,MK) s'identifie & H1(XZar,R1p’M): d'aprés (5.2.2) et le

calcul des fibres de R2p'M et Rsp’M, les termes E%’O et Eg’o de la suite spectra-

le (».7.4) sont nuls, d'ou la suite exacte O —» Eé"» £2‘a 52’2 et la conclusion

par le théoréme 3.6 et le calcul des fibres de R2p’M qui montrent que le morphis-
me I3 Rzp!M-» [H2(K,MK)]X est une injection. Ainsi, pour un X-tore flasque M,

1
r, étant un isomorphisme, le faisceau R p!M est constant sur X;_ ., donc-acycli-

que et r2 est bien injective.

Corollaire 5.9.- Soit X un_schéma noethérien ayant les mémes propriétés qu'en

5.7. Les conditions suivantes sur X sont équivalentes:

(1) H'(X,, ,M) = O pour tout X-groupe de type multiplicatif de type fini
M; ———

(11) la restriction H1(X,M)'» H‘(K,MK) est injective pour tout X-groupe de

type multiplicatif de type fini M;
(1i1) Pic X' = O pour tout rev8tement étale X' - X, ce gui est le cas pour

X semi-local.
Variante: si k est un corps et X un k-schéma et si l'on se limite en (1) et
(1i) & des M provenant de Spec k et en (iii) & des rev&tements étales provenant

aussi de Spec k, i.e. du type Xk,-% X pour k'/k finie séparable, on obtient enco-

re des conditions équivalentes.
Cet énoncé compléte le théordme 3.1. L'équivalence de (i) et (ii) résulte

du théordme 5.7, Le théordme 3.1 (iii) montre 1'implication (iii)=>(ii). Enfin,
si X'/X est un revétement étale, RX'/XGm est un X=-tore (0.4) et on voit aisément
que H1(xZar’RX'/XGm) = Pic X', méme sans hypothdse particulidre sur X, d'od

()= (ii1).
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Corollaire 5.10.= Soit X un schémas ayant les m8mes propriétés qu'en 5.7. Soit

(5.10.1) 1S M > Mo

une suite exacte de X-groupes de type multiplicatif de type fini.

(1) Si S est un X-tore flasque, 1'application induite

Hl(xZar'M')_' H1(xZar'M)

est surjective.

(i1) Si M est un X-tore et si la suite initiale est unc résolution flas—

que de M, i.e, si M' est un X-tore quasi-trivial et S un X-tore flasque, on

a la suite exacte
) 1 1 1
(5-10-2) H (X,S) - H (xoM') - H (xZar’M) - 0.
Notons qu'on a encore la suite exacte (5.10.2) lorsqu'au lieu de supposer
M! quasi-trivial on suppose seulement H‘(K,M;) = 0,

Considérons le diagramme commutatif

0
1 t 1

H (%ZEE’M') — H(

1 ' 1 i 1 l 2
H (X,8) ——» H (X,M'") ———» H (X,M) — H (X,S)

It [ A

HU(K,S ) — H' (M) —— H'(KM) —> HA(K,S).

Les deux suites verticales médianes sont exactes d'apreés le théoréme 5.7 (1).

Les deux suites horizontales sont évidemment exactes. Si S est un X=-tore flas-
que, 91 est surjective et 72 est injective (th. 2.2 (i)K, (11)Ket remarque 5.8).

D'oh (i), en chgssant dans le diagramme. Si, en outre, H‘(K,Mk) = O, on obtient

(11).
Remarque 5.11.- Etant donné que tout X-tore M admet une résolution flasque (cf.

1.3), on obtient ainsi, dans le cas d'un tore, un mode de calcul de H1(XZar,M)

en fonction des groupes de Picard d'un nombre fini de rev&tements étales de X.
L'exemple. de R;/gGm pour X et Y connexes et Y/X étale cycligue, de groupe de Ga-

lois g =<¥?, est trds simple et se traite d'ailleurs directement gréce & la

suite exacte
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182

1
- R_,G
m, X Y/X m R\(/x

obtenue par dualité & partir de la suite exacte de g-modules

(5.11.1) 155G G -1
m

028 2(g)1% 2(g)5 2 0
ol & est l'augmentation, od N= Ng et od wle) = e-¢ . La suite (5.11.1) définit

une suite exacte de faisceaux abéliens sur xZar' ce qui donne, par (5.2.2),4

(5.11.2) H‘(xZEE,R}/XGm) = Pic Y/im(Pic X).

Corollaire 5.12.- Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions,

A¢ Lllanneau des adéles de K limitdes & A et A; le sous—anneau des adeles entie-
res. Etant donné p dans le spectre maximal Xnax 9 A, on note Kp (resp. v(p))

le complété de K (resp. le corps résiduel) en p. Soit T un A-tore, tel que

H1 (¢(p),T) = O pour tout p € Xpax? S qui est automatique si les corps m(p) sont

(C1 ), en particulier s'ils sont finis. On a alors la suite exacte naturelle
1
(5.12.1) 0o T(A/T(KIT(AY) = H'(&,T) » W}(K,T) » 0

1
ol U.ll(K,T) désigne le noyau de la restriction H1(K,T) - [p' H (Kp,T).

Notons 0p le complété de l'anneau local de A en p. Montrons d'abord que
1'image de H1(A,T) - H1(K,T) coIncide avec UJ}\(K,T). D'aprds Harder ([17] lemme
4.1.3), cette image est formée des éléments § dont 1'image dans H‘(KP,T) appar-
tient, pour chaque p, & 1'image de H1(Op,T). Or, T étant lisse et Op local hen=-
sélien, on a un isomorphisme ([SGA 3] XXIV 8.1) canonique H1(0p,‘r) 2 H! (e(p),T).
L'hypothese K («{p),T) = O donne alors le résultat annoncé. L'image de
H1(A,T) - H‘(K,T) coIncide aussi, d'aprds le théordme 5.7 (i), avec HO(A,R1p*T),
qui est donc égal a \ul(x,'r). On obtient ainsi (5.12.1) & partir de (5.7.1) en

tenant compte en outre du corollaire 5.5.
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Exemple $.13.- Soient A ='Z[%y%7] , L = (y33) » By = Z[JﬁZj et B ls cl8ture in-
tégrale de A dans L. Il est connu que L a pour nombre de classes 2 et que ]'uni-
té tondamentuale a pour norme 1., De plus, les seuls nombres premiers ramifiés sont
2 et 17. Ainsi, B/A est étalg quadratique et B;/Acm est un A-tore de dimension 1.
Comme (2) = (6+J52)2 et que (17) = (17+3{53)2, au sens des idéaux de B, on trou-

ve Pic B = Pic B = 2/2. On en déduit, par (5.11.2),

1

H (A G ) = 2/2.

Zar’ B/A

Comme 2 = N(6+Y34) et que =17 = N(17+3Y34), on voit aisément que A*/N(B*) s'iden-
. X X

tifie & Z /N(Bo) = 2/2 avec pour générateur la classe de -1. On a le diagramme

commutatif & lignes et colonnes exactes (cf. 4.1 et 5.7 (1))

0 0

| L

ker p <—» H‘(Aé_r_,n‘cm)
l ’E/’)r lt
0- A/N(B*) b, H'(A,R'G) —Pic B= 0
oo
eN) = Rl .
La restriction f est nulle puisque -1 est la norme de éigéz s OuU encore de
ézéEZ'. Ainsi, 0 se factorise en 'ut et 1'injection § est un isomorphisme:
A /NB) = H‘(A_ZEL,R1Gm) = 2/2.
Le morphisme 0 associant 2 une unité € la classe du torseur défini par 1'équation
globale NL/K(E) = €, on voit donc que la classe du torseur sur X = Spec A sous

1 1
R;/AGm défini par 1'équation x2-34y2 = -1 engendre H (AZar'RB/AGm)‘ ce torseur

est effectivement trivial sur chaque ouvert U3 -{3} et L5 -{5}, comme

N(ﬂ) = N(3+r-) Considé-

rons le torseur sur X sous R1B/AGm obtenu par recollement des torseurs d'équations

le montrent les égalités déja mentionnées -1

x2-34y2 = =6 sur Uj et x'2-34y'2 = 3 sur Ug au moyen de la condition x + yfa- =

(21%333(X-+Y-{§Z), On vérifie aisément que le carré de sa classe dans H‘(A,R‘Gm)

cotnéide avec la classe du torseur d'équation globale x2-34y2 = =1, Comme, de
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plus, H1(A,R1Gm) est d'ordre 4 puisque Pic B = Z/2, on obtient finalement
1 1
H (AR , G ) = 2/4
'BAm) /
avec pour générateur la classe du torsewr indiqué ci-dessus. Ainsi, la suite

5.12. ' ' /
(».12.1) s'éerit ici 0-2/2-2/4-2/2-0

. 1 :
et, effectivement, la classe de 5 engendre le groupe Lul(K,RB/AGm)z c'est bien

une norme partout localement aux places de A, mais non en 17.

Remarque 5.14.- Signalons enfin une propriété cohomologique indépendante des ré-

sultats antérieurs. Soient A un anneau localement noethérien intdgre, de corps

des fractions K, et M un A-groupe de type multiplicatif de type fini. Soit t une -

indéterminée:
(1)
(11)

i A est normal, H1(A,M)Gi H1(A[t],M) :

(7]

2o

K est de caractéristigue O et A réqulier, H2(a,M) B H2(A[t ],M).
Démonstration de (i): le cas diagonalisable résulte des égalités Ax = A[t]x et
Pic A = Pic A[t] (cf. la démonstration de 3.1) et le cas général s'en déduit, si
B/A est un rev@tement galoisien de groupe g diagonalisant M, par la suite exacte

(ef. (2.5.1))
0 - H'(g,M(B)) - H'(A,M) > H'(B,M)9 - H2(g,M(B))

sur A et l'analoéue sur A[t]. Démonstration de (ii): on connatt le résultat pour
M ='§m.A (1a démonstration de la proposition 7.7 de (2] se recopie pour le groupe
de Brauer cohomologique), donc pour un A-tore quasi-trivial, d'ou le résultat gé-
néral en utilisant une suite exacte comme (3.6.1), les suites exactes de cohomo-

logie qu'on en déduit sur A et A[t] et (i).
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Appendice

Il s'agit de prouver que le triangle figurant dans le diagramme (2.2.11)

est commutatif:

Assertion.- Soient i: Y - X un morphisme de schémas et M un X-groupe de type

multiplicatif de type fini, Le triangle

n 4 Sh n s

(A.1) i:\\\\, /,///;:

n‘
EXtX(M'i:Gm,Y)

est commutatif,

Notons F le faisceau étale défini sur X par ﬁ, puis G celui défini sur X

par G et H celui défini sur Y par G . Soient A\: G-» i H et ps 1%G - H les
m, m, 3

X Y

morphismes canoniques, mutuellement adjoints. Comme Mest 2 engendrement fini,
le morphisme canonique 1’ﬁ-» ﬁY est un isomorphisme de faisceaux étales sur Y
(0.3). Etant donné la définition du triangle (A.1), sa commutativité revient &
celle du triangle

]
ExtR(F,G) ——~ Ext}(1*F,1%) . Exty(1*F,H)

(A.2) \7T‘\\* /,/’/?)'

n
Exty(F,1_H)
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ol la seule fldche non évidente est 1l'edge P Eg'o-o E" de la suite spectrale

(A.3) Extg(F,qu‘H) =» Exty(1*F,H).
Précisons que, dans un bicomplexe, nous prenons des différentielles partielles

d' et d" qui commutent et d = d'+(-1)pd" sur un élément de type (p,q).

Lemme A.4.- Soient C, C', C" trois catégories abéliennes, : C - C' et ¥: C' —» Cv

deux foncteurs. On suppose que C et C' ont assez d'injectifs, que ® possdde un

adjoint & gauche exact et que Yest exact a gauche. Soit P Eg'o - E" 1'edge de

la suite spectrale de composition

ED'Y = (RPY)[RI¥(A)] = E" = [R™(YD)](A).

Si1 A-»1I° et ®(A) » J* sont des résolutions injectives respectives de A et §(A)

et si & J° » 3(I°) rend commutatif le diagramme

$(r) — J°
I {®
() — (1) ,

1'edge gt (RM[E(A)] - [RMYE)](A)

n'est autre que le morphisme induit par 0 sur_1'homologie de degré n.

Comme i admet un adjoint hvgauche, il est exact & gauche et, comme cet ad=-

Joint est exact, § transforme injectif en injectif. Soit

o] -ai(I‘) S L

1 te

0 %) - J°
t t

(0] (0]
une résolution injective, & la Cartan-Eilenberg, de O —» $(a) > &(1°). Le bicom-

plexe W(L®®) définit deux suites spectrales, aboutissant & sa cohomologie tota-

le, 1'une de terme initial E>’Y = (RPI[RIE(A)], 1'autre de terme initial

Eg’q =0 si q>0 et Eg’o = (Rp(Tf))(A). L'edge Eg’o-t g est, dans le premier

cas, le morphism‘e

e: (R™Y)([B(A)] » H (WL "))
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induit par le morphisme ¥(J*) »¥(L**) et, dans le second cas, 1'isomorphisme
Mz (RTOER) () » (YL "))

induit par le morphisme¥$(I°) »¥(L°®). Par composition avec '?", la premidre

suite spectrale donne donc la suite spectrale de 1'énoncé. L'edge 9 est donc
1'application composée 1]'10& .
Comme O - $(A) = J° est acyclique et que $(1°) est formé d'injectifs, il

existe ([5], chap. V, prop. 1.1.a) une application 8 rendant commutatif le tri-

angle §
(1°)
2(a) < Te
\ 5

Alors, 3 et «0 sont deux applications rendant commutatif le triangle
L
$(A) /{Snua
\ J°.
Elles sont donc homotopes ([5] loc. cit.) et induisent donc la m&me application

H'(8(3°)] » (L))
ce qui donne & = '7'o H'[(2(8)] , i.e. H'[¥(0)] =9 .

Démonstration de l'assertion.-~ On applique le lemme en prenant C ={Faisceaux/yk,
C!' = {Faiseeaux/xk, C* = {Ab}, 3 - 1.,Y= Homy(F, ) et A = H. Soient 0= G - E°,
O-+>H->1I°"et O~ 1’H - J° des résolutions injectives respectives de G, H et i!H.

Il existe alors des morphismes de complexes Y et 0 rendant commutatif le dia-

gramme -
0= G - E
)sl_ Y
O-1iH =-» J°
=
[ |9

0= 41 H =4I
Soit L= adj(er) la fldche adjointe. On obtient, par adjonction, le diagramme

commutatif
0- 1% - 1*

2! L

. 0O- H = I,
La définition de (A.2) et le lemme montrent que le diagramme (A.2) est simple-

ment 1'homologie de degré n du diagramme de complexes
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K
Hom, (F,E") i HomY(i’F,i’E') ___Z:__,.Homy(i’F,I')

™  a

Homx(F,J‘) —_— Homx(F,i’I') .

Or, ce diagramme est comnutafif, car, si w e Hom (F,E*),

1.

4,

S.

6.

7.

9.

10.

(adje B oY) w) = adj(e‘()o i*w) = 1o 1¥(w).
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Introduction

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur un corps de nom-
bres k. On note £ 1l'ensemble des places de k et kv le complété de k en la

place v. Si 1'on plonge G(k) diagonalement dans le produit [e‘a G(kv)’ son
v

adhérence est un sous-groupe invariant et on appelle défaut d'approximation

faible pour G le quotient A(G). On appelle défaut du principe de Hasse pour

G le noyau W (G) de la restriction Hl(k,G)-—) ;I'e"g Hl(kv,G). Les deux résul-
tats fondamentaux & leur sujet concernent le cas semi-simple simplement con-
nexe: en ce cas, l'approximation faible vaut pour G, i.e. A(G) = O (cf. Kne-
ser [18,21] s Harder [15]) et, en 1l'absenoe de facteur de type E8’ le principe
de Hasse vaut également pour G, i.e. W(G) = 0 (cf. Kneser [22,23], Harder
[12] ). Mais il est bien conmu, par des exemples de Serre (cf. [18_,33]), que,
m@me pour G semi-simple, A(G) et W (G) ne sont pas toujours nuls.

L'objet de cet article est 1'étude de ces deux invariants arithmétiques

A(G) et W(@) et de leur rapport avec le groupe de Brauer Br G de la k-varié-

té G.

On commence par étudier directement A(G) et W(G) & partir du cas semi-
simple simplement connexe, ce gui exclut pour ce dernier le cas ol G a un fac-
teur de type E8' On obtient ainsi divers modes de calcul et propriétés de ces
invariantss en particulier, ce sont des groupes abéliens finis. La considéra-
tion, inspirée de Manin [25], d'a‘ccouplemehts définis par des groupes de Bra-

uer convenables permet ensuite d'évaluer A(G) et W(G) en fonction de Br G.



On met ainsi c¢n évidence leur caractéire d'invariant k-birationnel, On obtient
enfin, par 1l'intermédiaire de Br G, un lien naturel, sous la forme d'une ex-
tension canonicue de W (G) par 4(G), entre ces deux invariants: la suite exac-
te obtenue généralise celle de Voskresenskil pour les tores [39,40] et 1'ana-
logie avec la suite duale de Cassels [6] pour les variétés absliennes est com-
plete (of. [25]).

De fagon précise, soient BrlG le sous-groupe de Br G, formé des éléments
annulés par passage & la cldture algébrique de k, puis BraG = BrlG/Br k et
B (G) (resp. B, (G)) le sous-groupe de Br_G formé des éléments localement nuls
pour toute (resp. presque toute) place v de k., La suite exacte canonique qu'on
obtient s'écrit
(8) 0—A(G) — BW(G)N - w(e) —»o
ol &~ désigne la dualité des groupes abéliens finis. En considérant en outre
une k-compaotification lisse V de G, on peut la transformer en la suite exacte
(v) 0 — A(C) =B (k,Pic V)™ —w(G) =0
qui, dans le cas des tores, est la suite de Voskresenskil déja citée: F dési-
gne la variété déduite de V par passage & la ol8ture algébrique de k.

La premidre partie de l'article (§§ 1-5) est consacrée & 1'étude directe
et autonome de A(G) et W(G), fondée sur la connaissance préalable du cas se-
mi-simple simplement connexe. On commence par calculer A(G) et W(G) dans le
cas ol G posséde un k-rev8@tement spécial, i.e. une k-isogénie centrale G'—»G
ol G' soit le produit d'un groﬁpe semi-simple simplement connexe et d'un tore
quasi-trivial: si B est le groupe du rev@tement, ‘

a(e) = coker[n'(x,B) —a-';\;;_ Hl(kv,B)]
ot X désigne une partie finie convenable de {L et, si G n'a pas de facteur de
type Eg:

W(e) = ker[H?(k,B) — TT #(k,B)].
veQL

Les expressions de droite sont étudiées aux §§ 1-2 qui contiennent également
des lemmes préliminaires sur les groupes algébriques et leur cohomologie. On

obtienx ainsi, pour G linéaire connexe quelconque, diverses propriéiés, en



partie classicues, de A(G) et W(G), toujours en l'absence de facteur de type
E8 pour W(G):

a.- A(G) et W(G) sont des groupes abéliens finis;

b.- si G est déployé par une extension galoisienne de degré n et exposant

e, les groupes A(G) et W(G) sont annulés par n/e ;

c.— si G est déployé par une extension métacyclique, A(G) = W(G) = 0 ;

g.- les groupes adjoints et les groupes absolument presque simples véri-
fient le principe de Hasse et l'approximation faible;

.— il existe des groupes G quasi-déployés et presque simples tels gque

no

A(G) et w(c) soient non nuls;

f.- étant donné G semi-simple connexe sans facteur de type E8’ il existe
un entier m(G)>1 tel que, pour toute extension finie K/k de degré premier &
m(G), l'application Hl(k,G)-a-Hl(K,G) soit injective;

ge— si G est linéaire connexe sans facteur de type E8’ tout espace prin-
cipal homogéne sous G qui a un point dans des extensions finies ki/k de de-
grés premiers dans leur ensemble a déja un point dans k.

On obtient enfin, au §5, lorsque G possiéde un k-rev8tement spécial de
groupe B, une premidre forme de la suite exacte (B):

0+ 4(6)—+ w(k,8)" — w(@)— 0
ol ~ désigne le dual d'un k-groupe algébrique de type multiplicatif et od
UJiKk’ ) désigne le sous-groupe de Hl(k, ) formé des éléments localement nuls
pour presque toute place v de k.

La seconde partie (§§ 6-7), indépendante de la précédente, est consacrée

a4 1'étude des groupes de Picard et de Brauer des groupes linéaires et de leurs
espaces principaux homogénes. En particulier, si X est un tel espace de grou-
pe structural G, on obtient, au §6, l'identification
BI‘G=BI'X,
a a
essentielle pour la derniére partie. L'étude directe et 1'analyse, au §7, du
comportement par isogénie donnent, pour un tore T,

Pic T = H!(k,B) et Br T = 12 (k,%)



et, pour un groupe G admetiant uun k-revé@tement spécial de groupe B, par exem-
ple pour G semi-simple de groupe fondamentzal B,

Pic G = B(k) et BrG = H(xB),
résultats bien connus pour le groupe de Picard (cf. #0]) et valables pour k
de caractéristigue O quelconcue.

La troisiéme partie (38 8-9) est consacrée aux rapports entre A(G), W(G)

et Br G. On définit, pour G cquelconque, grice aux résultats du $6, des accou-
plements naturels entre A(G) et B,(G)/B(G), puis entre W(G) et B(G). L'é-
tude de leur comportement par produit et par isogénie permet de se ramener au
cas ou G est semi-simple simplement connexe et d'obtenir finalement ainsi les
identifications

a(e) = (B, (e)/B ()"
et, en 1l'absence de facteur de type E8’

w(e) = B(G)".
Ceci donne l'extension (B ), puis la considération d'une k-compactification
lisse V de G lui donne la forme (V). Au §9, on obtient plus précisément, S

désignant le k-tore dual du module galoisien Pic V, les identifications
a(6) = coker[H'(k,5) = TT H'(k_,S)
vea v
2 : 2
w(a) = ker[H (x,5) = TT" B (x_,S)]
Ve v
ce qui prolonge les résultats de [7] dans le cas des tores et montre que A(G)

et W(G) sont des invariants k-birationnels de la k-variété G. On signale fi-

nalement, en supposant vérifiée la conjecture de Weil pour le nombre de Tama-
gawa du rev@tement simplement connexe du groupe dérivé de G, une formule, mise
en évidence par Voskresenskil [39,40] dans le cas des tores, sur le nombre de

Tamagawa ¢(G) du groupe réductif connexe G:
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Notations et conventions

Sauf mention du contraire, k désigne un corps de caractéristique 0, et
m8me généralement un corps de nombres, On note k une cl8ture algébrique de k,
Si k est un corps de nombres, n désigne l'ensemble des places de k et e l'en-
semble des places & 1'infini; si v est une place de k, on note kv le complété
de k en v. On note g(K/k) le groupe de Galois d'une extension galoisienne K/k.
Etant donné un g(ﬁ/k)-module continu ¥, de type fini sur 2, on note g le
sous-groupe ouvert de §(E/k) formé des éléments agissant trivialement sur M
et k. la sous-extension galoisienne finie de E/k correspondante, Une extension

M
galoisienne finie K/k est dite métacyclique, lorsque son groupe de Galois g

l'est, i.e. lorsgue ses sous—groupes de Sylow sont cycliques: il revient au
mémie de dire que l'ordre de g est égal a son exposant, i.e. au p.p.c.m, des
ordres de ses ¢éléments.

On appelle k-variété un k-schéma algébrique géométriquement intégre X.
Etant donné une extension gquelconque K/k, on note XK = X:tkK $ on pose en par-

ticulier X = X.xki et Xv = X.xkkv,dans le cas d'un corps de nombres k et d'une



place v de k. On note Pic X le zroupe de Picard de X et Br £ le groupe de
Braaer de X, formé des classes d'équivalence d'algibres d'Azumaya sur X (9_1_:.
[11],[26]). Ce dernier est naturellement filtré par les fléches naturelles

Br k — Br X -»Br X: on note BrOX 1l'image de la premiire, Br.X le noyau de la

1
deuxizme, Bra}{ = BrIK/BrOX et, si k est un corps de nombres, B (Xx) (resp..
BQ(X)) le sous-groupe de Br_X formé des $léments localement nuls pour toute
(resp. presque toute) place v de k. Les notions analogues relatives au groupe
de Brauer cohomologique HZt(X’Gm) sont notées respectivement Br'X, BriX,...:
en fait, comme nous le verrons, Br et Br' coincident pour tout ce gqui nous
intéresse ici!

Soit G un k-groupe algébrique linéaire, On note G 1le k-groupe Egggr(G,Gm)
des caractéres de G: on l'identifie généralement au module galoisien (= g(E/k)-
module) G(k). La correspondance G+ G détermine une dualité (en fait, une an-
ti-équivalence de catégories) entre les k-groupes algébriques de type multi-
plicatif (resp. k-tores, resp. k-groupes finis) et les gKE/k)-modules continus
discrets (resp. sans torsion, resp. finis), of.[33]. Etant donné une extension
finie K/k, on note RK/kG le k—groupe algébrique linéaire déduit de G par res-
triction des scalaires, & la Weil, de K & k, Si G est commutatif, Ré/kG dési-
gne le noyau de la norme NK/k‘ RK/kG-—-G. S'il n'y a pas de doute sur K/k, on

pose simplement RG = RK/kG et RlG = Ré/kG. On appelle tore guasi-trivial (=

induit) tout k-tore T isomorphe & un produit de tores de la forme RK/kas ce-

la revient & dire que T est un g(E/k)-module de permutation, i.e. admettant

une 2-base permutée par_§ﬂﬁ/k). On appelle rev@tement quasi-trivial d'un k-to-

re T toute k-isogénie T'—» T avec T' quasi-trivial. On appelle revétement
spécial, ou isogénie spéciale, toute k-isogénie centrale G'-—+ G de groupes
réductifs, ol G' soit le produit d'un groupe semi-simple simplement connexe
et d'un tore quasi-trivial. UQ k-tore T est dit compact, ou anisotrope, s'il
ne contient pas de k—sous—groﬁpe isomorphe 3 Gm,k’ ou, ce qui revient au méme,
s'il n'a pas de k-caractére non trivial, i.e. si T(k) = 0. Précisons que Gm dé-
signe évidemment le groupe multiplicatif Spec l[t,t-1] et que, de méme, G, dési-

gne le groupe additif Spec 2[t].



Sauf mention du contraire, les ensembles ou groupes de cohomologie con-
sidérés sont relatifs 3 la 'topqlo,gzie étale (cf.[10]) et on les note Hé‘t(x, )
ou simplement Hi(x, ). Lorsque X = Spec k, oa retrouve (cf. [35) 1la cohomolo-
gie galoisienne Hi(k, )y & coefficients commutatifs ou non (Serre [33]), i.e.
la cohomologie du groupe profini _g_(l'c-/k), encore notée Hi(l-c-/k, ) ou Hi(g, ).
Btant donné un k-groupe algébrique linéaire G et une partie 2 de Q s on note
Az(k,G) le quotient, & gauche a priori, de ;‘;‘; G(kv) par l'adhérence de

1'image de G(k) par le plongement diagonalj;
A(k,G) le quotient, & gauche a priori, de _\;'5 G(kv) par 1'adhérence
de 1'image de G(k) par le plongementvdiagonal, i.e. An(k,G);

Ll.l;(k,G) le noyau de la restriction Hi(k,G) — v‘ ‘Z Hi(kV,G);

£

uji(k,G) le noyau de la restriction Hi(k,(}) — ;ERHi(kv,G) y iee.
w5(k,0) 5

u.li(k,G_) la réunion, lorsque Z parcourt l'ensemble des parties finies de
€, des ensembles \Hiz(k,G) 3

‘-\;(k,c) le conoyau, pour G commutatif, de la restriction

(k) =TT 5(k_,0) 3
vel v

‘-li(k,G) la limite projective, lorsque Z parcourt l'ensemble des parties
finies de £, des groupes '-l]i(k:,G).

Dans les trois définitions médianes, on se limite 2 i = 1 si G n'est pas com-
mutatif. Si, au lieu de considérer la cohomologie Hi(k, ), on considére une
extension galoisienne quelconque K/k et la cohomologie galoisienne correspon-
dante Hi(K/k, ), on note Luiz(K/k, ) le noyau de l'application de localisation
correspondante,... S'il n'y a pas de doute sur k, on note simplement AZ(G)’
a(a), L\liz((}),... les ensembles notés Az(k,G), A(k,G), l.uiz(k,G),... On pose
mé8me souvent Wl (G) = u.\l(e). Ajoutons encore que, si M est un module galoisien
quelconque, on utilisera les notations w;‘.(k,l‘l), wi(k,l'l),... avec des significa=-

tions évidentes,



§1.- Lemmes préliminaires.

Il s'agit de résultats généralement bien connus (Serre, Ono, Tate, Kne-
ser, Harder), les premierssur la cohomologie galoisienne des modules finis
(lemmes 1.1 & 1.6), les suivants sur les groupes réductifs et leur cohomolo-
gie (lemmes 1.7 & 1.13). Le lemme 1.4, conséguence de théorémes de dualité de
Tate-Poitou, est & l'origine de la suite exacte (B ) qu'on se propose d'obte-
nir au §8. Le lemme 1.10 permet les réductions au cas ol le groupe linéaire
G étudié posséde un k-rev8tement spécial‘ et le lemme 1.11 est utile pour ré-

duire, au §4, 1'étude de W(G) au cas d'un tore.

- Ty Sur la cohomologie galoisienne des modules finis.~ Dans tout cet ali-

néa, k désigne un corps de nombres, B un k-groupe algébrique commutatif fini,
souvent identifié au module galoisien B(k), et X une partie finie de fl.

Lorsque z parcourt l'ensemble des parties finies de L, les groupes m;"(k,B)
forment un systéme inductif d'injections de groupes de limite m“l,(k,B), tan~-
dis que les groupes "lé(k,B) forment un systéme projectif d'épimorphismes de

groupes finis, de limite Hi'(k,B).

Lemme 1.1.- Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe g.

(i) Si g agit trivialement sur B(K), alors LI.I;(K/k,B) = 0.
(ii) Si l'extension K/k trivialise B, on a la réduction

1 1
mz(k,a) = u.lz(K/k,B).

(1ii) Si X' est une partie finie de Sl formée de places dont les groupes
de décomposition dans K/k sont cycliques, alors

w! - w
5 o3 (K/KsB) us,_(x/k.B).
Si B(K) est g-trivial, m;(x/k,s) est le noyau de 1'application

ﬁomgr[g-B(K)] - —VI;E Hom . [g"+B(K,) ]

oh gv désigne le groupe de décomposition de l'une des places w de K prolongeant v.



Cette application est injective, car, d'aprés le théortme de febotarev, tout é1é-
ment de g est conjugué d'un élément d'un sous-groupe gv, méme aprés suppression
d'un nombre fini de places v.

Ce résultat (i) s'étend évidemment par inflation au cas d'une extension ga-
loisienne quelconque. Si K/k trivialise B, i.e. si B(K) = B(E), et si 1'on note
S ' 1'ensemble des prolongements & K des places de Z., on a donc I.u;.(K,B) = 0,

Ainsi, dans le diagramme ci-dessous, obtenu & partir des suites exactes d'infla-

tion-restriction, aprés choix d'un preolongement particulier 'e pour chaque place v,

o — H'(K/k,B) ——— H'(k,B) —— H'(K,B)

| } It

1 1 1
o-+>TIH(K /k ,B) — TTH (k ,B) — TT H (K ,B)
| vz "o ¥ wz 7 wr "
l'application<f est injective, ce qui prouve (ii).
Le théortme de Cebotarev assure 1'existence, pour toute place v dont le grou-

pe de décomposition est cyclique, d'une infinité d'autres places v' qui ont "le

méme® groupe de décomposition: on en déduit 1'assertion (iii).

Lemme 1,2.- Le groupe u%i(k,B) est un groupe fini, égal au noyau de la restric-

tion
1 T 1
H (g’B) g H (<gy,B),
g€ g
_g_ﬁ_g désigne le groupe de Galois de l'extension finie kB/k trivialisant B et <g»

le sous-groupe de g engendré par g. On peut également écrire

1 1
u.lw(k,B) = Lllzo(kB/k,B),

ol Zo est la partie finie, formée des places, ramifides, dont le groupe de décom-
position dans kB/k n'est pas cyclique.

Le groupeln;(k,B) se réduit, d'aprés le lemme 1.1 (ii) et la définition de

1
ZNZ,
finitude de Uﬂl(k,B) et donne 1l'écriture réduite de l'énoncé. La premidre expres—

. wl o .
kps al!z(kB/k,B), puls.d aprés 1.1 (iii), 2 W (kB/k,B). Ceci prouve la

sion en résulte, puisque, d'aprés eebotarev, tout sous-groupe cyclique de g est

conjugué d'un groupe de décomposition gv.
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Remarpue 1.2,1.- Ce lemme montre que le groupe UJi(k,B) est de nature 2lgébri-
que, en ce sens qu'il ne dépend que du module galoisien B, alors cue le grou-

pe ull(k,B) est de nature arithméticue, en ce sens qu'il dépend aussi de la

distribution des sous-zroupes de décomposition g .

Lemme 1,3.— Soient n l'ordre et e l'exposant du groupe de Galois de kB/k. La

multiplication par n/e vaut O dans Ll.l“l’(k,B). Bn particulier, si kB/k est mé-

tacyclique, 1
W (x,B) = 0.

Il en est de m8me si l'ordre de B est premier & n/e.

Soit g un élément de g = g(kB/k) et soit n, son ordre. L'application
Cor o Res relative & & et au sous-groupe <gy est la multiplication par n/ng
dans Hl(g_,B). Vu le lemme 1.2, sa restriction a u.li(k,B) vaut 0, ce qui prou-

ve la premiére assertion. Les deux autres en résultent aussitdt.

\

Lemme l.4.- Le groupe fini H;(k,ﬁ) est canoniquement isomorphe au dual du grou-

pe fini m;__(k,B)/ml(k,B). Les groupes finis Y.(k,B) et wl(k,B)/u'(k,B) sont en
dualité: on a une suite exacte naturelle de groupes finis

0 45(k,B) » w (k)" w'(k," > o0.

Considérons la suite

W es) & IT w8 x TT wl(x 8 vl (s, ),
v v . veL v

od 1L désigne le produit restreint, f la restriction naturelle rB et ¢ 1'ap-
plication déduite de ?ﬁ via les dualités locales données par composition du
cup-preduit v et de l'invariant lecal inv,: H1(kv,B) = H’(kv,ﬁ)ﬂ. D'aprds Tate-
Poitou (_c_g. Tate [37] thm. 3.1), la suite ci-dessus est exacte. Il en résulte
que 1'image parf de Lu;(k,B), égale 2 l-l-l;'_(k,B)/ml(k,B), s'identifie au no-

yau de la restriction n'z de ¢ au produit partiel relatif a2 X

T H'(k,B) > H'(k,5)%.
VEZ.
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La définition de ¢ montre que c'z est l'application duale de la restriction na-

veZ
application dont le cenoyau est précisément H:‘:(k,ﬁ), ce qui prouve la premidre

assertion du lemme.
I1 est utile de préciser comment se réalise explicitement 1'accouplement
1,, 2 1
entre "lz(k,B) et lllz(k,B)/l.ll1 (x,B), en vertu de la démonstration ci-dessus.

Soit © 1'application cemposde

1 1 v Zinv,
TT H (x ,B) x TT H(k ,B) = AL Brx — % q/z.
veZ Y ver Y er v o
Soient x un élément de tﬂ;.(k,B)/ul‘(k,B) et y un élément de ‘-lé(k,ﬁ). Soient &

1'image dans Te;H1(kv’B) d'un reldvement de x dans H1(15,B) et m un reldvement
v
T 1 (,B)e 10 B
de y dans L H (k,,B): 1'élément (E,'v') ne dépend que de x et y et c'est 1'é-
veé

lément de Q/2 cherché.

On veit ainsi que cet accouplement est cempatible, lersque z varie, avec

le systime inductif des groupes w;(k,B)/ u-l‘(k,B) et le systdme projectif des
groupes ‘-I;__(k,ﬁ). On en déduit la dualité entre 'fl(k,ﬁ) et \.ll:,(k,B)/u.I‘(k,B).

1 .. . .
Lemme 1.,5.- Le groupe "lu(k,B) est un groupe fini, On a la reduct;on

1 1
Y _(k,B) = Lizo(k,la)

ou Zo est la partie finie de () formée des plaoces dont le groupe de décompo-

sition dans kg/k n'est pas cyclique.

C'est un corollaire immédiat des lemmes 1.2 et l.4. On a, plus générale-

ment, la réduction

1 _yl
qz(k,B) = “iznzo(k,B).

Lemme 1,6,~- _S_i;z est formée de places dont le groupe de décomposition dans

kﬁ/k est cyclique, par exemple si kﬁ/k est non ramifiée aux places finies de

z
’ le(k,B) - 0.
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fin pnarticulier, on a toujours

'-li(k,B) = C,

Le lemme 1.4 montre nue Llzl__(k,B) = 0 si, pour toute place v € Z, il existe
une autre place v' en dehors de 2., dont le groupe de décomposition dans kﬁ/k
soit conjugué de celui de v. On en déduit aussitdt, via éebotarev, les asser—

tions du lemme.

b.— Sur les groupes réductifs.- Dans cet alinéa, k désigne encore un corps

de nombres, sauf si 1'on précise que k peut @tre quelconque. On commence par
des lemmes sur les tores. Un k-tore ne posséde pas en général de rev@tement
quasi-trivial: c'est déja le cas pour Ré/ka avec K/k quadratique. On a néan-

moins le résultat suivant:

Lemme 1,7 (Ono [27]).— Soient k un corps guelcongue, T un k-tore et K/k une

extension galoisienne qui le déploie, Il existe un entier m» 0 et un k-tore

quasi-trivial T', déployé par K/k, tels que mekT' soit k-isogéne & un k-tore

quasi-trivial,

C'est le théoreme 1.5.1 de [27], traduction dans le langage des tores du
théoréme d'Artin sur les caractéres induits & partir de sous-groupes cycli-

ques,

Remarque 1.7.1l.— Ce lemme permet de déduire de résultats sur la cohomologie
galoisienne des modules finis des résultats sur celle des tores, Mais la dé-
marche inverse est plus fréquente et plus simple: tout module galoisien fini

B se plonge dans un k~tore quasi-trivial déployé par kﬁ/k.

Lemme 1,8.- Soit T un k-tore déployé par 1l'extension galoisienne finie K/k. Si

les groupes de décomposition dans K/k des places de Z sont cycliques,
™

(1.8.1) H;;(kvr) = 0.

En particulier, on a toujours
(1.8.2) “tl(k,T) = 0.
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Ce résultat, gu'on peut proaver direciement (gﬁ. [12 , thme 4.1.2)

, II]
grice i la dualité de Tate-Nakayama [28,38], se d2duit aussi du lemme 1.6:
quitte 2 modifier T comme indiqué au lemme 1.7, ce qui n'est pas g@nant pour
l'assertion & démontrer, on peut sunnoser l'existence d'une k-isogénie T — T
de noyau B, dans laguelle T* soit quasi—trivial, ce qui, d'aprés le théoréme
90, donne des surjections Hl(kv,B)-a-Hl(kv,T) pour toute place v, donc une

surjection ‘{;ﬂk,B)-r‘ié(k,T) ; il reste simplement & noter que ks est con-

tenu dans K.

Lemme 1.9.- Si T est un k-tore quasi-trivial et K/k une extension quelconque,

B(,m) =0 , w(k,T) =0

(1.9.1)
HED =0 ,  wii(,b)

0.

Si S est un k-tore et K/k une extension galoisienne telle que SK soit quasi-

trivial, 1 1 2
B (k,8) = B (K/k,8)  ,  w3(k,s) = wi(k/k,s)
(1.9.2) 1, = 1 . 2, 2 .
H"(x,S) = H (K/k,S) y  Wo(k,8) = Wi(K/k,S).

Si, enfin, S est un k-tore, compact en au moins une place v, de k,

(1.9.3) w?(x,s) = o.

Les résultats concernant T sont immédiats, d'aprés Hi(k,RL/ka) = Hi(L,Gm),
le théoréme 90 et l'injection du groupe de Brauer d'un corps global dans la
somme directe des groupes de Brauer locaux. Le dual T est un module galoisien
de permutation: si g = §££/k), il est isomorphe 2 une somme directe de g-mo-
dules 2[§/§] pour h sous-groupe ouvert de g, Les résultats concernant T pro-
viennent alors des réductions Hi(g,z[g/y]) = Hi(g,z), de la nullité de Hl(h,z)
enfin de 1'égalité HZ(Q,Z) = Homgr(g,Q/z) et du théoréme de Gebotarev. Par
inflation-restriction, on déduit aussitdt des résultats sur T les réductions
(1.9.2). Le dernier résultat (1.9.3) est d & Kneser-Harder (cf. [12I£] p.408,
[23] thm,7). Il suffit de vérifier que, pour K/k galoisienne finie de groupe
g déployant S, on a lu2(K/k,S) = 0. Or, si A désigne 1'anneau des adéles de
K, le groupe UJZ(K/k,S) est le conoyau de l'application

B (K /k,8(8,)) — B (R/k,5(8.)/5(K))3
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il est donc isomorphe, par la "dualité" de Tate-Nakayamsa (_g_f_'. [28]), a1l co-

noyau de l'application §:
-1, v 20 -1 a
Ll 577 (g",8%) — 17 (g,8%)
vel =

ol H-l désigne le groupe d'homologie fl modifié "3 la Tate" et C1e g-module

0

Homz(S,Z) des sous—groupes a un paramétre de S. Si S est compact en v,y on a

Vo -
(g °,5°)

_ 20 0, Vo a0
= 0 ; la norme N [ est donc nulle dans S et H (g "9yS") = 0. On
g -

en déduit la surjectivité de 1l'application Ho(gvo,go) —:—Ho(g,‘éo), donc celle

de Q.

Remarque 1.9.l.- On peut trés bien avoir le k-tore S compact et cependant

2 . - . . ..
W(k,S) # 0. Par exemple, si S = RK/ka/Gm,k avec K/k galoisienne finie de
groupe g, le groupe l.Uz(k,S) est cyclique d'ordre n/ppcm(nv), ol n est l'ordre
de g et n, celui de gv; or, ce nombre peut trés bien 8tre différent de 1 :

c'est le cas pour K/k = Q(V13,V17).

Lemme 1.10.- Soient k un corps quelcongue, G un k-groupe algébrique réductif

connexe et K/k une extension galoisienne qui déploie G. Il existe un entier

m>0 et un k-tore guasi-trivial T, déployé par K/k, tels que G'x T possdde

un k-rev@tement spécial.

Cette assertion généralise le lemme 1,7 et en résulte d'ailleurs aussit8t.
Le groupe G est le quotient par un sous-groupe fini central du produit de son
sous-groupe dérivé G' par son radical S (cf. [5]). Celui-ci est un k-tore dé-
ployé par K/k: il existe donc, d'aprés 1.7, un entier m>»0 et deux k-tores T
et T', quasi-triviaux et déployés par K/k, tels que Smxk'l‘ soit k-isogéne a T°',
Si G"—»G' est le revé@tement simplement connexe de G', on obtient ainsi un k-

revétement spécial G"mxk‘I" - Gmka.

Lemme 1,11 (Harder [12]).- Soit G un k-groupe algébrigue réductif connexe.

. v
Soient 2. une partie finie de {1 et, pour chague v € Z, un tore maximal T

de G défini sur k . Il existe alors un tore maximal T de G, défini sur k et

tel gue, pour chague place v de Z, le tore T, Soit conjugué de 7V par G(kv)'
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C'est le lemme 5.5.3 de [IZII]. Ainsi, pour un tel T et pour toute place
v e, les images des applications Hl(k,T) —'Hl(kv,G) et Hl(kv,Tv) —#Hl(kv,G)

coincident,

Lemme 1,12 (Kneser-Harder [12]).~ Si G est un k-groupe algébrigue linéaire

connexe, l'application

H (k,6) — 1T B'(k ,0)
V€

est surjective,

C'est le théoréme 5.5.1 de [12II]. La démonstration s'appuie sur le cas

particulier (1.8.2) grBce au lemme d'approximation précédent.

Lemme 1.13.- Soient k un corps quelcongue, G un k-groupe algébrigue linéaire

connexe et U un k-sous—groupe invariant k-résoluble., L'application canonigue

g (x,6) — H (k,G/U)

est une bijeotion, Ceci s'appligue en particulier si k est parfait et U le

radioal unipotent de G.

Clair, d'aprés la nullité des Hi(k,Ga) pour le groupe additif Ga et i»0s
il suffit de traiter le cas U = Ga $ 8i & € Hl(k,G) et si a est un représen-
tant de « dans Zl(k,G), la suite exacte d'ensembles pointés
0 = B'(k,0) ~ E'(k, 0) -Hl(k,aG/U)'—pnl(k,U') =0,

obtenue par torsion par le l-oocycle a, donne le résultat.

§2.- Calculs de groupes Lll;':(k,B).

On se propose de calculer dans quelques oas partioculiers les groupes
\.U;(k,B) et LU&(]:,B) considérés au §1, a. On désigne toujours par k un corps
de nombres et par B un k-groupe algébrique commutatif fini. On note gle
groupe de Galois §(kB/k) et n son ordre, e son exposant (= ppom des ordres

des éléments de g), enfin f = nfe,
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a.- Etude des cas B = 2/m et B =g

On obtient les résultats suivants:

(2.1) w.l(2/m) = 0
(2.2) | L\];(I*.) = 0 ou 2/2.

De fagon précise, on trouve 2/2 dans ce dernier cas, lorsque les conditions sui-

vantes sont remplies:
k est un corps spécial,

m=2%" avec m' impair et t >s(k),

Z >Z (k).

Si Cr désigne une racine primitive 2'-2me de 1'unité, 1'entier s(k) est défimi
par la cendition k(Cs_H) ¢ k(Cs) = k : il est au moins égal & 2 et k est dit
spécial lersque 1'extension k(é’w1 )/k n'est pas cyclique; enfin ZG(k) est une
certaine partie finie de {1 . Par exemple, les cerps Q et Q(Y7) sont spéciaux,
s(k) vaut 2 dans les deux cas, Z(Q) = 12} et £‘(Q(ﬁ)) = @,

Dans le cas B = 2/m, les caleuls sent immédiats (lemme 1l.1). Dans le ocas
B= P les résultats sont évidemment liés ¥ 1l'étude de l'extemsion k('ﬁ )/k
ot sent la simple traduction de résultats d'Artin-Tate ([2], chap.10) et
Wang [42] t en effet, H1(k,y-) = k*/k"‘ » 81 bien que ulé(nl) est le quotient
par k™ du sous-greupe de k* formé des éléments qui sonmt, lecalement en dehors
. de Z, des puissanoes m—idmes.

Le lemme 1.4 donne aussitdt & partir des résultats précédents
(2.3) ‘i;_(z/m) =0 ou 2/2,
1
(2.4) He () = O

On voit que, da.hs le premier cas, le lemme 1.4 traduit exactement les rapports

qui existent entre le principe de Hasse pour r:m et le probléme de Grunwald,
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Voici enfin deux exemples particuliers:

- si k= @,
(2.5) "“l(l"s) =0, puis W 12‘3(5”8) - mi(R”a) - 2/2 , d'od
(2.6) ‘-li(z/B) =32/2;

- si k= @(Y¥7),
(2.7) m1(\\~8) = N:,(rg) = 2/2 , d'od
(2.8) 4.(2/8) = o.

b.- Cas du conoyau de 1a norme 2/n - (2/n)[g].

On considdre une extension galoisienne K/k de degré m et groupe g. On note
llg = %g la norme et 891 2[g] - 2 1'augmentation. Le k-groupe fini B est le
dual du groupe fini R:( /kr'n' On vérifie aisément que le diagramme ci-dessous est

commutatif et que les deux lignes sont exactes:

o - 2[g) 5zoz[g]/2§» 2/n -+ 0
I b {u
) g
0 -+ 2[g] > 2[g] — (2/n)[g]»0;
dang ce diagramme, X est composée de Eg et de la prejectien, # est composée de
la prejection et de - eg suivie de la projection Z » 2/n et, enfin, 2(1,0) = Ng,
Y0,1) = u-Ng. Cette application 1 est donc injective et a pour comoyau B. On

en déduit qu;, pour tout sous-groupe h de g, lvl1 (h,B) = 52(5,2) ® Hs(g,l), d'od,

en vertu des lemmes 1.1 et 1.9 et de la nullité de H3(y,2) pour h cyeclique,
(2.9) - m;(k,n) - usf._(g_,z)
(2.10) w!(k,B) = #(g,2)
1 1 3 3
(2.11) 4, (k,Rp) = H(g,2)/w(g,2).

Notons que le diagramme ci-dessus fait apparaltre par dualité le groupe R1r-n

comme le noyau de l'isogénie RG’. - G;&_R‘G- définie par x b [N(x),x*/N(x)]

(c£. [28]).
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c.- Cas du noyau de 1'augmentation (2/n)(g] - 2/n.

On trouve 1

En effet, H! (g,B) = 2/n et H1 (g¥,B) = 2/n_ o n, désigne 1'erdre de g". Le
groupe w;:(k,B) est donc le groupe cyclique d'ordre n/ppcm(n v) pour v en dehors

de 2. Cet exemple montre qu'on ne peut améliorer le lemme 1,3.

g.- Cas ohg = V4.

Dans ces cas-l3, deux situwations peuvent se présenter suivamt la nature de
K/k. Ou bien tous les groupes de décomposition somt cycliques et aleors
(2.13) wl(k,B) = wi(k,B) , d'en 4)(k,B) = 0.
Ou bien, il existe une partie finie mon vide 2. de {L, formée des places dont le

groeupe de décompesition est V4; alors

(2.14) w 1(I:,B) = 0, puis Lﬂ;(k,B) = UI‘L(I:,B), d'ed
(2.15) H;,(k,ﬁ) = 0si 2'FZ ot Ui(k,B) = 4(k,8).

Par exemple, si B est le noyau de l'augmentation (2/4)[g] - 2/4, en trouve
(2.16) w!(k,B) = 2/2,
avec tant8t, par exemple pour K/k = @(V-1,Y2)/q,
(2.17) w(x,B) = 0 et ‘li‘(k,ﬁ) = 2/2,
tant8t, par exemple pour K/k = Q(¥13,V17)/e,

(2.18) ml(k,B) = 2/2 et "l:"(k,ﬁ) = 0.



19

§3.~ L'approximation faible.

Rappelons qu'étant donné un groupe algébrique lindaire G défini sur le corps
de nombres k et une partie L de £, on note Az}G) le quotient, a priori & gau=-

che, de v[eI}: G(k,) par 1'adhérence de 1'image diagonale de G(k) et A(G) = An'(G).

On dit que 1'approximation faible vaut pour (G,Z) lorsque Az_(G) =0 et qu'Aelle
vaut pour G lorsque A(G) = O. Les propriétés ci-aprés de A(G) se déduisent aisé-

ment du résultat suivant dans le cas semi-simple simplement connexe:

Théoréme 3.1.- L'approximation faible vaut pour un groupe semi-simple simplement

connexe sur un corps de nombres.
Ce théordme est essentiellement di & Kneser qui a traité directement ([18],

th. 7.1) les groupes classiques, puis, via l'approximation forte, tous les grou-
pes sans facteur de type Eg ([19,21]). Le cas des groupes de type Eg est di &
Harder ([15], conséquence du th. 2.2). La démonstration directe de 1'approxima-

tion forte par Platonov [31] donne une preuve globale de ce théordme.

Proposition 3.2.- Soit G un groupe algébrique lindaire connexe défini sur le corps

de nombres k. Si U est son radical unipotent,

Az(G) = A z_(e:/u) .

Evident: le groupe U vérifie l'approximation faible, car c'est une variété
k-rationnelle; le diagramme

0 — U(k) —» G(k) —> (G/U)(k) —> H'(k,U) = ©

\ ! ¢

0 +Tulx,) -;ge(kv)i“g(c/u)(uv) — 0

donhe le résultat annoncé, vu que ? est une application ouverte.

Le résultat suivant illustre de fagon précise les commentaires faits par
Kneser au §8 de [18 ]: une fois traité le cas simplement connexe, 1'approximation
faible se raméne & des questions de cohomologie galoisienne de modules finis. La
démonstration utilise des arguments analogues & ceux de [18] qui contient d'ail-

leurs 1'implication H;(B) =0=p A}__(G) = 0.
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Théoréme 3.3.- Soit G un groupe réductif connexe défini sur le corps de nom-

bres k et admettant un k-rev@iement spécial G'—= G de noyau B. Si z est une

partie finie de 1,

1
e e ‘. G = k B -
(3.3.1) A (0) = 4106,3)
Ainsi, le défaut d'approximation faible A(G) est un groupe commutatif fini et
(3.3.2) a(6) = 4l(x,B),
(3.3.3) A(c) = a_ (G),
Z,

Q‘BZO est formée uniquement de places finies, ramifiées dans kﬁ/k.

Précisons la signification de (3.3.1): d'une part, l'adhérence dans le
produit | | G(kv) de 1'image diagonale de G(k) est un sous—groupe invariant,
ce qui f;’jf de AZ(G) un groupe; d'autre part, l'isogénie G'— G induit un iso-
morphisme de groupes AZ(G) 2, H;(k,B). De m&me pour (3.3.2).

Le k-revétement spécial G' — G de noyau B fournit le diagramme commutatif

G'(k) — k) —F & W'(k,B) —2— H'(K,G')

1 ¢ | |

'\,':I'G'(k') - I_I-G(k') _X; "\;\'u’(k,.s) i ‘L_Vu‘(k',e').
On en déduit, en posant X = L"’(in 0?), le diagramme

arx) £+ ax) ¥ mes o

! It _ \=®
Ter'(kv) Y, x L e 6p> oO.
Comme le preduit, pour v ¢Z , des groupes H‘(kv,B) est fini et discret, X est

un sous-groupe invariant euvert du preduit ‘ﬂ; G(kv); en particulier, il contient
ve

1'adhérence de i[G(k)]. Montrons que i[G(k)] est demse dans X: soient U un ouvert
non vide de X et g un élément de G(k) tel que 'i.i(g) appartienne 2 i(U); 1'euvert
tr-‘ ['f(g)"1 .U] est alors non vide; il rencontre donc, en vertu de 1'approximation
faible pour G' (1'approximation faible vaut en effet pour un groupe semi-simple
simplement connexe d'aprés le théoréme 3.1 et pour un tore quasi-trivial qui
est une k-variété k-rationnelle, donc aussi pour le produit de deux tels

groupes), l'image de G(k). On trouve ainsi un élément a de G(k), tel que
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‘i-.(g?(a)) appartienne & U. On a ainsi prouvé que X est l'adhérence de i(G(k))
dans —‘;-T G(kv), ce qui assure que cette adhérence est un sous-groupe inva-
riant et que le groupe AZ(G) ainsi défini est un groupe commutatif fini,
égal au quotient de im | par O(im tg).

Le diagramme commutatif

0 —» im¢ —» H'(K,B) —+ im§ — 0
l‘e‘ le ly

0 — im x’—'rT{ H1(kv,B) — imE — 0
montre que 1'application ) induit un isomorphisme A::(G) = ‘-l1z(k,B), lorsque Y
est bijective. Or, c'est le cas lorsque le groupe dérivé G" de G' est sans fac-
teur de type E8 et que 2. contient les places A 1'infini: 1'application ¥ est
en effet injective, puisque, d'aprds Harder [12], le principe de Hasse vaut,
sous ces hypothdses, pour G" et que H1(k,G') H‘(k,G"), H‘(kv,G') = H1(kv,6");
- comme Hl(kv,G") = 0 d'aprés Kneser [20] et que, d'aprés 1.6, '-l;(k,B) =0,
1'applicatien ? est également surjective. Si l'en suppose seulement G" sans

facteur de type Es, le diagramme

h
Ay oel@ ——r A(G)
| bt
1 1
4y, (B) —Ir 4 ()
montre que f est encore bijective: on vient en effet de voir que f' est bijectivej

or, h est surjective et q est bijective (lemmes 1.4 et 1.1 (iii)). Enfin,

dans le cas général, G" est le produit d'umr greupe G1' de type E8 et d'un greupe

sans facteur de type EB’ si bien que G' est le produit de 61' et d'un greupe Gé

dont le groupe dérivé G; est sans facteur de type E8; comme le centre de G; est
trivial, G est le produit de G; et deo G2 = Gé/ﬂ. Or, 1l'approximation faible vaut
pour Gi d'aprés le théoréme 3.1, d'ol AZ(G) = AZ(GZ) - q;(B).

Les résultats concernant A(G) se déduisent aussitdt de celwi qu'en vient de

prouver pour AZ(G) et du lemme 1.5.
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Corollaire 3.4.- Si G est un groupe algébrique semi-simple connexe, défini

sur le corps de nombres k, et si B est son groupe fondamental,

a(0) = H3(x,B),

A6) = 45(k,B).

On applique évidemment le théoréme en considérant le rev@tement simple-

ment connexe G'— G.

Corollaire 3.5.- Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le

corps de nombres k.

(1) Les ensembles AZ(G) et A(C) sont des groupes commutatifs finis.
(ii) Si G est déployé par l'extension galoisienne finie K/k et si les

groupes de décomposition des places de & dans K/k sont cycliques, l'approxi-

mation faible vaut pour (G,£), i.e.

AZ(G) = 0,

C'est le cas si K/k est non ramifiée,

(iii) L'approximation faible vaut pour (G,ee).

On peut supposer, d'aprés la proposition 3.2 et le lemme 1,10, que G est
réductif et admet un k-rev8tement spécial G'— G de noyau B: l'approximation
faible vaut en effet pour un tore quasi-trivial et AzKGlez) = AIKGl)xAIKGz).
L'assertion (i) résulte alors du théoréme 3.3. Comme G' contient un tore ma-
ximal, défini sur k et décomposé par K/k, et que B est un sous-groupe de ce
tore, ggiyK) agit trivialement sur B et kﬁ/k est donc une sous-extension de
K/k: l'assertion (ii) résulte alors du lemme 1.6 via le théoréme 3.3.

Notons que (ii) et (iii) sont dus & Serre pour les tores.

Corollaire 3.6 (Harder [15]).- Si G est un groupe algébrique linéaire connexe

défini sur le corps de nombres k et déployé aux places finies de X, 1'appro-

ximation faible vaut pour (G,X).

On peut supposer G réductif., Il existe, d'aprés l'hypothése et le lemme
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1l.11, un tore maximal T de G, défini sur k et décomposé aux places finies de
Z. Soit g = §(k@/k). Si v est une place finie de 2., le choix de T assure
que Tv est un kv—tore trivial, donc que T est un gv—module trivial, La défi-

nition de g implique donc gv = 0. On conclut alors grace a 3.4 (ii).

Notons qu'en revanche un groupe quasi-déployé ne vérifie pas en général
1'approximation faible: c'est déja le cas pour le groupe RK/kSL8/28 ou l'on
considére K/k = Q(in)/Q » 1o plongement de 7, étant donné par la racine GJT;

exemple dd & Serre (cf. [18] §6 et ci-apris 5.8),

§4.- Le principe de Hasse.

On se propose de calculer, pour un groupe algébrique linéaire connexe G,
sans facteur de type E8’ défini sur un corps de nombres k, le défaut de vali-
dité du principe de Hasses celui-ci est mesuré par l'ensemble pointé \ul(k,G),
noyau de la restriction

H (k,6) — T (k,,0)
vell

on verra qu'en fait les autres fibres non vides de cette restriction sont aus-
si en bijection avec u}(k,G).

On sait que Inl(k,G) est, en toute généralité, un ensemble fini (Borel-
Serre [4]), mais cela résulte aussi, pour G connexe sans facteur de type Eg,
des calculs ci-aprés.

Indiquons d'abord une réduction évidente:

Proposition 4.1.- Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le

corps de nombres k., Si U est le radical unipotent de G, la bijection canoni-

que Hl(k,c)-» Hl(k,G/U) met en bijection les fibres des deux applications

B (k,0) — 1T H'(k_,C) et H'(k,G/U) — ~TT H (k_,G/U). En particulier,
veQ v ven v

u.\l(k,G) = ml(k,c/u).
Cela résulte aussitdt de 1.13 appliqué & la situation tordue par un 1l-co-

cycle a € z1(k,G) quelcongue.
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Indiquons ensuite le résultat fondamental suivant, sur lequel s'appuie

1'étude ultérieure de W(G) pour G quelconque:

Théoréme 4.2 (Kneser-Harder).- Si G est un groupe algébrique semi-simple sim—

plement connexe, sans facteur de type E8, et défini sur le corps de nombres

ky l'application

1l (k,0) —» TT #'(k,,0)
veEn

est bijective. En particulier, le principe de Hasse vaut pour un tel groupe:

ul(e) = o.

Le cas des groupes classiques a été traité par Kneser (cf. [22,23]) et

celui des groupes exceptionnels par Harder [}2].

Théoréme 4.3.- Soit G un groupe algébrique réductif connexe, défini sur le

corps de nombres k, sans facteur de type E8 et pourvu d'un k—revétement spé-

cial G'-—» G de noyau B. L'application

)

wh(x,0) 2 wi(x,s)

définie par ce rev8tement est une bijection.

Rappelons d'abord que, d'aprés Tate-Poitou (cf. [37]), le groupe fini

lnz(k,B) est, de fagon naturelle (cfs8.2.,3), le dual de lul(k,ﬁ). On. a donc

1 2 1, aw
(4.3.1) w(k,6) = w(k,B) = w(k,3) .
Notons ensuite que, si G a un facteur de type E8, la démonstration assure
d

au moins que l'application u11(k,G)-—v u12(k,B) est surjective. On conjectu-

re évidemment que 4.2, donc 4.3 restent vrais méme dans ce cas.

Corollaire 4.4.- Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur

le corps de nombres k et sans facteur de type Eg. Si B désigne son groupe

fondamental, l'application canonique

wle,0) 2o wl(e,B)

est une bijection.




25

Elle reste au moins surjective pour & semi-simple connexe cuelcongue.
I1 s'azit bien sfir de l'application d définie par le revé@tement simplement
connexe G'—» G, Ceite assertion est indiguée dans [8], mais la démonstration
qui en est donnée est trés nettement insuffisante. Notons en outre oque 1'é-

quivalence entre la nullité de \nl(k,G) et celle de u.lz(k,B) est déji prou-—

vée par Harder (of. [14], thm.4.3.2) et par Kneser [23].

La ongtration du théordme se fait en trois étapes.

(1) Le noyau de d est {0j.
I1 s'agit du noyau au sens des ensembles pointés. L'assertion'3-1(0) = {0}

résulte aussit8t de la considération du diagramme, & lignes exactes,

H'(k,B) — H'(k,G') — H'(k,@) —A—ruz(k.a)

{e {¢ A

1 1 1
T H (k) — T H (k,,61) —TH (k,6) ,

dans lequel P est surjective (lemme 1.6) et % injective, au sens ordinaire,
en vertu du principe de Hasse (théoréme 4.2) pour le groupe semi-simple sim-

plement connexe G' sans facteur de type E8. On vérifie ensuite simplement gque
-1 -1 '
AT2(0) Ny~ (0) = {o}.
(11) L‘application ) est injective.

Soient X un é§ldment de I.ll1(k,G) et a un représentant de X dans Z1(k,G). On
peut, B étant central dans G', tordre toute la situation par le cocycle a, ce

qui donne en particulier le diagramme A lignes exactes

a
a

H'(k,B) —> H1(k,aG') _— H1(k,.G) -2~ }3(k,B)

! | |

'g: H1(kv,B) — "l'{' H'(k,, G') —+TII; H'(k,, 8) —* T£H2(kv,B).

I1 existe une bijection ta qui transforme le carré de droite en le carré homolo-
gue du diagramme initial, i.e. avant torsion par a. Cette bijection transforme

le zéro de H‘(k,aG) en « et, comme « appartient 2 ul1(k,G), elle transforme le
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1 1
zéro de H (kv’aG) en celui de H (kv’G)' Elle transforme donc Lﬂ1(k,aG) en

1 -
W (k,G) et le noyau de aA en A 1LA@K)]. L'assertion (i) appliquée a 8' = G

s'écrit (ker aA)(’\\.\.ﬂ(k,aG) = {0}, soit, en appliquant toy
(A=A () 10w (k,G) ={x}.

(11i) L'application V est surjective.

Notons d'abord (Kneser-Harder) qu'il existe dans G' un tore maximal S! défini
sur k et tel que ln2(S')= 0. Considérons en effet une place finie particulidre v;
si G" est le groupe dérivé de G', il existe, d'aprés Kneser [20 ], un tore maximal
T* de G", défini sur k et compact sur kv’ d'od, d'aprés 1.9, UJZ(T") = 03
il suffit de prendre S' = T"XkT' od T' désigne le radical de G', radical quasi-
trivial par hypothdse et vérifiant donc aussi W<(T') = O (lemme 1.9). Soit alors

S 1'image de S' dans G. Considérons le diagramme & lignes exactes

H'(k,5') X5 H'(k,S) R H2(k,B) —> H2(k,S')

l b,

H (k,G') —r H (k,G) —> H(k,B) .
Soit F un élément de u?(k,B). Comme tﬂ2(k,U') = O, en trouve éiﬁ)_a 0, d'od
p= $(s). Comme 8 appartient m2(k,B), on peut écrire s, =W (s}) pour chaque
place v. L'application H‘(k,S')-*-IE'H1(kv,S') étant surjective (lemme 1,8), on
peut, quitte 3 modifier s par un certain w(s"), suppeser sy = O pour foute place
infinie. Dd&s lers, J(sv) = O pour toute place infinie; mais, coemme, pour toute

place finie v, H‘(kv,G') = O d'aprés Kneser [20], on a j(sv) = O pour toute place

v, Lee. §(s) € W'(k,G). Or, A[3(s)] = f .

On notera que cette démonstration de (iii) yaut encore si G a un facteur

de type E8: il en est ®n effet ainsi des résultats de Kneser [20] qui y sont

utilisés.

Remarque 4.4.1l.- Dans les exemples classiques, comme le probléme de la clas-
sification des formes antihermitiennes quaternioniques (cf. [}6]) ou celui
des classes d'isomorphisme pour les formes d'un groupe semi-simple dont le

diagramme de Dynkin posséde des automorphismes non triviaux, ol le principe
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de Hasse ost mis en défaut, cela provient simplement du fait cue le classi-
fiant da probléme considérd est le quotient d'un certain ensemble Hl(k,G)
par 1l'action d'un groupe fini non trivial; dans ces exemples, \ul(c) = 0,
ce oui permet de resiaurer le principe de Hasse en remontant 2 Hl(k,G). An-
trement dit, on trouve dans ces cas-1a une fagon naturelle de "marquer" les-
objets & classer, de telle sorte cue la classification des objets marqués
obéisse au principe de Hasse. Bn revanche, lorsque \nl(G) # 0, on ne voit

pas de moyen analogue qui permette de restaurer le principe de Hasse.

Remargue 4.4.2.- Alors qu'a priori u}(G) est simplement un ensemble pointé,

il résulte du théoréme 4.3 que le rev@tement G'—+ G le munit d'une structure
de groupe, puisqu'il se trouve canoniguement isomorphe a mz(B). En particu-
lier, les diverses fibres non vides de la restriction Hl(k,G) -'-"‘lIHl(kv,G)
sont toutes isomorphes a uﬂ(c) et cette application est injective, dés que

son noyaulnl(G) est nul.

Corollaire 4.5.- Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe, défini sur

le corps de nombres k et sans facteur de type EB' Si B est son groupe fonda-

mental, le diagramme

H'(k,G) €—y H2(k,B) x T a'(k ,6) = TH(k,,B)
v o8 \ 4

1
est exact et les projections de H (k,G) sur H2(k,B) d'une part et sur ‘IEH1(kv,G)

d'autre part sont surjectives.
. 4
Autrement dit, H‘(k,u) est le produit fibré de Hz(k,B) et 'II H (kv,G)

au-dessus de']I Hz(kv,B).

Montrons d'abord que l'application % est injeoctive. Soient y w élément
de H‘(k,G) et ¢ un reldvement de y dans Zd(k,G). Comme B est central dans
G, on peut tordre le tout par c. On obtient ainsi le diagramme commutatif

1 cA 2
H (k,cG) ——— H%(k,B)
RS
gltc ltc

B(k,0) —— B(k,B),
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dans lequel té est la translation par A(T) et tc est une bijection qui trans-
forme A.l [A({)] en le noyau de cA o Soit T' un élément de H‘(k,G) tel que
wy') = ‘L(Y). L'élément " = t:(y') de H‘(k,cG) appartient aux noyaux de cA
et de la projection sur 1}- H1 (kv,cG) s il appartient donc a m‘ (k,cG) d'a~-
prés 1'isomorphisme, pour v finie, H' (kv’cG) A Hz(kv,B) [_20]. Or, d'aprés

le théoréme, la regtriction dé A2 ul‘(k,cG) est injective, d'ol y" = 0

et, via teor x':Y .

On sait déja, par 1,12, que la projection 1 (k,6) —-v-'lI H'(kv,G) est
surjective. La surjectivité de A: H‘(k,G)—ﬁ Hz(k,B) est prouvée par Kneser
[23],chap.5,thm 41b, et pratiquement par Harder (1123+[13) 1emme 4.2.3). Voioi,
en bref, la démonstration. Soit § € Hz(k,B). Comme il est presque partout

localement nul, il existe une partie finie Z de £, qui contienne au moins
une place finie et telle que §v = 0 en dehors de 2. On peut, en outre,
trouver, pour chaque place finie v e 2 , un kv—tore maximal compact dans
G? (Kneser [20]) et, pour chaque place réelle v € Z, un R-tore maximal dans

2

G", dont le H® soit trivial (Harder [13] lemme 4.2.3). On en déduit, par

1.11, l'existence dans G' d'un tore maximal T', défini sur k et tel que

T; soit compact pour tcute place finie v el et que Hz(kv,'l")- 0 pour toute
place réelle v € 2 . L'image de § dans Hz(k,T') est nulle, puisqu'elle l'est
partout localement et que, d'aprés 1,9 , mz(k,'l") = 0, Ainsi, § appar-
tient & 1'image de H‘(k,T), ou T désigne 1l'image de T' dans G; il appartient
a fortiori & 1l'image de H‘(k,G).

Soient %: H>(k,B) —-herz(kv,B) et At T g (kv,G)——-l\:Hz(kv,B). Soit
(YD) un élément de Ha(k,B)x_E'H‘(kv,G) tel que «(p) =A“(:é(). D'aprés la
surjectivité de A , on peut relever ,5 eny € H‘(k,G), puis y ence€ Z4(k,G).
Quitte & tordre le tout par ¢, on peut donc supposer Yy = O, dono ,S =0, I1
s'agit alors de prouver que (0,R) appartient & 1'image de v lorsque 4 («X) = O.
Sous cette condition, & appartient & 1'image ae 1‘: H" (kv,G'), isomorphe, vu
les hypothéses, 2 g (x,G'). Soit alors )'e H' (k,G'), d'image i dans ‘EI;H‘ (kv,G)

L'image ) de A\' dans H'(k,G) vérifie 2(A) = (0,%).
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Remargue 4.5.1l.- Ce corollaire fournit une description de Hl(k,G) oui raméne

son étude & celles de Hg(k,B) et des fibres de 1l'application

A : :\I H‘(kv,c;) — EHz(kV,B).
&En effet, l'application _ .

A n"(k,G) —_ Hz(k,B)
est surjective et a pour fibre en A(¥) la fibre Q;‘[Q~(§~il correspondante
a 1'infini,

Le corollaire ne vaut plus pour G réductif: ainsi, dans 1l'isogénie
Gm-—g’ G, de noyau p,, H‘(k,Gm), qui vaut O, n'est pas le noyau de la projec-
tion 2Br k -+51[23r kv‘ I1 reste cependant vrai que, pour G sans facteur de
type Eg, v plonge Hﬂ(k,G) dans le noyau de la double fléche (w,A,) et que
1'application A a pour fibre en A(E) la fibre correspondante & 1'infini., Mais

1'image de A reste & préciser!

Exemple 4.5.2.- Soient f une forme quadratique sur @ et SO(f) le groupe spé-
cial orthogonal de f. L'ensemble Hl(Q,SO(f)) classe sur @ les formes quadra-
tiques g de m8me rang et discriminant que f. L'application qui associe 2

g les invariants €(g) et j(g) réalise Hl(Q,SO(f)) comme la partie du produit
,BT QsHl(R,SO(f)) formée des couples (&,j) vérifiant la condition "& 1'in-

fini" &= (-1)3(3-1)/2,

Corollaire 4.6.- On conserve les hypothéses et notations du théoréme 4.3. On

considére en outre une extension finie K/k de degré impair n. Si Ha(k,B) n'a

pas de n-torsion, par exemple s'il en est ainsi de B, l'application canonigue

Hl(k,G)—b Hl(K,G)

est injective.

En particulier, tout espace principal homogéne sous G qui a un point a

valeurs dans K en a déja un dans k.

Ce corollaire est une consdquence immédiate du précédent 4.5 (gf, 4.5.1):
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1'hypothése "n impair" assure 1'injectivité de |1 Hl(kv,G)-—> I Hl(Kw,G);

oo oo
la restriction H°(k,B)—» H2(K,B) esi également injective, car, &tant donné
1'hypothése sur B, l'application composée Cor o Res est injective dans H2(k,B),

puisque c'est la multiplication par n.

Exemples 4.6,1.- Si G est semi-simple adjoint, les hypothéses sur n sont vé-
rifiées si n est impair et premier & m+l pour tout facteur de type Am et a
3 pour tout facteur de type 2E6. Si G = SO(f), on peut prendre n impair quel-

conque, Il en est de méme pour G semi-simple simplement connexe.

Corollaire 4.7.—~ On conserve les hypothéses et notations du théoréme 4.3,

Soient {ki} des extensions finies de k dont les degrés soient premiers entre

eux dans leur ensemble. L'application canonigue

B (k,6) —» TT Hl(ki,G)
1

est injective, En particulier, un espace principal homogéne sous G qui a un

point dans chague ki a déjd un point dans k.

Cet énoncé est encore une conséquence immédiate du corollaire 4.5. Soit
n, le degré de ki/k. L'un des n, au moins est impair et 1l'application corres-
pondante 'E'Hl(kv,c) —9-£rH1(ki’w,G) est injective. Par hypothése, il existe
des entiers qi tels que Z dini =1, d'ol, dans Hz(k,B), avec des notations
évid.en'bes,2:;_;.t:(:.L.Cox']._oRes:.L = id. On en déduit l'injectivité de la restric-

tion Hz(k,B)-q.I.le(ki,B) et 1'énoncé résulte alors de 4.5.
1

Remargue 4.7.1l.- Il est naturel de conjecturer que les deux énoncés 4.6 et
4.7 restent vrais sur un corps k de caractéristioue 0 quelcongue. C'est au
moins le cas aussi si k est un corps p-adique, d'aprés [20]. D'autre part,
Springer a prouvé [36] que, si G = SO(f) ou O(f) et si K/k est une extension
finie de degré impair quelconque, l'application Hl(k,G)-ﬁ-Hl(K,G) est injec-

tive.
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§5.- Principe de Hasse et approximation faible.

Le lemme 1.4 permet, dans le cas ou G posséde un k-rev@tement spécial,
de déduire des résultats obtenus aux §§3-4 sur 1l'approximation faible et le
principe de Hasse une extension naturelle de W(G) par A(G) qui met en évi-

dence leurs propriétés communes.

Théoréme 5.l.- Soit G un groupe réductif connexe, défini sur le corps de nom-

bres k, sans facteur de type E8 et pourvu d'un k-rev@tement spécial G'— G.

Ce revétement définit une suite exacte naturelle de groupes finis

0 »4(6) — wi(k,8)” — w(e)— o.
En outre, u.:, (x,B) = m‘io(kﬁ/k’ﬁ)

gg;2% est formée de places dont les groupes de décomposition dang_kﬁ/k ne sont

pas cycliques,

La premiére assertion résulte aussitdt du lemme 1.4 et des théordmes 3.3

et 4.3. Les autres résuliats sont contenus dans le lemme 1,2,

Rappelons (22,1.2.1) que le terme médian de la suite exacte ci-dessus est
de nature algébrique, alors que les termes extr8mes sont de nature arithméti-
que: ils ne dépendent pas seulement du kﬁ/k—module B, mais aussi de la dis-
tribution des groupes de décomposition dans kﬁ/k. Pour un m@me g-module ﬁ,
donc pour un m&me terme médian lq:(gaﬁ), on obtient une répartition variable

entre A(G) et Wl (G) pour diverses réalisations g = g(k/k).

Corollaire 5.2.- On conserve les hypothd¢ses et notations du théordme., On dési-

gne en outre par n l'ordre de g(kﬁ/k) et par e son exposant, Les groupes fi-

nis A(G) et W(G) sont annulés par n/e. En particulier, si kﬁ/k est métacy-
clique, A(G) = Ww(e) = 0.

Conséquence du théordme ci-dessus et du lemme 1l.3.
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Remargue 5.2.1l.- En revanche, dés que i(kﬁ/k) = V4, on peut trés bien avoir

A(G) et W(G) non nuls (cf. 5.6 et 5.7).

Corollaire 5.3.— Soit G un groupe algébrigue linéaire défini sur le corps de .

nombres k et sans facteur de type E8. Si G est'déployé par l'extension ga- .

loisienne finie K/k, d'ordre n et exposant e, les groupes finis A(G) et

Wl (G) sont tués par n/e. En particulier, si G est déployé par une extension

métacyclique, A(G) = W(G) = 0.

Conséquence du corollaire précédent et du lemme 1,10 qui permet la réduc-—
tion au cas ou G posséde un k-rev8tement spécial G'—» G de noyau B: en effet,

l'extension ks/k est alors une sous—extension galoisienne de K/k.

Corollaire 5.4.- Les groupes semi-simples connexes suivants, supposés définis

sur un corps de nombres et sans facteur de type E8’ vérifient 1'approxima-

tion faible et le principe de Hasse:

(i) les groupes ad joints

(ii) les groupes absolument presque simples

(iii) les groupes déployés par une extension métacyocligue et leurs for-

mes internes,

Le cas (i) se raméne, par la restriction des scalaires, au cas (ii), oas
particulier des groupes déployés par une extension métacyclique (corollaire
5.3)3 noter enfin qu'une torsion interne n'affecte pas le groupe fondamental

B.
Les cas (i) et (ii) sont déja traités par Harder (cf.[13,14]) grce a 1la

notion d'isogénie "normale",
Remarque 5.5.— Pour toutes les assertions relatives uniquement & 1'approxima-
tion faible, on peut, dans les corollaires ci-dessus, oublier 1l'hypothése

"sans facteur de type E8"'
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axemple H.o0: le tore R]i/kc'm pour K/k galoisienne,
Joieat n le degrs de K/ et g son groupe de Galois., L'isogiaie RGJ—»Gmx R]'Gm
définie par xb-’[N(x),xn/N(xil a pour noyau R4"'n’ dont le dual B a été étu-
dié au §2, ex.b. On obtient dono

ARG ) = W(g,2)/ w(g,2)

A(R'G ) = B(g,2)/ uw(g,2)

w(r'c ) = wi(g,2);
ce dernier résultat se déduit aussitdt également de la dualité de Tate-Naka-
yama [28]. Ainsi, le terme médian de 1l'extension de W(G) par A(G) est, dans

ce cas, le dual de H3(g,z), qui vaut déja 2, pour g = V4. Pour g(K/k) = V4 ’
on a tant8t A(G) =0 et w(@) = 2,

tantdt A(G) = Z, et w(e) = o,

suivant la répartition des groupes de décomposition dans K/k. On est, par
exemple, dans le premier cas pour K/k = @(V13,77)/Q (cf. §2,ex.d)et dans
le second cas pour K/k = Q(V=1,Y¥2)/@; on peut m8me préciser, dans ce dernier
cas, que Ki" est dense dans (1 K 1 lorsque £ ne contient pas 2, alors que

veZ
son adhérence dans ce produit est d'indice 2, dés que & contient 2.

x
w

Exemple 5.7: le groupe semi-simple RK/kSLn/Rll"n pour K/k galoisienne,

Ici encore, n désigne le degré de K/k. Les conclusions sont les mé@mes qu'en
5.6, puisque c'est le m8@me groupe B = Rll"n qui intervient. Comme ce groupe G
est presque simple et quasi-déployé, on obtient ainsi, pour des cho'ix convena—
bles de K/k, des cxemples de groupe semi-simple presque simple et quasi-déplo-
yé ne vérifiant ni le principe de Hasse, ni l'approximation faible et m@me

pour lesquels A(G) et W(G) prennent toute valeur fixée d'avance, au moins sur

Q.
Exemple 5.8: le groupe semi-simple R.K/kSLa/z8 pour K = k(a\ﬁ).

Exemple dfl & Serre (cf. 3.6). Supposons k spécial et s(k) = 2 (cf. §2, ex.a).

Le terme médian de (5.5.1) est alors égal & 22. On trouve tantd3t, par exemple

pour k = Q(ﬁ), A(G) =0 et m(G) - 22,
tant®t, par exemple pour k = @,
A(c) =2, et w(a) =0,

2

avec, dans ce dernier cas, AZ(G) = Z, ou 0, suivant que Z contient, ou non, 2.
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§6.~ Le groupe de Brauer d'un groupe lindaire.

L'introduction du groupe de Brauer a pour but de réinterpréter la suite exac=-
te (5.1.1), de manidre 3 en donner une présentation intrinsdque et & 1'étendre
aux cas ot G ne possdde pas de rev8tement spécial, et de mettre en évidence les

rapports entre A(G) et W(G) et les problémes birationnels.

8.~ Quelques rappels sur le groupe de Brauer.

Pour les notations, cf. les notations adoptées au début et [11]. En fait, si
k désigne un corps quelconque et X une k-variété algébrique affine lisse, il y a,

d'aprés un résultat récent de Hoobler [17], cofncidence entre Br X et Br'X:

(6.0) Br X = Br'X,

Comme ici nous nous intéressons au cas des groupes algébriques lindaires sur un
corps et de leurs espaces homogénes principaux, il n'y a donc pas lieu de distin-
guer entre Br et Br'. Comme, de plus, seul intervient vraiment par la suite le
sous=groupe Br1x, noyau de Br X — Br i, il est m8me inutile d'utiliser le résul-
tat de Hoobler. Pour obtenir l'égalité Br1x = Br!X, il suffit en effet de rappeQ

1
ler les deux lemmes suivants, ol k désigne un corps quélconque et k la cl8tura

séparables

Lemme 6+1.~ Si X est une k-variété lisse, on a la suite exacte naturelle

0 — Brjx — B2(k,k(X)*) — B2(k,Div X).

cf. [25]) et (7}, §7, lemme 14, ol 1'hypothdse "X compldte™ est superflue.

Lemme 6e2e= Si X est une k-variété lisse, Br;x est constitué de classes d'algébres

d!Azumaye, i.e.

(6.201) Br1X = Br{x.

L'accouplement naturel

(66242) X(k)x Br,X — Br k

(x4b) p—> b(x)
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peut_se calculer ainsi: étant donné x, on peut représenter b par un 2-cocycle

f = (fs,t) € Zz(g,E(X)*) défini en x et alors b(x) est la classe de (fs’t(x)).

Si, enfin, k est un corps de nombres, on a un accouplement naturel

Z invv

(6¢2.3) X(#,) x Br,X _"LA'BI' k, — 0/z.

1

Le lemme 6.1 assure que le groupe noté ici Br;x coiIncide avec celui noté
Br,X dans [26]. 11 suffit alors de rassembler les résultats 41.7 st 41.8 de [26]
pour obtenir les deux premiéres assertions. Si X est une k-variété lisse et k un
corps de nombres d'anneau des entiers A, il existe un ouvert U de Spec A et un
U-schéma lisse Y, tels que X = quk. Comme Br'X = lim Br'YxUV pour V ouvert de

A
Spec A contenu dans U (cf. [10] VII 5.9), il en est de m8me pour Br,, i.e. tout

élément b de Br X appartient & 1'image d'un certain Br

1 1YV pour V convenable. Soit

x= (x ) un peint adélique de X, i.e. un élément du produit |l X(k ), tel
v'vell ven v

que, peur un euvert W nen vide cenvenable de U, on ait, pour teute place finie v
définie par un point fermé de W, la section x, qui se p;oloago en y, € Y(o') ols

o, désigne 1'anneau dee sntiers du complété k , em bref x, € Y(D'). Dés lors, si
'v “appartient” & l'ouvert VW, l'acceuplement (x,b)' € Br k est nul, puisqu'il
se facterise par Br 0' qui vaut 0,

Par la suite, on appellera parfois "accouplements de Manin®™ les accesuplements

du typs (6.2.2) ou (6.2.3).
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b.— Le groupe de Brauer d'un torseur,

Etant donné une k-varisté X, on note U(X) = k{_}(’«.,i/k5E le groupe des unités
relatives de X. On se propose de calculer U(X), Pic X et Brax pour un espace

principal homogéne sous un groupe algébrique lindaire.

Lemme 6,3.-Soit X une k-variété , ¢ = g(k/k).

(i) On a la suite exacte naturelle

0 (i, EII %)= Pic X—(Pic X)f »H2(k,E Dt]*)—vBrlx-)Hl(k,Pic X) > (k, K [XT5).

(ii) si X(x) # @, on a m8me la suite exacte naturelle

o»Hl(k,U(i))»Pic X »(Pic i)”-» Hz(k,U(i))-oBrax -»Hl(k,Pi‘c X)-»H3(k,u(i)).

(iii) si H3(k,Gm) = 0, par exemple si k est un corps de nombres ou un

corps '}-adique, on a la suite exacte naturelle

B(X) (Pic J’E)?-.Hz(k,u(i))-.Brax_;al(k,Pi'c %) >H(k,U(X)).

La suite exacte (i) est simplement la suite exacte des termes de bas de-

;.,0_. gt —%Eg’l—vEg’o-b ker(Ea-)Eg’z)-vr E;’l

tirée de la suite spectrale d'Hochschild-Serre
= n
BP (g, H(X,0,)) =9 B'(X,G,)

définie, en cohomologie étale, par le rev@tement galoisien X —» X de groupe oJ,

gré 0—E -»Eg’o

et le faisceau G . En (ii), l'existence d'un point rationnel assure que les
suites 0 = H'(k,C ) -» B (k,E[X]®) — B (,U(X)) =0 sont exactes et scindées
et que les morphismes Hi(k,Gm)-» Hi(x,Gm) admettent une rétraction; On déduit
la suite (ii) de la suite (i) par passage au quotient gri3oe au théoréme 90
et & la définition de Br X. L'exactitude de cette suite (ii) résulte aisé-
ment des conséquences indigquées ci-dessus de 1l'hypothése X(k) # @#: par exem-
ple, la colncidence des noyaux de Hl(k,Pic X)~» H3(k,ECX]£) et de

1 (k,Pic X)—» H3(k,U(X)) provient du scindage HO(k,E[*) = H3(k,E*)0

H3(k,U(}-[)) et du fait que la fliche Eg’o—p E> soit une injection sur le fac-

1,1
2

dente, donne O a son image contenue dans le facteur H3(k,U(i)). Enfin, la

teur H3(k,Gm), si bien que la fléche E )’ "—» Eg’o qui, oomposée avec la précé-
dernidre suite exacte s'obtient & partir de (i) et de l'hypothése H3(k,Gm)¥- o,
par utilisation de la suite exacte de cohomologie galoisienne tirée de la

suite exacte 0 =k -#E[X]* - U((X) =0 (on ne suppose plus X(k) # § 1)»
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H3(k,17:[x]*)—,. H3(k,U()‘c)) est injective.

Soit q( la sous—catégorie de la catégorie des k-variétés algébriques ainsi définie:
un objet de ‘e‘est la variété sous-jacente 3 unkespace principal homogdne 3 droite sous
un k-groupe algébrique linéaire connexe. Soient G un tel groupe et X un k-espace prin=-
cipal homogéne & droite sous G. Considérons les deux projections Py et py: XXX — X,
le morphisme diagonal A3 X — XXX et le morphisme q: XXX —» G défini par q[(xg,x)]=g.
Si F est un foncteur contravariant additif défini surf et a4 valeurs dans une catégorie
abélienne, i.e. tel que le morphisme F(X1)XF(x2) — F(X1Xx2) soit un isomorphisme, on

obtient, en posant 1 = F(p, )-F(pz) » d=F(A) et s = F(q), le diagramme
F(G)
ls
i d
F(X) —— F(XxXX) —— F(X),
On peut écrire, en identifiant F(XxX) & F(X)XF(X), que 1i(x) = (x,-x) et d[(x,,x;)l=x,+x,.
La ligne inférieure du diagramme est donc exacte. De plus, l'application q.A a pour ima-

ge (e}, si bien que des est 1'application O. Il existe donc un morphisme \: F(G) -~ F(X)
et un seul vérifiant 1.1 = Se En résumé:

Lemme 6.4 .-Soient F un foncteur contravariant additif défini sur Qk' G un k=groupe alqé-

brique linéaire connexe et X un k-espace principal homogéne d droite sous G. Il existe

glors un morphisme canonique
: \‘ s F(G) — F(X)

garactérisé par la relation 1.\1 = s, Si en outre F—F' est un morphisme de foncteurs,
Y
le carré F(G) — F(X)

Lo,

F'(G) — F'(X)

est commutatif.
A tout l=cocycle a = (as)se appartenant 2 21(k G) on associe un k-espace princi-
pal homogéne & droite sous G: c'est la k-variét6 algébrique x obtenue en faisant opé-

rer }sur xa = G via l'opération "prime" X =a.x. Inversement. X étant donné, le

choix d'un point-base x, dans X détermine le 1-cocycle a = (ql xo,xo))se et le mor-

phisme X - xa défini sur k par x g-g est un k-isomorphisme compatible avec 1'ac-
tion de G. Les foncteurs F considérés seront & valeurs dans la catégorie des j-modules

continus, sauf exception.

Lemme 6.5.~Le 1—-module k[X] ﬁ est canoniquement isomorphe A 8. Le foncteur contrava-
risnt X = K[x)"/k" est additif et le morphisme canonigue

kG A" — Rx1*AY
est un isomorphisme de }-modulos. De méme le foncteur X » Pic X est additif et le

morphisme canonique - -
- Pic G — Pic X

est un isomorphisme de }-modules.
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D'aprés Rosenlicht [32], l'application E[G]* - k" § , définie par f w Lf(e),
f/f(e)], est un isomorphisme de }-modules. Supposons X=X . Les groupes abéliens E[X]
et R'LG] sont alors identiques et l'action de ¥ sur k[X]" est l'actlon naturelle sur
les constantes, tandis que sur un caractére f de G on trouve [ f(a_ )] t‘ :
1'identité k[X]*/k* - k[G) */k *est donc un morphisme de -r-modules. Si X est quelcon-
que, le choix d'un point-base dans X détermine un k-isomorphisme X - X , donc un
isomorphisme y1 k[(x3¥ - k[X 1* de ‘}-modules- le choix d'un autre point-base X +g donne
un isomorphisme y' et 1'application ¥ oy x k[X ] - k[x ,] est l'identité sur les
St:nstantes et transforme un caractire f de G en f(g).f; c'est donc 1l'identité modulo
k o La premidre assertion est ainsi démontrée. Il en résulte que le foncteur considéré
est additif, ce qui permet de définir un morphisme canonique via le lemme 6.4, I1 reste
4 vérifier qu'il rend commutatif le triangle

k(G1"/&™ — k(x]"/A&*
e
N ¢

Cela revient A voir que les "identifications" de E[X]‘/E* et kK[G}*/k* 4 G identifient

i et s. Soit donc f un caractére de G et x, un point-base dans X. On trouve alors, g
et h étant quelconques dans G, [s(f)](xohg,xoh) = f(g) et [i(?)](xohg.xoh)=¥(x°hg)/?(xoh)
soit f(hg)/f(h) = f(g).

Si X = X, les groupes abéliens Pic X et Pic G coIncident et si s 6} les deux ac-
tions de s sur un diviseur D diffdrent par une tramndation par a_, si bien que, G étant
une variété rationnelle, D et 'sD sont linéairement équivalent:: les deux actions de
?sur Pic G cofncident donc. Si X est quelconque, le choix d'un point-base définit un
k-isomorphisme X - xa s donc un isomorphisme de o},—modules y ¢ Pic X - Pic X = Fic G
et celui-ci est indépendant du point-base, car le changement de x, en xo.g se traduif
sur les diviseurs par une translation par g, donc par 1l'identité sur Pic G, puisque G
est rationnelle. Si X1 et X2 sont deux objets de ‘ek' le morphisme Pic X1XFic Y2 -
Pic(X xxz) est un isomorphisme, puisque )(1 et x2 sont des variétés rationnelles. Il

reste A vérifier que le triangle -
Pic G

y 1.
Pic X -—1—» Pic XxX

est commutatif. Soit x dans X et D un diviseur sur G ; alors [s(D)](XX{'x }) cofncide
avec 1.0(D) , @ désignant 1'inverse de } ; en effet 6 est défini A partir du morphisme
X,e9 “* g de X dans G; on vérifie également que [s(D)]({x‘;XX) = 1.8(D)({x} xX), 1'ap-
plication g g -1 induisant le changement de signe dans Pic G. Comme un diviseur sur
XXX est déterminé par ses restrictions a XX[ ok et {xok xX, on obtient s(D) = 1.8(D) et

0 coTncide avec ¥
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Lemme 6.6.- Soit G un_groupe algébrique linéaire connexe défini sur le corps ke

On a la suite exacte naturelle

- % - - -
0 = H'(ky8) —Pic G —(Pic §) — H2(k,G)— Br G —+H' (k,Pic ) - H>(k,G).

En particulier, si T est un k=torse,
Pic T = H'(k,T) et Br T = W (k, ).

Si G est_un groupe semi-simple connexs,
Pic G = (Pic 6)T et Br G = H' (k,Pic §),
ainsi, pour G gemi-simple simplement connexe,
Pic G = BraG = 0,
Enfin, si G est un groupe réductif spécial,

Pic G = O, Br G = H2(k,8) st B(c) =0,

cette derniére éqalité sur un corps de nombres.

La suite exacte initiale n'est autre que la suite exacte (ii) de 6.3, moyen=-
nant le lemme de Rosenlicht U(G) = § (cfe 645)e Les "égalités" ultérieures sont
des corollaires immédiats de cette suite, de la nullité de Pic T pour un tore, -
de la trivialité de E pour un groupe semi-simple connexe, de la nullité de Pic E
pour un groupe semi=simple simplement connexe (gﬂ. [91 par exemple) et, enfin,
du fait que, pour G réductif spécial, & soit un ?-module de permutation et de

(1.9.2).

Remarque 6.6.1e=~ L'application Pic G -~ (Pic Ef*'n'est pas toujours surjective!
Par exemple, pour G = [RI:ARSLz x RI:/RGn]/B avec B = Rp,, plongé via xHE:,N(x)] ’

on trouve lt'application 0, alors que les deux termes valent 22.

Lemme 6.7.~ Soit k un corps tel que Hs(k,Gm) = 0, par exemple un oorps global

ou local de dimension 1. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini

sur k, Si X est un k-espace principal homogéne sous G, la suite exacte

B(X) (pic ©¥—~ B2(k,0(%) > Br X »1 (i, Pic B)—E(k,0(K))

est additive en X et canoniquement isomorphe & E(G). En particulier, 1le
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foncteur Bra est additif et le morphisme canonigue
BraG > Brax
est un isomorphisme.

La suite exacte E(X) est celle du lemme 643 (iii). On sait déja, par 6.5,
que les foncteurs X +>U(X) et X = Pic X, définis sur fL, 3 valeurs dans Q;-mod);
sont additifs. Il en est donc de m8me des foncteurs EL —» (Ab), associant a X
1'un quelconque des termes de la suite E(X) autres que Brax. I1 en est par sui=-
te de m8me de BraX. L'additivité de E définit alors, par 6.4, un morphisme cano=
nique E(G) -» E(X) qui est un isomorphisme, puisque, d'aprds 6.5, c'en est déja

un au niveau des quatre termes autres que BraG - BraX.

§7.- Comportement du groupe de Brauer par isogénie.

Pour achever les calculs entrepris au § précédent, spécialement dans le
cas semi-simple, il faut étudier le comportement de Pic et Bra dans une iso-
génie, On indique également dans ce § le comportement de Br, bien que cela
soit superflu pour la suite,

Etant donné un groupe profini §» un sous-groupe fermé s— et un 3-module
oontinu M, on note HP(,,Q.;M) les groupes de cohomologie relative de ,, modulo
" 4 valeurs dans M (cf. [1 ]): ce sont les groupes d'homologie du complexe
inhomogéne C° (0‘. '(;M) des cochaines oontinues de % modﬁlo ﬁ— 4 valeurs dans M,
complexe défini par C (,, ‘,—;M) = Hom"K-}A-)p,M] :t par la formule donnant ds

(df)(‘ﬁ.’"'"p-i-l) 8. f(gl ‘2""’g1 VP"']-) +; ('1) f(flsu-’ta,---’]'p_’_l)

avec glﬁs 1; il revient au m@me de considérer le complexe homogéne défini
pax F2(p ) = Hom, [y ™ ] ot (an)(y ,...,,pﬂ)-}';(-l) £(gre 1 ¥00 4
Si ’test un sous-groupe ouvert de % on a également une description simple

"3 la Grothendieck" (cf. [358], chap.VI, §2): si 4* est la §-topologie, définie
par la catégorie des *—ensemhles finis et les familles finies {Ei'-DEj cou-
vrantes, M définit un faisceau sur 1; et H'(,;&;M) n'est autre que la coho-
mologie de Sech l"i‘({’/‘ 1} ,M). Pour #‘ invariant ‘dans §, H.(,,,?; M) n'est

autre que la cohomologie H® (}/ﬁ,m’).
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Lemme741.- Soient X = BX’, un groupe profini, produit semi-direct d'un sous-

groupe invariant fini B et d'un sous-groupe z,, et M un W-module continu et

B-trivial.
(1) Hl(ﬂ(,M) = Hl(},M) ® Hl(B,M)?
Hl(w,%;m) = 5t (s,m¥.

(ii) On a la suite exacte naturelle

0 -» H2(g, M) ® H'(g,H" (B,H)] ——1-)’}1 (1,M)-R—->H (B,M),

ou ¥ associe a2 la classe du l-cocycle (L) la classe du 2-cocycle { défi-

mipar Z,_ .= -e(L)(b) = [ (b) - f(b)
(iii) si Hl(c}',M) = 0 pour tout sous—groupe ouvert g' de g, on a les

. suites exactes naturelles

u) 225 1% (¢, M)

0 —u'y,H(B,W)] — B2 (x93 M) — E2(B,H).

0 1 (w5 M) —» 1 (w,

(iv) si Hl(B,M) = 0, par exemple si M est sans 3-torsion, on a un plon-

gement naturel

H (1,95 M) < B> (B,M).

Pour un #-module continu M quelcongue, on a la suite spectrale d'Hoch-
schild-Serre, associée & 1'égalité /B = %>
(1) 5°[g,5%(8,m)] =» H(m,K)
et la suite spectrale de fech relative au rev8tement "l'/’ —» 1 dans *,. et au
faisceau défini par M (cf. [35] loc. cit. th. 41)
(11) HP [0,y R2(n)] = 2,m),
ol %q_(M) désigne le préfaisceau prenant sur -x/%x', pour M' sous-groupe ou-

vert de ¥, la valeur H(w',M). Précisons que, dans (I), les edge Eg,O_’En

sont les morphismes d'inflation relatifs 2 ¥ -wg et que les edge E'— Eg’n

sont les morphismes de restriction relatifs &2 Bcap®
La suite des termes de bas degré de (I) s'écrit, si M est B-trivial,
o-nl(n},n) —~ a8t (,0)-» L (B,H) — Hz(j,,M)—rker[Hz (‘l,M)«rHZ(B,M)]-;-H]'(’.,H]'(B,M)).

En outre, M étant B-trivial, les edge Eg’o—y E® possédent une rétraotion don-
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née par le morphisme de restriction relatif a ?c"‘l’, d'ou Eg O&E’hn. On en

déduit, pour n = 2, la nullité de Eg’l—) Eg’o, ce qui, joint & l'existence

d'une rétraction El—)E;"o, donne El = gt° o 5001

2 2
3,0 se plonge, par inflation, dans E

3
; )1 3,0 et la suite exacte O-E

, s0it le début de (i). De

s donc dans Ei’o, d'ol la nullité

g’o—)ker(Ez-yEg’z)»E; Lo,

scindée d'aprés l'existence d'une rétraction EZ-)ES’O

indiquée en (ii). On vérifie que, si & € Zz('l\',M) est un 2-cocycle normalisé,

méme, E
de la fléeche E

g d'olu la suite exacte

dont la restriction 2 B soit le bord d'une application @ de B dans M, la

O’Z)QE;’I

fléche ker(Ez-)Ez de la suite des termes de bas degré associe a

la classe de o la classe du l-cocycle 1= (l‘_)“_e.‘r défini par

LP) = p(b) -«.F[c'l(b)] + (e, bo) - «(b,s).

1,1
2

On voit aisément alors que la section ¢ s B —> ker(EZ—vEg’z) correspondant

a la rétraction E2 _R_e;g’, Eg »2
du 2-cocycle G e ZZ(I,M) défini, pour b,c € B et &,¢ €9, par

Brne, o™ = Tl () = Ly(B) = L pel®)-

La suite exacte des termes de bas degré de (II) s'écrit

associe & la classe du l-cocycle | la classe

0 +H" (3 ) > E" (1) -+ H [y 336" ()] v B (g s 1) -y ko [ (w, M) (., 0)]

— Hlﬁt,pzl (0)]» H3(1.5;M).
Comme, par définition, Ho[‘l,sgf]‘(n)_} est un sous-groupe de Hl(cl,,ld), que les
edge En-’ Eg’n sont induits par la restriction de X a ‘, et que, d'aprés le
début de (i), la restriction H1(1,M)-+ Hl(o‘.,M) est surjective, on obtient

la suite exacte 0 _,Hl(,‘,,;m)_) Hl(-w,M) Res H (‘.,l)—VO’

d'old, d'aprés le début de (i), H1(1,};M) = Hl(B,M)". Cela se voit d'ailleurs
trés facilement sur la définition en termes de cocycles. On a donc ensuite
la suite exacte

0 H («,-pu) —ker Ho(mH) 225 | (;,M) —,Hl[«r,a;xl(u)].
L'hypothése H (}',M) = 0 pour tout sous—groupe ouvert 1,' de %1 implique la
nullité du préfaisceau ael(m) sur le systéme simplicial des («/})p, d'ol

H2(~t,5_;M) = ker [ (~, ) -5‘—“»32(1,,14)] .
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Il est immédiat sur l'expression de g que Re:s.w,‘° Y = 0, si bien que § se
factorise & travers Hz(«,};m). Comme Res"’}o Inf.}’« = idﬂg(?’m), on obtient
finalement d'aprés la suite exacte (ii) la nouvelle suite exacte
0+ H [y B (B,M)]—». H (-lr,},M) Res w2 (B,n).
Si, enfin, Hl(B,M) = 0, la fléche H ('R,M)—')H [«,;;nl(m)] figurant dans
ia. suite des termes de bas degré de (II) est un isomorphisme, car, composée
avec l'injection naturelle Ho[-(,?;ul(m)]L., Hl(?,M), c'est la restriction

de & 2 Y qui est un isomorphisme d'aprés (i). On tire donc de cette suite

des termes de bas degré la suite exacte

) 285, 52 (4y ).

L'hypothése implique encore, d'aprés (I), l'exactitude de la suite exacte
Inf
) —

o-.)Hz(w,,;m)-aHZ('u,m

) Res

0 .+H2(,,,m HZ (20, M H2(B,M).

Comme Res  oInf = idH?-( % M)? on déduit de ces deux derniéres suites

1’1‘. ,.’

exactes que l'application ocomposée H (1(,’_;M)-pH (w, M) Res

Res y? (B, M) est une

injection,

Théordme 7.2.- Soit G' - G une k-isogénie de groupes algébriques linéaires con-

nexes définis sur un corps k de caractéristique O, Soit B le noyau de cette

isogénie, ¢ = 1,(E/k) et « le produit semi-direct BMy-. On a les suites exac-

tes naturelles

(i) 0->a(k)-»a'(k)-§(k)—x‘;Pic G-Pic G' -pHa(-t,,,;E[G'] *)- ker(Brg-BrG')
(ii) 0 &(k) +G* (x)» B(k)»Pic G»Pic G'H (k,B)»Br G»Br G*
(iii) 0-G(k)+G'(k)»B(k) »Pic G-pPic G'-le(k,ﬁ)-e.BraG-pBraG'.

Dans le cas d'une isogénie T'—T de tores, cette suite (iii) n'est autre,

a des signes prés, que le début de la suite exacte de cohomologie
(iv) 0T (k) ' (k) B(kc)=s H: (k, F)es HL (K, B ) o H (K, B) p H2 (., F) 0 B2 (i, T )

tirée de la suite O-»T-1'+ B0, via les isomorphismes Pic T % Hl(k,%),...,

Br T & H2(k,T) 00
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Il s'agit des isomorphismes du lemme 6.6. Notons tout de suite que les
suites (ii) et (iii) sont évidemment équivalentes, d'aprés les décompositions

BrlG =Br k @ Bra(}, et de m8me pour G',données par 1'élément neutre de G et G'.

Nous allons voir que la suite exacte (i) n'est autre que la suite des
termes de bas degré de la suite spectrale de Yech relative, en cohomologieA

étale, au revétement G'-»G et au faisceau Gm, a savoir
_ n
(III) | BPer /e, 8 (c )] = B(6,0 ),

- ol ﬂ(Gm) est le préfaisceau Uw Hq(U,Gm). La suite exacte des termes de bas de-

gré s'écrit a priori

0 H'ar gpsk[G* 1) = Pic G - 1°(G' /G,Pic) - H2(w,$3k[G'T*) » ker(Br G- Br G') -
i'(G'/G,Pic) - ...

étant donné que, pour le faisceau Gy, la cohomologie de Cech ﬁ'(G'/G,Gn) s'iden-

tifie & la cohomologie relative H'(«x ,};E[G']x).

Montrons d'abord que r!O(G'/G,gi_._c_) = Pic G'. C'est en effet le noyau de la
double fldche Pic G' 3 Pic G'XGG', ou encore de Pic G' 3 -B‘}; Pic Gl':(b)' ol les
deux fl¥ches se déduisent de Gl’c(b) - G' et de la composée avec la translation par
b dans Gl':(b)' Comme la k(b)-variété Gl'c(b) est unirationnelle, cette translation
induit 1'identité sur Pic Gl'((b) et, par suite, la fléche dos Pic G' - Pic G'XGG'
est nulle, _

Calculons ensuite les termes H! (f,zzE[G']x) et Hz(vr,,_;E[G']x) grice & la
suite exacte de W-modules

0- K +R[@T»8&" >0
¥

ol Ex et &- sont les M-modules B-triviaux de g_-modules sous-jacehts les}-modu-
les naturels ;x et G (c'est le lemme de Rosenlicht auquel on ajoute la remarque
selon laquelle B agit trivialement sur les constantes et, via bL: I—(b)l’ ‘Sur un
caractdre | de G').

La nullité de H1 (?' ,Ex) pour tout sous=groupe " de [ 1 montre que la suite
exacte ci-dessus induit sur le systdme simplicial {'x/,-v 1 } une suite exacte de

préfaisceaux (voir aussi [ 1] th. 5.4), ce qui donne donc une suite exacte lon-

gue par application du foncteur H'(i,-” )e
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0- K > k[6]" > &' (k) » H' («.;;EX) > ('n.g;i'[G']x) > H ('r.';:é"') - Plz('r.gsfx)
- H2( 3K [G'T¥) - H2(v,338).
Or, d'aprés le lemme 7.1(i), H! (fw,g;ix) = B(k) et H1(1,1;(‘§"') = O car G' est

sans torsion, d'ol la suite exacte

0 - G(k) - G'(k) - B(k) - H'(v,y;K[c'T*) - 0.
Ceci achéve de prouver (i).
On a d'autre part le diagramme

0~ H2(1\ ,.”Ex) - H2(1',3;E[G']x) - H2(1,1;&'")

* ! {
0- H(B,k") - HI(BK[G'T) -~ H(B,GM).

La verticale de droite est injective d'aprés le lemme 7.1(iv), puisque G' est
sans torsion, d'od ker g 3, ker ¢. La valeur de ker 9 est donnée par le lemme7,.1

(ii1), ce qui donne finalement la suite exacte

0- H1(k,§) - Hz('l ,};E[G' ]X) t HZ(B,E[G']X) .

La suite exacte (i) relative a G' - G est la suite des termes de bas degré
de la suite spectrale d'Hochschild=Serre
HP[B,HY(@',G,)] = H'(G,G,)
et on obtient ainsi le diagramme commutatif

0 - (k) -» &'(k) » B(k) » Pic G - Pic G' = H2(w,%5k[G' 1°) = ker(Br G - Br G')

L It L

0 -» G(k) -» G'(k) - B(k) » Pic G - Pic G' 5 H2(B,E[G.']x) - ker(Br G - Br G').
Mais w: Pic G - Pic G' est surjective: tout d'abord, la division de G' par son
radical unipotent ne modifie pas ® 3 on peut ensuite supposer que le groupe ré-
ductif G' possdde un rev&tement spécial H —» G' de groupe A' (cf. 1.10); si A est
le noyau de H - 5, on obtient alors que ® n'est autre que l'application induite
par la restriction A(k) - A'(k) qui est surjective:

0 - G(k) » fi(k) » A(kK) » Pic G- 0

{ I | iz

0 - G'(k)~ H(K) » A'(K)> Pic G- 0
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étant donné que Pic H = O. Dés lors, @ se factorise par le noyau de ¥, égal (cf.

ci-dessus) 2 H1(k,§), et il suffit d'observer en outre, pour obtenir (ii), que

le noyau de A est aussi le noyau de BrG -» BrG' et, enfin, que l'application
H'(k,B) ® ker(Br G - Br G')’

ainsi obtenue est surjective. On peut d'abord sﬁpposer G!' réductif, car, si U.

est son radical unipotent, UNB = O, la division de G' par U et G par U ne mo-

difie pas 0 (noter simplement que, si U= Ga’ la fibration par U étant triviale,

G' = k[G'/U ][t], d'oh Br'G'/U = Br'G' par un argument analogue & celui de [3 ]

prop. 7.7 pour le groupe de Brauer ordinaire, et de méme Br' G/U = Br'G). On peut

ensuite supposer que le groupe réductif connexe G' posséde un rev8tement spécial

H - G' de groupe A': il en est en effet ainsi de G"x T pour m» O et T convena-
bles (cfe 1410) et ker(Br1Gm>< T- Br1G'"'X T) = ker(Br,G - Br1G')m en vertu de

1'additivité de Br, (lemme 6.7)e Soit alors A le noyau de H - G, On a le diagramme

commutatif 0- H'(k,A) - ker(Br1G' - Br1H) -0

¥ t

0 - H'(k,R) » ker(Br,G - Br,H) - 0

b

i (,8) & ker(Br,G - Br,G')

ol les lignes et la colonne de gauche sont exactes: Pic Hg = O pour toute
extension K/k et la suite 0> B> A-> A' » 0 est exacte. D'ol la surjectivité de
0.

Montrons enfin la coIncidence entre (iii) et (iv) dans le cas d'une isogénie

de tores. La commutativité des carrés

H' (k,T) > H'(k,T1) H2(k, 1) - H3(k, 1)
| ! l l
Pic T == Pic T! Bra'l' - Br, T

résulte de la fonctorialité (contravariante) de la suite exacte du lemme6.6. La

coIncidence entre les deux débuts jusqu'd ﬁ(k) est évidente. Montrons que les

triangles p) K (x,1) -3 H2(k,T)

«® /“ /
(7.2.1)  B(k) |5 H' (k,8) v
T bieT N Br T
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ol les verticales sont les isomorphismes du lemme6.6, les ascendantes les flaches
de (iv) et les descendantes les flaches de (iii), sont commutatifs. Considérons
les suites spectrales d'Hochschild-Serre
(v) (T /T 0(6,)] = HY(T,G )

(¥) HP(T/T,%9(G,)] =¥ HY(T,G).

On a des morphismes d'inflation (III) -» (IV) et (V) = (IV) induisant 1'identité

au but et donc les diagrammes commutatifs

H1(1,-};E[T']x) H2(1.1-z§[1"]x)
! A : ~.

H (w,k[T'T") = Pic T H(w, k[T %) £ Br_ T
it te

H1('},E[T]x) /z;' H2( -;,E[T]x) / .

I1 suffit donc de vérifier que les fladches B(k) » H1(,,f) et H1(k,ﬁ)-+ H2(k,?)
définies par les diagrammes ci-aprds coIncident avec les bords J définis par la
suite exacte O —» ToT B0 3
H (%,%) -‘—T,—» H' (B,k ¥ = Blx)
,L‘l-
H (9,1 3 0 (,K[107) 3 K (wk[1']")

et

H2 (w0, k) _‘—:—_, H' (k,B)
l'
061 3 1206,E179 B e k1),

Rappelons en effet les définitions de y et O : 1'identification du lemme 7,1 (i)
est donnde par la composée H'(w,q5k7) » H' (%K) - H'(B,K") = B(k) et la flache
Y n'est autre que atg; de m8me, d'aprds le lemme7.1 (iii), la fldche composée
H' (k,B) » H2(%,13K") » H2(%,K") n'est autre que 1'application y du lemme?7,1 (ii)
si bien que O n'est autre que la composée fwg.

Montrons que [ = % . Soient | € B(k) et € un reldvement dans Tr (k). Alors,
$(Upg = K(b), tandis que [31d(y)],, = =8 -5. or, (3§), = (bc).§5-% =
€5 (b™") +§- & = —f(b) +c§- &, pulsque Eest un caractire et que J est inva-

1 - x
riant par 4. Les cocycles 15(y) et jﬁ(L) sont donc homologues dans Z (w,k[T'] ).
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On conclut alors grice au diagramme
y . H(k,1 .
B(k) it Pic T
LG, H1('N,E[T']x) (3
dont on vient de voir la commutativité du triangle de gauche, celle du triangle

de droite étant donnée par l'inflation (V) - (IV).
Montrons que O = -vd, On a le diagramme

) Hz(k-f) -V
H' (k,B) - l"* - Br,T
wg ek T8
dont le triangle de droite commute grfce & 1'inflation (V) » (IV) et od © =me.

I1 suffit donc de prouver que wyg = -\d). Soit ) 1-cocycle de 3_ 4 valeurs dans

B; 1'image de sa classe par wy est la classe du 2-cocycle f avec (lemme 7.1 (ii))

= 1
Prolongeons chaque L en un caractére §_de T'. Alors, & = Inf(d$) est défini par

¢ = 'EQ-EUW'.-EO‘

bf, Cw

et sa classe est 1'image par rn de la classe de (L’). Considérons la 1-cochatne

h de v & valeurs dans E[T']x définie par Inf(¥). On obtient

(dh)) o = DHEL) = oot B m &) 0 + belBe) = w(8y).

c
Comme o(¥,) est un caractbre sur T', la fonction be(¥,) - «(%.) est la fonction
constante =e{(3.)(b) = ~=(x_)(b) = fbu-,c'v’ ce qui montre que les 2-cocycles & et
~-f sont homologues dans 22('«,?[1"]").
Il reste & vérifier la commutativité du triangle
H (k,T)
H' (k,8)

+
Pl T —

mais, comme elle n'intervientpas dans la suite, elle est laissée en exercice.
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Corollaire 7.3.- Une k-isogénie spéciale de groupes réductifs G'—G de noyau B

définit des suites exactes
(7.341) 0 —»8(k) »8*(k) —B(k) »Pic G—0

(7.342) ' 0 — H1(k,§) —-8r, G — BraG'

et, si en outre k est un corps de nombres,
(7.3.3) B(6) = w'(k,B) et B (6) = w(k,B).

En particulier, si G est semi-simple connexe de groupe fondamental B,

(743.4) Pic G = B(K) st BrG =H (k,8).

D'aprés le lemme 6.6, si G' est le produit d'un k-tore quasi-trivial et d'un
groupe semi-simple simplement connexe, Pic G' = 0 et BraG' = Hz(k,ﬁ') et, sur un
corps de nombres, G;(G') = 0, Les diverses assertions ci-dessus résultent alors
de la suite exacte du théoréme 7.2, Notons que le calcul de Pic G poﬁr G-semi-
simple connexe est déja dans [40], voir aussi pour Pic,dans le cas algébriquement

clos, par exemple (al.

Exercice 7.4.- Vérifier qu'étant donné une k-isogénie G'-~G de noyau B, le trian—

L

gle H (k,8) ——=— H!(k,Pic B)

e\B G/'.

qu'elle définit commute au signe préss l_est 1'application déduite du morphisme
§ — Pic G indiqué en 7.2 (i), O est le morphisme figurant en 7.2 (iii) et o est
celui figurant dans la suite exacte du lemme 6.6. En déduire que, pour une k-iso=
génie G' -+ G de groupes semi-simples connexes, de noyau B, la suite exacte 7.2
(111) n'est autre, moyennant les identifications du corollaire 7.3 ci-dessus et

a des signes prés, que la suite exacte de cohomologie
(v) 0 B(k) =% (6)(K) > %, (6") (k) —»H' (k,8) = H' (%, (6)) H' (k,%, (")),

déduite de la suite exacte de k=groupes finis
8-+ 8 =, (6) =%, (c") -~ 0.

Cette "identification™ n'est pas utilisée dans la suite.
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§8.~ Approximation, principe de Hasse et groupe de Brauer.

Commengons par évaluer W (G) en fonction de Br G, suivant une méthode ins-

pirée de Manin (cf. [25], [26] §41).

Proposition 8.1~ Soit G un_groupe algébrique linéaire connexs défini le corps de
nombres k. Il existe un accouplement naturel

(841.1) w(G) x B(G) —» 0/2

fonctoriel en G.

Cela signifie que, pour tout k-morphisme G'-+ G, le carré ci-dessous est com=

mutatif
w(c) x B(c) — 0/2

bbb
w(c') x B(c') — a/z.

La définition utilise essentiellement l'identification Brax = BraG obtenue
en 6.7 pour un k-espace principal homogéne X sous G. Soient E un élément de W (G)
et {t un élément de 5 (G). On peut représenter § par un espace principal homogdne
X sous G et P par un élément b de Br1x puisque BraG‘ = Brax. Comme 6 est locale
trivial, chaque b appartient é'Bro(xv) qui s'identifie & Br k,o» étant donné que
1'hypothase § € W (G) implique X(kv) # ¥ On obtient ainsi, d'aprds le lemme 6.2,
un élément de 1l Br k, et la somme des invariants locaux ainsi obtenus est 1'614-
ment de Q/Z qu'on associe au couple (E,P).

I1 reste & voir que cet élément de Q/2 ainsi obtenu ne dépend pas des divers
choix effectuds: modifier b consiste & lui ajouter un élément de Brox, image d'un
certain b' appartenant & Br k; or la somme des invariants locaux de b' est nulle.
Si 1'on modifie X en X', il existe un k-isomorphisme X'-I;X, ce qui permet de
choisir comme reldvement de p dans Br,X' 1'élément b' = f#(b), si bien que b} =b .

Vérifions enfin le caractére fonctoriel de cet accouplement: tout k-morphisme
G'— G définit des morphismes f_: " (k,G*) -nH1(k,G) et f*: Br G -+ Br G'; soient
€' un élément de W(G') et P un élément de B (G), X' un espace principal homogéne

sous G' représentant §', X son image par f,, puis ¢ X?'—» X le k-morphisme corres—
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pondant (X s'obtient en prenant par exemple le cocycle image dans Z1(k,G) de ce-

lui associé & X'); soit b un reldvement de P dans Br X; la compatibilité de ¢

1
avec l'action de G sur X et de G' sur X' assure la commutativité du diagramme

: *
Br1X -——:1—-—» Br1X'

l l

£
Br G ——— Br G*
a a

ce qui permet de prendre b! = T*(b) comme reldvement de }' = f*(}) dans Br X',

1

Le diagramme

o kv \ l?v
Br X!
v
étant commutatif, on a, avec de tels choix, 1'égalité bv = b; dans Br kv’ d'oir

a fortiori 1'égalité

<f.|.(!.')’ﬁ> =g of*(ﬁ)) .

Théoréme B8.2.,~ Si G est_un groupe algébrique linéaire connexe sans facteur de type
EB’ défini sur le corps de nombres k, l'accouplement (8e141) met les qroupes com-
mutatifs finis W(G) et B(G) en dualité:

(84241) w(s) = B(c)".

On doit prouver que le morphisme naturel ln(G)-:i B(G)" défini par 1'accouple-
ment (B+1.1) est un isomorphisme. On peut d'abord supposer G réductif, car la di-
vision par le radical unipotent ne aodifie en rien ce morphisme éé(gg. 4,1 et la
démonstration de 7.2). On peut ensuite supposer que G possdde un k-rev8tement spé-
cial G' = G de noyau Bs si G est réductif quelconque, il existe, d'aprés 1.10, un
entier m>0 st un k-tore quasi=-trivial T'! tels que Gmka' posséde un tel rev8te-
ment et on peut se réduire & ce cas, car w est fonctoriel d'aprés 8.1, additif en
G (voir en particulier 6.7) et trivial sur T' (cf. (1.9¢1) et 6.6).

Supposons donc désormais que G possdde un k-rev8tement spécial G' —~G de no-
yau B, On sait qu'alors le morphisme canonique

w (c)—)-w»usz(a)
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est un isomorphisme en l'absence de facteur de type Eg (théordme 4.3) et que
le morphisme canonique
w'e 2 5
est également un isomorphisme (corollaire 7.3). Il suffit donc, pour achever la
démonstration du théoréme, de préuvef le lemme suivant et d'appliquer le théo=-

réme de dualité de Tate-Poitou (cf. [37))

(84242) w'(8) = w?(e)”, 1a

dualité étant donnée par l'accouplement de Tate

(84243) @) x wie) = o2

ainsi définis soient X,et b des cocycles représentant les classes de cohomologie
qu'on désire accoupler; comme Ha(k,Gn) = 0, il existe une 2-cochatne h € Czq;,i*)
telle que yuv b = dh dans Za(-‘.,i*); localement, il existe, pour chaque place v,
d'une part Ev € c°(8), d'autre part a, € C1(B) avec xv = df; et b, =da ; 1t'ac-
couplement des classes de X et b est alors défini par la somme des invariants lo-
céux des 2-cocycles x, € Zzﬁf,it) définis par

X, =Evubv - hv'é-xvu a, = h e

Lemme B+3.~ Soit G'-~G une k-isogénie de groupes algébriques réductifs connexes
définis sur le corps de nombres k et soit B son noyau, Le diagramme

w(s) x B(6) @
bt Tw
w?(e) xw'(g) ~°
qu'elle définit est commutatif.,
Montrons qu'on peut se ramener, pour démontrer le lemme, au cas des tores.
Considérons le diagramme croisé (cf. [29] ou [j@]) ci-dessous, obtenu en écrivant
B comme noyau d'un épimorphisme T'—>T de k-tores avec T' quasi-trivial: on plon-

ge B dans G'x T'! via zrd-(z,z-1) et on pose H = G'xT'/B, ce qui donne le diagramme

D
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On a ainsi un diagramme commutatif d'isogénies

B'B-‘:’B

! ! |
G' > G'X T' > T

Y

G «— H  ->T
-1
ot ¥(b) = b . On en déduit le diagramme commutatif d'accouplements

w?(p) x w (B)

1 { \
w (G) x B(G)
\

te L 8
v w(H) x B(H) |t ———— /2

{ ]
w(f) P S(f'r) 7:

w2(B) x w!(B)
ceci d'aprds la fonctorialité des accouplements définis & la proposition 8.1, Comme
T' est quasi-trivial et central dans H, on trouve aisément (cf. lemme 1.9) que
1'application w(G)e W(H) est bijective, ce qui montre aussitdt qu'il suffit
de prouver la commutativité du carré inférieur d'accouplements pour obtenir celle

du carré supérieur.

La démonstration de cette commutativité dans le cas des tores fait 1'objet

des deux lemmes suivants.

Lemme 8+4,~ Soit U' -» U une k-isogénie de tores de noyau B sur le corps de nombres
ke Le_diagramme
w!(k,u) x w(k,d) v
]2 L
w2(k,8) x W(k,8) =

Q/2

qu'elle définit est commutatif.

Les fldches obliques sont les accouplements de Tate (cf. 8.2.3) et les verti-
cales sont les morphismes déduits des "suites exactes™ 1+B-U'=-U-1 et, par
dualité, 0+.0-U'=B-0.

Soient « et ¢ respectivement dans iL;I(k,U) et Iu1(k,§) qu'on représente par
(a,) € 21(k,u) ot (r,) e 2'(k,B). Puis, on reldve (a,) en (a?) € ct(k,ut) et ()

en (f!) dans C'(k,0'). Soient alors b = da' € z7(k,8) et g = df' & Z2(k,0)s 11
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s'agit de voir que, si F désigne la classe de b et x’celle de g, on a
Lk, )> = <f,q> R
Comme Hs(k,Gm) = 0, les cup-produits aug et buf appartiennent & Bs(k,Gm). Or,
le calcul donne d(a'uf') = da'v f' = a'vdf' = buf = avg, ce qui permet d'écrire
ayg = dh et buf =dl
avec l1=h+a'uf! e Cz(k,Gm).
Soit alors v une place de k. On peut considérer x & Co(kv,U) tel que a = dx,
puis relever x en x' & Co(kv,U'). Alors, y = a'= dx' appartient en fait a

C1(kv,B) et dy = be Or les accouplements de Tate sont obtenus 2 partir des termes

locaux <°"x>v = xug = h

<g,tf>v =yuf =1,
en faisant la somme des invariants locaux correspondants dans Q/Z. Mais,

xtuf! e c1(kv’Gn) et
d(x'uf?) = x'wdf' + dx'uf! = xug + a'uf! = yuf

= xug = h = (yvf = 1),
ce qui montre que les termes locaux ci-dessus sont homologues dans Zz(kv,Gm) et

ont donc les m8mes invariants dans Q/2: leur somme est a fortiori la m8me!

Lemme B.5.- Soit T un tore défini sur le corps de nombres k. Le diagramme naturel

wl(r) x wi@)

u 1v>

Q/2
wl(t) x B(1)

est anti-commutatif.

Ce diagramme est défini par l'accouplement de Tate 7, analogue & (8.2.3), par
1'accouplement défini en 8.1 et par le morphisme naturel Hz(k,EET]*)-—vBr Te

Considérons un 1=cocycle a dont la classe « appartienne & uf(k,T) et le k-gs-
 pace principal homogdne X = Xa s sous T, associé, L'application naturelle

Hz(k,E[X]*)-—PBr1X est un isomorphisme (lemme 6.3 (i)) puisque Pic X = O, L'ap=

- 2 -»
plication Br,X —»Br X = BrT = Hz(k,f) est donc l'application Hz(k,k[X]*)-yH (k,T)

1
obtenue 3 partir de la suite exacte de 7-modules



55

0—~k* —RKX]* —T —0.

Soit f e_zz(k,f) un cocycle dont la classe appartienne élﬂz(f). Etant donné
1'action de g sur k[X] (cf. la démonstration du lemme 6.5), le bord df est le

3-cocycle A Se (a;1) s autrement dit A = = auf dans Zs(k,Gm) et

sytyu = tyu _
- avf = dh avec h dans Cz(k,Gm), puisque Hs(k,Gm) = 0, On peut encore consi=-
dérer h dans Cz(k,E[X]*) et, si g désigne le 2-cocycle f considéré comme élément
de C2(k,E[X]*), on trouve dg = X = dh, si bien que g~h est un 2-cocycle & valeurs
dans k[X]* et qu'ainsi la classe du 2-cocycle g-h € Zz(k,F[X]*) reldve celle de
f. Localement, gv-hv a sa classe dans Br kv: c'est celle du 2-cacycle gv(xv)-hv =
2

fv(xv)-hv dans Z (kv?Gm)'

Or, l'accouplement de Tate s'obtient justement comme suit: étant donné (a,f),
on écrit -ayf = dh et on considére la 2-cochatne -fvuxv + hv = -fv(xv) + hv

qui est en fait un 2-cocycle & valeurs dans it, d'oli, au signe prés, le m8me élé-

ment de Br kv que dans l'accouplement @ décrit auparavant.

Ceci achéve la démonstration de ce lemme, donc du lemme 8.3 par conjonction
de 8.4 et 8.5, donc celle du théordme 8.,2! Ajoutons que 8.3 se déduit de 8.4,

8.5 8t 7.2.1, par la considération du diagramme
w(T) x B(T)

[ N

w(r) xw?(f) —=—s a/z
L d
zl 11‘ /
wo(e) x W (B)
oll le triangle supérisur anticommute par 8.5, le triangle inférieur commute par

Be4 ot O Vo = =0 dlaprds (7.2.1).

Remarque 8.6.~ On peut, en principe, espérer déduire de 8.2 des contre-exemples
explicites au principe de Hasse, de la m8me manidre que Manin ([26], chape VI,
§47) utilise des obstructions liées au groupe de Brauer pour interpréter des
contre—ekenples classiques dans le cas des surfaces cubiques (Mordell, Cassels=—
Guy). Par exemple, dans le cas du tore T = Rl/kcm’ pour K/k galoisienne, on sait

bien (cf. [2] ou ici 5.,6) que le principe de Hasse est en défaut exactement lors-
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que Lus(g,l) # 0 ou g= Q(K/k). Autrement dit, dans ce cas, il existe des k=-va=
riétés X définies dans l'espace affine A:, ol n = [K:R],par une équation du type
NK/k(x) =%, ol X€ k*, et possédant partout localement un point rationnel sans

en posséder dans k. Il est relativement facile de trouver des critdres tras expli-
cites et efficaces permsttant de'décider si lus(g;l) est, ou non, trivial, Maisy
dnns le cas ol il est non nul, on ne dispose pas de critérse simple pour trouver

un o tel que la variété "normique" associée contrevienne au principe de Hasse,
L'obstruction donnée par l'accouplement (8.1.1) n'est pas simple 3 calculer en

pratique en raison de l'exploitation délicate de la nullité de Hs(k,Gm)!

Proposition 8+7.- Soit X une variété alqébrique définie sur le corps de nombres

k et possédant un point rationnel. Il existe un accouplement naturel
A(X) x B (X) - o/2

fonctoriel en X, additif & droite et trivial sur le sous-groupe b5(X).

Soit b un élément de Br1x dont presque toutes les images locales dans les

Br,X, soient nulles. Il définit donc une application composée (cf. lemme 6.2)

continue 5
3 m X(kv) - M\ Br k, = Mo/z 5 /2.

Celle-ci est triviale sur l'image, par la diagonale, de X(k), car elle se fac-
torise alors par Br k. Si b et b' sont deux tels éléments, X bib! = “b* xb..
Si b a ses images locales dans les divers Br X,, comme X(k) # B, clest la somme
d'un élément de Br k = Br X et d'un élément dont toutes les images locales sont
nulles, d'ol lxb = O. L'existence d'un point rationnel permet de représenter
tout élément de GQJG) par un élément de Br X dont presque toutes les images
dans les Br, X, soient nulles, d'od 1'accouplement de 1'énoncé par passage au
quotient & gauche par 1'adhérence de X(k) et & droite par BroX. Il est évidem-

ment fonctoriel en X puisque les accouplements de Manin (lemme 6,2) le sont.
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Lemme 8.8.~ Etant donné une k-isogénie G' —G de groupes algébriques lindaires,

de_noyau B, le diagramme
H (k,B) x H'(k,B)

\J
TB le Br k
G(k) x Br,G /Y”'

qu’elle définit est commutatif.

Dans ce lemme, k est de caractéristique 0 quelconque, le premier accoupiamqnt
est le cup-produit, le second l'accouplement de Manin (6.2.2), la premidre verti=-

cale est le cobord et la seconde est l'application 0 de 7.2.(i1) »

1
de G(k). Alors, Br1G =Br k 8 BraG et 1'application § se factorise par BreG. Ltag=

Soit BreG le noyau de l'application Br,G - Br k définie par 1'élément neutre
sertion & prouver étant ponctuelle sur G(k) et l'accouplement inférieur étant
fonctoriel en G (gg. 9.1), on peut supposer que G est le produit sur k d'un tore
et d'un groupe unipotent, et m8me de Ga’ ce qui nous raméne finalement au cas des
tores, la partie unipotente ne jouant pas de r8le dans l'isogénies si G =T ka,
l'applicatidn U(k)'—tH1(k,B) est triviale et de nana-H1(k,§)-+-BreU = 0, Vérifions
donc le lemme simplement dans le cas d'une isogénie de tores T'—. T, auquel cas
Br T = Hz(k,f). On sait de plus que l'accouplement de Manin se traduit (cf.
6.6 8t 6.2) par l'application

T(k) x H3(k,T) % Br k
cup-produit qui & x € T(k) et ), dane Zz(k,f) associe le 2-cocycle A défini par

ls,t = xe’t(x) s 1.8, )‘= x«x‘. Considérnns le diagramme

T(k) x Br,T
1 \\x;*

I v
T(k) x H3(k,$) 2+ Br k

3 {2
H1(k?3) x H'(k,B) < .

Le triangle supérieur commute d'aprés ce qui vient d'8tre dit. Comme, d'aprés
(7+2.1), 1l'application 0 ast 1'opposée de'Vq) s tout revient 2 prouver que le
triangle inférigur anticommute, ce qui est standard: soient x € T(k) et f dans
Z‘(k,B); on reldve x en x' @ TQF) et f en f' dans C1(k,f'); 1'image par O de

la classe de f est la classe de df' et celle de x est la classe de dx' et, comme
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d(x'uf?) = dx'v f' + x'vdf', les 2-cocycles Ix uf et =xudf sont homologues dans
Zz(k,Gm), ce qui prouve l'anticommutativité du triangle inférieur du diagramme

ci~dessus et achdve la démonstration du lemme.

Lemme B.9.~ Soient k un corps de nombres et G'—G une k-isogénie de groupes al-
gébrigues linéaires connexes, de noyau B. Le diagramme
A(G) x B, ()

T
ul(e) x w'e@) —

qu'elle définit est commutatif.

L'accouplement supérieur est celui défini en 8.7 et celui du bas s'obtient
de fagon analogue a partir des cup-produits locaux, par addition des invariants
locaux ainsi obtenus (cf. lemme 1.4). La premidre verticale se déduit simplement
par passage au quotient des morphismes cobords locaux G(kv) —a-H1(kv,B) et la

1,, a0 |
seconde du morphisme H (k,B)-—*-BraG défini en 7.2 (iii).
Désignons, une partie finie Z de {1 étant donnée, par E%}G) le noyau de

la restriction BraG —_ ‘lZ: Bran ot 1'on peut d'ailleurs remplacer Bra par
v

¢

Br e Ainsi, B,(G) est la réunion, lorsque 2. parcourt l'ensemble des parties fi-
nies de {1, des groupes EE}G). I1 suffit (voir en particulier la démonstration
du théordme 3.3), pour démontrer le lemme, de prouver, pour toute partie finie z
de {1, la commutativité du diagramme

Az(G) x E‘z(s)

l T ,,4’)' -%é: o kv
1 1
'-!;_(G) x Ll-\z_(ﬁ)

ce qui résulte aussit8t, vu la définition des accouplements, de la commutativité

indiquée au lemme précédent pour chaque place v.
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Théoréme B.10.~ Si G gst un groupe algébrique lindaire connexe défini sur le
corps de nombres k, l'accouplement (Be7+1) met en dualité les groupes commuta-

tifs finis A(G) et B (G)/E(G).

Comme A(G) et Br_G sont additifs en G et que, pour un k=-tore quasi-trivial T,
A(T) =0 et EL(T) = UJi(?) = 0 (cfe 646), le raisonnement fait au théoréme 8.2
montre qu'on peut supposer l'existence d'un k-rev8tement spécial G!'-—» G de noyau

Be En ce cas, le diagramme

a(e) x [B,,(c)/6(c)]

j' T ™~ Q/2
{i(8) x [ @y (8] —
commute d'aprés le lemme précédent. Or, la fliche A(G)—-qlxe) est un isomorphis-
me (théordme 3.3). Il en est de m8me des fldches w! (8)>B(G) et u.\l(a)-*sw(s),
donc aussi de la fliche induite par passage au quotient (cf. (7.3.3)), & savoir
la verticale de droite du diagramme ci-dessus, D'oll le théoréme, puisque l'accou=-

plement inférieur est une dualité parfaite (lemme 1.4).

Corollaire 8.11.~ Si G est un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le
corps de nombres k et sans facteur des type Ea, la suite naturelle

(&) 0 -+A(6) — B (6)" — w (c)—~0

est une suite exacte de qroupes commutatifs finis.
Plus précisément, l'accouplement (8.7.1) définit une suite naturelle
' ~
0 —#A(G) = B(G)" —» §(G) >0
qui est exacte d'aprds le théordme 8.10 et 1l'accouplement (8.1.1) définit un

morphisme naturel
w(e) = & (6)"

qui est un isomorphisme d'aprds le théorzme 8.2,

Remargue 8.12.- Les résultats de trivialité simultanée de A(G) et W(G) indiqués

au §5 sont donc équivalents & la trivialité de ELxﬁ).
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§9.~ Lien avec les probldmes birationnels.

Le but de ce § est d'établir le caractdre d'invariant k-birationnel de A(G)
et W(G) pour G un groupe algébrique linéaire connexe, sans facteur de type Ea,
défini sur un corps de nombres et d'étendre 3 ce cas les résultats de Voskre=-

senskii (cf. [39],[40]) obtenus essentiellement pour les tores. On étend en par=

ticulier la suite exacte (V) et une formule sur le nombre de Tamagawas.

8- Problémes birationnels.

On considére un corps k de caractéristique 0 quelconque. D'aprds Hironaka
(cfe [39,40] ), toute k-variété lisse X admet une k-compactification lisse V(X)
et la classe de similitude du module galoisien Pic V(X) est déterminée par la
classe d'équivalence k-birationnelle de X (cf. également [7]p. 190). De plus,
si X est une variété k-rationnelle, Pic V(X) est un -module 2-libre de type fi-
ni, pour o= g(k/k)s On en déduit (cf. [39,401) que le foncteur X > H1(k,Pic V(x))
est bien défini, additif et constant sur toute classe de k-équivalence biration-
nelle stable, pour la catégorie des k-variétés algébriques lisses k-rationnelles
(voir aussi 6.5 ou [7)lemme 11). On va voir que, pour un groupe linéaire G sur
un corps de nombres, A(G) et W(G) sont des invariants k=birationnels qui déri-
vent de l'invariant H1(k,Pic V(G)). Le cas des tores est déja traité de fagon
détaillée et complédte dans [39,4q] et repris d'un point de vue un peu différent
dans [7], §8.

Si G est un k=groupe algébrique linéaire connexe, toute k-compactification

lisse G - V(G) définit (cf. (39,40] ) une suite exacte de ¢-modules
(9.0.0) 0-+8 >m-opic T(G) = Pic §—0

ot M est le }rmodula de permutation 2-de type fini formé des diviseurs de V(G)
3 support "a 1'infini", i.e. hors de l'ouvert G et ol 3= g(k/k). Dans le cas

d'un tore T, cette suite se rdduit a la suite exacte de J_-modules

(9.0.1) 0T -+M —Pic U(T)> 0

et, si G est semi-simple, on obtient la suite exacte de 3—nodules
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(9,0.2) 0—+M - Pic V(G) -8 —»0

compte tenu du fait que Pic G = B (cf. 7.3 ou [9]).

Lemme 9.1.~ Les suites exactes de cohomologie galoisienne déduites de (9.0.1) st
(9.0.2) dans les cas respectifs d'un k=tore T st d'un k-groupe semi-simple con-

nexe G, & savoir

(9.141) 0 = H'(k,Pic T(T)) = H2(k,T) —>HZ(k,M)

(9.4142) 0 =H'(k,Pic T(G)) —» H' (k,B) =HZ(k,M)

co¥ncident, & des signes prds, avec les suites exactes naturelles

0 = Br V(T) = Bz T — H2(k,M)
0 = Br_V(G) +8r G - H2 (kyM).

Ces dernidres sont les suites exactes de restriction (gj, 6.1)8 on désigne
par M letw-nodule des diviseurs "a 1'infini". De plus, dans cette "identification®,
on identifie Hz(k,f) a Br T suivant le lemme 6.6, puis H1(k,§) a Br G suivant
(7.3.4) et enfin Br‘\l(T) a H1(k,Pic V(T)) et srav(n) a H1(k,Pic V(6)) suivant
6.3 (11) puisque U(V(T)) = u(V(e)) = o.

Ce lemme est simplement mentionné ici, sans démonstration, pour montrer que,
dans le cas des tores et des groupes semi-simples connexes, on psut obtenir des
démonstrations plus rapides des résultats ci-aprds, directement & partir des
suites exactes (9.0.1) ot (9.0.2) via (9.1.1) ot (9.1.2), démonstrations qui,
d'aprds ce lemme, seront des cas particuliers des démonstrations générales ci-a=-

prbs.

Les résultats de Voskresenskii pour les tores (cf.[39,40)]) peuvent se résumer

ainsis

Théordme 9.2 (Voskresenskii [39,40] ).= Soit T un tore défini sur un corps de ca=
ractéristique O, Soit T~ V(T) une k-compactification lisse de T.
(1) Si T est décomposé par une extension cycligue de k,

H(k,Pic V(T)) = 0,

(11) Si k est _un corps de nombres, on a une suite exacte de groupes commuta-
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v) 0 —=A(T) —»H' (k,Pic T(T)) —s W(T) —>0.

11 s'agit des théordmes 5 et 6 de [40]. L'examen de la démonstration de ce
théoréme 6 montre que le terme médian naturel de (V) est bien le dual du groupe
fini H1(k,Pic V(T))e Voir également [7], §8, proposition 19.

Dans la suite, on utilise uniquement (i), l'assertion (ii) étant démontrée

de nouveau comme cas particulier du théordme 9.5 ci-aprés.

Proposition 9.3 (Voskresenskii [41) )o- Si G st _un groupe algébrigue linéaire

connexe défini sur le corps de nombres k, et si G->V(G) est_une k-compactifica-
tion lisse de G,

H1(kv,Pic 7(c)) = 0

pour presque toute place v de k.

C'est le théoréme 3 de [41]. On peut supposer G réductif, car si U est le ra-
dical unipotent de G, le morphisme G - G/uU posséde une k-section, d'od, U étant
une variété k-rationnelle, H'(k,Pic V(G)) = H'(k,Pic V(G/U)). Soit alers G le
k-groupe quasi-déployé dont G est une forme interne. L'espace principal homogéne
Ison(G,Gc) sous le groupe adjoint de Ge a un kv-point pour presque toute place v
de ks i1 se prolonge & un ouvert de l'anneau des entiers de k et a, partout en ré-
duction sur cet ouvert un point rationnel (Lang [24]). Autrement dit, G est kv-i-

somorphe 2 G° pour presque toute place v. Il suffit de considérer le cas od G est

quasi-déployé, i.e. posséde un Borel B défini sur k. Si T est un k=tore maximal
de B, la variété G est k-birationnellement équivalente au produit de T par un
k=groupe unipotent ("grosse cellule" de la décomposition de Bruhat,.gg.ﬁﬂ). On
est donc ramend au cas des tores: comme un tore est trivialisé presque partout
localement par une extension cyclique, il suffit alors d'appliquer 1l'assertion

(i) du théordme 9.2 pour obtenir le résultat,

Corollaire 9.4.,~ Avec les m8mes hypothdses et notations,

Br U(c) = B,(6).
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On déduit aussit8t de 6,1 la suite exacte de restriction
0 = Br _V(G) = Br_G — HZ(k,M)

ol M désigne le §~-module de permutation des diviseurs de V(G) 3 support hors de
G. Par suite, d'aprds (1.9.1), on trouve \ﬂf(k,m).= 0, d'od B (V(G)) = §.(6).

La variété V(G) étant compldte, BraV(G) = H1(k,Pic V(G)) d'aprds 6.3 (ii)e La
proposition ci-dessus implique donc 1'égalité BraV(G) = Eiﬂv(c)), d'ols le corol=-

laire.

Théor&me 9.5.- Soit G un groupe algébrigue linéaire connexe, sans facteur de type
Egs défini sur le corps de nombres k. Soient G —V(G) une k-compactification lis-
se de G et S le k-tore dual du module galoisien Pic V(G).

(1) La compactification V(G) définit des isomorphismes de groupes finis
(94541) A(s) = 4 (k,3)
(94542) w(c) = w?(k,s).

(11) Les groupes commutatifs finis A(G) et W\ (G) sont des invariants des clas-
8es_de k-éguivalence birationnelle stable de k—groupes algébriques linéaires.

(1ii) La compactification V(G) définit une suite exacte de groupes abéliens

(v) 0 — A(G) — H1(k,Pic V(s))"-+ w(G) —» 0.

Ajoutons que le terme médian de (V) n'est autre que Br.V(G) = H1(k,§). De

plus, si l'on note r—la restriction H1(k,§) —a--TrH1(kv,§), on peut encore écrire
v

(94543) AGG)” = im p
(9.5.4) w(c)" = ker p-.

Notons tout de suite que (V) généralise la suite exacte obtenue par Voskre-
senskii dans le cas des tores [39,4q] (!gég aussi [25], remarque b p. 406), et
reprise dans [7] (cf. p. 220 prop. 19 (iB)). D'autre part, les assertions (i) et
(11) généralisent la proposition 18 de [7]. En revanche, la liaison avec la R=é-
quivalence sur G(k) n'est pas établie dans le cas général comme on a su le faire
dans le cas des tores (cf. [7], proposition 19).

Notons encore que, dans (V), 1'inclusion de A(G) dans le terme médian vaut

également en présence d'un facteur de type EB' De plus, le terme médian s'écrit
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aussi bien Br_V(G). L'analogie avec la "suite duale" de Cassels [6] dans le cas

des variétés abéliennes est donc compldte, puisque, dans les deux cas, le terme

médian est le dual de Bra\l(G), ou, si 1'on préfidre,de B (G) (cf. [25] §6, remar-
que b).

Démonstration du théoréme.- La k-compactification G — V(G) détermine des iso-
morphismes B (G) = BraV(G) = H1(k,§) = I.L\;(k,g) et B(G) = B (v(G)) = w (k,g),
cfe 9.3 et 9.4, Ainsi, p désignant la restriction H1(k,§)—+-E]¥ﬂ(kv,§), obtient-
on les identifications B (G) = ker p et B.(G)/B(G) = im e Compte tenu des thé-
orémes 8.2 et 8.10, on trouve donc les identifications wi(G)" = ker p ot
A(G)" = im |t annoncées plus haut. On en déduit aussit8t (cf. [7] pe 220, fin de
la démonstration de la prop. 18) par le corps de classes [38] les égalités (i).
Comme la classe de similitude (cf. [7] §1, p. 178) du module galoisien § = Pic V(c)
est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable de k=variétés
(cfo ci-dessus), additif pour les variétés k-rationnelles, on obtient aussit8t
(ii) & partir de (9.5.3) et (9.5.4) puisque H1(k,§) n'est pas modifié par 1l'addi-
tion & § d'un module de permutation. Enfin, (V) est la simple traduction de la

suite exacte (B) du corollaire 8.1, compte tenu de 9.4.

Remarque 9.6~ Si 1l'on désire obtenir (V) plus directement, sans souci d'accou-
plements canoniques, on psut, du moins dans le cas semi-simple et dans celui des
tores, éviter le recours au groupe de Brauer décrit aux §§ 7-8, en s'appuyant
simplement sur les suites exactes (9.0.1) et (9.0.2). Dans le cas semi-simple,
on obtient aussit8t les égalités H1(k,Pic V(s)) = ln;(k,a) compte tenu de 9.3
et \ﬂ1(k,P1c V(G)) = Lu1(k,§). On en déduit, par les théordmes 3.3, 4.3 et par
le lemme 1.4, que W (G) = m1'(k,§)~ et A(G) = [H1(k,§)/1u1 (k,§)]~. Dans le cas
des tores, il suffit de considérer la suite exacte de tores 1 =+S —+T'—= T -1
duale de la suite exacte de modules galoisiens (9.0.1) pour obtenir (c'est la mé-
thode de [Z], prop. 18) A(T) = ﬂ1(k,s) et W(T) =lﬂ2(k,s) et donc les autres ré-
sultats par le corps de classes (cf. [7]). Cependant, ces méthodes de démonstra=-

tion plus rapides dépendent du choix d'une compactification, sont spdécifiques de
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chacun des deux cas considérés et ne s'étendent pas au cas général, auquel cas
la suite exacte (9.0.0) est vraiment 3 quatre termes et semble de ce fait inex—

ploitable.

Corollaire 9.,7.- Si G est un groupe algébrique lindaire connexe défini sur le
corps de nombres k et si c'est une variété k-rationnelle, il vérifie 1'approxi-

mation faible et, en l'absence de factsur de type Ea, le principe de Hasse.
Le résultat sur 1'approximation faible est évident a priori! Celui sur le
principe de Hasse est d & Voskresenskil ([40] §3, corollaire 1 du thme 6 et §5,

thme 8) dans le cas des tores et des groupes semi-simples,

Corollaire 9.8.~ Si G est un groupe algébrique réductif connexe sur le corps de

nombres k admettant un k-rev8tement spécial de groupe B, par exemple si G est
semi-simple de groupe fondamental B, l'invariant ke~birationnel H1(k,P1c V(G))

est égal 3 lﬂlﬁk,ﬁ)s il est nul pour G semi-simple adjoint, pour G semi-simple
simplement connexe, pour G déployé par une extension métacyclique,e.s Si T est
un ketore, cet invariant H'(k,Pic V(T)) gst Sgal & u?(k,T).

Dans le premier cas, 1'égalité H1(k,P1c v(e)) = mlﬁk,ﬁ) résulte de 1'égalité
H1(k,P1c V(c)) = © (G) prouvée en 9.4 et de 1'égalité Br G = H1(k,ﬂ) prouvée en
7.3, tandis que, pour le second cas, on a BraT = Hz(k,f) d'aprés 6.6. Dans le
cas semi=-simple, on peut aussi bien utiliser directement la suite exacte (9.1.2)
et dans le cas des tores la suite exacte (9.1.1). La nullité de cet invariant

dans divers cas, dont ceux de l'énoncé, résulte alors de 5.3 et S.4.

Remarque 9.8.1.~ Il est bien connu que, pour un tore T défini sur un corps de nom-
bres, la nullité de l'invariant H1(k,Pic V(T)), équivalente a la nullité simulta=
née de A(T) et W(T), n'entratne pas la k-rationalité de T, puisqu'il y a méme

des tores, sur @ par exemple, déployés par une extension cyclique, qui cependant
ne sont pas des variétés k-rationnelles (cf. (39,40} et [7], §8, exe A)s pour une
discussion détaillée du cas des tores, cf. [7], §8, p.221-223, Pour les groupes

semi=-simples sur un corps de nombres, ou m8me un corps‘}-adique, la question de
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savoir si la nullité de H1(k,Pic V(G)) implique, ou non, la k-rationalité de G
reste ouverte: en particulier, un groupe semi-simple simplement connexs sur un
tel corps est-~il une variété k-rationnelle? La question générale a été résolue
par la négative sur un corps quelconque par des exemples de Platonov de groupes
semi=-simples simplement connexes non k=rationnels.,

L'énoncé 9.8 fournit, tout au moins, des exemples de groupes semi-simples
connexes, et m8me quasi-déployés, sur un corps de nombres, qui ne sont pas des
variétés k-rationnelles: il suffit de considérer les exemples 5.7 st 5.8; il est
évident que tout G, tel que A(G) # O, par exemple le groupe indiqué en 3.6 (Serre),
constitue un contre-exemple 3 la k-rationalité, mais il est plus facile d'exhiber
des contre-exemples dans le cas semi=-simple & partir de l'invariant plus fin et

plus facile & calculer uﬂl(k,a).

be- Une remarque sur le nombre de Tamagawa.

Nous nous proposons d'étendre, gr8ce aux résultats antérieurs, une formule,
quelque peu anecdotique, déja observée par Voskresenskil! dans le cas des tores
(C40] §5, remarque 2) et concernant le nombre de Tamagawa d'un groupe lindaire
réductif connexe sur un corps de nombres: il s'agit'd'ailleurs d'une simple trans=—
cription des théordmes d'Ono dans le cas des tores [28] et dans le cas semi-sim-
ple relatif [29,30] moyennant les expressions de Pic G et W (G) indiquéﬁs précé=

demment, avec extension au cas réductif quelconque.

Proposition 9.9.~ Soit G un groupe réductif connexe défini sur le corps de nom=

bres k. On suppose G sans facteur de type E8 et le rev8tement simplement con-

nexe G' du groupe dérivé de G tel que »(G') = 1. Alors le nombre de Tamagawa

®(G) de G est égal &
w(g) = [Pic G] |
[w(G)]

On désigne par [x] le cardinal du groupe Y.
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On peut penser que l'expression de %¥(G) donnée ci-dessus vaut pour G réduc-
tif connexe quelconque, ce qui signifie essentiellement que %¥(G) = 1 et wW(G) =0

pour G semi-simple simplement connexe!

Le cas des tores est indiqué par VoskresenskiY ([40] 85, remarque 2). Rappe-
lons d'autre part que la conjecture de Weil *(G) = 1 pour G semi-simple simple-
ment connexe est prouvée pour les groupes classiques et quelques groupes excep-
tionnels (cf. Mars), pour les groupes déployés (Langlands) et quasi-déployés
(LaT).

Lemme 9,10~Soit 1 = G'-i G'i G" - 1 une suite exacte de groupes réductifs con-

nexes définis sur le corps de nombres k. Alors

v(G') ¥(G")
@ (G)
od ikz G(k) - G'(k) et pi j(G(Ak))/ﬁ(G(k))-* G"(Ak)/G“(k) sont les applica~-

= q(p)[coker ik]

naturelles et od q(p) désigne le guotient [coker(p)]/[ker(p)].

La démonstration d'Ono 529,30] s'étend du cas semi-simple au cas réductif.

Lemme 9,11 ~0n_conserve les notations et hypothdses du lemme précédent. On sup-

1
pose en outre H (k,,G') = O pour toute place non archimédienne et ul(k,G') = O,

ce qui est le cas si G' est réductif spécial sans facteur de type Eg. Alors
v (a)v(G")

v(G)
La démonstration d'Ono [29,30] s'étend encore aisément au cas réductif.

]Pic G|
[w(a)]

Pic et W sont multiplicatifs, que G posséde un k-rev8tement spécial G' - G

= [coker 1k].

Pour démontrer la formule *(G) = » On peut supposer, puisque %,

de noyau B. Ce dernier peut se plonger dans un tore quasi-trivial T', ce qui

fournit le diagramme croisé

a
/N

B —=»G'—G
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obtenu en plongeant B dans G'x T! via z H-(z,z-1) et en posant H = G'xT'/B. On
commence par prouver la formule annoncée pour H, étant donné qu'on la connaft
déja pour T. La suite exacts G'—-i»H —»T vérifie les conditions du lemme 9.11
avec en outre ©(G') = 1, ce qui donne ¥(T)/<(H) = [coker Ik]. Comme, d'aprés le
théordme 4.3, W(T) = NZ(B) = W(H), il s'agit donc de prouver que [Pic T]/[Pic H]

= T_coker tk]’ ce qui résulte aussit8t de la suite exacte

$
0 - #(x) - fi(k) X&' (k) » Pic T Pic H> 0

suite qui se déduit aisément du diagramme (cf. th. 7.2)

O—»'f‘(k)—» T (k) - B(k) »Pic T» 0

l l N

0 - H(k) - G'(k)XT* (k)}+B(k) » Pic H- 0
compte tenu de Pic G' = Pic T' = O (on peut d'ailleurs montrer qu'étant donné
une suite exacte de k-groupes algébriques linéaires connexes 1 - G' » G- G" - 1
on a la suite exacte O-» G"(k) -» G(k) » G'(k) - Pic G" - Pic G - Pic G'). On dé-
montre alors la formule ®(G) = [Pic G]/[W(G)] exactement de la m&me manidre en
utilisant la suite exacte 1 -» T! Y H-> G- 1 a laquelle on peut appliquer le lem=
me 9,11 , car T' est quasi-trivial; comme W (G) = w(H), il faut simplement
prouver que [Pic G]/[Pic H] = [coker ik], ce qui résulte de la suite exacte

0 - G(k) - H(k)':_k.r'(k) - Pic G- Pic H- 0.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 9.9.
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REsUME. — Soit k£ un corps de caractéristique différente de 2, et soit ® une k-forme
quadratique multiplicative (au sens de PFISTER). A tout k-schéma intégre X, on associe
des groupes D® (X) et be (X) dont les bonnes propriétés fonctorielles permettent, dans
le cas ol k est le corps R des réels,

(a) d’obtenir une généralisation aux R-variétés projectives et lisses de dimension
quelconque d’un théoréme de Geyer sur le nombre de composantes connexes des courbes
réelles,

(b) de montrer que, sur de telles variétés, deux points réels rationnellement équivalents
sont dans la méme composante connexe,

(o) d’établir de fagon algébrique que certaines de ces variétés ne sont pas
R-rationnelles.

Introduction

Cet article a été motivé par I’article de GEYER [G 1] sur les composantes
connexes des courbes algébriques réelles et par les travaux de SANsUC
et de I’auteur ([CS 1 & 4]) sur les variétés rationnelles, prolongeant ceux
de MaNIN [M]. _

Soit k£ un corps de caractéristique différente de 2, et soit ® une forme
quadratique définie sur k, non singuliére et multiplicative (¢f. [L],
chap. 10, §2); seules les formes anisotropes auront un intérét ici. Etant
donné K/k une extension de corps, on note Dy (®) le sous-groupe du groupe
multiplicatif K* formé des éléments représentés par ® sur K. Rappelons
le théoréme de PFISTER : sur tout corps, pour tout entier n > 1, la forme
quadratique @, = Y >°, x? est multiplicative [P 1].

Etant donné X un k-schéma intégre, on note k (X) son corps des frac-
tions. On appelle ici k-variété un k-schéma séparé de type fini géométri-
quement intégre.
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Pour des raisons que je préfére détailler dans le dernier paragraphe,
pour ne pas alourdir cette introduction de rappels, il est naturel d’associer
a tout k-schéma intégre X les groupes suivants :

L® (X) est le sous-groupe de k (X)* formé des fonctions rationnelles
fek (X)* telles qu’en tout point P du schéma X, il existe uek (X)*
inversible en P, et g dans D, 4, (D), tels que /= u.g.

I® (X) est le sous-groupe de k (X)* formé des fonctions rationnelles
fek (X)* telles que, pour tout ensemble fini de points { Py, ..., P, }
de X inclus dans un ouvert affine, il existe # dans k (X)* inversible en
chacun des P;(i=1,...,m), et g dans D, 4, (®@), tels que f = u.g.

On a clairement D, 4, (@) < L° (X) = L®(X). On définit
D®(X)=L%X)/D, @@ et D®(X) = L®(X)/ Dy (x) (D).
Le but du paragraphe 1 est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME A. — Soit X une R-variété projective et lisse de dimension n,
et soit s le nombre de composantes connexes de X (R) pour la topologie
réelle. Les groupes D% (X) et D® (X) coincident, et il existe un isomor-

phisme naturel
D™ (X)>(Z2Z)'.

En dimension 1, cet énoncé permet de retrouver un résultat de GEYER [G 1]
(voir § 6). Les instruments de la démonstration sont la théorie
d’E. ARTIN [A], celle de PriSTER [P 2], et le théoréme de Stone-Weierstrass.
L’idée d’employer ce dernier est déja mentionnée par GeYER [G 1], qui
ne I'utilisait pas, car il pouvait (étant en dimension 1) suivre WiTT [W].

Au paragraphe 2, on établit la fonctorialité contravariante, sur les
k-schémas réguliers intégres, des groupes D® (X) et (avec une légére
restriction) des groupes D® (X ). L’outil est le corollaire 2.1 . 1, qui généralise
plusieurs résultats classiques sur les formes quadratiques, et qui a été
établi par une méthode un peu différente par M. KnesuscH [K1].

Au paragraphe 3, on établit la fonctorialité covariante (par k-morghismes
finis localement libres), sur les k-schémas intégres, des groupes D® (X).
Le «principe de la norme de Knebusch-Scharlau» ([L], chap. 7, §4-5)
est ici fondamental. Il permet également, pour X une k-variété réguliére,
de définir un accouplement bilinéaire :

Zy(X)x D®(X)~ D®(k)
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(ol Z, (X) est le groupe des zéro-cyles sur X, et D® (k) = D® (Spec k)).
On étudie les valeurs prises par cet accouplement quand le zéro-cycle
varie dans une famille algébrique.

Au paragraphe 4, on montre, par des arguments élémentaires, et bien
connus, que les homomorphismes (obtenus a partir du morphisme structural
par fonctorialité contravariante)

D°(k)— D°(A}) et  D°(k)= D°(k)-> D°(A})

sont des isomorphismes, et, plus généralement, que D®(X) et 5§(X )
sont des invariants « homotopiques » des k-schémas intégres. En conjugant
ce résultat avec ceux des paragraphes précédents, on montre que, pour X
une k-variété projective et lisse, 1’accouplement défini ci-dessus passe
au quotient & gauche par 1’équivalence rationnelle, et 1’on obtient le
théoréme suivant.

THEOREME B. — Soit X une R-variété projective et lisse. Si deux points
de X (R) définissent des zéro-cycles rationnellement équivalents, ils sont
dans la méme composante connexe de X (R).

On utilise ces résultats au paragraphe 5 pour montrer de fagon purement
algébrique Ja R-variété, décrite dans [CS 2] (§ 5), n’est pas R-rationnelle.
Au paragraphe 6, on montre comment, en dimension 1, le théoréme A
redonne certains résultats de GEYER [G 1]. On fait par ailleurs le lien
entre les groupes D® (X), D® (X) et certains groupes introduits dans [CS 1];
on compare leurs propriétés, ce qui améne A poser quelques questions.
Le plan de I’article est le suivant :

1. Composantes connexes réelles.
2. Fonctorialité contravariante.
3. Fonctorialité covariante; accouplement avec les zéro-cycles.
4. Invariance homotopique; application & I’équivalence rationnelle.
5. Un exemple.
6. Passé et avenir.
Je remercie J.-J. SANsuc pour de nombreuses discussions pendant la

préparation de ce travail, et L. MORET-BAILLY pour ses remarques lors
d’un séminaire sur ces questions.

Par rapport 2 la version initialement soumise & publication (mai 1977),
Iarticle a été remanié essentiellement sur les points suivants : I'introduction
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des groupes D® (X), la fonctorialité covariante, ’application a I’équivalence
rationnelle et le théoréme B sont nouveaux; on a ajouté quelques remarques
motivées par le travail de KNeBuscH [K 3].

Définition. — Etant donnés X un k-schéma intégre, et fe L®(X)
(resp. L® (X)), P un point de X (resp. { Py, ..., P, } un ensemble fini
de points de X inclus dans un ouvert affine), une égalité f = u.g, avec
g€ Dy (x) (®) et uek (X)* inversible en P (resp. inversible en chaque
P;(i=1, ..., m), sera appelée une écriture locale de f en P (resp. en

(P, ..., Pn)).

1. Composantes connexes réelles

Commengons par des rappels de résultats fondamentaux.

R.1 ([A], Satz 10, et [AS]). — Soit X une R-variété. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un ouvert de Zariski non vide Q de X avec Q (R) = @, -

(ii) R (X) n’est pas formellement réel;

(iii) tout élément de R (X) est somme de carrés.

R.2 ([A] Satz 11). — Soit X une R-variété, f € R (X)*, et X, I'ouvert
ou f est inversible. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe Q = X, un ouvert de Zariski non vide tel que f prenne seulement
des valeyrs positives sur Q (R);

(ii) f est une somme de carrés dans R (X).

On note Q (X) le sous-groupe du groupe multiplicatif R (X)* formé
des sommes de carrés. Les fonctions satisfaisant la condition (i) sont
appelées définies positives. Elles forment évidemment un sous-groupe
de R (X)*, lequel, par le théoréme ci-dessus, coincide avec Q (X).

R.3 (PrISTER et TSEN-LANG, cf. [L], chap. 11, th. 1.8.). — Soit X une
R-variété de dimension n. Toute somme de carrés dans R (X) est somme

de 2" carrés. _
Dans tout ce"paragraphe, on se donne une R-variété projective et lisse X
de dimension n. On pose

L(X)=L*(X), L(X) = I™(X), D(X) = D*(X), D(X) = D™(X).
Le théoréme R.3 nous permet d’identifier Dy 4, (9,) & Q (X).
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Démonstration du théoréme A

1.1. En utilisant R.1 et R.3, on voit que le théoréme A est clair dans
le cas ou s = 0, tous les groupes étant triviaux. Dans la suite, on se place
dans le cas s > 0. Comme la variété de 1’énoncé est lisse, ceci est équivalent
a la condition : pour tout Q ouvert de Zariski de X non vide, Q (R) est
non vide.

1.2. LeMME. — Soit fe L(X) et Pe X(R). Soit f = u.g une écriture
locale de f en P. Le signe de u (P) € R* ne dépend pas du choix de I’écriture
locale.

Démonstration. — En prenant deux écritures locales pour f, on voit
qu’il faut montrer que si un élément w de 0% , appartient & Q (X), alors
w (P) est positif. Soit donc

w=Yi_h} avec heR(X)*

Comme X est lisse, le point P est limite sur la variété C® réelle X (R)
de points P; n’appartenant pas aux diviseurs des 4; (i =1, ..., ¢). Ainsi
w(P) =limw (P;) = 0, et, comme w (P) est non nul, il est strictement
positif.

Remarque. — En utilisant la régularité de ’anneau 0y , et la proposi-
tion 2.1, on peut donner une démonstration purement algébrique de
ce lemme.

1.3. Soit p, = R* le groupe (% 1). Le lemme 1.2 permet de définir
un homomorphisme de L (X) dans le groupe Appl (X (R), p,) des appli-
cations de X (R) dans p,. On définit cet homomorphisme ainsi : soit
feL(X), et soit Pe X (R). Soit f = u.g une écriture locale de f en P.
On définit {f, P ) = signe de u (P). L’application

p: L(X)- Appl(X(R), K),
fe (P f, P))
est clairement un homomorphisme. Soit 7 I’ensemble (fini) des compo-

santes connexes de X (R) pour la topologie réelle. Je dis que I’application p
définit un homomorphisme naturel :

o: D(X)=LX)/Q(X)~Appl(l, }y)-
Il suffit pour cela de voir :

1.3.1. Si fest dans Q (X), pour tout P dans X(R),ona (f, P) = 1.
Ceci résulte simplement du fait que, pour f dans Q (X), I’égalité f = 1.f
est une écriture locale de fe L (X) en tout point de X.
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6 J.-L. COLLIOT-THELENE

1.3.2. Pour f dans L (X), I’application de X (R) dans p, définie par
P {f, P) est localement constante.

Si P est un point de X (R), et si f = u.g est une écriture locale de fen P,
c’est une écriture locale de f en tout point de I’ouvert ol u est inversible,
soit Q. Comme 1’application

Q(R) - R¥,

2-u(Q)

est continue pour la topologie réelle, pour tout point Q dans un voisinage
réel de P, u(Q) a le signe de u (P).

1.4. L’HOMOMORPHISME © EST INJECTIF. — Pour f dans L (X), 1’égalité
f= f.1 est une écriture locale en tout point de X,. Si donc f'a pour image
par p I’application constante de valeur 1, sur X, (R), fest positive, et donc
d’aprés R.2 appartient & Q (X).

1.5. Lemme. — Soit € € Appl (I, 1), et soit { Py, ..., P, } un ensemble
fini de points de X. Il existe alors & € R (X)* tel que :

(i) le support du diviseur de £ n’a pas de points réels;

(ii) & est inversible en chacun des P;(i =1, ..., m);

(iii) pour tout M dans X (R), on a €(i(M))& (M) > 0, oit I’'on note
M — i (M) Iapplication naturelle de X (R) dans I.
(Ce lemme reprend un argument de GEver ([G 1], p.- 96).)

Démonstration. — Quitte a spécialiser les points P;, on peut supposer
que ce sont des points fermés. Soit X & Pg avec coordonnées homogénes
(To, ..., T,) un R-plongement projectif de X. Choisissons des réels
strictement positifs o; (=0, ..., ) tels que, pour tout i (i = 1, ..., m),
Y, a; T} soit non nul en P;. Soit X & Pﬁ'(avec N= r-;2 —1) le
plongement de Veronése donné par les Y = T; T, et soit H I’hyperplan
de PY défini par ) ; o; ¥;;. Soit A¥ ’ouvert complémentaire de cet hyper-
plan, et soit ¥ la sous-variété fermée de A" définie par X n AY. Le choix
des a; implique que tous les points P; sont dans Y, et que Y (R) coincide
avec I’espace topologique compact X (R). On dispose d’un homomor-
phisme de R-algébres

0: R[xi,...,xy]>€(YR),R)

induit par ¥ g A¥, ol I’on note € (Y (R), R) les applications continues
de Y (R) dans R. L’image de 0 est une algébre qui contient les constantes
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et sépare les points : il est clair, en effet, que R [x,, ..., x,] sépare les
points de R". Comme Y (R) est compact, on est dans les conditions d’appli-
cation du théoréme de Stone-Weierstrass (BourBaki [B 1], chap. 10,
§4, n° 2). La fonction

X[R)-R,
M e(i(M))
est continue. Comme I’image de 0 est dense dans % (Y (R), R), on peut
trouver Pe R [x, ..., xy] tel que I’on ait

VMeXR), |P(M)—e@i(M)|<1/4.

De plus, quitte & ajouter & P une constante réelle de valeur absolue
plus petite que 1/4, on obtient PeR[x, ..., xy] tel que P(P) # 0
pour tout i, et,

VMeX®), |P(M)—e(i(M)]<1/2.

La fonction rationnelle £ € R (X)*, définie comme I’image de Pe I'" (Y, (')')
dans R (Y) = R (X), satisfait & toutes les conditions de 1’énoncé : tout
point du support du diviseur de & est, soit un point de X n H qui n’a
pas de points réels, les o; ayant été choisis tous strictement positifs, soit un
point de Y ou P s’annule, et ce ne peut étre non plus un point réel, car
I’inégalité ci-dessus implique que P ne s’annule pas sur ¥ (R). Elle implique
également la partie (iii) de 1’énoncé, et la partie (i) résulte de P (P;) # 0
pour tout i.

1.6. On dit que fe R (X)* est définie si ’application de X, (R) dans p,
définie par P — (signe de f (P)) est constante sur les fibres de 1’application
composée :

X,R) s X(R)— L.

(Notons que dans cette définition, on peut remplacer X, par un ouvert
de Zariski non vide quelconque inclus dans X,. Cela résulte de ce que,
X étant lisse, pour tout ouvert de Zariski non vide Q, les points de Q (R)
sont’ denses dans chaque composante connexe de X (R).)

Les fonctions définies forment un sous-groupe de R (X)*.

1.6.1. PROPOSITION. — Les groupes L (X) et L (X) coincident avec le
groupe des fonctions définies.

Démonstration. — Par définition, L (X) est inclus dans L (X). Le fait
que toute fonction de L (X) est définie résulte de 1.3.2, par le méme
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argument que celui utilisé en 1.4 : sur X,, f = f.1 est une écriture locale
de f en tout point. Il suffit donc de montrer que toute fonction définie
est dans L (X).

Soit f € R (X)* une fonction définie, et soit { Py, ..., P, } un ensemble

fini de points de X. Comme f est définie, on peut définir € e Appl (7, u,)
comme [’application qui satisfait :

VPeX,(R), signede f(P)=-e(i(P)).

(Par la méme remarque que ci-dessus, € est uniquement définie : I’appli-
cation composée X, (R) ¢ X (R) — I est surjective.)

Soit alors &€ R (X)* associé 2 € et & { Py, ..., P, } comme en 1.5.
La fonction &' f est, par 1.5 (iii), définie positive. Ainsi, d’aprés R.2,
elle appartient 3 Q (X), et f = E.(¢~1 f) est une écriture locale de f en
{Py, ..., P, }.
 1.7. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME A. — Il résulte de 1.6.1.
que les groupes D (X) et D (X) coincident. Montrons que & est surjectif,

ce qui terminera la démonstration. Soit € € Appl (Z, p,). D’aprés 1.5 |,
il existe § € R (X)* avec X (R) < X, et telle que

VPe_X (R), signe de &(P) =€ (i(P)).

Ainsi, € est définie; donc, d’aprés 1.6.1, £ est dans-L (X). Il est clair
que I'image de & par p est €0 i, et donc € est I’image par o de la classe
de & dans D (X).

1.8. Remarque. — Les parties 1.1 & 1.4 de la démonstration ci-dessus
utilisent uniquement le fait que X est une R-variété lisse. Ainsi, pour X/R
une variété lisse quelconque de dimension #, si I’on désigne par s le nombre
de composantes connexes de X (R) (nombre qui est fini, comme 1’a montré
WHITNEY), on a une injection :

c: D™(X)s(Z/2Z),

ce qui implique en particulier que D* (X) est un groupe fini.

Dans le cas n =1, KNEBUSCH, reprenant d’autres arguments de
GEYER [G 1], a montré que la fléche o est un isomorphisme : ceci résulte
de [K 2] (2.12), modulo une traduction facile (du type de 6.1.1 ci-aprés).
Comme le montre le contre-exemple suivant, ceci ne s’étend pas au cas
n > 1. 1l est cependant vraisemblable que o soit un isomorphisme pour
X/R, propre et lisse, quelconque.
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1.8.1. Un contre-exemple. — Soit E & AZ = Spec R [x, y] la courbe
d’équation :
YV =x@x—-1)(x+1)=0,

et soit X I’ouvert complémentaire de E dans A2. L’espace topologique X (R)
a trois composantes connexes, limitées par les deux branches I'; et I,
de E (R) (voir fig. 1). Etant donné un élément f de L (X), il est commode
de décrire son image dans Appl (Z, p,) par un dessin : par exemple, la
figure 2 correspond & 1’élément f = y2—(x*—x) de L (X).

ASSERTION. — La figure 3 ne correspond pas a un élément de I’image de o.

Démonstration. — Soit ge L (X) ayant une image par ¢ représentée
par la figure 3. Quitte 2 multiplier g par une puissance paire de f, ce qui ne
change pas la figure associée, on peut supposer que ’on est dans 1’un des
cas suivants :

1° div (g) = D avec supp (D) n supp (div (f)) fini

2° div(g) = div (f)+D avec supp (D) n supp (div (f)) fini,

oll la notation supp (D) indique le support d’un diviseur de Cartier D
sur AZ.

o, 8¢ 9% o

ig Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Dans le premier cas, la fonction g est inversible en tous les points de I',
sauf un nombre fini. Elle ne peut donc pas changer de signe au passage
de I',. Dans le second cas, la fonction (g/f) € L(X) aurait une image
par p de figure associée, la figure 4, mais comme elle est inversible en tous
les points de I'; sauf un nombre fini, elle ne peut pas changer de signe
au passage de I';.

2. Fonctorialité contravariante

Dans le cas d’une forme homogéne de degré 2, la proposition suivante
est voisine du corollaire 2.3 de [K 1].

2.1. PROPOSITION. — Soit (A, m) un anneau local régulier, d’idéal
maximal m, de corps des fractions K et de corps résiduel k. Soit ® dans
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A[xy, ..., x,] une forme homogeéne a coefficients dans A telle que la forme @
dans k[x,, ..., x,] déduite de ® par I’homomorphisme naturel

A- Alm,
XX

ne représente pas zéro non trivialement sur k. On a :
(i) ® ne représente pas zéro sur K.
(ii) Si f est dans A*, et si f est représenté par ® sur K, alors f € k* est
représenté par ® sur k.

Démonstration. — Si la dimension de A4 est nulle, les deux assertions
sont claires, car alors A = k. On va démontrer les deux parties de 1’énoncé
par récurrence sur la dimension de 4. Pour (4, m) comme dans 1’énoncé,
avec 4 de dimension strictement positive, soit 7 € mt un paramétre régulier.
Soit y i y le passage au quotient A - A/At = B. L’anneau B est un anneau
local régulier de dimension (dim 4 —1), d’idéal maximal n = m, de corps
résiduel k. Soit L son corps des fractions. C’est aussi le corps des restes
de ’anneau de valuation discréte A, (le localisé de A4 en I'idéal premier
(1) = At), de corps des fractions K.

Démonstration de (i). — Supposons I’assertion démontrée pour
dim 4 < n, et soit A de dimension ». Soient (¢, B, n, L) comme ci-dessus.
Si @ représente zéro non trivialement sur K, on peut trouver (y;, ..., Js)
dans (4(,)° satisfaisant :

D(y1s -5 ¥5) =0,
infj 2 (yj) = 0,

ou v, désigne la valuation de A,. Par réduction modulo ¢ dans 4, on
obtient une représentation non triviale de zéro par ® dans L. Mais ceci
contredit 1’hypothése de récurrence, qui s’applique a (B, n, ®).

Démonstration de (ii). — Supposons l’assertion démontrée pour
dim 4 < n, et soit 4 de dimension n. Soient (¢, B, n, L) comme ci-dessus.
Par hypothése, il existe des y;(j =1, ..., s) dans K tels que

f=¢(y1a LR ys)'

Soit u = inf; v, (y)), et soient z; =¢~"y;€ 4. Notant r le degré de @,
on a
f=1"0(zq, ..., 2z,)
inf;v,(z;) = 0.
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Si la valuation en ¢t de @ (z,, ..., z;), qui est clairement positive ou nulle,
n’était pas nulle, par réduction modulo #, on obtiendrait une représentation

non triviale de zéro par ® dans L. Mais ceci contredirait la partie déja

démontrée de la proposition, qui s’applique a (B, n; 5). Ainsi cette valua-
tion est nulle. Comme c’est aussi le cas de celle de £, qui est dans 4*, on
conclut de I’égalité ci-dessus que # est nul. On a donc :

f =(D(yls ey ys)’
inf;v,(y;) = 0.

Par passage au corps résiduel de 4, on obtient, dans L,
f =(D(.-};1’ ceey ;s)'

Ceci est une représentation de f € B* dans le corps des fractions de B,
qui est de dimension (n—1), par ®. Appliquant & cette situation 1’hypo-
thése de récurrence, qui vaut pour (f, B, ®), on obtient que I’image de f
dans B/n = k est représentée par la forme image de ® par I’application
B — B/n. Mais le diagramme

A — A[At=B

L]

k= A/m— B/n
étant clairement commutatif, ceci dit que f‘ est représenté par ® sur k.

2.1.1. COROLLAIRE. — Soit k un corps de caractéristique différente
de 2, soit ® une forme quadratique définie sur k non singuliére. Soit A un
anneau local régulier contenant k, de corps des fractions K, et de corps
résiduel ». Si f € A* est représenté par ® dans K, alors | ’image,; de f dans «
est représentée par ® sur .

-Démonstration. — Dans le cas ou @ est anisotrope sur x, c’est une
conséquence immédiate de la proposition 2.1. Si @ est isotrope sur %,
comme ®/x est une forme quadratique non singuliére isotrope, elle repré-
sente tout élément de %, par un argument bien connu.

Remarques.
2.1.2. Dansle corollaire, on peut remplacer @ par une forme quadratique

définie sur 4, non singuliére. On obtient alors que f est représenté par @
sur %x. L’énoncé obtenu, qui généralise un théoréme de Cassels-Pfister
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([L], chap. IX, 1.5.), est en fait un cas particulier d’un résultat de KNEBUSCH
sur les formes quadratiques, obtenu avec des méthodes 4 la Witt. Indiquons
briévement comment I’on peut tirer les résultats ci-dessus de [K1].

Dans le cas ou 2 est dans 4*, le corollaire 2.1.1,_sous la forme géné-
ralisée indiquée 4 I’instant et la proposition 2.1 pouNforme quadratique,
sont des cas particuliers de [K 1] (corollary 2.3 (i)) (on utilise ® aniso-
trope = @ non singuliére = @ non singuliére; avec les notations de [K 1],
on prend N = (4° ®) et, pour M, le plan hyperbolique, puis ’espace
quadratique de dimension 1 défini par f).

Dans le cas ol 2 € m, on peut obtenir 2.1 (ii) pour ® forme quadratique
en utilisant [K 1] (corollary 2.10).

2.1.3. Onne peut pas, dans les hypothéses de 2.1, oude 2.1.1, remplacer
« A régulier » par « 4 normal ». Je reproduis ici un contre-exemple de
[CS 4] : soit kK = R, et soit A I’anneau local au point (0, 0, 0) de la
R-variété définie dans A3 par 1’équation

X+y*+22 =%
Dans le corps des fractions de 4 (qui est normal, par le critére de Serre),

on a I’égalité
= 14x = (y/x)*+(z/x)?,

et le membre de gauche est un élément de 4* qui est représenté par la
forme @ (x,, x;) = x2+x2 dans le corps des fractions de 4. Mais sa valeur
au point fermé est (—1), qui n’est pas une somme de carrés dans R.

2.1.4. Sous les hypothéses de 2. 1, on peut se demander si f est représenté
par @ sur A. On sait peu de choses sur ce genre de problémes.

2.1.4.1. La réponse est oui si la dimension de 4 est au plus 1 (cela
résulte de la démonstration).

2.1.4.2. Pour 2 € A*, et ® forme quadratique non singuliére de dimen-
sion inférieure ou égale & 3, on peut montrer que la réponse est affirmative.

2.1.4.3. C’est également le cas quand on prend pour @ la forme norme
d’une extension finie étale de 4, sans méme supposer que @ ne représente
pas zéro (cf. [CS 4]).

2.1.4.4. Dans le cas ol 4 est I’anneau local d’un point réel de Az, il
résulte d’un théoréme de A. PRESTEL qu’un élément f de 4*, qui est somme
de carrés dans le corps des fractions de 4, est somme de carrés dans 4,
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c’est-a-dire que le 17¢ probléme de Hilbert, sous la forme locale convenable,
a une réponse affirmative (¢f. [CL], p. 403). Mais on ne sait pas contrdler
le nombre de carrés.

2.1.4.5. Dans le cas global, on sait (contre-exemples de HILBERT,
MortzkiN, ¢f. [CL]) qu’il existe des polynomes de R [x, y] qui sont sommes
de carrés dans R (x, y) sans I’étre dans R [x, y]. Signalons par opposition
le résultat facile suivant, qui illustre le principe général que les normes ont
des propriétés un peu meilleures que les formes quadratiques multiplicatives
(cf. 6.1, 6.2) :

soit K/k une extension galoisienne finie, et soit P € k [x, y] représenté
par la norme N, dans k (x, y). Alors P est représenté par Ny, dans

k[x, y]

Conventions. — Jusqu’a la fin du paragraphe 4, on se fixe un corps k
de caractéristique différente de 2, une forme quadratique @ définie sur %,
non singuliére et multiplicative. On supposera de plus ® anisotrope sur k;
dans le cas isotrope, tous les résultats sont valables, mais tous les groupes
considérés sont triviaux. Les notations sont celles de I'introduction. On
dira qu’un schéma est de type semi-local si tout ensemble fini de points
est inclus dans un ouvert affine (exemple : schémas quasi projectifs sur un

corps).

2.2. FONCTORIALITE CONTRAVARIANTE DES GROUPES D® (X) ET D°® X).—
Le premier cas est facile, et est seulement indiqué pour pouvoir s’y rapporter
par la suite.

2.2.1. PROPOSITION. — Soit @ : X— Y un k-morphisme dominant
de k-schémas intégres (resp. avec Y de type semi-local). Le plongement

k(Y) 3-: k (X), défini par o, induit un homomorphisme
o*: D°(Y)- D°(X)
(resp.@*:  D®(¥)~> D°(X))
et ceci de fagon fonctorielle sur la catégorie dont les objets sont les k-schémas

intégres (resp. et de type semi-local), et dont les morphismes sont les k-mor-
Dhismes dominants de k-schémas.

La preuve est laissée au lecteur.

2.2.2. PROPOSITION. — Soit ¢ : X = Y un k-morphisme de k-schémas
‘intégres, avec Y régulier (resp. et de type semi-local). Il existe un
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homomorphisme naturel
¢*: D®(Y)- D*(X)

(resp. @* : 1~)°( Y)- 13°(X )

qui coincide avec celui défini en 2.2.1, dans le cas oit ¢ est dominant et
qui fait de D® (X) (resp. D® (X)) un foncteur contravariant de la catégorie
des k-schémas intégres réguliers (resp. et de type semi-local), avec comme
morphismes les k-morphismes de k-schémas, dans la catégorie des groupes
abéliens.

On se contentera d’établir la proposition pour D®. Seul le point (d)
de la démonstration nécessite une modification, évidente, pour D°. La
fliche ¢* sur D®(¥) est induite par celle sur D® (Y).

Démonstration.

(@) Définition de ¢*. — Soit & le point générique de X, et soit ne Y
I’image de £ dans Y. Soit f € L® (Y) un représentant d’un élément o de
D®(Y), et soit f = u.g une écriture locale de f en 1. Soit B la classe dans
k (X)*/D, x,(®) de 'image de u par 1’application composée

0%, —*0“ k(X)*.

On a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux :

g Oy s = k(&)zk(X)

A

k()

ot 0 est le passage au corps résiduel dans 1’anneau local @y, ,, et ol X est
le plongement % (n) o k(E) provenant de I’homomorphisme (local)
d’anneaux locaux @*.

(b) L’élément B ne dépend pas du choix de Iécriture locale de f en m. ~
En effet, si f = v.h est une autre écriture locale, on a

u/vedy, , O Dy y)(®).

Comme 0y, , est un anneau local régulier, le corollaire 2.1.1 montre
que I'image de u/v dans k (n), par I’application 6, est dans Dy, (D).
Ainsi son image par ¢* dans k (X) ~ k (E), qui est ¥ o 6 (u/v), est dans
D, (x) (D).
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(¢) L’élément B ne dépend pas du choix du représentant f de o. — Si en
effet f; est un autre représentant, on a f; = fh, avec h € D, , (). Donc,
si f = u.g est une écriture locale de f en m, on a, pour f;, I’écriture locale
f1 = u.(gh) en n, et comme seul u est utilisé dans la définition ci-dessus,
I’assertion est claire. )

(d) L’élément B appartient @ D® (X). — Soit f comme ci-dessus un repré-
sentant de a, soit P un point de X, et soit Q = ¢ (P). Soit f = u.g une
écriture locale de fen Q. C’est aussi une écriture locale en m, puisque Q
est une spécialisation de 7. Le diagramme d’homomorphismes suivant
est commutatif, ou les fléches sont les fléches évidentes :

0%, 0% ~k(X)*

03,05 0%,
Ainsi @* (u), qui est un représentant de la classe de B, est inversible en P.
On posera B = ¢* ().
(e) Le fait que I’application ¢* : D® (Y)— D®(X) ainsi définie est
un homomorphisme est trivial, ainsi que le fait qu’elle coincide avec celle
de 2.2.1, quand cette derniére est définie.

(f) Vérification de la fonctorialité. — On va montrer que si X, Y, Z
sont des k-schémas intégres, avec Y et Z réguliers, et si ¢ : X— Y et
V : Y— Z sont des k-morphismes, le diagramme

D%(Y)
vt /I ?*

Vo o)
—_—

D*(Z) D®(X)

avec les fléches définies ci-dessus est commutatif.
Soit & le point générique de X, soit P = ¢ (§), et soit
Q0 =V (P) = (V9)(P).

Soit a dans D® (Z). Pour calculer ( o ¢)* (o), on prend un représentant
f de o dans L®(Z) et une écriture locale f = u.g de f en Q; on obtient
(V ° @)* (o) comme la classe dans k (X)*/D, , (®) de I'image de u par
I’application composée :

03 o5 0% 3508, = k(X)*.
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Par ailleurs, u étant inversible en Q est inversible en I’image par ¥ du point
générique de Y, et donc y* ()€ 0F , < k (Y)* est un représentant de
y* () € D®(Y), représentant qui est inversible en P = ¢ (£). Ainsi,
0* (U* (u)) est un représentant de ¢* (* (o)) dans L® (X), et I'on a

e*W* (@) = (Yo 0)* (@)

2.2.3. COROLLAIRE. — Pour tout k-schéma intégre régulier X, on a un
accouplement linéaire a droite

X (k)x D®(X) - D®(Speck) = k*/ D (®),

et cet accouplement est fonctoriel, i.e. si ¢ : X — Y est un k-morphisme
de tels schémas, le diagramme suivant est commutatif

X (k)x D®(X)
D°(k)
Y (k)x D® (Y)

ot I’'on note D® (k) = D® (Spec k).

Le méme énoncé vaut pour 5", en se limitant aux schémas de type semi-
local. ‘

C’est clair. Notons I’égalité D® (Spec k) = D® (Spec k). Nous noterons
uniformément ce groupe D® (k) dans la suite.

3. Fonctorialité covariante; accouplement avec les zéro-cycles

3.1. PROPOSITION. — Soit ¢ : X — Y un k-morphisme fini localement libre
de k-schémas intégres. Il existe une application naturelle 9, : D®(X)— D°(Y)
qui est fonctorielle pour de tels morphismes.

(Notons que, pour des schémas noethériens, I’hypothése sur ¢ équivaut
4 ¢ fini et plat.)

Construction. — Soit « dans D®(X), et soit f€ L% (X) un représentant

de o. On définit ¢, (x) comme la classe dans DY) de I'élément
fi = Negpm (F) ek (Y)* 11 faut vérifier que cet élément est dans

L®(Y), et que sa classe, dans k (¥)*/D, y, (®), ne dépend pas du choix
du représentant f de . Ici nous avons recours au « principe de la norme »
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de Knebusch-Scharlau (comme @ est multiplicative, il résulte de [L]
(X, 1.7.), que les énoncés [L] (VIL, 4.3 et 5.1) coincident) : un autre
représentant f' de a différe de f par multiplication par un élément de
D, (x) (@), et donc, d’aprés le principe de la norme, leurs normes de k (X)
4 k (Y) différent d’un élément de D, , (D).

Montrons que f; appartient & L® (¥). Soit {Py, ..., P,} un ensemble
fini de points de Y contenus dans un ouvert affine. Soit { Q,, ..., O/}
I’ensemble (fini) des points de X dont I’image par ¢ est I’un des P;. Les
points Q; sont dans I’ouvert affine (¢ est fini) image réciproque de celui
contenant les P;. Comme f est dans I® (X), on peut écrire, dans k (X)*,
f = u.g, avec u inversible en chaque Q;, et g dans D, ,(®). On a

fi= Nk(xm(r)(f) = N; (X)/k(Y)(u)-Nk (X)/k(Y)(g)'

Le dernier facteur est, d’aprés le principe de la norme, dans D, y, (®).
11 suffit de voir que le premier facteur est une fonction inversible en chacun
des P;. La fonction u est inversible sur un ouvert Q contenant tous les Q;.
Soit F le fermé complémentaire de Q. L’image de F par ¢ est un fermé
(¢ est fini) qui ne contient aucun des points P; (¢ est surjectif). Soit ¥
I’ouvert complémentaire de ¢ (F). Sur 1’image réciproque de V par o,
la fonction u est inversible. Comme les P; sont inclus dans un ouvert affine,
quitte a rapetisser ¥, on peut le supposer de la forme Spec 4 (contenant

tous les P,), et ¢ de la forme Spec B2 Spec A, avec B libre sur A4, et u € B*,
On a alors :
N; (X)/k (Y) W)=N B/A () eA*,

et cet élément de k (Y)* est donc inversible en chaque P;.
La fonctorialité est laissée au lecteur (transitivité de la norme).

3.1.1. Remarque. — C’est ici que l’introduction des groupes D® X),
en place de D® (X), se révéle particuliérement utile (¢f. 6.3.1.). Je ne sais
pas si on a I’analogue de la proposition 3.1 pour les groupes D® (X),
le probléme étant que, pour @ : X — Y morphisme fini, il peut y avoir
plusieurs points de X au-dessus d’un point de Y. Il est cependant un cas
ol cela ne pose pas de probléme : celui d’une extension finie de corps,

et C’est ce qui permet d’obtenir 1’énoncé 3.2.1, tant avec D® qu’avec D®.

3.2. ACCOUPLEMENT AVEC LES ZFRO-CYCLES. — Etant donné X un
k-schéma de type fini, on note Z, (X) le groupe des zéro-cycles de X,
i. e. le groupe libre sur les points fermés de X. Etant donné un k-morphisme
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¢ : X — Y de tels k-schémas, on définit I’homomorphisme
Px: Zo(X)—Zo(Y)

comme I’application qui au zéro-cycle défini par un point fermé P de X
associe le zéro-cycle [k (P) : k (¢ (P))] @ (P), ou ¢ (P) est le point fermé
de Y, image de P, et ou le coefficient est le degré du corps résiduel de X
en P sur le corps résiduel de Y en ¢ (P) (corps qui sont des extensions
finies de k).

3.2.1. PROPOSITION. — Soit X un k-schéma intégre, régulier et de type
fini. On a un accouplement bilinéaire :

Zy(X)x 9°(X) - D%(k)
(resp. Zo (X ) x D®°(X ) - D®(k))

et cet accouplement est fonctoriel, i.e. si @ : X — Y est un k-morphisme
de tels schémas (resp. de tels schémas de type semi-local), le diagramme
suivant est commutatif :

Zy(X)x D®(X)

" \ 0

o r D®(k)
Z, (Y)x D®(Y)

resp. ~

Zy(X)x D°(X)

-

@ L4

~ D% (k)

Zo (Y)x D® (Y)
Ces accouplements sont compatibles avec ceux définis en 2.2.3 (tout k-point
définissant un zéro-cycle).
Démonstration. — Soit P un point fermé de X, soit ip : Speck (P) ¢ X
la k-immersion fermée correspondante, et soit pp : Spec k (P) — Speck

déduit de la fleche structurale; ’extension k (P)/k est finie, et, comme
on I’a noté en 3.1.1, il n’y a pas de difficulté & définir

prs: D®(k(P) - D°(k)

D®(k(P)) - D®(k)
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(c’est exactement le principe de la norme). Pour a dans D® (X), on définit
{P,a) = pp,oiy (). Comme p,, et i} sont des homomorphismes de
groupes, la bilinéarité de 1’accouplement

Zy(X)x D®(X) - D®(k)

ainsi défini est claire. Le résultat pour D® se déduit de celui pour D®,
Ainsi { P, a ) est obtenu de la fagon suivante : on prend un représentant u
de a dans L® (X), inversible en P, et on définit ¢ P, o ) comme la classe
dans k*/D, (@) de la norme (de k (P) & k) de u(P) e k (P)*. On établit
facilement la fonctorialité & partir de cette description explicite et de la
formule

N Lik =N K/k (x))[L FKl

bour L/KJk extensions finies et x dans K. La compatibilité avec 2.2.3
est claire.

3.3. RAPPELS SUR LES FAMILLES DE ZERO-CYCLES. — (Il n’y a pas de
difficulté & vérifier que les définitions ici données coincident avec les défi-
nitions usuelles en théorie des cycles.)

Etant donnés un corps k, et 4 une k-algébre commutative de dimension
finie, on définit, pour tout p € Spec 4, I’entier n, = (dim, 4,)/(dim, 4/p).
Pour 4 comme ci-dessus, et g dans 4, on a la formule

det e (2) = [T, espec 4 N oy @™

ol % (p) est le corps 4/p, et g (p) I'image de g dans A/p.

Pour établir cette égalité, on écrit 4 comme un produit d’algébres locales,
et on utilise BourBaki ([B 2], chap. 8, § 12, n° 2, prop. 6).

Etant donnés 4 comme ci-dessus, et i : Spec 4 ¢ X une k-immersion
“fermée de Spec 4 dans un k-schéma X, on appelle zéro-cycle sur X, associé
a cette immersion, le zéro-cycle Y, cspec 4 7, i (P)-

Soit X un k-schéma. Une famille de zéro-cycles sur X paramétrée par
un k-schéma T est la donnée d’une k-immersion fermée j:Z ¢ X x,T
telle que la fléche composée pycj : Z — T soit un k-morphisme fini loca-
lement libre. A tout k-point de 7, on associe un zéro-cycle p (P) de X
de la fagon suivante : par passage 4 Spec k via le morphisme Spec k - T
définissant le point P, la fliche de T-schémas j définit une k-immersion
fermée Spec 4 G X, avec A, k-algébre finie. On définit p (P) comme
le zéro-cycle associé & cette immersion.
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3.4. PROPOSITION. — Soient X, T, Z des k-schémas de type fini intégres,
avec T régulier, X régulier et de type semi-local, et j:Z g Xx,T une
k-immersion fermée définissant une famille de zéro-cycles sur X paramétrée
par T. Notons p : Z— T le k-morphisme fini localement libre induit par
la projection sur T, et q : Z— X le k-morphisme induit par la projection

sur X. Pour P dans T (k) et o dans De® (X), on a la formule
<p(P),a)=(P, pyq*a),

ot accouplement a valeurs dans D® (k) est celui défini en 3.2.1.
Démonstration. — Soit Spec A le k-schéma fini fibre de p en P, et soit
i:Spec A X la k-immersion fermée définie par j. Comme X est de Tope
2imi- Lical, les points i (p) (p € Spec 4), qui sont en nombre fini, sont dans
un ouvert affine de X. On peut donc choisir f € k (X)*, un représentant
de o qui soit inversible en chaque i (p).
(a) Calcul de { p(P), & ). — Par définition (3.2.1), on a

(31) (P(P)s u>=<2veSpecAnpi(p)’ d)
= Hv espec 4 (Vo oy (f (0 69))) 13

ol ’on désigne, pour Pe X et fe Oy, p, par % (P) le corps résiduel en P
et par f(P) I'image de f dans ce corps résiduel.

(b) Calcul de { P,p, q* o). — Par des arguments analogues & ceux
utilisés dans 3.1, et par la définition de p,, et g* sur D° (.), on peut décrire
un représentant de p, g* o dans k (T')* inversible en P de la fagon suivante :
il existe des anneaux 4,, 4,, B définissant des ouverts affines respective-
ment de T, Z, X, tels que le diagramme suivant de k-morphismes soit

commutatif :
i

SpecB
’ / N

Spec A S Spec A4, = z3x

| 2| 9

Spec k é SpecA; =T

ol les [J indiquent des produits fibrés, et ou 4, est libre sur 4, et f appar-
tient 3 B*. Notons A*, t*, i* les comorphismes de A, ¢, i. L’élément ¢* (&)

de D® (Z) est représenté sur Spec 4, par ’élément inversible g = A* (f).
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Par définition de p,, I’élément p, g* (o) est représenté sur Spec 4, par
I’élément inversible £~ = N,,,, (g) € Af. Comme la norme est définie
par le déterminant, c’est une propriété évidente que I’on a, dans k*,

h(P) = N 4 (t*(g))
soit encore, puisque t* (g) = t* (A* (f)) = i* (f),
| B(P) = Ny * ().
D’aprés 3.3., on a donc :
(3.2 h(P) = [T, espec 4 Noe oy (* (N @)

Comme i est une k-immersion fermée, elle induit, pour tout p € Spec 4,
un isomorphisme de k-algébres :

i*: x(@i@)>x),

qui a la classe de f en i (p) fait correspondre la classe de i* (f) en p. Ceci
implique, pour tout p dans Spec 4, 1’égalité

(3.3) N, G @)k (fGE®)) =N, ®)/k (i* N®)

Comme, d’aprés 3.2.1, la classe de 4 (P) dans D® (k) est { P, p, q* o ),
la comparaison de (3.1), (3.2) et (3.3) donne 1’égalité annoncée.

4, Invariance homotopique; application a I’équivalence rationnelle

Dans ce paragraphe, on établit I’invariance « homotopique » des groupes
D®(X). Le résultat général est 4.1.4, les cas particuliers, démontrés
en4.1.1, puis 4.1.3, sont des ingrédients de la démonstration. Les résultats
analogues valent pour D°® (X); ils sont rassemblés en 4.2.1. Joints a 3.4,
ils donnent le théoréme 4.3. Ce dernier permet de déduire le théoréme B
du théoréme A.

4.1.1. PROPOSITION. — L’homomorphisme D® (k)2 D® (AL) déduit
du morphisme structural p : A, — Spec k via 2.2.1 (ou 2.2.2) est un
isomorphisme.

Démonstration. — On note A} = Spec k [T], de corps des fractions & (T').
Si o € k* appartient & D, (1, (D), il appartient & D, (®) : c’est un cas parti-
culier trivial de 2.1.1. Ainsi p* est injectif. Dire que p* est surjectif, c’est
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dire que si f€ k (T)* admet en tout point de A} une écriture locale, alors f
s’écrit f = a g, avec a € k* et g€ Dy ;) (®). Pour démontrer cela, quitte
a multiplier par un carré dans k (T'), on peut supposer que f'est dans k [T],
et qu’il est produit :

4.1 f=all P,

de a € k* et de polynémes unitaires irréductibles distincts de 1 et distincts
deux & deux. Montrons qu’aucun P; ne vérifie que ® est anisotrope sur
le corps k [T]/P;. Ceci résulte du lemme plus général suivant, qu’il suffit
d’appliquer 2 la localisation de A} au point fermé défini par un tel P;.

4.1.1.1. LeMME. — Soit A un anneau de valuation discréte contenant k,
d’idéal maximal m, de corps résiduel I, de corps des fractions K. Si fe K*
admet une écriture locale en m, et si @ est anisotrope sur l, alors la valuation
de f est paire.

Démonstration. — Soit f=u ® (¥, ..., ys) avec u dans A* et
y;(j=1,...,5) dans K, et soit n = inf; v (y;), ol v désigne la valuation
de A.

Posons z; =t ™" y;, ol't désigne une uniformisante de m. On a alors :

f=ut®(z,, ..., z,)

avec inf;v(z;) =0. Ainsi ® (z4, ..., z,), qui est dans 4, a une image
non nulle dans / (puisque @ est anisotrope sur /) et est donc inversible,
ce qui, au vu de 1’égalité ci-dessus, achéve la démonstration.

Ainsi, dans la décomposition (4.1), tous les polynomes P; sont tels que
la forme ® est isotrope sur le corps k [T}/P;. Pour terminer la démons-
tration de 4.1.1, il suffit de démontrer la proposition suivante, qui est
une généralisation immédiate du lemme de [P 2] (p. 234). On pourrait
la déduire de [L] (X, 2.9), mais une démonstration directe s’impose.

4.1.1.2. PROPOSITION. — Si Pek [T] est un polynéme unitaire irré-
ductible différent de 1 tel que ® soit isotrope sur le corps K=k [T]/P,
P appartient a D, (1, (D).

Démonstration. (Rappelons, conventions précédant 2.2, que @ est
toujours supposée anisotrope sur k; la proposition vaut sans cette condition,
mais elle est triviale dans le cas isotrope). — Si P est de degré 1, il n’y a
rien 3 démontrer, car ® est anisotrope. Supposons I’assertion démontrée
pour les polyndmes de degré strictement plus petit que n > 1, et soit P
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de degré n satisfaisant I’hypothése de 1’énoncé (s’il n’y a pas de tel polynéme,
il n’y a rien & démontrer!). Soit K = k[T]/P, et soit (a,, ..., a,)e K*
une solution non triviale de

®(ay, ..., a,)=0.

Soit 4;(i=1, ...,s) un polynéme de k [T] de degré strictement plus
petit que n, et d’image a; dans k [T]/P. De 1’égalité ci-dessus on tire une
égalité :

4.2 ®(A4y, ..., 4,)=QP,

ou Qek[T] est non nul, car les 4; ne sont pas tous nuls, et @, étant
anisotrope sur k, I’est aussi sur k (T) (cas particulier de 2.1). Ecrivons

Q = Bl—[_'in=1 Q;J’

avec P e k*, avec m entier positif ou nul (nul pour Q €k*), avec les Q,
polyndmes unitaires (# 1) irréductibles deux & deux distincts, et les n;
entiers strictement positifs. Quitte & diviser chaque membre de 1’égalité (4.2)
par une puissance convenable de chaque Q;, on peut supposer que, pour
tout j € [1, m], il existe i € [1, 5] tel que Q; ne divise pas 4. L’égalité (4.2)
montre alors que @ est isotrope sur le corps k [T]/Q;, pourj=1, ..., m.
Par ailleurs, le membre de gauche de (4.2) est de degré au plus (2 n—2),
et P étant de degré n, on obtient que Q, et donc chaque Q;, est de degré
strictement plus petit que n; ’hypothése de récurrénce montre alors que
chaque Q; est dans D, (5, (®), et @ étant multiplicative, on déduit de (4.2)
que P s’écrit comme le produit d’un élément y de k* et d’un élément de
D, (1 (®). Posant U = 1/T, et raisonnant dans le localis€ de k [U] en U = 0,
on tire, par un argument de valuation facile, du fait que P est unitaire
que y appartient 4 D, (®). Utilisant encore une fois le caractére multi-
plicatif de @, on conclut que P est dans D, (®).

4.1.1.3. Remarque. — Comme me I’a signalé SANsuc, 4 qui je dois
les références a la littérature, on peut, en utilisant les mémes arguments
que dans la démonstration qui préceéde, ainsi que le théoréme de
ARTIN-CASSELS-PFISTER ([A], Satz 7, [L], IX, 1.3.), établir le théoréme
suivant (facilement déductible de [L], X, 2.9., mais la démonstration
ainsi obtenue est plus élémentaire).

 THEOREME. — Pour ® comme précédemment, et fe k [T], il y a équiva-
lence entre :

(i) f est représenté par ® dans k (T);
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(ii) f est représenté par ® dans k [T];
(i) le coefficient dominant de f est représenté par ® dans k, et pour

chaque facteur irréductible P de f de multiplicité impaire, ® est isotrope
sur k[T]/P.

4.1.2. LeMME. — Soient X et Y deux k-schémas intégres,n = Spec k (Y)
le point générique de Y, et n : X — Y un k-morphisme. Notons p : X, —n
la fibre générique de . Supposons que I'on a :

(a) localement pour la topologie de Zariski sur Y, n© admet une section.

(b) la fibre générique X, (qui est donc non vide) est réguliére, et I'appli-
cation p* : D® (k (n)) — D® (X,) est un isomorphisme.

Alors la fleche (2.2.1) n* : D® (Y) — D® (X) est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons i :n— Y Pinclusion du point générique
de Y dans Y; du produit fibré

n

Lx
l
—Y

38— N

on tire le diagramme commutatif
p°(v) 5 p°(x)
4.3) " [‘ P f
pt
D®(k(m))— D°(X,)

ol i* et j* sont injectifs, car i* : k (Y)—k(n) et j*: k(X)—k(X])
sont des isomorphismes. Ainsi 7* est injectif, et de plus, pour a dans D® (X),
on peut choisir un représentant f dans L® (X) < k (X)* ~ k(X)* qui
soit de la forme f = p*(g) avec g dans k£ (m)*. Montrons que la classe
de g dans D®(k(n)) est dans I'image de i* : D®(Y)— D® (k(n)), ce
qui, vu (4.3), achévera de montrer que n* est un isomorphisme.

11 suffit de montrer que, pour f et g comme ci-dessus, g appartient &
L®(Y). Soit Pe Y, et soit U un ouvert de Y contenant P et tel que
Ty : Xy — Uadmette une section, soit 5. Soit @ = s (P). On a le diagramme
commutatif d’homomorphismes d’anneaux :

Ox,0“—0x, sy = @xf‘. s() —_— k(s())
4.4) . . .

9

Oy,p—0y 4 - k()
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ol les fléches g, et g, sont les fléches de passage au corps résiduel. Soit
f = u.h une écriture locale de fe L® (X) en Q € X. Comme f est de la
forme p* (g) avec g € k ()*, et que u appartient & 0F ,, donc a 0%, s>

ona h= fu"e@}v‘,(,,) 0 Diisy (@)

Comme X, est régulier (en s(n)), il résulte alors de 2.1.1 que I'on a
‘h(f)‘h(“)-leDk(s(q))(¢)~

Vu (4.4), cela implique :

S*(f)s*(@)™! = hy € Dy (@),
et donc

g =s*(p* (@) =s*(f) =s*(u).h,

fournit une écriture locale de g en P, puisque s* () appartient & 05y ,,
u appartenant a 0y ,.

4.1.3. COROLLAIRE. — Pour n un entier naturel quelconque, les fléches
déduites des morphismes structuraux :

(@) D® (k) — D°(A});
(ii) D® (k)— D®(P})
sont des isomorphismes.

Démonstration. — En utilisant des projections A} — A:'l, on obtient (i)
par récurrence a partir de 4.1.1 et 4.1.2. Connaissant (i), pour obtenir (ii),
il suffit d’observer que le diagramme commutatif de k-morphismes :

Al— P
NS
Speck

ou les fléches vers Spec k sont les morphismes structuraux, et ol i est
une identification de A & un ouvert de P}, donne le diagramme commutatif
d’homomorphismes de: groupes (fonctorialité 2.2.1) :

D®(B})<—— D°(A})

N

D®(k)

ou i* est injectif car i est birationnel.
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4.1.4. THEOREME. — Soit X un k-schéma intégre, et & un fibré vectoriel
de rang fini sur X. Soit V (&) I’espace total du fibré et soit P (&) le fibré
projectif associé. Les homomorphismes :

(@) D®(X)— D®(V(4);

(ii) D® (X)— D*® (P (8))
déduits, via 2.2.1, des morphismes structuraux des fibrés sont des isomor-
Dphismes.

Démonstration. — 1l résulte de 4.1.3 que les couples (V (&), X) et
(P (&), X) satisfont les hypothéses de 4.1.2.

4.1.5. COROLLAIRE. — Soit X un k-schéma intégre, régulier et propre
sur k. L’accouplement 2.2.3 :

X (k)x D°(X) - D®(k)
définit un accouplement
X (k)/R x D®(X) - D°(k).

Démonstration. — Rappelons que, pour X un k-schéma, X (k)/R désigne
le quotient de X (k) par la R-équivalence, qui est la relation d’équivalence
sur X (k) engendrée par la relation élémentaire : 4 et B dans X (k) sont
liés s’il existe un k-morphisme 0 : Q — X, ou Q est un ouvert de Zariski
non vide de P}, tel que 4 et B sont dans I’image par 0 de Q (k); cette notion
a été introduite par MANIN (¢f. [M], chap. II, § 14).

Pour X propre sur k, on peut remplacer Q par P}, et ’assertion résulte
de l'isomorphisme D® (k) = D®(P)) et de la fonctorialité (2.2.3) de
I’accouplement X (k) x D® (X) — D® (k) sur les k-schémas intégres
réguliers. '

On notera que la idémonstration utilise uniquement 2.2.2 et 4.1.1.

4.2. PROPOSITION. — Les homomorphismes D® (k) — D°® (Al) et

D® (k) — D® (PY), déduits, via 2.2.1 ou 2.2.2, des morphismes structuraux
sont des isomorphismes. Plus généralement, étant donné un k-schéma intégre X
de type semi-local et un fibré vectoriel de rang fini & sur X, les homomor-
phismes déduits, via 2.2.1, des morphismes structuraux des fibrés :

D®(X)— D®(V(8))
D®(X)—- D°(P(8))

sont des isomorphismes.
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Démonstration. — L’assertion sur A} résulte de I’inclusion
D®(A) = D®(AD

et de 4.1.1. Celle sur P; s’obtient de méme (cf. I’argument en 4.1.3).
Pour les fibrés, on remarque qu’un fibré vectoriel est « semi-localement »

trivial, et on démontre facilement 1’analogue pour D® du lemme 4.1.2,
ol I’on prend X et Y de type semi-local, et ou I’on suppose que ® admet
une section au voisinage de tout ensemble fini de points de X.

4.3. THEOREME. — Soit X une k-variété projective et lisse. L’accou-

plement 3.2.1
Zy(X)x D®(X)— D®(k)

passe au quotient @ gauche par I’équivalence rationnelle.
Démonstration. — Soit Z un k-schéma intégre, et j: Z ¢ Xx,P} une
k-immersion fermée définissant (3.3) une famille de zéro-cycles sur X

paramétrée par P). Soient P et Q des points de P} (k), et a € D® (X ).
 Par définition de 1’équivalence rationnelle, pour démontrer le théoréme,
il suffit de montrer que, dans une telle situation, o» « :

<{p(P), a) =<p(Q), ),

ol p est défini comme en 3.3.
D’aprés 3.4, dont nous reprenons les notations, on a

<p(P)a a)=<(P, p#q*a>9
(p(Q)a a) =< Qs p*q*a>-

D’aprés 4.2, il existe ye D® (k) tel que y = p,q*a, et on a donc :
p(P),a)=(P,y)>=7=Q,7>=(p(Q), &)

THEOREME B. — Soit X une R-variété projective et lisse. Si deux points P
et Q de X (R) définissent des zéro-cycles rationnellement équivalents, ils
sont dans la méme composante connexe de X (R).

Démonstration. — Supposons P et Q non dans la méme composante.

D’aprés le théoréme A (et sa démonstration), il existe a € D (X), avec n
la dimensionde X, telsque { P, & ) = let{ Q, a ) = —1. Le théoréme 4.3
implique alors que P et Q ne sont pas rationnellement équivalents.
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4.4. Remarques.

4.4.1. Pour X comme dans le théoréme B, il est clair que deux points
de X (R) qui sont R-équivalents sont dans la méme composante connexe
de X (R) : Pi (R) est connexe, et I'image par une application continue
d’un connexe est connexe. Mais, pour des points simplement rationnel-
lement équivalents je ne sais pas s’il existe une démonstration du théo-
réme B évitant le long détour des formes quadratiques multiplicatives
et du théoréme de Stone-Weierstrass.

4.4.2. Je ne sais pas si dans le théoréme 4.3, on peut remplacer D® X)
par DG(X); la question se pose déja en 3.4 et en 3.1 (¢f. 3.1.1).

4.4.3. Etant donnée une extension galoisienne K/k de corps, et X une
k-variété propre et lisse, il résulte de Hilbert 90 que I’application
A' (X)— A (Xy) des classes (pour 1’équivalence rationnelle) de cycles
de codimension 1 sur X dans les classes sur X, est injective. On peut se
demander s’il en est de méme des applications naturelles A" (X) — 4" (X)
en codimension n plus grande que 1. Comme me 1’a signalé Coray,
SWINNERTON-D YER a répondu par la négative a cette question, en établissant
le résultat suivant (non publié) :

Soit X une k-surface cubique (projective et lisse) possédant une droite
définie sur k. La relation d’équivalence sur X (k) induite par I’équivalence
rationnelle sur les zéro-cycles de X coincide avec la R-équivalence.

Ainsi, pour X une R-surface cubique telle que X (R) ait deux compo-
santes connexes, l’application A% (X) — 4% (X;) n’est pas injective :
une telle surface posséde une droite réelle (27 est impair), deux points
de X (R), qui sont dans des composantes connexes différentes, ne sont pas
R-équivalents, et deux points de X (C) sont rationnellement équivalents
sur X, car ils sont méme R-équivalents (X est C-rationnelle).

On voit que notre théoréme B permet de généraliser cet exemple : si X
est une R-variété projective et lisse telle que X, soit C-rationnelle et que
X (R) ait au moins deux composantes connexes réelles, 1’application
naturelle A%™X (X) > 4%™X (X_) n’est pas injective. On en trouvera
un exemple dans le paragraphe 5; les surfaces de Chételet généralisées
décrites en détail dans [CS 4], et qui sont reprises d’IskovskiH [I], four-
nissent d’autres exemples.

5. Un exemple

5.1. Dans [CS 2] (voir, pour plus de détails, [CS 4]), SANsuUC et I’auteur
ont donné un exemple de R-variété X; projective et lisse R-unirationnelle,
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telle que X, soit C-rationnelle et que Pic X soit isomorphe comme
Gal (C/R)-module au module Z@ Z (avec action triviale de Galois)
et telle que pourtant (¢f. [CS 1], prop. 5) X ne soit pas R-rationnelle.
L’invariant utilisé est le nombre de composantes connexes de X (R) dont
il est facile de montrer (¢f. [CS 4]) qu’il est égal 3 1 pour une R-variété
lisse compléte R-rationnelle. Dans I’exemple considéré, ce nombre est
égal a 2, ce qui permet de conclure. Une autre fagon de montrer que X
n’est pas R-rationnelle, également indiquée dans [CS 2], est de remarquer
que X (R) n’étant pas connexe, X (R)/R n’est pas réduit & un élément
(cf. 4.4.1). Or il a été démontré dans [CS 3] (§ 4, prop. 10), de fagon
purement algébrique (via HIRONAKA), que, pour k un corps de caracté-
ristique zéro, I’ensemble Z (k)/R est un invariant k-birationnel des
k-variétés Z lisses complétes, et est donc réduit & un élément si X est
k-rationnel. Dans ce paragraphe, on utilise les méthodes des paragraphes 2
a 4 pour montrer de fagon purement algébrique que, pour la R-variété X,
I’ensemble X (R)/R n’est pas réduit & un élément : I’avantage de cette
fagon de démontrer que X n’est pas R-rationnelle est qu’on utilise unique-
ment les deux propriétés suivantes de R : c’est un corps de caractéristique
zéro, et il existe sur ce corps une forme quadratique multiplicative (non
singuliére) @ telle que D® (R) soit non nul.

5.2. PROPOSITION. — Soit ¢, la forme quadratique définie dans I’intro-
duction, et soit X la R-variété discutée ci-dessus (et dont on va rappeler
la définition). 1l existe o€ D* (X) et deux points A et B de X (R) tels que,
dans D* (R) ~ (1 1), on ait

{4,a)#<B,a),
ot I’accouplement est celui défini en 2.2.3.

5.2.1. COROLLAIRE. — X (R)/R n’est pas réduit @ un élément.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 4.1.5.

5.2.2. Description de X. — Soient e; < e, < e; trois nombres réels.
On définit X; comme la sous-variété de P3xpA} avec coordonnées
(x, y, z, t; ) d’équation :

2 +y +28 = (A—e))(A—e;) (A —e3) P,

et on définit X, comme la sous-variété de P3xzAs avec coordonnées
X, Y, Z, T; p) d’équation

X2+ Y2 +Z: =p(l—e,p)(1—ezp)(1—e3 ) T2
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On définit X comme la sous-variété fermée de Z = P (0p: (2)° @ Op: ),
donnée par le recollement :

X, —{A=0}5X,~-{p=0}
(x y, 2, t; ) (A" 2x, A" 2y, A" 22, t; 1/A).

On note m : X — Py la restriction 4 X de la fléche structurale Z — PJ.

5.2.3. Démonstration de la proposition 5.2.

Assertion. — La fonction rationnelle (A—e,) € R (X)* est dans L*? (X).
Notons Q; = Py I'ouvert complémentairede {A =e;} U {I/A=p=0}.
Sur Iouvert n~' (Q,), la fonction (A—e,) est inversible et admet donc
une écriture locale

;.1 A—e; =(A—ey).1.

Sur louvert n~! (Q, N Q;), qui contient la fibre de n au-dessus de
{A=e,}, on a Dégalité

1

I , , .
T (h—e)(A—e3) x((x[)*+ (/)" +(z/6)%)

A—e,

qui est clairement une écriture locale en tout point de I’ouvert considéré.
Par ailleurs, de I’identification (A—e;) = (1—e, p)/p et de 1’équation
de X,, on tire I’égalité

L _e2= 1
(l-eyW)(1—espw

qui est une écriture locale pour (A—e,) sur I’ouvert complémentaire de
{A =%,, e;}. Comme les ouverts considérés recouvrent X, I’assertion
est démontrée.

Soit alors a la classe de (A—e,) dans D*: (X). Soit 4 (resp. B) le point
de coordonnées (x, y, z, t; A) = (0,0, 0, 1; e,) (resp. (0,0, 0, 1; e3)).
De I’écriture locale (5.1), on tire :

x (W2 (X T)* +(YIT)* +(Z| T)*)),

(A, o) =classe de (e, —e,) dans R*/D*(R) = R*/R**,
{B, a) = classe de (¢e3—e,) dans R*/D*(R) = R*/R*"

et donc le premier est dans la classe de (—1), et le second dans la classe
de (+1), qui est différente.
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5.3. Remarques. — On a un diagramme commutatif d’homomorphismes
évidents :
D*(X)— D*(X)—> D*(X)
Lil ) Liz Ll'a
D* (R) — D (R) — D* (R)
Q ] /
N T

Zj2Z

On sait [CS 2] que le Gal (C/R)-module Pic X est de permutation, et
ceci implique (¢f. 6.1.2 et 6.1.3) que i; est un isomorphisme. De la non-
trivialité des accouplements :

X (R)x D**(X) - D**(R),
X (R)x D*(X)— D" (R)

(cette derniére se montrant par le méme argument qu’en 5.2.3) résulte
que ni i, ni i; ne sont des isomorphismes. Par ailleurs, X (R) a deux compo-
santes connexes. Comme X est projective, il résulte du théoréme A4 que
I'on a

D% (X) ~(Z2Z)%

Comment calculer D2 (X)?
Posons (avec a et b dans R) :

(e;—e;)+(es—e;) = a?,
(e2—ey) x(e3—ey) = b.

De I’égalité dans R (X) :

(e = (A—e,)* +b?
Y (=)D [0+ /) + (2D ]

résulte que (A—e,) est une somme de 4 carrés dans R (X). L’équation
de X, montre alors que (A—e,) est dans L* (X) (ce qu’on aurait d’ailleurs
pu voir par la méme méthode que pour (A—e,)), et que sa classe dans
D (X) est I'inverse de (i. e. égale a!) celle de (A—e;). On ne trouve donc
pas ainsi d’autre élément évident de D® (X). Mais je ne vois pas de fagon
de montrer que D* (X) est isomorphe & (Z/2 Z)? : je ne sais méme pas
si c’est un groupe fini.
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6. Passé et avenir -

On fixe dans ce paragraphe un corps k de caractéristique zéro (pour
simplifier), une cl6ture algébrique k de k, et on note ¥ le groupe de Galois
de k sur k. On note ¢ la sous-catégorie pleine des k-schémas formée des
k-variétés, et 2 celle formée des k-variétés lisses. Etant donné X dans &,
et K une extension de k, on note Xy = X x,K, et on note K (X) le corps
des fractions de X,. De plus, on note X = Xx,k. Pour Z un schéma
noethérien, on note DivZ le groupe des diviseurs (de Cartier) sur Z.

6.1. INTERSECTION DE LA THEORIE DES GROUPES D’ (X) Er D® (X); LE

THEOREME DE GEYER. — Soit S un k-tore, S son groupe des caractéres.
A toute variété X de ¥, on associe le groupe :

DS(X) = Ker[ H! (%, Homy (S, k(X)*)) - H! (¢, Homy(S, Div X))].

Ces groupes, qui généralisent des groupes introduits par MANIN et liés
au groupe de Brauer ([M], chap. VI, 1.3.), ont été introduits par SANsUC
et l'auteur [CS 1], et étudiés dans [CS 4], auquel je renvoie pour des
définitions équivalentes.

Dans le cas o K/k est une extension finie de corps, et ol 1’on prend

pour S le k-tore noyau de la norme Rg, GmiGm‘ x» On obtient :
D5(X) = Dg(X)=Ker[ k(X)*/NK(X)* - Div X/NDiv Xg],

ou N désigne la norme de K a k. Ce cas particulier avait été étudié par
’auteur, particulirement pour K/k galoisien, ce qui donnait une théorie
dont le parallélisme avec celle de MaNIN ([M], chap. VI) est expliqué
dans [CS 1] et [CS4]. Ce cas a aussi servi de modéle pour la théorie
développée dans les paragraphes 2 4 4, comme ’expliquent les énoncés 6.1.1
et 6.1.2 ci-aprés.

Introduisons le groupe :

Di(X) = {fek(X)“‘, VPeX, {g;‘:?&;,}, f= u.N(g)}/NK(X)*.

En utilisant le fait qu’un faisceau inversible sur X peut étre trivialisé
par I’image réciproque (via X; — X) d’un recouvrement ouvert (Zariski)
de X (ce qui résulte du fait qu’un faisceau inversible sur un anneau semi-
local est libre), on obtient un homomorphisme, évidemment injectif :

p: Dg(X)- Dx(X).
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¢.1.1. PROPOSITION. — Si X est lisse sur k, la fleche p est un isomor-
phisme, et les deux groupes coincident encore avec le groupe :

fek(X)*V{P,, ..., P,} = U ouvert affine de X,

Juek(X)* inversible en chaque P;, NK(X)*.
3geK(X)*, f =u.N(g)
Démonstration. — Le méme argument que ci-dessus montre que p se

factorise a travers le groupe défini dans I’énoncé. 11 suffit donc de montrer
que p est un isomorphisme. Cela résulte par application au diviseur de f
du lemme suivant, qui vaut d’ailleurs pour un morphisme fini localement
libre de schémas réguliers :

LeMME. — Soit X[k un k-schéma lisse, et K|k une extension finie de corps.
Soit n : Xy — X la projection naturelle. Soit D un diviseur sur X. S’il existe
un recouvrement de X par des ouverts (Zariski) U tels que la restriction
de D a U soit la norme d’un diviseur sur Ug, anrs D est, globalement, la
norme d’un diviseur sur Xy.

Démonstration. — Comme X et Xy sont réguliers, les diviseurs de Cartier
s’identifient aux diviseurs de Weil sur ces schémas. Soit :

(6.1) D=3 cxthyX

la décomposition de D suivant les points de codimension 1 de X. Soit U
un ouvert contenant I’'un des x apparaissant dans (6.1) avec un coeffi-
cient non nul, mais ne contenant aucun des autres, et tel que, sur U, la
restriction de D soit la norme d’un diviseur A sur Ug. Ecrivons :

A=Y, cupmyy.
On obtient donc :

(6.2 B X = NK/k(Zyexg);u(y)=xmyy)°

Comme ceci vaut pour tous les x apparaissant dans (6.1) avec un coeffi-
cient non nul, il suffit d’ajouter les différentes égalités (6.2), et I’assertion
est démontrée. (Le point essentiel est qu’un diviseur de Weil sur un ouvert
d’un schéma «est» un diviseur de Weil sur tout le schéma.)

6.1.2. COROLLAIRE. — Soit K=k (\/ a) une extension quadratique,
et soit X une k-variété lisse. Le groupe Dy (X) coincide avec les groupes

D% (X) et D% (X) définis par la forme quadratique multiplicative
@,(x, y) = x*—ay>.
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C’est cc corollaire, ainsi que les bonnes propriétés des groupes DS (X7).
qui justifie I'introduction a priori des groupes D® (X) et D® (X), pour ¢
forme quadratique multiplicative quelconque.

6.1.3. LEMME. — Pour K[k une extension galoisienne finie (de ccrps)
de groupe de Galois G, et X une k-variété lisse compléte ayant un k-point,
on a une suite exacte scindée :

1 - k*INK* > Dy (X)- H '(G, Pic Xg) > 1.

C’est facile, et bien connu (voir [CS 4]); le cas particulier, ot k == R,
K = C et X est une courbe, est déja dans [G 1], et ’argument général
est le méme. ’

6.1.4. THEOREME (GEYER). — Soit X/R une courbe lisse projective
et géométriquement intégre, avec X (R) # @. Soit s le nombre de compo-
santes connexes de X (R). On a un isomorphisme

H™*(Gal(C/R), Pic X¢) ~ (Z2Z) .

Démonstration. - On prend k =R, K= C dans 6.1.2 et 6.1.3, et
on applique le théoréme A.

En fait, GEYER démontre plus; en particulier, il étudie le cas X (R) = @.
Je renvoie a son article, ou le lecteur trouvera expliqué le lien entre ce
théoréme et les travaux classiques de WEICHOLD, HARNACK, WITi.

6.2. COMPARAISON DES PROPRIETES DES GROUPES D° (X), D®(X) Er

D°® (X). — Pour X variant dans 2 (X lisse), on dispose de plusieurs groupes
abéliens F (X) associés. Dans le diagramme suivant, ® varie parmi les
k-formes quadratiques non singulidres multiplicatives, et S varie parmi
les k-tores. Pour a dans k*, @, est la forme quadratique introduite en 6.1.2.
Les flaches signifient que la théorie d’un groupe se spécialise en la théorie
du groupe but :

D®(X)  D°(X) D5(X)

S X NS

D™®(X) D™®(X)  D%(X)= D%(X)

Voici une liste des propriétés connues des groupes F (X); les assertions

concernant D® et D® sont dans cet article, celles concernant D° sont dans
[CS 1] et [CS 4] (¢f. déja [CS3], §3 et 4).
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(a) Fonctorialité contravariante pour D5, D® et, en se limitant aux
variétés de type semi-local, pour D°.

(b) F(k) = F(A?) = F(P") pour F = DS, D®, D°. -

(¢c) Accouplement bilinéaire

Zy(X)xF(X) - F(k),

qui, pour X/k propre, induit un accouplement :
X (k)[RxF(X)— F(k)

pour F = DS, D®, D®, et qui, pour X/k projectif, induit un accouplement
Ao (X)xF(X)— F(k)

(ot 4, (X) est le groupe des classes de zéro-cycles sur X pour 1I’équivalence
rationnelle) pour F = D5, D°.

(d) Pour X variant parmi les variétés de 2 qui sont complétes, D5 (X)
est un invariant k-birationnel.

Pour k = R, et X variant parmi les variétés de 2 projectives de dimen-
sion n, le groupe D (X) = D*™ (X) est un invariant R-birationnel : ceci
résulte du théoréme A et de invariance R-birationnelle du nombre de
composantes connexes de X (R), pour X compléte et lisse.

(e) 1l n’y a pas lieu d’introduire de variante semi-locale de D° (voir
par exemple 6.1.1). Il y a coincidence entre 5°(X ) et D® (X) dans les
cas : ®=®,; k=R, ® =9,, X/R projective de dimension n.

(f) Pour X dans 2, X compléte, telle que X (k) soit non vide, si Pic X
est un ¥-module de permutation, les groupes Df (X) sont réduits & DS (k)
(cf. par exemple 6.1.3), mais I’analogue n’est pas vrai pour les groupes

D®(X) ou D°® (X), comme le montre I’exemple du paragraphe 5.

6.3. QUESTIONS.

6.3.1. Question semi-locale. — Pour X dans ¥ (ou méme dans 92),
y a-t-il coincidence entre les groupes D® (X) et D® (X)? En d’autres termes,
si une fonction de k (X)* admet une écriture locale en tout point de X
(par rapport & une forme multiplicative donnée ®), si ’on se donne un
ensemble fini de points de X inclus dans un ouvert affine, existe-t-il une
écriture locale pour la fonction simultanément en chacun des points?

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



36 J.-1.. COLLIOT-THELENE

On observera ¢u'un probléme\ analogue se présentc dans la théori:
de KnesuscH ([K 3], chap. III, § 8).

6.3.2. Invariance birationnelle. — Au vu de 6.2 (d). il est tentant dx:
conjecturer que les groupes D® (X) sont des invariants k-birationnel:
des variétés de 2 qui sont complétes. Ceci fournirait une autre démonsira-
tion algébrique de la non R-rationalité de la R-variété du paragraphe 5
(noter cependant que pour montrer quun groupe D® (X) n’est pas réduit
a D® (k), la seule méthode générale dont pour 'instant on dispose, mais
c’est seulement une condition suffisante, est de montrer que 1’accouplement
(X complet)

X (k)/JRx D®(X)— D®(k)

est non trivial). Il semble déja non évident d’établir, pour ® forme quadra-
tique multiplicative quelconque, I'invariance de D® (X) dans I’éclatement
en un point rationnel d’une k-surface propre et lisse. Une question voisine
est la suivante.

Question. — Soit A un anneau local régulier de dimension > 2, conte-
nant k, et d’idéal m. Soit f un élément du corps des fractions de 4 admettant
une écriture locale en tout point de Spec A —m. En admet-il une aussi
en m? _

6.3.3. Problémes sur les réels. — Soit X variant parmi les R-variétés
lisses complétes avec X (R) non vide. On dispose de groupes D% (X)
pour 0<ig<n=dimX (ceux pour i > dim X sont tous égaux
(¢f. §1, R.3) et d’homomorphismes évidents :

8,: D%(X)— D" (X)

(@) 1l résulte de 6.1.2, 6.1.3 et de la finitude de H' (R, 4) pour une
R-variété abélienne 4 que le groupe D* (X) est fini. Il résulte de 1.8
que le groupe D (X) est fini. Qu’en est-il des groupes intermédiaires
(cf. 5.3)?

(b) En général, les 0, ne sont ni injectifs ni surjectifs. Cependant, dans
le cas n = 1, il résulte de [K 2] (§ 2, prop. 2.4), modulo une traduction
du type 6.1, que 0, est surjectif. Les quelques exemples dont nous disposons
(cf. §5, et les exemples discutés dans [CS4]) suggérent la question
suivante.

Question. — L’application 0,_, est-elle surjective?

(c) Pour k réellement clos quelconque, le méme argument qu’en (a)
(¢f. [G2], et [K 2] (2.8)) montre que D** (X) est fini. Ceci a été utilisé
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par KNeBuscH [K 2] pour étudier les « composantes connexes » des courbes
définies sur de tels corps. Pour X/k de dimension n, D% (X) est-i! fini?

6.3.4. Pour X variant dans %, on dispos¢ d'un homomorphisme
surjectif :
A HL(X, S)- DS(X)

et, pour X dans 9, ’accouplement naturel

X(k)x Hy(X, S)— HL(k, S) ~ D%(k),

qui 4 un point et & un torseur associe la fibre du torseur en ce point, ne
dépend que de I'image de la classe du torseur par A, et c’est ainsi qu’on
obtient 1’accouplement 6.2 (c).

Cette situation permet de manipuler D° (X) avec souplesse : le point
est que le groupe H} (X, S) est un foncteur contravariant en X pour X
variant dans la catégorie des k-schémas (et pas seulement dans 9).

Dans le cas des groupes D®, avec @ forme quadratique multiplicative
quelconque, on ne peut sans doute rien espérer de semblable. Cependant,
dans le cas de la forme notée {1, —ad® {1, —b), c’est-a-dire :

0a.5(X, ¥, 2, ) = x*—ay*—bz* +abt*

qui est la norme réduite de I’algébre de quaternions A= ((a, b)/k), que
I’on supposera non décomposée sur k, en utilisant la suite exacte de groupes
algébriques

1 SL(A) > GL(A) > Gy~ 1

et le fait que

Hz. (X, GL(4)) ~ Hy (X, GL(4)),
on obtient une application d’ensembles
HL (X, SL(A)) - D**(X).

Mais je ne sais méme pas si cette application est surjective, faute de disposer
dans ce cas d’un analogue de 6.1.1.

6.3.5. La remarque (f) de 6.2, ainsi que ce qui précéde, suggére une
question générale : quel est le lien entre les groupes D® (X) et les sous-
variétés de X de codimension > 1, et les fibrés vectoriels sur X de rang
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plus grand que 1? Quel est le lien entre les groupes D® (X) et le groupe
de Witt W (X) défini par KNeBuscH dans [K 3]? Dans le cas k = R, X
projective et lisse de dimension 7, et ® = ¢,, une réponse a cette question
permettrait peut-tre, via le théoréme A4, de résoudre le probléme 16 de
[K 4] (p. 369) : les signatures sur W (X) associées 2 deux composantes
connexes différentes de X (R) sont-elles différentes?

6.3.6. La derniére question est motivée par la théorie de la « descente »,
la description des torseurs universels ([CS 1,2, 4]) sur les surfaces de
Chatelet et I’analogie entre les équations de ces surfaces et celle de la
variété X; du paragraphe 5 (qui a d’ailleurs été trouvée ainsi).

Question. — La variété de A} avec coordonnées (x, ¥, z, A, u, v, w, t)

d’équati
équation x*+y 4zt = (A—e))(A—e3) (A —es),
A—ey = ul+ 02 w12,

avec e; < e, < e est-elle R-rationnelle?
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