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ABSTRACT

This thesis deals with "semistably degenerating abelian
varieties" ‘over a scheme. In particular we investigate the properties
of certain relatively ample invertible sheaves on such group schemes,
and of their direct images ; we obtain a formula generalizing the

fact that (over €) theta constants are modular forms.

We give applications of these results to abelian varieties
over function fields, including as a special case Zarhin's finiteness
theorem when the ground field is finite.
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Introduction

1. Soient g et d deux entiers Y1, n un entier ¥ 3 . Considérons
le schéma de modules fin & = #é,d,n paramétrant les schsmas abéliens
A de dimension g , munis d'une polarisation de degré d (vue comme
une isogénie de degré a® de A sur son dual At) et d'une structure
de niveau n : c'est un schéma de type fini sur 2[1/n] . Notons

1 52 1e schéma abélien universel, et ® le faisceau inversible

f*fz%/# sur & .

1.1. Théoréme. Le faisceau & est ample sur & .

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sectiéns
globales de Fm étant les formes modulaires de poids m et de niveau
n . Il joue un r&le essentiel dans la démonstration par Faltings [FZ]
de la "conjecture de Shafarevich" pour les variétés abéliennes sur les
corps de nombres ; de méme 1l'énoncé analogue pour les schémas de modules
de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro
sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [Sz]).

2. Désignons par =: X ——4-It la polarisation naturelle sur X . on
peut associer & = 1l'unique faisceau inversible totalement symétrique
& sur Y tel que la polarisation @g¢ : X —> X associée & & soit
égale & 4= , de sorte que & est trés ample relativement & f et de
degré 42gd2 (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un
schéma en groupes sont supposés rigidifiés, c'est-a~dire munis d'une
trivialisation le long de la section unité). Le théoréme 1.1 résulte
alors des faits suivants : |

(2.1) det(£,£) est ample sur & .

- 49
(2.2) Les faisceaux inversibles (det f*£)® 2 ot P¥Y ont 1a meme
classe dans Pic(.t)®ZQ .

L'assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; 14 seule idée qui
semble nouvelle est d'exploiter le fait que pour tout entier N )1 , la

restriction de £® au noyau NI de la multiplication par N ‘dans X
est canoniquement triviale, ce qui implique qu'aprés un changement de

: (] .4 \4 ] .
base fini étale, (£,{) a "beaucoup de sections". On redémontre

d'ailleurs par cette méthode la représentabilité de WQ sans

d,n



théorie des invariants "difficile", tous les groupes structuraux étant
finis.

3. La "formule clé" (2.2) est plus mystérieuse. Il est plus commode de
la reformuler comme suit :
(3.1) Soient S un schéma, A —fa-s un S-schéma abélien de dimension

relative g , L un faisceau inversible symétrique (rigidifié)
sur A , ample relativement & S , d 1le rang de f£f,L , et Eh/s
le 6g-module inversible f*qg/s . Alors le faisceau inversible

_ o de o \®2, -8d
5(a,L) = (A9f,L) ®&§§/S

est d'ordre fini dans Pic(S).

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) 3 partir
du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas,
f,L a une structure trés simple, résultant de la théorie des "structures-
th&ta" de Mumford [M3]. Cette démonstration, due & L. Szpiro et &
1'auteur, sera publiée ailleurs. Pour d quelconque, on démontre encore

(3.1) sous 1l'hypothése que S est normal excellent, en se ramenant par

isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII).

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que & n'est pas propre sur
Z[l/h] : on aimerait donc trouver une compactification de @&, munie
d'une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu-
rel sur icelle prolongeant & (cf. [D], remarques suivant 1.12). On
n'en est pas 1lad mais il est naturel d'essayer de généraliser, par
exemple, (3.1) au cas ou A est seulement un S-schéma en groupes
semi-stable, c'est-d-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont
les composantes neutres des fibres sont extensions de variétés abéliennes
par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale
irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les
notations suivantes :

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de

point générique n , et A £, 5 est un S-schéma en groupes

semi-stable dont la fibre générique Aﬂ est une variété abé-

lienne de dimension munie d'un faisceau inversible ample
P

symétrique L,



I1 s'agit d'abord de donner un sens a (3.1). La définition de

ak/s est la méme que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par
Ek/s = egﬂg/s , ou e, S —> A est la section unité). Il faut ensuit?
se donner un prolongement (rigidifié) L de Lﬂ et voir quelles condi-

tions on doit imposer & L , ainsi d'ailleurs qu'au groupe A considéré

comme prolongement de A11 .

5. Supposons d'abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée Ao

de A n'est pas connexe, L admet plusieurs prolongements non isomor-

m
phes sur A . L'idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de

Breen [B], est d'imposer au prolongement L de vérifier le théoréme du

cube sur A , ou, en termes plus précis, d'admettre (lorsqu'on le consi-

dére comme un Gm-torseur) une "structure du cube" au sens de loc. cit.,
prolongeant celle dont Lﬂ est gratifié par la Nature. On constate
alors avec plaisir qu'un tel "prolongement cubiste" est unique, et
existe aprés un changement de base suffisamment ramifié (II, §1 ; voir
aussi [Bl, §3).

Ce théoréme de prolongement est utilisé au chapitre III pour donner
une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats
n'utilisent d'ailleurs pas la semi-stabilité de A , ni la symétrie ou
1'amplitude de Lﬂ .

A Lorsque dim S ¥2 , on a encore (trivialement, cette fois) 1l'unicité
du prolongement cubiste, mais son existence aprés changement de base

fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, §3).

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) :

(5.1) un faisceau inversible L sur A , prolongeant L, et cubiste
(i.e. muni d'une structure du cube).

Dans ces conditions, d'ailleurs, L est automatiquement symétrique
et ample relativement a S .

6. Le faisceau inversible L,q sur Aﬂ détermine une isogénie

¢L : Aﬂ ——e-A: dont le noyau est noté K(Lh)' On sait alors construire
Ui

de fagon naturelle une extension centrale Q(Lﬂ) de K(Lﬂ) par G

. ] m,n
qui "opére sur Lh" et qui est un "groupe thé&ta non dégénéré", en ce

sens que l'accouplement alterné sur K(Ln) associé a cette extension
est une dualité parfaite. De l'action de Q(Lﬂ) sur L, on déduit une
représentation de poids 1 de Q(Lﬂ) sur Ho(An,Ln), et il résulte de

théorémes généraux que c'est l'unique représentation irréductible de



poids 1 de G(Ly) ([m2], [m3).

L'étape suivante consiste donc & prolonger ces données au-dessus
de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu'il existe un unique sous-
schéma en groupes fermé K(L) de A prolongeant K(LM)' plat et quasi-
fini sur S (de sorte que K(L) est 1l'adhérence schématique de K(Ln)
dans A) et une extension centrale G(L) de K(L) par Gm,S prolon-
geant Q(Ln) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est

non dégénérée dés que K(L) est fini sur S . Notons que cette derniére

hypothése impose en général aux fibres dégénérées de A de n'étre pas

connexes.

Nous supposerons donc vérifiée 1'hypothése

(6.1) K(L) est fini sur S .

7. Considérons maintenant 1l'image directe £,L , qui est un 06 -module

S
cohérent (VI, 1.4.2). Si l'on espére formuler (3.1), il faut d'abord

examiner les questions suivantes :

(7.1) (i) £, est-il localement libre ? (Si oui, c'est automatiquement
"un G(L)-module irréductible (chapitre V)).
(ii) (Comportement par gonflement). Soit A, —fl+ S un modéle de
‘Aﬂ sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit
L1 un prolongement cubiste de L sur A1 . Le morphisme
naturel fl*Ll — £ L. est-il un isomorphisme ?
(iii) (Comportement par changement de base). Soit 7 :S' —> S
un "changement de base admissible", i.e. tel que S' soit
(disons) normal intégre et que A)%;S' soit, génériquement
sur S', un schéma abélien. La formation de f,L commute-

t-elle au changement de base T ?

L'autéur n'a pas été peu surpris de constater que la réponse & ces

trois questions est affirmative soéus 1l'hypothése suivante, un peu plus

forte que (6.1) :

(7.2) K(ﬂ®2) est fini sur S .

En fait, on montre au chapitre VI (en s'inspirant en partie de
notes non publiées de D. Mumford) que, sous l'hypothése 7.2, le mor-
phisme naturel

(7.3) £,L —+f*(L|K(L®2))



est injectif et localement scindé. Notons d'ailleurs que le point délicat

de la démonstration est le cas oi dim S Y2 , alors que, pour nombre de

résultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas ou dim S=1 .

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer
l'analogue de (3.1) :

(8.1) Posant d = rg(f, L), le faisceau inversible

d ®2
6(a,L) = (AT£,L) ® A/S

est d'o;drebfini dans Pic(s).

Ce résultat est démontré au chapitre VIII lorsque S est un schéma
d'égales caractéristiques. On en déduit au chapitre IX le théoréme de

positivité suivant :

8.2. Théoréme. Sous les hypothéses (4.1), supposons que S soit un

schéma d'égales caractéristiques. Alors il existe n y1 tel dque 5%?8
soit engendré par ses sections globales.

9. Les chapitres XI et XII s'attachent plus barticuliérement a 1'étude
des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "corps de base"
k fixé; le lecteur est invité A se reporter aux introductions des cha-
pitres en question. Signalons que l'on obtient comme corollaire, lorsque
k est fini, le théoréme de finitude de Zarhin-Mori, et que 1l'une des
motivations initiales de ce travail était d'arriver a une compréhension
"géométrique" de ce résultat. Le lecteur mesurera le succés de l'entre-
prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées
par [Zl]’et [Z3]..Il pourra aussi consulter la note [MB].

10. Le présent travail a bénéficié de 1l'influence de nombreux mathéma-
ticiens, et d'abord de L. Szpiro, de qui j'ai appris (parmi beaucoup
d'autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de "réduction
modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, §2 et 4. Le théoréme
VIII, 3.1 est, comme je l'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration
avec lui ; d'une fagon générale l'ensemble de ce travail s'inscrit dans
un programme général d'étude des "pinceaux de variétés" dont il est

l'initiateur.
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_ Les idées de L. Breen jouent évidemment un rdle essentiel ici ;
j'ai également bénéficié de conversations fructueuses avec D. Mumford,
sans parler des manuscrits qu'il a bien voulu me communiquer. Le §5 du
chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois &
W. Fulton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaitra aussi,
en particulier dans les chapitre IV et VI, l'influence des travaux de
M. Raynaud ; ses conseils, et 1'intérét constant qu'il a porté a ce

travail, m'ont été précieux.

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d'un
séjour & 1'Institute for Advanced Study de Princeton, grice a une
subvention de la National Science Foundation.

Leitfaden

IIT / IV v

Les fléches pointillées indiquent une dépendance partielle : voir
1l'introduction du chapitre VII.
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CHAPITRE I

Torseurs cubistes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Applications pointées de degré n .

2. Cas des torseurs : structures cubistes.

3. Lien avec les extensions centrales

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

5. Réduction 4 l'objet trivial ; application & certains isomorphismes
canoniques.

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de
schémas en groupes lisses par des tores.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs
munis d'une structure du cube (rebaptisés ici "torseurs cubistes"),
notion introduite par L. Breen [B]. L'intérét de cette notion pour la
suite de ce travail apparait au n° 2.6 : on y montre 1l'existence d'une
unique structure cubiste pour tout € -torseur (trivialisé le long de
la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi-
tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné-
rantes" a fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [B], 2.4).
La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (§4) le clas-
sique groupe G(L) de [MZ], associé a un faisceau inversible L sur
un schéma abélien.

Au §5 est introduite la technique de "réduction au torseur cubiste
trivial", fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques
(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon-
trer sans larmes que ces isomorphiémes respectent les structures cubistes
naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au §6
ol il sert de fondement A ure nouvelle définition des torseurs cubistes,
qui semble plus naturelle que celle de [B] mais qui, par exemple, méme
dans le cas des Gm—torseurs sur un schéma en groupes, oblige a tra-
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de
remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de
torseurs sur AXAXA , joue un r8le crucial (notamment) dans les

questions de prolongement du chapitre II.

Remarquons enfin que nous notons ici 82 et S3 les opérations

notées respectivement A et © dans [B].

1. Applications pointées de degré n .

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res-

pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un_entier

Yo . Si f:A —> G est une application, on définit

8_(£) : A — G

par la formule

n+Card I
-1
5_(£)(xy,..,x) = 1] £(xp) (1)
1<{1,...,n}
179
ol l'on a posé X; = Z : X -
i€1
On dit que f est pointée de degré n si &8 (£) =1 .

n+1

Ainsi : 8 (£) 1 : {o} —o¢

Sl(f) f
8,(£) (x,y) = £0x+y) £0x) T E(y) T

8,(£)(x,y,2) = £lrty+z) Elxby) T E(xtz) “TE(y+2) THE(x) £(y) £(2)

f est pointée de degré O f=1
f est pointée de degré 14 f est un morphisme de groupes

f est pointée de degré n Y0 == £(0) =1
n+l

(en effet & .. (£)(0,...,0) = £0)"1)" 7y,

n+1

1.2. Propriétés des onérations &n .

1.2.1. Additivité : ﬂn(fg) = Sn(f).ﬂn(g)
pour f,g:A —> G et nyo .

1.2.2. Fonctorialité en A et G : si 9:A' —>A et ¥:G6 —>G'

sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute f:A — G
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(n)

ﬂn(fow) = ﬂn(f)ow
gn(wof) = wosn(f)
ol ¢(n) : A" —> A" est défini par
o™ (x,ix ) = (0(x))s .0, 0(x))

1.2.3. Symétrie : ﬂn(f) est invariante sous l'action du groupe symé-
trique Gn sur A" .

1.2.4. On vérifie,‘pour tout 11)1., 1a relation :

(1.2.4.1) Sn+1(f)(x1,...,xn,xn+1) = ﬂn(f)(xl,.;.,xn_l,xn+xn+l).

-1 -1
oﬁn(f)(xllo.o'xn) o)gn(f)(xlpcooixn—llxn_'_l)

ainsi que toutes les relations qui s'en déduisent par permutation. En,

particulier :
(_1)n+1
. pour n¥1l, ﬂn(f)(xl,...,xn) = £(0) dés que l'un des

Xy est nul. |
. f est pointée de degré n¥1 si et seulement si ﬂn(f) est
n-linéaire.

La relation (1.2.4.1) montre également que Qoﬁr ny2 , ﬁn(f) est un
2-cobord par rapport a chaque paire de variables ; a fortiori, elle

vérifie la condition de cocycle (ou 1l'on a posé x =‘(x1,...,xn_2)) :

(1.2.4.2) 8 (£f)(x,atb,c).8 (£f)(x,a,b) =8 (f)(x,a,btc).8 (£)(x,b,c)
(n¥2).

1.3. Les considérations qui précédent s'étendent d'elles-mémes au cas
ol A et G sont deux Groupes commutatifs d'un topos E : si
fffHomE(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents a
A et G, on définit donc 8 (f): A" —> G comme dans 1.1. On notera

Homén)(A,G) < Homy(A,G)

le groupe des "morphismes pointés de degré n" de A dans G, i.e.
l'ensemble des f vérifiant $n+1(f)==1 ; en particulier :

Hom}o)(A,G) = {1}

]

(1
Homm )(A,G) HomAb (A,G) .

E
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2. Cas des torscurs : gtructures cubistes.

Dans ce n® on fixe un topos E .

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E , et soit L un
G-torseur sur A . En compléte analogie avec 1.1, nous pouvons définir
un G-torseur &n(L) sur A", par la formule
(= n+Card I
(2.1.1) 5 (L) = ® (m7L) (-1)
1<{1,...,n

I#¢

I
désigne la somme des G-torseurs.

od m, :A" —> A est le morphisme (xl,...,xn) h—a-z X x; » et ou ®
i€x

Il est souvent commode (et suggestif) de décrire 8n(L) en terme
de "points" : si x est un point de A & valeurs dans un objet T de
E (i.e. un morphisme x:T — A), convenons de noter Lx le G-torseur

x*L sur T . Alors la définition (2.1.1) devient

n+Card I
(2.1.2) 8,(L) ) = L?;(-l)
1’ "% p <{1,...,n} I

I#¢

ol l'on a posé Xy = ) | ox. .

2.2. Proonriétés de ﬁn .

2.2.1. Additivité : si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a

pour tout n %0 un isomorphisme canonigue
® o
8 (L®M) 8 (L)®S (M)
de G-torseurs sur A"

2.2.2. Fonctorialité en A : si 9 :A' —> A est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique
5 (0'1) = (oP)) g (1)
n n
s, (n)

de G-torseurs sur A'D" , ou o :A'D ——»»An est définie comme en
1.2.2,

2.2.3. Fonctorialité en G : si ¥ :G —= G' est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , notons LQ le G'-torseur sur A déduit
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du G-torseur L par le changement de groupe structural Y . Alors on

a un isdmorphisme canonique de G'-torseurs sur A .
P P
sn(L ) =~ mn(L) .

2.2.4. Fonctorialité en L : si u:L —> M est un morphisme (i.e. un

isomorphisme) de G-torseurs sur A , on en déduit un isomorphisme
8 (u) : 9 (L) =8 (M)
de G-torseurs sur A" .

2.2.5. Torseur trivial : si 1l'on note GA le G-torseur trivial GXA

sur A , on a un isomorphisme canonique
Qn(GA) >~ Gan

2.2.6. Sections : une section ¢ du G-torseur L sur A s'interpréte
comme un morphisme (c'est-a-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA
dans L ; on en déduit donc grfce a 2.2.4 et 2.2.5, une section

ﬂn(o)

du torseur 'ﬂn(L) sur A" . Si f:A — G est un morphisme dans E ,

on a de plus la formule
(2.2.6.1) sn(fo) = ﬂn(f)ﬂn(o) .

2.2.7. Il existe bien entendu de nombreuses compatibilités entre les
isomorphismes ci-dessus (et ceux gqui vont suivre). Par exemple 1'isomor-
phisme d'additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d'étre
fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural
G , et de respecter les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque l'on prend L = M = le torseur trivial GA . Le fait que ces
propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe
injectif G' de E et en remarquant que tout G'-torseur est trivial.
Ce principe de "réduction au torseur trivial" rend tautologiques les
démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, "tout
diagramme de torseurs suffisamment naturel est commutatif", contrairement
a ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n'y a pas

de questions de signes.

2.2.8. Symétrie : il est imnédiat que Sn(L) est muni d'une action du
groupe symétrique S, compatible & 1l'action d'icelui sur A" ; autre-
ment dit, pour tout Yffgn , si 1'on note encore 7y :A" — A" 1a per-
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mutation correspondante des facteurs, on a un icomorphinme canorigue de

G-torscurs

. ~ n »*
X, .ﬂn(L) = v ﬁn(L)

avec les relations attendues entre Xy ' Xy. et ny. .

2.2.9. Jections nulles. Notons O l'objet final de E et e, : Op — A
la section nulle. Pour 1€i{n , Soit ﬂi: An—l — A" le morphisme
défini par la section nulle du i-éme facteur de A" . on a alors des
isomorphismes canoniques
+1
* * % ®(—1)n
M8, (L) ~ pre, (L)

ol p: Al OE est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor-
phismes sont compatibles entre eux, en ce sens que ﬂi et ﬂj coincident

sur l'intersection ﬂi(An—l)n ﬂj(An-l).

Pour ne pas alourdir a l'excés ce chapitre, nous allons nous limiter
désormais aux cas n=2 et n=3 , les seuls intéressants pour nous

dans la suite.

2.3. Etude de &2 ; structures d'extensions.

On a par définition JQZ(L)X'Y = Lx+y® L;1®L;1 .

L'action du groupe S, (2.2.8) se réduit a un isomorphisme de

symétrie

(2.3.1) g :SZ(L)X,Y 42»—82(L)y'

X,y X

vérifiant Exlx==Id et gx,y°§YrX = Id:ﬁl(L)y
’

X

La définition de SZ(L) donne, par un calcul immédiat, un isomorphisme

de cocycle

(2.3.2) o :ﬂz(L)

X, V2 ®’812(]"‘)

XHY 2 — 8, (L)

.
SZ(L)y,z

X,y X, y+z

qui est fonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu-
ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque L est le torseur trivial ; de plus ¢ est caractérisé par ces

propriétés (cf. 2.2.7).
On a d'autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification"

&-1:‘\
(2.3.3) 92(L)O y L, .92(L)X

4

,O
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ou L, est la fibre de L 4 l'origine ; ces isomorphismes sont compa-
tibles & la symétrie & , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que lc

diagramme suivant est commutatif :

)
O, (Z ®
ﬂZ(L)y,zQD&Z(L)O,y —_—_z——Q'&Z(L)O,y+z 19Z(L)y,z
(2.3.3.1) (2.3.3) (2.3.3)
-1
I"o ®&2(L)y,z

Supposons maintenant donnée une section o de ﬂz(L) au-dessus de
AXA . Pour (x,y)EAL on a donc une trivialisation o(x,y) de
Lx+y® L;{1® L7l , c'est-A-dire un isomorphisme LX® Ly ——>Lx+y , donc
une loi de composition sur L , que nous noterons (a,b) > axb , com-
patible avec la loi de groupe de A via la projection L —> A , et
compatible & l1l'action de G sur L au sens suivant : pour a€lL ,

b€L , g€G, on a

(2.3.4) (ga) xb = ax(gb) = g(axb)

Il est immédiat que la donnée d'une section o de Qz(L) équivaut a
celle d'une loi de composition « sur L possédant ces propriétés, le

passage de l'une a l'autre se faisant par la formule

(2.3.5) o(r(a),m(b)) = (axb)®a 1®p~t

ol a et DbEL etol m:L —r A est le morphisme structural.
Une telle section ¢ donne encore naissance, via les rigidifica-

tions (2.3.3), a deux sections de p*e;L (oW p est ici le morphisme

A -—e'OE), autrement dit a4 deux morphismes ElrEy 3 A —> LO==e£L
d'objets de E . En termes de la loi « correspondante, ils vérifient
(2.3.6) e, (x)¥x = X
~J ~
x*sz(x) = x
~
pour tout x€A et tout x€L au-dessus de x .

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im-
plique que el(o)==52(o), d'ou une section ¢ du torseur Lo sur Op «

vérifiant e#e=¢ . La relation (2.3.4) donne alors

(2.3.7) (ge)x(g'e) = (gg9')e



17

pour g et g'€G ; autrement dit la trivialisation de LO donnée par

e identifie la loi + & la loi de groupe de G .

Il est immédiat que la loi * est commutative si et seulement si

la section ¢ est invariante par la symétrie & de (2.3.1), i.e :

(2.3.8) o(y,x) = §X’y(o(x,y)) .

Il est un peu plus fastidieux de vérifier que » est associative

si et seulement si ¢ est compatible avec l'isomorphisme de cocycle

(2.3.2), c'est-a-dire :

(2.3.9) @X'Y,Z(o(xw,Z)@o(x,y)) = g(x,y+z) ® (y,z) .

Cette condition impligue d'ailleurs, comme on le voit en contemplant
le diagramme (2.3.3.1) ou les formules (2.3.6), que les morphismes €,
et e,:A —> L sont constants, i.e. e,(x) = ez(x) =¢,(0) = ¢, et

que la section € de L, est élément neutre de * . En résumé : (cf.
aussi SGA 7, VII, 1.1.6 et 1.2) :
2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure

d'extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de

torseur), éguivaut & la donnée d'une section o de @2(L) sur AXA ,

symétrigue au sens de (2.3.8), et qui est un 2-cocycle au sens de
(2.3.9).

2.4. Etude de ¥ structures cubistes.

37
On a par définition

_ -1 -1 -1
(2.4.1) B5(L), =L, ®LL ®L L 8L, ®L ®L &L,

$3(L) est muni d'une action du groupe symétrique S5 c'est-a-
dire, pour tout 76563 et pour (xl,xz,x3)€5A3 . d'un isomorphisme

(2.4.2) (x,) : 8, (L) , = 9, (L) .
Y xl,xz,x3 3 Xl’k2'x3 3 xy(l)'xy(z)'xy(3)
De fagon analogue a (1.2.4.1), 83(L) se reconstruit & partir de

8,(L) ; on a ainsi deux isomorphismes canoniques

-1 -1
‘92(1") 8“92(1")x,z®’92(1‘))/',2 (o))

+
Xty,z \\\\\<kj;j:y'z
(2.4.3) 93(L)
Py
i -1 S -1 /
zf)ﬁz(L)x'yjbﬂz(L)x'z (o

X, Y, 2Z

agz(L)x'er 2)}{'},’z
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(le lecteur vérifiera que o ol permet de retrouver 1'isomorphisme de

cocycle (2.3.2)).

On en déduit encore pour 33(L) des isomorphismes de cocycle dont
nous n'explicitons qu'un seul :

(2.4.4) v £ :$3(L)

XeYeZ, ®)93(1;') )93(1_,)

b2
X,¥st 19B(L)y

xXty,z,t X,y+z,t szt

les autres s'en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu
chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa
compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le

torseur trivial.

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube" [B])

sur le G-torseur L au~dessus du Groupe A est une section t du

torseur 33(L) sur A3 , possédant les propriétés suivantes :

(i) r est invariante par S5 i.e. pour tout VY€ S,

X, (1) = y*(7) (comme sections de 7*ﬂ3(L))

(notations de 2.4.2))

(ii) v est un 2-cocycle en les deux premiéres variables (ou, ce

qui_ revient au méme compte tenu de (i), en chaque paire de variables),
i.e :

"bxly'z’t('r(x-'-ylzlt) ® T(le't)) = T(X,Y+Z:t) b3 T(y'z't)

(notation de (2.4.4)).

Un torseur cubiste est un torseur muni d'une structure cubiste.

Un morphisme de torseurs cubistes (L,t) —> (L',7') est un mor-

phisme f:L — L' de G-torseurs tel que $3(f) :&3(L) -9'S3(L')

vérifie ﬂ3(f)(f) = 7',

On note CUB(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A .

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d'expliciter les hotions d'image
réciproque d'un torseur cubiste par un morphisme A' — A , d'image
par un changement de Groupe structural G —> G', de torseur cubiste
trivial, de produit tensoriel (ou somme, s'il préfére) de G-torseurs
cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de l'opération du pro-
duit tensoriel, CUB(A,G) est une "catégorie de Picard strictement com-
mutative" au sens de SGA 4, XVIII.1l.4.2.
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Bien entendu, une trivialisation d'un objet (L,t) de CUB(A,G)

est un isomorphisme de 1'objet trivial avec (L,7), c'est-a-dire une
section ¢ de L sur A , vérifiant la relation

(2.4.5.1) : 93(0) = 7

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que l'ensemble

des trivialisations de (L,t) est, s'il n'est pas vide, un espace homo-

géne principal sous le groupe

HoméZ) (A,G)

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G .

2.5. Lien avec les biextensions.

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la méme qgue dans [B],
2.2, nous allons faire briévement le lien avec la notion de biextension,
introduite dans [Ml] et développée dans SGA 7, VII et VIII.

Soit donc (L,T) un G-torseur cubiste sur A . Via 1'isomorphisme

@, (resp. 02) de‘(2.4.3), la section 1t de 33(L) donne naissance a

. -1 -1
une section 0, Sresp. 02)_lde ﬂz(L)x_'_y'Z@.\Qz(L)x,z@sz(L)y'z (resp.
ﬁz(L)x'y_'_Z@Sz(L)x,y@ Qz(L)x’z), et par suite a deux lois de composition

partielles

*

(1]

8.,(L @8, (L —_— L
(2.5.1) 1 2( )x,z 2( )y,z 92( )x+y,z

*

92(L)x'y® ‘92(L)x,z — a92(L)

2 X,y+z

suivant le méme proéédé que dans 2.3. De plus les deux sections O©
(o)

1 et

, sont liées par la relation
(2.5.2) @,(0,) = a,(0,) (=71) .

On vérifie alors que les conditions (i) et (ii) de 2.4.5 impliquent que
les deux lois * et constituent une structure de biextension
symétrique de (A,A) par G , au sens de [B], sur le torseur ﬂz(L)

muni de l'isomorphisme de symétrie § de (2.3.1) (et réciproquement...).

Par exemple, la commutativité de * équivaut 4 la compatibilité

de T avec l'action de la transposition (1.2) de 63 , et 1l'associati-
vité de *) 4 la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci

résulte d'ailleurs, si l'on veut, de 2.3.10 : en effet, grice a @,
83(L) peut &tre considéré comme le 8, du torseur 82(L) sur AXA
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lorsque 1'on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A grace a
la seconde projection. Il est d'ailleurs établi dans [B], 2.5, gue la
donnée de decux lois *) et ¥ 4 vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes
deux commutatives et dont 1'une soit associative, suffit a définir sur

L une structure du cube au sens de loc. cit.

2.5.3. Remarquons enfin qu'une‘structure cubiste 1 définit, gréce a la
section 1(0,0,0) de QB(L)O,O,O = LO , une trivialisation a l'origine
du torseur L , d'ou grice a 2.2.9 une trivialisation de la restriction
de 193(L) 4 chacun des produits {0}xAaxa , Ax{o}xa , Axax{o}. ces
trivialisations (essentiellement grice aux conditions de cocycle) coin-
cident en fait avec les restrictions de T & ces produits. En d'autres

termes et par abus d'écriture :
T(OIYIZ) = T(OIOIO)
le signe d'égalité faisant référence a 1'isomorphisme canonique

392(L) =~ :92(L)

0,y,2 0,0,0 °

De ces considérations le lecteur retiendra la

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure du

cube, équivaut 3 celle, sur le torseur Sz(L), d'une structure de
biextension de (A,A) par G , les deux lois de composition partielles

définissant cette structure étant assuijetties & la relation (2.5.2) (on

identifie les lois de composition *, et ¥, aux sections oi

et o,

gu'elles définissent).

2.6. Exemple fondamental.

Soit S un schéma : nous prendrons pour E 1le topos associé au
"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour

G le groupe multiplicatif G . Nous identifierons toujours en cas

m,S
de besoin un Gnrtorseur L sur un schéma X au faisceau inversible &
tel que L = Isom(Gx,£).

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutatif, &

fibres connexes. On suppose vérifiée 1'une des conditions suivantes

(i) A est un S-schéma abélien

(ii) (cf. [B], 2.4) S est normal et les fibres maximales de A

sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces-

sairement déployés) et de groupes Ga .
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Alors le foncteur d'oubli

CUB(A,Gm) —-»-TORSRIG(A,Gm)

(o TORSRIG(A,Gm) est la catégorie des Gm—torseurs sur A triviali-

sés & 1'origine de A) est une équivalence de catégories.

Démonstraticn : soit L un ¢ _-torseur rigidifié sur A .

Cas (i). D'aprés le théoréme du cube (cf. par exemple [Rl], Iv.2.1) le
faisceau 83(L) sur A3 provient d‘gn faisceau inversible sur S .

Comme de plus L est rigidifié a l'origine, ﬂ3(L) l'est également : il
est donc trivial. Mieux, si p: A3 —> S désigne le morphisme structural,
on a pub,3 > 65 donc il existe une unigue trivialisation de 85(L)
compatible avec sa rigidification. Etant unique, T est automatiquement
symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de méme il suffit de vérifier la
condition (ii) de 2.4.5 lorsque x=y=2=t=0 : elle résulte alors de

la compatibilité a la rigidification. Nous avons donc montré que L

posséde une unique structure cubiste compatible & la rigidification, cgfd.

Cas (ii). D'aprés SGA 7, VIII.7.5, nous savons que ﬂz(L) admet une
unigue structure de biextension compatible aux rigidifications sur

{o} xa et Ax{0} déduites de la rigidification de L . Il reste &
vérifier que les lois o, et o, de cette biextension vérifient la
condition (2.5.2). Or les deux sections al(ol) et 02(02) de ﬂ3(L)
coincident, sur les produits {0} xaxa , ax{o}xa , axax{o} , avec
la rigidification naturelle de S3(L) sur ces sous-groupes. Leur quo-
tient est donc une fonction AXAXA — G . égale 4 1 sur ces sous-
groupes, donc identiquement égale & 1 ("lemme de Rosenlicht") puisque

S est réduit. B

2.6.1. Remarque. Soit k un corps séparablement clos, et posons

S = Spec(k[[x,y]]/(xz-ys)), A=:Gm,S

G -torseur L non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1)

. Il existe (exercice) un

qu'un G -torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative
de A par Gm + donc est trivial puisque S est strictement hensélien.
Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne
posséde aucune structure cubiste.

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [B], 2.11).

3.1. Donnons-nous a nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A
et G de E , et de plus un sous-Groupe K &le»A de A (on pourrait
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considérer plus généralement un morphisme K —> A de Groupes commuta-
tifs). Soit (L,7) un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée

une trivialisation © de la biextension (ijdA)*ﬂz(L) de (K,A)

par G .

On a donc, pour x€K et y€A , une section o¢(x,y) de

"1 -1 . . ~ . .
® ® ® .e.
L LX Ly donc un isomorphisme Lx Ly — L 4, + 1.€. une loi

X+y Y
externe

*:LKXL—+L

compatible avec 1'addition KXA — A , et avec l'action de G sur L.
Nous allons, une fois n'est pas coutume, expliciter un peu les choses :
si 1'ona x€K, y€Aa , u€ L, v € Ly , on en déduit un élément uxv

de Lx+y . par la condition (cf. (2.3.5)) :

(3.1.1) o(x,y) = (u*v)®u-1®v-1€ﬂ2(L)X v

D'autre part 0 est supposée compatible avec la structure de biextension

de .\92(L). La premiére loi de a92(L) est

o ‘ ®"|'(lerZ)A
&2(L)x,z®ﬂ2(l’)y,z ° 192(]"')x+y,z

LY . N -1 L~
(& des contractions prés, du type Lx+z® Loy, —> GA) .

La compatibilité de o© avec cette loi signifie que 0(x,z)®0(y,z)
s'envoie sur o(x+y,z), d'ol en appliquant (3.1.1) :

si u€Lx , V€Ly ' weLz avec x€K , y€K, z€A , on a :
(uxw) @ u 1w 18 (vaw) 8 v 10w 1® r(x,v,2) = ((uxv)«w)® (urv) 1w !
d'ou

(3.1.2) r(x,y,2) = ((u*v)*w)®(u*v)"1@> (u*w‘)'—l@ (v*w)_1®u®v®w .

En exprimant de méme la compatibilité avec la seconde loi, on
obtient '

(3.1.3) 1(x,y,2) = (ux(vsw))® (u*v)-l® (usw)"1® (v*w)-1® u®vOw
d'ol enfin par comparaison

(3.1.4) (u*v)*w = ux(vsw) (u et vE€ L\K . w€L) .

En particulier la loi =« sur Ly XLy, est associative. Il est de

plus immédiat que la section de L & l'origine déduite de sa structure
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cubiste est élément neutre de * , et que la composée

G® LY Dy Lo® Ly %5 Ly *est 1l'action naturelle de G sur Ly . En
bref, le torseur Ly = j°’L sur K est muni, grce & o , d'une struc-
ture de Groupe, extension centrale (non commutative en général) de K

par G, et la loi externe L XL —=> I, est une action 3 gauche de Ly

sur L , prolongeant l'action de LK sur lui-méme par translations et

compatible (via la projection L — A) avec l'action par translations
de K sur A .

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la

restriction de T & K , a partir de la restriction de ¢ & KXK ,

et 1l'on en déduit :

3.2. Proposition ([B], 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de

K par G est équivalente & la catégqorie des couples (L,0) ou

L€ ob CUB(K,3) et ol o est une trivialisation de la biextension
8,(L) de (X,K) par G .

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus
K=A
et étudions de plus prés 1l'extension centrale

(3.3.1) 1—>6 1L 5K —o0.

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un
accouplement alterné, gue nous noterons

(3.3.2) ‘eL'c : KXK —> G

obtenu par passage au quotient a partir de la fonction commutateur

[u,v] = uvu_ v -1 de LXL dans G (nous notons désormais uv = u#v).

Nous disposons en outre, pour la biextension a&z(L) sur KXK , de
la trivialisation ¢ , donnée par.la formule

(3.3.3) o(x,y) = (uv)‘8°u"1®v"1 (uELx , vE Ly)
- et de l'isomorphisme de symétrie
(3.3.4) € : 8, (L) =~ s 8 (L) (ob s(x,y)=(y,x))

-1

LY

. -1 .
qui, & w®u "®v 6’92(L)x,y (avec u€Lx , v‘ELy , w€L_ . ) associe

X+y
-1, -
wOv iteyule ‘QZ(L)y,x = (s*gz(L))x'y . On obtient en particulier une
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seconde trivialisation ("symétrique" de o) :
(3.3.5) §=¢t1s%

de ﬂz(L), qui est donnée (avec u€ L, . VG'Ly) par

F(x,y) = £ (o(y,x)) = £ (vuev o u™h)

vu®u~le 1

= [V,u]cr(x.y)

(on utilise ici la coincidence des deux actions de [v.u]‘EG , données
respectivement par la structure d'extension (3.3.1) et par la structure

de torseur de L).

En conclusion :

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a

0 = eLlolE .

L.o ne dépend dque de la biextension

symétrigue .(&Z(L),g) et de la trivialisation o de la biextension

En particulier 1'accouplement e

sous-jacente ; enfin 1'extension centrale associée & o par 3.2 est

commutative si et seulement si 0 trivialise (sz(L),§) comme biexten-—

sion symétrique au sens de [B], i.e. si

o=0 .

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un Gp-torseur
sur A , rigidifié 3 l'origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne
le S-schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfére, le faisceau

Pic;/s), on sait que L définit canoniquement un morphisme

(4.1) 9 ¢ A —»>at

tel que, si x€A, CPL(x) est la classe du € -torseur T;L® L','1 sur

A, ou T, désigne la translation par x dans A .

Plus précisément soit P 1le G -torseur de Poincaré sur ACXA '
rigidifié sur AF><{O} et {0} xA : alors 23 est 1'unique morphisme
de A dans AY tel que le € -torseur (¢L><IdA)*(P) soit isomorphe a
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8, (L et il existe alors un unique isomorphisme cntre ces deux torscurs
2 ’ q P

qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et SZ(L)
sont munis chacun d'une unique structure de biextension compatible aux

rigidifications, cct isomorphisme est méme un isomorphisme de biexten-

sions. Posons alors

(4.2) : K(L) = Ker @L :

c'est un sous-schéma en groupes fermé de A . La restriction de 1'isomor-

phisme précédent a K(L) XA donne un isomorphisme de biextensions

~ * ~ *
8,Wgyxa = [(o,x14,) (P)]K(L)XA — (0, X Id,) (P{oyya)

et comme est la biextension triviale, on en tire une trivialisa-

Plo}xa

tion canonique de ﬂz(L) , d'ou d'aprés le §3 une structure d'ex-

K(L) XA
tension centrale sur LK(L) , ainsi qu'une action a gauche de cette

extension sur le torseur L .

4.3. D'autre part on connalt déja (Im2]1, § 23, ou (sz], exposé 7) le
S-schéma en groupes G(L) : rappelons que si S' est un S-schéma,
G(L)(S') est l'ensemble des couples (x,2) ou x€K(L)(S') et o «

est un S'-automorphisme du schéma L , compatible a l'action de Gm

Sl
et rendant commutatif le diagramme

4.4. Proposition. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, le

S-morphisme

A:L

k(L) — G ;

qui au point u€ LK(L) au-dessus de x€ K(L), associe le couple (x,au)
ou au(v) = uxv pour tout v€&L (le symbole * désignant 1l'action &

gauche de LK(L) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d'ex-

tensions centrales ; l'isomorphisme inverse est donné par la formule

A x,0) = a(e)

»,

ou ELGILO(S) est la rigidification & l'origine, i.e. la _section unité

de l'extension L

K(L) °
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Comme A est manifestement un morphisme de Gm-torseurs sur
K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c'est un morphisme de
groupes, ce qui n'est autre que le fait que % est une action de groupe.

La derniére assertion est également triviale. M

5. Réduction & l'obijet trivial ; application a certains isomorphismes

canonigues.

Dans ce §, E "désigne un topos ; si F est un objet de E , on
notera Z[F] le 2Z-Module libre engendré par F (notation conforme a
SGA 7, VII.1.4 ; pour l'existence cf. SGA 4, I1I.6.5).

5.1. Théoréme. Soient F un objet de E , G un Z-Module injectif de
E . Alors tout G-torseur cubiste sur 2[F] est trivial. Plus générale-
ment tout G-torseur cubiste sur un Z-Module sans torsion (i.e. plat)

de E est trivial.

Démonstration : soient A un 2Z-Module plat et L un G-torseur cubiste
sur A .
5.1.1. Considérons d'abord la biextension ﬂz(L) de (A,A) par G

associée & L . D'aprés SGA 7, VII.3.6.5, le groupe des classes de
biextensions de (A,A) par G est isomorphe &

1, U
Ext (A®A,G) .
Comme G est injectif ce groupe se réduit a
L
Hom(H, (A®a),G) ,

c'est-a-dire a Hom(Tor?kA,A),G) = 0 puisque A est un Z-Module
plat . Par suite la biextension 82(L) est triviale.

5.1.2. Fixons donc une trivialisation o de la biextension sz(L).
Comme en 3.3 notons § :82(L) Jza-s*ﬂz(L) la symétrie, et © 1la tri-
vialisation de ﬂz(L) "symétrique" de o via § .

Le défaut de compatibilité de. 0 avec €& est la forme alternée

eL00'= s AXA—-*G (3.3.6) ;

Qnq

les trivialisations de 82(L) sont de la forme O0'=90 ol 9 :AXA —G
est bilinéaire. On en conclut que pour qu'il existe une trivialisation
de ﬂz(L) compatible avec la symétrie € , il faut et il suffit que

eL'0 soit de la forme

eL'U(x,y) = 9(x,y)/?(y,x)
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ol 9 :AXA —>» G est bilinéaire.

Comme A est plat, la multiplication par 2 dans AZA est un

monomorphisme ; puisque G est injectif il existe donc un morphisme

m :A2A —> G rendant commutatif le diagramme

L,o
A2A < s
b
A%a

Si 1'on pose alors @(x,y) = M(xAy), on a :

O(x,y)/0(y,x) = n(xAy-yAx) =1(2xAy) = eL'c(x,y) .

En conclusion, la biextension symétrique (sz(L),g) est triviale.

5.1.3. D'aprés 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L
provient d'une structure d'extension commutative de A par G , automa-
tiquement triviale puisque G est injectif. W

5.1.4. Remargue. Le lecteur familier de [B] et des dérivés non abéliens
pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de
G-torseurs cubistes sur A s'identifie ([B], 8.9) a

Extl(LP;(A),G)

. ' . + .
(notations de loc. cit.), et que gl(LPz(A)) =0 si A est plat.

5.2. Proposition. Soient ® :A' —> A un épimorphisme et ¥ : G —> G'

un _monomorphisme dans AbE . et soient L un G-torseur cubiste sur

T
A, L'==¢*(Lp) le G'-torseur cubiste sur A' déduit de L par le

changement de base ¢ et le changement de Groupe structural ¥ . Soit

0 une section du torseur sous-jacent & L sur A . Pour que ¢ soit

une trivialisation cubiste de L , il faut et il suffit que la section

0' de L' déduite de O soit une trivialisation cubiste de L'.

En effet soit rt 1la section de sa(L) définissant la structure
cubiste de L , 7' 1la section de ﬁ3(L') déduite de v (qui définit
la structure cubiste de L'). Pour que ¢ (resp. ¢') soit une triviali-
sation cubiste il faut et il suffit que 83(U)==T (resp. &3(0')==T') :

ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypothéses
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sur ¢ et ¥ , l'application naturelle

HomA3(A3,a93(L)) — Hor .3(A'3,A93(L'))

Y
est injective. B

La glorieuse proposition ci-dessus, jointe au théoréme 5.1, permet
de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, ou
elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A' libre
(par exemple A'==Z[A]) et G' injectif. Par exemple, on obtient par

cette méthode :

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Le G-torseur

*
ﬂ3(L) sur A3 est un produit tensoriel de torseurs du type (fIL) 1

ou les fi:A3 —> A sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni

canoniguement d'une structure cubiste déduite de celle de L .

Alors la trivialisation =+t de 83(L) définissant la structure

cubiste de L est une trivialisation cubiste. B

(On suggére perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement & partir

des définitions...)
5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout n€Z , on
note [n]A :A —> A , Ou simplement [n] si aucune confusion n'est a

craindre, le morphisme de multiplication par n .

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout

n€Z on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes :

[n];(L) - ﬂ@n(n+1)/26°[_1];(L)®n(n“l)/2

(cf. [MZ], §6, Cor. 3).

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A .

Notons p:A — O

g Ade morphisme canonigue. Pour tout n€ Z , notons

3

le morphisme défini par An(x) = (x,-x,nx). Alors on a pour tout n n

isomorphisme canonigque

(5.5.1.1) .
[n+1];(L) ~ A;s3(L)"l® [n];(L)m@ [n-l];(L)—l®p*e;(L)_13L9 [-1];(1,) :
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change-
ment de base A' —» A et _au changement de groupe structural G — G',

et respecte les trivialisations naturelles des deux menbres lorsque L

est le torseur trivial.

Démonstration du lemme : pour tout x€A on a canoniquemeht, par défi-

nition de 33(L) :

=1 o1 1oyl @171 9L ®L OL _ .
nx (o] X -X nx

*
(Anﬁ3(L))x = Q3(L)(x, (n+1)x (n-1)x

-X, nX)

Le lemme en résulte. W

5.5.2. Démonsﬁration de 5.5 : remarquons d'abord que dans le lemme 5.5.1,
lorsque L est muni d'une structure cubiste, 1l'isomorphisme (5.5.1.1)
est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par réduction a
1l'objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) énoncées a la fin du lemme.
Or si L est cubiste, les torseurs cubistes S3(L) (gréce & 5.3) et
p*eg(L) (évident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1) se réduit a

un isomorphisme cubiste
(5.5.2.1) [nr1]3(m) = [n]5(1)®2® [n-1] ()P o ne [-115(1) .

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n Y0 (remplacer L par

*
[-1]A(L)), et le résultat est clair pour n=0 et n=1 ; le cas général
en résulte par récurrence, grfce & (5.5.2.1) et d un calcul immédiat. B

5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est 1'analogue de la propriété
suivante : si f:A —> G est pointée de degré {2, alors

n(n+1)/2 n({n-1)/2

f(nx) = £(x) £(-x)

(démonstration par récurrence, grice au méme calcul qui a été escamoté.
dans 5.5.2).

De méme nous allons établir l'analogue cubiste (trés important pour

la suite) du lemme suivant :

5.6. Lemme. Soient A et G deux groupes commutatifs (notés ici additi-
vement, pour plus de clarté) ; £f: A —> G une application pointée de
degré 2, et n un entier tel que nA=0 . Alors 2nf=0, et nf=0 gi

n est impair.
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Démonstration : on remarque que

2f(x) = (f(x) - £(-x)) + (£(x) + £(-x)) :
posant b(x,y) = f(x+y) - £(x) - £f(y), on a
f(x) +f(-x) = b(x,x) (5.5.3, avec n=2)

donc n(f(x)+ f(-x)) = 0 puisque b est bilinéaire ; d'autre part il
est immédiat que l'application x +——> f(x) - £(-x) est additive (consi-
dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(f(x) - £f(-x)) = 0, d'ou

enfin 2nf=0 .

Si n est impair on écrit :

nf(2x) 3nf(x) - nf(-x)

n(£(x) - £(-x)) puisque 2nf=0

=0
d'ol la conclusion puisque x +> 2X est un automorphisme de A . H
L'analogue annoncé plus haut est :

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un

entier (resp. un entier impair) annulant A . Alors le torseur cubiste
®2n
L

® .. . .
(resp. L n) admet une trivialisation naturelle.

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L un G-torseur cubiste sur A . Alors
le G-torseur cubiste A = IA9[;1] L 1 admet une structure naturelle

d'extension commutative de A par G .

*
En effet les biextensions associées & L et [—I]AL sont respecti-

*
vement ﬂz(L) et [-lleAﬂz

structure bilinéaire de Sz(L). On a donc une trivialisation naturelle

(L), qui sont canoniquement isomorphes vu la

de QZ(A) d'ou une structure d'extension centrale sur A (3.2). Le
fait qu'elle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit

par réduction a 1l'objet trivial. B

La démonstration de 5.7 est alors paralléle & celle de 5.6 : on

. Q
ecrit L 2 sous la forme

1 = 2@ e [-1)1) ;

. . ® -
comme A est une extension commutative, A n est trivial, et par

ailleurs
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* *
L® [-1]AL ~ 478, (L)

ol A:A —> AXA est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc
* i * . .
(L® [:--1]AL)®n est aussi trivial.

Vd . * ®
Lorsque n est impair, on demontre comme dans 5.6 que [2]AL n)
est trivial. M

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

Ce n°® ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra-

tions sont laissés au lecteur.

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E.
Considérons la catégorie (93 )O>dG\ﬂAbE» des couples (9,¥) ou
®:8'" —> S (resp. Y : G —> G') est un morphisme dans E (resp. dans
AbE).

Pour tout G-torseur L sur S et tout (®,¥) comme ci-dessus,
notons

(6.1.1) FL(¢)¢) = HomS(S',L¢) (notation de 2.2.3)

(ou, par abus d'écriture, PL(S',G')) l'ensemble des sections sur S' du
G'-torseur w*Lw . On obtient ainsi, pour L £fixé, un foncteur

Iy, ¢ (B g)° Xg\(Aby)) —> (Ens)

et pour tout (S',G') 1l'ensemble TL(S',G') est soit vide, soit un

espace homogéne principal sous le groupe HomE(S',G') des morphismes de
S' dans l'objet de E sous-jacent a G'.

6.1.2. Si 1l'on a un diagramme commutatif dans E :

s: Y, g

2 1
q’x /°p1
S

ol u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d'ensembles

I‘L(S‘IG') -_-#PL(S.IG.) _»’ I\I‘(Sé Sx‘ S.IG.)
1

est exacte pour tout ¢ :G — G' ; ceci résulte du fait que

P

TL(S‘,G') = HomS(S',L$) est représenté (comme foncteur en S') par L',
et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.
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6.1.3. De méme considérons un diagramme commutatif

Gl V; Gl

1 2
N

ol v est un monomorphisme ; alors pour tout ¢ :S' —> S , la suite

naturelle d'ensembles

[} 1 1 1) ] 1 (.D 1)
I‘L(S ’Gl) -———>I‘L(S ,G2) -—*—__’PL(S 'G, g G2)
1
est exacte, le symbole g% désignant la somme amalgamée sur Gi . Pour
1
le voir on peut, grice & 6.1.2 ci-dessus, remplacer S' par S"w ou
*

S" —> S' est un épimorphisme ; en prenant par exemple S"=¢ L° , on
est ainsi ramené au cas ou L est le torseur trivial ; notre assertion

est alors évidente.

6.2, Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons
- o
(6.2.1) C(A,G) ((AbE)/A) X(G\(AbE)) '

catégorie des couples (®,¥) od ®:A' —> A et ¥:G —> G' sont des
morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A , nous
noterons encore, par abus d'écriture

(6.2.2) FL : C(A,G) —> (Ens)

la restriction & C(A,G) du foncteur TL de (6.1.1). Les propriétés
6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c'est clair pour 6.1.3 et cela résulte
pour 6.1.2 du fait que 1l'oubli AbE —> E de la structure de groupe

commute aux produits fibrés.

Supposons maintenant le torseur L muni d'une structure cubiste.
Nous noterons alors, pour tout (9 :A' —> A , ¥: G —> G') dans C(A,G),

(2)
(6.2.3) Ty (0,¥) I‘L(cmb)

ou par abus d'écriture T(z)(A',G'), l'ensemble des trivialisations

/ L
cubistes de @*Lp . Le sous-foncteur F£2) : C(A,G) —> (Ens) de FL
jouit des propriétés suivantes :

(6.2.4) T£2)(A',G') est soit vide, soit un espace homogéne principal
éZ)(

sous le groupe Hom A',G') des morphismes pointés de degré

2 de A' dans G', via l'action naturelle de ce dernier sur
PL(A. 'Gl ) .
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(6.2.5) Si l'on a un diagramme commutatif

A' ——e-A'

w\ /%

ol u est un épimorphisme dans AbE , le diagramme naturel

I‘l(‘z)(A',G') -—a-yI‘I(Jz)(Aé,G')

Lo

T(81,6") S T (a),6")
est cartésien :; notons que 1' appllcatlon P est inijective et qu'il en
est donc de méme de & ; notre assertion signifie donc que T(Z)(A',G Y)
s'identifie a Féz)( ',G")N T (A!,G'), ce qui n'est autre que S 2.

(6.2.6) Si l'on a un diagramme commutatif

) !G.

/<u

ol v est un monomorphisme dans Ab_, , le diagramme naturel

E
r(2)

2 ar,61) — T2 a0, 65)

]

] 1 . L} L}
est cartésien ; ceci résulte également de 5.2.

(6.2.7) Il existe un épimorphisme ¢ :A' —> A et un monomorphisme.
P: G —> G' dans Ab. , tels que

M (e,4) # o .
C'est une reformulation du théoréme 5.1.

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6)

peuvent se reformuler en disant que Fﬁz) vérifie les propriétés
"faisceautiques" analogues a celles énoncées pour PL dans 6.1.2 et

6.1.3.
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutgtifs du
topos E , et soit L un G-torscur sur A . Une structure cubiste sur
L est la donnée d'un sous-foncteur Téz) : C(A,G) —» (Ens) du_foncteur

FL de (6.2.2) vérifiant les propriétés (6.2.4) a (6.2.7).

6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur Tﬁz) permet de recons-
tituer la trivialisation r de ﬂ3(L) de la définition 2.4.5. Soient

® et Y comme en (6.2.7) et soit o€ Téz)(@,¢) : alors $3(c)==7' est
une trivialisation de @3(L), qui d'aprés la condition (6.2.4) est indé-
pendante du choix de ¢ . Il faut montrer que rt' provient d'un élément
T de T93(L)(A,G); Pour cela on pose G"=<3'2<3' et on remarque que T

a méme image par les deux fléches naturelles
1] 1 ] "

puisque les deux images de T sont de la forme £3(01) et SB(cg ou

" " ( 2 ) ] n 2 ]
ol et 02<5TL (A',G"). Il résulte alors de 6.1.3 que T'EIb3(L)(A ,G).

Le méme argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A' & A .

Y

vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5.

Comme la trivialisation T' de w*L est de la forme ﬂ3(o'), elle

Par suite il en est de méme de T .

6.3.2. Notant CUB*(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A

au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs

CUB(A,G) —%> cUB*(A,G)
v

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons-
truction ci-dessus. Il n'y a désormais aucune difficulté a vérifier que
U et V sont quasi-inverses l'un de l'autre ; les conditions (6.2.5}

+* LY
et (6.2.6) dans CUB servent a montrer que UoV =~ IdCUB*(A,G) .

6.4. Généralisations et variantes.

6.4.1. Il suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer Homéz)(A',G’)
(n)
E

arriver a la notion de "structure de degré n" sur un G-torseur L sur

par Hom."/(A',G'), ol n est un entier ¥ O quelconque (1.3) pour

" A . Bien entendu une structure de degré O (resp. 1, resp. 2) sur L

est une trivialisation de I. (resp. une structure d'extension commuta-
tive, resp. une structure cubiste). Toutefois il y a lieu de noter que
je ne connais aucun exemple "naturel" de structure de degré n %3 , ne

provenant pas d'une structure cubiste.
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels NiseeerDy o (k+1) Groupes

Al""'Ak'G et un G-torseur L sur Alx"'XAk , on laisse au lecteur

le soin d'imaginer ce qu'est une gtructure de multideqré (nl,...,nk)

sur L , généralisant la notion de biextension (obtenue pour k=2 ,
=1).

n)=ny

6.4.3. Plus intéressante peut-8tre est la variante "non pointée" des
structures de degré n , obtenue en remplagant les applications pointées
de degré n par les applications de degré n , i.e. les f:A —» G
vérifiant

Card I
f(xI)( 1) = 1

T

1c{1,...,n+1}

(notations de 1.1), ou encore, de fagon équivalente :

_ (-1)"
Sn+1(f) = f£(0) .

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de "structure du cube non rigidi-

fiée" mentionnée dans [B], 2.8.

6.4.4. Enfin il est probable qu'en remplacant, dans 6.2.4, Hom(z)(A',G')
par le groupe des morphismes gquadratiques de A' dans G', on obtient

la notion de I-structure de [B].

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant
la définition 6.3 et 1'égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6).

7. Descente de torseurs cubistes ; apblication aux extensions de schémas

en groupes lisses par des tores.

7.1. Si A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note-
rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément & SGA 7, la catégorie
des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de
(A,B) par G). '

Rappelons d'abord le théoréme de descente ([B], 3.10) :

Théoréme. Soit

0O —A' —iﬁ'A T A" » O

une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout

Groupe commutatif G de E , la catéqorie CUB(A",G) est équivalente A
la catégorie des triples (L,s,t) od L€ ob CUB(A,G) et oi s (resp.t)
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est une trivialisation de i*L gans CUB(A',G) (resp. de (Idxi)*ﬂz(L)
dans BIEXT(A,A';G)), telles gue les trivialisations 8,(s) et

(ix1d) *(t) gde 'ﬂz(i*L) soient éqales.

7.2. Nous allons appliquer ce théoréme au cas oi E est le topos fppf

sur un schéma S , et ou l'on a une suite exacte
. .
O~~—> T —A —>B —>0

de S-schémas en groupes lisses & fibres connexes sur S , T é&tant un

tore sur S . De plus on prend G==Gm S
RS2 553 . ,

Commengons par étudier CUB(T,Gm) :

est équivalente a8 la catégorie EXT(T,Gm) des_ extensions commutatives
de T par Gm .

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,Gm)

Démonstration : si L est un Gm-torseur cubiste sur T , la biextension
sz(L) de (T,T) par Gm admet d'aprés SGA 7, VIII.3.4 une unique tri-
vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d'ex-
tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure
cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la

forme commutateur associée est un accouplement TXT -—»-Gm donc est

triviale. B

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm)
est équivalente 3 la catégorie des couples (L,s) ou L€ob CUB(A,Gm)

o . . . . . * .
et ou s est une trivialisation de i L dans CUB(T,Gm) (i.e., compte
tenu de 7.2.1, dans EXT(T,Gm)).

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories
BIEXT(A,T;Gm) et BIEXT(T,T;Gm) sont équivalentes a la catégorie
ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,Gm) il existe une unique
trivialisation t de (Idxi)*ﬂz(L) dans BIEXT(A,T:G_), et de plus
pour toute trivialisation s de i*L dans CUB(T,Gm), la condition de
compatibilité 82(5) = (ixId)*t exigée par 7.1 est automatiquement véri-
fiée. @ .
7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un Gm4torseur

cubiste sur A . Alors :

*
(i) 1&9[-1]A(L) provient canoniquement d'un Gm-torseur cubiste

sur B.

(ii) Il existe S' —> S étale surjectif tel que g =L><SS'

provienne d'un Gm~torseur cubiste sur BS.=I3xSS'.




(iii) Si tout tore sur S est isotrivial (SGA 3, IX.1.1) on peut
dans (ii) supposer S' fini sur S .

Remarque. Le cas (iii) s'applique en particulier lorsque S est locale-
ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d'un

anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3).

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, i*L est d'aprés 7.2.1
une extension de T par Gm , et le morphisme X p—> x"l donné par la

structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d'extensions

F R eI i*[-1) 3w
d'ol une trivialisation canonique de i*(LGQE—ljg(L)) et 1l'on conclut

grice a 7.2.2.

Montrons (ii) (resp. (iii)) : d'aprés SGA 3, X.4.5 (resp. la défi-
nition d'un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent a 1l'extension
i*L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif

(resp. fini étale surjectif) et 1l'on applique encore 7.2.2. B
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CHAPITRE II

-~ Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en groupes :

problémes de prolongement

Sommaire.
0. Introduction.

1. Prolongement de. Gm—torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas

ol la base .est un trait.
2. Analogue archimédien du théoréme de prolongement.

3. Prolongement de Gm—torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

0. Introduction.

On s'intéresse dans ce chapitre 3 1'étude des Gm-torseurs cubistes
sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons
tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres-
sions "Gm—torseur" et "faisceau inversible“, un faisceau inversible L

sur un schéma X étant identifié au torseur Isomg (GX,L). D'autre part
X

les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés
comme des faisceaux sur le site fppf de S .

Le type de probléme envisagé ici est le suivant : étant donnés un
schéma en groupes commutatif A sur un schéma S , et un ouvert U de
S (U désignera parfois auss<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>