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En 1888 dans un article [1] Hilbert définissait une forme réelle
définie :
Une forme £ de degré n (homogéne) de .m variables d coefficients réels
sera dite définie si pour tout ensemble de valeurs réelles des variables

elle prend une valeur positive ou nulle.

Une somme de carrés de formes réelles est évidemment une forme

définie ; Hilbert posait alors la question suivante :

Une forme définie peut—elle étre représentée comme somme de carrés

de formes réelles ?

Toujours dans le méme article Hilbert répondait par la négative
d cette question. On peut toujours trouver parmi les formes définies de
degré n et de m variables des formes qui ne peuvent pas €tre décomposées
en une somme finie de carrés de formes réelles sauf dans les trois cas

particuliers donnés ci-dessous :

1. Les formes quadratiques définies de m variables, qui sont représentables

par une somme de m carrés de formes.

2. Les formes définies de deux variables et de degré quelconque n,qui

sont représentables par une somme de deux carrés de formes.

3. Les formes biquadratiques définies de trois variables,qui sont repré-

sentables par une somme de trois carrés de formes.

Remarquons premiérement qu'une forme définie ne peut étre que de
degré pair ; en effet, si f est une forme de degré impair 2n+] et si on
donne 3 toutes les variables la méme valeur a, alors
q(a, ..., a) = A a2®*! 2n+1,

on en déduit que  tend vers * ¢ @ . Dans 1'un des deux cas la forme

=e|r| a Si on fait alors tendre a vers * =

tend vers - » et elle ne peut donc pas étre définie. Donc si f est une

forme définie alors le degré de f est pair, soit 2 n.



I1 démontre d'abord le résultat dans le cas de formes ¢ de
degré 6 et de trois variables et dans le cas de formes y biquadratiques

et de 4 variables. Puis il considére le cas général.

Soit une forme ¢ de degré 6 et de trois variables non décomposables
en-somme de carrés de formes. Nous allons montrer qu'il est alors toujours
possible de construire une forme définie de degré 2 n , 6 et dem 3 3
variables telle que si on la suppose décomposable en somme de carrés de
formes cela entraine que ¢ serait elle-méme décomposable en somme de carrés

de formes, ce qui est impossible par hypothése.

Tout d'abord montrons qu'il est possible de trouver une forme de
degré 2 n , n > 3, de trois variables non décomposables en somme de carrés
de formes. Soit la forme x2n-6 o(x, y, 2z) ; supposons-la décomposée,
nous aurions donc

x2n-6

o

o(x, vy, z) = L (“fi(x’ Yy, z) )2
i=1

Dans cette expression soit a; le terme constant en x de <fi(x, Y, 2).
Comme il n'y a pas de tel terme dans le membre de gauche nous devons donc
avoir :

0=73x a]._2 ol a;€ R[y, z] € R(y, 2)

Comme R(y, z) est un corps ordonnable cette égalité entralne que

V i a. =0 (%)

i
On peut donc alors mettre x en facteur dans gpi(x, y, z) et 1'égalité
devient :

x2n—6 d(x, y, 2)

P
x2 z ((eil(x’ Y z) )2
1=1

et donc

x2n—8 o (x, Y z)

]
(5]

(q,il (xs Y, 2) )2

i=1

~

(#) La théorie des corps ordonnables étant postérieure & cet article
j'ignore quelle était la démonstration de Hilbert car il ne fait

que citer le résultat "dans {1]



Et recommengant le raisonnement et en l'itérant on épuise les puissances
de x en facteur 3 gauche et on finit par trouver une décomposition de ¢

en somme de carrés de formes, ce quli est impossible.

Montrons maintenant qu'on peut construire une forme de degré
2 n >6 et dem >3 variables qui ne soit pas décomposable en somme de

carrés de formes.

Considérons la forme

X2n-6 d(x, vy, 2) + t2n + ... F W2n’ elle est évidemment définie

puisque ¢ l'est elle-méme. Supposons cette forme décomposable en
somme de carrés de formes réelles ; nous aurions :

2n-6 2n 2n P
X +

e tw = L ( <Pi(x, Vs Zy eeee,W) )2

i=1

o(x, vy, 2) + t

~

Egalons alors & zéro les variables t, ..., w, nous obtenons :

2n-6 2

P
X o(x, vy, z) = ) (QP]'_(X’ ¥, 2, 0, 0 ...., 0) )
i=]

Or nous venons de voir que une telle décomposition &tait impossible.
2n 2n
w

On en déduit que la forme x2n—6 d(x, y, z) +t + ... + est

non décomposable en somme de carrés de formes.

Ceci résout donc le cas des formes de degré 2 n > 6 et de m > 3 variables.
Pour terminer il convient d'examiner le cas des formes définies de degré &

et de m > 4 variables.

Soit ¢ une forme biquadratique définie de 4 variables non décomposable
en somme de carrés. Par le méme procédé que ci-dessus la forme
v(x, ¥y, 2z, t) + TR S sera une forme définie de degré 4 et de m

variables non décomposable en somme de carrés de formes.

En résumé, nous pouvons donner le tableau suivant :



degré 2 2n 4 4 4 6 2n > 6
nombre de

variables n 2 3 4 my 4 3 m> 3
décomposable oui oui oui non non non non

nombre de
carrés m 2 3 //// //// ///// /////

théorie des | élémentaire| Hilbert|Hilbert | Hilbert | Hilbert | Hilbert
Démonstration formes qua- voir
dratiques II - ch. 4 [1] [1] []] []] [1]

-~

I1 est clair que ce tableau apporte une réponse a tous les cas possibles.

En 1900 3 Paris, Hilbert posait son 17& probléme [3] .

I1 est évident qu'une somme de carrés de formes réelles est une
forme définie ; cependant une forme définie ne peut pas toujours &étre

écrite comme somme de carrés de formes.

Considérant 1l'ensemble des fonctions rationnelles de plusieurs
variables d coefficients réels qui sont définies (i.e,qui pour tout
ensemble de valeurs réelles des variables ol la fonction a un sens
prend une valeur positive ou nulle), cet ensemble est stable par addition

et multiplication et pour le quotient.



On peut alors se poser la question suivante :

une forme réelle définie peut-elle étre représentée comme quotient de

deux sommes de carrés de formes réelles ?

I1 serait aussi souhaitable, pour certaines questions de constructions
géométriques (#* ), de savoir si les coefficients des formes employées dans
la représentation peuvent s'exprimer rationnellement en fonction des

coefficients de la forme représentée.

Quand Hilbert posait ce probléme il 1'avait résolu dans le cas des

formes de trois variables dans son article de 1893 [2]

-

Il y montre qu'une forme définie de trois variables et de degré n

2 4 y2 4 x2
peut se mettre sous la forme F = T r ¥ 25 oi & Y et X sont des

formes de degré n-2 et ol H est une forme définie de degré n-4.

En reprenant le raisonnement pour H on obtient H = “—===f-——-=-
oi ¢ ¢ et x sont des formes de degré n-6 et ol h est une forme définie

de degré n-8.

En itérant le procédé, la derniére forme jouant le rdle de h sera une
forme définie quadratique ou biquadratique de 3 variables dont on sait que

c'est une somme de 3 carrés de formes réelles.

(%) Voir [4] .



En tenant compte du fait qu'un produit de sommes de carrés de formes

est une somme de carrés de formes, on a le théor&me suivant

Soit F une forme définie quelconque de 3 variables. On peut mettre

F sous la forme :

12 + ...+ 02
F = B_ ol Qi et cpj sont des formes i coefficients réels

92+ ...+ 2
1 ‘Pq

Le 17é probléme de Hilbert formulé en termes de n variables peut

s'exprimer en termes de polyndmes de n-1 variables.

D'autre part il suffit d'étudier la possibilité d'une telle

décomposition pour des polyndmes définis pour obtenir un résultat sur les

fractions rationnelles définies : ; 5.2
. i
Si on sait que tout polyndme P défini peut s'écrire P = l;l
.2
T 3
i=l
ol les o, et qj sont des polynOmes, une fraction rationnelle définie s'écrira
g = ég PqQ, ol PQ est un polyndme défini,d'ou :
p’ 2 p’
’Zl Qi P izl <I)12
1= =
PQ = q’ N et 6 = q’ 2
.z P T ((?j Q)
J=] J-_-'l

Enfin au lieu de chercher si une fraction rationnelle définie peut
s'écrire comme quotient de sommes de carrés de polyndmes, on peut chercher
si une fraction rationnelle définie peut s'écrire comme somme de carrés de

fractions rationnelles.



En effet si

P % q Pxq

I 9.2 r 0.2 % @ 2 T oy 2
£ = i=] 1 _ i=1 1 J=1 ] _ _ k=1 k

q 4 2y q 212

5 2 (z ¢.") (z )

(B =1 5 s
et donc

2
Pq L

f= =

k=1 | §¢;°

=1

la réciproque est immédiate.

LE 17¢ PROBLEME DE HILBERT PEUT. ALORS S'ENONCER SOUS LA FORME
SUIVANTE :

SOIT £(Xy, ...y X) € R(Xy, ..., X)) TELLE QUE
’Vl(x x)ean f(x x )30
10 o n 1 cc > n 7

PEUT-ON ALORS TOUJOURS ECRIRE f SOUS LA FORME D'UNE SOMME FINIE DE CARRES
DE FRACTIONS RATIONNELLES

o

. i i
i=1

f= 3y g.2 -3
ET, SI LE PROBLEME ADMET UNE. SOLUTION, COMBIEN POUR. UN. NOMBRE DE VARIABLES
DONNé, n, FAUT-IL DE CARRES POUR POUYOIR EXPRIMER N'IMPORTE QUELLE FRACTION

RATIONNELLE DEFINIE DE R(Xy, ..., X)) ?



On peut aussi se poser ce méme probléme pour des fractions
rationnelles 3 coefficients dans Q ou encore dans d'autres corps
et chercher s'il admet des solutions. C'est le point de vue qualitatif
adopté dans la lére partie, puis s'il en admet, chercher combien de
carrés sont nécessaires 3 la décomposition. C'est le point de vue

quantitatif adopté dans la 2& partie.

Enfin, dans la troisiéme partie nous nous intéresserons 3 un
probléme un peu différent car le corps de fonctions considéré ne
sera plus le corps des fractions rationnelles 3 coefficients dans
un corps donné, mais R(V) corps des fractions de 1'anneau R[V]
quotient de R[Xj, ..., Xn] par 1'idéal 'J(V) de la variété algébrique

réelle irréductible V.






lere PARTIE

RESOLUTIONS ~ QUALITATIVES






Nous allons tout d'abord examiner sur quels corps K il est
intéressant de se poser le 17& probléme de Hilbert sous cette

nouvelle forme :

Soitt K un corps, £ € K(X1, ... , Xn) telle que

f(a;, ...,an)>,0 quel que soit (a,, ...,an)e K" 3
P .

Alors a-t-on f = % gi2 avec g; € K(Xy5 oes xn) ?

i=1
En premier lieu remarquons que pour pouvoir parler de positivité

de f(a;, ..., an) il faut bien que le corps K soit ordonné.

D'autre part il faut que les fonctions constantes définies
admettent une décomposition en somme de carrés d'éléments du corps
ce qui n'est possible que si les éléments positifs de K sont somme

de carrés.

Si K était non commutatif (voir [9] Exercice 32), 1l'ensemble
des éléments positifs de K contiendrait l'ensemble des sommes de
produits de carrés qui contient strictement 1l'ensemble des sommes
de carrés. Dans ce cas il est donc absurde de poser le 17& probléme
de Hilbert sous la forme ci-dessus puisqu'on a déjia des constantes

positives non sommes de carrés d'éléments du corps.

Si K est commutatif et ordonné, on a bien siir K ordonnable ; or
dans un corps ordonnable les sommes de carrés d'éléments du corps
représentent les éléments totalement positifs, c'est—-3-dire les &léments
de K positifs pour tout ordre de K. On en déduit que s'il existe deux
ordres différents sur K, alors il existera des éléments positifs pour
le premier ordre qui ne seront pas positifs pour le second et qui ne

pourront donc pas étre écrits comme somme de carrés d'éléments du corps K.



Le 17¢ probléme de Hilbert tel qu'il est énoncé ci-dessus n'est
done possible que pour des corps K commutatifs possédant un et un seul
ordre. Comme exemplés de tels corps nous pouvons citer le corps des
nombres réels, le corps des nombres rationnels, les corps ordonnés

maximaux.

Dans un article paru en 1902, [5], Landau avait obtenu le
résultat suivant :
Soit Q un corps ordonné contenu dans R, alors toute fonction définie
f(X) € Q(X) peut-étre représentée comme somme de carrés de fonctions
de Q(X) si et seulement si les nombres positifs de Q sont représentables

comme somme de carrés d'éléments de Q.

Ceci donne donc une réponse positive au probléme dans le cas
des corps contenus dans R et n'ayant qu'un seul ordre et des fonctions

définies d'une seule variable.

Ce résultat n'est en fait qu'un cas particulier du résultat
qu'Artin a obtenu en 1926 et que nous allons étudier au chapitre 1.
Au chapitre 2, nous é&tudierons une résolution du 17& probléme par
une méthode de Logique qui nous permettra de retrouver en partie
le résultat d'Artin mais aussi d'obtenir un résultat nouveau.
Au chapitre 3, nous étudierons un contre exemple d'un théoréme de Lang
qui donnait un résultat plus général englobant les précédents.
Au chapitre 4, nous obtiendrons un résultat plus général qui permettra
de retrouver les résultats des chapitres 1 et 2.
Au chapitre 5, nous donnerons quelques remarques sur le cas particulier

de la décomposition en somme de carrés des polyndmes définis.
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CHAPITRE | RESOLUTION QUALITATIVE D'ARTIN (¢ 1626)

THEOREME 1 : THEOREME D'ARTIN

Soit K un sous corps de R n'ayant qu'un seul ordre.
Sott £f € KXy, «+e) Xn) telle que pour tout

(X1 oens xn) € Qn ou faun sens on ait f(x1, ..., xn) >0

Alors £ = g2+ gy2 + ... + gs2 on g; € KXy, ..., X))

Remarquons que l'hypothése peut sembler plus faible que celle énoncée

dans le 17& probléme car f est positive sur les éléments de Qn seulement.

Mais en fait cette hypothése entralne f positive sur les &léments de K"

oi f est définie car Qc KCR, et si f est définie en un point de K"

elle est définie et continue dans un voisinage de ce point et Q est dense dans R

donc dans K.

Ce théoréme nous permet donc de répondre par l'affirmative au
178 probléme de Hilbert dans le cas des corps Q et R et de tous les
corps intermédiaires qui possédent un et un seul ordre tels que par exemple
le corps de tous les nombres algébriques réels, les corps de nombres

algébriques réels dont tous les autres corps conjugués sont non réels.
Pour démontrer son théoréme Artin utilise la proposition suivante :

Proposition

Soit K un corps de nombres réels ordomné par l'ordre induit par celui de R;
80Tt K(X1, ++, Xn) extension ordonnde de K. Sotent f1, .... , fk

des fonetions de K(X1, «.., Xn)

Alors il existe (ay, «.., an) € Qn tel que pour tout j , fj(Xl, ey xn)
est défint en (ay, ..., an) et le signe de fj pour l'ordre de R(X1, «.., Xn)
et celut de fj(al, cees an) pour l'ordre de K sont les mémes.
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Démontrons alors le théoréme en admettant cette proposition :

Soit f définie de K(Xj, ..., Xn) non somme de carrés dans K(X1, ..., Xn).
Alors f est non totalement positif dans K(Xi, ..., Xn) et il existe un
ordre sur K(Xj, ..., Xn) tel que £ < 0.

Comme K n'a qu'un seul ordre, K(Xi, ..., Xn) muni de 1'ordre pour

lequel f < O est extension ordonnée de K. Appliquons alors la proposition
ci-dessus ; on en déduit qu'il existe (a1, ..., an) € Qn tel que
f(aj, ..., an) ait méme signe que f et comme f < 0 , flai, ..., an) <0

ce qui est contraire 3 1'hypothése.

Pour démontrer la proposition, nous allons d'abord en transformer 1'énoncé

aprés avoir donné quelques définitions. (%).

Soit K(X1, e« Xn) extension ordonnée de K ; soit L un sous-corps
de K ; soit fe KX1, ... , Xn); on appelle L-domaine de f 1'ensemble
n P
DomL(f) = {(X1, «ee) xn) €L/ £f(X1, «ves xn) définil

On appelle Bande de f sur L 1l'ensemble

Bd, (£) = {(a1y .., an)e Ikmi(f) / f(al, ... , an) >0}

(#) On peut trouver la démonstration originale du théoréme dans Artin [6]
en allemand, et sa transcription en anglais dans [7]. La démonstration
que nous donnons ici est celle de M. Ribenboim et sera publiée dans [8].

Son schéma est le méme que celui de la démonstration d'Artin.
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On appelle ensemble L-distingué les intersections finies de
bandes sur L correspondant 3 des fonctions positives pour 1'ordre

de K(X1, ..., Xn), c'est-a-dire les ensembles E de Lt suivants

k
E = Ql Bd, (£;) avec £.> 0

La proposition peut alors s'énoncer sous la forme suivante :

Proposition :
Sott K un sous—corps de R muni de l'ordre induit par celui de R.

Sott K(X1, eees Xn) extension ordonnée de K, alors tout ensemble

Q-distingué est non vide.

La proposition est évidemment vraie pour n = O car alors les
seules fonctions sont les fonctions constantes. Supposons la proposition
vraie pour n et démontrons la pour n + 1.

La démonstration utilise deux lemmes que nous démontrerons d'abord.

Si fe KXy, «evy Xn) [Yj a t >» 0 racines distinctes dans un corps
ordonné maximal extension algébrique de K(X;, ..., Xn) alors il existe
un Q-ensemble distingué E tel que

1. §+E c.DomQ(f) (*)

2. Si (aj, «..» an) € E alors %(a, “.,an)‘(f)e K[Y] a t racines
distinctes dans un corps ordonné maximal extension algébrique de K,

ol o désigne 1'extension de 1'homomorphisme d'anneaux

(a1s oees an)

défini ci-aprés :

(%) Lorsque g € K(X1, «-.., Xn) [Y] on appelle Q-domaine de g, par abus de
langage, 1l'ensemble de Qn ol tous les coefficients de g sont définis. D'aprés
la définition le Q-domaine de g devrait €tre un ensemble de Qn+] ; mais 11 est
évident que g est défini quelle que soit la valeur dans Q donnée a Y. La

dernidre composante des &léments du Q-domaine de g n'a donc aucun intérét, c'est
pourquoi nous avons appelé Q-domaine de g un ensemble de Q® afin de ne pas

surcharger les démonstratioms.
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Soit (a1, «.., an) donné danS'Qn.

Soit K[X1, ..., xn]s = {f € K(X1, ..., X)) / (a1, ..., a ) € Dom (£)}
C'est aussi le sous—anneau de K(X1, ..., Xn) noté usuellement

S—] K[Xl, cee Xn] ol S est la partie multiplicative

S=&€Kkh.u,%]/Mq,””aJ#O}

On désigne par u( ) 1'homomorphisme d'anneau suivant ;

Ay seey an

Kkb.“,%]s———ﬁ K

£ — 5 f(ay,..., a)
n

Cet homomorphisme s'étend en un homomorphisme de
P

K[Xl, cees Xn]s [Y] —_ K[Y] par application de %lay,..., an)

aux coefficients du polynome en Y.

Démonstration du lemme L

Soit £ = Y® + Y*! Pr+ ...+

m n

Soit la suite canonique de f :
= = ' = -
fo f fa f fo q, f1 fa
tee fj-l - qj—l fj - fj+1 : fs—l T - fs
° °
avec d fk+1 <d fk
o 2

Posons (%) n =1+m+ 151 S & NeE KEXi, «ons Xn)
Soit { Y1 5 ceuy b }  1'ensemble d'éléments de K(Xi, ..., Xn) formé

des valeurs absolues de tous les coefficients non nuls des fj et qj et des

valeurs absolues des fj(Xl, cees Xn’ - n) et fj(Xl, cees Xn’ n) non nuls.

(x) Voir D.E.A. page 27 ; ou propriété p, page 160 [8].
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Donc % i, . > 0. . € K1, o+, X
] wJ WJ (X1 n)

la proposition étant par hypothé&se vraie pour n variables, 1'ensemble
Q-distingué r
E=N BdQ wj est non vide.

Soit (a1, eees an) appartenant a E, alors (aj, ..., an) appartient

au Q-domaine de tous les coefficients non nuls de fj et de qj donc
(a1, oees an) appartient au Q-domaine de fj et de qj et donc au
Q-domaine de f et on a bien :

Ec DomQ(f)

Soit (a1, «e«» an) donné dans E

Notons h 1'image de h € K[X;, ..., Xn] [Y]
S

par 1l'extension de o vue ci-dessus.

(al,..., an)

Alors :
A m -1
f=£ =Y + 41, ...,an)Ym ta v (3, .en, a)

B T fs—2 =44, fs-l - fs et enfin

£ =q f enfin deg £,  , < deg Ek pour tout k de O 3 s-1.

La suite (fo, fl, oo fs) est donc la suite canonique de f.

On sait que toute racine de f dans une extension algébrique ordonnée
T —
maximale K(X3, ..., Xn) de K(X3, +.., Xn) est dans 1l'intervalle
(-n, + n) et queyd'aprés le théoréme de Sturmyle nombre de racines dans

cet intervalle, qui est donc t d'aprés 1l'hypothése, peut s'exprimer par :
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t = V(E (-n), f1(-n), ..., £,(M) ) = V(E (M), £1(n), ..., £.(n) )

V représentant le nombre de changements de signe dans chacune des

deux suites.

Remarquons alors que fj(*n) et son image

0L(al,,,,,a ) fj(‘ﬂ) = Ej(—i) ont le méme signe :

n
En effet (ay, ..., an) € BdQ |fj(-n)l
. Sif.(-m) >0 alors |fj(-n)| = £.(n)

et donc (a1, ..., an) € BdQ fj(’n) ce qui veut dire que

Ya1, ..., a_) £yl >0

. Si fj(—n) < 0 alors lfj(“n)| = - fj(—n)
et donc (a1, .., an) € BdQ - fj(—n)

donc -fj(-n) > (0 donc o fj(—n) < 0.

a(al, evey @)

a RY:!
n 1> 9n)

On en déduit que
V(E (1), «vey £.(-0) ) = V(E (), ...y E_(-1) )
Et le méme raisonnement pour fj(n) permettrait de montrer que

V(E M), weey £, ) = V(E (), .ol E(M))

Remarquons alors que toute racine de f dans une extension
~n - -
algébrique ordonnée maximale K de K est dans l'intervalle (- n, n)
et le nombre des racines dans cet intervalle est donné par le théoréme

de Sturm. Finalement, le nombre de racines de f dans ﬁ est
V(Eo(—ﬁ), cees fs(- n ) - V(fo(ﬁ), ooy fs(ﬁ)) qui est donc aussi
V(E ()5 ey £.(M) ) - V(E (), .ell, £() )

C'est donc bien t.
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——— o o ——

Soient f;, ..., ft des polynOmes unitaires, non nécessairement distincts,
de K(X;, ..., X)) [Y]. Soient py, ... ,0, des &léments d'une extension

. . n _ . o~ t
algébrique ordonnée maximale K(X;, ...., Xn) de KXy, ..., Xn) tels

que p soit racine de fj et que p; < Py < ... <p.
Alors il existe un Q-ensemble distingué E tel que :

t
N
. 8#EC [ Domp(£;)

1
2. si £. = : i i

i (ay, s an) €EE et fJ a(al’ el an)fJ, alors il existe
Bl » Basseny Bt dans une extension algébrique ordonnée maximale X

de K tels que Bj soit racine de fj avec B) < By < ... < Bt'

Démonstration du lemme 2

pj < pj+] s pj >0 dans K(X;, ..., Xn) on en déduit que :

o~
. - 3
/pJ_” Py € Ry, «-vs X))

donc pj+

Soit alors le corps

L=K(Xl, ey Xn)(pl, e o0y Dt, sz—pl ’ e 0o ,th -

T Pl

L est une extension finie de K(X;, ..., Xn) qui est de caractéristique

nulle donc il existe un élément primitif § tel que

L =KXp, ¢c0s xn)(e)

Soit g € K(X3, «vev , Xn) [Y] le polyndme minimal de 6.
D'aprés le lemme 1, il existe un Q-ensemble distingué E' tel que :

1. ¢ #E'cC DomQ(g)

2. Si (aj, ..., an) € E'et g =

a(
n A1y sy
dans K.

a )(g) alors g a une racine y
n
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Puisque pie L et que Vp,

j+1 - pj €L on peut poser

. = - a
Py Pi(e) et vp .+ = q (6) avec p; et qj appartenant 3

K(X1s eoes Xn) [Y] . On sait que p; est racine de fi donc on dé&duit de

fi(xl9 ey Xn: pi) =0 que fi(xl’ ey Xn3 pl(e) ) =
Posons vie K(X15 «ves Xn) [Y] v, = fi(Xl, e Xn’ pi(XJ, cees Xn’ Y) )
Alors vl(e) = 0 ; comme g est le polyndme minimal de § on a
v
v; = 8v, dans K(X;, ..., X)) [¥]
De méme

Pje1 = P = (a;(8) )2 donc

. - . = . 2 . i . = o - . . 2
PJ.,_](G) PJ(S) (qJ (8)) Soit alors 2,J Pis1 PJ (q_])

AV
Nous avons ILj (6) = 0 et donc Q,j =g lj dans K(Xy, ..., Xn) [Y]

1 . .
Remarquons encore que q.(8) # O car p.,, # Pj donc ) € L et il existe

i+l
. X1, «..,X)[Y L (8) = —=.
mJ € K(X;, Xn)[ ] tel que mJ( ) = qj(e)
Soit alors uj = mj qj =~ 1 dans K(X;, ..%, Xn) [Y]

N
uj(B) = 0 et donc u; =g Uy dans K(X;, ..., Xn) [Y]

Considérons alors l'ensemble d'éléments de K(X;, ..., X ): ¥y 5 «ees \yr}

formé des valeurs absolues des coefficients non nuls des polyndmes

N
fl, g’ Vl’V’PJ’ qJ’ RIJ’ RIJ, mJ, uJ, uj.
r
s " = .
Soit E N BdQ(wl)
1=]
Considérons E = E' M E" E est un ensemble Q.distingué et d'aprés

1'hypothése d'induction E est non vide.
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t
tout i, donc § # EC (| Dom (fi)

Soit alors (aj, +.., an) € E ; en appliquant 1

eey, @)

a
(31, n

— '\J -—
On en déduit puisque Y est racine de g dans K que Vi(Y) = 0 et donc que

on

1=1

V. =g

Q

~
v,

f. posséde une racine B, = p,(Y)

De méme Qj(y) = 0 donc pj+]

Bj+l - Bj =

(qj(Y))2 20

()

1

, L.

'homomorphisme

- % - =X

= . u. = u.
jTBT YT B

- Ej(Y) = (qj(Y) )2 et donc

Enfin Gj(v) = 0, c'est-d-dire EE(Y)aj(Y) =1 ce qui entralne

q. 0 td . - B. > 0 soit . <
qJ(Y) # et donc BJ+] BJ BJ B

Démonstration de la proposition

j+1°

Tout d'abord montrons que démontrer la proposition pour £,

appartenant a K(X;,

fonctions de K(X;,
. . k

R, «..p X)) [Y] . S'il existe (ajy..2 ) € A B

alors on a gi(al,

donc hi(al’ cee

a
> “ntl

) g
os Xn’ Y). En effet, soit £ é-ﬁ%-, g; et hi dans
(gi hi)

n+l

) #0

) h(

d'ol

. Xn)[Yj suffit pour la démontrer pour des

1=1
a, o an+l) > O pour tout i
gi(313 ] an+l)
hi(al’ ooy an+l

De plus nous pouvons écrire pour tout i :

g;(ay, ---» an+1)

1

hi(al, cees an+l) [hi(al’ cees an+l)]

Comme gi(al, .y an+1) hi(al’ sees @y

g.(ay, ..y a__1)

hl ntl 0 et donc (a,,
i(ag, cees an+1)

X
gi(al,
)> O on a aussi
k
* an+1)€ n
1=1

Bd

Q

3y est défini.

°2 an+1) hi(al’

g.
1

)
1

*

n+l
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Soient donc f1, ..., fk des éléments de K(X1, ..., Xn) [Y] avec

fi >0 pour i1 =1, ..., k

Soient R' une extension algébrique ordonnée maximale de K(X1, ..., Xn’ Y)

et R € R' une extension ordonnée maximale algébrique de K(X1, ..., Xn).

Pour tout i on peut décomposer fi sous la forme

€i1 €i2 Ciq;
= 1 >
fi ‘f’i pil piz piqi ou eij > 1, (fie KX1, «o., Xn)
et ol les pij € K(X1, X2, «uuy Xn) [Y] sont des polyndmes irréductibles

unitaires distincts. Puisque par hypothése fi est positif, on peut avoir
(P. >0 et p.. > 0.
i ij

+
Si on a un élément (a1, ..., an+1) de Qn I tel que
N .
(@1, «eny 2y, € (R Bdg (P00 O (L Baglesp) )
alors ¥)i(al’ .-+ a) >0 pour tout i et pij(al, cees @ 4) >0

pour tout i et tout j donc kfi(al, cens an+1) >0 pour i =1, ..., k

et donc (ai, ..., a_.,) € () Bd (fi)
i=1

n+l

Q

I1 suffit donc de trouver un élément (a1, ..., a

¢ Q) Bdg ¢ N (Q Bdo(p;3) )

+l) appartenant a

Soit ® un sous—ensemble fini de K(Xi, ..., Xn) et P un sous—ensemble
fini de K(X1, ..., Xn) [Y] tels que si Ped alors Y>0 et si

p € P alors p est irréductible, unitaire et p > O.

Remarquons que les racines de chaque polyndme p sont distinctes
puisque p est irréductible, et K de caractéristique nulle ; de plus

si p # p' alors p et p' n'ont pas de racine commune.
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Soient Py, ..., o les racines distinctes dans R des polyndmes p € P,
numérotées de telle sorte que pP; < Py ...< Py- Soit alors pour chaque i
P; 1'unique polyndme de p tel que pi(pi) = 0. (Les p; ne sont alors

pas nécessairement distincts).

L'ensemble P - {p; ... pt} est 1'ensemble des polyndmes p € P qui n'ont

aucune racine dans R. Soient Ppyp **+ P, ces polyndmes.

O posons E' = E" = Qn

Sit
Si t > 0 soit q le produit des polynOmes distincts parmi les polyndmes

Pl ,P.- Les racines de q sont donc exactement 0y, ..., Py

. Appliquons le lemme 1 3 q : Il existe un ensemble Q-distingué E'

tel que
1. ¢ # E'¢C Dom.Q q.

2. Si (ay, ..., a) €E' alors q = a (q) a exactement t
n - ( ces an)

a3,

N
racines distinctes dans K.

. Appliquons le lemme 2 aux pj, j variant de 1 3 t : il existe un
ensemble Q-distingué E" tel que

t
1. 9 #£E" c () Dom,(p.)
j=] Q J

2. Si E' et sip. = ) il exist
i (a1, ’ an) € e P, a(al,.“’ an) (PJ) il existe
n -
Bis «ves Bt dans K tels que Bj soit racine de pj et tels que

Bl <62 < ...<Bt.

. Appliquons encore le lemme 1 aux pj j=1, ...t, t+1, ... u:

il existe un ensemble Q-distingué Ej pour tout j tel que :

1. @ # Ej<: DomQ(Pj)

—

2. Si . E. et si . = .
1 (ala ) an)e j e PJ a(al’ e, an) (PJ)

alors le nombre de racines de pj dans R est égal au nombre de racines de

- Y
pj dans K c R.
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. Soit ¥ 1'ensemble des valeurs absolues des coefficients non nuls

des polyndmes p € P et soit

"ne _ m n i
E"' = [Yéq’ g (@] 0 [}y Bagw)]
Soit alors E=E'M E"NAE'"™ AN E N ... N E,

E est évidemment un ensemble Q-distingué et donc d'aprés l'hypothése de

récurrence E # @ .

Soit (aj, ««.» an)é E. Nous allons déterminer d € @ tel que

(a1, ..y a, A€ [Q@ Bdo (@] N [pQP Bd, ()]

Si p€ P, p &€ K(Xy, +..y Xn) [Y] et nous pouvons factoriser dans

_ - _ _ r>0
R[Y] sous la forme p = (Y pjl)(Y p: ) .. (Y p: V] ... v {s o

VoWV

Jo Jr

ou les v, sont des polyndmes du second degré unitaires et irré&ductibles

dans R|Y| avec par choix . <p. < ...< ..
[¥] avee » i <oy, oy

R est un corps ordonné maximal donc chaque v, peut se mettre sous la

forme v, = (Y - ci)z + Tiz ol o, et T appartiennent 3 R

(avec T # 0 puisque 2 n'a pas de racine dans R). On a donc dans

R' : v. > 0.
i

A

Soit (aj, ...,zﬁg €EC BdQ(W) les coefficients de p sont

v e
donc définis sur (ay, ..., an). Appliquons alors a@l, . an) aux
polyndomes p de P.
SP=P: = «o. =D, iy < ve. < j S P=p. =
a) r > 0 alors P PJl er avec  j, i, t alors p le e
se factorise en p = (Y =B, )(Y = B. ) «..(Y =B, ) V] v0. v
J1 Ja Jr s

dans K[Y] C ®[Y]
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- N
Puisque on sait que le nombre de racines de p dans K est &gal 2

celui de p dans R alors on a chaque ;i qui est un polyndme du

v =
second degré irréductible dans K[Y] . v, peut alors se mettre sous
la forme :

- n
v, = (Y - bi)2 + ci2 bi et c, appartenant 8 KCIR et on a

- n
donc Vi(d) > 0 quel que soit d € K.

Chaque racine pj, pj € R, est algébrique sur K(Xj, ..., Xn) ; mais

Y est transcendant sur K(X;, ..., Xn) ; On ep déduit que F #Y

pour j =1, ..., t et que dans le corps R' nous avons

Y < p3 ou ph <Y< Ph+l ou pt < Y.

R est archimédien, Q est dense dans R, alors il existe donc

n
d€ Qc K cR tel que

d < B8 quand Y<p
ou Sh <d < Bh+1 quand °h <Y< Phe]
ou Bt <d quand Py <Y
Comme p = (Y -p. ) «eo (Y =p. )Vi...V r> 1 s >0
P ( le ( er) 1 s P >
et P=(Y-B.) ve. (Y-8, )Vjueu Vv
P ( BJl ( BJr) 1 s

Il est clair alors que, v, étant positif dans K(X1, ..., Xn) [Y] et ;i(d)
N - ' -~ .

dans K, p dans K(X;, ..., Xn)[Y] et p(d) dans KC JR ont le méme signe.

Comme par hypothése p > O on a E(d) > 0.

-~

r = 0. De méme si p = pj avec t + 1 € j <€ u. Appliquons %lay, ..., a) ap
qui alors est factorisé sous la forme p = vi... vy dans R[Y]
Y]

a( ) p =p n'a aucune racine dans K car p n'avait aucune racine dans R.
djseesyd
n
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P peut donc se factoriser de la maniére suivante :

p = ;1 ;2 . ;s ol chaque v. est un polyndme irréductible du second

N - N
degré de K[Y]. On a donc aussi vi(d) > 0 quel que soit d € K et donc
- n
p(d) est positif dans KCR.

Dans tous les cas E(d) > 0 ce qui signifie p(a;, ..., a_, d) >0

et donc (ajy, ..., a s d) € Bd_ (p) ceci quel que soit p € P,

Q
donc (ay, ..., a s d) € (—1 BdQ(p).
pe P
Comme (aj, ..., a_, d) appartenait a rw Bd_(®) quel que soit d.
On a bien trouvé un élément (ajy, ..., a d) e Qn+l tel que

(a1, .., 2, d) € (QQ Bdo ()OI (QP Bdo(p) )
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Chapitre 2 RESOLUTION PAR UNE METHODE DE LOGIQUE

Nous allons ici démontrer que le 17& probléme de Hilbert admet une
solution dans le cas d'un corps ordonné maximal. Le résultat était déja
connu, d'aprés le théoréme d'Artin, dans le cas de corps ordonnés maximaux

contenus dans R.

L'origine de ce genre de démonstration se trouve dans les travaux
de Tarski dont on peut énoncer ainsi l'un des résultats :
"Toute propriété'élémentaire'vraie dans un corps ordonné maximal est
vraie dans tout corps ordonné maximal'. Robinson a repris cette théorie
dans [lOﬂ. La démonstration que nous donnons ici est inspirée d'un

exercice de [11].

THEOREME 2

Soit K un corps ordomné maximal. Soit p appartenant d K[Xy, ..., xn] :
8T P(X1, «ves X.n) est positif ou nul quels que soient (X1, ..., xn) € Kn,
alors il existe gy, +.., 8 dans K(Xy, .., Xn) tels que

p=g%+ ... +g?2.

Donnons quelques définitions et lemmes préliminaires.

Définition :

On dit qu'un ensemble d& de formules permet 1'élimination des
quantificateurs dans une formule F du langage &f s'il existe une
formule F' de of , sans quantificateurs telle que F <> F' soit une

conséquence de ot.

On dira que<)e permet l'élimination des quantificateurs dans &f

si d’ permet 1'élimination des quantificateurs pour toute formule

F de GE,.
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Définition
Un ensemble de formules o%'est dit saturé dans of si pour toute

formule close F de (Q? s Fou T F est conséquence de c%?.

Lemme 1

Si oé’permet 1'élimination des quantificateurs dans Sf?, si i) est

le diagramme d'un modele‘n&de ' s (J& AD ) est saturé pour le

langage QE, obtenu en ajoutant aux symboles de constantes du langage éf
les éléments de 1l'ensemble_ de base de 75&.

Pour la démonstration de ce lemme voir [Jl]

Soitalorsc)é 1'ensemble de formules formé par la réunion des ensembles
de formules (a), (b) et (c) suivants &crits dans le lamgage égalitaire
;P formé de :

O et | symboles de constantes,
- symbole fonctionnel & 1 variable,
+ et x symboles fonctionnels & 2 variables,

> 0 symbole relationrel 3 1 variable.

(a) Ax Ay Nz ((x+y)+z=x+(y+2z))
Ax ANy (x+y=y+2z) |

Ax (x+0

x)

Ax x+ (=x) =0)

Ax Ay Az ((xy)z = x(yz) )
Ax Ay (xy = yx)

A x (x 1 =x)

Ax ¥y (x=0V (xy=1))
A Ay A z(x(y+z) = xy + x2))
1

~ ¥
o
[}

1)
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(b) Ax Ay((x>O0A (y>0)>x+y>0)
Ax Ay((x>0)A (y>0>xy>0)

Axxx=0V x>0 V -x>0)

=
"

1T (&x>0A(x>0))

(c) Arx Vy (x=y)v (-x=7v2)

L'ensemble des formules

2n 2n+]
Ax ..o A x Vx (x, + X1 X+ o0 ¥ %, X+ x 0)

2n

écrites pour chaque n positif.

Nous utilisons ici les abréviations qui consistent a appeler n le
terme 1 + 1 + ... + 1 et 3@ appeler t? le terme t x ... x t. Il est

clair que les formules de (c) peuvent s'écrire dans le langage £ .

I1 est clair que les modéles de (a) sont les corps commutatifs, que
les modéles de (a) U (b) sont les corps commutatifs ordonnés et que
les modéles de CX% = (a) U (b) VU (c) sont les corps commutatifs

ordonnés maximaux. (on peut pour cela se reporter 3 la caractérisation

d'Euler Lagrange dans [9]).

Lemme 2

Uffpermet 1'élimination des quantificateurs dans Je .

Pour la démonstration de ce lemme, voir [ll].

NOTE

Nous utiliserons la notation X % O qui remplacera la formule

(x>0)v (x=0)
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Démonstration du théoréme

Soit DK le diagramme de K, K &tant un modéle de cXé (car ordonné
maximal) et Jé permettant 1'élimination des quantificateurs,on en

déduit que (ét%, DK) est saturé.

Comme la formule A x; ... A X (p(xy, «vvs xn) > 0) est satisfaite
dans K qui est un modéle de (pég D) alors elle est satisfaite dans
tout modéle de (o%, DK)'

Un modéle de ((XE, DK) est un corps ordonné maximal extension ordonnée de K.

K

Mais toute extension ordonnée de K se plonge dans une extension ordonnée
maximale ol la formule A x; ... A Xn(p(xl""xn) > 0) est vraie.

Cette formule est donc aussi vraie dans toute extension ordonnée de K.

K n'a qu'un seul ordre done tout corps ordonné contenant K est

extension ordonnée de K et on a donc finalement :

Axy oo A X (P(X1, «eus xn) > 0) qui est vraie dans tout corps

ordonné contenant K.

K(X1,y coes Xn) est un corps ordonnable contenant K. Soit un ordre
quelconque sur K(Xj, ..., Xn) d'aprés ce qui précéde
Axy ...\ xn(p(xl, oo xn) > 0) est vraie dans K(X;, ..., Xn)’

Choisissons comme &léments de K(X;, ..., Xﬁ) le n-uple
n
(1, --.5 X)) € [K(Xy, «oo, X)) alors p(Xp, ..., X)) 20

Ceci étant vrai pour tout ordre sur K(X;, ..., Xn)z pXy, ..n, Xn)
est un €lément totalement positif de K(X;, ..., Xn) et c'est donc

une somme de carrés d'éléments de K(Xj, ..., Xn).

Nous avons donc bien p =

[

gi2 ol g, € KXy, «.- Xn)

i=1

I1 est clair que le fait d'avoir une décomposition en somme de

carrés dans K(X;, ..., Xn) pour tout polyndme p positif ou nul



P n . . _ ..
sur les éléments de K suffit pour obtenir une décomposition en somme
de carrés de toute fonction définie de K(Xy, ..., Xn) (raisonnement
déja vu p. 7 )

Nous avons donc le résultat suivant :

THEOREME 2'
Soit K un corps ordonné maximal, soit fé€ K(X1, ..., Xn)
telle que pour tout (ay, ..., an) extoufaun sens, alors
flay, «-+, an) > 0, alors nous avons
p
= 2
£ 2 g; g; € K(X), ..., X))
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Chapitre 3 SUR UN THEOREME DE LANG

A ce point nous avons donc obtenu que le 178 probléme de Hilbert
sous la forme adoptée ici, ne peut €tre résolu que dans un corps commutatif

ordonné et n'ayant qu'un seul ordre.

Au chapitre 1, nous avons vu que ce probléme admettait une solution
pour tout corps n'ayant qu'un seul ordre et contenu dans R. C'est-a-dire

finalement pour tout corps archimédien n'ayant qu'un seul ordre.

Au chapitre 2, nous avons vu que dans le cas des corps ordonnés

maximaux on pouvait se passer de l'hypothése que le corps était contenu dans RR.

On peut alors se poser la question : l'hypothése K n'a qu'un seul
ordre, ne suffirait-elle pas pour répondre par l'affirmative au 17& probléme

de Hilbert ?

S. Lang dans [12] énonce le théoréme suivant :

Théoréme 3

Soit K un corps ordonnable n'admettant qu'un seul ordre. Soit
0. S Xn) € K (X35 eony Xn) telle que pour tout (aj, ..., an)e -
oi f a un sens, on ait f(a;, ..., an) > 0. Alors f est une somme de carrés

d'éléments de K(Xj, Xp, ..., Xn)

Mais ce théoréme est faux et Dubois dans LIB] donne un contre exemple,
c'est-d-dire un corps F n'ayant qu'un seul ordre et un polyndme £
d'une variable X 4 coefficients dans ce corps qui est positif sur les
éléments du corps F et qui n'est pas une somme de carrés d'éléments de
F(X).

C'est ce contre-exemple que nous allons étudier maintenant.
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Soit Q le corps des nombres rationnels, soit t une indéterminée

et Q(t) le corps des fractions rationnelles 3 coefficients dans Q. Or-

donnons Q(t) de telle fagon que t soit positif et infinitésimal.

Soit alors K un corps ordonné maximal extension algébrique ordonnée de Q(t).

Soit F le corps formé des éléments de K qui peuvent étre obtenus

par une suite finie d'opérations rationnelles et d'extractions

de racines carrées 3 partir des éléments de Q(t) (exactement comme
dans les constructions avec la régle et le compas) §ui sont positifs.

Puisque tout "a > O de F a une racine carrée dans F, F a un seul ordre.

Considérons alors le polyndme en X :
£(X) = x° - )2 - ¢

f ne peut pas €tre une somme de carrés dans F(X) qui est contenu dans K(X),

1/3

puisque £(1) et £(t '7) ont des signes opposés dans K.

£(1) = (1 - )2 -¢3>0

t1/3

£ ( Yy =-t3<0

Montrons alors que f(X) est positive sur les é€léments de F.

Considérons l'ensemble B de tous les éléments finis de K (u est fini
si lu| < n pour un certain entier n). B est un anneau de valuation de K.
La valuation induite v est une mesure de l'ordre de grandeur ;

v(a) < v(b) signifie que a-lb est infinitésimal.
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Soit G le groupe de valeur (en notation additive). Le caractére algébrique

de K sur Q(t) entraine que le rang de G est 1.

En notant que G est sans torsion, on en déduit (voir [14]) que

G est isomorphe 4 un sous-groupe de { et qu'on peut avoir v(t) = 1 ;

de plus comme K est ordonné maximal les seuls polyndmes irréductibles
sont de degré 1 ou 2 et puisque t est positif, t admet une racine carrée
dans K. Donc K contient une racine n-iéme de t quel que soit n et
1'application de G dans @ est surjective ; on peut désormais identifier
G aq.

On peut alors vérifier aisément que si f(y) est négatif, alors
v(y) = %. En effet :

. Siv(y) > % alors v(y3) > 1 donc v(y3) > v(t), ce qui signifie que

3
E est infinitésimal. Or f£(y)

(73 -2 -t =2 - D2 -

t2 [(%3)2--2§3+1—t]>0

£(y)

. 81 v(y) < % alors v(y3) < v(t) et 53 est infinitésimal.
3 A
or f(y) = tz[(% )2 -2 % +1 - 61 peut s'écrire
6 2 2
=22 _‘)E, E-E
£(y) = t° {2 (1-2 g3 T ye Ty X t] >
Donc si v(y) # % f(y) est positif.

Soit z un élément quelconque de F, alors z, d'aprés la construction de F,
appartient 3 un corps Hr qui est le dernier terme d'une suite finie de

sous—corps de K ou chaque extension est quadratique :

Q(t) =H CH C.... CH_



_35_

En appliquant la relation de ramification (ef < n, [15]) pour n = 2 on déduit

que le groupe de valeur de Hi a pour indice 1 ou 2 dans le groupe

de Hi+1' Le groupe de valeur de la valuation sur Q(t) étant Z, on en

déduit que nécessairement v(z) est de la forme ?k oi m€ Z et k € IN.

m -~ - ~ - .
En remarquant que 5k ne peut pas etre égal a %, on en déduit que f(z)
est positif, ce qui termine la démonstration z ayant &té pris quelconque

dans F.

I1 est donc inutile maintenant de chercher 3 montrer que le 17& probléme
de Hilbert peut étre résolu pour n'importe quel corps K commutatif

et n'ayant qu'un seul ordre.

On ne peut espérer qu'un résultat plus faible concernant certains de

ces corps seulement.
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CHAPITRE 4 RESOLUTION DANS UN CAS PLUS GENERAL

Nous démontrerons ici le théoréme suivant :

Théoréme 4

Soilt k un corps ordonné n'ayant qu'un seul ordre, dense (au sens de la
topologie définie par les intervalles) dans sa cldture réelle k. (C'est

une extension algébrique ordonnde de k qui est un corps ordonné maximal).

Sott £ € K(X],s ovny Xn) telle que pour tout (X1, ..., Xn) e k¥
(X1, <o) xn) > 0.

h.2.

Alors 7l existe des éléments h; e kX1, «v-» Xn) tels que f = i

—_— ™M

Ce théoréme permet de retrouver le résultat obtenu au chapitre 2 pour
tout corps ordonné maximal k. En effet si k est ordonné maximal, k = k

est bien dense dans k.

Ce théoréme permet aussi de retrouver le résultat obtenu au chapitre 1.
Si k est un corps tel que Q c k € R, k n'ayant qu'un seul ordre, alors
une cldture réelle de k k est telle que kC k c R et k est bien dense

dans k. (voir [12], page 279).

Le théoréme 4 est en fait un corollaire de la proposition.

Proposition 1

Soit k un corps ordovmé demse dans sa cldture véelle k ; soit
fek(Xyy «ves Xn) telle que pour tout (Xj, ..., xn) e kn,
£(X],y oeos xn) > 0. Alors il existe des éléments P; € k, P; > 0

et des éléments g. € k(X1, +..., X ) tels que f = k p. g.2.
1 n E 1 1

1=1
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Cette proposition est démontrée par P. Ribenboim dans un exposé

fait en juin 1971 3 Paris [17]

Le théoréme 4 en est un corollaire immédiat : si k n'a qu'un seul
ordre alorsl'ensemble des éléments positifs pour cet ordre est & k2.

Donc p; e k et p; > 0 entralne 1l'existence d'éléments ai € k tels que

(al)?

o
]
™Mo

En remplagant p. par cette expression dans le résultat ci-dessus,
i

nous obtenons

r
f=§ h.2 ob h; € k(Xp, ...y X))

I - Définitions et _résultats utilisés pour_la démonstration de_la

Définition |

Soient K/k et L/k des extensions.
Soit A un sous—anneau de K contenant k.
Tout k-homomorphisme o : A > L s'appelle une L-spécialisation de K/k ;

et A est le domaine de o .

Définition 2

Soit E € K. Soit o une L-spécialisation de K/k dont le domaine contient E.
Si K/k et L/k sont des extensions ordonnées on dira que o préserve E lorsque

a) XeE et x<0 ==> o(x) <O

b) x eE et x>0 ==> ogo(x) >0
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Définition 3

Soit L/k une extension ordonnée. Soit K/k une extension ordonnée ; on dira
que 1l'extension K/k est L-artinienne lorsque la propriété suivante sera
vérifiée : si E est un sous-ensemble fini de K, il existe une L-spéciali-

sation de K/k qui préserve E.

Lemme
Soit L/k une extension ordonnée telle que L soit dense dans L. Alors
pour tout ordre de k(X;, ..., Xn) (n > 0) prolongeant l'ordre de k,

1l'extension k(X;, ..., Xn)/k est L-artinienne.

Pour n = 0 kX1, «.op Xn) = k, et k/k est évidemment L-artinienne.

Le lemme est .donc par récurrence) un corollaire de la proposition suivante

Proposition 2

Soit L/k une extension ordomnée telle que L soit demse dans L. S K/k
est une extension ordonnée L-artinienmne, et Y une indéterminée, alors
K(Y)/k est une extension L-artinienne pour tout ordre de K(Y)

qui prolonge 1'ordre de K.

IT . Démonstration de_la proposition_l

q ~
Si f ne s'@crit pas % p; gi2 alors puisque k(X;, ..., Xn)
i=1
est une extension ordonnable de k, c'est que f n'est pas positif pour tous
les ordres de k(X;, ... , Xn) qui prolongent celui de k (x); donc il existe

f1
un ordre sur k(Xj, ..., Xn) prolongeant celui de k tel que f =‘E; < 0.

(*) Ceci d'aprés les résultats d'Artin.

Si K/k est une extension ordonnable de k (c'est-3d-dire qu'il existe sur K
un ordre qui prolonge celui de k).

Alors x € K est positif pour tout ordre sur K prolongeant 1l'ordre sur k

si et seulement si x = 3§ p. x.2 olip.ek et p. >0 et x.e K.
jop 1 i i i
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Puisque k est dense dans E, d'aprés le lemme, k(X;, ...., XHZ/k est

k-Artinienne pour tout ordre de k(X;, ..., Xn) prolongeant celui de k.
Donc il existe une k-spécialisation ¢ de k(X;, ..., an/k qui préserve

l'ensemble E = {X;, ...., Xn’ f, f51}.

Soit X, = G(Xi)‘ x; € k. Alors :
fo(xy, ..., xn) = f,(c(X;1) 5000 o(Xn)) = og(f,) # 0 puisque f, # 0

dans K(X1, «..e, Xn).

Donc f est définie sur 1'élément (X3, ..., xn)<; k™.

De plus f(X], ..., xn) = £(0(X1)y oves o(Xn)) = g(f) < 0 pour 1l'ordre
indiqué au début qui rend f < O dans K(X;, ..., Xn).

Oor £(x7, ..., xn) < 0 en un point (x3, ..., xn) oi f est définie est

contraire & l'hypothése faite sur f.

Donc f peut s'écrire sous la forme :

q
f = E p. g.2 p; ek, p; >0 et g € K(X1s «vey Xn)

III - Démonstration de_la proposition_ 2

La démonstration utilise les deux lemmes suivants dus a Artin.

Lemme 1 :

Soit K/k et L/k des extensions ordonnées.

Soit £ = YT+ a; Y ! + ... +a_e K[Y]

un polyndme ayant exactement t > O racines distinctes dans K cldture
réelle de K.

Alors il existe un ensemble fini E<C K, contenant les coefficients de f
et tel que, si o est une L-spécialisation de K/k qui préserve E, alors
£ =YY"+ c;(al)Ym_l +... + o(am) a exactement t racines distinctes dans
L

cloture réelle de L.
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Démonstration du lemme 1

. Soit (fo, £15 o0ey fs) la suite canonique de f, c'est-d-dire la suite

£ =f, £ = £', £, défini par £ =q_f; - £, .... , £, défini

o J+1
par fj~l = qj-l fj - fj+] avec deg fj+] < deg fj pour j de 1l 3 s -1
et enfin fs_1 il fS (qui définirait fS+I = 0).
m
Posons n =1 + m+ 3 aiz, n € K.
i=1

. Soit E 1le sous—-ensemble de K formé de tous les coefficients des

polyndmes fj et qj ainsi que des &léments fj(-n) et fj(n).

. Soit ¢ une L-spécialisation de K/k qui préserve E. Donc le domaine
de ¢ contient E . Il est clair que la suite canonique de £0 est

(foo, e fg ) puisque E contient les coefficients des fj et qj.

On sait aussi que toute racine de f dans la cldture réelle K de K

est dans 1'intervalle | = n, + n [ (voir propriété p page 160 [8] )

. Par le théoréme de Sturm, le nombre de racines distinctes de f dans

] = n, +n [ (intervalle de K) est &gal a la différence Ve .~ Vs N

9 ?

ou Vo _ est le nombre de changements de signes de la suite
’
fo('n) s fl(-n)’ ceey fs('n)
et Vg celui de la suite
>N

fo(n)’ fl(n) 9 e fs(n)

Soit t =V - Vf

. Puisque og(p) =1+ m +
i

n~ B

o(ai)z, alors toute racine du polyndme
1

£ dans L est dans 1'intervalle ] =o(n), c(n)[ .

Le nombre de ces racines est égal a4 V 5 -V
£7,=5(n) £9, o(n)
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. . o o
. Or la suite canonique de f est on 1'a vu fc, £7 R
o 10> > 7s

De plus (fj(- n )% = fjo(— o(n)) et puisque fj(- n) € E le signe

de fj(—n) est le méme que celui fjo(-c(n)).

Donc v s = V
£, a(-n) f, = n
De mém a V.o =V
eme on £, o(n) £,n
Donc t =V -V =YV et f° a bien

-V
£, 0 f,n £9,06(-n)  "£%, o(n)

exactement t racines distinctes dans la cldture réelle L de L.

Lemme 2 :

Soient K/k et L/k des extensions ordonnées. Soient f;, ..., f_ des

polyndmes de K[Y]. (non nécessairement distincts). Soient r; < r, < .... < r,

des &léments de K tels que r, soit une racine de fi' Alors il existe

un ensemble fini E € K, contenant les coefficients de chaque fi’ tel que,
si o est une L-spécialisation de K/k qui préserve E, il existe des éléments
by, «eeey b

fO'
i

¢ dans L tels que by < by < .... < bt et bi est racine de

Démonstration du lemme 2 :

. - L3 -.
donc /rJ+1 rJ € K

On a rj < rj+1

Soit K' = K(ry, «..., ro, Yry = I, «ees R

K' est une extension algébrique finie de K, et il existe un Elément
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primitif tel que K' = K(u).

Soit g € K[X] le polyndme minimal de u sur K.
D'aprés le lemme | il existe un ensemble fini E'cC K, E' contenant
les coefficients de g, et E' tel que si 0 est une L-spécialisation de

- o . by
K/k préservant E' alors g a une racine dans L.

. Soient P;>» qj dans K[Y] tels que r, = pi(u) et /rj+l - rj = qj(u).
. Soit v, = fi(pi) dans K[Y] ; donc vi(u) = fi(pi(u) ) = fi(ri) =0

et donc vi =g v'i ol v, € K[Y] puisque g est le polyndme minimal
de u sur K.

. De méme soit L. = p. - p. - q.2, alors £.(u) = 0. Donc &. = g &'.
i T Pje1 TPy Ty ;W j 8T

avec l'j c K[Y] puisque g est le polyndme minimal de u sur K.

. Remarquons que qj(u) # 0, donc -a—%ay- € K' = K(u) et donc il existe

]
1

m. € K|Y| tel e m.(u) =

j € Kl eel qve m5(w) = g

. Soit z. =m. q. =1 ; z. € K[Y|] et z.(u) =0
h] i 9 > 7] [¥] J( )
D . = z'. ot z'. € K[|Y]|.
onc zJ g 3 ; []

Soit alors E 1l'ensemble union de E' et de l'ensemble des coefficients

pad ) | |
des polynoOmes fi’ 8> P;» qj, Vis Vi zj, 2 5 mﬁ, zj et z i

Soit 0 une L-spécialisation de K/k qui préserve E et donc aussi E'.
o . =
Alors g a une racine Yy dans L.

. o}
De vic = g0 v'i0 , résulte que Yy est une racine de v, Donc que
g, © o]
£, (pi () =v, (y) =0.

Alors bi = pio(Y) est un Elément de L et est une racine de fic.

o o .
g 21.% et 2.7 = g z'; donc y est racine de l? et de zj0

3 h]

0 donc b - b, =, ) - 0(Y) = ( 0( ))2
. PR IO q; (v

. o]
On a aussi lj

o]
L.
On a 3 () 41
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“done bj+l - bj > 0.

. g o a
On a aussi 2 (Y) = 0 donc m, () a (Y) = 1 et donc qjo(Y) 40

.a:"'s .
ou bj+l # bJ

On a donc bien finalement bj < bj+l dans L.

Démonstration de la proposition 2

Soit E un sous—ensemble fini de K(Y), il faut montrer qu'il existe une
L-spécialisation de K(Y) qui préserve E.
Il est clair qu'on peut se ramener au cas ol les &léments de E sont des

polynOmes unitaires irréductibles de KEY] ou des éléments de K.

. Soit K(Y) 1la cloture réelle de K(Y) muni d'un ordre prolongeant celui
de K ; alors la clGture algébrique K de K dans K(Y) est une cldture

réelle de K.

. Soient r; < rp < ....< r_ toutes les racines dans K des polyndmes
appartenant 4 E. Indexons les polyndmes de telle fagon que r, soit

racine de fi.e E ; il n'est donc pas exclu que fi = fj pour i # j.

Soit g e K[Y] le produit des polyndmes non constants et distincts de E.
Les facteurs de g sont donc unitaires irréductibles et distincts, donc
toutes les racines de g sont simples et les racines de g dans K sont
exactement rj, 2, «occe, rt.

. Soit E' un sous-ensemble fini de K tel que :

1. E' contient les coefficients de g, les éléments de E N K, et les

coéfficients des polyndmes de E.

I

2. E' contient le discriminant d de g (d = i< (ri - rj)z) 3 remarquons
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que d est.non nul puisque les racines de g sont distinctes.

E' est choisi (grace aux lemmes 1 et 2) de telle fagon que, si o
est une L-spécialisation de K/k qui préserve E', alors g0 a précisément
t racines distinctes dans L (qui sont toutes simples car alors le

discriminant de gc est d° # 0), et il existe des &éléments by, ..., b

t

dans L tels que bi est racine de fi0 et by < by, < .... < bt'

D'aprés 1'hypothése il existe une L-spécialisation ¢ de K/k qui
préserve E' et donc la condition 3) est satisfaite par g. Il en

résulte donc que by, ..., bt sont toutes les racines de gG dans L.

Ecrivons f. = (Y = r. ) .... (Y - r. ) - q. ol iy, ..., i_,.
i i lt(i) i t (1)
appartiennent 3 {1, 2, ..., t}.

Alors q; € E[Y] et q; n'a aucune racine dans K.

Or 95 est unitaire, donc 9 est un produit de polyndomes du second degré
irréductibles de E[Y] (car K ordonné maximal).

Mais un tel polyndme du second degré irréductible sur un corps ordonné
maximal est somme de deux carrés. Donc q; est somme de carrés, donc

q; est positif dans E[Y] et q; est positif dans K(Y).

bi s eeey bi
1 t(i) -
aurait plus de t racines dans L.

. oy g .
sont toutes les racines dans L de fi car sinon g°

Alors nous avons
o _ _ _ ' _ - -
£.7 = (Y bil)(Y biz) cer (¥ =Db, )p;olipe L[Y] et p; est
_ t(i)
unitaire et sans racine dans L. On en déduit de méme que p; est somme

de carrés dans f[Y].

Alors quel que soit 1'élément Z € L, p.(Z) est une somme de carrés dans f,

donc pi(Z) est un élément positif de L.
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. Dans le corps K(Y) ona Y <r;, ou Y > r., ou il existe un

1
alors que les rj sont algébriques sur K.

indice j tel que rj_ <Y< rj puisque Y est transcendant sur K

D'aprés 1'hypothése L est dense dans L, donc il existe Z € L tel que

bj-l < Z < bj’ ouZ < by, ouz> bt.

. Puisque q; est positif dans K(Y) et que pi(Z) est positif dans L
on en déduit d'aprés les expressions de fi et de fio(Z) que fi et
fic(Z) ont le méme signe puisque le nombre de racines de fi supérieures

S ~ . o L. <
3 Y est le méme que le nombre de racines de fi supérieures a Z.

. Soit A.C.K[Y] 1'anneau des polyndmes 3 coefficients dans le domaine
de o. Alors E C A,
Soit ¢ : A > L 1'application définie par g(h) = hO(Z). Alors T est une
L-spécialisation de K(Y)/k qui préserve E d'aprés ce qui précéde.

Donc K(Y)/k est L-artinienne.
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Chapitre 5 REMARQUES SUR LE CAS PARTICULIER DES POLYNOMES

Soit K un corps commutatif ordonné tel que toute fonction rationnelle
définie de K(X;, ..., Xn) se décompose en somme de carrés d'éléments de
KXy, ooy Xn), il est naturel de se demander si dans le cas d'un polynOme
défini de K[Xl, ceey Xn] on peut obtenir une décomposition en somme

de carrés d'éléments de K[Xj, ..., Xn].

En fait cette question admet une réponse positive dans le cas

d'une seule variable et négative dans le cas de R[Xl, ceey Xn] ol n> 1

1 CAS DE R[X] ET DE K[X]

L'étude 3 la fois qualitative et quantitative sera faite dans la
partie II. par une méthode trés élémentaire qui permettra d'affirmer
que dans le cas d'un corps R ordonné maximal si p est un polyndme
défini de R[X] alors p est somme de deuxr carrés dans R[X] .

Nous verrons également dans la partie II un résultat trés général qui est :
soit p un élément de K[X] , K étant un corps quelcongue, si p est
somme de n carrés dans K(X) , alors p est somme de n carrés dans K[X] -

2 CAS_DE_R[X, Y]

Nous avions vu qu'HilBert a montré qu'il existait une forme
définie de 3 variables et de degré 6 qui ne pouvait pas se décomposer
en somme de carrés de formes mais qu'il n'en donnait pas d'exemple
explicite. Nous allons ici donner un exemple de polynSme de deux variables
coefficients réels qui ne peut pas se décomposer en somme de carrés

a
d'éléments de R{X, Y] quoique ce polyndme soit défini.
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Nous utiliserons le théoréme de Motzkin suivant [18 ] 1967

THEOREME
Pour n > 3 le polyndme de n variables & coeffictents rdels

2
h(trs €25 vees £ 0) = (0124 oo+ 2 -nudu’.. 2+ W™

ne peut pas s'écrire §9us forme d'une somme de carrés de polyndmes de
R[tl, 2, ceey tn-l’ ul

Démonstration

Supposons que h = sk2 dans R[tl, cees 0o u] Soit 2 d le degré
du terme de plus haut degré apparaissant dans cette somme.
En écrivant seulement les termes de degré 2 d nous aurons

¥2 .«

x est la partie de s

K de degré d.

z
k

Si 2d # 2 n comme h est un polyndme homogéne de d* 2 n, on a

12( sk‘t2 = 0 ; cette égalité dans le corps ordonnable R(t;, ..., t > u)
entrafne s,° = O quel ,que soit K.

k

Donc 2 d = 2 n et comme h est homogéne de degré 2 n ¢ h = n*

n
™

s¥*2 of s

. K est un polyndme

Nous avons alors la relation h gf
homogéne de degré n.

. _ n . ~
Posons S = COk + Cjk u+ ...+ an u ot les Cik sont des polynomes

de n-1 variables et de degré n - i.

Nous obtenons alors en explicitant 1'@galité précédente 1la relation (9§)

- nu?)t?... ti* +uf® =g (C, +C. u+ ...+C, uh?

2 2
(% oo+t 1 ok Tk nk

-1
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. Identifions les termes constants en u dans (¢

I g

2 = 2, + 2 24,2 2
K ok (t1e+ ... tn_l)tl t2%. ..t

1

Dans COk considérons le terme constant en t;, soit alk’ d'aprés 1'identité
ci-dessus, nous avons 1'égalité E alk2 =0 qui a lieu dans le corps

ordonnable R(tp, ..., t ) et qui entraine donc ay = 0 pour tout k.

n-l

‘On en déduit immédiatement que t_, divise C0

1 k’
On fait le méme raisonnement pour t3, ..., t - toutes ces variables
jouant un rdole identique.
On obtient donc que tj puis to puis et divisent COk donc que
X .. % ivi .
t) t - divise COk
. Considérons alors les termes de degré 2 en u dans (€

Nous avons :

X 2y = - 2

' ot z 2 = -~ 2 2 - h
D'od  § Cpy ntt ..t -2 £ Cox Cox

- X ' .
CQk étant divisible par t;... tn__l x Cok C2k l'est aussi. Donc

2
E Clk est divisible par t; X ... X t -; Par un raisonnement analogue
d celui fait ci-dessus, soit blK le terme constant en t, de CJK' Nous
2 = = . . ¢« e
avons donc E blk 0 et donc blk O ce qui signifie que Clk est
divisible par tj. Le méme raisonnement pour tz puis t3, ..., to-1

nous permet d'obtenir que finalement t3; ts... to-1 divise ClK'

. Considérons enfin les termes de degré 4 en u.
Nous aurons

z 2y =
. (2 Cok C4k + 2 Clk C3k + CZk ) =0 pour n > 2

I 2 = - z - z
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- . . . 2 .
C,, et C.. @étant divisibles par t;... th-17 z C2k est aussi

Ok 1k
divisible par t;... t -, et par le méme raisonnement déja fait deux fois

on en déduit que C2k est divisible par t; x... x t -1

Mais C2k est un polyndme de degré n-2 il ne peut donc pas étre divisible
par ty... t _, qui est un polyndme de degré n-1 d'ou 1l'absurdité

de 1'hypothése h = % sk2 dés que n > 2.

Appliquons maintenant le théor&me au contre exemple cherché.

Si n = 3, nous avons donc d'aprés le théoréme
(t2+ t22 -3 u2)t12 t22 + u® qui n'est pas somme de carrés de

polynOmes en t;, t,, u.

Considérons le polyndme de deux variables obtenu en divisant le polyndme

P t t
precedant par u6 et en posant x = Gl y = {1‘2

f(x, y) = (x2 + y2 ~ 3)x2 y2 + 1

I1 ne peut étre d'aprés le théoréme précédent somme de carrés dans

R[x, y]

Montrons que f(x, y) est défini sur R.

. Si x2 +y2 3 3, on a bien sir f(x, y) > 1
. Six2 +y2 <3 soit 2 k =x2 + y2 k30
Pour k donné le maximum de x2 y2 est atteint pour x2 = y2 = k

Vérifions qu'alors

3 -x% -y)x?2 y2 ¢ 1

Nous avonms 0 ¢ (3 - x2 - y2)x2y2 < (3 - 2 k)k2, il suffit donc de montrer que

3 -2Kk?g1
d'od 3k2-2kK3-1g0
et -(k-12 @Q2k+1)goO ce qui est toujours vérifié quel que

soit k réel positif ou nul.
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Nous pouvons énoncer :

Théoréme 5
f(x, y) = (x2 + y2 - 3)x2 y2 + 1 est défint sur R et done £(x, y)
est une somme de carrés dans R(x, y) mais f(x, y) bien que polyndme

n'est pas une somme de carrés dans R[x, y]

3 GENERALISATIONS

Soit alors K un corps, QC KC R, tel que le 17¢ probléme de Hilbert

admette une solution sur ce corps K. Puisque f(x, y) = (x2 + y? - 3)x%y2%+ |
est défint sur R, f(x, y) l'est sur K(K n'a qu'un ordre, celui induit par R).
Done f(x, y) est une somme de carrés dans K(x, y) mais f(x, y)

n'est pas une somme de carrés dans K[x, y] car st f(x, y) est une

somme de carrés dans K[x, y]| ceci entraine que f(x, y) est une somme de

carrés dans R[x, y] ce qui est faux comme nous venons de le voir.

Enfin, considérons p = f(x, y) + t2 + u2 + ... + w2 o

£(x, y) = (x2 + y2 - 3)x2 y2 + |1 alors le polyndme

P€E KEx, ¥y ty eees w] est défini sur K et est donc somme d'éléments

de K(x, y, t, ..., w) mais p n'est pas somme déléments de K[x, Y, ty ooy Q].
En effet, il suffit de donner aux variables t, u, .. w la valeur nulle

et on trouverait si p était somme de carrés dans K[x, Yy ty eeey w'j

que f(x, y) est somme de carrds dans K[x, y] ce qui est faux comme on

vient de le voir.

4 Décomposition explicite en somme de carrés dans R(X, Y) du polynOme

£(X, Y) = 1 + X2(X2 - 3)Y2 + X2 Y,

Multiplions £(X, Y) par la somme de deux carrés 1 + X2 :

1 -3%X2Y2+x2y4%+x2+x672-2%x"%y2+x"yH
(1 - X2 Y2)2 + x2[1 - Y2 - 2 X2 Y2 + Y* + x* Y2]
(1 - X2 ¥2)2 + X2[1 - Y2]2 + X2 Y21 - 2 X2 + X¥]

£(X, Y)(1 + X2?)
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Donc

fx, v) = (- X2 Y2+ x2[1 - ¥2]2 + x2 ¥2[1 - x2]2

1+ x2
et en multipliant numérateur et dénominateur par (1 + X2)

£(X, Y) = ( (1 -X%x27Y2)2 4+ (X[l - Y2])2)(1 + X2) + XZYZ[] _ X2]2 (1 + X2)

(1 + X2)2

Nous savons que dans un anneau commutatif :
(a2 + b2)(c? + d%2) = (ac - bd)? + (ad + bc)?
Nous en déduisons donc :

£x, 7) = LUXKPY2)1-X2(1-¥2) ] 2+ [X (1-X2Y%) +X (1-Y2) ] 2+x¥2 (1-X2) 2 (1+%2)

(1 + x2)2

2
(1-X2) +x2(2-x2Y2—Y2)2+x2Y2(1 --x2)2+x“Y2(1—x2)2

fX, ¥Y) = 5
(1 + x?)

et donc f(X, Y) est décomposée en somme de quatre carrés dans R(X, Y)

2 2 )
£(X, Y) -( 1_X2)2+ X(Z‘Yz(l“Xz))) L[ XYa-x2)\ | x2Y(1-x?)
1+4X2 1+x2 14x2 1+x2

5 REMARQUE SUR UN TRAVAIL DE R.M. ROBINSON 1969 [19]

A partir du travail de Hilbert qui ne donnait pas de contre
exemple explicite Raphael M. Robinson a montré que les polyndmes
P(x, y) = x2(x2 = D2 + y2(y2 - D2 - (x2 - D(y%2 - D2 +y2 - 1)
et

a(x, ¥, 2) = x2(x - 1)2 + y2(y - 1)2 + 22(z - 1)2 + 2 xyz(x +y + z = 2)

sont définis positifs mais ne peuvent pas s'exprimer comme somme de

carrés de polyndmes 3 coefficients réels.
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Mais de plus, appliquant le théoréme d'Artin, Robinson a ensuite cherché
une représentation de ces polyndmes en somme de carrés de fractions
rationnelles & coefficients dans @ et a trouvé de telles représentations.
Malheureusement, je n'ai connaissance que du résumé de l'article, adressé
d "The American Mathematical Society" en 1969, sur lequel R.M. Robinson

m'a indiqué qu'il ne savait quand cela allait parailtre.

En conclusion 3 cette partie nous pouvons é&noncer le résultat

suivant :

Soit k un corps ordonné n'ayant qu'un seul ordre, dense dans sa cldture
Y g

réelle k (par exemple Q € k C R, ou k ordonné maximal).

Sott £ € k(X1, o, Xn) telle que pour tout (Xy1, ..., xn) e k"

f(Xl, e ey Xn) > 0.

Alors il existe des éléments hi € k(X1, o0y Xﬁ) tels que f =

o~
=2
N

i=1

De plus s n =1, et que f ¢ k[Xl] alors on peut affirmer que

r
£= I h,2avee h, ¢ k[X1]
. 1 1
1=1
Mais si n> 1, et f e k[X1, «ovv, X_]

r
. 2
On ne peut pas affirmer que f = L hi avee hi 3 kEXl,...., Xn]

On peut se demander s'il existe des corps ordonnés n'ayant qu'un
seul ordre, non denses dans leur clGture réelle et sur lequel le 17&
probléme de Hilbert admettrait une réponse positive.

Cette question n'est pas résolue.
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2eMe PARTIE

RESOLUTIONS ~ QUANTITATIVES
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Soit K un corps tel que toute fonction définie de K(Xj, ..., Xn)
se décompose en somme de carrés dans K(Xi, ..., Xn).

Dans cette partie nous allons donc chercher 3 connaitre le nombre
de carrés nécessaires et suffisants pour pouvoir décomposer en somme
de carrés toute fraction rationnelle définie 3 coefficients dans le corps

donné K, le nombre de variables des fractions rationnelles étant fixé.

Au chapitre 1, nous donnerons un résultzst de Cassels sur le cas

particulier des polynSmes d'une seule variable.

Au chapitre 2, nous trouverons une mincration du nombre de carrés
nécessaires pour décompeser en somme de carrés dans K(Xj, ..., Xn) toute

fonction définie de K(X1, ..., Xn).

Au chapitre 3, nous donnerons une majoration du nombre de carrés
nécessaires 3 la décomposition de toute foncticn défmie de K(X3, ..., Xn)

dans le cas oii K est un corps ordonné maximal.

Au chapitre 4, nous obtiendrons par une méthode &€lémentaire une

résolution compléte dans le cas d'un corps K(X) oi K est ordonné maximal.

Au chapitre 5, nous étudierons un résultat récent qui permet

d'obtenir une résolution compléte du cas R(X, Y).

Au chapitre 6, nous citerons quelques 1ésultats quantitatifs sur
le 17é probléme de Hilbert posé sur d'autres ccrps que R ou des corps or-

donnés maximaux.
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CHAPITRE 1 ETUDE D'UN RESULTAT DE CASSELS

Nous allons &tudier ici un résultat obtenu par M. Cassels dans [21]

Théoréme 6
5% un polyndme de X[X](K étant un corps quelconque) est somme de n carrés

dans K(X), alors il est somme de n carrés dans K[X]
Ce résultat n'est nouveau que par le fait que n carrés suffisent,

Artin dans [6] avait déja démontré l'aspect qualitatif de ce résultat en

s'inspirant d'une démonstration de Landau dans [20] sur le cas de Q[X].

Démonstration

On traite d'abord trois cas particuliers simples qui seront écartés par

la suite.

1) Sin =1 C'est que f € K[X] s'écrit f = (ﬁ)2 g et h € K[X]

En utilisant la décomposition en facteurs irréductibles :

r e.
£f= T op,* p. irréductible, e.e N
. i i 1
1=1
g T li
B = 2 P P irréductible, R,ie. Z

De 1'identité on déduit e; =21%,, ce qui entralne donc L; €N et

donc ﬁ est un polynOme.

2) Si K est de caractéristique 2 et n > 1

n g 3 g o2 2

f = T (--i = (z — ) = (g) avec g et h € K[X]
. h. . h. h
1=] 1 1=1 1

f est donc alors somme de 1 carré dans K(X) et 1'on est ramené au cas 1).
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3) K est de caractéristique différente de 2, n > 1 et - |1 est somme

de n-1 carrés dans K.

Nous avons donc dans K :

-1 =a,2+ a32 + ...+ an2

On peut alors écrire f sous la forme :

2 -1.2
£ - 6

f+1,2 f-1,2
=) v [oa?]
j=2
n
= (2%1)2 + T (aj 251)2 et donc f est une somme de n carrés
j=2

de polyndmes de K[X].

Ecartons maintenant ces trois cas particuliers et &tudions donc le cas de :

K de caractéristique différente de 2, n > 1, et ~ 1 non somme de n—-l carrés

dans K.
n glz
Par hypothése f = I q;ﬁ
i=1 i

Nous avons donc aussi en réduisant au méme dénominateur :
n

fz2= % in z, y; € K[X]
-

1

I1 faut alors montrer que l'on peut trouver un n+l-uple de K[X] (v;s 2)
n
tel que f z2 = yi2 avec z eK et z#0
i=1
Considérons alors 1'équation :
n
f ZZ = 5 Y.2 (*)
. i
i=1
La démonstration se fait par 1l'absurde en supposant que (yi, z) est une

solution de 1'équation telle que 2z ¢ K et z de degré le plus petit possible



_57_

dans 1'ensemble des solution de (%) qui n'est pias vide puisque 1 hypothése
sur £ donne une solutionyet en montrant qu'on p2ut alors trouver une solution

(y{, z') avec d2 z' < d% z et z' # 0, d'od la contradiction.

Cette solution (y!, z') va €tre obtenue c>mme le second po nt
. . P _n
d'intersection avec f 22 = Y12 de la droit: joignant (y;, z a un
i=1
point (xi, 1) dans l'espace projectif 3 n dimensions sur K(X).

»

Définissons ce point (Ai, 1)

Soient_)\i les éléments de KEX] définis de fagon unique par divis on

euclidienne dans K[X] :

=z ). + r. avec r. =0 ou d2r, < d* :

¥i M i i i

Femarquons que si v&, r, 0 alors y; = 2 Ay et de la relatim

L.

f z2 = g yi2 on déduit f z2 = g3 Aiz z2 et donc duisque z : 0
i=1 i=1

f= liz - ce qui donne une soluticn (xi, 1) ce qui est imposs ble

d'aprés 1'hypothése. Donc f # I Aiz et les r; sont non tous nu.s.

Posons alors :

v = hX 2 <« - " p) -

Yi T {u Au Vf} 2 Aq {u Au Ty £z}
t -, [ 2 - - -

z z {u Au f} 2 {E Au Y f z}

y'i et z' appartiennent évidemmment & K[X].

Montrons que (y'i, z') est solution de 1'équation (%) en montrant
que c'est le second point d'intersection de la iroite joignant (yi, z)
a,(xi, 1) avec 1l'hypersurface d'équation (%) dans 1l'espace proje:tif

d n dimensions sur le corps K(X).
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n
Soit donc r: £722°= ¢ y.2

et D :(Y

1]
>
<
+
t
>

Z =Xz + t.l

Les intersections de I' et de D sont données par les valeurs de t qui

satisfont :

n
EQz+t)?2= I Ay, +t)r)?

2

en tenant compte du fait que f 22 = vs cecl devient

i

n~Mg

1

f(2 XAzt + t2) =

|
n~Mpg

2 2
2 )2 t Ai Y5 + t Ai,)

i=1

Simplifions par t (t # O car sinon on obtient le point que 1'on

connalt (yi, z) ).
n n
2N fz- I y.A)+t(f- I A2 =0
. ii . i
1=] 1=]
On peut choisir A = I Aiz - f qui est non nul d'aprés ce qui a été vu.
n
En simplifiant alors par I Aiz - f on obtient t = 2(f z - L v Ai)
i=1

en reportant cette valeur de t et la valeur de X choisie dans les

coordonnées d'un point de D on obtient bien :

n n
I 2 . -z A X.
y'; =« uil A By, + 2(f z wl a YoM
n n
v _ 2 - -
z' = ( E Ay f)z + 2(f z z Ay yu)

1 u=]
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vérifions maintenant que cette solution (y'i, z') est bien telle que
le degré de z' est inférieur au degré de z et que z' # 0. Nous avions

défini les Ai par la division euclicienne ;¢ Ai z +r,.

Comme z # O on peut écrire ceci

Yi Ty Yi =%

. i .
— = L o —, A. A, = — = — é . 13
2 Al - Soit 1 =M 2 2 comme le degré de r. est plus petit

que le degré de z, le degré de Ai est négatif. (% %)

y.
. - i . .
Calculons z' en fonction de Ai : Ai = Ai +-7; sortons ceci dans 1'expression de
1 - .
z

n y n y
z' =z(I (A +-2-f)+2(fz~ £ y @ +—H)
S ) B
L 2,2 2 - v,
[P 3 - . - -
z , I WPz +2 Ay z+y©) -fz+! fz ZZ(AuyL"z)
u=1 u=1
n n 1 n 9
z' =2z I A2+2 I Ay +-3 y244z-2 T A y -2 1y?2
u u-u Z u-°"u V4 u
u=1 u=1 u=:] u=l
n 2
z' =2z I AN2-22 4+ f3=4 g A2
u z u
u=1 u=1
u
en tenant compte de I yuz = f z2,
u=l
n
Donc puisque z' =2z I Au2 et que le degré de Au % 0, ceci signifie que le
u=1

degré de z' est bien strictement inférieur au degré de z.

Vérifions enfin que z' # 0. Il suffit pour ce.a de vérifier que A2

[ e Iy =1

est non nul.

(%%) On définit évidemment le degré d'un élément de K(X) de la nanidre
suivante :

Soit f € K(X) f = g P et q appartenant 3 F{X],par définition

d® £ =(d® p)-(d* q)
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En effet,

n~Mg
=
N
|
[ e =1
PanS
N
X
[l
ﬂJ”
™
]
[ )N

n
Donc z' est nul si et seulement si I r 2 =0

On sait que les r, sont non tous nuls.

Soit d le maximum des degrés des polynGmes r, mon nuls. Alors

r =b  x%+b x3V 4 +b . les b, €k
u uo ul ud uj
et les b non tous nuls,
uo
n n
On déduit alors de % ru2 =0 z buoz =0
u=l u=l
L'existence d'un buo # 0 entralne alors que - | est somme de n - |

carrés ce qui est contraire 3 l'hypothése faite sur le corps K.

n
On a donc bien trouvé une solution de f z2 = I Yiz, (y'i, z') qui
i=1
est telle que deg z' < deg z et z' # O, ce qui est contraire 3

1'hypothése sur z.

Donc il existe une solution de degré le plus petit possible (yi, z)

qui est donc telle que z € K et z # 0. Cette solution permet de décomposer

f en somme de n carrés de polyndmes de K[X].
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CHAPITRE 2
MINORATION DU NOMBRE DE CARRES NECESSAIRES POUR

POUVOIR DECOMPOSER TOUTE FONCTION DEFINIE DE K(X1, 444/ X )

Dans [22] Davenport avait démontré en 1963 que X12+ Xp2+ X32+ ng
ne pouvait pas &tre une somme de 3 carrés dans R(X;, X;, X3, Xy).
Nous obtiendrons ici un résultat plus général comme conséquence

d'un résultat di 3 Cassels et démontré dans [21]

Lemme (Cassels) 1964

Soit K un corps de caractéristique différente de 2, d un élément de K.
X2 + d est une somme de n carrés dans K(X) si et seulement si — 1 est une

somme de n - | carrés dans K ot d est une somme de n-1 carrés dans K.

Démonstration :

1°) Si d est une somme de n ~ 1 carrés dans K, il est évident que

X2 + d est une somme de n carrés dans K(X)

2°) Si - 1 est une somme de n - 1 carrés dans K, nous pouvons écrire :
n
- 1= 1§ a.2 et donc :
j=2

(gX2+d2 + 1)2 - ( (X2 +d) -1 )2

2
X< +d 2 >

2 2
((X +c21) + ]) + 5

J

2
2 (X24d) -1

2

qui est bien une somme de n carrés de K(X).
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Réciproquement

Soit X2 + d une somme de n carrés dans K(X) et - | non somme de n - |

carrés dans K. Montrons qu'alors nécessairement d est somme de n-1 carrés dans K.

D'aprés le résultat du chapitre | de cette partie si X2 + d est somme de

n carrés dans K(X) c'est aussi une somme de n carrés dans K[X]. Donc
n
2 = 2
2 +d= 1 £,(X £, € K[X]
1=1
Chaque polyndme fi est de degré au plus égal a 1. En effet, sinon en
considérant seulement les termes de plus haut degré dans 1'égalité nous
n
aurions par identification de leurs coefficients 0 = 3 Aiz
i=1
avec les Ai non tous nuls.

De ceci on déduit donc ~ 1 est somme de n - 1 carrés dans K, ce qui est

impossible d'aprés 1l'hypothése.

Soit donc
f. = a. X+ b. a. et b. € K
i i i i i

Considérons f =a X + b .
n n n

. Si a # 1 soit 1'équation

]
o

a X + bn = x (an - 1)x + bn

On en déduit la solution dans K

-b
= —T
X . (Car a_ # 1)

. Si a = l, considérons 1'équation a x+ bn = - x, on en déduit

-b
x = —2 solution dans K
an + 1

Soit a la valeur x trouvée selon celle de a, en portant celle-ci dans
la relation

X2 + 4 = fi2 on obtient

[ e B =]
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n
02 +d = I {a. a + b.)2
- 1 i
= . + b.)2 + + 2
E (al a bl) (an a bn)

=z (a; a + b))% + (+ 0)?

D'oi d = & (a; o+ bi)2 et d est donc somme de n-1 carrés dans K.
i=]

Théoréme 7

Soit K un corps ordonnable, alors le polyndme X;2 + Xo2 + ... + an + 1

n'est pas somme de n carrés dans K(X1, ..., Xn)

Démonstration

Elle se fait par récurrence :
pour n = 1, X12 + 1 n'est pas somme d'un seul carré dans K(X;) d'aprés le

lemme. En effet, K étant ordonnable est bien de caractéristique différente de 2,

et 1 ou - | ne sont pas sommesde O carrés dans K.
~ . 2
Supposons le résultat acquis pour n — 1. Donc que X12 + ...t Xn*] + 1
n'est pas une somme de n - 1 carrés dans K(Xj;, ... , Xn_l)
Considérons
2 2 2 =x 2
+ + ...+ + = +
Xn (0:6] anl 1) Xn d

D'aprés 1'hypothése de récurrence d n'est pas somme de n - 1 carrés
dans K(X1, ..., Xn—l) ; d'autre part KX, ..., Xn-]) étant ordonnable

puisque K l'est, - | ne peut pas €tre somme de n - 1 carrés dans K(X;, ..., X __;)
1 n-1
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En appliquant le lemme 3 Xg + d dans le corps K(X;, ..., Xn—l) (Xn)

nous en déduisons que an + d n'est pas somme de n carrés dans

K(X1s ooes Xn—]) (Xn) = K(X1y ooy Xn). D'oli le théoréme.

En conclusion si K est un corps tel que le 178 probléme de Hilbert

admette sur K(Xi, ..., Xn) une réponse positive, alors pour pouvoir

décomposer toute fonction définie de K(Xi1, ..., Xn) en somme de p(n)
carrés dans K(X1, ..., Xn) il faudra nécessairement que
p(n) 2 n+l car le polyndme X12 + ...+ an + 1 qui est évidemment

défini n'est pas somme de n carrés dans K(X3, ..., Xn)'
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CHAPITRE 3

MAJORATION DU NOMBRE DE CARRES NECESSAIRES A LA
DECOMPOSITION DE TOUTE FONCTION DEFINIE DE KX1, vu4/ X))
K ETANT UN CORPS ORDONNE MAXIMAL ,

Dans ce chapitre nous &tudierons le résultat suivant énoncé

par A. Pfister dans [23].

Théoréme 8

&ﬁRunwmsw@méWﬂmLetfeR@h.“”XQ
telle que f(a;, ..., an) > 0 pour tout (a;, ..., an) e R"
ou f a un sens ; alors f est somme de 2" carrés dans R(Xy, ..., Xn)

Ce résultat nous permet donc d'affirmer que si R est un corps ordonné
maximal, et p(n) le nombre de carrés nécessaires 3 la décomposition
en somme de carrés dans R(X;, ..., Xn) de toute fonction définie de

R(X1, «oes Xn) alors nous avons

p(n) < 2°.

En rapprochant ce résultat de celui obtenu au chapitre précédent, nous

obtenons donc

1 . Démonstration du théoréme 8

Nous utiliserons trois lemmes.

Lemme 1. Ce lemme est en fait le théoréme 2' énoncé au chapitre 2 de la

premiére partie.
Si R est un corps ordonné maximal, toute fonction définie de

R(X;, ...,'Xn) est une somme de carrés dans R(X;, ..., X )
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Lemme_2. (Pfister [23] )-

Si R est un: corps ordonné maximal et L une extension algébrique
non ordonnable du corps R(X;, ..., Xn) alors - 1 est une somme

n .
de 2 carrés dans L.

Lemme 3. (J. Ax [26] )
Soit K un corps ordonnable ; soit f € K(X) telle que f soit une
somme de carrés dans K(X).
Si = | est somme de ZnQJ carrés dans tout corps L extension
algébrique non ordonnable de K, alors f est somme de 2" carrés

dans K(X).

Démonstration du théoréme :

.Pour n=0 f €R, et £ est positif donc f est un carré dans R et on a

bien 1 = 27,

.« Pour n > 1 : Soit K = R(X;, ..., X _,) ; K est un corps ordonnable.

n-1

Soit L une extension algébrique non ordonnable de R(X;, ..., X__,) on en

n-l
. < -1 -

déduit d'aprés le lemme 2 que -~ 1 est somme de 2" carrés dans L.

D'aprés le lemme 1, f est somme de carrés dans R(X;, ..., Xn) = K(Xn)'

En appliquant alors le lemme 3 on obtient que f est somme de 2" carrés

dans K(Xn) et donc dans R(Xy, ..., Xn)'

2 . Résultats utilisés pour la démonstration des lemmes 2 et 3.

Proposition |

Soit K un corps quelconque, k un entier alors le produit de deux sommes

k - P, - .k _ v 2
de 2 carrés d'éléments de K est une somme de 2 carrés d'éléments de k.

En utilisant la notation de Pfister, ceci s'écrit :

k [k

i S P N P

K

Ce résultat est un corollaire d'un théoréme de Pfister paru dans [24].
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Avant d'énoncer ce théoréme, précisons quelques notations. Soit K un

n
corps quelconque. Considérons les polyndmes LP= X a, Xi2 ;
i=1]

C.PeK[Xl, ...,Xn] et on suppose que Y i ai#O.
On notera ce polyndme CP = < ay, eee a >
On notera G‘f 1'ensemble suivant :

Gy = (@ 40 | x e K"},
On définit aussi Lf@ Y ol Lf= < a1, eee am>
et Y= <Dbil, e.., bn> par :
Y@y =< a; by, ..., a, by, a3 by, ..., a, b, «.., ag bn’ cees @ bn>
Le théoréme de Pfister s'énonce alors sous la forme :
Soient al, ..., a e K® ; soit (? = <l,a>®... @ <1, a >
Alors

k

Gcf = { ¢ x) #0 | x € K2 } est un sous-groupe de K’

Pour démontrer la proposition 1, prenons

Y= <1,1>@®<1,1>@...0<1, 1> (k fois)

alors G‘P = ; puisque d'aprés le théoréme précédent G"P est
K

un groupe multiplicatif nous avons donc bien

EENNE)
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Proposition 2

Soit K un corps non ordonnable. On sait alors que - | est somme de
carrés dans K. On appellera niveau du corps K le plus petit entier
v(K) tel que — 1 soit une somme de v(K) carrés. Le niveau de K est

alors toujours une puissance de 2.

Démonstration :

Soit k l'entier tel que Zk g v(K) < 2k+]

Nous avons donc
2

-1 =x12 + x,2 + + ¥ .
1 X] X9 e xv(K) ou xi e K

Transformons la relation é&crite ci<dessus en

2

2
0= (1 +x2%+ ...+x )+ (xR )

2k -y 2 v (k)
1 + x12 + ...+ X K est non nul car sinon Vv(K) vérifierait
v(K) < 2k_1 ce qii-;st contraire 3 l'hypothése faitesur k.
Nous pouvons donc diviser par 1 + xlz + ...+ x2k et nous obtenons
2t o

2 2
1 + %19+ ...+ X
k
2 -1

D'aprés la proposition 1 on en déduit que - 1 est une somme de Zk

carrés dans K donc v(K) = Zk.

Proposition 3 Pfister [23]

Soit L un corps non ordonnable tel que le corps L(i) satisfasse la

propriété suivante

Toute forme quadratique i coefficients dans L(i) de v > 2" variables a un zéro
non trivial dans (L(i))v (propriété notée Cn(2)).

Alors - 1 est somme de 2" carrés dans L.
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Démonstration :

Si i€ L ou si L est de caractéristique 2 on a évidemment - 1 est un

carré dans L.

Si i f L et si car L # 2 puisque L n'est pas ordonnable = 1 est une

m . . . . ..
somme de 2 carrés dans L pour un certain entier m (voir proposition 2)

.S mg<n on abien le résultat voulu.

.S m>n ., Soient dy, ..., d dans L tels que d12 + ... +d?
2™ 2™

. m _
ne soit pas une somme de 2 -1 carrés dans L.

Posons b=4d,
C=d2
a; = d32 + 4,2
ap = ds? + dg? + dy? + dg?
a_, = dzm_J * e+ d?
o 27 T+] 2
29 2 . . 2
Aucun de ces &léments de L n'est nul car sinon on aurait d;2 + ... +d o
. . - . . - 2
qui serait une somme de 2" -1 carrés, ce qul est contraire a
1'hypothése prise.
Posons alors Y= <1l,a >@<l,a>®.... 8 <1, a <1’ (notation
définie page 67 )
2m'-l
Il existe(¥®) s €L tel que ¢ (s) = b2 + c2. Donc on peut &écrire
en supposant s = (X1, «.., X ;) 1'8galité suivante :
2

Voir [23] page 234 ou [8] propriété u : Soit L un corps tel que L(i)
satisfiasse la propriété Cn(2). Soient aj, az, ..., a, b et c dans L’
et soit Y= <1l,a >®<1, a, >®...9< 1, a_ > alors il existe
s € L2" tel que Cf(s) = b2 + 2

Comme ici m-1 >n L a la propriété Cme](Z) d'oli 1'affirmation sur

1'existence de s.
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b2 + c2 = x12 + a; %2 + ap(x32 + a; xu2) + .... +
2
+ a (x 2
-1 -2 + ... + oo
m 2™ 2 + 1 (a1 am—2) sz—l )
D'ol puisque
d12+d22+...+d§m = d12 + dy? + a e ta

d12 + ... 0+ d2m = X12 +

2
a1 (l + x22) + a2(l + x32 + al xuz) + ...
vee ta__ (1 + %2 + ...+ (a1 ... a__ )x? )
m—1 2m 2+] m-2 oM 1

Donc

di2 + ...+ d2m est la somme des termes suivants :
2

x;2 qui est 1 carré dans L
a; (1 + x52) qui est le produit de 2 sommes de deux carrés dans L

ar (1l + x32 + a; xzu) qui est le produit de 2 sommes de quatre carrés

2

dans L puisque a; xy est une somme de deux carrés.

2 2 . .
am—l(l + X w2, , + ..o+ (a1... 2 ) xzm-l) qui est le produit de

. m-1 P m-1 -
a _| qui est somme de 2 carrés par une somme de 2 carrés, en effet

il suffit d'écrire les termes sous la forme suivante :

a .41+ x2 + a; x2 + a,(x2 +a; x2 )
m~1 { oM 2+1 2va+2 M 2+3 oM 2+4
+a3(x2_ + aj X2_ +3~2(X2_ + a) XZ_ ))+ e+
22,5 22,6 9" 247 om2, o
2 2 2 2 2 2
3 U Xt ar x (g, tar K, bt am-3ij taxi tax(.) ¢+

cee. + am_4(x2... +a; x2..0 +ap( ... ) 4 oLl + am—S("' a ¢ (oo N] }}



qui permet d'affirmer que la parenthése { } est somme de
m-2 2" 5
1+ 1 +2+4+8+ ..., +2 carrés, donc de l+=—9—— = 2 carres.

Par exemple, écrivons complé&tement le terme en a; :
a, [+ %92 +a) x1,2 + 3y (x12+ a3y %152 ) + as(x3%+ a; x,,2

+ ay(x152+ a; x142) )]

a;, est somme de 16 carrés et le crochet somme des termes suivants :
I X92 35 a) x102 qui est somme de 2 carrés comme aj ;

ap (x112+ a; x1,2) qui est le produit d'une somme de 4 carrés par

une somme de 3 carrés donc est une somme de quatre carrés ;

az(x122+ a7 x142 + ap(x152+ a; %342 )) ol a; est somme de 8 carrés
a; x1,2 somme de 2 carrés, a, somme de 4 carrés et x;52+ a; X;g2
somme de 3 carrés. La parenthése est donc une somme de 7 carrés et
1'ensemble est somme de 8 carrés ;

Le crochet coefficient de a, est donc finalement somme de

(1 +1 4+ 2+ 4 + 8) =16 carrés dans L.

On en déduit donc en utilisant le fait que le produit de deux sommes

~ k -
de 2k carrés est une somme de 2 carrés que
d12 + ... d2m est somme de

2
m-1 m - . . =
1+2+4+ ... +2 = 2 =~ 1 carrés dans L ce qui est contraire 3
1'hypothése faite sur les di' Nous avons donc obtenu que pour m > n

m _ . m _
les sommes de 2 carrés sont aussi des sommes de 2 -l carrés.

. m _
Si - | est somme de 2 carrés dans L avec m > n alors - 1 est somme
m _ . N - .
de 2 -1 carrés dans L. Mais d'aprés la proposition 2 le niveau de L
ne peut étre qu'une puissance de 2 ; donc nous avons - 1 qui est

m-1 . . - . .
somme de 2 carrés dans L. Si m = 1 = n la démonstration est terminée,
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sinon on en déduit que - | est somme de 2m-1 - 1 carrés dans L
donc de 2m—2 carrés dans L.

Sim-2=nc'est terminé sinon on recommence.

En itérant le procé&dé nous obtenons que - 1 est somme de 2" carrés

dans L.

Proposition 4

Soit K0 un corps algébriquement clos ; K une extension de Ko de

degré de transcendance n. Alors si f est un polyndme homogéne, de degré
< . . . .n . .

d 3 coefficients dans K, de v > d wvariables,alors f a un zéro non

. . Y
trivial dans K .

Cette proposition peut €tre considérée comme un corollaire d'un

théoréme que 1'on peut trouver dans [8].

L'origine de ce résultat se trouve en fait dans un article de Lang [25]

Donnons quelques définitions préalables

Soit K un corps, i > O un nombre réel et d » | un entier.
On dit que K a la propriété Ci(d)(noté K €C,(d)) si tout polynSme
f, homogéne,d coefficients dans K, de degré d et de n > d* variables

a un z&ro non trivial dans K : (X1, «.., xn) # (0, ..., 0) ot Xj € K.

On dit que K a la propriété Ci (K € Ci) si pour tout d > 1, K a la
propriété Cigd).

On appelle d-dimension diophantienne de K et on note deK)le nombre

réel Inf {i / K E.Ci(d)}

On appelle dimension diophantienne de K et on note dd (K)le nombre réel

Inf {i / KecC,}
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Remarquons tout d'abord que

1< ] alors Ci(d) ==> Cj(d)
et Cc. ==> C.
1 J
. V i K e Ci(l) nous supposerons donc alors d 3> 2

. Si K est algébriquement clos alors K¢ Co'

Enoncé du théoréme [81

Soit K/Ko une extension de degré de transcendance j g «.

Si Koe Ci alors K € Ci+j

ou encore

dd(K) ¢ dd(K ) + deg tr (K/Ko)'; pour obtenir la proposition 4

il suffit de remarquer que Ko étant algébriquement clos Kb € Co’ et
K étant de degré de transcendance n sur Ko nous avons K € Cn et donc
bien que tout polyndme homogéne de KEXI, cees Xv] , de degré d avec

n . .. . . .
Vv > d a un zéro non trivial dans KV ceci quel que soit d entier.

3 Démonstration_du Lemme 2

Lemme 2 : Soit R ordonné maximal, L une extension algébrique non
ordonnable de R(X1, ..., Xn) alors -~ 1 est somme de 2% carrés

dans L.

Démonstration :

Puisque R est ordonné maximal, R(i) est algébriquement clos.

L(i) / R(i) est une extension de degré de transcendance n, d'aprés la
proposition 4 L(i) a la propriété Cn et donc évidemment la propriété
Cn(2).

L et L(i) vérifient donc les hypothéses de la proposition 3, ce qui

- n .
entraine donc que - 1 est une somme de 2 carrés dans L.
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4 Démonstration du Lemme

Lemme 3 : K un corps ordonnable, f € K(X) une somme de carrés dans
K(X). Si - | est somme de 2n—1 carrés dans tout corps
L extension algébrique non ordonnable de K alors f est

somme de 2" carrés dans K(X).

Démonstration :

. Il suffit de faire la démonstration dans le cas de f € K[X].
En effet, si f ¢ K(X) alors f = ﬁ g ethe K[X] et

£fh2=gh , gheK[X], si on a déja gh somme de 2" carrés dans

K(X) alors fh? est somme de 2" carrés dans K(X) et donc f aussi

en divisant chaque carré par h2.

1. Si f =0 c'est évident.

2. 81 f#0 on pose f = a +ayp X+ ...+a x*  avec a; e K

0.
et az #

Montrons que nécessairement a, est somme de carrés dans K et que g
est pair.
Par hypothése f est une somme de carrés dans K(X) donc nous

avons .
2 = 2
fh :z‘._ g. f, het g € K[X]

Soit r = max (deg gi)

leigt
_ r
g; =b; *b, X+ ...+b, X
h =C +C X+ ...+C_ X"
m

o

En égalant les degrés des termes de plus haut degré nous avons
2 +2m=2r car le terme de degré 2 r ne peut disparaltre dans I giz,

K étant un corps ordonnable.

Nous avons donc

t
2 = -
a2 CIn E b et L+ 2m 2r

D'old ¢ est pair et al est somme de carrés dans K,
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. Posons alors 2 k = ¢ .

a) Si k=0 f = ao et ao est somme de carrés dans K donc dans K(X).

P . n _
Vérifions que a est bien somme de 2 carrés dans K(X).

Considérons le polyndme irréductible sur K X2 + a -
Soit o une racine de ce polyndme et L = K(a). L n'est évidemment pas

ordonnable, on peut donc écrire d'aprés 1l'hypothése du lemme 3
zn*l
- = 2
1 ii] (bi + a ci) bi’ s € K

ou encore en identifiant les termes de K :

2n—1 , , 2n—l , 2n—1 ,
1 + .Z bi = - q (.Z c; ) = ao(.Z ¢y )
1=1] 1=1 1=1]
2n--l
Nous avons I ci2 # 0 puisque K est ordonnable d'od
i=1
2n—l
i+ = b2
i=1 t n
a = n—? qui est bien une somme de 2 carrés en utilisant
2
z c.?
. i
1=1]

la proposition 1 et en écrivant :

2n—l 2n-l
(1+ 2 b2 (I c?
d = i=1 i=1
o 2n—1
2 2
( Z Ci )
i=1
. a 2k
b) Si k > 0. f = a +ap X+ ...+a, X

On sait que 3ok est somme de carrés dans K et en répétant le raisonnement

. . n .
fait pour a, on obtient que aoy est somme de 2 carrés dans K.
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. On peut supposer f unitaire : en effet
£ est unitaire et si £ est somme de 2" carréds dans K(X),
a a
2k 2k
par la proposition 1, ag1 ;ﬁ_ 1'est aussi donc f est somme de 2" carrés
2k
dans K(X).

P . n ~
. On peut supposer f sans facteur carré car si f est somme de 2 carrés dans
K(X), g2 £ 1'est aussi.
g.2

t
. D'aprés 1l'hypothé&se nous pouvons donc écrire f = I =

1 h?

Soit a une racine de f, p le polynome minimal de o sur K. Il nous
suffit alors de montrer que p est somme de 2" carrés dans K(X).
Car alors f étant le produit de polyndmes tels que p, d'aprés la propo-

sition 1, f sera somme de 2" carrés dans K(X).

I1 existe 1 (1 ¢ 1 g t) tel que gi(a) # 0. Car sinon p diviserait tous
les g, donc p2 tous les gi2 et p2 diviserait f, ce qui est contraire
1'hypothése. On en dé&duit que :

a
t

0=f(a) h2(a) = 3 (gi(a) )2 les gi(a) non tous nuls et donc le
i=1

corps K(o) n'est pas ordonnable.

Soit & = deg(p) = [K(a) : K]» 2, puisque K(a) est non ordonnable et que

K est ordonnable. D'aprés 1l'hypothése du lemme 3, - 1 est somme de 2n-_l
carrés dans K(a) donc
2n—l
2
-1= iE] (h; (@) ) h, € K[X]

et on peut supposer deg hi < 2 -1 (car sinon on divise h par p et on
obtient comme reste un polynome qui a la méme valeur que h sur a)

On en déduit que
2n—1

1+ I hi2 admet la racine o et donc qu'il existe q € K[X] tel que
i=1 :



_77_

2n—]

1+ hi2 =pq on a donc
i=1

deg q ¢ 2(2 - 1) = ¢

deg q « £ = 2 et en comparant les termes de plus haut degré on
obtient que le coefficient du terme de plus haut degré de q est une

n ~
somme de 2 carrés dans K.

. S18 =2 deg q €« O donc q = q,€ K et q, d'aprés ce qui précéde est

n -
une somme de 2 carrés dans K

2n-l
Donc 1 + = hi2
p = “;:l est une somme de 2" carrés dans K(X) en écrivant
o
2n-l
2
(1+ & h9)q
1=] . e,z
p = et en appliquant la propriété 1 .

(q,)?

. On effectue un raisonnement par récurrence sur le degré de p.
Supposons la propriété

"K corps ordonnable, L = K(a) corps non ordonnable, p € KLX] polynome
minimal de o et - 1 somme de 2n--1 carrés dans L entralne p somme de
2™ carrés dans Lalors p est somme de 2" carrés dans K(X)" vraie jusqu'a

p de degré & - 1 et démontrons la pour %.

Reprenons 1l'identité
2n—l

1+ I h.2 =p q.
. 1 :
1=1
Soit B une racine de q et q' € K[X] le polynSme minimal de g nous avons

deg(q') ¢ deg(q) < 2 - 2<

puisque q(B) = O nous avons
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2n-1

-1= 7z hiz(e) et donc L' = K(B) est non ordonnable et - 1
i=1

somme de 2n—l carrés dans L'. D'aprés 1l'hypothése de récurrence q' est
donc une somme de 2" carrés dans KX).

Comme ceci est vrai pour tout polyndOme unitaire irréductible q' qui
divise q et pour le coefficient du terme de plus haut degré de q en
utilisant la propriété | nous obtenons que q est somme de 2% carrés

dans K(X).

Or p peut s'écrire

= et en
appliquant 3 nouveau le fait qu'un produit de deux sommes de 2" carrés
est une somme de 2" carrés nous avons bien le résultat voulu : p somme
de 2" carrés dans K(X) et donc le polyndme f initial est aussi de 2"
carrés dans K(X).
En conclusion :
‘Dans le cas d' un corps ordonné maximal K pour powvotir décomposer
toute fonction définie de K(X3, +.., Xn) en p(n) carrés dans K(X;, ..., X )
2l suffit de p(n) < 2" carrés.

En reprenant le résultat obtenu au chapitre 2, nous obtenons que dans le

cas de K ordonné maximal les valeurs de p(n) vérifient :
n

n+1gpn)g?2

Dans le cas de n = 0, on retrouve que dans un corps ordonné maximal tout
élément positif est un carré.

n . e
= 2 et donc toute fonction définie de

Dans le cas de n = 1 n+l1=2
K(X), K étant ordonné maximal, est somme de deux carrés dans K(X). Ce

résultat peut &étre trouvé de fagon élémentaire et fera l'objet du chapitre 4.
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Dans le cas n = 2 nous obtenons pour K ordonné maximal

3 5 p(2) < 4.
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CHAPITRE 4 RESOLUTION ELEMENTAIRE DU CAS DE K(X/ oU K
EST ORDONNE MAXIMAL.

Il suffit d'étudier le cas de p € K[X]. p est évidemment de degré pair et
pour que p soit défini il faut que le coefficient de son terme de

plus haut degré soit positif. On peut alors supposer p unitaire car

le coefficient du terme de plus haut degré étant positif dans K ordonné
maximal est un carré dans K. On sait () alors qu'un tel polynome se

décompose dans KEK] sous la forme :

B

X b- X C.

o

px) = T @-a) ' T
i€ j€J

ol les trinomes X2 + bj X + cj sont sans racine dans K. Pour que p(x)

soit positif ou nul quel que soit x € K il faut que o soit pair donc

a; = 2 a'i. D'autre part le trindme peut se mettre dans K[X] sous la
forme : _
X2 + bj X + cy = X - pj)2 + qu puisqu'il n'a pas de racine dans K (%)

s'écrit alors :
P
2a'.

1I _ i I - 2 2
PX) = .o (X -a) ST @-pp® e a

B3

¢ 28'
[T @-ap ¥ T (@-pp?ea
ier jed ]

p(X)

Or dans tout anneau commutatif nous avons 1'égalité :
(a2 + b2) (c2 + d2) = (ac - bd)2 +(ad + be)2

Donc le produit de deux sommes de deux carrés est une somme de deux
carrés.
En itérant ce résultat nous pouvons donc affirmer que

I (- pj)2 + qu)ej est une somme de deux carrés danms qu.
jed .

(#) Voir Bourbaki II-6-§ 2, n° 6.



..8]..

Nous avons donc le résultat suivant

Théoréme 9
Sott K ordonné maximal p e K [X‘] un polyndme défini alors p est
somme de deux carrés dans K[X].

et nous en déduisons immédiatement :

Sott K ordonné maximal f € K(X) une fonetion définie alors f est somme

de deux carrés dans K(X).
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CHAPITRE 5 RESOLUTION DU CAS DE R(X, Y)

Nous allons étudier ici un résultat di 3 un travail récent de

Messieurs Cassels, Ellison et Pfister.

Théoréme 10  [27]

Le polyndme £(X, Y) = 1 + X2 (X2 - 3)Y2 + X2 Y* de R[X, Y] n'est pas une

somme de trois carrés dans R(X, Y):

Nous avons vu que ce polyndme f(X, Y) était tel que pour tout
(x, y)e RxR , f(x, y) >0 (voir page 509 ). Donc d'aprés la conclusion
du chapitre 3, £(X, Y) est somme de 3 ou 4 carrés dans R(X, Y).

Le théoréme 10 affirmant que £(X, Y) n'est pas somme de trois carrés

dans R(X, Y) nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 11

Pour pouvoir décomposer en somme de carrés dans R(X, Y) toute fonction
f(X, Y) € R(X, Y) telle que ¥(x, y) e R xR , f(x, y) >0,
4 carrés sont nécessaires (et suffisants d'aprés le chapitre 3).

1 . Résultats préliminaires

Lemme 1 :]Soit k un corps ordonnable. Soit £(y) = 1 + ay2 + by* un

élément de k(y] avec b # 0 et a2 # 4 b.

f(y) est somme de trois carrés dans k(y) si et seulement si

la courbe elliptique € b, - n2 = g(§2 - 2 ag + a2 - 4 b)

a un point k-rationnel (£, n) avec £, n dans k tels que g

et - £2+ 2a¢g- a2 + 4 b soient sommes de deux carrés dans k.
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Supposons que f(y) est somme de trois carrés dans k(y). Alors puisque
f(y) est un polyndme d'aprés le résultat du théoréme 6, f(y) est somme

de trois carrés dans k[y], donc :

£ = £12+ £52+ £32 od £, € k[y]

Puisque k est ordonnable et que le degré de f est 4 les fi sont de degré 2
au plus (sinon on aurait une identité du type O = d;2+ d22+ d;2 , en
identifiant les termes de plus haut degré des deux membres, ce qui est

impossible dans un corps ordonnable).

Posons donc fi(y) a; + bi y + ¢, y2 (i=1, 2, 3). En portant ceci

dans la relation f = f12+ f,2+ £32 et en identifiant les termes de

méme degré nous obtenons :

3
T a.2 =]
i
1
3
I a. b. =0
1 i
3 3
I b.2+2 31 a.c.=a
: 1 : 11
3
Z b.c. =0
. i1
3
I c.2=0b
1

Effectuons sur 1'espace k3 une transformation orthogonale telle que le

vecteur (a;, a,, a3) devienne le vecteur (1, 0, O)

Le systéme précédent devient alors
a; by =0
by2+ by2+ b3+ 2 a; ¢ = a
by ¢ + by cp + bz c3 =0
c; 2+ c22+ C32= b
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D'ol by =0

by2+ b3?=a - 2 ¢
by co + by c3 =0
c22+ C32= b - c12

Ceci entraine :
(a -2 Cl)(b - C12)

(b22+ b32) (c22+ c32)
(byc, + bzc3)?+ (byes = biep)?
(b2C3 - b3C2)2

Posons E=a-2c
= 2(b2C3 - b3C2)

3
[

Alors 4(b - c12) =4b-4 c12= 4 b - (£ - a)2 en reportant dans la
relation que nous venons de trouver on obtient :

- - )2 2
£ b (2 a)s) _ 2 done

2

E( (€ -a)2-4b)=-n

Vérifions les conditions sur £ et (€ - a)2 - 4 b :
£ =a=-2c; =by2+ b32 est bien somme de deux carréds.

- [ -a2-4 b] = 4(b = ¢12) = 4(cp%+ c32) est bien somme de deux

carrés également.

Réciproquement :

Soient (£, n) vérifiant les hypothéses du lemme.
Alors
a) Si =0 4b-a2 =d2 + e2 d'aprés 1'hypothdse
on obtient une solution du systéme (*) en premant b; = b, = b = 0,

2cy=a, 2cy=d,2c3=¢e.

b) Si g = by2+ b3? # 0. On obtient

4 b - (E - 3)2 = (g)z(bzz + b32)
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Et on a une solution du systéme (%) en prenant :

by =0,2¢ =a-g, 2c, = g by, 2 c3 = - g b, .

Dans tous les cas on a une solution du systéme (%) et donc la possibilité

de représenter f(y) comme somme de trois carrés.

Corollaire du lemme 1

f(x, y) =1 + x2(x2 - 3)y2 + x2 y* est somme de trois carrés dans R(x, y)
si et seulement si la courbe elliptique
¢!, n2 =g - x2(x2 - 3) -2x) (£ -x%x2(x2 -3)+2x) aun point

(£, n) rationnel sur R(x) tel que n # O et £ est positive ou nulle sur R.

Appliquons le lemme 1 avec k = R(x), a = x2(x% - 3) et b = x2.

On en déduit que f(x, y) sera une somme de trois carrés dans R(x, y)
si et seulement si la courbe elliptique
€ 02 = g2 - 20202 - 3)E + K2 - D2 - 4 x2)

=£( - x2(x2 -3) -2%x) (£ - x2(x2 -3) + 2 x)

a un point (£, n) rationnel sur R(x) tel que £ et

-(& - x2(x2 - 3) = 2x) (£ -%x2(x2 -3) + 2 x) soient sommes de deux

carrés dans R(x).

Sin=0alors £ =0ou £ =x2(x2 - 3) *+ 2 x.

Le premier point (0, O0) ne peut répondre aux conditions ci-dessus car
alors il faudrait que

4 x2 - (x2(x2 - 3))2 = - x2(x2 - 1)2(x2 - 4) soit somme de deux carrés

dans R(x).

Ceci est impossible puisque les éléments sommes de deux carrés dans R(x) sont
toujours positifs sur R, ce qui n'est pas le cas de - x2(x2 - 1)2(x2 - 4).

De méme les deux autres points ne peuvent convenir non plus car

£ =x2(x2 - 3) + 2 x doit tre somme de deux carrés dans R(x).

Or x2(x2 - 3) + 2 x = x(x ¥ 1)2(x * 2) qui ne peut rester positif quelle que
soit la valeur réelle donnée & x et qui ne peut donc pas €tre somme de deux

carrés dans R(x).
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Donc s'il existe un point (£, n) vérifiant les hypothéses alors n # O.

Si & =0 sans que n = 0 alors nous aurions -n? = x2(x2 - 1)2(x2 - 4)

2

ce qui est impossible car - n? est toujours négatif sur R, ce qui n'est

pas le cas du second membre.

Nous pouvons donc supposer & # O

Alors de

-n? = g8 - x%(x2 -3) - 2 x)(E - x2(x% - 3) + 2 x)

on déduit
-n2 /
_%_-= (E - xz(x2 -3) -2 x)(8 - x2(x2-3) +2 X)

Mais si £ = A2 + B2  dans R(x) alors

. AZnZ+BZal =(_A_HY+( B n )2
A®+ B (A2 + B2)2 A2 + B2 A% + B?

et nous avons donc

-(E - x2(x2 -3) -2x)(E - x%2(x -3) + 2x) qui est bien somme de deux

carrés dans R(x).

Pour que & soit somme de deux carrés dans R(x) il faut et il suffit que £
ne prenne que des valeurs positives ou nulles sur R. D'ol le résultat

annoncé.

Lemme 2 :|S'il existe & et n dans R(x) tels que
-n2 = EE - x2(x2 -3) -2 x)(E - x2(x2 - 3) + 2 x), avec
£ somme de deux carrés dans R(x) alors & est égal 3 un carré

dans R(x).

P
Tout d'abord on peut supposer que & = Q? avec PGCD (P, Q) = 1.
En effet si £ est somme de deux carrés dans R(x) alors

2
g = (%) + (zcl')2 avec a, b, c et d € R{xﬂ
PGCD (a, b) =1 , PGCD (c, d) =

|
—

aton £ - rpt 9 .
(b )2 ¥
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Si p irréductible divise y2, il divise y = b d donc il divise b ou il
divise d et de plus.p? divise .92.

Si p divise b et que p divise w alors p divise a d mais p divisant b ne
peut divisér a donc il divise d. Donc p divise b et d.

Si p divise d et w on a de méme p divise b et d.

ﬁais si p divise d, p? divise d? ; si p divise b, p? divise b2 ; donc
p2 divise w et puisque p? divise w et Y2 on peut simplifier.

En itérant on peut donc supposer que

g=$2amc%®(mw)=l.metweﬁw

- . -1
Remplagons £ par cette valeur dans 1'équation de € . Nous obtenons

- 2% 0?2 - 2 x2(x2 - 3o P2+ x2 (x-1)2 (x+1)2(x-2) (x+2) p*)

Puisque le membre de droite est un polynOme, le membre de gauche est

aussi un polyndme de R[x].

Soit n2(¢3)2= H2. Soit w = w] 62 avec w] sans facteur carré, alors danis[X]
-~ H2 = wy 82€w? - 2 x2(x2 - 3)w P2+ x2(x - 1)2(x + 1)2(x - 2)(x + 2)y")

82 divisant le membre de droite divise H? et en simplifiant nous obtenons
dans R[X]

- H? = w(? -2 x2(x%2 - 3w ¥ + x2(x - 1D2(x + 1)2(x - 2)(x + 2)y")

Soit alors p premier diviseur de w:. Alors p divise H% donc p divise B,
et p2 divise Hf. Mais puisque p2 ne divise pas w; et que p2 divise H%,
¢'est que p divise (w?- 2 x2(x2 - 3)uw P2+ x2(x=1)2(x+1)2(x+2) (x=2)y")
p divisant déja w c'est donc que p divise x2(x-1)2(x+1)2(x-2) (x+2)yp"

Mais p divise w donc p ne divise pas y puisque PGCD (w , y) = 1.

Donc finalement : si p premier divise w; alors p divise

x2(x-1)2 (x+1)2(x-2) (x+2). w; étant sans facteur carré on en déduit que

o1 = A xEDPE)Y 2% (x+2)°
ol as Bs Ys 8, € sont égaux a 0 ou 1.
w] 62

Revenons &4 § = 52 = 2 puisque § est toujours positif sur R et

2 )
que sz l'est aussi, il faut que w; soit toujours positif sur R. Ceci e

2

entralne ¢ =B =y =8 =¢ = 0, A > 0, donc finalement £ = Awg = (ew X)z

et £ est un carré dans R(X).
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Indiquons quelques notations avant de donner deux autres lemmes.

Nous désignerons par %;l le groupe des points de la courbe elliptique
=1 .. . P .

4 définis sur K. Nous désignerons par ch le groupe des points

définis sur K de la courbe elliptique.

€C:n2 =g -x2(x2 -3) -2x)E - x2(x2 -3) +2x)

. - €
Lemme 3 : ‘ec(x) Q(x)
Lemme &4 : %’C(x) = %R(x) sauf s'il existe un point (£, n) de
-1
‘CIR(x) tel que £ € R(x)*2 .

Pour les démonstrations des lemmes 3 et 4 qui font appel a la théorie

des courbes elliptiques, voir [27] (Lemme 5-7 et Théoréme 7-1).

2 - Démonstration du théoréme

Remarquons que k € K entralne (Gk < <GK' Donc si ‘CQ(x) = ‘Cc(x)

puisque Q(x) € R(x) < C€(x). Nous en déduisons que

‘Gc x) <6[R(x)

En appliquant le lemme 4, nous obtenons donc qu'il n'existe pas (£, n)

dans ‘Cﬂ-{l(x) tel que £ € R(x)* 2.

Puisque si nous avons (£, n) € ‘G'E'{(x) vérifiant les hypothéses du
corollaire du lemme 1, £ # O et & est somme de deux carrés dans R(x)
et que d'aprés le lemme 2 un tel § est finalement un carré dans R(X).
Nous obtenons donc qu'il n'existe pas de point (E, n) e <6-|E]{(x) et

vérifiant les hypoth&ses du corollaire du lemme 1 et donc que le polyndme

f(x, y) =1 + x2(x2 - 3)y2 + x2 y* n'est pas somme de trois carrés dans

R(x, y). D'ol le théoréme 11 énoncé au début de ce chapitre.
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CHAPITRE 6 PROBLEMES ANALOGUES

Nous citerons ici quelques résultats récents concernant le
17é probléme de Hilbert posé cette fois dans le cas de corps autres

que R.

1 .  Cas de Q(X)

En 1906 dans [20] Landau avait montré que dans le cas de Q(X)
8 carrés de polyndmes suffisaient pour pouvoir décomposer tout polyndme

de Q[Xﬂ ne prenant sur  que des valeurs positives ou réelles.

Dans son article [28] paru en 1971 Yves Pourchet montre que ce

nombre peut €tre ramené 3 5 sans pouvoir €tre abaissé davantage.

Nous avons donc le théoréme suivant :

Théoréme 12

Soit p € Q(X] tel que Yae @ p(a) > 0 alors p s'éerit sous
la forme 5
p= I gi g]‘_e Q[X]
i=1

et 1l existe de tels polyndmes p qui ne sont pas somme de & carrés dans

Q[x].

Notons que 1l'auteur donne également dans cet article une caractérisation

des sommes de quatre carrés dans Q[X] .

Notons é&galement ici que dans le cas de Q(X, Y) on ignore si on peut
trouver une borne supérieure pour le nombre de carrés nécessaires i la
décomposition des fonctions de Q(X, Y) qui sont positives sur tout élément

(a, b) € Q2.
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1
2
2 - Cas de @ (X)

Dans un exposé fait 3 Toulouse en Mai 1971, W.J. Ellison s'intéresse
1 1
au 17& probléme de Hilbert sur le corps Q2. Par Q2 on désigne la cldture

quadratique réelle de Q.

Théoréme :
1 1
Si £(X) € Q2(X) est somme de carrés dans Q2(X) alors f(X) peut Etre écrit

comme somme d'au plus quatre carrés dans QZ(X).

1
Notons qu'il existe des polyndmes de Q2(X) qui sont somme de carrés
1
et qui ne sont pas somme de 2 carrés dans Q2(X), mais qu'on ignore si trois
1

carrés suffisent pour écrire dans QE(X) tout polyndme somme de carrés dans
1

Q2 (X).

3 - Corps K non commutatif

Nous avons page 11 exclu le cas de K ordonné non commutatif pour poser le
178 probléme de Hilbert sous sa forme classique. Pourtant si K est un corps
non commutatif, les sommes de produits de carrés jouant un rdle semblable a
celui des sommes de carrés dans le cas commutatif, il est raisonnable de se
demander si on ne pourrait pas généraliser le 17& probléme de Hilbert au cas
non commutatif en cherchant & décomposer les fonctions en sommes de produits

de carrés.

4 - Corps K commutatif ayant plus d'un ordre

Dans ce cas on pourrait généraliser le 17°™ probléme de Hilbert dans
KX1y coes Xn) en cherchant 3 décomposer en somme de carrés dans K(Xj, ..., Xn)
les fonctions £ € K(X1, ..., Xn) qui sont telles que pour tout (aj, ..., an)é Kn,

fla;, ««vs an) est totalement positif dans K.



En conclusion & cette partie nous pouvons donner le résumé

suivant :

Soit K un corps tel que toute fonction définie de
KXps evens Xn) soit décomposable en somme de carrés dans K(Xj, ..., Xn)'
Soit alors PK(n) le nombre de carrés permettant de décomposer toutes

ces fonctions (K et n étant fixés).

Nous pouvons alors donner sur PK(n) le tableau suivant

Nombre de
variables '
corps n 0 1 2 n>3
K
R 1 2 4 n+2<P (n)<2"
K ordonné maximal 1 2 3<P(2)g4 n+l\<P(n)\<2n
qQ 4 5 ? ?







_92...

M PARTIE

17¢ PROBLEME pE HILBERT pans R(V)
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Nous nous intéresserons ici au probléme suivant :

. ¢ oy - . - n < . .
Soit V une variété algébrique réelle de R (c'est-3a-dire une partie
n . . . . ~ . . s . .
de R définie par des équations polyndmes), soit j(V) 1'idéal associé

4V (c'est-3d-dire 1'ensemble des polyndmes nuls sur V).

Nous supposerons la variété irréductible et donc 1'idéal ‘j(V) premier.
Soit alors R[V] = R[Xl’ cees Xy /{](V) , qui est donc intégre, et soit

enfin R(V) son corps des fractions.

Soit alors F € R(V) (F s'interpréte comme une fonction définie
presque partout sur V), telle que F est positive ou nulle sur les

éléments de V.
p
A-t-on alors dans R(V) F= 1 G12 ? Et si oui, peut-on trouver p(n)

tel que toute fonction F puisse se décomposer en au plus p(n) carrés ?

Au chapitre 1, nous essaierons d'obtenir un résultat en appliquant
les résultats connus dans R(X1, ..., Xn)' Nous obtiendrons ainsi un
résultat partiel mais 3 la fois qualitatif et quantitatif et nous montrerons

1'impossibilité d'obtenir un résultat général par cette méthode.

Au chapitre 2, nous é&tudierons un résultat de A.R. Robinson qui
permet d'obtenir un résultat qualitatif général mais ne donne pas

d'indication quantitative.

Remarquons que si V = R", alors (V) = (0) et R[V] = R[X;, ..., XA] ;

P -

Dans ce cas le probléme a déja &été résolu.

De méme si V = @, alors 'J(V) = R[X;, ..., Xn] et le seul élément de R[V]

est O qui est bien un carré.

Dans la suite nous supposerons donc V #an et donc "J(V) # (0), et
V# @ et dnc J(V) #R[Xp, ..., X ]
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CHAPITRE 1 RESOLUTION QUALITATIVE ET QUANTITATIVE

I

1%)

2°)

PAR APPLICATION DES RESULTATS DES PARTIES 1 ET 2

Réductions_du_probléme (Les notations sont celles définies i la

page précédente).

Il suffit de faire 1'étude pour Fe R[V].

En effet, soit F = g avec P et Q dans R[V].

Si le probléme est résolu pour les éléments de R[V] alors F = Eag ,
donc PQ est un &lément de R[V] positif sur V et donc
P
Q= @ G2 G. € R(V).
. i i
1=] P G.2
‘o iﬁl i P €; 2
On en déduit aussitot F = =——— = I (?{)
Q2 i=1
G,
2

et puisque (=) € R(V), nous avons bien une solution du probléme

Q

pour F.

-~

I1 est possible de se ramener 3 un probléme dans R[Xl, ceeay xn].

Soit f € R[Xl, ceey Xn] ; si £ est positive sur les éléments de V

alors g = f + h ol he.j(V) est aussi positive sur les éléments de V.

Si F appartient a R[V] et est positive ou nulle sur V, quelle que soit
f de R[Xl, cees Xn] telle que la classe f de f dans R[X;, ..., Xn]/ 1)

soit £ = F alors sur (aj, ..., an) € V nous avons
f(ag, ooes an) =F(ay, ..., an).

Donc si F ¢ R{VJ est positive sur V, il en est de méme de toute fonction

fe R[Xy, ... Xn] représentant de Fe R[V].

Nous allons donc chercher un élément g = £ + h dans R[Xl, ey Xn]'
avec he '] (V) qui soit tel que g soit non seulement positif ou nul
sur V mais aussi sur R" tout entier afin de pouvoir alors appliquer

les résultats d'Artin et de Pfister.
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Notons N, = {x ¢ R", £(x) < O}.

f

(Remarquons que Nf change si 1'on change de représentant pour F = £)

Supposons que j(V) est principal.

Supposons que Nf est borné et vérifie_ﬁ; Nv=g.

A . Utilisation des résultats acquis

Soit F ¢ R[V] positif ou nul sur V, f telle que f=Fet que les
hypothéses sur Nf ci-dessus soient vérifiées. Puisque (V) est supposé
principal, soit h le polyndme engendrant '(V) (h est non nul car 'J (V)
est supposé différent de (0)).Alors en tout point x de ﬁ;, h(x) est non nul

puisque ﬁ; NnNv=g.

Posons alors a = Inf  £(x) -®< a3<0
X €N
f
et b= 1Inf  (h(x))?
X € Nf

Nf étant fermé et borné dans R" est un compact de R™ et donc Inf _ (h(x))2
X €N
f

est atteint en un point de Nf.

Cet infimum est donc différent de zéro puisque h(x) est non nul en

chaque point de ﬁ;.
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I1 est positif puisque ¥ ne peut prendre que des valeurs positives
ou nulles d'aprés son expression.

Donc O < b < .

Cherchons maintenant A € R tel que g = £ + ) h? soit positif ou nul
sur R" tout entier.
a

Posons ) = - 5 2 0 et )< =

. pour x ¢.ﬁ;

g(x) est positive ou nulle puisque f(x) 1'était et que A h?= - % h?2

. n .
est positif ou nul sur tout R par construction.

. pour x € Nf nous avons

g(X)=f(X)-:§I?(X)>,a+ % b =0

Donc g(x) > O.

Nous avons donc bien trouvé une fonction g e R[X;, ...., Xn] telle que
g=f=F et g(x) »0 pour tout x e R".
Alors par le théoréme d'Artin et un résultat de Pfister nous pouvons affirmer

que

i
=) g; et hi dans R[Xl, cees Xn]

B . Passage a R[X;, ..., Xn]/j
’ V)

L'égalité précédente peut s'écrire en réduisant au méme dénominateur :
on
2 = 2
g k% = ‘21 k, k, etke R[X), ---s xn]
1=

Nous en déduisons 1'égalité dans R[V]
oM

- —2 —

gk"z ki
1=1

2
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Si on démontre que 1l'on peut avoir une telle égalité avec k non nul

(c'est—-a-dire k ¢ H(V)), on pourra en déduire 1'égalité dans R(V),

n —
_ 27 k. o
g= I =) quli est le résultat cherché.
i=1  k

Nous allons montrer qu'on peut effectivement se ramener 3 une telle

égalité avec k ¢ T wW).

Puisque (V) est principal et engendré par h, si k € (V) alors k = h q.

Mais si k € ’J (V) alors chacun des k; € "T(V). En effet si x € V, k(x) =0
2,

et donc I ki(x) = 0. Cette égalité dans R entraine ki(x) = 0 quel que
i=1

soit i. Ceci étant vrai pour tout x € V, on en déduit que ki € "1(V) ; donc

k. = h q; -

1 n

2
En remplagant dans 1'égalité ci-dessus on obtient g h2 q¢2 = 1 h? qi2
=1

i
et on peut simplifier par hZ.

En itérant le procédé on peut donc se ramener 3 une égalité dans

REXl, ceey Xn] :
2n

g k'2= I (k'i)2 avec k' ¢ (V).
i=1

Alors k' # O et donc nous avons dans R(V)
2% k',
- i
g= I (=)
i=1 k

Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 13

Soit V une variété algébrique irréductible, dont 1'idéal ’Y(V) est principal.
Soit F e R[V] = R[X:, ..0h X, / n(vy telle que F soit positive ou nulle
sur V et telle qu'il existe f € R[X1, ..., Xn] telle que f = F et que st
est bornée et ﬁ}(ﬁ vV = 0.

= {x eR", £f(x) < 0}, alors ﬁ;
n

G,2 on G, € R(V) corps des fractions de R[V].
1

on note Nf

Alors F =
i

N ~MMN
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Le résultat se généralise immédiatement aux fonctions F € R(V) telles
que F = g oli P.Q vérifie les hypothéses du théoréme ci-dessus d'aprés

la remarque faite au début de ce chapitre.

Les résultats de minoration du nombre de carrés nécessaires 3 la décomposition

obtenus par MM. Cassels et Ellison ne peuvent donner de conséquences ici

car certains des carrés peuvent s'annuler lorsqu’on passe de R{Xl, cees Xn]
a R[V].
III - Non possibilité d'une démonstration par_application des_résultats

des_parties 1 et 2 dans le cas général.

t2 (parabole

Soit V la courbe de R? définie par (X
t3 semi-cubique).

Y

L'ensemble des polyndmes s'annulant sur V est 1'idéal engendré par Y2 - X3 (%),
“(V) est donc principal. Soit alors f(X, Y) = X. Le polynOme est bien
positif sur V. Mais'ﬁ} NV #¢ puisque-ﬁ;(\ v=1{ (0,0}

On peut se ramener 3 un représentant g de F = f tel que Ng soit borné.

(*) Pour le vérifier soit P(X, Y) s'annulant sur V ; on peut diviser P(X, Y)
par Y2 - x3 dans R[X] [Y] puisque le terme de plus haut degré en Y
appartient 3 R.

P(X, Y) = Q(X, Y)(¥% - X3) + S(X)Y + T(X)

Pour X = t2 Y = t3 nous obtenons :
S(t2)t3 + T(t2) = 0

S(t2)t3 est un polyndme en t dont les puissances sont impaires alors que
celles du polyndme T(t2) sont paires. Ceci ayant lieu pour tout t ¢ R

il faut que S =T = O et donc que P(X, Y) soit multiple de Y2 - X3.
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En effet considérons g = X + (Y2 - X3)2, g=f =F
Montrons que Ng est bornée.
X+ (X3 -Y2)2 <0 entrafne X< - (X3 -Y2)2¢< o0

D'od X<-x+2x3°¥ -Y«go0

Tous les termes de la somme &tant négatifs on en déduit :
(1) X< - xb

(2) X< -Y*

De (1) on déduit X étant négatif :
1> -X> et donc X° > - 1.

Nous avons donc - 1 < X5 < 0 d'oi-1< X< O.

De (2) on déduit en utilisant le résultat ci-dessus

-1<X<-YgoO

Donc 1 > Y* et donc Y e.]— 1, + 1[

Finalement tout point (X, Y) de Ng est tel que

- 1<X<0 et-1<Y< + 1. Donc Ng est borné.

La seule hypothése non vérifiée est donc

ﬁ;f\ V=9 puisque N NV = ﬁ;;ﬁ V = {(0, 0)}

. I1 est alors impossible de trouver un polyndme p(X, Y) tel que

g + p(X, Y)(Y2 - x3) soit positif ou nul sur R2.
En effet : g + p(X, Y)(Y2 - X3) = X + [p(X, ¥) + (Y2 - x3)] (¥2 - x3)

Or si 1'on fait tendre un point vers l'origine sur 1l'axe O0X, quel que soit
le polynOme p choisi, 1l'expression sera équivalente 3 X et sera donc
positive 3 droite et négative 3 gauche de l'origine.

Elle ne pourra donc pas rester positive ou nulle sur RZ tout entier.
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Nous avons donc un exemple de fonction F = X telle que F est positive

sur la variété V d'idéal "\(V) = (Y2 - x%) principal. F est bien telle
qu'il existe un représentant g tel que g = F avec Ng = {x eR?, g(x) < 0}
borné, et du seul fait que-ﬁ; NV # @, puisque ﬁ; Nv =1{(0, 0)},il résulte
qu'il est impossible de trouver un représentant de F tel que celui-ci soit

positif ou nul sur R? tout entier.

Pourtant on peut remarquer que dans ce cas nous avons sur V 1'égalité
X X2 = Y2 et puisque X ¢ 1(V), X(X)2 = (¥)2 avec X # 0 dans R[V]-

D'ol on déduit

X = 6)_%2 dans R(V)

X = F est donc bien un carré dans R(V) celui de

b L]

I1 convient donc de chercher une démonstration autre que celle par application

des résultats connus car celle-ci ne pourra donner que des résultats partiels.
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CHAPITRE 2 RESOLUTION QUALITATIVE PAR UNE METHODE DE LOGIQUE

Nous obtiendrons ici le théoréme suivant :

Théoréme 14 :
Soit V # @ une variété algébrique irréductible de R"™ et "{(V) son idéal.
MmeW]=Mm“”’&J/1W)etMWZewms@sﬁw%ms@RW}

Alors pour tout élément F € R(V) tel que F est positive ou nulle sur V
on peut décomposer F dans R(V) sous la forme

Ce théoréme résulte de la proposition suivante die & A. Robinson en

1956 dans [29] :

Soit V une variété algébrique irréductible de R" et ﬁ(V) 1'idéal corres-

pondant de R[Xl, ceeey Xn]. (V non vide). Soit £(X1, ..., Xn) un polynome
de REXp, «..y Xn) tel que f(x;, ..., xn) > 0 pour tout (X, ..., xn)e_V.

Alors il existe des polynOmes ho(Xl, cees Xn); cees hk(Xl, ey Xn) de
R[Xl, cenes Xn] tels que

2 2 ‘
(b Xy, wovs XDTEXy, wees X)) = (1(Xp, ey XD Lot (B (Xp,en 05X ) 2CIW)

avec h (X1, +.., X)) # 0 M)

Cette proposition permet d'obtenir facilement le th&oréme 14 car d'une

telle congruence, on déduit en passant & [R [V] :

o2 = 2 o2 h
h £ %+ ...+ h h #0

d'old dans R(V)
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La résolution du cas f polynome permet de passer aisément au cas de

f € R(V) comme nous l'avons déja fait au chapitre 1.

Ce résultat est en fait obtenu comme corollaire de la proposition suivante

démontrée par A. Robinson :

Théoréme de Robinson

Soit K un corps ordonné maximal et V une variété algébrique non vide irréduc-
tible de K. Soit ’§ (V) 1'idéal de V dans K[X1, ..., X_].
Sotent alors £(X1, «.., Xn), 81 (X1 coes Xn), ey gm(xl, ceey Xn) (m > 1)

un ensemble de polyndmes de K[Xl, cees Xn] qui n'appartiennent pas d Q(V)
et qui sont tels que pour tout (X1, ..., xn) € V Lle systéme d'inégalités
gﬁm,””xg50 mwtwti@ldne%mmeﬂm,“”xgzo.

Alors il existe dans K[X;, ..., Xﬁ] une congruence modulo .T(V)

2 k A
(g (1, ooy XYL, oy X) F B (81D s X))
)\l
m

2 i . .
ce (gm(xl, cees Xn)) (hi(xl’ cees Xn) ) ou Aj est soit 0, soit | et

ont les h (X1, «.o, X ) € K[X1, «.us X ] avee de plus h (X1, ..., X)) # 0 (}(V))

Ce résultat peut s'exprimer dans K(V), corps des quotients de

5 KX ce e
KEV] = [ 1s ’ Xn] / Nyy ¥ Par
i .
ok A oA
f= I g - Gl ol
i=1
i

'Aj e {0, 1} , G; e K(V) et f et gj représentent les classes

de f et des g; dans K[V].

Pour trouver la proposition énoncée au début il suffit alors
de choisir, K=K, m =1, g; (X1, ..., Xn) = 1 qui étant positif strictement
sur tout V entraine bien f(Xj, ..., Xn) positif ou nul sur V qui est pris
pour hypothése.
En fait en prenant K ordonné maximal, m = 1 | g1 (X3, ..., Xn) = 1, on peut

obtenir cette proposition pour tout corps ordonné maximal et nous avons donc :
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Théoréme 15 :

Soit K un corps ordonné maximal ; V # ¢ wne variété algébrique irréductible de K.
Soit ') (V)son idéal _, notons K[] = Klxi, ..., x
des fractions de K[V].

Alors pour tout élément F ¢ K(V) tel que F prend une valeur positive ou

n /ﬂ(V) et K(V) le corps

nulle sur les éléments de V on peut décomposer F dans K(V) sous la forme :

I - Notations et résultats utilisés pour la démonstration (*)

Définitions d'un ensemble saturé

Soit K un corps. C c K sera dite saturée si 0 € C, 1 € C et si C contient

1'ensemble de tous les produits finis d'éléments de C.

Définition d'un ensemble formellement positif

Soit K un corps ordonnable ; un sous—-ensemble F de K sera dit formellement
positif si O ¢ Fet 1l € F, et si il existe un ordre sur K tel que F soit

contenu dans l'ensemble des éléments positifs pour cet ordre.

(¥) Les notations et résultats utilisés ne sont pas exactement ceux de
l1'article de Robinson qui fait appel lors de sa démonstration i des théorémes

démontrés dans un de ses précédents articles [30].

Nous avons préféré adapter la démonstration @ la terminologie du livre récent

de Monsieur Ribenboim sur 1'Arithmétique des corps.
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Lemme 1|

Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soit F un sous-ensemble
saturé de K (donc O € F et 1 € F).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) K est ordonnable et F est formellement positif.

(2) K# I F K2 (ensemble des sommes finies d'éléments a x2 ol a ¢ F

et x € K).

e

. 2 =
(3) si iil a; x; 0 avec a; e F, a; # 0, X € Ketn >» 1 alors

X] =X = ... =% < 0

(4) I1 existe SC K tel que X c S, Fc S, S+ Sc< S, S.Sc S, S N(-5S) = {0}

Définition d'un élément F-positif

F une partie formellement positive d'un corps ordonnable K. a ¢ K sera dit
F-positif si a est positif pour tout ordre sur K tel que F soit contenu

dans l'ensemble des &léments positifs pour cet ordre.

Lemme 2

Si F est une partie saturée formellement positive du corps ordonnable K,

a est F-positif si et seulement si a € I F K2.

Lemme 3

Soit /& 1'ensemble d'axiomes caractérisant les corps ordonnés maximaux (*),
écrites dans le langage égalitaire & formé de O et | comme symboles de

-~

constantes, - symbole fonctionnel & 1 variable, + et x symboles fonctionnels

a 2 variables et > O symbole fonctionnel 3 1 variable.

Alors oﬁ% permet 1'élimination des quantificateurs dans &f .

(*) L'ensemble des formules /g a déja été écrit au chapitre 2 de la

premiére partie.
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Lemme 4

Si /@ permet 1'élimination des quantificateurs dans JZ et si i%%,est le
diagramme d'un modéle 7 de ﬂg, alors (J@ ,QL%) est saturé pour le
langage &' obtenu en ajoutant aux symboles de constantes du langage &5

les éléments de l'ensemble de base 7.

Rappelons qu'un ensemble de formule F est dit saturé pour un langage &g si

pour toute formule close F de &@ , Fou 1F est conséquence de Jb .

Corollaire des lemmes 3 et 4

K est un modéle de J% 3 soit Q)K son diagramme alors toute formule close
vraie dans K est vraie dans tout modéle de ( J&, iDK) donc dans tout corps
ordonné maximal contenant K et extension ordonnée de K.

Pour la démonstration des lemmes 3 et 4, déj3 utilisés dans la premiére

partie se reporter 3 [ll].

II - Démonstration du_théoréme de Robinson

Soient p;(X;, «ee5 X )y «eey, P (Xl’ «ees X ) une base de 1'idéal U(V).
n r n
K[Xp, «oos X ]
Notons que K(V) corps des quotients de K[V] = T est une

extension de K; puisque K est ordonné maximal K est de caractéristique
nulle, et donc K(V) est aussi de caractéristique nulle.

- M A
Soit C l'ensemble formé des produits dans K(V): a g cee g

oﬁAjQNetoﬁaeKeta>O.

L'ensemble C est un sous-ensemble de K(V) qui est saturé (0e C et 1€ C
et les produits finis d'éléments de C appartiennent 3 C). K(V) est de
caractéristique différente de 2. Nous pouvons donc appliquer les lemmes 1 et

2‘
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ler cas S'il est faux que K(V) soit ordonnable et C formellement

positif alors par le lemme 1 il est aussi faux que K(V) soit
distinct de £ C K(V)2 donc K(V) = I C(K(V))2. Ceci signifie que tout

€lément F de K(V) peut s'écrire :

k AL Ax .

F= I a,g eoo g ™ oH2 oi ATCN, a.e K, a, »0 et
jop & 1 m i j a1 e U

Hi e K(V).

2
Puisque a; ¢ K et a; » 0 alors a; = (v ai) dans K. D'autre part on
i

peut absorber les puissances paires des gj J dans Hi et donc on aura
dans K(V)
K AL AL .
F= 1 g ..z Moe2 Ay ef{o, 1}.
. m i j
i=1
2é_cas Si K(V) est ordonnable et C formellement positif dans K(V)

alors un élément F de K(V) pourra s'écrire comme un &lément de

2 C K(V)2 si et seulement si F est C-positif dans K(V) (Lemme 2).

Par hypothése nous avons une fonction f ¢ K[Xl, ceey Xn] telle que pour

tout (X1, ..., xn) eV g1(Xy, +0ny xn) >0, ... gm(xl, cens xn) >0

entraine f(x;, ..., xn) » O.
(X1s ooy xn) €V c'est py(X3, «.., xn) =0, co., pr(xl, cees xn) = 0.

Donc nous avons la formule X :
AXy... Axn(pl(xl, e xn) =0 M... A pr(xl, N xn) =0 ANgy (%1, «.0s xn)
> 0 N.... A gm(xl, ooy xn) >0 > £(x7, +.., xn) > 0) qui est vraie dans

K.
Mais d'aprés le corollaire des lemmes 3 et 4 cette formule X est donc aussi
vraie dans tout modéle de ( JZ,;ﬁK) donc dans tout corps ordonné maximal

extension ordonnée de K.
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Appelons K' la clSture réelle de K(V). L'unique ordre de K' prolonge
celui de K(V) qui prolongeait 1'unique ordre de K. Donc K' est un
corps ordonné maximal extension ordonnée de K. La formule X est donc
vraie dans K' et donc aussi dans K(V) qui est contenu dans K' et ceci
quel que soit l'ordre choisi sur K(V).

Choisissons dans K(V) les éléments il, ceey Xn
Alors pi(il, oo in) = Ei(Xl, ceey Xn) =0

De plus C étant formellement positif dans K(V), on peut considérer les
seuls ordres qui sont tels que les éléments de C soient positifs. Les
gi = gi(il, cees in) sont donc positifs dans K(V) et éi # 0 car g; ¢ W) -
Donc sur 1'élément (il, ....,in) la premiére partie de la formule
est vérifiée pour tous les ordres tels que C soit contenu dans

1l'ensemble des éléments positifs.

Donc pour tous ces ordres f(il, ey in) = f est positif ou nul.

Ceci signifie que 1'élément F = f est C-positif dans K(V).

On en déduit (Lemme 2)

F € L C(K(V))2 et donc

A\tenw H. € K(V)
j i

et donc par un raisonnement déja fait
ko_ g - g i
F= 1 g ceee B G12 _ Aj ¢ {0, 1}, égalité dans K(V)

i=1

. Dans les deux cas nous obtenons le résultat annoncé dans ce théoréme.
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ITI - Démonstration des résultats utilisés

1 . Démonstration du lemme 1

1 ==> 2. Soit un ordre sur K tel que FC P ensemble des é&léments
positifs pour cet ordre. Puisqu'on a toujours K2cC P, que

P+PCP etqueP .PcCP onendéduit ¢ F K2cC P # K.

n
2 ==> 3 Soit X a xi2 = 0 ; supposons x; ¥ O par exemple,
i=1
n X, 2
alors -a; = I a, (=) - a; € (- F) puisque a; ¢ F
ji=2 ' %1

et par cette égalité - a; ¢ & F K2.

Montrons qu'alors a; = O ce qui est contraire 3 1'hypothése de 3.
Pour cela montrons que (- F) ) (£ F K2) = {0}

Supposons a ¢ (- F) N (Z FK2) eta#0

Soit y arbitraire dans K et x =—Z§:§3—— (x est défini puisque

car K # 2). Alors y=2ax+a=a(x+1)2 -ax?

a€erfFK2, (x+1)2€K2 donc a(x + 1)2 ¢ ¢ F K2
-~aeFet x2€¢K2 donc -ax2ecFK2.D'oliye s FK2.

we

Ceci étant vrai pour tout y € K entraine K = 3 F K2 ce qui est
contraire au résultat 2. Donc (- F) 1 (x F K2) = {0} ce qui entraine

a; = 0 contrairement 3 1'hypothése. Donc il n'existe pas de X, mnon nul.

3 ==>4 Soit S= % F K2. S posséde les propriétés suivantes
K2cS,FCS, S+Sc S (évident); de plus S . Sc S car F
est saturé par hypothése. Enfin S N\ (- S) = {0}. En effet,
n m
supposons f a, x.2 =- 3 b.y.2 ol a. et b. appartiennent
PP ZotN ARG ; 5 apP

ad F et sont non nuls et od X, et yj appartiennent 3 K.
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b. .2 =0 d'od d'aprés 3 : x. =0 . =0
, j yJ P i ’ yJ

Alors a. x.2 +
i’i

1 3

h~Mg
[ I =]

i

quels que soient i et j.

4 ==> | Considérons alors la famille S des sous—ensembles Q de K
qui vérifient :

SCQ Q+QcQ, Q.QcQ QN (-Q = {0}

S est non vide car elle contient S et S est une famille inductive.

D'aprés le lemme de Zorn S posséde un élément maximal que nous noterons Q.

Si nous montrons que Q U (- Q) = K alors Q sera 1l'ensemble des éléments
positifs pour un ordre sur K. Et puisque F ¢ S Q, F sera formellement

positif.

Montrons que Q U (- Q) = K. Soit x ¢ Q nous allons montrer que - x € Q.

Posons Q' = Q-xQ={c-xd,ceQetdeQ QcQ',Q"+Q'c q',
Q'Q' ¢ Q' (puisque K2 contenu dans S est contenu dans Q). De plus

Q' N (- Q") = {0}. En effet, supposons l'existence de deux éléments tels
que ¢c - xd==-(c'"-x4d'") olic, c',d, d' appartiennent 3 Q. On en
déduit

c+c'=x(d+d")

a) Sid +d'=0 alorsc +c'=0 donccs=-c'.

Or c et c' appartiennent a4 Q qui vérifie Q N (-Q = {0} donc ¢ = ¢"' = 0.

De méme d = d' = 0.

b) Sid+d' 40 alors

_c+c' _ (c+c")@d+d")
T qd+a (d+d"2
(c+c')Y(d+4d")€E Q et ___l____ ¢ K2 donc x €K Qc Q
(d +d")2

ce qui est contraire a 1l'hypothése;

Donc Q' N (- Q') = {0}.
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Q' a toutes les propriétés des éléments de la famille S . Donc S contient
Q'. Mais Q' D Q et Q était maximal dans S . On en déduit Q' = Q, donc
Q=Q-xQ, et en particulier - x € Q.

On a donc bien montré que x ¢ Q entraine — x € Q donc que Q U(- Q) = K.

2 . Démonstration du lemme 2

Supposons a € £ F K2 et un ordre sur K dont 1'ensemble P des
éléments positifs contient F. Alors Fc P et puisque K2C P et P + PC P
nous avons ZF K2 c P. Donc a ¢ I F K2 entraine a ¢ P, et a est

bien F-positif.

Réciproquement :

Soit a un élément n'appartenant pas 3 3 F K2, alors a ¢ F.
N

Posons G = F U {- a} , alors G saturé de G est 1l'ensemble

v

G=F U{-aF}ruU {a2 F} U {-a3F}U ....

. Soit alors :
N
S= £ GK:=:FK2 -azxF K.
Nous avons de fagon évidente :

ny
. GcCcS,K2cS,S+ScS etS.ScS

. De plus SN (- 8) = {0}. En effet, suposons z € S N\ (- S) alors
z=c-ad==-(c'~-ad') avec c, c', d et d' appartenant a

LF K2. On en déduit c +c'=a(d+d")

a) Sid+d' =0 alors c + c' =0. F étant formellement positif il
existe un ordre sur K tel que I F K2C P ensemble des &léments positifs
pour cet ordre.

Or P N (- P) = {0} ; donc ¢ = - c'" avec ¢ et c' appartiennent 3 P entrail-

' = 0. De méme nous avons d = d' = 0.

ne ¢ = ¢
(ete) _(c+ec')d+d")

d+d"H (d + d")2

b) Sid+d'#0 alors a
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