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Introduction

Les questions que j'ai abordées peuvent se grouper autour de deux pdles : d'une
part les multiplicateurs des transformées de Fourier des fonctions de P , d'autre part
une étude de certaines mesures singulieres, principalement les produits de Riesz.

Mon premier travail est une étude des fonctions qui s'écrivent ainsi :
j>ZO: FJ. * GJ. ou FJ. et GJ. sont des fonctions sur R" invariantes par rotation (nous

G|

: ; X - | |
dirons radiales) et oli ZLF.l] e |
B0 TLPRY T LP'RY)

valeursde n et p, ces fonctions sont un certain nombre de fois presque partout

est fini. J'ai montré que, suivant les

dérivables. L'espoir que j'avais était d'exhiber une fonction radiale appartenant a
1'algebre Ap(an) et n'ayant pas ces propriétés ; un argument de dualité aurait alors
montré 1'existence d'une distribution radiale sur IR" qui convole 1'espace LPR™)
radial sans convoler LP (IRn). Actuellement on connait la réponse a ce probleme lorsque
p est strictement compris entre 4/3 et 2. Charles Fefferman a en effet montré que

la fonction caractéristique d'une boule de IR" n'est pas multiplicateur de S(LPR™)



si p estdifférent de 2 ; c'autre part C. S. Herz avait déja montré que cette fonction

est un multiplicateur de 3’(L§ . d(IR“)) lorsque p est strictement compris entre

2
n+

2n

n—_ .

3

et

-

Ensuite R. Spector et moi, au cours d'une école d'Analyse Harmonique qui
s'est tenue a Aussois en 1969, nous avons obtenu une caractérisation des multiplicateurs
radiaux de 9(Lp(G)) lorsque G est un groupe abélien localement compact métrisable
totalement discontinu. A partir de la, j'ai généralisé dans ce cadre les théorémes
classiques de Littlewood, Marcinkiewicz et Paley sur les multiplicateurs ; on obtient en
ce qui concerne les séries de Walsh des résultats un peu plus généraux que ceux de Paley :
1'ordre usuel de sommation d'une telle série n'est pas le seul naturel, il en existe
beaucoup d'autres, non équivalents, qui donnent formellement les mémes théoremes.
Diverses compactifications du groupe Z" sont des groupes métrisables totalement
discontinus, les restrictions a 7" des multiplicateurs précédemment construits sont des
multiplicateurs.Ce transport nécessite d'établir des théoremes du type de ceux de
Littlewood-Paley et de Zygmund ; pour ce faire j'ai employé une méthode plus compliquée
que celle que m'a communiquée R. Spector et moins puissante que les théoremes de
transfert de multiplicateurs de N. Lohoué, elle a 1'avantage d'étre élémentaire et de
permettre aussi le transport du théoréme maximal de Carleson-Hunt ce qui, pour les
séries de Fourier des fonctions de L2(Tn), donne des ordres de sommation non habi-

tuels pour lesquels il y a convergence presque partout.

A la suite de ceci avec N. Lohoué nous avons étudié le groupe M(2) des

déplacements du plan euclidien. Nous avons obtenu pour ce groupe des analogues des
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théoremes de Hormander et Marcinkiewicz sur les multiplicateurs. Ceci permet de
construire des opérateurs bornés de Lp(T) non cécessairement invariants par
translation. Ce travail est en cours de parution aux Ann. Ec. Norm, Sup. de Pise,

il est reproduit dans le chapitre III de ce présent ouvrage.

Le chapitre IV contient une étude que j'ai faite plus récemment des produits de

Riesz, c'est-a-dire des mesures que les produits TT (1+Re(a .enjx)) définissent

20 !
sous des hypotheses convenables. Le premier probleme qui se posait était d'étendre le
théoreme de Zygmund caractérisant les produits de Riesz absolument continus par
rapport a la mesure de Lebesgue. J'ai obtenu des conditions assurant ou bien que deux
produits de Riesz sont étrangers ou bien qu'un produit de Riesz est absolument continu
par rapport a un autre. Ensuite j'ai évalué la dimension de Hausdorff de certains boré -
liens portant un produit de Riesz. La difficulté principale de ce calcul est de montrer
qu'une certaine suite de fonctions converge presque partout par rapport au produit de
Riesz que 1'on étudie. Suivant les hypotheses faites les techniques sont différentes : on
emploie soit des inégalités sur des martingales soit le théoréme de MenSov (en s'inspirant
d'un article de Kac, Salem et Zygmund). Bien sfir dans le cas particulier ol il existe
une transformation du tore ergodique par rapport au produit de Riesz le théoreme de
Birkhoff donne plus rapidement la solution. Enfin, on montre que certaines séries
convergent presque partout par rapport a un produit de Riesz ce qui donne quelques
résultats sur la répartition modulo 1. Ces diverses propriétés ont des extensions au cas

de plusieurs variables. Par la méme méthode on peut obtenir une évaluation de la dimensior

de Hausdorff de certains boréliens portant une g-mesure (cette notion développée par



M. Keane généralise en un certain sens les produits de Riesz).

En dernier lieu j'ai étudié des mesures aléatoires que B. Mandelbrot a introduites
et dont J.-P. Kahane a montré 1'existence sous des hypothéses tres générales. Il se
irouve qu'en ce qui concerne la dimension de Hausdorff on peut obtenir des résultats

trés analogues a ceux que 1'on a pour les produits de Riesz.
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Chapitre I, y

DERIVABILITE DE CERTAINES CONVOLUTIONS

Les fonctions radiales de A(R") sontleg%]fois différentiables en

dehors de 1l'origine et ce sont les convolutions de deux fonctions de Lz(Rn).
I1 est donc naturel d'étudier la dérivabilité des convolutions FxG ou F et G

1

sont deux fonctions radiales, FeLP(R™),GeL(R™),(od p ™ +q ™ = 1).51 F(x)=£( x|)

et G(x)=g(jx|) on sait (1) que FxG(x)=f4g(|x|) ol 1'opération 4 est la suivante.
n~3

f#e(z)=anz-il/] wi(x)ely) (8 (xyy,2)) 2 ax dy
x>0,¥>0

ot AT (xy¥,2)=sup(0, ((x#y)%-22) (2%-(x-y)?) ).
Nous étudions les fonctions h(z)=zn'2f#g(z) sans nous limiter au

cas ou n est entier. On a le résultat suivant.

Théoréme. Lorsque q¢(n-1)/v la fonction h est y fois contindment dérivable sur

0,40, lorsque a<n/y et n;2y+l1 elle est presque partout Y fois dérivable,

I. NOTATIONS
Soient n et u deux nombres réels tels que n>l et uzl.

Si ¢ est une fonction mesurable de [0, + °»[dans C, on pose :

,. /
N, (#) =(/;+ 7 g (2] * )

d
Z+X
1 gt
Mo @) @)= s = ] t 0 |@(t)] at (zy0)

+
i 00 2x z=x)

/‘z+x
1 u
w2 3 S o [P () 01

M2 (¢) (a)

En vertu du théoréme maximal de Hardy et Littlewood [(3), p.30-33] nous

avons lorsque u )1

S



/“”- u 1/u
( o 1M @ (] dt) < CN (9

et

m({z)O ; bﬁ”u(q) (z)ﬂ}) £ ¢! (Nn’u((?)) e

Nous désignerons par L: 1l'espace des fonctions mesurables,y , telles

gue N (9)<*® muni de N comme norme.
n,u n,u

Soient p et q deux exposants conjugués : 1 <p {2 £q. On se donne deux

fonctions, f et g, f € LII: , g€ L: .

On pose A (x,y,z) =( (x+y)2 - zz)(z2 - (x—y)z)

n(z)

{(x,y) ; x30, y>0, A(x,y,z) >0} = {(x,y) 3 x30, ¥30, lx"yl \(z\(x+y}

n=3
h(z) = // Xy £(x) g(y)(A(x;Y9z)) 2

D(z) dx dy

Soit A.1 (x,y,t) A (x,yVt) . On vérifie par récurrence que

k _Il:_}_ l oo 3 - k +2
d 2 2 2 2 2 k-2
(W)(A1 )(x,y,z ) = Z “n k.2 (x” + y - (A(X9Y)z))
0<egk Ao
2
avec des coefficients oL k,1 convenables.
’

On montrera que, sous certaines conditions,

a3
hk(z) = /'/D.(z) xy f(x) g(y)(%) (A1 8 ) (x,y,zz) dx dy
existe presque partout et que l'on a :
/z
h.k_1(z) =.Jo 2t hk(t) dt .

Ce qui prouvera que hk 1 est presque partout dérivable.

On est donc conduit & étudier la convergence des intégrales :

k-28 n_3_ = foal
// ) O £(x) gly) (x +y2- z) (A(x,y,z)) dx dy .

vesfoos



9.

o
II.EXISTENCE DES INTEGRALES k p(z) = ‘//D(z) xy f(x) g(y) (x2+y2-z2) Ap(x,y,z) dx dy
’

(e désigne un entier positif ou nul, p un réel).

2.1 Lemme

1°) Lorsque (x,y) appartient & D(z) on a

|x2+ y2_ 22|~<2xy et Al(x,y,z) £ ale® 5

2°) Pour tout nombre réel, u, strictement supérieur & -1, il existe un nombre,

Cu’ tel que :

z+X
2u+1
/ y 8" (x,y,2) dy < € (xa)™"

12=XI|

La premiére inégalité du 1° est immédiate.
2 2 1/2
[tx2)? + 1-)(x-2)2 ] oma

Si 1l'on pose y

16 x2z2 t(1=t) d'ol la seconde inégalité ;

A(x,y,z)

en outre y dy = 2xz dt d'ou

Z+X 1
/‘z_x, y A%(x,y,2) dy = 2" (xa)?™ /0 £ (1-t)" at .

Dans la suite C désignera une fonction de o, (b, n, p seulement.

2.2 Proposition

On_suppose que 1l'on a & +p Q% y P11

10) Si a+ 2@-n+3+% %20 ona:

20 + 4P-n+4

Iku,P(z)l $Cz Nn (£) Nn q(g)

’ ’

20) Si a+ 2?-n+3+§ >0 on a

(2) 1/Q; o (2) 1/
p(f)[sz’q(g)(z)] +Nn’q(g) [an,p(f)(Z)J ,

4

|k% q(g) + N

(2)|€ ¢ z2«1L+4p—n+4 [Nn,p(f)Nn

ersfone



Considérons le recouvrement suivant de D(z)

D (z) = D(z) N {(x,y) 5 x22 2}

D,(z) = D(z) N {x,y) 5 xg é}

D,(z) = D(z) N {xy ysg}

D,(z) = D(z) N {x,9) 5 Ix-ZIs';' ’ y)%}

Posons, lorsque j =1, 2, 3, 4,

Aj(z) =‘/‘/D‘ (z) (xy)“-ﬂ If(x) g()’)l AP(X’JHZ) dx dy
J

Tenant compte du lemme 2.1 nous obtenons
« 4
Ik, o, (2)] €22 A.(2)
<P = 9

Nous allons maintenant &tablir des majorations des Aj(z).

X+2
-a) A, (z) __/3. e £ (x)ax ,4:2 ym-1 |g(y)|AP(x,y,z) dy

2%
2

Considérons d'abord le cas ou P est positif. On applique 1l'inégalité de
Holder :

X+z
/ v W) A (x,y,2) dy

X=-Z

X+z T X+2 et 1/
(.[_z Y le)|% ay) (/x_z y TP APy y,2) ay)

y . 3z
Lorsque x est supérieur & 5 ona

(X41- %)p -1

sup (%) < o
yi|y-x|<z
d'ou
x+z 1 i X+z
- y(a+1- =T )r A?P(x’y’z) dy €C < (&+1= =) p-1 42 y A?p(x,y,z) i

—



1:2:,

Appliquant de nouveau le lemme 2.1 nous obtenons

Xtz
n-1 -1
/ y(014‘1- q )p App(x,y,z) &y <€ zprH x(ot+2P+1- q )p

X=Z

et

1 + /X"'Z 1/q
s () g caP P /3; 22— 15 [f(x)|( "1 g(y)] dy)

2

On utilise l'inégalité de Holder

1 e 1/p
A(z) S € zzf’*l’(/}z e (x)| P dx)
2

1/q
(e Lt o) )
2

Or

/+® X+z
(2u+2p-n+3)q (/ n-1 q a
5 X ez ¥ 8] ay ) ax =

2
+ ytz
-1 (2«+2 -n+3)
/Z ] Ig(y)lq</ Rl )dy

3 sup(32 y Y=2)

et, lorsque 2u4+2p-n+3 0, ceci est inférieur &

+ o
2a+2p-n+3)q +1 / n-1
e o Y kW] ay

On obtient donc

2a+4¢-n+4 N

A1(z) Cz () N q(g)

’ ]

Soit maintenant P <0.

X+z . X+z =1
./ 1+“Ig(y)l AP (x,y,2) dy  C x T/ y T lg(y)ly & (x,y,2) dz

X=Z X=-2z



Z

X+z
n-1
(cx™q (M (g)(x+z) + M ’q(g)(x—z))é_ y % (x,y,2) ay

n-1
(c ZZPH x2P+ot+1- T(Mn’q(g)(x+z) + Mn q(g)(x—z))

H
Si, en outre, p >-1, alors

+o st
A1(z) < c z2P+1 éﬁ x20t+2P+2- q |f(x)|(Mn’q(g)(x+z)0+ Mn,q(g)(x-z)) dx

2

i /a
£ c ZZP-H Nn’p(f)[é x(2ﬁ+2P‘n+3)Q(Mn’q(g)(x+z) + Mn,q(g)(x_z)yldJ'

2

et, si 20+2p-n+3 0, ceci est inférieur &

1/q

+ o
o ,2PHIHRe2p-n+3 Nn,p(f)(/o Mn,q(g)("))q dx)

2d+4f-n+4

A(z) {Cz N o8 N, (@)

n,p

-b) A (z) =/o‘ lf(x)l(/ v laly) A% (x,y,2) dy) dx

Etudions d'abord le cas ou B20.

2+X
n-1

Z+X -1
/ “gla! (i) v €770 Ly T I8 (xy,2) ay

Z=-X

n-1
1- == ¢
{cC il a (M (g)z+x) + M (g)(z-x) sup A" (x,y,z)
N ( n,q n,q ) yi Iy"ZI(x

n-1
< C z“+29+1' q x2P+1(Mn’q(g)(z+x) + Mn,q(g)(z-x))

d'ou

g JHE s
Az(z)'< . ;x+2?+1- 1 Jér xu+2P+2|f(x)|(Mn’q(g)(z+x) + Mn’q(g)(z-x)) dx



iAJo

z
n-1
g c zx+29+1- T Nn p(f)</ (ot+29+2- )q<M (g)(x+z) s
! 0

M (@) (=) ) dx>1/q

Ce qui donne, si o(+2p+2- M)O (c'est & dire si «+2p-n+3+ Bl 20) ,
’ P q

20+4P +4—
z P = N

Az(z) £c (f) N q(1&;) .

’ ’

Lorsque 1'on a ot+2p-n+3+ 97;—1-<0 et o«+2p-n+3+ %)O , on opére ainsi

z/2 i z/2
'/0 T (0 6o) |3 ax <M (g) (2) /0 cezbiz- Bha

Alors

1 1/q
WORE Tk S AT CUPINY

Etudions maintenant le cas ou p est strictement compris entre -1 et O.

n-1 n=-1

Z+X +X
/ ¥ el at(x,y,2) @y € 2% _‘1_/ y € gy af (x,y,2) ay

Z=-X z=-X

n-1
c zu- q (Mn q(g)(z-fx) + Mn q(g)(z-x))/ yAg(x,y,z) dy
b Z=X

n=1
{ ¢ zu+2P+1— & XZ?H (Mn’q(g)(z+x) ¥ Mn,q(g)(z-X))

d'ou

A (z) < C ze(+2F+1- —/ ol+2P+2 £ (x )l(M g) (z+x) + M (g)(z—x)) dx

{c LAr2pH- f; N (f)(/ (ot+2p+2- )q(M g) (z4x) +

1/
M, (@) ax ),

v ] wn



Cela donne, lorsque u+2p+3-n+ Egl 20,

A(z) {C e N, o0 N, (e)

’

et lorsque - % {ol+2p+3-n+ _n_;-l <o,

o+2p+1- n=l (2) 1/a e (ot+2p+2- 2:l)q 1/q
Az(z) Cz q Nn,p(f)(Mn,q(z)) ( ’ x ! P dx)

d'ou finalement

1 1/q
Ag(z) 4; . 22d¢4P+4-n+ q Nn’p(f) (Mif;(g) ) .

-c) La majoration de A, est analogue a celle de A,.
3z/2 Z4+X
oi+1 o+1
-d)  A,(z) = j[ X If(x)I(J/ v ey 18t (x,y,2) dy) dx
z/2 2/2

Considérons en premier le cas ol P est positif :

2+X Z+X n=1 » ]@
/ Y g1 2%x,y,2) ay <8 (@) ] y &P APy, 200y
2/2 1d 2/2

4 1 Z+X 1/P
\< C zd+1- _q- - 3 Nn (8) (/ Yy APP (x’y’z) dy
»q 2/2

n-1 1
e TPy (g)
)

d'ou 32/2

n-1 1
A (z) 0PN (g) / ST e (x)] ax
»q z/2

3z/2 :
ol . - /q
\( Cz q Nn’q(g) ND’P(f)( " X P dx)

20+40-+4-n
z

¢ Nn’P(f) qu(g) .

sof vais



Soit maintenant <1¢(<0

Z+x o n-1
J/ yu+1 Ig(y)| Ap(x,y,z) iy { ¢z 4 (xz)zl}"1 (Mn q(g)(z+x) +
z/2 ’

M, (@) (e n)

e 3z/2

A4(z) < z¢:t+2P+1- - xa+2P+2lf(x)I(Mn,q(g)(z+x) + Mn,q(g)(|z-x|)) dx

z/2

& /2 n-1
o2+ - net f % (w+2p+2- —)g
q P
L Cz Nn,p(f)< ” x (Mn’q(g)(zﬂt) +

1/q
Mn,q(g) (Iz-xl»q dx)

20+4p+4-n
{Cz N p(f) N q(g).

’ ’

Cela achéve la preuve de la proposition 2.2.

2.3. Corollaire

Si P>-1, 01+(3(n%3, o+ 2‘}-n+3+1—:—1 >0, k"'P est une fonction
1

continue sur ]0, +°'[.
En effet, si f et g sont des fonctions caractéristiques de compacts de ] 0,+ oo

il en est bien ainsi, car alors k est une combinaison linéaire finie de convolées

d’[s

de Maskal ds Pouctions & 1° (10,4, g1

dt) pour des m convenables. Le résultat
vient de ce que les fonctions en escalier sont denses dans les espaces LII: et des

majorations précédentes.

2.4. Corollaire

Si py-1, a+pg "—;3, «+ 2p-n+3 +;i >0, 1la fonction tk, ,(t) est

P
intégrable sur tout intervalle [0,z] .

I1 suffit d'examiner 1'intégrabilité de chacun des termes de la majoration obtenue.

z
o -—)
j 1;2 +4F n+5 dt < + o0 si 2d+4p -n+6 est strictement positif,
0

seefoes



ce qui a lieu puisque 0 < a+2p-ntd+ qﬂ § w+2p-n+3+ '5‘ .

Soit q, un nombre strictement inférieur & q, nombre que l'on choisira ulté-

rieurement ; soi'o.p1 1'exposant conjugué de q1 . On sait que

z
q,/a
’L(P'Pn),q(g)(t)) " at {+ @ car Mr(:()l(g) est faiblement dans i

On a
1

)
(jzt(m”f"“*s*cll)ﬁ dt>
0

s 1 ; ;
Ceci est fini si llon a choisi P, de facon que 2u+4?—n+5+3;+ o >0, ce qui est possible car
1

Z 1 1/q = q
j0t2d+4[3-m5+a Mx(:t)l(g)(t)) dt\<<'[) |Mr(j;(g)(t)l 1

1/p

1

21+4p-n+5+3~1+%>0.

1 1/p
On opére de méme pour t2d+4p-n+5+p (Mt(xzz)(f)(t)) o
’

III. DERIVABILITE DE Ky

P

ol
Soit K P(x,y,z) = (x2+ y2- z2) Ap(x,y,Z)
: |

Si (x,y) € D(z) ona

K
;:’P (x,y,2) = 23 (2px

(X,y,Z))

o1, p=1 (x37m) - oK, ., B
3.1. Proposition

On_suppose p >0, a+Pgn%3, o+ 2(3-n+2+2 > 0.

La fonction k est presque partout dérivable et sa dérivée est

%P
22 (2pka+1’P_1(z) - kg (2)) -

De plus, si d+ 2p=-mn + 2 + Eal 20, ky b est continliment dérivable sur] o, +co[.
’

ewinifisnia



11 résulte de 2.2., 2.4. et des hypothéses que la fonction

2 '

c“’P\t) = 2t (ZP ku+1,P_1(t) - dkd’1’P(t)) est intégrable sur [0,z] .

z z ‘K
J £a (t) at =f dt fj xy £(x)g(y) ,—d’? (x,y,t) dx dy
oMb 0 D(t) z

On peut appliquer le théoreme de Fubini :

fz ( inf (z,x+y) 2K

1, (t) at =[f y £(x)g(y) j B (x,y,t) dt )dx &

2 %, p %30,¥30 % K=y 3z ) e
Ix-y[<z

Puisque F est strictement positif on a :
Ky, P)(x,y, xty) = Ko p (xs3, |x-y]) = 0

dowue ”
jo fd,P(t) dt = jj;(z) xy f(x)gly) Ku,P(x,y,Z) dx dy = k“',P(Z)

et la proposition résulte du théoréme de Lebesgue sur la dérivation des intégrales.

3.2. Proposition

SiC!LQH;3 ok ok Dol B2 DD

les intégrales

. +®
my)(z) =j L (x+z)m+1 f(x)g(x+z) dx
0

+ @
my (2) =f (y+2) " y* 2(y+2)e(y) ay
0

Z
my)(z) =f 1 (20T 2(x)g(zx) ax
0

existent pour presque tout z, la fonction k 0(z) est presque partout dérivable et
)

sa dérivée est

- 20z ki, (o) + 2%(aV @) + 0P 0) - V@)

Preuve,

Sous ces hypothéses la fonction lu (t) = =2at k (t) est intégrable

,0 %-1,0
sur [0,2] et on a

-../...



’ ’ YK
f Bu,o(t) dt = j ‘“’jf xy f£(x)g(y) b—;’—o (x,y,t) dx dy
0 0 D(t)

Or

inf(z,x+y) 3K
=j[ xy £(x)g(y) (j’ B:’O (x,y,t) dt) dx dy
x20, y20

|x=y|
ly=x|€z

=ff xy £(x)gly) K o (x,y,2) dx dy - jf xy £(x)g(y) K, o(x,y,x-y)dxdy
D(z) s D(z) ’

+[f xy £(x)g(y) (Ka o (Xo¥xty) - K, o(x,yylx-yl)) dx dy ,
x30,y>0 ’ ’
x+y £z

Ky,ox¥slxy|) = () Ky o(xysx4y) = (-20)

On a donc

Ky 0(2) =f0 By o) at + z“[fn(z)uy)”“f(x)g(y) ax ay +(1-(1)")

jf (xy) e (x)ely) ax ay | .
x30,y20

x+y§ z

L'application du théoréme de Fubini est légitiméepar le lemme suivant -

3.3. Lemme

§_i_¢—n+2+2)0 et dgn——B on a

2

(£ N, (o) .

'P ’

f ] (o) ™2l |ax &y € © 24
x30,y30 E

Preuve Ix=yl{z

)

2z

Z+X
n-1 1/q
X lf(x)IdXJ v lg(y)ay <N o8 N q(g)(j x (%41 T)qu)
0 ’ ‘ 0

2z

e n-1 1/p
(j y(uﬂ' T)p dy)
0

voifonce
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2%-n+4
€ G %0 Nn’p(f) Nn'q(g).

- 2z -Z 2z

+m X+z +00 X+z 1/q
[ 1 Je(x)] ax J v ey < j |2 (x)| ax (] v eIt ay )
X X=Z

X+z e 1/p
([ s )
X

-Z

X+2z

E e n-1 1/q
c 2P [ s T]f(x)]dx <j yn-1 |g(y)|q dy )
z X

-Z

X+2z 1/a
p (f)<] (20+3-n)q ([ yn-1 Ig(y)lq dy) dx)

y+z

/\
Soi—

[(2u43-n)q ) ay )1/‘1
sup z,y—z)

(f)(j " 1gx)1® (

204+4-n
£C z N p(f) N q(g)

’ n,
Ce qui achéve la démonstration du lemme.

Reprenons la démonstration de la proposition 3.2.

On a
o
jJ' (xy) i f(x)g(y) dxdy = J'J' um‘H (u+v)m'+1 f(u) glut+v) dv
x20 u>0
0 y-xgz 0gvgz
z +00
=f dv f um-1 (u+v)m'+1 f(u) g(u+tv) dudv
(¢} 0
de méme
z +®
Jj (xy)u.”f(x) gly) dxdy =j du j (u+v)a+1vd+1 f(u+v) g(v) dudv
20 0 0
0<x=-y <z
et z v
a+1 a+1
ﬂ (xy)"“‘f(x) gly) dxdy =] v [ (weu)  f£(u) gly=u) du
x30,y>0 0 0
x+yg§z

o-o/..o
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Et 1'on conclut en utilisant le théordme de Fubini et le théoréme de Lebesgue relagif

a la dérivation des intégrales.

IV, DERIVABILITE DE h

4.1. Théoreme
Lorsque q(x-lv;1- , la fonction h est v fois continllment dérivable sur

]0,+oo[, lorsque q(? et nYy2v+ 1 elle est presque partout v fois dérivable.

Le fait que h soit v fois dérivable équivaut & la dérivabilité de h‘,_1 .
On a
S Zv 1 “n,v-1 N kv‘-1--22,n_--3 -v+1+¢
0&8&—2— 2

Le théoréme résulte des propositions 3.1. et 3.2.

4.2, Les estimations qui précédent montrent que ce résultat est encore vrai pour les fonc-

tions jZ;.,:o fj J!gj lorsque %“ f;j “n,p"gj ”n,q est fini.

(1) M. Gatesoupe Thése,Orsay 1970.

(2) A. Zymund Trigonometric series,Cambridge 1959.



Chapitre II. Al

1..MULTIPLICATEURS SUR CERTAINS GROUPES TOTALEMENT DISCONTINUS

1.1. G et I' désignent deux groupes abéliens localement compacts duaux ; F désigne
la transformation de Fourier de LZ(G) dans Lz(r).
Si E est un ensemble mesurable de I et si f€L2(G), on pose fE=3'-1 (XE.'ff).

-1
Si E a une mesure finie, on pose KE =F (XE) , c'est une fonction continue.

1.2. Une classe de groupes totalement discontinus

A est un intervalle de 2 contenant 0 ; A' = AN(A - 1).
G est un groupe abélien localement compact muni d'une suite strictement

décroissante (Gn) . de sous groupes ouverts compacts telle que

€A

10 U 6 =6 N ¢ ={o}

nc€A nec A

o _ .
2 k(G) = nseui' (Gn+1 : Gn) < @ .

G est totalement discontinu. On choisit sur G la mesure de Haar telle que

m(Gy) =1 ; on pose, pour n€A , i = (m(Gn))—1 et pour n€A' ,

k = (G

. i : _ L
o g Gn) de sorte que l'on a i k i

I' est le dual de G , I"n 1'orthogonal de Gn . Les sous groupes Fn sont

ouverts et compacts, 1'indice de rn dans [

est k.
n+1 n

On choisit sur [’ la mesure de Haar telle que m([) =1 , alors m(rn) =1 .
Si x€G et si x=£ 0 xEGn \ Gn+1 pour un n€A' , on pose alors
x| = 1;1 ; on pose [0| = 0. La fonction (x,y) —> |x~y| est une distance

ultramétrique sur G définissant sa topologie.

On définit de méme une distance sur I .

sdnd e
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1.3. Intégrales singuliéres

11 et 7('2 sont deux espaces de Hilbert séparables ;8(21, 332) désigne

1l'espace de Banach des applications linéaires continues de 751 dans 282 .
Une application K : G ——MB(?{I, 1!2) est dite mesurable si, pour tout

(h h2) € '31 X 1{2 , 1'application x-——-v(K(x)hV hz) est mesurable ; la convo-

1’

lution K * f, ou f est une fonction mesurable de G dans 11, est definie lorsque

cela est possible au sens faible. On a le théoréme suivant :

1.4. Théoréme

Soit K une application mesurable de G dans @ 7(.1, 'Kz) telle que K * ¢

soit défini pour un ensemble de fonctions, & , dense dans tous les espaces

Lp(Gy '&‘) y 1§p<oo .

On suppose en outre que

1° Pour tout f€ 8 , [|[K * £ 2 g A2 "f“

2
G, %, L@, ¥) ’

2°  sup sup fc [[K(x=y) - K(x)|| dx = A  ®
n€A yeG JG ®

Alors, pour tout p€]1, oo[, il existe une constante AP)O , telle que,

pour tout £ € S, |K * £|| <A ] y A_ ne dépend que
*(c, PUoPe, %) P

de py Ay, A et k(G) .

1

De plus si p et p' sont conjugués Ap = Ap' et Ap = o((p—1 )-1) lorsque

p tend vers 1.

Ce théoréme est la version pour les groupes totalement discontinus d'un

théoréme de Calderon et Zygmund (2), sa démonstration se trouve dans l'article

oy fo.



de Rividre (10).
Dans la suite, Ap désignera une constante telle que Ap = O(pz(p-l)_l)

quand p tend vers 1 ou 1l'infini.

1.5. Lemme

Soit (X,d,,).c) un espace mesuré,/‘éta.nt une mesure positive. Soit

(Pn) n»0 une famille de projecteurs de Lz(ll.) deux & deux orthogonaux ; soit

2
H 1'adhérence dans L"(u) de la somme de leurs images.

On suppose que, pour tout p € ]1, cn[ y 1l existe CP)O tel que pour tout

fe Lz()L) N LP(p)  on ait

‘|<§OIPnf12>1/2|| <ot

LP(p) LP(p)

Alors, pour tout p € ]1, m[ , pour tout f€ Lp(iu) NH , ona

Il g o |
LP ()

-

1/2
(= Is,«2) | o
n0 Lp(}L)

Soit en effet P 1'application de LZ(P) dans Lz(’;, 32) définie par

Pe= (Pn f) i ; 1l résulte de 1l'orthogonalité des projecteurs Pn que la

20

norme de P est 1.

Un calcul facile montre que si g = (gn) € L2()L, 22) on a

n)0
*
P g-= E Pn g, cette dernidre série convergeant dans Lz().t) .
ny0

L'hypothése faite signifie que P se prolonge en une application linéaire

continue.de Lp(}n.) dans Lp(’l, 82) de norme inférieure & Ap. Par conséquent

R -
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si £€ HNLP(p) on a £=2 . P £ dans Lz(,;).
n30

Prenons g = P f alors P*g = E Pn f="1 d'ou le résultat.

n»0

1.6. Définition

éo (I') est 1l'ensemble des parties E de I' telles que

Bem: &) U c

m € A' 1€j ¢Mm) m J

19 0 ¢ Xm) gkm et inf {n; pour tout myn, A(m) = 0} <®

20 C . est une classe de I' dans T
m,J m m+

1

39 Les classes Cm j figurant effectivement dans la réunion sont deux a
)

deux disjointes.

Ces ensembles sont des ouverts relativement compacts, leur frontiére a au

plus un élément. La décomposition précédente d'un tel ensemble peut n'étre pas

unique lorsque inf A = - oo. Il est commode d'écrire

c .= & . L , {m’jermﬂ.

1.7. Ona K= 3 > e Gn % s

mEA'  1<ieMm) " m

1.8. Lemme

Si E € 50(1‘) et n€ A les relations y€ Gn et x¢Gn entrainent

Kglxey) = Kg(x) = 0.

En effet chacun des termes de la décomposition 1.7. a cette propriété.

sl
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1.9. Lemme

Soit (En) n 30 une suite (éventuellement finie) d'éléments deux & deux
disjoints de & (') . Alors, pour tout x # 0 de G, E ll% (x)‘2 {®.
n»0 n

Si G est discret on a aussi Z IK‘E (0) ‘2 <o.
n20 n

Soit en effet E = U U (& .+ L) .
n ; n,m, j m
mE A' KJ&)n(m)

Les En étant deux & deux disjoints on a nécessairement E )‘n(m) \g km
n»0

pour tout m € A' , Soit x,non nul dans G : x € Gmo\ Gm pour un moE. A,

ot

(x,) = > i (%)
I(En 10%([“) m Fh,m,;j 4

mEA'
m{m,
d'olu
2
(x,) > ST i i A(m) A(m)
[KEn o| < m1€A' m2€A' m1 m2 i =
m1<m° ngmo
et
Z IKE (x")lzg im im Z Xn(m1) kn(mz)
n»0 n m1 m2 1 2 n20
g im m km km
m1 m2 1 2 1 2

Si G est discret [est compact et E m(En) £ m(l) , done
n0

sesfase



(0) | ¢m(l) , Fie ) 12 <(am)? .
S|k (0] ¢ par suite g;ol'&;n " < (D)

n»0 n

1.10. Proposition

Soit (En) une suite d'éléments deux & deux disjoints de & ([).

n0
On a, pour tout pé]l,oo[, et pour tout f¢ LZ(G) .

1/2 ,
“(g len lz) “ 1Pie) € 4 Izl ?(6) °

D'aprés le lemme précédent,pour presque tout x dans G, (KE (x) )n)O
n

appartient & 22 . Prenons ¥, =€ , % =42 Y, K(x) =(KE (x)) définit
1 2 L

une application mesurable de G dans 3(361,7%) .

" 2 .
Si fe L°(G) , K*f=(fEn)n>o et 1'on a
2 2 A2 A2 2
Kyf £ = > £(8)|" as it =\
” “ LZ(G,CZ) g" En” LZ(G) n0 jEn] l u " LZ(F) ” “ LoG,

D'sutre part y € G et x & G entrafne K(x-y) - K(x) =0 et

1'on conclut en appliquant le théordme 1.4.

1.11. Corollaire
Soit (En)n;O

(') telle que m('\U E ) =o0.
n30 A

une suite d'éléments deux & deux disjoints de

td

0

Alors, pour tout pe]1, oo[ y, pour tout fE Lz(G) , on a

/ 1/2
-1 2
A ¢ 4 £ | At

P) °

seslues



Cela résulte de 1.5 et 1.10 ; en effet les projecteurs f —» fE de
n

L2(G) sont mutuellement orthogonaux et la somme de leurs images engendre LZ(G).

1.12. Définition
&([) désigne l'ensemble des translatés des éléments de fb(f).

Les é1éments E de ¥(') sont ceux qui se décomposent ainsi

E= U U c

meA'  1KGgMm) ™I

o 1° O§X(m)gkm et inf {n ; pour tout m)n , Nm) = O} { o

20 ¢ ; est une classe modulo l"m et, pour tout m, € A' ,
’
U U Cm . est contenu dans une classe modulo I"m +1 R
mE A’ 1€iE<Mm) " 0
m{m,

39 les classes (2m i qui figurent effectivement dans la décomposition
)

sont deux & deux disjointes.

1.13. Lemme

Soit E € &().

si xe 6 \G_, (0l € 21 ., siG est discret |Ky(0)| < m(D).

Il s'agit d'un cas particulier du lemme 1.9.

vosfsas
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1.14. Théoréme

de ) x 12(c)

Pour tout p e]‘l, oo[ , pour toute suite (E , fn)

n n0

on a

1/2 1/2
l )

.

()

2 2
(ol L I "y

12(c)

On a En = El'1 + En . Er'xe to(r) . Le lemme 1.13. assure que pour
presque tout x de G il y a un seul opérateur continu, K(x) , de ‘2
tel que K(x)(en) = KE;](X) e ou (en) 230 désigne la base orthonormale cano-
nique de lz.

L'application x — K(x) est manifestement mesurable et, d'aprds le

lemme 1.8., si yeGm et x éGm on a K(x-y) - K(x) = 0.

D'autre part, si g = (gn) n30 € LZ(G, €2) ona K 4 g(x) = <KE' * gn(x)>n>o
n

et aussi ”K*g ”2 = :A...; "K-En ¥ g, ”2 ) < g"gn”i - "g ”2

L%, 4%) n L°(G) L°(G) Lz(Gf)

On peut donc appliquer le théordme 1.4.

.2 1/2 i 2 \1/
e R N L A NE

()

Et 1'on obtient le résultat en prenant g, ™ En . fn , en effet

soafoas



1.15. Ordres sur I

On considére le sous groupe [ de ngA' (2 / ko 2) constitué des suites

dont au plus un nombre fini de termes d'indices positifs sont nuls ; soit I‘n

le sous groupe de ' constitué des suites (wn) telles que , pour tout

neA!

~

m»n , w =0; on mmit [ de la distance associée & la suite (') 5
m n° nc€A

rn est ouvert compact .

Identifions 2 / kn Z b l'ensemble ordonné {0,1, Ve kn-I},

~
.

considérons sur F 1'ordre dont la restriction a chaque l‘n est 1'ordre lexico-
graphique. Soit @®(I') 1'ensemble des isométries de I’ sur T . soit O(I)

1'ensemble des ordres sur I obtenus & partir de l'ordre de I par transport

sur ' au moyen des éléments de &(T).

1.16. Proposition

Pour tout £€0(') et pour tout YET 1'ensemble {EGP; geraf;gt}

appartient & &(I) .

D'aprés la caractérisation des éléments de € donnée en 1.12. toute isométrie
de ' sur I transporte € () sur €&€(') ; il suffit donc de remarquer que

la proposition est vraie pour 1l'ordre de I .

Soit h 1'application de [* dans R' définie ainsi h<(wn)) =2 w i
neA'

1'application h est croissante.

1.17. Théoreme

Soit ()n) n€l une suite croissante lacunaire & la Hadamard de nombres> 0

cos/ens



Soit v &€®(I'), notons E = (h o ?)_1([}n, )nﬂ )y E-m =(h o v)-1({0}) .

Alors, pour tout p€]l, @ [, pour tout f€..L2(G) , on a

el <= 1y )

P(g) -m<n <00 n L?(a)

<ozl

LP(c)

ou Cp gA p4(p-1 )“2 .

Ce théoréme est vrai dans le cas ou la suite (ln) est un prolongement

n€ 2

a4 Z d'une sous-suite de la suite (in) en effet, les ensembles

n€A i

{En - (h .q)-1(0)} satisfont alors les hypoth®ses de la proposition 1.11.

-®Kn <o

En vertu de 1.5. il suffit de démontrer 1'inégalité de droite.

Supposons que A\ /)n > 6 >1 et soit K = [Log k / Log 5]

n+1

Prolongeons si besoin est la suite (in) nE€ A 8 Z en une suite encore notée in

telle que 2 <1 / i €k . Chaque intervalle [in, in+1 [ contient au plus

n+1 n
K
K intervalles [Am, ‘Am+1[ ; il existe donc une partitionde Z : Z = . Aj
i=0
telle que
1 si n€A, 1l'intervalle ]ln, }n+1 [ contient au moins un im 9
2° si KD>0 et si m et n sont deux éléments distincts d'un méme AJ. (1¢j<K!

les deux intervalles [)m, A

L [ et [)n, \n+1 [ sont contenus dans deux

intervalles [im' ’ im'+1 [ et [in' g 1 [ distincts.

n'+1

Si x€8+ , notons s £f = f -1 .
(heg) ([0, x[)

*
Posons f = ¢ -1 - 7
s £ (heoy) ([1 S i [) 3 en vertu de la remarque du début

) i



i 1/2
nous avons U(: lfn| 2) "Lp(g) < Ap (k4|

nez LP(6)

Soit j€{1,2,...,K} ;  si nGAJ. , 0(n) est l'entier tel que

[\n’ .>‘n+1[ c [i‘(n) . io'(n)+1[ . On a alors

fo = 8 (£) - s, (£) - (s. (£) - s, (£)
En Xn-M 1c(n) ( L 1¢(n) )
e W (o) - an( s(n) )
1/2 1/2 1/2
2 * 2 & 2\
0t 1 [ ? I 3 S ¢
e (gAJ.I Enl ) < (nze:.;j l )‘n+1 (q(n)) ) (§Ajl )n ¢(n) l )

donc,en vertu de 1.14. et 1.16.

1/2 « 12 \1/2 )
) ”LP(G) Sih II(:%A.H"“’I ) "LP(G) R L e

J

I, 1
j n

(G)

Etudions maintenant le cas ou j =0

d(n) et t(n) sont les deux entiers tels que

0 ’

J‘lc:r(n) <\n = i<r(n)+1 ’ i1:(n) \} )‘n+1 < i':(11)1-1 v &

£ = 8§ (£) - s. (£) + ( s. () - 8, (2))-(s. (£) -8, ()

En xn+1 l‘c(n) ( 1’((n) 1o’(n) ) ()‘n 1cr(n) 4
et 1'on opére comme précédemment . On obtient

1/2
2 2 2
¥ kal® % | < 347z | .
"(WE s I En E_m ) ”LP(G) N P LP(G)

En définitive

(= 11?) < 3 B¢

-m <n<m n L (G LP(G)

1/2
I,
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Cet énoncé généralise un théoréme de Paley (8). Le cas ol Xn = in se trouve

dans (9).

1.18. Lemme

Soient (m. )

i) j=1,2 Yiaesiisii 2\ suites de fonctions de ()
’ =lgegoooging

telles que

1° pour chaque j, m:j , Sonverge vers mj pour la topologie c(Lm, L'),
S S ’

2% pour un p€]1, m[ s i1 existe B> 0 tel que pour tout n et pour toutes

fonctions f;j € LZ(G) i 3 = Vigengh on ait

A 1/2 b 1/2
”(gﬁ 1(”"j,n”j)lz) "Lp(G) < B||(§ 1512 ) 1,

L (G) °

Alors, dans les mémes conditions

% 1/2 o 8K 1/2
I 15 g2l ), < 2 1)

L?(a)

C'est une version vectorielle d'un lemme de De Leeuw (6)
Soient 3(.1 et Rz deux espaces de Hilbert séparables, une condition nécessaire

et suffisante pour que m : [ —> B (J(,1, 1{2) soit un multiplicateur de

‘J(LP(G, 1'81)) dans ?(LP(G, le)) est que, pour toute teLPn L2(G, }£1) et pour

toute g€ Lp'ﬂ L2(G, "uz) (% + l' =1) on ait :
N\ /\
j <m(¥). £(¥), g(¥) > ay B|f g |l _, .
. x, el 2y Vb a)

La démonstration est identique & celle du cas des multiplicateurs scalaires.

i X =% =¢ (x)
Ici nous prenons - et mix)= (mj’n(x)) R [ N, |

L'hypothése 2° implique

R
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(2]
.

2 e R am ar| <olel, el
m, i g. g '
=1 op BT AT A (s, ¢") ? (, ¢

1
pour toutes fonctions fjé N LZ(G) et gj€ PN L2(G).

L'hypothése 1° permet de passer & la limite dans 1l'intégrale, en effet

Ce lemme est valable pour tout groupe G abélien localement compact.

1.19. Théoreéme

Soit une suite croissante lacunaire & la Hadamard de réels

()‘n) n€ Z

supérieurs a O.

Soit m wune fonction de R+ dans € telle que
o
1° || m ”co <M

2° la variation de m sur chaque intervalle [)‘n’ \nﬂ[ est majorée par M.

Alors pour tout YE®I') , pour tout pE]1, 2] , mMmehey¢ est un multiplicateur

e 7(1P@) .

La démonstration est trés proche de celle du théoréme de Marcinkiewicz relatif
aux multiplicateurs de g(Lp(T)) (11, p.232 ).

Etudions le cas ou I' n'est ni discret ni compact, les autres cas s'en déduisan:
facilement.
La mesure image par h.Y de la mesure de Haar de I' est la mesure de Lebesgue de R .

Introduisons les notations suivantes : soit y une sectionde ho ¢

B= ¥ Dp 40D 0 Ay 0 BB =ty

n

(meboyp.xgp . %(0) .

n

soafene
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fo,t

[ _ o nle) (W0, x) Towe) ar
Dn’ An+1[

ma  5,(0)x) [ (W), x) Tople) as

A! (x)
n

Intégrant par parties, nous obtenons

n+1

AL =5 (A) () e, - >-[ s, (4) (x) an(z)
Dn’xn-ﬂ[

d'ou, par application de 1'inégalité de Schwarz et utilisation des hypotheéses

faites sur m

s (12 < 2w 5, @) x|+ [D Is, @) 0] fan(e)] ),
n’ ‘n+1

S ) 2M(Z M |s (A)()2+[
nézln l < nez< l)n+1 n xl PR /

n’ n+1

2 '\
Hst (A) (x)|*|an(z); >
Si la mesure dm est atomique on a, par application de 1.14

1/2 1/2
£ (2M) Ap ”(Z |An|2 (M + f[\ Idm(t)l)) ”LP(G)

nes n’ }n+1[

1/2
(= m0) 0,

L7 (G)

d'ou
1/2

I, )l < 2w

n€

2 1/2
s 1) IILP(G) ,

et 1'on conclut par application de 1.17.

Dans le cas ou la mesure dm n'est pas atomique, on approche m au sens
d(Lm (R+) 5 L! (R+)) par une suite mj de fonctions de R+ dans C de fagon que
chaque mj vérifie les hypotheses 1° et 2° quitte & remplacer M par 2M et
de fagon que les mesures dmj soient atomiques. Alors les fonctions mj-h-y sont
des multiplicateurs uniformément bornés de S’LP(G) convergeant vers mohoy au

® 1 : o s
sens o'(L T) , L (r')) ce qui prouve que mo,h.y est un multiplicateur

(Lemme 1.18.) .



2 .APPLICATIONS A CERTAINS GROUPES COMPACTS

ro
-

. goient G1 et G2

phisme continu de G1 dans G2 s f\ désigne 1l'homomorphisme dual de J

si p& M(G1) g(p) désigne la mesure image de p par j . On sait que dans

L. ¥ N
ces conditions (3(,;)f= poeod o

N
n
.

Lemme

Soit H wun sous groupe fermé du groupe localement compact abélien G

- ¢
v

deux groupes abéliens localement compacts et j un homomor-

tel

que G / H soit compact ; on note m la surjection canonique de G sur G / H

*
et 1'on suppose qu'il existe une section borélienne s de T ; on note s

*
1'application de CH dans CG définie par 8 (a) (x) = a(x -s .n(x)) . Alors

1° Pour tout n entier >1 , pour toute application qr de €" dans

ona VYes

*n *

=S . qr.

C

*
2° Si o est mesurable s («) 1'est aussi . Si de plus on choisit les mesures

de H%ﬂf Mes Moo mG/H

. 1/p
g, = (o @0 ) lelp,

de fagon compatible on a, pour tout p>0,

Preuve

19 est évident modulo 1'abus de notations suivant :
5 s e ; : H.n ;T
\P désigne aussi 1'application de (C)  dans € définie par

(00, ) - 41(«1,...,otn) .

20 f]s*(a) (x) |? ax =j le(x = som (x) P ax
) 6

e el



fG |s (cl)(x)lp dx =./;}/H de/H (u) ‘/;Ioc(xi—h-son(:ﬂh))]p de(h)

od u = W(x). Remarquons que w(h) =0 et que x - sux (x) € H,

*
d (2)(x) |P ax = (6/H) f a(h) |P an .
onc fG Is X l X mG/H HI l

2.3. Lemme

Les hypoth®ses sont celles du lemme précédent ; i désigne 1'injection

canonique de H dans G . Pour toute mesure né& M(H) , pour toute fonction «

. . * v
continue bornée sur H ona : s (d*ﬂy) =s (a) *G 1(#) .

En effet :

s*(o() - \if(}l)(x) =f;{a(x -t - s.,\'((x-t)) d,u(t) = u*r(x - 8S.% (x)) s

2.4. G et I' sont deux groupes duaux satisfaisant les hypotheses 1.2 ; I est compact,
c'est & dire A =-N . On considére un groupe abélien discret dénombrable f
(sans rapport avec le groupe du méme nom déja considéré) plongé de facon dense dans
I' ; onnote i 1l'injection de F dans ' et j 1'injection d'image dense,
dusle de i , de G dans G dual de G .

Soit '(;n = j(Gn) . E est compact métrisable. On suppose que pour chaque n 0
il existe une section borélienne o’n de la surjection canonique de E/En sur
(E/&;) / (En_1/é"n) de sorte que, posant s = identité de G et S _4=8 o0

pour n 0 , le diamdtre de sn(E/Gn) tende vers 0O 1lorsque n tend vers -ow.

. est une section borélienne de la surjection ttn s '5 — E/(?n :

Soit Jl.n(G) 1'ensemble des fonctions de G dans C & support dans Gn 2

on identifiera une fonction & support dans Gn & une fonction définie sur En.

R Je—
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*
Dans ces conditions, l'ensemble de fonctions U s (ﬂ%(G)) est dense dans
ng0

tous les espaces Lp('(;) , PE [1 , © [ .

On suppose, en outre, que le fait suivant est vrai :

s GEh s (%,@) € s;(xm(e)) .

2.5. Définitions

&T) = (i7'(®) ; Ee M)

6T) = (i"'(8) ; Ee€ &)}
() = (i7NE 5 resm}yed
2.6. Proposition
Pour tout p &€ ]‘l, a)[ , pour toute suite (fn . En) n30 de

/2

1
< HIEE 1aE )

1/2
)

"LP(E) P@)

20 ~ 2
L°(G) x &(I') on a IK:E If * &E |
n
n)0 n
I1 suffit de démontrer ce résultat pour une suite finie avec une constante
indépendante du nombre de termes. D'aprés le lemme 1.18. il suffit de considérer
=1

le cas ou En = 1 (En) ’ En étant la réunion finie de classes de sous groupes

de [ .

Soit donc N le nombre de termes de la suite et l"M le plus petit sous groupe
apparaissant dans la décomposition des En . Le support de KE est dans GM .
n

* *
Soit f€ y s, (ZKm(G)) y pour unmgM f = sm(etn) y « € JLm(G) 8

*
1 \ 3 ~ = .
D'apres 2.1. et 2.3. nous avons f.n % KE s, (KEn * an)

soifowe



N 1/2 . N 1/2
D'aprés 2.2. (; lfn * Ky |2 ) = 8 ((; IKE * dnlz ) )
lom & )1/2 I )R )
i f *x Ko~ s = I~~~ G/G *
n=1 O KE:n L?(G) (mG/Gm m ) (n=1 IKEn *n LP(G)

or, en vertu de 1.14.

1/2

N 1/2
2 s o al?) "

N
< I er) :

L?(G) LP(6)

et 1'on conclut par une nouvelle application du lemme 2.2.

-3

. Corollaire

L'énoncé précédent est vrai en remplagant &(I') par 61 @y

En effet on obtient les éléments de &‘(f") en ajoutant au plus un point a ceux de
1/2 1/2

~ ~
&(F) . On utilise aussi 1'inégalité (§ It (¢)|? ) <a (> 1 12 ) |
n'°n P n P,
n0 nx0 L7(G)

2.8. Proposition

y 2,
Si f€L (G) posons f'n = f'f;n \F pour n 0 .

n-1

On a, pour tout peEll, ® [, pour tout f€ L2(G) .

1/2

1= 12.12) |

< Al

LP(G) L2 (%)

Soit fe U s; (Jlm(G)) , pour tout mgm, , f = s;(a) ol «E}Cm(G) "

m<0
Soit Fa la mesure sur G dont la transformée de Fourier est Xr;l\ E. ’
v -
son support est Gn—1 3 fn = £ x J(/An) ; par conséquent’ si n>m,

*
fn =s (o % };n) en vertu de 2.3.

sual s
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%)
-

/2
d'ou (: lfnlz )1/2 = s;((z lu*/gn|2)1 )

m<n €0 m<n<0

et 1'on conclut en utilisant 1.10. , 2.2. et le lemme de Fatou.

2.9. Corollaire

2.~ A
Avec les notations précédentes, pour tout fE€L°(G) telfe que f(0) = 0,

on a 1/2
)

e = 2
A 2 < £ oAl
o 12 i, 1% ”(§Olnl e € %0 lag,

Cela résulte de 2.8 et 1.5.

R. Spector m'a commniqué une démonstration du fait suivant : Z :XF \ est
n n

~, ng0 -1
un multiplicateur de  F(LP(G)) pour tout p €] 1,00[. Cela résulte aussi des

théoremes trés généraux de N. Lohoué (7) relatifs au transport des multiplicateurs. De 1%,
en utilisant, la technique des fonctions de Rademacher on pourrait déduire les proposition:

2.6 et 2.8, On a préféré une démonstration élémentaire qui fournit une meilleure évalua~

tion des constantes.

2.10. Soit O(F) les ordres de O(I') transportés sur T au moyen de i . Il résulte
de 1.16. que pour tout e€& 0(?) , pour tout vef , les ensembles

{EQF ; £ & \’} et {feF;eret f*l} appartiennent a 51(F) .

2.11. Théoréme

Soit (Xn) nco ume suite croissante lacunaire & la Hadamard de réels supé-

rieurs & 0 telle que )\ =1 .

Considérons une partition dg]O,fJ ou ]0,1[ par des ensembles de la forme ]}n, )‘n+1{

o ]\n’ )‘n+1:| bt Dn’ )n+1[ i [)‘n’ )n+1] :

Soit yEP(') , soient En les images réciproques par hogei de ces

ensembles, E o= (h..yni)_1 ({0}) et éventuellement E1 = (he (;-i)_1 (1} .

Alors, pour tout pe€ ]1,00[ il existe CP>0 tel que pour toute fonction

fe LZ(G) on ait

1/2
e < foy |2 | c el )
I P@) "(«Ea | fnl ) 2@ S 5 LP@®)

Compte tenu de 2.7. et 2.9. ceci se démontre de la méme fagon que 1.17.
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2.12. Théoreme

Soit (En) nyo une partition de T telle que pour un p€ ]1,00 [ il

existe B et C>0 tels que, pour tout fel}z(?;') ,

1/2
)

=l 2 .
Ity < ||(an : | logy, € ©I "me

Soit m wune fonction de ' dans € telle que

10 fmf <M

2% pour tout n>0 il existe zne o tel que la variation de mIE
n

relativement a e lE soit majorée par M .

n

Alors m est un multiplicateur de 7Lp(5) dont la norme est majorée par 2MBC Ap 3

Preuve . A(E) étant dense dans LP(E) il suffit de montrer que, pour tout f€ A(?‘;) "

-1
[37 (m. 52) |  2MBCA £ | .
~ \ ~
() ol b
Posons An =1, > AI'l " (m. An) ; & cause de l'hypothése faite sur
n

les En il suffit de montrer que

1/2

I 14, )l

/2

1
2
2MA_||(C 18
L?(G) < p"(mol"l ) "LP('E) )

11 suffit de faire la démonstration dans le cas ou m est & valeurs réelles.

Si f.GO(F) et E.EF posons

s g (1) =§ EOT sy (B) = spe (2) - 2(8) .

On a Al'1 = Z m(E) £(&) § .
EEEn

Pour alléger les notations la relation d'ordre € sera notée <€ .

swwlas
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Soit \\)0 , i1 existe pour chaque n une partie finie Fn de En telle

A —
que E £(§) < 2 I.l.1
{GEn\Fn

On a menifestement [la! - > m(g) ?(t,) ¥ ||m(~) < Mo
T L® (G
n

Soit F_ = “1,:1’ (2,n b oeee by ’n} " 61’n <t & <§)

" 2,n o0
(n) A
Posons sjn = 1§j f(zk,n) ;k,n y sj,n = si,ﬂj i (An)
si jo1 s‘(,“)= 80. = 0
Alors
ST oa@) 19 = ‘ﬁ' @) sy e
= m = (’j 33-1) 5,0
n
TR Y T (Y| < I PN
’ i dan T3t Spo gy N AOETE .
CEE
n
d'ou
)n n
14 - j% 5,0 = 251,00 ™ By,0) “L“’(”G‘) N A
\n—l
et |4 - :é ®j,m (m(sj,n) -m(§j+1,n)>- sxn,n m(gxn’n)”L“iE) <
En définitive, pour tout | >0 , on peut écrire :
Ar = g; (@) s, 0 Q) +y,
n
; ) | u i
«&)| < 2M et - 2Mg2
%n < [¥alo g <

Alors, 1'inégalité de Schwarz donne

Moz :

a2 (?:_;n [«(®) [+ Myz™) (&an o ¢(Ix(2)] 2P My2™) .

T

-0



et

2
et =i =N IR LTSI

n>0 n>0 (€F

>1/2 2 5

2 1/2 1/2 /A 1/2 1/2

n>0

D'ol,en vertu de 2.6.

1/2 1/2 12
' /
”(i;‘m“]z ) "LP(E) < ey 2("(:L‘:o :,eE:pnld(z)l &.1°) “L]"(?;‘)+ L )

d'olu
1/2

1/2
ISP )" 1, < =k sP)

|

LP(G)

2.13. Exemples
. mi ; (o \
19 Soient [ ’ Fl des groupes vérifiant les hypothéses 2.4. ; alors
F' sz et l'“ X FZ satisfont aussi ces hypothéses ; on peut prendre dans

r‘ xrz la suite de sous groupes :

2 2
Mxr? |, Itart , Doxl™ , 0Lxf , Floxp , etc
-1 -1 -1 -2 -1 =2 -2
I b et Url satisfont aussi ces hypothdses & condition que
i€l

sup k(rl) <o ; on prend la suite de sous groupes suivants
i€l

ord , Dox ol xl xn 0, Tl xn M,

i bR

12 j T . 1 _p2 _pd . |
f'_2 XF-Z X jr>12f' : I'_zx['_z x['_1 le;l} i, F_J )(f-‘_zxr._1 X jq3r'] etc,
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®
N
2 si D = 1H (2/n2z) , D est un sous groupe dense de D et les

hypothéses 2.4. sont satisfaites.

3° Soit Aa un groupe d'entiers a-adique (1& définition de Ah se trouve

dans (4, p.1°8)) tel que sup & . / a <o . Z est un sous groupe dense

de Aa ; les hypothdses 2.4. sont satisfaites.



3_. CONVERGENCE PONCTUELLE

3.1. Lemme

Soit ¥ une famille de classes de fonctions mesurables supérieures ou égales

a 0 sur 1'espace mesuré (X, @, x) , p20 @finie,

Soit ¥, une partie de ¥ telle que tout élément de ¥ soit approchable en

mesure par une suite d'éléments de ¥ . Alors ess supf = ess sup f
e ¥ ted,

Par extraction de sous suites presque partout convergentes et appliquant le
théoreme d'Egoroff on voit que tout élément de ¥ est approchable presque unifor-
mément par des éléments de F, , c'est & dire VPETF , VEX0 ,3JAE€Q, mA)<¢,
Vy>0 , 3g€% , |f - g|<q hors de A.

Soit F =ess sup f ; on sait que F = sup f .

rc¥ n>1

Soit &€>0 , il existe des ensembles A & @  tels que u(A) <E. 2 et

tels que pour tout % >0 il existe gne % tels que Ifn - B |<q hors de An .

Donc sup fn £ 1+ sup gn pour tout 74 hors de 1l'ensemble UAn dont la
n>1 n>1
mesure est inférieure ou égale & € . On en déduit que F Less sup f presque
1€ 3
partout.

Soient G et [  des groupes vérifiant les hypothdses 1.2. Il résulte des
articles de Billard (1) et Hunt (5) que le théordme de Carleson est vrai pour

G compact.

s fwen



3.2. Théoréme

S1 G est compact il existe C>0 ne dépendant que de k(G) tel que

pour tout €€OQ() , pour toute f¢ LZ(G) ’

-2 2
m({::lg e, e (D1>2}) < X I | s

3.3. Corollaire

Le théoréme précédent est valable pour tout groupe vérifiant les hypothéses 1.2.

L'espace L2 faible étant complet, il suffit de démontrer le résultat pour les
fonctions & support compact.

Soit f€ LZ(G) dont le support est dans Gn , sa transformée de Fourier

est constante sur les classes de Fn .
°

Soit €€O([') , & induit un ordre € de O(F/l"n) .

_ (n) _ y : . )
Posons Sg =S¢y sxg % 8, s si €€ f/rn . On a la propriété suivante :

n’
sén) (f) est, lorsque ngn, , une somme partielle de f pour l'ordre ¢ et
toute somme sef est approchable dans LZ(G) (donc en mesure) par de telles

sommes lorsque n tend vers - .

Appliquons le théoréme 3.2. & Gn

(n) -2 2 -2 2
m( sup | (£)]>%) <m (G )c ¥z | = c el ;
(e o, Y ) <= e, 1(6,) ()

et 1'on conclut par application du lemme 3.1.

~

Soient G , [*, G , [ des groupes vérifiant les hypothises 2.4.

3.4. Proposition

L'énoncé précédent est valable pour G .

soslass
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I1 suffit de considérer f€ U s (Jé (G)) 3
m<0 m m

Soit 260(1::) ; les ensembles {§€ F ; E€C et §# C} sont des réunions de

~

classes de groupes l';l « En vertu du lemme 3.1. il suffit de considérer parmi
ces ensembles ceux qui sont réunions finies de telles classes .

Soit Uh (n <0) 1'ensemble des {;EF ; SET et ¥# C} qui sont réunions

~

de classes de sous groupes l"m avec m2n . Il suffit de démontrer que

g 1>3) < e X2 le ], :

m (Esup s

()
n
P ."1 A,
Si Eeun " E=1i  (F) od K, a son support dans Gn .
* *
Pour tout mgmy<n f = s, () i oe ]{m(G) , alors fE =s_ (e 5 KF)
(lemme 2.2.)

et d'aprés le méme lemme sup le I = sl: (sup |ot % KF | )
E€i
n

or n ~
ma(lsm (u)|>\) = mgfd-m (G/Gm) card (Jo|>)\)

d'aprés 3.3. card (sup |uy Kp [>N) £ ¢ X2 ”«"2 2
L°(G)

et 1'on termine en utilisant 2.2.

3.5. Proposition

~

Supposons que l'on ait dans [ une suite (En) croissante de parties

ny0
~

finies dont la réunion est [* telles qu'il existe AD0 tel que pour tout

re 13(8) me (supfeg 1>2) < AN e P, .
n L°(G)

~
Alors il existe des bons ordres sur M tels que

sup, |£ s\ € B X? e |P '
“‘E’(ZE% ]._z[l ) S I | 2@

W A
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Par suite les sommes partielles suivant cet ordre de la série de Fourier

d'une fonction de L2(E) convergent presque partout.

On se donne une suite (En) d'éléments de O(F) . Construisons sur [

n30

un ordre () de la fagon suivante

10 8i Y€E et 472 E I<y

o s . R
2° Si § et ¥ appartiennent & En+1 \En <0 & f.nC %

~

Cet ordre est un bon ordre sur [ .

Soit fn+1 = fE \ E ’ f = f .
n+1  n o

() = e rcry

S1 Ze En\En_1 sONn a SE (f) = sEn’: (fn) + fEn ’

alors sup |s,(f)| € sup sup |s (f)] + sup |f
R AT I

D'apres 3.4.

n

- (Slilp !San,t (a1l X) ¢ X 5 ||2Lz('é) ’
d'ol
(e e g )0) <O TPl - e e
et
(g 1y, @ING e AT 5 -

3.6. Exemple

2

Prenons [ = 2 , [= A, XA,

Fefferman (3) a montré que 1l'on peut prendre dans la proposition précédente pour En

’ %Y . - - 2

une suite de rectangles dépendant d'un paramétre ; on a ainsi construit sur 2~ des
pis ’ S 5 2 1-2 ¢ ;

bons ordres tels que la série de Fourier d'une fonction L™ (T ) sommée suivant ces

ordres converge presque partout. Sy
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Chapitre III. 49.

Estimations de la norme de certains opérateurs de Lp(T).

(en collaboration avec N. Lohoué)

Introduction,
1°  Nous nous proposons d'étudier le probléme suivant .

Soit T 1le cercle unité ; soit {a une matrice infinie, trouver des

m,n}m,nez
conditions variationnelles sur les coefficients de cette matrice pour qu'elle

définisse, dans un sens évident, un opérateur borné sur Lp(T) , (1 ¢<p<w),

Le cas ou la matrice {am n} est diagonale a déja été étudié par plusieurs
’
auteurs (Marcinkiewicz (8), Mihlin (9)). Plus récemment E,M. Stein a donné des

conditions suffisantes, liées & un semi-groupe de Poisson, sur un espace mesuré, I ,

quelconque, pour qu'un opérateur soit borné sur LP(H) (voir 11).

En général il n'y a pas de méthode directe pour s'attaquer & un tel probléme ;
nous prendrons un détour, en appliquant des méthodes d'intégrales singuliéres &

un groupe contenant T comme sous-groupe,
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20 Idées directrices ; utilisation de M(2).

a) Nous notons M(2) le groupe des déplacements du plan, il se réalise
comme le produit semi-direct RZGDT 7+ T est identifié au groupe des rotations du
plan, Le point générique de M(2) sera noté g = (x,a) ou g = (r,¢,a) , T et ¢

étant les coordonnées polaires de x .

b) Pour chaque p > 0 , on définit une représentation, Tp , de M(2) sur
1P(r) de la fagon suivante :

si g=(r,p,a) et si f¢ 1’(1) on pose Tp(g)f(¢) = eiprc°8(¢-¢)f(¢ra).

Soit h wune fonction sommable sur M(2) pour la mesure dxda , 1'opérateur

h(p) défini par :

n(p)f =IL2><1' Tp(x,a)f h(x,a)dxda
est borné sur LP(T).

L'application h ﬁ(p) se prolonge en une application linéaire d'un certain
sous-espace de Banach de l'espace des opérateurs de convolution de Lp(M(Z)) sur
ﬁ(Lp(T)), (voir (2)). Par conséquent tout théordme garantissant qu'un opérateur de
convolution est borné sur LP(M(2)) donne des conditions suffisantes pour que

certains opérateurs soient bornés sur LP(T).

30  Bnoncés des résultats,
Les résultats que nous obtenons par cette méthode paraissent nouveaux, Malheu-
reusement leurs énoncés ne sont pas trés simples, et ils ne répondent que partiel-

lement & la question posée,



Nous commencerons par les énoncés concernant LP(M(Z)), et nous donnerons

ensuite en application ceux qui intéressent 1¥(r),

soit M(p) = {M(p,m,n)}( une fonction du nombre réel strictement

m,n)€Z x 2
positif, p , & valeurs dans 1l'ensemble des matrices infinies & coefficients complexes.
Le théoréme 1 donne une condition suffisante pour que cette fonction soit un multi-
plicateur a gauche de 5KLP(M(2))) pour p € ]1,2] (la définition est rappelée
au § 2.3.2).

On suppose que chacune des fonctions pw M(p,m,n) est de classe 02 et que,
(elmeal)y o

lorsque n est non nul, M(p,m,n) = o(p-[m-nl) et M'(p,m,n) =o(p

voisinage de 0,

Si j est un entier négatif on pose 3

e 2" 212
A, =2 ij_1 (O |m(p,m,0)(14n7)|°) pdp
J 2 mezZ
d
=2 2
B, =2 fj__1 (2 |m*(p,m,0)|°) pdp
J 2 meZ
2j
[ O rema®) oo
C. = ; p,, P
J o0 ez
D. =0
i
On appelle {n‘j}j)0 la suite d'entiers ainsi définie 3 B - 0, n, = 22(3—1) s
Si j est un entier strictement positif on pose :
el
2 2\ d
T | (m-2)w(,m,2)[%) <8
J 0 meZ n. n|\<n'j P

5
2 2y d
+Jj-1 2. I%@ | (m=n)“M(p,m,n)| )_g
g

2 nEZ P
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23"

¥ 2-4j fo. meZ n ;l(n lM(p,m n)l ) &

+ 2"4:J e [M(p,m,n)|?) pdp .
T,

23 neZ

23!

j f (E |M'(p,m,n)|2) L
J 0 mEZ nj_1$ n|\<nj 3

S |éTznj [ (p,m,m) ) £

2,)-1 meZ

. "(pym,n)|) pd "(pym,n)| %) pd
p fo Eg ZFI‘“ |1"(p,m,0)[%) pdp + 231“21;!“9 1) pap

> [M(p,m,n) - M(p,ms1,041)|?) pdp
0 nez nj__1<|n|\<n'j

53
+f aa O o [M(p,m,n) - ¥(p,m+1 ,n+1)|2) pdp
njn.

oe]
I

«Q
I
—

o
[

]
ﬁ

Théoréme 1, Si, pour tout j , les nombres Aj ) Bj ’ Cj ’ Dj sont finis, si,

lorsque j tend vers -0, Aj+Bj+Cj = 0(2-23) et, lorsque Jj tend vers 4o ,

Aj+Bj+Cj+Dj = 0(3-3) , M est, pour tout p € ]1,2] , un multiplicateur & gauche

de  F(rP(u(2))).

Si S est une distribution sur M(2) c'est aussi une distribution sur le
groupe abélien R2 xT dont nous noterons §S 1la transformée de Fourier, Le
théoréme suivant donne des conditions portant sur ¢S suffisantes pour que S

soit un convoluteur & gauche de LP(M(2)) (1< p < ®),

Tnéortme 2, On suppose que la distribution &S est une fonction, qu'elle est de

classe 02 en dehors des axes et qu'il existe un nombre C tel que

(1) Fs(x,y,0) ¢c et ) |¥5(x,y,n+1)-Fs(x,y,n)| ¢ C
nez



quels que soient x et y .

(ii) Pour tout nombre strictement positif, R ;

, (e=21),

R
oFs %S
f-R (l'ES,-(ER’t'O)I + 'S'X'(treRvo)l)dt £C

0%s

R
o) T
Q_t_ : f ( _(ERttyn‘H ) "—ofy§(5R’t9n)l + I%(t,eﬂ,l&‘l)-%s-(t,di,n)l )dt kY

mez Y-V

(iii) Pour tout nombre positif, R ,

2
0 fFS(
J:[ I.—-—— x,y'o)l dxdy < C
VPP cer O

etz

n€7f R¢VX +y 2R

2 2
d°Fs 0°%S
Im(x,y,nﬂ) - Mby(x,y,n)l dxdy < C

Alors pour tout pe]l, +O°[,1'app1ication fr—-PS:KF, définie sur les
fonctions de ¢SD(M_(2)), se prolonge continiment & LP(M(2)).

Utilisant le théordme 1 nous obtenons le résultat suivant sur

les opérateurs de LP(T).

C

Théoreme 3, Soit A = {am,n}(m,n)mxz une matrice infinie de nombres complexes
telle que
A 2
(i) ) [am OI <+
’

mez

wvid 2 2
(1i) sup 37 Y . |(+(mn))a |? < 4 .
0 mez 229¢Tal¢?d*? .

Alors A définit un opérateur, T,sur les polyndmes trigonometriques

ainsi

Teinx=§ s 2 nemx § cet opérateur se prolonge continiment a
’
LP(T) lorsque pe]l,+ oo[ .

’



I Quelques résultats d'analyse harmonique générale

1 Rappels

1.1 Le point générique de M(2) sera noté g = (x,a) ou g = (r,y,a) ,y X € R2

r € [0+ , ¢ € [0,20n] , « € [0,27] , r et ¢ étant les coordonnées polaires

de x . On notera aussi xa le point transformé de x par la rotation d'angle « .
Le groupe M(Z) est unimodulaire ; la mesure de Haar est

dg = -15 dxda = -15 rdrdgda . Une fonction sur M(2) sera identifiée suivant le
4n 4

cas a une fopction sur R

3

, 2n périodique de la derniére variable ou & une fonc-
tion sur R+><R2 , 2m=périodique desdeux derniéres variables,

M(Z) est un groupe de Lie résoluble, donc moyennable ; nous utiliserons cette
propriété sous la forme suivante : pour tout compact K? de M(Z) et pour tout

€ >0, il existe un compact Xé de M(2) tel que
mes(K K,) ¢ (1+€) mes(k) |
mes(K&) est la mesure de Ki (voir 2) .

1.2 Pour chaque p > 0 , on définit une représentation, ‘1‘p , unitaire irréductible
de M(Z) sur L2(T) de la fagon suivante .

eiprcos (4;-?) f(d}-a).

si g=(r,9,a) et f ¢ Lz(T) , on pose Tp(g)f(¢) =
On montre dans (8) que toute représentation unitaire irréductible de M(2) est
équivalente & l'une d'elles,

ing

1.3 Nous utiliserons la base de LZ(T) formée des fonctions en(¢) =e *,n€7.

Dans cette base les coefficients de Fourier de la représentation Tp sont
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tp (r,tp,a) =<T (I',Q,a)e >
’ P i

m,n m L2 (I\) ]
2n . "
soit tg, (r,(p,a) - _21_u ) elprcos(dv-w) 91[(n-m)q’-n“]d¢
_ 40D e-i[na+(m—n)q,]Jn-n(pr) "

ou JY désigne la fonction de Bessel d'indice vy .

on trouve les résultats de 1,1 et 1.2 dans [12].,

1.4 Nous utiliserons certains espaces de Banach introduits par Kunze et Stein
dans [5]. Nous notons £L2(l‘) 1'espace de Banach des endomorphismes continus de
L2(1‘) et $¥L2(1‘) le sous—espace de 31,2(1‘) constitué des opérateurs compacts,
Une fonction F R+ - £L2(I') sera dite mesurable si elle est faiblement
mesurable,
Pour tout p € [1,+ , on note 1P(pdp ,Bp) , 1'espace de Banach, pour la

norme évidente, des fonctions F : R" - ¥ LZ(I‘) qui vérifient la relation

fw 2e[r (o) ()72 pp < oo
0

ou Tr(A) désigne la trace de l'opérateur A ,

On a une définition analogue de l.°° en faisant les modifications classiques,

On montre que, pour tout p € [1,+<{ , 1'espace de Banach dual de Lp(pdp,@p) est
Lp'(pdp,ap.) ou 1/p+1/p' =1 .

On pourra consulter [5] pour avoir plus de précision sur cette partie.



2 Transformation de Fourier

2.1.1 Soit f wune fonction continue & support compact sur M(2) et soit p un

nombre strictement positif ; on pose

2

f':(p) = e T (r,cp,a)f(r,<p,a)rdrd(pda 5
4n” Ju(2) P

f(p) est un opérateur compact de LZ(I‘) ; les coefficients de la matrice de cet

opérateur par rapport & la base {en} sont

<f(p)en9 9m> = f(p,m,n)

1 40 ~427 2T 0
- f f f L n(rr%a)f(r,?,a)rdrd(pda "
4n" "0 0 0 ’
L'application f » f(p) est un homomorphisme d'image dense de L1(M(2)) .

% ¢ (13(r)).

2.1.2 Une fonction, £ , de L (M(2)) peut aussi &tre considérée comme un élément
de 1'(&RxI) ce qui permet de définir sa transformée de Fourier habituelle, les
formules suivantes relient les diverses transformées .

Si 1'on pose

400 a2 ;
ﬁf(prdha) = 'Zl'f J‘ " elprcos(q;—(p) f(r"P,a) rdrdp .

+o 27 P27 . .
F£(p,¢yn) = i—f f f oipreos(4-9)-ina £(r,p,a) rirdpda
0

on a

" 21 p27 .
£(p,m,n) =4-’-1-§f0 fo el((n-m)cgr-na) ‘F1f(p,¢,a) d¢da
T
et

& 2 :
f(Psmon) = El;tfon el(n-m)¢ ff(p’d‘vn) dg .



574
2,2 [Formule de Plancherel

Nous énongons ci-dessous une proposition dont la démons-
tration est presque évidente.Ce résultat est srement déja ‘connu.Faute de
référence et pour éviter des recherches inutiles au lecteur nous en donnons

ici la preuve,

Proposition .

A une
la transformation f - f est isométrie de LZ(M(Z)) sur lz(pdp,ez).

(on peut montrer, en utilisant une idée de Kunze et E,M, Stein (7) qu'elle applique

1P(u(2)) dans Lp'(pdp,ﬁp') lorsque p € [1,2].

Adoptons la
Définition, Soit f wune fonction sur R , de carré intégrable par rapport a la

mesure pdp ; on appelle transformée de Fourier-Bessel d'ordre n de f 1la fonction

400
2.2.1 56,(0)x) = [ ()1 (prdec .
0

On montre que Sfan est un automorphisme isométrique de L2(R+,pdp) dont le carré
est 1'identité,
Passons & la démonstration de la proposition,

Soit f wune fonction de classe ¢ sur M(2), & support compact ,
- ~M p400 w21 27 . .
f(p,mn,n) = l—zf f f o P9 5 (or)e(r,9,a)rdrdpda .
-m
4n “0 0 0

On obtient donc la transformation de Fourier opératorielle sur M(2) en
composant la transformation de Fourier sur f et la transformation de Fourier Bessel.

En utilisant les formules d'inversion, on trouve
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+o0 n
2.242 f(r,qt,a) = z: (i)m ei[m*w]f pJ_n(pr)f(p,mn,n)dp
meZd 0
ned
Par ailleurs

- 2x 400 2® . 2
2 _1 1 img A
) |£(p,nem,n) | = —j da (= |f J (pr)rd.rf e ! f(r,p,a)dpf; ,
ne7 2% 0 2% 0 -m 0 ' j

400 - > \ 2% +o0 1 2% o 2
225 f (G |t(p,men,n)| )pdp = 5[ daf rdr l-ﬁf e £(r,p,a)dp ;
0 n€Z 0 0 0

+0 - 2 1 2x 400 1 2% >
T C Gt - £ [ e [k [l

Cette dernidre égalité s'écrit aussi [|f]| = |4l .

2 2

1 (pdp,g) L°(m(2))
Puisque ﬁ(M(Z)) est dense dans LZ(M(2)) ceci montre que la transformation de
Pourier est wne isométrie de 12(M(2)) dans Lz(pdp,ez).

Par ailleurs si P est une fonction simple de Lz(pdp,az), c'est~b~dire une

fonction de R+ dans 3?(1.2(!‘)) prenant un nombre fini de valeurs qui sont des
opérateurs de rang fini, la formule 2.2,2 donne une fonction, f , dont F est la

transformée de Fourier, Il suffit d'utiliser la densité de l'ensemble des fonctions

simples dans l,z(pdp,ez) pour voir que la transformation de Fourier est surjective,

2.3 Transformée de Fourier d'un convoluteur de M(2)
Soit convp(n(z)) 1'algébre de Banach des opérateurs linéaires de L (M(2))

qui commutent avec les translations & droite,

2.3.1 Proposition, CONVZ(H(Z)) et Lm(pdp,ﬁa) sont isométriquement isomorphes,

la démonstration de cette proposition ressemble & la démonstration classique

pour un groupe abélien (7).
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2.3.2 Corollaire, Soit S € COIWP(H(Z)), il existe une fonction, S € l“(pdp,ﬁw),

telle que pour toute fonction, £ € x.p(x(z))m.z(x(z)), la transformée de Fourier

de S»f soit S.f .,

I1 suffit de remarquer que le groupe M(2) est moyennable et d'appliquer un

résultat de (4).

3 Etude de certains convoluteurs

les convoluteurs portés par a2 ou T et les convoluteurs centraux (ceux
qui commtent avec les translations A droite et A gauche) se décrivent facilement,

On sait que tout sous-groupe fermé de M(2) est moyemnnable, par conséquent
de synth®se pour 1'algdbre AP(H(2)) d'aprés (3). Plus précisément on a la

proposition suivante :

3.1 Proposition, Soit S wune distribution portée par 1'un des deux Bous-groupes

R2 ou T, les deux conditions suivantes sont équivalentes .

a) L'opérateur f e Saf (convolution non abélienne) est borné sur P(m(2)).

b) L'opérateur f e S»f (convolution abélienne) est borné sur X&) ou

Lp(l') suivant que S est porté par 82 ou I ; de plus, selon les cas on a

“S“comrp(u(z)) =|chonvp(az) o “S“corwp(n(z)) ="s“convp(r) .
On montre facilement qu'un convoluteur central est porté par R2 et que sa
transformée de Fourier est une fonction radiale,
On peut remarquer que les convoluteurs A support dans T sont exactement ceux

dont la transformée de Fourier s'écrit : S(p,m,n) = ¥s(m) 8, , O FS estla
]
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suite bornée, transformée de Fourier de la distribution tempérée S , sur 1la groype

commtatif T .

3,2 Etant donnée une fonction, f , définie sur R2 on définit deux fonctions, f

et £¥, sur M(2) ainsi :
f(x,a) = f(x_a) , t*(x,a) = £(x) .
On a le résultat suivant .

3.3 Proposition, Etant donnée une faonction, f , appartenant A L‘(Rz) les normes

dans CCS7P(!(2)) sort caiordes par celle de f dans CONVP(Rz).

Soit h un élément 2 O(x(2)). On a
fah(x,e) = -—f f -y) h(y,B) dydp .
Or

.~ fnz L fR tley g~ nGrop)is|an ¢ Wl (e2) (5 faz In(x,)|%ex)

donc
y [28 1 p. . \1/
[ [ ey stsle s
1 1
<l comy (&2) (3 f.e Inx,p)[Pax)'/?,

utilisant 1'inégalité de Minkowski nous obtenons

-l x, P,.\1/P
nfulhp(n(z))‘nmmpm ) z,f (L f In(x,8)| Pax)'/ag

d'ou E*h .
Il ILP(K(Z)) < Ilhﬂnp("(z)) li£ Il w (@)

P

Un calcul analogue montre que
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[[ns] & Iinl lil

1) " 1Pu(2)) " com (&) |

Remarquons, d'autre part, que
£((x,a)™") = £lx__,=a) = £-x) # £¥(-x,0)

ce qui prouve l'assertion relative a ot »

f étant toujours une fonction de A (Rz), nous noterons ¥f sa transformée

de Fourier :
2K (4o
£2(p,6) = 1pr00s(e-9) £(r,q) rar
P 5% fo fo e T,/ rdrdp

en vertu des formules 2,1,2 nous avons

a 0 s8i nfo
3.4 f#(Pomrn) = 2%
517"[0 ™ Fr(p,¢)dp i n=0
- 0 s8i m#0
f(fhmon) =

2%
;_"fo ™ Fr(p,4)dp 81 m=0

3.5 Remarque, Les résultats de cette partie, & 1'exception des formules 3.4,
s'étendent aux convoluteurs vectoriels, De fagon plus précise soient 81 et uz
deux espaces de Hilbert séparables, appelons ® 1l'espace de Banach des opérateurs
lindaires continus de ﬂ‘ dans 82 . Soit £ un élément de I.‘ (RZ,B). Alors f
définit un convoluteur de LP(M(Z).“‘) dans LP(M(z),xz) A support dans R ,
dont la norme est majorée par celle de f comme convoluteur de Lp(R2.£1) dans
LP(RZ,KZ), (le méme résultat vaut pour les convoluteurs portés par T) en outre

les résultats relatifs & f et f' sont valides,



I1I Pémonstration des théordmes

Pour démontrer les principaux résultats, nous aurons besoin des théordmes

d'intégrales singulidres sur M(2).

1 Intégrales sinzulidres sur ¥(2)
1.0 Soit g = (x,a) € ¥{2), posans A(g) = A(x,a) = |x|2+]am(§)| 5

Alors

A[(,a)(5,8)] = Jxey |2+ [sin[2E]|
et

h[(x-d)(hﬂ)]l €2 [K(xva) +R(Yva)] .

1.1 Pour tout t > 0 , on pose v(t)-.:f dg .
ag)gt

. 1 1
Si t>1 V(t)zit—;

Si 0gtg v(t) =§mcam-}t(1-n:12).

2

Par conséquent v(t) est équivalent a -12-t au voisinage de 1'infini et 2 -;—; au

voisinage de O,

Alors sup v?(ét)z { o, ce qui montre que A est une pseudo-distance,

0

Comme dans [1 chap,3]. Ceci donne d'apres [1 p.74] 1'énoncé suivant .

1.2 Théordme, Soit k wune fonction localement intégrablesur M(2)\ {0} . On

suppose que
10 |y ’

A
+ N
L“IR .pdp,q,]
2° Tl existe une constante <t > 0 telle que




su k(gg ) -k(g)|dg & A
x(eogofx(s)ml S ek

Alors, pour tout p € ]1,2] , k est un opérateur de convolution 2 gauche de

L’[M(2)] ; sa norme est U[[p-ﬂ-'].

? Quelques inégalités

2,1 Pour tout t > 0, posans w(t) = —255 "
Ae)st a(g)
On a
409
'(t) .j -d-v—(;—)
t 8
Par conséquent w(t) = -2-’-t au voisinage de +ee ,

= 1 2
w(t) = = log(t) au voisinage de 0 ,

2,2 Soit f une fonction telle que f € L2[M(2)] , af € 12[M(2)]. On & les inéga~

lités

T 4
£(g) £(g)|%ag| v(t
L(g)‘t' g|au[fx(2)| xlde] ),

fh(g)”lf(s)ldec U,(z)l“‘)f(‘)ﬁ‘]{r[[k de ]J" :

(&)3t [A(e)]2

par conséquent
el < 128 Qiell, DT + Dl w(e)1H) .

3 Une autre pseudo-distance
: 2 2(a
3.0 Soit X' (g) = ).' (x,a) = lxl +8in -2-).

On vérifie que

A [(x00)(7,8)] ¢ 2[A, (x,0) + 2, (v,B)] .
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; , on pose v (t) = dg ;v (t) = £,
3.1 Pour tout t > 0 po 't )‘1(6) 1 fh‘(g)}t [h1(g)]d

Alors

1 2a
v (%) = —f (t-8in“5]da
1 4 a 2
*lin 3 |
=;-% si t)1
=-:-‘[‘b—;]5rcsin Ye+ 5 VE-E) s Ot

En opérant de la méme fagon que précédemment on voit que

v,(t) =o(t) ;w(t)= o(t™") au voisinage de +4m ,

v1(t) = o(t3/2) A2 (t) = o(t'l’) au voisinage de 0 .

Par conséquent

v1(2t)
sup 4 ,
£50 "1 (%)

et on a un théoreéme d'intégrales singulidres analogue au théordme 1,2 ,
Démonstration du théorémei.

Pour démontrer le premier théordme, nous aurons besoin de deux lemmes
techniques : 1'un étudie le comportement de la transformée de Fourier-Bessel ; le
second généralise une inégalité de S, Berstein, Ces résultats feront 1'objet de
la premidre partie, Nous aurons aussi besoin d'une partition de 1'unité d'un type
spécial ; elle est décrite dans la seconde partie, Nous démontrons aussi le

théordme dans cette partie,
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Un lemme sur les transformations de Fourier-Beagsel .

1.1 Jemme, Soient n un entier rationnel et. u une fonction de [0,4a dans ¢ ,

de classe c2 & support cozpact, COn. suppose en outre que, u'(t) = O(t 1-|nl) et

que, si n=0, u(t) = o(!) au voisirage de 0, Si 1'on pose

o 2 P 1
v(x) =f u(y) Jn(n)y dy ona xv(x) =f (= u(r)--y- w(y)=u(y) 7 ()y v .
0 0 ¥

Rappelons les faits suivants .
3,(£) =0(1) , 3:(t) = 0(t) su voisinage de O,
et, si nfo, J’n(t) = O(tlnl) i Jx'x(t) = 0(t|n|-1) au voisinage de 0,
3 (8) = o5 ()=t 33(t) - £30(8),
donc

2
x J (xy) = -—2 J (xy)-- J'(nr)-x an(xy).

y

or

[ e < iy [ e iey - [ TE R g ey
0 0

de méme

f w-sz;('n) u(y)dy = - f p(é u'(y) +u(y)) 7_()ydy ,
0 0

ce qui démontre le lemme,

Ce lemme permet d'obtenir la formule suivante : soit f wune fonction de

12(M(2)) telle que r°f appartienne aussi & I12(M(2)) ,alors

(er) (p,m,n) = lm—lel £(p,m,n) - lp é—dp £(p,m,n) - —- f(p,m,n),

P a¢°
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En effet on peut supposer que f est & support compact, auquel cas f(p,m,n)

est une fonction C°° . On écrit :

s 4+ o
(9,0 = 15 4% o 049 [ 20, p1g,0) 3_ (pr)ear
J L 0

et 1'on applique le lemme & chaque terme,

1,2 1Inégalité de Bernstein pour M(2).
Considérons une fonction, f € L1 (M(Z)) an(M(Z)), telle que f(p,m,n) soit

nul si p )R ousi |n| ) N. Comme nous avons

- 2
f(Pvmvn) ™ -Zl;tf uei(n-m)‘. ‘rf(anhn)d‘b .
0

on en déduit que Ff(p,¢,n) est nul dans les mémes conditions si bien que 1'inéga=

1ité habituelle de Bernstein donne

of
dx,

Soient g = (x,a) = (r,9,a) et g, = (xo.co) = (ro.qo.co) deux é1éments de

of

611

ol & <ol |5 < onlel.,.

M(2). om a
eg, = (x+(x) , ava),
d'ou
I£(ez,)-£(&)] ¢ c(rlx| +x]sia2] )]l -

Ceci prouve que, pour chaque B il existe une mesure, u , sur M(2) telle

a
que ||dl¢ c(r|x |+N]sin-9|) et telle que j fdy = f(g ) -f(e) pour toute
0 2 M(2) o

fonction continue, f , telle que f(p,m,n) soitnul si p3 R ousi |n| 3 N

(e désigne bien sfir 1'é1ément neutre de M(2)).
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Soit donc f wune telle fonction, 1a fonction g e f(gg,) a encore la méme

1

propriété, on a donc J.(Z) f(gg’)dp(g') = f(ggo)-f(g) ’
¥

. B
— jm) I£(ee,) - £(e)|de ¢ clrlx,[+xlatagNiell (o)) -

2.1 Partition de l'unité
2.1.0 Soit w une fonction de D(R*), positive, A support dans [4,2] et telle

que, pour tout nombre, t , réel positif, omn ait
T w(e) =1
k€7

Si t est dans 1'intervalle [1,2] » i1 n'y a que deux termes non nuls dans

1z somme ci-dessus, par suite : w(t) + w(g) =1.
Pour tout entier rationnel, j , posons

0,(t) = I w(@™%) .
K3

On a les égalités suivantes

1 si tg29
a.(t) =)0 si t3 29
w(@™t) = 1w(2"19t) s 29 ¢t ¢ 29

2.1.1 Soit n, = 0 et, si j est un entier strictement positif, n, = 22(3-1) »

3

Pour chaque j , entier positif ou nul, on définit sur 2Z une fonction xj

par les relations suivantes .,

0 si n#o0
19 xo(n) =
1 8i n=0
o . > . .- -
2° xy -nj) =13 xj( nj“) = xj( ”3-1) =0,

xj est linéaire entre les points inj_1 ; 1nj ’ 2 nj+1 , nulle en dehors de 1l'inter-



].

valle [-nj+1 5 n.]'+1

Alors

BT
70 9
Soit X, = E. X, » J ¢étant un entier positif,
0<k(
Alors
0 si |n| 3 L
Xj(u) y si [nf ¢ ny
xj(n) = X5, (n) =i ny ¢ |n] ¢ Bs e

2.1.2 Posons encore, pour tout j 0,
a.(p,n) = w(2™9p)y (n)
J 0

et pour tout j > 0O

a,(pyn) = 0,(p)x;(m) - 0, _, (p)x,_, (n) .

Alors

: aJ(Pvn) =1.

JjE€7
Soit j>0, ona

a, (p,n) = x(n) pour tout p € 10,297
a,(pin) = X,(0) - w(@Ip)x,_ (0) = y(m) + w(@Ip)x,_ ()
pour tout p € [2971,29]
et
a;(pm) = w(zdp)x,(a)  pour tout p € [27, 23]

aj(p,n) =0 pour tout p 3 2‘.]""l "
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Autrement dit, aj(p,n) est nul dans chacun des cas suivants .

TIEPEEN 2:]+1
20 Inl p nj+1
3 p g 27 et |n|¢n,

- o i
On remarque enfin que

2.1.3 I1 existe une constante positive C , telle que

lajom) <o et fallom)] ¢,

lat(pim)| ¢ €270 et [a(pym) -y (pyumt )] ¢ €272

“.1,4 Dans ce paragraphe M désigne une fonction bornée de JO,+o x Z2~- € , de
classe 02 par rapport & la premidre variable,
On suppose que pour tout entier n > 0 , pour tout entier m , on a

IH'(p,m,n)I = O(P-i-lm-nl)

au voisinage de l'origine et M(p,n,n) =o(1).
Soit Mj(Ppm;n) = H(P’mpn)aj(Prn)o
On note H(p) et Hj(p) les matrices dont les coefficients sont respectivement

M(p,m,n) et Mj(p,m,n). On a

2 M'(p,m,n)
—(“"’2‘) u, (p,m,n) - -3—pp-— - M3(p,m,n) =
p
(m-n)?

aj(Pon)[ pz H(p,m,n) "15 M (Ptm'n) -'H"(p,ll,n)] - 53(91“)[% H(Pomon) +2M' (P!m’n)] -
= ag(Prn)n(Pomon)

et

Hj(p,m,n) - Mj(Pym"‘1 sI+1 ) = [aj(pvn) — aJ(Pon‘H )]M(Pvmvn) + aj(Pvn'” )[M(pvmon) -

- M(p,m+1,041)] .
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On conserve les notations de 1'énoncé du théordme ( 1 ) et on suppose que pour

tout j , A, , B C.  D. sont finis,
Jd i » Uy 0 Yy

J

400
2.2 Evaluons la quantité.f "Mj(p)"gapdp pour voir que H;j est la transformée
0

de Fourier d'une fonction fj dans Lz[M(Z)].

A cette fin, remarquons d'abord que pour j négatif ou nul, f, ne dépend pas

J
de « , puisque sa transformée de Fourier est telle que fj(p,m,n) =0 si n#0;

nous évaluerons alors la quantité |[r’f j" , Pour J O et [n JII , Pour J

strictement positif.

2.,2,1 Soit j ¢ 0 nous ferons une évaluation classique du type-H;rmander
in

ll£ )13 =EIWIM( m0)lzpdp£CPZ:f |M(p,m,0)|%pdp ¢ c2*(a 4a, ) .
T gl e TR ey et

Mais d'aprés le lemme

2, 112 1 o 2
|| fjjl mf J(p.m.o)--‘; u:(p,m,0) %3(p,m,0)|"pdp
2J+1 2 5
o [y 0% wem0 -3 nlorm0)- (om0 4L om0
mez v 2 p '
. + 2M (p,m,o)l 1pdp
2J+1 -43 2
+C Ef , 2" ™| m(p,m,0)| pdp
mEZ v 241
J+

2d+  _ -
<C ZI =1 (2 43(1“‘14)'“(99“'0)‘2*2 23'“'(991“90)'2"' lH"(p,m,O)‘z)pdp
mEZ v 297

<C [Aj1 +By+Cythy 4By +CJ+1] .

2.2.2 Supposons j > O ; alors d'aprés le lemme (1.1)
2, 112 ¥ 2 1 2
#2242 = 3= [ 1 o (o,mim) -3 s p,m,0) - p,mm) ap
m,n v 0 p J P J

400
€3 E [fo !aj(p’n)|2|(&pn)zn(p,m'n)-% M (p,m,n)-M"(p,m,n)lzpdp
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400
+3 :;,n fo la;j(P,n)lzlé M(p,n\,n) +2M'(Pomon)lzpdp
400
+3 Zj IES(P,n)IalM(p,m,n)lzpdp X
m,n*0

¢C (Aj +By+Co+h 4B +cj+1)

a 2 1 -ia 2 1 e 2
Ilsj'n'é' fj“?_ = Z ||(1-e )fjuz = Z Z:f IMj(p,m,n)-Mj(p,m1 p 41 )I pdp
.i- Ptas
¢o X [ 1Hp,m,nn(p,m01m00) o f . ¥(p,m,)-
mEZ n, ¢[nj¢n, YO
J-1 J+
- H(p,m+1,n+1)| pdp)
PTAL
bl I o) iy f 1 [1Cp,m,2) [*oe0]
nez n,_<In n|¢nj+1’ 0 Tn (n

< C(Aj +Aj+1 +1>j +D5 )

2
' )
d'ou ||>»fj||2 $ c(Aj:,13‘_]+(:j+1>j+11j+1 +By 4G +Dj+1).

225 g = 1 [ eytomml o
LAl
2
L. T I rom? iz, [ s MGormm) o)

méZ n

j-
4]
< C2 (Aj+AJ+1)
. _ ¥
2.2.4 Posons, si J {0, u, = (A:’ua.,ﬁcjuj+1 +B,,, +cj+1)
- ¥
et, si j>0, u, (Aj+nj+cj+njum+BJ+1+CM+DM) é

2.2,580it j 0, ona
lejly ¢ e st Qe e+l ) ¢ oug 2l
0

D'autre part puisque fj(p,m,n) est nul lorsque n est différent de 0 on a
fj(x,a) = fg(x), le spectre de la fonction t® étant contenn: dans 1a ‘bouls de

centre 0 et de rayon LAl . Des estimations classiques de Hormander [5] montrent
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b
que, sous l'hypothése sup Zju. { o, Z f. est un convoluteur de LP(RZ) pour
. J =3
J€0 J<0
tout p € ]1,+a=[ et donc que Z f.'l est un convoluteur & droite et & gauche de
J€0

LP(u(2)).

, ; ; 23
2.2.6 Soit j > 0 . Puisque ||fj||2 § 027, et ”Afj"z < Cu,

nous avons 3 "ij|1 $ Cug inf(gzj(v(t))'},(w(t))%).
>0

=23

Prenant t =2 nous obtenons

¥
"fj"' §Cj Uy .

2.2,7 Soit T, 1'opérateur de 1°(M(2)) défini par la convolution A gauche par

J

* * *
fj : Tj est 1'opération de convolution & gauche par fj . La norme de TiTj ainsi

*
; d'autre part T,7

que celle de T;TJ. ne dépasse pas "fi" 1Ty

(e
' (x(2)) Jl1.’()1(.2))
et Ti'r; sont nuls si |[i=-j| > 1 donc 1'hypoth®se sup j%uj ¢ o implique
320
SI;P ; “TiT;"% (o et Sgp ; "T:TJII% et 1'on conclut au moyen d'un lemme de

Cotlar [1 p.155] que E Tj est un opérateur borné de L?-(M(Z)).
>0

2.2,8 Soit go € M(Z) ; on pose t = A(go) et 1'on veut évaluer
pj(go) = e,

Ag)rt 9
Puisque A(eg)) > $(A(g)-2r(g))) ona {g;n(e) 3 4t} < {5 (eg) 3t}

(ggo)-fj(g)ldg :

donc £ (gg ) £.(ge )|dg < Iae |, (w(t))F .
fx(g)xtl 3l )lde ¢ x(sgobtl sleeodlie <l

on & sussi fx(g)wu J(@lag ¢ e fl,oae)? ¢ e ), ()

donc pj(go) & Cuj(w(t))% .

On peut aussi appliquer 1'inégalité de Bernstein établie en 1,2 & f j®

B
fm(z)lfj(ggo)'fj(g)ldg N c(rozj +223|Sin '22l) “fj“1 ’
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B
ou go'(ro’?o'ﬂo)' On a T, e t& . lsin?ol £ inf(t,1) ,
donc f |£.(eg ) -£.(g)|dg ¢ Cjizj(thzjinf(tn))u. .

Bn définitive p,(s,) < Ou, ine (3329(F 4 23ne (¢,1)), (w(£))3).

2.2.9 Nous allons montrer que, sous l'hypoth¢se sup 33/ 2u. (o, ona
>0

sup ) nylg,) <4

goeu(z) 350

Lorsque t ) + nous avons pj(go) & Cu, et, par conséquent,

Ep CZu < 4o,

3>0 30

Lorsoue t <% ona

2 wsley) < cf(to -’E){r o mye ¢ Y i, 227,

: J
>0 -1 -1
Logt 1 Logt
Mg G po—
Puisque u‘_j = 0(3-3/ 2) nous avons
-1
Logt
1 Logt~ '5' 1} 23 ¥
L (4Log2) L _IeTwgiike
1 ogt 1 Logt
>Z Log2 0<3(4 Log2

d'ou le résultat annoncé,

2.2.10 Le calcul précédent montre que les noyaux Z f., vérifient uniformément
> 0<igk
les conditions du théore Ceci, joint & 2.2,7, prouve que : M. est, pour
k1 (j(kz
tout p € J1,2 [ , un multiplicateur & gauche de F(LP(M(2))) dont 1a norme est

majorée indépendamment de k‘l et k2 . On obtient le théordme par passage & la

limite,
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Théoréme du type Farcinkiewicz

la démonstration de ce théoreme se fait en plusieurs étapes : on prouve d'abord

des inégalités du type de celles de Zygmmnd et de Littlewood-Paley puis on démontre

le théordme par un procédé standard,

1 Inégalité de Littlewood-Paley
Soit w une fonction de P(R*) 2 support dans [$,2] et telle que
} w(2™p) =1 . On désigne par uy la fonction sur R° dont 1a transformée de
jez
L)

Fourier, us est telle que uj(x) = w(2-j|x|). Si f est une fonction de LP(M(2))

on pose
Aj(f) = f*(uj®6r)
(6T désigne la masse unité placée en 1'é1ément neutre de T),

Proposition, Pour tout p , nombre strictement supérieur & 1, il existe un nombre,

cp , tel que pour toute fonction, f € LP(M(2)), on ait

=1
o, il ¢ c il

$10 Ley A

1P(u(2)) 1P(u(2))

1P(u(2))

C'est une simple conséquence de la remarque I,3,5 et de 1'inégalité de

Littlewood-Paley habituelle

-1 2
o g o) €I g A g 2, €

1(e%)

pour toute fonction, h , dans LP(RZ).

1P(?)
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2 Inégalité de Zygmind
Etant donné un entier positif, n , on appelle Hn la distribution sur T dont
la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de {n s D41 4, D42 , ...} o

Si a est un point de R2 on note I)a la fonction sur R2

dont la transformée
de Fourier est la fonction caractéristique du rectangle & c8tés paralldles aux axes

dont 0 et a sont deux sommets,

Proposition, Pour tout nombre, p , strictement supérieur & 1, il existe un nombre,

ey tel que, pour toute suite, (fn)n>0 , de fonctions de LP(M(2)) et pour toute

suite, (an,kn) d'é1éments doe B°xZ on ait

ny0 ’

®u, )at_|° ¢
I 10, on s, <o IO Il Al

1*(n(2))

On a

(o, ®H )sf, = (D, @5 )x(6 ,®H )af
n n n R n
(6 3 désigne la masse { placée en 0O dans Rz).
R

Ies inégalités habituelles de Zygmund s'écrivent

2 2 2
10 12+l p o ¢ S I 16T 5 o o oy €376,

1P(&%)

IO Iy e, PV, € N P, o oy € 2%

L¥(r)

D'aprés la remarque I,3,5 nous avons

G €6 , @8, e, 1PV <o I 1,12
n R n n

1P(m(2)) 1P(u(2))

et

«(6.® ° ® 2
I 100, @eg)als L0, )ut,| )*uLp(n(z))g AL mCEEREN )ﬁle(M(z»
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d'ou la proposition,

On utilisera de cette proposition une version continue qui se démontre de mfme,

3 Théordme de Marcinkiewicz
Si f appartient & LP(M(Z)), a a R2 , 0 & N on note
Sa,n(f) = (0, @1 )sf .

le principe de la démonstration est le suivant : si T est un opérateur de

convolution & gauche tel que 1l'on puisse écrire

a,(e0) = 5, (8.(6)) au(am)
ou pj est une mesure sur 82 xZ de fagon que M = sup || pj"( 40 , on a

a0 ¢ u [ 15, (o)) [a]y,lam)

o |a, ()| ¢ n%(zj; [ 15, 280 Pal | ,m))E

Prenant les normes Lp des deux membres et tenant compte des deux derniéres propo-

sitions nous obtenons

el ¢ we ||zl

1P(m(2)) 1P(u(2))

Il sera commode dans la suite de travailler sur la transformée de Fourier

abélienne, Q , de T,

Soit donc Q une fonction de R2x2 dans € , deux fois continfinent dérivable
et bornée, C'est la transformée de Fourier abélienne d'une distribution T sur
R2 XxT ., Ce n'est pas une restriction de supposer que Q(x,y,n) est nul si 1'un au

moins des trois nombres x,y,n est négatif,



7 &7
Soit J wun entier rationnel. Pour tout point, (x,y), de B.2 tel que 1'on

ait x>0,y5y>0 et 2"’-1 \<Vx:+y £ 2‘“1 s pour tout entier, n, on a
’ -~

hea) 2:)4-1 5 2:]+1
( 0 Q oQ j+1
Q x,y,n) = m(u,v,n)dudv - -0-5(2 ,v,n)dv
x y y
J+1

..f -g-g(u,23+1 ,n)du + Q(2j+1 ,2"-}'M ) o

Notons X(x,y) la fonction telle que
’
x(xy)(u,v) bgale 1 si 0&xgu et 0(ygv, O sinon,
’

On a alors

2
a(x,y,n) =ﬂ.£ xu,v(x,y)gb;a%(u,v,n)dudv
J

Qi+ o
- x . (=0 v,n)iv -f X s (xy) =(u,
‘[0 (23”( v) % 0o (u29*) %

’

AL ,n)du

e S |
+ X s (x,y) a(2?"",29%" n)
1 .5+
(VN get)

o g ={y)sogxga™ oy, VP2,

On a aussi, lorsque n est supérieur & 1

a(x,y,n) = alx,y,0)1(n) + E: (a(x,y, £+1)-(x,y,£) )1, (u(m)
=0

Ce qui permet d'écrire

Aj(Tf) =I S(u,v),[(bjf) dpj(u,v,l)

520 =51 0% 2@
Il l¢ f£ (I35 (wvs0)] + };,o' |3y (W ¥s £+1) =555 (w,v, £) | dudy

J+
2 28,3 ¢ 03141394, 29 o) )at
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2.‘)+1

+00 » i
0 o 0Q 1 .
+f ) (|g—f,(23*',t.:+1)--5§(23”.t,z)l +|5;(t,zj+‘,m)--5;(t,23* ,4)])at
0 £=0

+ [0 ,2340)| + 3 10231, 234, 1) - 0(23, 231, 0)] .
£=0

Bien sir on opére de méme lorsque Q a son support dans l'un des produits
d'un quadrant de R? par N ou -& , Ceci prouve le théorime 2,

Comme cas particulier de ce théordme on peut examiner ce que deviennent ces

conditions lorsque

Q(P cos ¢, p 8in ¢vn) = Q,‘ (¢vn) .

Un calcul facile montre que s'il existe un nombre M tel que

(1) |o,(em)| g ¥, g e, (¢,n) -2 (gne1)| < 1,

2% 2n
(i1) fo ln;(c».n)ldwn,):f |2t (¢,n) - @3 (¢,m41) |4 < M

nez’ o ’

2% 2n
(ii1) fo | sin 2¢ @ (¢,n) [dg < M ‘nﬂezf |sin 24| [@}(¢m) = @3 (4me1)[dg ¢ M

les hypothdses du théoréme 2 sont satisfaites,
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Restriction d'un multiplicateur

Théordme, Soit S wun convoluteur & gauche de LP(M(2)) dont la transformée de

Fourier abélienne, F , est une fonction continue sur la couronne,

{(psesn) 5 0<p, <p<p,,n €7, 0¢¢<2n]

Alors, lorsque l'on a Py <p« Py » S(p) est un opérateur borné de Lp(l‘).

Soient deux fonctions, u et v , la premidre dans Lp(l‘) , la seconde dans

1 (r) (‘13*'13' = 1), 1a fonction gr <T (gku,v> est dans B (u(2)) (voir (2)),

sa norme est majorée par “u“ "7“ i .
17(1) P (r)
Soit w une fonction paire, indéfiniment dérivable, & support compact dans

400
R , telle que f
0

et F_ 1la fonction sur M(2) telle que ¥F (x,n) =w (|x])s. .
€ € € O,n

rw(r)ir =1 , On note v 1a fonction telle que 'e(r) = LZ W(E)
€

La fonction P est dans Ap(n(z)) et sa norme est majorée indépendamment de. ¢ .

On peut écrire

5+ 2,00 ¢ sy (uio) ol p M

d'autre part
.S, <Tp(.)u,v» = <(I-'e.s) (plu,v> .

Ceci signifie que les F:B(p) constituent un ensemble borné d'opérateurs de
1P(r) , il suffit donc pour montrer que S(p) est un opérateur borné de 1LP(r)

de prouver que, pour chaque m et n,

1in (¢ 5) (p,mn) = S(p,m,n)
e0

On a, en effet



§(Fe.s) = .‘%’-‘fnz ;‘5 w(l%l) F5(x-y,n)dy .

Ceci montre que, lorsque p appartient & ]p1.p2[ , F(F e.s)(x,n) converge vers
Fs(x,n) uniformément sur 1l'ensemble { x ; |x| = p}.

Par suite

- 2 a
(FeS) (p.m,n) = 2—11-tf0 'ei(n-m)q, ‘F(FG.S)(p,q;,n)dq, - S(p,m,n) lorsque €-+0 ,

Comme application de ceci nous avons les démonstrations des théorémes 3 et 4,

Soit A = (a

m,n)(m,n) €T une matrice infinie de nombres complexes, Soit u

une fonction indéfiniment dérivable & support dans [1,2] et telle que u(-g) =1,
Les hypothéses du théortme 3 impliquent que la fonction matricielle M(p) = A u(p)
satisfait aux hypothdses du théordme 1, Ie théordme de restriction permet alors

d'affirmer que A = n(g) est un opérateur borné de LP(r) (1 < p < 2).
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Chapitre IV,

ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DES PRODUITS DE RIESZ

La premiére partie de ce travail est la rédaction détaillée d'une note [9] avec
quelgues additions et simplifications. On y donne des conditions assurant que deux produits
de Riesz sont mutuellement singuliers ou que 1'un est absolument continu par rapport a

1'autre.

Dans la seconde partie on étudie le probleme suivant : étant donné un produit de
Riesz définissant une mesure u 4 peut-on minorer la dimension de Hausdorff d'un boré-

lien, E, telque p_(E) soit nonnul ?
a

Dans la troisiéme partie on s'occupe de la convergence de certaines séries presque
partout par rapport a un produit de Riesz. On obtient, par exemple, le résultat suivant :
étant donnés un nombre « dans ]% , 1[, un nombre complexe non nul z, etune

suite d'entiers strictement positifs, {A } 207 telle que XJ.H/A j soit supérieur a

3 1'ensemble, {x€ [0,21]; lim — Z‘r elAnX _ z} a 1 pour dimension de Hausdort.
N0 n

Enfin dans la quatrieme partie on a regroupé divers résultats. En premier lieu,

la plupart des résultats précédents restent vrais pour les produits | (1 + Re(a elzjx
320



B3
Ensuite on étend les résultats relatifs a la dimension de Hausdorff au cas de plusieurs
variables puis au cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de
Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires établie par

R. Salem et A, Zygmund [10] subsiste dans le cadre des produits de Riesz.
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| X 1.1. On considére une suite d'entiers strictement positifs, {An} >0’ telle que,
pour tout n, An+1 /A i soit supérieur a 3. On sait que dans ces conditions tout
entier rationnel s'écrit d'une fagon au plus sous la forme § ejkj ou les nombres
=
ej valent -1, 0, ou 1, un nombre fini seulement d'entre eux étant non nuls,
Si a= {an} >0 est une suite de nombres complexes dont les modules sont inférieurs

a 1 onpose:
< i x
P, n(elx)= [T (1 + Re(a.e i ).
’ OSJSH J

Ces polyndmes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun d'evx est 1. Les

dx s
mesures Pa n(x) T convergent vaguement vers une mesure, g a? positive de masse 1.
’

On a 2
“a(g EJAJ) L Q) a:i(e)

y 1 1=
l -
ou aj(e) vaut 5 aj, 1,5 3 selon que € vaut 1,0, -1,

1.2, THEOREME, Scient a et b deux suitesde C telles que:
2
lall_ <1, Ibll_<v :%—‘6 Ibj- 1% = .

Alors les deux mesures o et By sont étrangeres.



Démonstration.

11 résulte du calcul des coefficients de Fourier de u a Que les fonctions
iA_x 1- 2
{e B 3 an}nzo forment un systéme orthogonal dans L“(u a)' Remarquons aussi

quel'ona:

n

ix_x
1= 2 1 2
fle ™ 5, 12 = 1-31a, |

<1

Puisque Z& lbn -a |2 est infini il existe une suite de nombres complexes,
n=

{un} >o» de carré sommable et telle que :

i) pour tout n=0, an(t.)n - 5n) est positif,

i) E{‘) an(Bn - En) = 40,

(¢'est une conséquence facile du théoréme de Banach-Steinhaus).

: iA X i X
Les séries o (e -xa) et § « (e - xb_) convergent 1'une dans
4 2% 4 n 2°n

Lz(ua), 1'autre dans Lz(ub). En extrayant des sous-suites presque partout conver-

gentes on montre 1'existence d'une suite strictement croissante d'entiers positifs,
iAJ.x 1-
{Nn} 1>p @ telle que, lorsque n tend vers -+, g( aj(e -5 aj) converge
iA x 1 “‘J'Nn
U _~presque partout et afe J -5D.) converge u,-presque partout. Si les
a <N 9 255 b
n

mesures 4 et By n'étaient pas étrangeres il existerait un x tel que les deux
suites précédentes convergent ce qui montrerait que la série g aj(S i~ 'a'j) converge

contrairement aux hypotheéses.

1.3. THEOREME. Soient a et b deux suites de nombres complexes telles que

|b.-a, |
||a”ﬁo et ||b“°° soient inférieurs a 1, On suppose que : sup TJT-J-I- < oo,

-la.
20 J
1) Soit p un nombre réel strictement supérieur 8 1, On suppose que :

i) pour tout j, lpbj+(1-p)ajl<1,
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. 241 1
b, - a. 1-la,| 1=~ |pb,+ (1-p)a. < o,
ii) §|J aJl/L( IJI)( |PJ (1-p) ]I),_I ©
Alors By est absolument continue par rapport a b et sa densité est dans LP (ua)

(dorénavant nous dirons simplement que M, appartient a LP (ua)).

2) Si 1'on suppose que, pour tout j= 0, )‘j n'appartient pas au groupe engendré

par A

2 : .
i1 AJ.+2, ..., si en outre g |bj-ajl /(I-Iajl)est fini alors p ~ appartient

a Lp(ua) pour tout p fini.

|b.-a, |
Dans le cas ou p égale 2 on n'a pas besoin de 1'hypotheése : sup—J—l—< 400,
20 1= |a |
Deéemonstration. i\ x
- 1+Re(b.e J)
Posons fn(e )= T1 _Li'r? Soit p un nombre strictement supérieur

Osj=n 1+Re(aje 3

Y

a 1. Nous montrerons que la suite {t est bornée dans LP(u a)‘ Supposant

n}reo

: ; ; P
ceci établi considérons une valeur d'adhérence faible dans L (na), f, de cette suite ;

un calcul de coefficients de Fourier montre que By égale fu &

Soit M =sup —L-l—; il existe un nombre A tel que pour tout nombre t

appartenant 3 [0,M] on ait :

(14t < 1+pt+Ats.
Alors j
2
n.x P _T A x P r p Re((b ~a. )e ) |b.-a, | 1
J J
[1+Re(bJe ) | < L1+Re(ae ) | L ujx +A Jix.x -
1+Refae *) (1+Re(@ae 7))
d'ou . J
i x D 2
[1+Re(b.e I )] iAx7 Alb.-a.]|
1.4, J e sl+ReL(pb +(1-pla,le J] —rl

.
[1+Re(aje IgP 1 ]”la.]'I

Démontrons la premiére assertion. De 1'inégalité précédente on tire :



iAx p
(l+Re(be b))

1l.x p-1 -
[l+Re(aJe )]

AT
{I+Re L(pb +(l-p)a )e }(l+u)

I 1

ou 1'on a posé u; = A ij-aj |2/ L(l- |aj|)(1- Ipbj+(1-p) a; I)J . Onadonc, quels que

soient lesentiers m et n telsque m<n:

. |P
Jle| e

ix, dx
™) 7 < JI;(I; (1+uj)< +00

d'ou sup “t ” < 40,
n>0 " LPu o)
Démontrons la seconde assertion. On remarque que :
i x
[1+Re(b.e J )]P ix .x
J I—[ Jlk. p=-1 ]—T (I+Re(aje J»g:_‘r
O=j=m E1+Re(aje 3] m<jsn

i,
J(l o r(pb (b iA X7 Alb -a I)T'f [1+Re(b.e Jx)]p T7 Cremel )]
< + Re +{1=-p +-r—r-—|— T eae
LT Yo' lisjm E1+Re(a el)‘J jje-1 asdsn ax
Zn

: [1+Re(bje )] . : i .x)) e
=(1+ A J X 1 1+ Re a £ 57
I=j=m [H-Re(aJe jx)]p. m<j<n !

Itérant le procédé nous obtenons, lorsque m<n:

Jltm(ei")lp pa’n(ei") < T‘T ki e 1l

1= |a,
I ; I
et 1'on conclut comme précédemment.
Le théoréme 1.2 et une version plus faible du théoréme 1.3 se trouvent dans [9].
G. Brown et W, Moran [ 2] ont donné une autre démonstration du théoréme 1.2 et des

conditions assurant que u appartient a LI(Jla).
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Le théoréme 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de O. Padé [8]: i, pour
tout p de ] 1,400 [, a n'appartient pas a Ep les mesures {“2} i sont
mutuellement singulidres et méme, toute translatée de 1'une est étrangére aux autres.
Cette propriété s'étend au semi-groupe continu a un parametre engendré par la mesure
“a‘

1.4. THEOREME. Soit a= {aj} 20 une suite de nombres complexes telle que
sup la. | <1 et Y la, 12 =0. Alors
20 20 J

1) presque toute (au sens de n'importe quelle mesure dont les coefficients de Fourier
tendent vers 0 2 1'infini) translatée de W, est étrangére & u a®

2) presque toute (par rapport a n'importe quel produit de Riesz ub) translatée de

B est étrangere a M-

En effet, la translatée de B, par ew, T w(u a)' est le produit de Riesz

r iX .o iX.X'I
TTLI+Re(a.e J e J)J. Lesmesures u_ et T
320 : 2
sil'ona

<p“ 5 Seront donc étrangeres

iAo
Tlagl2l1-e 3 22ue  (théoreme 1.2)
=0

c'est-a-dire

1.5. T |a.|2(1 - COSA.Q) = 4+,

L'ensemble des ew tels que 1.5 n'ait pas lieu est un ensemble d'unicité (cf.
Kahane et Salem [5]), il est donc de mesure nulle par rapport 3 toute mesure pseudo-

fonction.



Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de Riesz e
Montrons que 1.5 a lieu pour M,-Presque tout ¢. Voici le principe de la démonstration:
on construit une suite, {aj} 20 de nombres compris entre 0 et 1, tels que
j;d % |a:i 12 - 4o et tels que pour un ordre de sommation convenable la série

a.|a. |2(cos Q- % Reb.) converge pour u,-presque tout ¢.
B¢ ) J J b

Observons d'abord que la suite {cos )«pr - ; Re est une suite orthogonale

b} >0
dans Lz(u b)’ elle est aussi bornée dans Lz(ub) ; on appliquera le théoréme de
convergence presque partout de Menchoff [111

Le cas ou la suite {aj} 20 ne tend pas vers 0 est immédiat : on extrait une

sous-suite {Ian:i | } 20 ayant une limite non nulle. Lg série J;;(')' J'-':T lan_ 12 est
: , - i, 1
manifestement divergente alors que la série 3);6 FJ‘_ (cos Anjcp -3 Re bnj) converge
[ 312 AT
§y,-Presque partout car on a : J>EO T Ianj | ] [W(JH) <,

Supposons que la suite {I aj I}j tend vers 0. Soit 7 une permutationde N

=0

telle que la suite {la‘r(j) '}320 soit décroissante. Nous savons que la série

laf(j) 12 diverge, il en est de méme de la série
=

|a

i [*
7(j)
2 2 12 °
ngar(oﬂ + la,r“)l Bl IaT(j)l

D'autre part, nous avons : (laf(o) |2 + IaT(]) |2 +ooot IaIr(J.)lz)-l < ___1__1

| 2 (J+1)IaT(j)I
A g
Donc : ( > ()

3}2?6 laf(o)l Fovst laf(j)

théoréme de Menchoff, ce qui achéve la démonstration.

2
5) (log(j+1))2 < e et 1'on peut appliquer le
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1.6. Ce qui précede s'applique aussi bien au cas ou la suite {A est une

i}120
suite de caracteres d'ordres différents de 2 d'un groupe compact satisfaisant en outre
la propriété suivante : il n'y a pas de répétition dans les sommes g € A j olitous
les ej sauf un nombre fini d'entre eux sont nuls, les autres valant + 1 (i1 s'agit

de la notion d'ensemble dissocié introduite dans [3]).

\ 3 ' -
1.7. Revenons au cas ou {Aj}‘to est une suite d'entiers telle que )‘j+1/lj
soit supérieur a 3., On considere pour tout j un polyndme trigonométrique positif,

A, a
Pys dont le degré est inférieur a %(—{ﬂ- 1) et tel que pj(o) égale 1, On voit

n

facilement que les mesures T pJ(e J ) g—fr convergent vaguement vers une mesure
j=0

que nous noterons u(p). On considére une autre mesure u(q) construite de la méme

fagon. On peut démontrer les résultats suivants.

1.8. PROPOSITION. 1) Si, pour tout j, IIp.-1|| et |l2q.-pj-1||°°
strictement inférieurs 8 1 et si §”p-q||2/ (1- “p -l” X1-|l2q -pj-l”oo)] est fini
alors () appartienta L (u(p)).

2) S'il existe une suite d'entiers {kj}JZ telle que glp(k) q(k)l2 soit

infini alors les deux mesures u(p) et u(q) sont étrangeres.
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II. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF
Y. Meyer et B, Weiss (6] ont démontré en utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff que
n—L é Log(1 + 2 cos 3jx) converge vers une constante presque partout par rapport au
=

produit de Riesz | [(1 + r cos BJx).
=0

Kac, Salem et Zygmund [4] ont montré en utilisant la notion de systeme presque

orthogonal de fonctions que, si la fonction f est assez réguliére et si sa moyenne est

nulle, la série ) . o, f(A x) converge presque partout quelle que soit la suite {a.} =0
jso 4 ) iJi
telle que | &, Log(j+2) 12 soit fini ({A } o ©st une suite lacunaire a la Hadamard).
g il

Nous nous proposons d'étendre ces résultats a certains produits de Riesz.

Rappelons les notations. {Aj} est une suite d'entiers strictement positifs tels
21

que )‘j+l/>‘j soit supérieur a 3 pour tout j. Dans ces conditions ona : J\o + A1 +.

3 1 : ; y
..+An<zln, J\n-()«o+...+xn_l)>z A, Dans cequisuit a désigne une suite

de nombres complexes telle que ||a||m <1.
; n i x
P. (€®)=T T(1+Refae 7))

a,n §=0 h|

_— ix, dx
[ est la limite vague des mesures Pa,n(e )ﬁ.

2.1, LEMME, Soit I unintervallede T, on désigne par |I| sa mesure de

Lebesgue normalisée, on a :
5/fall_
Iﬂa(l)‘ 1l < . -

(o)

En effet, si II désigne la fonction indicatricede I ona:

i 2 1 :
11(0)- I1l, |1I(n)|sm si n est nonnul,

B (1) = % ;I(n) ;a(-n) = |Il+ % ?I(n) ;a(-n)

d'ou
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n-1

0= 11 = 2 Iu al+2)T 2 7 10‘|Zaaloun+z';;sj:\j)l
ety J

n=1 n l-: El"' n=1

la, | Ilall 1+Ele|
-1 j
< +- A
T zn; e,. €. --1 051

lall, -, i

S—E‘o 2)n;>«nm (m)-I

<”—a”;'°(x" 2 A"'2“)<”a“°°(1 2 TTEN
s = W +22 X 2)=s - (14222 (3))
5/fall

S'ﬂ;'

Supposons maintenant que, pour tout n, An divise A N+l Soit Q, la plus

ix_x
petite tribu sur T rendant mesurable la fonction e " . Onmunit T de la probabilité

u onnote E" 1' opérateur d'espérance conditionnelle par rapport a la tribu an

a’

Observons que la suite, {an} >or o8t décroissante.

2.2, LEMME.
eij)«nx si j=0 mod ()«m_l/)tn)
1- i(j-l);\nx
i X 3a e si j=1 mod(Am_]/An)
B & G+1)
ig+1) A x N
Ja e n si js-1 mod()\n_ﬂ/kn)
0 dans les autres cas.
An+1
11 suffit de montrer ceci lorsque =1<j< — 2, Soitdonc j ainsiet Kk
n

- Y
quelconque. Si jA_+kA .. s écrit sous la forme g{‘) €, Xe les nombres €, £,..

sy 8

- sont tous nuls (il suffit de considérer les restes modulo A rI) ; alors

G- en) An est un multiple de A ce qui n'est possible que si j égale € Ceci

n+1?

montre que 1'on a ¢
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~

poad =Kk ) =p (=R ) e ()

n+1

ou, si 1'on préféere
ijA x ikx  .x % ika _.x
Je e ™I dua(x)=ua(-j>~n)Je T au_(x)

pour tout k, ce qui démontre le lemme,

2.3. LEMME. On suppose que, pour tout n, An divise kn+1’ Alors

iA x
JLogU + Re(aoe 2% dua(x) est positif.

On peut supposer que A & égale 1 etque a_ estnonnul. Posons :

0
a_=re® (r>0), p=(Vl-r2-l)/r; ona:

. In| . .
2
Log(1 + Re(aoelx)) = =log(14+p°) - g gl—rn g P otk

Utilisons le lemme précédent pour calculer 1'espérance conditionnelle, w, de la fonction

Log(1 + Re(a 0em)) par rapport a la tribu a, s

w(e™) = - Log(1+ p?) - %p(ei‘pﬁo + e'wao)

. . Iix +1] iGA +1) @ I3x =11 iGx ,=1) 0
ijA . x |JA1|13>«1¢5D Ve ! ap | e |
17 1p e o 0
+ e L + + _]
i x| 2In g+ 11 2ljx =11
ou p2
'|+J)\ 7 jA‘
w(e™) + log(1+p?) - Tﬂz .zgJA B cos h ,(x +9)
+P
par suite :
2 l+jkll-p
ix 2 2p 1+p 1 3 1
Ulw(e ) + log(1+p )--I?Idua(x) < ——(3-7-?——-)“7' < |pl J; [oFT)
1 >

d'ou
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: 2
ix 2p _ 2 _ 3 1
Jlog(l +Re(a e ))dp (x) = o log(1+p%) = |pl PZJ: GG

or

. N G I l1og8<lel <3
LD <5t ®mt |, WO o5t3les<stn<{

donc

2
J.log(l + Re(aoeix))dua(x) > 292 - log(1 + pz) - -1-3(-) |p|3.
1+p
2p2

1+p

Appelons v(p) 1la fonction - log(1 + pz) - % |p 13 ; il est facile de montrer
que v'(p) change une fois de signe sur 1'intervalle J0,1[. Il s'ensuit que la

fonction, v, croft puis décroft sur [0,1], or v(0) estnul, v(1)= %- log 2 est

positif, donc v est positif, ce qu'il fallait démontrer.

2.4. LEMME, 1l existe un nombre C tel que quels que soient 1'entier nonnul n

et la suite {aj }J de carré sommable on ait :

I— | m inAx . |2 ]/2 2 1/2
J:]uzpo IJ aj(e J -ua(-nkj))l d“a(x)J o \11+Logln|(§ lajl yre .,

Démonstration.
1 inA x iva X
Le lemme 2.2 montre que : EF'(e Y )= ue J oul'entier v est tel que

IVIS—T. Par conséquent si k est un entier tel que I—;k-'+%+;12+...+3-&<1

(ceci a lieusi k est strictement supérieur 3 Log(2 [n|-1)/Log 3) alors
il inA x a
EM¥ (e J) estconstant (donc égala u a(-nA j)).
Soit donc k le plus petit entier strictement supérieur 3 Log(2 [n|-1)/Log 3 ;

pour tout j, entier comprisentre 0 et k-1, les fonctions

[ .z " 'I} - .
{aj +k8LexP(m>‘j+k2 X) - ua(-n)\ $+ke ) [ Je=o sont des accroissements de martingale, une
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inégalité de Doob donne :

in " 2 1/2
ke X | ]
s 1D, st ~ gl )| e )|
N
2.4/2
d'ou
= - 2 1/2
J+kB = | q
e 15 e Balemh )| )]
N
2,1/2
scz(g I“j+k2| ) R
Par suite

; - 1/2
Jsup Ig « (e R ol ua(-nkm))l?' dua(X)]

N=0
ket 2,1/2 2,1/2
<C, g-(%;'“yke 1) SCZVk(glael )

ce qui achéve la démonstration.

2.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout n, A & divise )‘n+1' Soit
{fn§n>0 une suite de fonctions de A(T) telle qu'il existe deux nombres strictement
positifs, p et C, telsque:

0<p<1 et supﬂ-Ijl sup lt (J)I %G,
€Z 20
r ilnx
Alors pour toute suite {osn} >o de carré sommable la série % a Ltn(e ) -

ix t
Jtn(e B )dua(t)} converge pour 4 _-presque tout X.

Démonstration.
inA.x . a
Posons ¢ .(x)=e L (-nA.), t.(n)=cn it Ona:
’
i .x

tle 7)- j:(e 0= 2% 0. %,



uiS nTTNTEIES nt) EENTAI]

d'ou

sup INa. cC_ .o (x)|< sup INoxc 1) (x)|
2o 2 nson] =I5 g, 125 000

utilisons le lemme précédent :

|| sup 5 ” <C Vi+Logln]| ( |2)]/2
IJ—O J 9.] l"l,JI 2

N=0 J n,J

< CE,( p'"'\/uLoglnI)(f‘la.lz)'/z.
2n 326' J

On déduit facilement la proposition de cette inégalité. "
2.6. LEMME. Supposons que A /A fendvers +o etque inf —i"

n=0 n

>4,

Posons £ =inf {j=0; Yk2j, n<—? -3}, (=z0). Alors, pour tout n,

pour toute suite de carré sommable, {xj};PO’ ona:

IE inAJx " inkkx A ( N _ ( V—)Z‘, | l2
(e -p.(-nx.), e - i _(-nx X.X ls 1+¢ X
Démonstration. ’ Ikt s

Posons o j(elx) —e J - ua(-nlj). Dans ce qui suit n estfixe; j et k
H
sont deux nombres entiers tels que 0 < j< k. On vérifie que :

@ni1 O 20, " B A ) = o) s (-0 )

a
Si |n| égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi lorsqu'aucun

des deux nombres nAk et n(x k—Aj) n'appartient au spectre de p_, ce qui est

assuré sil'ona:

3 3
54, < Inl(Ak—kj)s LIPUEPHIFEL 2

Ak+1 N
< In| < - 2 c'est-a-dire si

ce qui est réalisé si 3

2< |n| < Am/x

NI\.Q

Nous avons donc montré que si j et k sont distincts et sil'ona:

sup(j,k)= & In|? le produit scalaire (o ., 0 k) 2 est nul.
’J ’ L (“a)



On a donc :

(@ s ( ’
gj<k¢,3¢nk 2(“)1"1( &anl gﬁk“’,j Y 2(“)3

Puisque ('pn,J 10,30, == Iua(-mj)lzs 1, ona:

"TL,)
,'_J<k<«p,,,y¢n'k>2 X kls(§<; kalm(g 1x,2)1/2
$inl 2
S-\I—;_-g I, |

d'oll le lemme,

2.7. PROPOSITION. On suppose que xm,/xn tend vers 4o, Soit {tn}nzo
une suite de fonctions de A(T) telle qu'existent deux nombres strictement positifs, p
et C, telsque:

+

0<p<i, supp"jlsup |t(j)|<C . gp V& <+
€z n>0 J

Alors, quelle que soit la suite {a.} telle que g |, |2(Log(j+2))2 soit

il
fini, la série }: o [f(e ) Jt (e nt)du (t)_J converge pour 4 _-presque tout X.

Démonstration.

On peut supposer que, pour tout n, xm]/xn est supérieur 3 4,

Posons tn(j) = cJ. o # @ardons les notations du lemme précédent, On a :
?

nnx ixnt
e ™= e May- % €0 %5
| |
ug“ng%n“;,nﬁ&@ n 3,n %j,n

d'ou

R lg g 3,0 J.nl‘ s 15 n j,n “’j,

Le lemme précédent et le théoréme de Mensov-Rademacher ( [11], t. I p. 193, [40).

montrent que ¢
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N20 'n

e | [ire. V2 2\1/2
|| sup ‘ o« cj,n ‘pj,n l ||L2(“ )s 1+ Elj | \(2_< n_% lcxncj'nLog(n+2). )
a

<2c vy ot V(T I, Leame) )2,

On a donc
iA _x

m it 2 1/2
Usup0 I alt e " )-Jtn(e " )dua(t)] ]
> n:

| du ax) |

< 4c (I \ivgg pJ)(gg o Log(ni2) |%)'/2

>0

ce qui achéve la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. 1. Si, pour tout n, xn divise An+ la dimension de

1

Hausdorff de tout borélien, E, tel que ua(E) soit non nul est supérieure a

1 - lim sup (Log An)-l JLog Pa n(elt) dpa(t). 11 existe un borélien portant o dont
N+ ?

la dimension de Hausdorff est inférieure a

1 - lim inf (Log Xm,)'l jLog Pa’n(e“) du (1),

N=+o00

2. St >‘n+l/)‘ tend vers +w, si a estun nombre de

n

(0,1( telque J_, o \/t_n soit fini et si & partir d'un certain rang ian | est
n=0
inférieur 3 2<x/(l+a2) la dimension de Hausdorff de tout borélien, E, tel que ua(E)

soit non nul est 1,

3. Si Z; la_|(Log X )'] st fini, on a la méme conclusion
& “n n

qu'en 2,

Démonstration.
Dans tous les cas la serie

n= ]

H ,-presque tout x (cela résulte des propositions 2.5 ou 2.7, dans le troisiéme cas

la série converge uniformément), Un lemme de Kronecker ( [7], p-139) montre que, pour
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u_-presque tout x, (Log A )_1 |-I_.og P (eix) - |LogP (') du (t)ﬁi RS \0 a3 Y
a ’ n L a,n a,n a -}

lorsque n tend vers +« ; désignons par E y 1'ensemble des tels x., Posons

b, = JLog Pa'n(eit) dua(t).

)

% . . . ixy _
Soit x unpointde E_; ona: LogPa’n(e )_bn+en(x)LogAn ol

lim € (x) = 0.
n
N0
1

Soit I wunintervallede T contenant x tel que r3— < |1l < - Soit t
1 n
un €lémentde I. Ona:
i x i
| Log(1 + Re(aje 7)) - Log(1 + Re(aje

t Féii |
j _
Donc
. . n
| Log Pa,n(elt) -Log P, (e%)|=(1- lall )™ 2n i 'g Aj=3e(1- lll, )"

et

b etos A, = 3e(1-ll 7 < i Log (64

it
e sup Log Pa,n(e )< bn+en(x)Log An +

tel
3n(1-ilall ).

Appelons “(an) la mesure (Pa,n(elt))-]dua(t), le lemme 2.1 montre que :

W™= s 2 < 2

n+1
d'ou Log|I|-Log3< Logu;n)(l)sLoglthog 3.
Puisque ua(I) =‘J.I Pa,n(t) du(an)(t), ona:

Log 1| +bn+en(x)Logxn-c-_:Logua(l)sbn+Logl1| +€ (x)log A +C
o C=Log3+ 3#(1-”21“00).' ;
En définitive :

b, en(x)Log A ,tC Logu a(I) b en(x)Log )«n -C

T T =TT = 'Y ogTIT * —Tog ]




On a évidemment |b | < |la_ |+ la,| +...+ la_| d'ou
n (4] 1 n

b la.l+la, [+: .40, | b
| “n | o 1 n . o . ,0 n
|Tog TTTI < Tog xn ce qui montre que, dans lescas 2" et 3, Tog 1T
tend vers 0 lorsque |I| tend vers 0, I étant un intervalle contenant x et
appartenant a la famille J = {I : In, 2281l < A-I}
’ A = oy I
Log An
Puisque LoTITr est borne, on a :
1 Log p (1)
im =1,
1ls0 Lo8TI
xereJ
Dans le premier cas le lemme 2.3 montre que bn est positif, alors :
b b -b
_ n_ . n__ . n
Log)\n Log I Logxml-LogB
d'ou
5 b, , en(x)Log An+ C 3 Log “a(1)< - b, . en(x)Log )Ln-C
Logkn Log [T = Loglll = Logkn+]—L033 Log [T
ce qui montre que 1'on a :
b Log u (1) Log u(I) i b,
1-1imsup——r < lim inf ———[—-I-s lim sup ——— < 1 -liminf Y
neo “8AR T ;0 o8l 1140 Log 1| oo OB A
xe1ed x€1ed

Etant donné un intervalle 1 contenant x il existe deux intervalles J] et J2

contenant x, appartenanta J, tels que: JyclcJ

» Mz 5l

le | < 3]1| ce qui montre que dans les limites précédentes la restriction 1€J peut

8tre levée.

On conclut au moyen d'un théoréme démontré par Billingsley ([1], pp. 136-145).
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2.9. REMARQUE. La démonstration du lemme 2.3 montre le fait suivant : si A

n
i : ; 1 _ 2
divise An+1 et si « estle nombre comprisentre 0 et 1 telque |a m-:?

alors
r iknt 2 3
jLogL1+Re(ane Jdu (t) < ]—:2 l.,og(l+cx )+?<x
d'on
2(x2 2, 4
lim sup JLogP (e )dua(t) s(——z-Log(1+a)+on>/Log3
n+e Log A 1+a

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel que ua(E) soit non

2
nul est supérieure & 1 - 2 . Log(1 + o )+ 03 /Log 3. On peut s'assurer que
. ?

cette fonction est minimum pour « égale 1, ce minimum est strictement positif.

1. 3.1, LEMME. On désigne par £ le produit {—l,i}’N muni de la probabilité

de pile ou face. On se donne 3(n+1) nombres réels a ,...,x., B _,...,B Y.

o n’ o’ **

.oy ¥, tels que chj | soit strictement inférieur a 1. Ona:

B +w ¥ 2
Er sup E | 12_3“’3 21 J-l; T (l+w2.a.]
<m<n '0<j<m 23% 0<j<n 1
(8. cx) + 7

>“_l

S4Lo<35n<”
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Soit SSm la plus petite tribu sur & rendant mesurab les les projections Wy

w Soit E™ 1' opérateur d'espérance conditionnelle par rapport a ibm

1 Yo

lorsqu'on munit § de la probabilité T [ (1+w, % Mw. Ona:

0<j<n
+w + w Yy
m-l( ]ZTwm am’mﬂ m>=1 1€ HE i
2m
T+w - A
La suite { ]_[ IZ‘L‘:I’ 23“ J - l} est donc une martingale.
0<j<m ® ZJJ 0O<m<n
Ona:
T+w, B +w,. .Y
ErrT< 1?‘3“ =pH J)T—T (l+w a.)]:l
LOsjsm PANR 0<j<n JJ
1+w Y
e T (“ D) TT (1)
0<j<m 23 0<j<n 3l
2
) |—(l+u.JBJ+w 1‘,'.].)1
= Tl E’l_ T+w
0<j<m 2_]j
2 2 2
1+w 1 B. 1+ 8. .- 2a.8.
N 23+17)'| E<(+°“ )+yj>= £ By 25
1+w 1+w a p)
2i% 1=l
J
2 2
(3j-a-) + 75
=1+ ] J.
l-a?
J
Donc
W, B AW (B cx) +7
o517
E({ I'"f( l?‘ij gt dy. l) TT (e =i,
0<j<m ZJJ 0<j<m

Le lemme résulte alors d'une inégalité de Doob sur les martingales.

3.2. LEMME. Soient u et v deux mesures boréliennes positives sur T,
1) Si f appartient a L](u) la mesure (fu)* v est absolument continue par

rapport a la mesure u * v, Cecipermet de définir Tf ainsi: (Tf)(u* v) =(fu) *V
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Tf appartient a L](u*v), Tf est positivesi f 1'est.

2) Pour tout p € [1, +o], pourtoute f appartenant a Lp('l‘) ona:

1/p
HT(t)HLp(u*v)s IIvIlM(T)llfHLp

- : p y
3) S1 {fn}nzo est une suite de fonctionsde L"(u) (I1<p<®) ona:

[lsup IT(fn)lll < ||v||M(T) ||sup It ]

n>0 LP(uxv) LP(u)

Preuve. Soit E unborélientel que u * v(E) égale 0; c'est dire que la
fonction IE(x+y) est nulle pxv-presque partout, on a donc :
J~~d () *v] = ﬂ IE(x+y)f(x)du(x)dv(y) =0 d'olla premiére partie du lemme.
J Si f estréelledans L'(u) ona, & cause de la monotonie de T : |T(f)|<T(if!).

Supposons maintenant que f=u+iv ou u et v sont réelles dans Ll(p), on a:

ITf] = sup ((Tu)cos a+ (Tv)sina)= sup T(ucos a+ v sin «)
O<o<2m O<a<2m
< T(It]).
Ceci montre que lorsque f appartienta L™(u) ona: || Tt <|fe]] .

LAuxv)  L%(p)
D'autre part, lorsque f appartient a Ll(u) s

lIrell S”T(IH)HL](#*V) lef(X)ldu(X)dV(y)—||v||M(T)||f||

L (u*v) L (#)

La seconde partie du lemme s'obtient en utilisant le théoréme d'interpolation de Riesz-
Thorin [ [11] t. 11, p. 93].

Démontrons la troisi®me partie. On a : |f | < sup Ifml

m=0
d'ou |T(f. )| < T( lf )< T(sup |f_1)
m>0 ©
enfin sup IT(tm)I < T(sup ltml)

m=>0 m=0

et 1'on conclut en utilisant la seconde partie.



3.3. THEOREME. 1, Soient a et b deux suites de nombres complexes dont les
modules sont inférieurs @ 1. Si b-a appartient a 92 etsi limsup la,| est
Jpco
strictement inférieur a % le quotient Py n(x )/F?a n(x) converge W _-presque partout.
’ ’

2. Soient a,b,c, trois suites bornées de nombres complexes. Supposons que 1'on

ait :
; 2 2
1nf)t.1/)\.25 , hmsupla l< lzo(lb-al +|c|)<+oo
A T L
320 jooo
iA x 21Ax1 iA x
Alors le produit {LI +Re(ae J +cje 3) J/(I+ReaJe j)}

j=0

converge U -presque partout.

Dans chacun des deux cas le résultat est vrai si 1'on change 1'ordre des facteurs

des produits.

Démonstration de 1.

On peut supposer que 1'ona: sup |a, |<§ On pose k= 4/(1-4sup|a | )
20 20

Le lemme 3.1 montre que, lorsque n estinférieura N, ona:

i 2wb,m(") |2 ]
g Lojin I 2wa, m* Pzwa’N(X)J
Relo,-a e 3 12
4 |Re(b.-a.
—4Lr0<m (1+ o X )“:[I
Sl 1 - 4(Re aje J )2

<4 r‘I_T(l +k|b.-a. |2) - l} :
L>o i3
Intégrons par rapport 8 x , appliquons le théoréme de Fubini et faisons tendre N vers

i
.

(x) 2 ) ]
Ljof::,in ngzz_:,fm } d“Zwa(")Js4rL;g(‘+“lbj'ajl )=1.



>
(&8
=
.

Considérons la mesure de probabilité, Y définie par le produit

]—T(l + chos ij) ; ona:

=0
“2wa " Uw = Ha
P P
2wb,m b,m
-———J—“ * Y = “
<P2wa,m 2wa> w ﬁa,m a

Le lemme 3.2 montre que 1'on a, pour tout n:
By (x) 2 P, . (x) 2
J sup }F-,——(—)’m I du(x) < J sup ip__(_)_Zub,mx -1 || d"‘Zwa(x)'

O<m<n " a,m O<m<n " 2wa,m
On prend 1'espérance des deux membres, on utilise 1'inégalité précédente, on fait tendre

n vers +« en utilisant le théoréme de la convergence monotone :

nX) 2
Jsup l—l—(i)- (x) <4{T_T(l+k|b—a I )-l}

m20 320
On déduit facilement de cette inégalité la convergence K ,-presque partout du quotient

Pb,m/Pa,m'

Démonstration de 2.

Elle est analogue a la démonstration précédente. On peut supposer que 1'on a :

sup la,| < % ; on choisit un nombre o dans 1'intervalle ]% , 1 telquel'on
20

ait : sup la.|<%o; onpose: k= 4/[(1- sup |a, |2)(1-o)1 On considere

=0 a i=0
les produits
2 ix J.x > 2iX J.x
- 1+ 5 2] Re(bje )+ To5 %244 ]Re(cje )
; 1A X
0<j<m 2. . . h)
1+ %25 Re(aje )

Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole avec la mesure,

Vo définie par le produit



) : G g

jg(l + 0wy 08 A o+ (1-0) ©p441€08 2\ J.x) ; on obtient 1'inégalité :
ik .x 2i\ X

| 1+Re(be J +ce J) _12

jsup | J J -1 du,(x)

m>0 '0<j<m 1+ Re(aje

1A X )

[F 2 2 o
<4 g(l+k(lbj-aj| + chl ))-IJ

ce qui achéve la démonstration.
Le fait que 1'ordre des termes soit sans importance vient de ce que la propriété

de la suite {AJ.J» 20 que 1'on a utilisée est la suivante : un entier se décompose d'une

fagon au plus sous la forme g Ej AJ. ou ej ==~1,0,1 danslecas 1., Ej € {-2,

-1, 0,1, 2} dans le cas 2.

3.4. COROLLAIRE. Sil'ona: inf A /A 25 et limsup Ia.|<5 quelle
2o V7 s i
que soit la suite de carré sommable, «, la série
ixx

Q cxj(e b o ; EJ.) converge u_-presque partout (ceci a lieu quel que soit 1'ordre
=

des termes).

On a
iA X iA X -1A X
J _1- 1 j 1= -
(e Qaj)(“'Zaje +2aje )=
=1 .X iA x 21X x
{2 "5 1. (2 1 i
—zaje +(I-Zlaj| )e + = a.e
T Foo1, 2 g o2 X 2ikx
] ReL“'Zlajl -Zal)e +3ae JJ
cosljx-zReaj= s =

1+Re(aje I
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i .x 2iA x
Balitidte Fod 2T 3 9
ReE(l-4laj| +4aj)e +21aJ.e |

: 1
sm)«jx+zlmaj- 1A X -,

1+ Re(aje J )

Si o estun élément réel de 22 le théoreme précédent montre que les produits

[ [l + o.(cosA x - % Re a\.)jl1 et | 1+ a.(sin X x + % Im a.)] convergent u_=-presque
20 30 j pol 0T ] a
partout i en est donc de méme des séries x.(cos A x - % Rea.) et

= J J J

) o asin A x + % Im a.) ce qui achéve la démonstration.
&g 9 j

REMARQUES. Quitte a utiliser d'autres mesures Ve OO0 péut dans la

premiére partie du théoreme 2, remplacer 1'hypothése, lim sup Iaj | < %, par

J o
1'hypothese lim sup |a, | < cos I'Il (ici [x] désigne la partie
o 2¢ [ 2int 1 0)

entiere de x).
iA.x a,
Nous avons déja remarqué que les fonctions { e J - 71 }J'>0 forment un systeme

orthogonal dans Lz(ua) il résulte donc du théoréme de Menchoff que les hypotheses ,

inf . I/A >3 et Z; |, |2(log j)2 , entrafnent la convergence de la série
0 B g1 )

id.Xx

J_1-=
z ae -2a.) pour 4 _-presque tout x.

Dans le cas ou A $#1 /A 3 est entier quel que soit j, on peut démontrer le

corollaire 3.3 d'une autre fagon, on obtient d'ailleurs un résultat plus précis.

3.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout j, )‘j divise lj+l' Quelle

il X
que soit la suite « = {aj}PO de carré sommable la série Qaj(e . % 5J.) converge
> 5

u _-presque partout.
a Ax
En effet il suffit de remarquer que‘les fonctions {aj(e ¥ g 3 aj)}jzo sont des

accroissements de martingale (cf. lemme 2.1.1).



L%
3.6. THEOREME. Soient {A n} >0 une suite d'entiers strictement positifs
tels que )th /J\n soit superieur a 3 et {Tn} n>0 une suite croissante de nombres

réels strictement positifs tels que (1';]103 n)2 soit fini, Pour tout nombre complexe
n=1

nonnul, z, telque |z|lim sup(1'n_H -7 n) soit inférieur a % 1'ensemble des x

. n-co
il .x
tels que 'r;] ) e J' converge vers z est non dénombrable. De plus, si
0<j<n
E('rm] - Tn)/ log An est fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1.

n=1

En effet, posons 7_, =0, a = 22(1'“-7“_1). Alors lirrlll.'s:p lanl est strictement
i X

P -1
inférieur & 1, la remarque suivant 3.4 montre que la série 2:6 T (e - ('rn-'rn_l)z)

n=
converge 4 -presque partout ; un lemme de Kronecker ( [7] p. 139) montre que

n_iAx
'rr"] ;:(e b oo(r J.—Tj_])z) tend vers 0 u_-presque partout. La seconde assertion
=

résulte de la proposition 2.3.4.

3.7. REMARQUE. On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5 pour obtenir la
-1 ix nx
convergence presque partout de la série ) T (e -(r
n=20

obtenir la méme conclusion que celle du théoreme 3.6 en faisant sur la suite {An }nao

n-‘rn_])z). On peut alors

une hypothese convenable et sur la suite 7 1'hypothese : Q ";2 e
n=

3.8. PROPOSITION. On suppose que xm]/xn est supérieur a 3. Soit
a= {an} >0 Une suite de nombres réels positifs n'appartenant a ep pour aucun p fini

et telleque limsup a_< 1. Pour chaque réel strictement positif, «, on note Vs la
n+o

mesure que définit le produit | | (1 + a;‘ cos ij). 11 existe une famille de boréliens,

20
{Ea}a>0 , telle que:
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1. si a estdifférentde «' ona: EaﬂEa.ﬂb et Va(Ea‘)'o'
2 R vQ(Ea) =1,
3. U Ea est négligeable pour la mesure de Lebesgue.

>0

Démonstration.

ler cas : a, ne tend pas vers 0.

I1 existe alors une suite {kn} 1 telle que a tende vers un nombre £ de

’ n
i
’ o 1 kn ] (X . -
]O,I [. La serie n—§> ]: = ( e -5a ) converge va-pr'esque partout ; soit Ea
1 DX 1 « -
1'ensemble des x tels que e E e J tende vers 5 - Ces ensembles vérifient
= iA, X

n k
1. et 2,, d'autre part ils sont disjoints de 1'ensemble des x tels que '11 }:re J tende
J:

vers 0, ensemble qui a une mesure de Lebesgue égalea 1.

2me cas : an tend vers O,

soit décroissante,
3

S'il existait un nombre strictement positif, «, telque lasérie J  (n+1) 4 ag(n)
n=0
1

converge la suite (n+1)4 a

]
Soit ¢ une permutationde N telle que la suite {ao(n)?n>0

&

o(n) Serait bornée et a appartiendrait aun 0P,

Soit Ea 1'ensemble des x tels que la série

Y (n+1) 4 lq o(n) 'zas(n).l converge.

n=0 -

Ces ensembles vérifient 1. et 2. et sont disjoints de 1'ensemble des x tels que

u % iAc':(n)x
7 (k1) T e converge, ensemble dont la mesure de Lebesgue est 1.
n=0



IV. AUTRES RESULTATS.

4.1, PRODUITS DE RIESZ CONSTRUITS SUR LA SUITE iZn} 0"

N .
4.1.1, Une somme gejZJ (ej vaut =1, 0 ou 1) est nulle si et seulement si
J
tous les ej sont nuls, Si a= {aj} 20 est une suite de nombres complexes de modules
N— . o ix 12jx
inférieurs & 1. Les polyndmes trigonométriques P_ (e )= [ | (1+ Re(a.e“ ™)),
a,n 0<j<N J

sont positifs et de moyenne égale a 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,

dx ' 7
{Pa,n(x) ﬁ} >0 aune seule valeur d'adhérence vague, K-

4,1,2, LEMME. Soit m un entier strictement positif, soit n 1'entier défini

par les inégalités : 2" < m< 2™ . Soit N unentier supérieur a n+2. Sil'ona

m=%SN Esz (EJe {'19 0, l}' i=0,1,2, seey N)

alors €N égale 1 et €Nt égale -1,

En effet, la somme E £JZJ a le signe de &N: Donc &N égale 1. D'autre

0<}<N
part :
P D R (P L -g 62 < ey 2N
<J<N -
par suite 2< ZN'] - 2"‘” +2< —2N°] ENo

ce qui montre que EN-1 est strictement négatif donc égala -1.

4.1.3. Une application répétée du lemme précédent montre que, sous les mémes

hypotheses, ej égale -1 lorsquel'ona: n+1< j<N-1,

4,1.4, Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2. Posons :



m R
Em {(0' e]' vey E €i ] 0 l}n+] J%esz:m}

B ‘n+l o+ J \
F_={(e,, €yrennr )€ {-1,0,1} QEZ =m)

Si € appartient a {-I,O,I}N on notera aJ!(e) le nombre valant z'aj, T 2151

selon que ej vaut +1, 0 ou -1,

Alors si N est supérieur a n+2 la remarque 4.1.3 montre que 1'on a:

E’ (in):Q <I£Ia!(€)>+ }_ ’Ta'(e)qra—nzﬂwﬁ aTle\_-_r
a,N £€mJ.=OJ S mJ IL

k=n+2 Jj=n+1

-

e Pl

Ceci montre que Pa N(m) a une limite lorsque N tend vers +o, ce qui prouve
’

1'existence et 1'unicité de u a’

4,1.5. LEMME. Soit ah la plus petite tribu rendant mesurable la fonction

.AN
e12 x. Ona:
2n+1x

lle )- a+ae ).

E( n+1

Eneffet, si 2" +k ol ) €.2) avec les conditions habituelles sur les €
50

nous avons € =€, =...= € =0, € =+1, Do
() 1 n-1 y n - Lo

. T a N1 a , n+1
Je-lz xe-1k2 xdua(x) . ;Je-lk.z xd#a(x)+7nje-l(k+])2 xdua(x)

ce qui démontre le lemme.

4,1.6. COROLLAIRE. Il existe un nombre C tel que pour toute suite de carré

sommable, {aj}j>0' on ait :

[ PLIREON R L 1/2 2\1/2
A -p (=2 d () < C |, | .
oo (D™ - b2 e s (Tl 1Y)

Démonstration. Le lemme précédent permet de définir des nombres uJ K et vJ. K
’ ’



Ao

(j=0, k=0) ainsi:

=0 et v. =1
3,0

J+k

(i) pourtout j=0, Yo

P 237Ky

r tous et =
(i) pou J k, E( e ket =Y ket * Y4 ke 1

) 1 1
Ona: |uj,k+l| —'lvj,kl' IVJ,k+]l zlv’kl
-k -K
1
d'ou [u k+1| 27, le’k|_2
jk k1 (2 1/2 -k
et |-jlv i2°°x _ . ov. . o2 x| dp (x)-| =2
1J'Y5,k® k417 g, k1 | a*™]
On a aussi :
A JHK g j+k+1 2 | j & .
) (v, ol Y v, o2 2 X -)_u 2]x -u_(-29).
=0 JrK Jok+1 T, k+1 =0 i, k+1 a
Par suite
12j+k+]

12 X
= l:a(e -IJ ( ZJ))I" % Sp l;% <J, - uj,k+1 - vj,k+le

n=0 "j=0

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous obtenons :

JSUD I‘g < 12 X ha(-zj))'z d“a(x):r/z i g 2-k<3§ I(xj |2>1/2

ce qui acheve la démonstration.
. 2 . » 2%~
Ceci prouve que lorsque 2-:6 la. |“ est fini, la série a. (e -y (<27)
B J J a
converge ua-presque partout.,
4.1.7. On en déduit facilement que lorsque deux suites, a et b, de nombres
complexes sont telles que : ||a“°°s 15 ||b.’°° <1 lt‘b Iy (2 ) - 2 )| = 400,

alors les mesures Mo et By sont étrangeres. La proposition suivante explicite

cette condition,

x\i
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4.1.8. PROPOSITION. Soient a et b deux suitesde C telles que Ia'<>°
et |bll  soient strictement inférieurs 3 1. Si : b -a |2 est infini les deux
o0 nn

n=0

mesures u_ et p, sont étrangeres.

En effet, le lemme 4.1.5 montre que u (2 )--a +%a m (2 )

Résolvant par rapport a an nous obtenons :

ETUM e daIR A pareEd
. 2ua(Z)-u‘_j(?-)ua(?- )

n 1_|ﬁa(2n+l)|2

11 est facile de montrer que : lua(Zn) | < |ia||°°. On a donc :
2 foon RN 1T 5 PN (78 |
ib-a | <k(lp (27) = p @)+ [ 7 )-p 7))
ol k estun nombre ne dépendant pas de n. Alors :

2 " i s 2 .2 5 o * 2
b -a ¢ <2k |p (1)=p ()I“+a" T Iu @M -p (2"
so 0 b o =1 P 2

ce qui acheve la démonstration.
11 est d'autre part clair que les conditions d'absolue continuité de “b par rapport

a by données dans le théoreme 1.3 sont encore valables dans ce cadre.

4.1.9. LEMME, Il existe un nombre C tel que quels que soient 1'entier non nul,

n, et la suite {a.}. de carré sommable on ait :
J JZO

2 l

Jsup :a(e - (ZJn))I du (X)x < C(1+VLog )( lcx - ]/2
m J—O 32
cody R
En effet, le lemme 4. 1.5 montre que E(em2 X IG.JH) est égal a emz X oua

_ inz;IZ'le 1 iﬂ}]ﬂ“x
aJ. e +3 a;i e selon que n est pair ou impair.

Dot —
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Soit n unentier supérieur a 2, notons k le plus petit entier strictement

A K+

5
supérieur a Log(n-1)/Log 2. On vérifie que E(em2 * Ia_'j+k) =u;+ Vje avec

lu i +iv <,
J )

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons

: i 2
E_Jlsnipo IJ;“ (e1n2 X 1n2 X Iu}fk)) |2d“a(x)] - W(g laj !2)1/2.

Par ailleurs nous avons :

J+k+ ]x -

) - hglen2) = v, &2 X o (2t

ol

1n2 X Ia

e J+k

et le lemme 4.1.6 montre que :

m .
1y in2Jx I o ,T‘/2< PR
o L o100 - b 2] 0]} s e 4

d'ou le lemme.

Ensuite les estimations de dimension de Hausdorff se déroulent de la méme fagon

que précédemment a cela pres que 1'on peut se contenter d'étudier les intervalles

2™, lke1)2™ [

4.2. PRODUITS DE RIESZ A PLUSIEURS VARIABLES.

Indiquons briévement comment les résultats du second chapitre peuvent se généra-
liser a T2.

3
g : : _—
4.2.1, On désigne par {An} >0 et ln I n>0 deux suites de nombres entiers

’ 3 \ ' . ’ . ~
supérieurs a 1 telles que An+1 /An et n+l/)‘ soient supérieurs a 3 pour

tout n. Soit a= {a } >0 une suite de nombres complexes dont les modules sont
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inférieurs a 1 ; on pose :

iA.x+Xly)a
ix iy, _ [ '3 370
Pa,n(e ,ev)= T_1'1_1+Re‘] )_‘.
i ix iy, dx dy
etl'onnote . lalimite vague des mesures P_ n(e ,e’) — .
! 47

On peut démontrer les résultats suivants.

4.2.2. PROPOSITION. Soit {cxn} >0 une suite de nombres complexes. Chacune
des conditions suivantes :

- : . .
1. Pourtout n, A /An et )‘n+l/>‘n sont entiers, ”a”oo est strictement

n+1

intérieura 1, Y la |° est fini,
n=0

2. max(km]/)\n, /A') tend vers +o, ) |canog(n+2)|2 est fini et,

n+l =0
si a étant le nombre comprisentre 0 et 1 telque llall = -2—“2 , ona
® T+«
>] ‘/_<oo ou ¢ —1nf{J>0 Yk=3j, n<max(k l/ n’xn+1 2}
B 3 la « | est fini,
n=0
implique la convergence u a-Presque partout de la série
rr i(A x+)\'y)-[ i(A S u)-]
E a LLog L1+Re(a e ILog Ll + Re(a e dp (t u)'

n=0

On en déduit le résultat suivant.

4,2.3, THEOREME. On suppose qu'existent deux nombres A et B tels que:

Al
O<As;‘—nsB pour tout n.
n

1. Si les hypotheses 2. ou 3. de la proposition précédente sont satisfaites en

prenant o = (log(A nk;l))-], tout borélien E tel que ua(E) soit non nul a 2 pour
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dimension de Hausdorff,
2. Si les hypothéses 1. de la proposition précédente sont satisfaites, tout borélien

E tel que ua(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff supérieure a

3(1 = lim sup ELog(AnAr'l)TI J 1og P, (e',e™du,(t,u).
n+o !

En outre, il existe un borélien portant H, dont la dimension de Hausdorff est inférieure

a
2(1 = lim inf(log(ln+l Al ))']J Log P_ n(elt

iu
i 1 y e ) du(t,u)).

4.2.4. On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite {(AJ : )‘j)}yzo est la
suite des images successives d'un couple d'entiers par une application linéaire.

Soit A = C; g) une matrice a coefficients entiers rationnels dont les valeurs
propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que ab - By est différent de 1. L'équa-
tion caractéristique est X%~ (e+8)A +ad - By =0, par hypothese (a+d )2 - 4(ab-By)

est strictement négatif. Le module des valeurs propres est Vad - By.

A définit un automorphisme u de Rz\ et, par passage au quotient, un homomor-

phisme T de T2 sur lui-méme :

Tl | elY) = (el(x+BY) ei(7x+6y)).

On notera v le transposé de u, I‘n = vn(Z2 ), En = u°n(2n22 ) ; G“ désigne

le sous-groupe discret de TZ, image de Gn par la surjection canonique de R2 sur
g ; ; fiad ) : -

Soit (mo,no) un point de Z° telle que la suite v (mo'no)}jzo soit dissociéde

(c'est évidemment le cas quels que soient m et Ny si VdetA est supérieura 3).
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Soit a= {aj} 20 une suite de nombres complexes telle que Halio° < 1. Posons:
ix i LS ), iX i
Pak(e ,ey)=]_T<1+Rea. m_,n ), Te ,ey))>

k 2 ; -
= 1:;[ ]l:l +Re 3 (vJ(mo,no) Bl ely)ﬂ X

. ix iy,dxd }
La suite de mesures {P a,k(e ,e) :’-g go converge vaguement vers une mesure de
probabilité u a’
(k) _ -1
Posons By = (Pa,k) 7 -

a
Observons que 1‘1 est strictement contenu dans 1"o etquel'ona: N I.= {(0,0)} .
=
Par conséquent on peut toujours se ramener au cas ou (mo,no) n'appartient pas a l‘] ’
condition qui sera supposée satisfaite dans les démonstrations qui suivent.
Désignons par 0‘3 la plus petite tribu sur T2 rendant mesurables les fonctions

continues a spectre dans I‘J. et par EJ 1' opérateur d'espérance conditionnelle par

rapport a aj lorsque 1'on munit '[‘2 de la probabilité 5

4.2.5. LEMME.On suppose que 2(mo,no) n'appartient pas a r,. Si (m,n)
appartient a I“J. ona:
1. EYY(m,n))=0 si (m,n) n'estcongru modulo rj+1 nia 0 ma

J
v (mo,no).

2. EM'(Pm_,n )= 3,
Ej+](-vj(m°,no)) % % a,.

j-] )
Démonstration. On remarque d'abord que Z’% ekvk(mo,no), (ek € {-l , 0,1 J‘)

n'appartient a I‘j que lorsque tous les €, sont nuls.
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, ; k
Soit (m',n') dans rj+l’ sil'ona: (m,n)+(m',n')=% gy (m_,n),
(ek € {-—l, 0, l}) la remarque précédente montre que E,=€ = e = ej_1 =0, par

A . _
suite (m,n) ejv (mo,no) appartient a rj+l'\

Ceci prouve la premiere assertion. Quant a la seconde elle résulte de ce qui précede

; J j .
et du fait que v (mo,no) et -vJ(mo,no) ne sont pas congrus modulo rj+l "

La proposition suivante se déduit de ce lemme comme la proposition 2.5 se déduit de 2.2.

4,2.6. PROPOSITION. Les hypothéses du lemme précédent étant vérifides, soit
{fj}jzo une suite de fonctions de A(T) comme dans la proposition 2.5. Alors pour toute

suite de carré sommable {a } la série

320
e (¢ ™, e9) - [ (<mo,n ) e e ) (5,0

converge pour 4 _-presque tout (x,y).

4,2.7. THEOREME. Sous les hypotheses précédentes
1. Tout borélien E tel que ua(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff

supérieure a

—

M 1 !
2 Ll-hm sup nogm jlog Pa,n dua .

|
i
N=00 -

2. 11 existe un borélien portant H, dont la dimension de Hausdorff est intérieure a

roo.. . 1 B
ZL““ﬁ‘j:‘ n Toglder A) J‘°8 Pan%al

Démonstration.

La proposition précédente montre que l(log P._ - Jlog P_ _du_) converge vers
n a,n a,n "a

0 ua-presque partout.
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Soit (xo ; yo) un élément de longueur minimum dans G N\ {(0,0)} . Sou (x],y‘)
un élément de longueur minimum dans G D Z(xo,yo). Ces deux éléments forment une base
’ bl . ' . \r)
duréseau G,. Soit J, 1'ensemble {to(xo,y0)+t](x],y]), 0<t <1, 0<t, <1;.
L'intersection de (?] etde J, est {(0,0))} : u(xo,yo) et u(x] ,y]) forment une

base de 21122. On en déduit que la restrictionde T a la projection I] de J , sur

T2 est une bijection de I, sur T2. Les ensembles {g+I g€G]} forment une

1 1°

partition de T2 en det A ensembles de mesures (det A)-] p
Posons J_ = u1'n(J1), on a |Jnl = 4112(det A)™; de plus comme u est conjugué

d'une similitude de rapport Vdet A il existe deux nombres <, et <, tels que

2

|/ [diam ]
0<c, < IJn, deametre (Jn)_i <c,.

2

Soit In la projection de Jn sur T“. 1 est facile de vérifier que pour calculer la

dimension de Hausdorff d'une partie de TZ il suffit de considérer des recouvrements au

moyen d'ensembles de la famille {g + In syn21, geGn} .

™ est une bijection de In sur T2, un changement de variables montre que si
g appartient a Gn ona

u(:)(g + In) = (det A)™,

La démonstration s'achéve comme celle du théoreme 2.8.



4.3. PRODUITS DE RIESZ SUR R.
4.3.1, Soit {An} >0 une suite de nombres réels strictement positifs, Soit
a = {anl >0 une suite de nombres complexes dont les modules sont inféricurs a 1

ettelleque A_ ./A_=3. On sait que la produit | (1 +Re(a.().,x))) définit une
™1""n 20 S [

mesure 4 sur le compactifié de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas d'étudier
le comportement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations

qui suivent.

4,3.2, Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la transformee Je

r ' A
Fourier, K, est positive, a support dans 'L- % )Lo . -; Ao . ettelle que K(0) égale

1. On pose :

]_r_lT iij
Pa'n(x) = & (1 + Re(aje )

Q, X =K&)P, (x).

. . dx
11 est facile de voir que les mesures Qa n(x) — convergent vaguement vers une
: 2m

mesure que nous noterons va K ©ou Vo lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible.
1
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Plus précisément si ¢ appartienta R etsi |& - Y el < % s (avec les
=0

conditions habituelles sur les e.). Ona:

g) K ;O:el)u Ze.Aj)

=0

et, si & n'apas la propriété ci-dessus, v, K(g) est nul,
’

i)tjx A 5
4.3.3. La suite {e - Ua(_)‘j)}jzo est orthogonale dans L (Va). Il est

facile de s'assurer que les résultats du chapitre I sont valables pour les mesures va K
’

(K fixe).
Passons maintenant a 1'étude des dimensions de Hausdorff des boréliens portant

va,K'

On définit de méme que précédemment, lorsque >‘n+1 /)«n tend vers 4o :

3

£n=inf{_]20, Vie, n<X, /A -3

4.3.4. PROPOSITION. On suppose que An+1 /)\n tend vers +o., Soit o un
nombre compris entre 0 et 1 tel que ||a||°° < —2-“—2 - o gn est fini alors
1+a n=1
. | 1 i e
pour touts suite {“n}nz o telleque go £ log(n+2) | soit fini la série
B i nx i nt ]
d o LLog(1 + Re(ane )) - JLog(] + Re(ane ) dv, K(t)J

n=0 ?

converge pour Va g-Presque tout x,
’

On en déduit le résultat suivant :

4.3.5. THEOREME. 1. Les hypotheses sur {)Lj}j>o et a étant celles de la

proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que v, K(E‘,) soitnonnula 1
’
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pour dimension de Hausdorff,
2. On a la méme conclusion sous 1'hypothese : |an | /Log A, < (ou p

n=p
est assez grand).

4.4, CONVERGENCE VERS LA LOI DE GAUSS.

On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R, Salem et A, Zygmund
sur les séries trigonométriques lacunaires [10].

Soit {Aj}jZO une suite d'entiers supérieurs a 1 et tels que )L /X soit
supérieur a 5, Soit a= {aj}j?_o une suite de nombres complexes dont les modules

sont inférieurs a 1.

4.4,1., THEOREME. Soit {an}n> o une suite de nombres réels telle que

1 2 2 2
An_¢§(|“ol + |a1| +...+|orn|) et A/1cx| tendent vers +e lorsque n tend

vers +wo. L'imagede 4 par la fonction Za (cos X - % Re a. ) converge
_x2 =
étroitement vers la mesure e Z dx.
Preuve, 1l suffit de montrer que 5
t

Fn(t) = jexp th Eo& (cos )\Jx - ; Re a, )/A _ldu (x) tend vers e 2 uniformément
sur tout compact.

2
Puisque exp z = (1+z) exp(%— + o(lzlz)) il suffit d'étudier la limite de

= [T7]0+1 ) expl- gt esply T 0
G (t)= (1 + = a.cos X _.x) exp(- exp( cos A x ) du
4 o b A0 Ry 2_;\2;,—0 J
or
1, 1
cos Ax=1+ acosZ)\x.

Comme les fonctions {COS 2X X} >0 sont orthogonales dans L (u )’ (en effet
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AJ.H/AJ. est supérieur a 5), le méme argument que dans [10] montre que G,(t)

a méme limite que

it Rea,

t2
T J L.t N
e I——OI L(l 4 A—;} ; cos )ij) exp(- T)_I du (x).
= n
11 suffit d'observer que

n .
P, n(x) T +j—5\t— o; cos ij) -

! J=0 n
]ﬂrr1+itReaj+B cos(A.x - 0.) (2x x - 1
1 L e hoa ool S
ou BJ., 'yj, <pj, wj sont des nombres convenables, pour voir que
]g_]_“ it Tﬂf it Reaj
i +A-r-] o; cos ij) dua(x) = - (1+ —27\-;]——)

et 1'on conclut facilement.

4.5. g-MESURES.

Les g-mesures que M. Keane a introduites généralisent en un sens les produits de
Riesz. Rappelons les faits suivants.

Soit a un entier supérieur a 2. On note la transformation x — ax du tore
T dans lui-méme. Soit g une fonction strictement positive, définie sur le tore,
appartenant a une classe de Lipchitz Aa (0< a< 1) ettelle que, pourtout x de T,

on ait

2, glz) = 1.
z€T'1{x}
On sait que dans ces conditions les mesures H [_ag(Tkx)J% convergent vaguement
0<k<n
vers une mesure de probabilité . De plus, la transformation T est ergodique par

rapport a K. On peut trouver la démonstration de ces faits dans le travail de B. Petit

intitulé g-mesures et schémas de Bernoulli et publié a 1'Université de Rennes.
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Nous avons le thdéoréme suivant.

THEOREME. 1) Il existe un borélien portant g dont la dimension de Hausdorff

est -(Log a)'1flog gdu.

2) Tout borélien E tel que W(E) soit non nul a une dimension de

Hausdorff supérieure & - (log a)-1j log g du .

Démonstration. Posons Pn(x) = TT [ag(Tkx)] . Le théoréme ergodique de
0=<k<n

Birkhoff montre que l’ll log Pn(x) converge vers log a +J log g du pour p-presque
tout x.

D'autre part, on voit facilement que 1'on a

J21r(k+1)a"n

n

n

[Pn(x)]'1 dE)=a", k=0, 1;2;. s @ =1,

2mka

Utilisant le fait que g est lipchitzienne on montre facilement que, pour p-presque tout
X, [log u(In(x))M-n log a) tend vers - (log a)'1J log g du, ou In(x) désigne
1'intervalle [-217 k a ™! , 2m(k+1) a ™ I: contenant x. On conclut comme dans le cas

des produits de Riesz.
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Chapitre V. TURBULENCE LT DIMENSION DE HAUSDOREF, 126

Nous étudions des mesures aléatoires introduites par B. Mandelbrot (3). On se donne
un entier ¢ supérieur a 2 et une variable aléatoire positive W d'espérance 1.
Etant donnés n entiers, ;i1 5 j2, i jn, compris entre 0 et c¢-1 on appelle

I

n n
: . 1'intervalle {EJ <K i ) o e T r, on dira qu'il appartient a la
J1’°"’Jn k=1 & k=1 . L

nieme génération.
Soient W, . des variables aléatoires indépendantes équidistribudes avec W,

J‘]""’ n

On définit ainsi des fonctions aléatoires sur [0,1 [:

X = Z : W, L]
n : . L .
OSJ1’O.I,JnSC-1 J1, ,Jn J1'000,Jn

P=T1TX.
n1sk<nk

J.-P. Kahane (2) a montré que, si pour un nombre réel h strictement supérieur & 1

h-1

ona E(Wh) <c alors presque sirement les mesures Pn(x)dx convergent vaguement

vers une mesure u etsil'onpose Y = Hy” , ona E(Y)=1 et E(Yh) < 400,

Nous nolis proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. On suppose qu'il existe un nombre h strictement supérieura 1 tel

c:h- 1

que : E(Wh)< . Alors

1) presque sfirement il existe un borélien, portant 4, dontla dimension de Hausdorff

E(W Log W)

est 1= Tog

2) presque slirement tout borélien F telque u(F) soit non nul a une dimension de

E(W Log W)

Hausdorff supérieurea 1 - Toc ¢
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Introduisons quelques notations. Soit B la mesure définie par le produit infini
j];[xj (1a restriction de o a chaque intervalle de la niéme génération est définie commne
k). Soit Yj] _— ="y n(Ij] e ’jn)’ il est clair que les variables aléatoires

Jle j } sont équidistribuées avec Y et indépendantes des variables X](x), Xz(x) ’
I , L) ' n

ooy X (x). Posons : zZ = Y;i j I .
O—<-j1’0'0’jn<c 1’.'.' n j]’lbl’jn
Si u est une fonction définie sur [0,1 [, constante sui' les intervalles de la nieme

génération on a :

1
ju 5 j ulx) P (x)Z (x) dx

(0]

et, en fait, cette derniere intégrale est une somme finie,

ieme

Etant donné x dans [0,1( appelons I (x) 1'intervalle delan™ " génération

qui contient x.

Avant de démontrer le {héoréme établissons deux lemmes,

LEMME 1. Presque siirement pour u - presque tout X, -::llog N n(In(x)) tend vers

- log ¢ lorsque n tendvers -+,

Soit en effet un nombre réel « appartenant a 1'intervalle Js1 , h-1J, Ona:

« L 1+
on du = Jo Pn(x)(Zn(x)) dx

d'ou

1
E(JZS: i) = J E(pn(x))s{(zn(x))‘*“]dx - E(y ™
0

2
par suite E(IE -12 Zg du) = %— E(YH“) < 4o, Ceci montre que presque slirement
n2ln

W =presque partout l’ll log Zn tend vers 0, ce qui prouve le lemme,
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LEMME 2. Presque slirement u-presque partout rll Log Pn tend vers E(W log V)

lorsque n tend vers +e,

Soit  1'espace probabilisé sur lequel les variables W;i j sont définies.,
] , LN I ] ’ n

Munissons § x [0,1[ de la probabilité : P(A)= E(J.l A du). Calculons

E(Log X |X1 » Xoyeuey Xn). Soit ¢ une fonction boréiienne bornée de R™ dans R,

n+1
ona:
1
j¢(x1 yeoo ,Xn)Log X, 96 = Joq.)(X](x), . ,Xn(x))Log Xn+1(x)Pn+](x) Zm_](x) dx
d'ou

; _
Jw(x1,...,xn)Log XanP = J E [w(xl(x), R Xn(x)) Log X ,(x)P_ (x)z (x)}(lx

o n+1 nel n+1
1
r b
= E(W Log W) Jo E 00X (x), +0y X (P, (x)]ax
=E(W Log W) J(p(X1 - ,Xn)dP.

Ceci montre que E(Log X, IX;,..., X )=E(W LogW).

n+1

D'autre part :

2 L 2 2
J (Log X %P = E(J (Log X ()PP ()2 (xkix = E(W(Log W)?) < 4on.
0

Le théoréme de convergence des martingales de carrés sommables montre que la série

> rll [Log X~ E(W Log W)] converge P-presque partout ; on en déduit facilement le
n=1

lemme,

Les lemmes 1 et 2 montrent que

log k(I (x)) LogP (x)+Logu (I (x))
A = . Ll tend vers 1= E—-(W LOg—W-l
-n Logc -nlogc Logc

presque slirement pour p-presque tout x, On conclut au moyen d'un théoréme de

Billingsley ((1), p. 136-145).
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