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INTRODUCTION

Le polyndme %-X(X - 1) n'est pas 3 coefficients entiers,
mais pour tout €lément 2z de Z, %z(zi - 1)  est un entier ; disons
que ce polyndme est a valeurs entiéres. On a pu rencontrer 1'exercice
(élémentaire) ou 1'on montre que l'ensemble Zs des polyndmes & valeurs
entiéres est un Z-module libre et qu'une base en est la suite des poly-
nomes (ﬁ) = %T{X)(X -1) ... X-n+1). Sur tout domaine d'intégrité
A de corps des fractions K, on peut définir les polyndmes P 3 va-
leurs entiéres par la propriété P e K[X] , P(A) ¢ A ; ils forment bien
sGr un anneau que l'on note A

S

relativement lointain, en 1919, G. Polya et A. Ostrowski (voir biblio-

et A[X] c Ag © K[X]. Dans un passé

graphie) ont établi deé conditions pour que, sur l'anneau des entiers d'un
corps de nombres, les polyndmes a valeurs entiéres forment encore un
module libre avec une base ''réguliére'", c'est-d-dire formée de polyndmes
de degré croissant. Ceci et cela mis 3 part, il me semble que la litté-

rature €tait restée assez discréte autour de ce sujet.

Avec un camarade, Jean-Luc Chabert, nous avons d'abord consi-
déré la question d'un point de vue souvent cher aux mathematiciens
traiter le probléme par sa disparition. Nous avons tenté de caractériser
les domaines d'intégrité sur lesquels tout polyndme & valeurs entiéres

est 3 coefficients dans A, soit A_. = A[X]. Nous les avons baptisés

S



anneaux substitutiels. La fermeture intégrale de Z dans la clBture
algébrique de Q en est un exemple. Pour cela nous avons cherché sur
quels A-modules M 1le polyndme O est le seul polyndme 3 coefficients
dans M partout nul sur A. Nous les avons baptisés modules sans torsion
polynomiale. Les résultats - Si A est un anneau noetherien, M est
sans torsion polynomiale si et seulement si tout idéal premier de son
Assassin a un corps résiduel infini. Un domaine d'intégrité noetherien

et intégralement clos est substitutiel si et seulement si ses idéaux
premiers de hauteur 1 ont tous un corps résiduel infini ... - figurent
dans une thése de troisiéme cycle commune. Ils sont repris dans un ar-
ticle au Bulletin des Sciences Mathématiques ([Cah. § Chal dans la biblio-

graphie) qui les compléte de résultats nouveaux sur la localisation.

Cet article est le sujet de ma premiére partie. Mais 1'expo-
sition est ici entiérement différente : je remarque que les modules sans
torsion polynomiale forment bien la classe des modules libres d'une
théorie de torsion, ce qui permet de faire rentrer cette €tude dans un
cadre plus général. En fait 1'objet de cette premiére partie (ou j'omets
les preuves de [Cah § Chal) est aussi d'exposer des résultats originaux
sur les th€ories de torsion en algébre commutative

- rdle général de 1l'assassin pour déterminer si un module est "libre"
ou sans torsion (chapitre I)
- relation entre dimension dominante [H.H.Storrer. et profondeur au

sens classique (chapitre II).

Je donne les démonstrations dans le cadre de la torsion poly-



nomiale, mais sans perte de géndéralitds car leur principe reste celui du
cas général (que j'ai développé dans deux publications [(P.J.C. (1)] et

[P.J.C. (2)1).

Enfin, cette approche permet de généraliser la notion d'anneau
substitutiel au cas non intégre : il s'agit des anneaux sans torsion et
divisibles [J. Lambek] pour la th€orie de torsion polynomiale. On arrive
d la caractérisation, légé€rement améliorée : Un anneau noetherien et
semi-normal est substitutiel si et seulement si tous ses id@aux premiers

de hauteur 0 ou 1 ont un corps résiduel infini.

Pour-cette raison, j'ai voulu aussi construire un exemple
simple d'anneau noetherien factoriel, de dimension n quelconque mais
avec un idéal premier de hauteur 1 de corps résiduel fini (chapitre

III, §4).

Dans une deuxiéme partie, j'ai exposé les travaux de G. Polya
et A. Ostrowski de facon moderne. Je les ai €galement un peu généralisés
et j'ai montré que, pour tout anneau de Dedekind, 1'anneau AS des poly-
ndémes a valeurs entiéres est un A-module projectif qu'on peut décomposer
en somme d'idéaux fractionnaires de A, selon une suite de polynSmes de
degré croissant. Le résultat vaut encore dans le cas de plusieurs varia-
bles (chapitre IV). Ces idéaux fractionnaires caractéristiques apparais-
sent déjd dans l'article de G. Polya : il montre précisément que Ag est
libre avec une base 'réguliére" si et seulement si ces id€aux sont prin-

-~

cipaux. A, Ostrowski a son tour donnait une description précise de ces



idéaux pour les corps de nombres qui sont extension Galloisienne de {.
Les classes de ces id@aux engendrent un sous-groupe Hn) du groupe des
classes d'idéaux de A ; on peut dire que ?C(A) mesﬁre a quel point A
s'écarte d'avoir une base réguliére. J'indique que 7€(A) est trivial
dans le cas des corps cyclotomiques et je compléte la description de
%(r), déji bien amorcée par G. Polya, dans le cas des corps quadrati-

ques (chapitre V).

Enfin, Jean-Luc Chabert, le premier, a €tudié et entiérement

déterminé le spectre de 1'anneau Ag lorsque A est un anneau de Dedekind.

C'est parce que, dans le cas local (lorsque le corps résiduel est fini)
les points de ce spectre au-dessus de 1'idéal maximal # de A sont en
bijection avec les €léments du complété Ade A que j'ai eu 1'idée de

considérer AS comme un sous-anneau de l'anneau des fonctions continues

€ de A dans A . Je montre que A. est dense dans cet anneau © par

S

application du théoréme de Stone-Weierstrass ; 1l en résulte facilement
que la fibre au-dessus de #f de la A-algébre AS est en bijection avec
A

la fibre au-dessus de # de € , cette fibre - soit €& QA%H - s'iden-

tifie 4 1'anneau des fonctions localement constantes de A dans le corps é%.
Comme A est compact et totalement discontinu, 1le spectre de cet anneau

de fonctions loéalement constaﬁtes est alors classique (on le trouve en
exercice dans Bourbaki). C'est cette méthode de détermination du spectre
que j'expose dans la troisiéme partie (chapitre VI). Elle permet de géné-

raliser facilement les résultats aux polyndmes 3 plusieurs variables et

aux fractions rationnelles 3 valeurs entié€res (chapitre VII). Enfin, je



détermine quels sont les idéaux de type fini de A et je calcule le

S s

groupe de Picard dans le cas local. Les id@aux premiers de

1'anneau Z. ne sont, en particulier, jamais de type fini ; ainsi
S P YP

(4

S est-il un exemple assez immédiat d'anneau non noetherien.

Bien des résultats de cette thése sont donc issus d'un tra-
vail en commun. De son cG6té& Jean-Luc Chabert présente une thése qui traite
des mémes problémes et développe la théorie des anneaux de Fatou. Les
deux exposés sout néanmoins tout 3 fait distincts et bien que quelques
résultats figurent dans les deux théses, elles différent par le fond au-
'tant que par la forme. Mais méme les résultats qui ne sont traités qu'ici
m'ont souvent €té inspirés par mon camarade et je tiens & le remercier
pour son aide continue ; de mon cOté, j'ai participé avec plaisir a

1'élaboration de son travail.

Je tiens 3 remercier chaleureusement mon professeur et direc-
teur de thése, M. Pierre Samuel qui nous a encouragé avec tant de com-
préhension d travailler en commun ctout en nous conseillant d'exploiter
nos résultats dans des directions différentes. Je pense aussi a Mme
V. Gautheron et Mme G. Jacob avec qui nous avions entrepris en 1968 un
petit groupe de travail. Il est a4 1l'origine de cette thése et c'est un

bon souvenir.

AVERTISSEMENT : Le lecteur aura sans doute déja deviné qu'ici tout

anneau est commutatif et unitaire.



PREMIERE PARTIE :

TORSTON POLYNOMIALE

CHAPITRE 1 - THEORIES DE TORSION

§ 1, MODULES SANS TORSION POLYNOMIALE.

Si A est un anneau et M un A-module, on note
M[(X] 1'ensemble des pdolyndmes formels & coefficients dans M. Un &1é-
ment P de M[X] est de la forme P = Py + P; X+ ... + P, X" , ou
les p; € M. MI[X] est, de fagon &vidente, un A[X]-module et aussi un
A-module (on peut dire par restriction des scalaires).

Si P e M[X] et ae A, on peut calculer la valeur

de P en a, soit

P(a) = PptPpat ... tp a s

c'est un é€lément de M. Si P(a) = 0, Va e A, on dit que P est par-
tout nul. C'est le cas du polynOme X2 - X & coefficients dans le
Z-module Z / 2Z.

On note XO(M) 1'ensemble des polyndmes partout nuls



a coefficients dans M. XO(M) est un sous - A[X]-module de M[X].

Définition 1.1. Soif A un anneau et M wun A-modufe. Si XO(M) =0

on dit que M est un A-module sans tormsion polynomiale, ou, en abrége,

un A-modute s.t.P. [Cah. § Cha. §11.
Les modules s.t.P. sont en effet les modules libres

d'une théorie de torsion sur A, puisque on peut montrer facilement

Proposition 1.2. Soit A un anneau. Alors

a) tout sous module d'un module s.t.P. est encore s.t.P.
b) 54 0 >N->M~>P >0 est une suite exacte de A-modutes od N
et P sont s.t.P., alors M est s.t.P.
¢) tout produit direct de modules s.t.P. est un module s.t.P.
d) toute extension essentielle d'un A-module s.t.P. esf encore s.t.P.
On rappelle [J.Lambek : chapitre 0] qu'une théorie

de torsion sur un anneau A est la donnée d'une classe de modules sans

torsion ou modules libres et d'une classe de modules de torsion qui se

comportent axiomatiquement 3 la maniére de ces mémes classes, dans leur

sens ordinaire, sur un domaine d'intégrité. Ainsi :

1.3. a) Tout sous-module d'un module libre est encore libre.
b) Si O0~> N ~» M+ P >0 est une suite exacte oi N et P sont
libres, alors M est libre.
c) Tout produit direct de module libres est un module libre.

d) Toute extension essentielle d'un module libre est encore libre.



Egalement :
e) Si 0 >N->M->P >0 est une suite exacte, alors M est un
module de torsion si et seulement si il en est de méme de N
et de P.
f) Toute somme directe de modules de torsion est un module de torsion.
Enfin :
g) Un module F est sans torsion si et seulement si pour tout module
de torsion T, HomA(T,F) = 0.
h) Un module T est un module de torsion si et seulement si pour tout

module sans torsion F, HomA(T,F) = 0.

1.3. i) Il existe un radical de torsion T, T(M) est le plus grand sous-
module de M qui soit de torsion et alors T%ﬁj est sans torsion. On

parlera donc ici de la théorie de torsion polynomiale, dont les modules

libres sont les modules s.t.P., les modules de torsion seront appelés

modules de P-torsion. On parlera du radical de P-torsion.

On pourrait penser aux polyndmes @ plusieurs variables,

mais on obtiendrait la méme théorie :

Proposition 1.4. Soif A un amneau et M un A-module. Alors Les propo-

sitions suivantes sont equivalentes
4) M est s.t.P.
L) Pour fout ensemblLe d'indices I, Le polynéme O est Le seul

polLyndme de MLX, 3. nut en tout cbement de AL,

el ’



L) Le polynéme 0 est Le seul polyndme de MIX]1, nul en fout

clément de A sauf peut-étre un nombre find.

§ 2. PARTITION DU SPECTRE.

Lorsque A est un anneau commutatif, 1'€tude d'une

théorie de torsion sur A est beaucoup simplifiée par 1'utilisation du

spectre premier [P.J.C. (1)J. On note AssA(M) 1'assassin (faible)

d'un A-module. M, et A§§A(M) 1'assassin (fort) (c'est-a-dire 1'ensem-

ble des id@aux premiers de A qui sont exactement 1'annulateur d'un
€lément de M). Bien siir AssA(M) c AssA(M) et les deux notions coinci-

dent sur un anneau Noeth&rien. On note SuppA(M) le support de M.

Proposition 2.1. Soit A wn anneau muni d'une théonie de fornsion et

M un A-module.
4) Si er Ass, (M) A/é5 n'est pas un module de torsion, alors
M est sans-Lorsion.
il) Si M est sans-forsion, alors Vj:é Ass, (M), A/(P est sans-
Lonsion.
Preuve : i) Si M n'était pas sans-torsion, on trouverait x =z 0
dans le radical de torsion T(M). On aurait _A__ . Ax ¢ T(M) et

ann(x)

———— serait un A-module de torsion. Si €tait un idéal premier
ann (x)

minimal de ann(x), , serait dans Ass,(M) et A/, serait un quo-
) A P

tient de —h o , donc aussi un module de torsion.
ann (x)
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ii) Si M est sans torsion et si X) ='ann(x), alors

A/Gg Ax <M, donc A/b5 est sans-torsion. [cf. 1.3.a) et 1.3.¢e)].

Corollaire 2.2. Soit A un anneau muni d'une théorie de tomnsion et d})

un idéal premien de A . Alons A/ A) est ou bien un A-module de torsion

ou bien un A-module sans torsion.

Preuve : ASSA(A/Js) = AssA(A/f) = {()‘&}.

Ou encore, Vx z 0 ¢ A/d;g , Ax ?z‘A/d&'

Théoréme 2.3. 1) Toute théornie de torsion sur un anneau A détermine

une partition de Spec A en deux parties T et F . T est stable par
speciakisation, F  par genernisation.

2) Si AssA(M) cF, M est sans tonsion.

3) Si M est sans ftornsion, Ass, (M) < F.

4) Si M est un module de torsion, Supp, (M) < T

1) Résulte du corollaire 2.2. si T' désigne l'ensemble des id€aux
premiers d\ tels que A/éﬁ soit un module de torsion. Si alors Js c c[,
A/q est un quotient de A/dr; et aussi un module de torsion. 2) et 3)
reformulent la proposition 2.1. 4) Si (f& € SuppA(M) alors M% n'est
pas nul, et si JI € ASSA(MJ’) alors 07 cl: . Si de plus )56 F , alors
ASSA(MJS) c F, puisque F est stable par générisation, Mf est sans
torsion, et 1l'injection canonique M » My est un €lément non nul de

HomA(M,MP). M ne saurait donc &tre un module de torsion [cf. 1.3.h)].

Remarque : Inversement,- on peut montrer qu'd toute partition de Spec A
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en deux parties T et F , telles Que T soit stable par spécialisation,

correspond au moins une théorie de torsion et parfois plusieurs [P.J.C.

(171.

Corollaire 2.4. Soit A un anneau Noethérien muni d'une théorie de

tornsion, (T, F) La partition correspondante de Spec A ef M un
A-module. AlLons

1) M est sans tonsion A4 ek seulement 44 AssA(M) c F

2) M est un module de tonsion 54 et seulement A4 AssA(M) c T

Preuve : 1) Parce que AssA(M) ==éiiA(M)'
2) Comme SuppA(M) est la spécialisation de AssA(M),

AssA(M) © T est équivalent a SuppA(M) © T. Si donc M est un A-module
de torsion, AssA(M) c SuppA(M) © T d'aprés le théoréme 2.3. Inverse-
ment, si SuppA(M) © T, si X est sans torsion (donc AssA(X) < F),

et si ¢ € HomA(M,X) » on note Ker ¢ le noyau de ¢. On a alors

M M
AssAcgggjg) < SuppA(gg;—ga < Supp, M) = T

et puisque s'injecte dans X ,

Ker ¢
Ass G—jl—ﬂ c Ass, (X) < F
A“Ker ¢ A
donc Ass C—Jﬂ——) cTnF=¢g et ——M——-z 0 d'ou =0 et
A'Ker o Ker o ’ ¢
HomA(M,X) = 0. Comme c'est vrai pour tout X, M est un module de tor-
sion [cf. 1.3.h)].

On revient maintenant au cas particulier de la torsion

polynomiale. Il nous faut déterminer la partition du spectre.
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Proposition 2.5. Soift A un anneau. Les Ldéaux premiens ds de Spec A

Lels que A/(P s0it un A-module de P-ftonsion, sont Les idEaux premiers
de conps nésiduel gini. ILs sont fous maximaux.

Preuve : [Cah. § Cha.] . On voit aisément que A/fs est un A-module
de P-torsion si et seulement si c'est un Agx-module de P-torsion. Si
A@h est un corps fini, il est clair qu'il n'est pas s.t.P.; si au con-
traire, il est de cardinal infini, il est s.t.P., car tout polyndme non

nul a au plus un nombre fini de racines, €gal a son degré.

Par la suite, si A est un anneau, T désigne 1'en-
semble des id&aux premiers de corps résiduels finis, [F 1'ensemble des
idéaux premiers de corps résiduels infinis. On peut alors appliquer le
théoréme 2.3. 3 la torsion polynomiale. On peut ajouter au sujet des

modules de P-torsion, la

Proposition 2.6. Soit A un anneau Noethérien et M un A-module.

Alons Les asserntions suivantes sont equivalentes

L) M est un module de P-tonsion.

.. A . .o

AL) ¥x e M, P e3) est un amneau de cardinal fini.

Preuve : M est un A-module de P-torsion si et seulement si Vx e M,
A est un module de P-torsion, c'est-a-dire Supp(——é~——0 cT;

ann (x) ann (x)

tout idéal premier contenant ann(x) est de corps résiduel fini , et

en particulier maximal ; ainsi est artinien (car forcément

ann (x)

déja Noethérien), et donc fini.

On a aussi immédiatement
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Proposition 2.7. Soif A un anneau. AlLons tout A-module est s.t.P.

84 et sewlement s4 tout idéal premiern de A a un corps nésiduel ingind.

[Cah. & Chal .

Proposition 2.8. Soit A wn anneau intlgre de candinal infini et M

un A-module sans tohrsion, alors M est s.t.P.
Preuve : Si M est sans torsion au sens classique, alors

AssA(M) = (0) et T%j. est de cardinal infini [J.Aczell.

On peut dire que la théorie de torsion polynomiale
est plus fine que la théorie classique, ou plus petite [J.Lambek]. Si
A est de cardinal fini, au contraire, tout A-module est bien sfir un

module de P-torsion.

§ 3. LOCALISATION.

Proprsition 3.1. Soit A un anneau muni d'une théornie de fomsion, M

un A-module de torsion et S une partie multiplicative de A , alors

1M est un A-module de ftorsdion.

.
Preuve : Si x € S_lM , on peut écrire x = %- oi meM et s €S

et annA(x) > annA(m) ; ainsi Ax est un guotient de Am. Si donc M

est un A-module de torsion, il en est de méme de tout sous-module Am ,

me M et de tout sous module Ax , X ¢ s~ M ,de s 1y,

Les modules de torsion se comportent donc bien par

localisation. Par contre, il n'en est pas de méme des modules sans torsion,
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ou des modules s.t.P. en particulier.

Exemple : Soit B 1'anneau des fonctions localement constantes du corps
des entiers p-adiques ‘hp dans la cldture algébrique k d'un corps fini
k. Soit A 1le sous anneau de B , formé des fonctions f telles que
f(0) € k. Il est facile de voir que A est un A-module s.t.P. : Si

P = fO + fl X+ ... + ann e A[X] et P =20, Ix € Q%), x=z0, tel
que Px = fo(x) + fl(x) X+ ...+ fn(x) X" e k[X] et Px # 0 (car les

fi sont localement constantes). On trouve donc o dans k qui'ne

soit pas racine de PX, et on trouve aussi une fonction g telle que
g(0) = 0ek, et g(x) =a . Ainsi P(g) = 0. Par contre, si &Bodé-
signe 1'idéal premier de A ,dﬁo = {feA| £(0) = 0} , alors

ﬁ% o AQF =k et c'est clairement un A-module de P-torsion.
(< ]

On peut néanmoins établir le

Théoréme 3.2. Soit u : A~ B un Cpumorphisme plat d'anneaux, M un

B-module et P un polyndme 4 coefficients dans M Zel que P(A) = 0,

alorns P(B) = 0 . [Cah & Cha. §3. Cornoflaine 2] .

En particulier :

Corollaire 3.3. Soit A un anneau, M un A-module, ef S une partie

multiplicative de A. S{ P e MIX] est partout nul swr A, son image

dans  s™IMIXT est pantout nutle sun s7Ia .
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Preuve : L'image de P est encore partout nulle sur A et A > S—lA

est un épimorphisme plat. [Cah. § Cha. proposition 4].

Si ¢ : A > B est un morpkisme d'anneaux, on peut

en général définir 1'image directe, d'une théorie de torsion sur A,

comme €tant la théorie de torsion sur B dont les modules de torsion
(resp. sans torsion) sont les modules qui, par restriction des scalaires,
sont des modules de torsion (resp. sans torsion) sur A. [P.J.C. (2)1.

On tire facilement du théoréme 3.2., le

Corollaire 3.4. Soit u : A > B un epimonphisme plat d'anneaux. L'image

dirnecte de La théonie de ftonsion polynomiale sur A est La théornie de

Lorsion polynomiale sur B,

1 1

Si A est Noethérien, et si (S~ XO)(S- M) est le

sous-module de S_lM[X] formé des polynbmes partout nuls, sur SnlA,

on a de fagon précise :

Proposition 3.5. Soit A un anneau Noethénien, M un A-module et S

une partie multiplicative de A, on a alons dans S'1M[X],

-1 -1 -1 -1
STUXG (DT = X (STM) = (STX)(STTM)

1

Preuve : Evidemment XO(S-IM) c (S XO)(S—IM) et d'aprés le théorime

3.2., il y a méme &galité (si P est nul sur A, il est nul sur S_lA).
D'aprés le corollaire 3.3., aussi, S_l[XO(M)] c (S'IXO)(S_IM). Mainte-

nant, si P e sTIMIX] et si P(S_IA) 2 0 &crivons
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p P P
P = EQ'+ El-x oot —%—xn ol les p, €M, et teS. Onnote
t
alors Q 1le polyndme p, + X+ ... +p X" de MIX] ; par hypothése,
% 0o TPy n P yp

Vo e A, P(a) = 0 dans sy » donc  3s €S telque s Q) =0
dans M. Comme A est Noethérien et que Q prend ses valeurs dans le
A-module de type fini engendré par ses coefficients, le sous module de

M engendré par Q(A) a un nombre fini de générateurs, disons

Q(al), Q(az), cee Q(ak). Posant s = sul . sOL2 . . Sak on a donc
sQ(a) = 0, VYo eA. Si Q' =sQ, alors Q' ¢ XO(M) et comme
0'

P = P e s'l[xO(M)].

st ?

Corollaire 3.6. Soif A un anneau Noethérnien, S une partie multipli-

cative de A. Si M est un A-module s.t.P. alors S'lM est un

1

A-module s.t.P. et un S “A-module s.t.P.

C'est clair [Cah. & Cha. §1. Corollaire 2].
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CHAPITRE 11 - DIMENSTON DOMINANTE.

§ 1. P-DIMENSION DOMINANTE.

Si A est un anneau muni d'une théorie de torsion,
on peut définir la dimension dominante d'un A-nmodule M, relative &
cette théorie [H.H. Storrer]. Pour la théorie de torsion polynomiale,

on pose la définition

Définition 1.1. Soit A un anneau, et M un A-module. On dit que La

P-dimension dominante de M, noftée P-dom.dim, (M) est n, 44 et seule-
ment 84 AL existe une nesofution injective de M :

M~ M0 > M1 > e > Mn_l
od Les M, sont s.t.P.

Ainsi P-dom.dim(M) est un entier n, ou bien le

symbole », De facon &vidente :

1 si et seulement si M est s.t.P.

v

1.2. a) P—dom.dimA(M)

v

b) P-dom.dimA(M) 2 si et seulement si M est s.t.P. et le
quotient ﬁ/M (ot M est une enveloppe injective de M) est aussi
s.t.P. ; c'est-d-dire M est sans torsion et divisible [J.Lambek,

proposition 0.5.] pour la théorie de torsion polynomiale.

En général, le radical de torsion T est un foncteur

exact & gauche dans la catégorie des A-modules. Si on note
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TO’ Tl’ cees Tn’ ... -ses foncteurs dérivés (et T0 ~ T) alors la dimen-
sion dominante d'un A-module M est aussi le plus petit entier n tel

que Tn(M) ne soit pas nul. Ici on va faire usage du foncteur XO. Si,
en effet, M est un A-module et P ¢ XO(M) setsi £f: M->N estun
homomorphisme de A-modules, 1l'image %(P) (ot f est le prolongement
canonique de f aux modules de polynfmes) est bien sGr un polyndme par-
tout nul, 3 coefficients dans N. Ainsi XO peut &tre considéré comme

un foncteur de la catégorie des A-modules dans elle-méme.

Proposition 1.3. Soit A un anneau. ALors Le gfoncteur X, est exact

0
a gauche.,

Si 0N —£> M-85 P est une suite exacte, la suite,

qui s'en déduit canoniquement, 0 -~ N[X]i—§> M[X] —§> P[X], est bien
sGr encore exacte. La restriction de f & XO(N) est encore injective,
et puisque g o f = 0 1la restriction de E o f a XO(N) est encore
nulle., Si maintenant P ¢ XO(M), et g(P) =0, alors P = f(Q), ot
Q e N[X1, et Va e A, f[Q(a)l =P[f(a)l =0 , et donc Q(a) = 0,

car f est injective ; ainsi Q € XO(N).

On note Xl’ X2, ey Xn, ... les foncteurs dérivés

de X

Proposition 1.4. Soit A un anneau et M un A-module. AlLors

P-dom.dimA(M) >n a4 el seulement 54 Xk(M) = 0, Vk <n.
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Preuve : XO(M) # 0 si et seulement si M n'est pas s.t.P. donc
P-dom.dimA(M) =0 [cf.1.2.a)] . Si par contre M est s.t.P., il en
est de méme de son enveloppe injective M. Par ailleurs la suite exacte
0+M>M~ H/M +~ 0 , donne lieu 3 une longue suite exacte

0~ XO(M) > RO(M) > XO(M/M) - Xl(M) P,
C X M) > X (D > X G > X 0D >

On en déduit facilement que le nombre de dérivés nuls en M/M  est moin-
dre d'une unité que celui de dérivés nuls en M ; comme il est par ailleurs

évident que la dimension dominante de M/M est celle de M moins une

unité, la proposition peut se prouver sans peine par récurrence.

Remarque : De la méme fagon si on note XO(I)(M) 1'ensemble des poly-
ndémes de M[Xi]ie(I) nuls en tout &lément de A(I), le foncteur XO(I)

est exact @ gauche et ses dérivés permettent de calculer la P-dimension

dominante.

§ 2. LOCALISATION.

| Dans ce pafagraphe A désigne un anneau Noethérien
et T 1'ensemble des idéaux premiers de corps résiduels finis. Les ré-
sultats concernant ici la P-dimension dominante se généralisent fort

bien a4 toute théorie de torsion [P.J.C. (2) §4.]

Proposition 2.1. Soit A un anneau Noethérien et M un A-module.

Alons,



20.

a) P—dom.dimA(M) =

= Inf},}ESpeC A {P-_dom.dimA (%f)} .

b) P-dom.dimA(M)

Inf eqr{P—dom.dimA/fﬁf)} .

Preuve : Si 0 > M - MO e > Mn + ... > est une résolution injec-

tive de M, alors 0 ~» Mj5+ (MO) > > (Mn)d5 >

est aussi une
résolution injective du ﬁp-module “P , car A est Noethérien. De plus,
si (X )O(%ﬁ) dénote l'ensemble des polyndmes partout nuls du ﬁﬁ-module
h%s, on a vu que (ip)o(ﬁp)éé [XO(M)]JS [cf. I, proposition 3.5.] .

On en conclut facilement que (ih)n(%P) e [Xn(M)%ﬁ pour tout n.
Ainsi Xn(M) = 0 si et seulement si (iﬁ)n(%ﬁ) =0, Vd5e Spec A ,

ce qui prouve a).  Maintenant b) en résulte car si /5¢:TF , tout éﬁ'

module est s.t.P. [cf. I, proposition 2.7.] et donc P—dom.dimA M) =,

§ 3. PROFONDEUR.

En général, si A est un anneau Noethérien et I un
idéal de A, on peut toujours considérer la théorie de torsion correspon-
dant 3 la partition du spectre telle que ACP est un module de torsion
si et seulement si 1'id€al premier /5 contient I [P.J.C. (1)1. On
montre alors que la dimension dominante d'un A-module M, relative a
cette théorie, est la I-profondeur du A-module M, c'est-a-dire la plus

grande longueur d'une M-suite réguliére dans I [P.J.C. (2), theorem 2.1].

Dans le cas de la théorie de torsion polynomiale on

a en particulier
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Lemme 3.1. Soit A un anneau Local Noeth&rien, d'idéal maximal
de conps nesiduel gini, et soit M un A-module de fype fini. Alons M
est 5. £.P. 84 et seulement si AL exisie un elemient £, de M qui ne
divise pas 0 dans M .

Preuve : Comme A est Noethérien, M est s.t.P. si et seulement si
M ¢ AssA(M) [cf. I, corollaire 2.4. et propoéition 2.5.] (M est en
effet le seul idéal premier de A de corps résiduel fini). Comme M
est de type fini, AssA(M) est un ensemble fini et "M ¢ AssA(M), si et
seulement si la réunion des idéaux premiers de AssA(M) est strictement
incluse dans M, c'est-a-dire qu'il existe f1 e, qui ne divise pas

0 dans M.

Si on note ProfA(M), la profondeur d'un A-module M,

on a donc la

Proposition 3.2. Soit A un anneau Local Noethérien, d'idéal maximal

M de conps nésiduel gini, et s0it M un A-module de type fini. AlLors
P-dom.dimA(M) = ProfA(M).

Preuve : Par récurrence. Si M est une enveloppe injective de M,
il est clair que P-dom.dimA(M) = P—dom.dim(ﬁ/M) + 1, et facile de
voir que ProfA(M) = ProfA(ﬁ/M) + 1 puisque, si M est de type fini,
ProfA(M) est le plus petit indice n tel que ExtX(A/m,M) z (0)

[H.Matsumara, theorem 26].

Si on rapproche cette proposition de la proposition

2.1., on a donc le
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Théoréme 3.3. Soit A wn anneau Noethérien et M un A-module de Zype

tini. Alons
P- .di = .
dom dlmA(M) Inf T {ProfAf(l\gs)}
Remarque : La méme formule s'applique a4 la dimension dominante relative

d toute théorie de torsion. Il suffit d'y remplacer "I" par l'ensemble
des id€aux premiers /5 de A, tels que Aép soit un A-module de torsion

pour cette théorie [P.J.C. (2), theorem 4.4.].

§ 4. MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMIALE.

Si P est un €lément de M[X] , le sous module (P(A))
de M, engendré par les valeurs de P sur A est bien sfir inclus dans le
sous module Coef(P) engendré par les coefficients de P. On a montré

dans [Cah. & Cha. proposition 3.] 1la

Proposition 4.1. Soif A un anneau et M un A-module. ALons Les assen-

tions suivantes sont equivalentes :
4) Pour tout polyndme P de M[X] , Coef(P) = (P(A)).
AL) Vose SuppA(M) ,A/J‘; est de conps nesiduel ingind.

AAL) YN e M, M/N est 5.%.P.

et posé la

Définition 4.2. Un A-module M est dit univernsellement sans Lorsion
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poluynomiale, en abregé u.s.Z.P. A'AL veiifie Les conditions Equivalentes
de La proposition 4.1.

Remarque : En général, on peut dire qu'un module M est universellement

libre, relativement & une théorie de torsion si SuppA(M) cff (ou F
est l'ensemble des idéaux premiers tels que A4F soit sans torsion).
Aussi le résultat suivant (qui résulte  facilement de la proposition

1.6. et du théoréme 3.3.) se généralise sans peine.

Proposition 4.3. Soit A un anneau Noethérien et M un A-module.

ALons
a) SiL M est u.s.t.P., P-dom.dimy, (M) = e .
bl Si M est de type fini et si P-dom.dim (M) = =, M est

u.s.t.P.

Remarque : Le Z-module @ n'est pas de type fini. P—dom.dimZﬁQ) =

mais  n'est pas u.s.t.P.
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CHAPITRE 111 - ANNEAUX SUBSTITUTIELS

§ 1. DEFINITION.

Si A est un anneau intégre fini, alors A est son
propre corps de fractions K, tout polyndme P de K[X] est tel que
P(A) < A. Si, au contraire, A est un anneau intégre de cardinal infini,
de corps des fractions K, alors A est un A-module s.t.P. ; de plus,
1'ensemble As des polyndmes P de K[X] , tels que P(A) c A, se ré-
duit & 1l'anneau des polyndmes A[X] si et seulement si K/A est un
A-module s.t.P. Mais K est 1l'enveloppe injective de A, ainsi
AS = A[X] , dans ce cas, si et seulement si A est sans torsion et di-
visible pour la théorie de torsion polynomiale [J.Lambek, proposition
0.5.] . (On peut dire aussi que A est son propre localisé, pour la
localisation correspondant @ la théorie de torsion polynomiale [J.Lambek,
proposition 0.8.] . Ou encore que P-dom.dimA(A) > 2 [cf. II. 1.2.b)1]).

On pose 1la

Définition 1.1. On dif qu'un anneau A est substitutiel 54 et seule-

ment 44 AL est sans tomsion et divisible poun La théonie de torsion po-

Lynomiale.

On a vu que si A est intégre et substitutiel alors

AS = A[X] . De fagon un peu plus générale

Proposition 1.3. Soit A un anneau intéghe substifutiel. ALons poun
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tout anneau intéghe B contenant A, s4 P est un polyndme 4 coedfi-
cients dans B tel que P(A) < A, P e A[X].

[Cah. & Cha. §4.]

Remarque : A noter 1l'erreur dans la référence citée: Il faut supposer
B intégre sinon le sous module de torsion de B/A , au sens classique
ne s'injecte peut-&tre pas dans K/A. Si par exemple k est un corps
fini, 1'anneau A = k[X,Y] est substitutiel et s'injecte dans le pro-
duit k[X,Y]xk = B. Mais B/A =~ k n'est pas un A-module s.t.P. ce

qui met la proposition en défaut.

Proposition 1.3. Soit A un anneau Noethérnien et Tot(A) L'anneau

total des fractions de A. Alons A est substitutiel s4i et seulement
84 A est 8.t.P. et fout polyndme P de Tot(A)[X] , fel que
P(A) « A, est d coefficients dans A.

Preuve : La derniére assertion exprime que Tot(A)/A est s.t.P.
Si & est substitutiel c'est bien le cas, car Tot(A) est une extension
essentielle de A et s'injecte dans une enveloppe injective A de A,
K/A est s.t.P., [J.Lambek, proposition 0.5.] . Si inversement A est
s.t.P. il en est de méme de son localisé Tot(A) et AssA(Tot(A)) ne
contient que des idéaux premiers de corps résiduel infini. I1 est facile
d'en déduire que tous les idéaux premiers de Tot(A) ont un corps rési-
duel infini et qu'ainsi tout Tot(A)-module est s.t.P. [cf. I, proposi-

tion 2.7.]1 , donc que X/Tot(A) est s.t.P. Si, de plus, Tot(A)/A

est s.t.P. il en est alors de méme de A/A , a cause de la suite exacte
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0 - Tot(A)/A ~ A/A » A/Tot (A) = 0 [cf. I. 1.3.b)7 .

On peut aussi caractériser les anneaux substitutiels
de facon interne, & 1'aide des €léments réguliers, c'est-a-dire qui ne

divisent pas 0 dans A

Proposition 1.4. Soit A un anneau Noethénien. Alons A est substi-

tutiel si et seulement si AL est 8.4.P. ef 84 A/aA est 5.£.P. pour tout
element hégulier a de A.

Preuve : A est substitutiel si et seulement si P—dom.dimA(A) > 2
[cf. II. 1.2.b)] . Soit donc a wun &lément régulier de A, et a* la
multiplication par A (dans n'importe quel A-module). De la suite
exacte 0 > A —E:> A > A/aA - 0 on tire la longue suite

0 > T(A) 25 T(A) > T(A/aA) - T, (A) 2% T,A) > ...
oi T est le P-radical de torsion, T1 son premier dérivé. Si A est

substitutiel alors T(A) = Tl(A) = 0 [cf. II. proposition 1.4. et

P.J.C. (2), proposition 1.5.] , donc T(A/aA) = 0 et A/aA est s.t.P.

Si inversement T(A/aA) 0, alors a* est injective dans Tl(A) .

Si c'est vrai pour tout é€lément régulier a, alors les id€aux premiers
associés i Tl(A) sont tous inclus dans la réunion (finie) des idé&aux
premiers associés & A. Ainsi chaque idéal premier associé a Tl(A)
est inclus dans un idéal premier associé & A. Si donc A est s.t.P.
tous ces id€aux premiers ont un corps résiduel infini et Tl(A) lui-

méme est s.t.P. Mais Tl(A) est un module de P-torsion, si en effet

0> A~ A0 > A1 > A2 > ... est une résolution injective de A, Tl(A)
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est 1'homologie au rang 1 du complexe T(AO) > T(Al) > T(AZ) donc

un module quotient d'un sous module de T(Al). Or T(Al) est un module
de torsion et la classe des modules de torsion est fermée par sous-module
et module quotient. Ainsi Tl(A) = 0. Comme A est s.t.P., T(A) =0

et donc A est substitutiel.

Corollaire 1.5. Soif A wun anneau substitutiel ef a un elément ne-

guliern de A, alons ou bien A/aA = (0) (et a esf une unité) ou bien
AJaA  est de candinal infind.

Preuve : La preuve de la proposition précédente montre que, méme si
A n'est pas Noethérien, si A est substitutiel alors A/aA est s.t.P.
Mais si A/aA n'est pas nul, alors il doit bien slr avoir un cardinal

infini.

§ 2. IDEAUX PREMIERS DE HAUTEUR 1.

A est substitutiel si et seulement si P—dom.dimA(A) > 2,
et 4 cause de la formule

P—dom.dlmA(A) = In {ProfA (A

P (R BT

[cf. II, théoréme 3.3.] , on a la

Proposition 2.1. Soit A un anneau Noethernien. ALons A est subs-

Litutiel 54 et seulement s4 tout Lidéal premiern, tel que Prof, (A

/sd‘

) <1,

a un coaps residuel ingind.
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On en tire le critére local

Corollaire 2.2. Soit A un anneauw Noethénien., Alors Les asserntions

sulvantes sont equivalentes :
4) A est substitutiel.

AL)  Pour toute partie multiplicative S de A , 57!

A est substitu-
Lielk.

AAL)  Poun tout idzal maximal M de A, A est substitutiel.

Remarque : Si A est intégre mais non Noethérien et si, pour tout
idéal maximal M, '%W est substitutiel, alors A est substitutiel. Mais

A peut €tre substitutiel sans qu'un tel localisé ne le soit [Cah. & Cha.

84].

Corollaire 2.3. Soit A un anneau Noethérnien. Si A  est substitutiel

alorns tout idéal premier de hauteur 0 ou 1 a un corps résiduek ingind.
Preuve : La hauteur est plus grande que la profondeur.

Si A est un anneau de Cohen Macaulay, hauteur et
profondeur coincident et on a alors la réciproque & ce corollaire. De
facon plus générale, on note }1gﬂ la hauteur d'un id&al premier et on
considére les propriétés (classiques )

(Sk) : PrOfﬁﬁ(sb) > Inf(k,ht%p))

(R) : Si h%ﬁ) < k alors A75 est local régulier.

Un anneau Noethérien est normal si et seulement si il satisfait aux pro-
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(8,) et (Ri) [H.Matsumara : théoréme 29 dit théordme de Serre].

Définition 2.4. Un dif qu'un anneau Noethérnien est semi-normal 5'iL

satisfait a La propriéte (Sz).

Proposition 2.5. S& A est Noethénien et semi-nonmal, alorns A est

substitutiel s4i et seulement 54 tout idéal premiern de hauteur 0 ou 1

a un conps résiduel ingind.

Preuve : La propriété S, signifie que seuls les idéaux premiers

de hauteur 0 ou 1 peuvent &tre tels que ProfA (%F) < 1.

§ 3. ANNEAUX INTEGRES.

Si A est un anneau intégre et Noethérien, il est
semi-normal si et seulement si il est l'intersection de ses localis&s en
tout idéal premier de hauteur 1 [J.P. Serre III, proposition 9, Remar-

que] . Méme si A n'est pas Noethérien, on a la

Proposition 3.1. Soif A un anneau intlghe de cardinal infini et inter-

section de ses Localisés en tout idéal premien de hautewr 1 . Alons 84

fous ces idéaux ont un corps nésiduel ingini, A est substitutiel.

Preuve. Si ds est un idéal premier de hauteur 1, tout id&al pre-

mier de Ays a donc un corps résiduel infini, ainsi tout A .-module est
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s.t.P. [cf. I, proposition 2.7.] et AJ> est substitutiel. Si K est

le corps des fractions de A , K/AZ;5 est un éﬁ—module s.t.P. et donc

un A-module s.t.P. [cf. I, corollaire 3.4.]. C(Comme A = (*) Ay ,
. _ d
ht(}) =1
on a 1'injection 0 » K/A » I ] K/iﬁ , et K/A est s.t.P.
ht((/S) =1

Si A est Noethérien et intégre on a bien sfir le

Corollaire 3.2. Un anneau Noethérnien, intégre et semi-normal est subs-

titutiel s4i et seulement s4i tous ses Ldeaux premiens de hauteuwr 1 ont

un corps residuel ingind.

Remarque : Un anneau de valuation de rang 1, non Noethérien, est
toujours substitutiel (on le montre directement), mais peut avoir un

corps résiduel fini.

Bien slir les anneaux Noethériens intégralement clos

sont semi-normaux. On peut leur appliquer le corollaire 3.2.

§ 4. DEUX EXEMPLES.

Exemple 4.1. Un anneau intégre Noethérien de dimension 2 qui n'est

pas semi-normal. Cet anneau n'est pas substitutiel mais tout idéal pre-
meen de hauteur 1 a un conps hésiduel anfini. Aussi, pour tout a, ou

bien A/aA = (0) , ou bien A/aA est de cardinal anfind.
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Soit k wun corps fini, A 1le sous anneau de 1'anneau
des polynfmes en deux indéterminées B = k[u,v] formé des polynodmes
sans terme en u, sans terme en Vv, ni terme en uv, ainsi :

A = k[uz,us,uzv,uvz,vz,vzj < B = k[u,v] .

A est Noethérien et inté€gre ; c'est une k-algé€bre de type fini de dimen-
sion 2, et tout idéal premier de hauteur 1 est strictement contenu
dans un idéal maximal et a un cor?s résiduel infini. Mais si M désigne
1'idéal (maximal) de A, de hauteur 2, formé des polyndmes sans terme
constant :

M = (uz,us,uzv,uvz,vz,vz)
alors A/# est fini. De plus, uzv2 ne divise pas uSV3 dans A ,
mais 4ﬂu2v2 est inclus dans u3v3 , ainsi ‘# annule u3v3 modulo
u2v2 : M e AssA(A/uzva) . A n'est donc pas semi-normal, A n'est pas
substitutiel puisque, AA{ étant fini, A/u2v2A n'est pas s.t.P. bien

que u2V2 soit un €lément régulier de A.

Exemple 4.2. Un anneau A Noethérien et intégralement clos, de dimen-

sdon n o+ 1 mais avee un Ldéal premien /) de hauteur 1 Zel que A/Ja

504L find.

- D'abord on construit une valuation discréte de 4Q(x1,...,xn) de corps
résiduel fini. On choisit un nombre premier p et on note CQP le corps
p-adique (complétion de @ pour la valuation p-adique), vp la valua-

tion discréte de G&y On choisit n ¢&léments Apseeesy de C&) qui
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sont algébriquement indépendants sur Q. Le sous corps (Q(al,...,an)
de §$ est isomorphe a tQ(Xl,...,Xn) et la restriction de vp a
(Q(al,...,an) définit donc une valuation discréte v de <Q(X1,...,Xn),

si on note o le n-tuple (al,...,an) on a

vi£/g) = v, (£la)/g(a)) VE/g e Q(Xs.. 00X )

Le corps résiduel de v est inclus dans celui de vp , c'est donc le

corps Fp d p #€léments. On note V 1'anneau de la valuation v

VeQXy,..sX ).

- Si on note S 1la partie multiplicative de Z engendrée par p :

2 n
S = {PsP secesP s+t

alors S-IZgz 2[1/p]. Comme V ne contient pas 1/p , V ne contient
pas 2Z[1/p] et 1'intersection

A = ZL1/pIX{,...,X 1 NV
est propre.

A est un anneau de Krull parce que c'est l'intersec-
tion de deux anneaux de Krull, et comme V intersecte fZ[l/p][Xl,...,Xn]
proprement, Vv est une valuation essentielle de A [Bbki.VII.§1.,
corollaire 2]. Il y a un idéal premier dd de hauteur 1 dans A tel

que ﬁﬁ =V et donc A;ﬁ est le corps Fp a p-€lZments.

- On peut d'ailleurs montrer directement que 1'id?al pA est premier,
méme maximal de corps résiduel Fp. Comme p ed& , on doit avoir pA :/5 .

En effet, si f ¢ A, £ est‘un pdlynﬁme a coefficicnts dans Z[1/p] et
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v(f) > 0. Ainsi f£(g) est un €lément de 1'anneau ‘Zp des entiers

p-adiques, et il y a un entier i, O <ic< p-1, tel que

f(a) - 1 soit dans 1'idéal maximal pr de Zp .- Ainsi le polynodme

£-1 est encore d coefficients dans 7Z[1/p] et V(E:iﬂ > 0 donc

(f-1) ¢ p.A. Les entiers 0,1,...,i,...,p -1 forment un systéme de

représentants de A modulo pA .

- La dimension de Krull de- A est n + 1. On choisit un premier

qzp et on considére dans 'Z[l/p][xl,...,xn] la chaine d'id&aux :

(0) g (Xl) g (lexz) ;C: L S: (Xl""’xn) g (q’xl:---:xn)

par intersection avec A, elle donne une chaine d'id€aux premiers de A

0 cql CO]Z C v c7n <M
Maintenant il est clair que pour tout polyndme £ de 'Z[l/p][Xl,...,Xn]

il y a un entier n tel que pnf e A , il suffit de choisir n supé-

rieur & -v(f).
™ :
1 tel que p Xl soit dans
n

tel que p %Y. soit dans 072

I1 y a donc un entier n

O]l mais pas dans (0), un entier n, 5

mais pas dans 07&, ainsi de suite, la chaine d'id&aux premiers de A :

Oshshs - sThs™
est propre, quant 3 “Mf il contient q , mais q n'est pas dans 741

qui ne contient que des polyndmes sans terme constant.

La dimension de A -est exactement (n + 1) car A

est un sous anneau de <Q(x1,...,xn).
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- V= AP est Noethérien. Par ailleurs S-lA': A[1/p] est Noethérien
car STIA = s'lc'zz[l/p][xl,...,xn] ) oSty
et S_l(‘Z[l/p][Xl,...,Xn] ) = Z[l/p][xl,...,xn] car p est déja

1

inversible dans S 7 - Zl1/pl , et SV = Q(X;,...,X ) car 1/p

-1 . .
n'est pas dans V donc S "V contient strictement V.

Ainsi S7IA = (S-]Z)[Xl,...,xn] =Z[1/pI[Xy,. . X 0.

- Si M est un idéal maximal de A, ou bien p <M mais alors
gt :d& = pA , ou bien M ne rencontre pas S. On peut dire que les
deux anneaux S'lA et A_  forment un "recouvrement" de A.
Comme ce recouvrement est fini, il est aisé de con-

clure que A est Noethérien.

- Enfin on peut montrer que A est un anneau factoriel. Il suffit de
prouver que tout idéal premier de hauteur 1 est principal.

C'est vrai poux'/S, car /& = pA . Maintenant si 07
est un idéal premier de hauteur 1, distinct de /6, S-1€7 est principal
dans S™'A car S !A est factoriel. En effet, s7'A est un localisé
de 1'anneau factoriel Z[Xl,...,xn] . On trouve donc q dans A tel
que (q)S—lA = 8-107 . Si v(@ =n, qp " est encore un élément de A,
et on a encore (qp-n)S_lA = S-%q puisque p est inversible dans s™a.
Mais cette fois aussi  (qp ).A, = ath = , donc (qp) A = et

# TP 7

OT est principal engendré par Q.
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Remarque : Un résultat général de [J.Ohm] montre & quelles conditions
un anneau, intersection d'anneaux de valuation discréte, est Noethérien.
On peut 1'appliquer & 1'exemple ci-dessus. Enfin {P.Eakin] a indépen-

damment construit notre exemple, dans le cas de dimension 2.
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DEUXTEME PARTIE :

STRUCTURE ADDITIVE

CHAPITRE IV - MODULE DES POLYNOMES A VALEURS ENTIERES.

§ 1. ANNEAU DE VALUATION DISCRETE.

Dans ce paragraphe A désigne un anneau de valuation
discréte, v 1la valuation correspondante de son corps K, supposée
normée, T une uniformisante, soit un générateur de 1'idéal maximal
de A, N 1la norme de M, soit le cardinal du corps résiduel k = A/l
En fait, si N n'est pas fini, on se contente de noter N =« ., S§i
P € K[X], v(P) désigne la plus petite des valuations des coefficients
de P et P(A) 1le sous module engendré par les valeurs de P sur A.
En général tout idéal fractionnaire I de A est une puissance de 1'i-
déal maximal 1 de A , on note vVv(I) cette puissance, ainsi

v[lCoef(P)] [cf. notations II. §4] et comme P(A) c Coef(P) , alors

v(P)

v(P)

IA

v[P(A) 1.
Inversement, on va établir l'existence d'une fonction

SN(n) de 1'entier n, qui ne dépend que de N, et telle que
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v(P) < v[P(A)] < v(P) + SN(n) » pour tout polyndme P de degré n.
La fonction SN limite la proportion dans laquelle K s'écarte d'un
A-module u.s.t.P. [cf. II. §4] et bien sfir S,(n) =0, VYn. On suppose

donc que N est fini. La suite est alors une légére généralisation de

résultats de [G.Polyal

Soit (ao, apsenes an-l) un systéme de représentants de
A modulo #, ou ag = 0 , on le prolonge de la facon suivante :

- On écrit tout entier n sous la forme :

. . h . .
n=ig+ LN+ L+ DN ol Vj € {0,...,h},

alors 0 < ij <N-1

(c'est-a-dire qu'on écrit n dans son développement en base N).

- et on pose :

I1 en résulte :
- que (ao,al,...,aNh_l) est un systéme de représentants de A

modulo ‘ﬂﬁ' pour tout h

- que v(an - an,) est la plus grande puissance de N qui divise
(n - n') . Si on note vN(x) la plus grande puissance de N qui divise

un entier x (et on prend garde qu'en général v, n'est pas une valua-

N

. _ - ot
tion) alors v(an an,) VN(n n').

On peut alors considérer la suite des polynOmes :
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fO =1 , fl = (X—ao),...,fn = (X;ao)(X—al)...(X-an_l),...

Lemme 1.1. [G.Polyal . Pour tout entier n. fn(an) engendre L'idéal
n o

£ (A) et v[f(a)l= ) v.(h) = J [n/AN*1 o [n/N*1 désigne La

n n'n h=1 N 0cl

paritie entiére de n/N% .

Preuve : Ré&sumons et adaptons le preuve de [G.Polyal. Il nous suffit
d'établir que v[fn(E)] > V[fn(an)] , Y& e A . Ou bien fn(E) =0,
mais alors V[fn(€)]= © et c'est gagné, ou bien v[fn(i)] = p <o,
Comme ao,al,...,an,..., forment un systéme de représentants modulo
1ﬁh , on peut pour h grand, trouver a_ suffisamment proche de §& pour

avoir v[fn(am)] =p. Comme p < ®, fn(am) 20 et m=2n. Ona

alors :
P = V[fn(am)] = v[(am—ao)(am—al)...(am-an_l)]
n-1 n-1
= hgo v(am—ah) = hZ VN(m—h)
Iil min
p = vy, (h) - vy, (h) -,
h=1 N hs1 N
n
tandis que v[fn(an)] = hzl vN(h).

Sans démontrer 1'€galité purement arithmétique :

)y oS
L vy = ] DN
h=1 oa=1
on en tire
p= 5 /N1 - J [mn/N*12 § [(m- (m-n))/AN"]
a=1 a=1 a=1



39.

o,
donc p2 ) [n/N']-= viE (e )3,

Pour tout entier N, on définit la fonction SN(n) de

l'entier n par la formule

n [¢ o]
SN(n) = z VN(h) = z [n/Na] .
h=1 =1

On note As 1'anneau des polyndmes a valeurs entiéres :

AX] < A = (P e K[X1 | P(A) < A} < K[XI.

Proposition 1.2. Le A-module A, est Libre, une base en est La suite

de polyndmes Br8ps-r28ysnn

N Sn(n)
od g = fn/ T , VYne N.

Preuve : d'aprés [G.Polyal. On montre aussi cette proposition au

§3 pour plusisurs variables.

Corollaire 1.3. Pour tout polynéme P de K[X] de degh€ n . ona

Les inegalites
v(P) < v[P(A)] < v(P) + SN(n).
n
Preuve : On peut écrire P = ) Aigi ol A; € K. Bien str
i=0
- vl
P.m viP(A) ] €A, ainsi Aiﬂ'VLP(A)] e A , d'aprés la proposition

1.2., et donc V(Ai) = v[P(A)].
n n
Comme v[P] = Inf {v(kigi}} , donc v(P) = v[P(A)] + Inf {v(gi)},
i=1 i=1

v

comme v(gi) = -SN(i) et que SN(i) < SN(n), Yi £ n, alors
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v(P) = v([P(A))]- SN(n).

Terminons ce paragraphe par une approximation de SN(n).
[oo]

On a SN(n) = Z [n/N%] ; si on pose 4 = [1ogN(n)] (ainsi

o=1
N2 < n mais N'Q+1 >n) , on a alors aussi :
X o X o
) (/N -1) < sy < Y (m/N).
a=1 a=1

Ainsi n/N-1[1 - (1/N)R] -2 < SN(n) < n/N-1

ou encore SN(n) ~n/N-1 , si n-»> o

8§ 2. ANNEAU DE DEDEKIND.

Maintenant A dé&signe un anneau de Dedekind de corps
des fractions K ; a tout idéal maximal -#f de A, correspond une va-

luation Vi de K , d'anneau on note N(fl) 1le cardinal de A/M.

Aﬂ 5
Si I est un idéal fractionnaire de A, on note Vm(I) la puissance

de M dans la décomposition de I en produits d'idéaux maximaux (c'est
aussi la puissance de ‘ﬁAm égale au localisé I

# -

Proposition 2.1. Pour fout idéal maximal # de A , et fout polyndme

P de K[X1, de deghé n, P(A) est un idéal fractionnaire de A et

on a :

\fm(P) < Vm[P(A)] < Vm(P) + SN(tt() (n).
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Preuve : Si d est un dénominateur commun des coefficients de P,
alors dP e ALX] , donc dP(A) c A, et P(A) est un idéal fraction-
naire. Comme (P(A))fﬂ = P(Am) [cf. I. théoréme 3.2.]1 , on peut appli-

quer le corollaire 1.3.

Lemme 2.2. Pour tout entier n 4L n'y a qu'un nombre fini d'idéaux
maximaux de A fels que N(#) < n.
Preuve : Ou bien A est un corps fini, ou bien 3dx e A, x # 0

1 n-1
X

tel que (xn- - 1) 2 0. Mais comme x ou ( - 1) est dans tout

idéal M de norme n, ces idéaux sont en nombre fini.

I1 est donc consistant de poser la

Définition 2.3. On appelle idlaux caractérnistiques de A , Les idéaux

de La suwite (In) ol yﬂ(ln) = - SNGﬂ)(n) s

pour tout idéal maximal de A .

Si est une suite prolongée de

aO;ﬁ’al,ﬁ”"’an;m""

représentants de Am, comme au 81., on sait alors trouver dans A, des

€¢léments b, =, pour i ¢ {0,...,n} , tels que :
b

Vﬁ[bi,n - ai,m] > SNCM)(H) , ¥Yn, Vied{0,...,n}, et

M tel que SN(ﬁ)(n) z 0 (i1 y a un nombre fini de tels idéaux)

[Bbki VII. §2. proposition 2] .

On pose alors

fo =1, £ =X, £ 2 (X =Dy ) oo (C=b )
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et si fo;m’flﬂﬂ""’fn;m

la suite ao;ﬂ’al;ﬂ""’anﬁﬂ de Am , on a alors

est la suite de polyndmes correspondant &

“m[fn,ﬁ - fn] > SNGﬂ)(n) , soif

vm[fn(A)] = yﬂ{fh(bn,n)] = Mmtﬁgm(anjﬁ)] = SN(M)(H)

pour tout M tel que SNCm)(n) # 0, tandis que si SNCM)(D) =0,

alors bien siir wm[fn(A)] = SN@ﬂ)(n) = 0 [cf. proposition 2.1.]

car um(fn) = 0 puisque fn est un polyndme unitaire de A[X]

-1 Sy (™)

En conclusion fn(A) = In =11 M

g

Théoréme 2.4. Le A-module A, est projectif et admet La décomposition

interne, en somme d'idéaux fractionnairnes de A :

= o) ¢
As IofO : Ilf1 D ... B Infn D .
Preuve : Infn(A) = A, donc Infn c As et
» 4 b B
IOf0 Ilfl D ... D Infn P ... c AS .

n
Si inversement P € AS , on peut écrire P = Z Aifi
i=0
ol A, € K. An est le coefficient directeur de P et

Ym(kn) > v(P) 2 vLP(A)] - S vf [cf. proposition 2.1.]

Nem )
Mais P(A) <« A donc VIP(A)] =2 0 , ainsi Yﬂ(kn) > ym(In) pour
tout M et A_e I . Comme I f <A , P-Xf e€A_ , on peut

n n n' n s n'n s
recommencer, prouver que An—l € In—l , ainsi de suite que Aj eva s
¥j < n.
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Corollaire 2.5. Soit (gn) une suite de polyndmes de K[X]1 , oQ

g, et de deghé n et de coefficient directeun x - Les conditions
suivantes sont equivalentes :

4D ovyle DT = vu(x ) + Sy (), vt

L) Ay =® Jg o J  estun idéal gractionnaine de A.
Dans ces conditions, on a de plus :

a) Yﬂ(xn) = ym(gn), Y (et 54 g, est unitaine alonrs g, € ALXD)

_.-1 .. . . _
b) Jo=x L (et 54 g, est unitaine alons Jn =1).

Preuve : D'abord i) entraine a) puisque Yﬁ(xn)z Yﬁ(gn) d'une
= <
part et %ﬂ[gn(A)] ym(xn) + SNCM)(n) Ym(gn) + SNCm)(n) d'autre

part. [cf. proposition 2.1.]1 , et i) => ii) , on montrerait que

A =& (x'1 I)g comme on a montré le théoréme 2.4., en utilisant

s n*n n’°n

- . e ‘1 .« o - . .

! - - =
1'égalité gn(A) xnIn . ii) => i). Si inversement As @Jhgn,
alors en particulier Jhgn c As , donc Yo € Jh s agn € As et
og = A f + ...+t A€ ot A_ € I . En comparant les termes de

n 070 nn n n

degré n ona oax_e€l ainsi Jx < I . Comme inversemen?
n n n'n n

I f cA on a aussi I c Jx et donc Jx =1_. Soit b).
nn S n n n n'n n
Mais de Jngn c AS on tire aussi Jngn(A) c A donc

%ﬂ[gn(A)] > %ﬂ(xn) + SN@ﬂ)(n)‘
Comme d'autre part
V8, ()] S v (g) Sy (M) = v (X)) + Sy ()

cela prouve le corollaire.
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. o . tiaz . .
Remarque : [G.Polyal  introduit 1'idéal I de la fagon suivante :
1'ensemble des coefficients directeurs des polynOmes de AS , de degré
inférieur ou égal & n, forme bien évidemment un idéal ; d'aprés le

théoréme 2.4., il s'agit bien de 1'idéal In.

§ 3. PLUSIEURS VARIABLES.

On s'intéresse maintenant aux polynOmes & plusieurs va-

riables. On note A
s,m

le sous anneau de K[XI""’Xm] formé par les
>

polyndmes P tels que P(Am) c A.
On note n = (nl,...,nm) € Nm un m-tuple d'entiers,

n M "n
X— 1le mondme X1 X0 e X tout polyndme s'écrit :

P=7 A X2 ol A est un ensemble fini de m-tuples.
nel'n

On munit N de 1'ordre (partiel)

n<n' <=> n. <n! Vi e {1,...,m} .
= _— 1 1 s 3

On suppose d'abord que A est local, ao,al,...,a seee

désigne la suite de représentants construite au §1, et

fo =1, f1 = (X - ao),..;,fn = X - ao) ee. (X- an—l)’

est la suite correspondante de polyndmes, on pose :

m
fn - .H fn.(xi)
- 1i=1 i

ne-s-—s

et SN(g) =

. Sy(ny)
1

1
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il est clair d'aprés le lemme 1.1. que

v[fn(g)] 2 y[f (a )] = SN(g) YE € A et

n-n

Ainsi avec ces notations :

Proposition 3.1. S{ A est Local, A, estun A-module Libre de

B

R Sn(n)
base (g_n.)ﬂ epnm » ok g—r}. = f-n—/ TT

0 Sy(@

Preuve :  Comme fn(A e A, alors le A-module libre de
base (gﬂ)g€ N est inclus Qans As,m
Inversement, comme tout polynOme fn s'écrit :

£ = X2+ ) Oy & ,» les polyndmes fn forment une base du K-espace
— k<n — -
vectoriel K[Xl,...,Xm] , c'est aussi le cas des polyndmes g, - Si P

est un polyndme de K[Xl,...,Xm] on peut écrire :

P= ) Ag
nel n'n

Si 3n € A tel que Xn ¢ A, alors on considére un €lé-

ment minimal k pour cette propriété ; alors Vn < k , An e A,

donc A_g €A Si on avait P € A , alors on aurait
n-n S,m

s,m s

Q=P'n§k M 8y € Asom

Par ailleurs Q = Z An g, s eti¥ne A', n#k, 3ie{1,...,m} tel
neA' — =

que n, > k. , donc (X. - a_ ) est un facteur de f_. Ainsi
i i i ki n
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Q(ak) = Al_ﬁgk(ak) + 0

mais Q(ak] € A et gk(ak) est une unité de A. On devrait avoir

A, € A. Contradiction. Donc P ¢ A .
k s,m

On revient maintenant au cas global,

Proposition 3.2. Soit A un anneau de Dedekind alons poun tout poly-

nome P = J AXT de KIXp,...,X 1 et fout id¢al maximal # de A

neh —
on a :
H#
Ve (P) <V [P(AT)] < Ve (P) MaxﬁeA{SN(ﬁ) (n)}
On démontrerait cette proposition comme le corrolaire 1.3.
et la proposition 2.1., en notant que si P = z XnXE- d'une part et
nel —
P= ) kngn d'autre part, alors A et A' ont les mémes &léments
neA' ——
maximaux.
On note
m
£ " .? £, &) ou fr. = (% - bO,n.)"'(xi - by, ,n.)
i=1 i i i i-1’71
m
et I =1 I
n . n.
- i=1 i

On démontrerait comme au 82 la

Proposition 3.3. Soit A un anneau de Dedekind. Le A-modufe A

,M

est projectif et admet La décomposition en somme directe :

A =9 mIf .
S,m nelN "nn



Corollaire 3.4.

A

Soit A un anneauw de Dedekind . ALors

~¥® A s Ym.

47.
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CHAPITRE V - GROUPE DE _POLYA-OSTROWSKI

———— . ——— - — - - ————————_— —— —————_———

Dans tout ce chapitre on suppose que A est un anneau

de Dedekind de corps des fractions K.

§ 1. DEFINITION.

Définition 1.1. On appelle groupe de Polya-Ostrowski de A, et on

note H(A) , Le sous groupe du groupe des classes €(A), engendné
par Les classes des ideaux caracteristiques L de A.

Remarque : H(A) est aussi bien engendré par tous les id&aux In s

ol n parcourt l'ensemble des m-tuples d'entiers; en effet In est

un produit d'idéaux caractéristiques et I =1 .
p 4 n (n,0,...,0)

Maintenant on note Agd) le sous-ensemble de A formé

s
des polynSmes de AS de degré inrérieur ou égal a d (resp. Agé% R
oi d est un m-tuple d'entiers d = (d,,d,,...,d ) , 1le sous ensemble

1°72° >"m

de As o formé des polyndmes de degré en Xi inférieur ou égal a di)'
b

C'est un sous A-module de As (resp. un sous A-module de As m)
3

Proposition 1.2. Les assentions suivantes sont equivalentes :

i) Le groupe H(A) est tuiviak.
L) tous Les idéaux I sont princdpaux.
AL) Ag est Libre et possede une base de puvlyndmes (£) o £

est de degng n.
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) zous Les modutes ALY sont des A-modutes tibres.
v) tous Les modufes Agd—% sont Libres.
Preuve : C'est clair aprés les théoréme 2.4., corollaire 2.5. et

proposition 3.3. du chapitre IV. En général on a les décompositions :

As(d) =% I.f
j=0 7
A(d) = 9, I.f.
s,m jsd i3] (avec les notations du chapitre
précédent).
Remarque : AS est toujours libre car c'est un module projectif de

rang infini [Bbki VII. 84. Exercices].

§ 2. RESULTATS GENERAUX.

Proposition 2.1. [A.Ostrowskil ‘H(A) est Le s0us groupe de €(A)

engendne par Les classes des produits d'idéaux premiers de meme noame
ginie.

S (n)
Preuve : Comme In =1TH N(#)

, les idéaux de mé&me norme appa-
raissent dans le mé@me produit. Si maintenant N est un entier, et la
norme de certains idéaux premiers (N est donc puissance d'un nombre

premier) 1ﬁljﬁ2,...;m alors IN/I dont la classe est encore

k N-1
dans H(A) , est de la forme CK1ﬁl1ﬂ2 e mk ol 0 est un produit
d'idéaux premiers de norme strictement inférieure & n. On peut suppo-

ser, par hypothése de récurrence, que la classe de (U est dans HA),

ainsi la classe de '\‘dl ’rﬂ2 ”rﬂk' est aussi dans %(A).



Proposition 2.2. Sodit L une extension algébrique-finie de K , B

L'anneau des elements de L , entiens sur A, (In(A)) La suite des
Ldéaux caracténistiques de A et (I, (B)) £a suite des idCaux carac-

tonistiques de B, alons I (B)' divise 1_()7'B.

Preuve : Si # est un idéal maximal de B, alors

-1 . | 1.
\{m[In(B) 1= ; et si p =inA, Vyun(A) ]

SN(1ﬂ) (n) = SNG\) (n).
Ainsi vﬂ[In(A)-lB] = e)p) SN('P) (n) ol e(,d) est 1'indice de
ramification de M sur 4, et donc

-1 . _ -1
V/rﬂ[ln(A) B] = SN(*}j) (n) > SN(‘}t{) (n) = V’m[ln(B) ]

car N#t) = N(f8).

Corollaire 2.3. Si A est L'anneau des entiens d'un conps de nombres,

alons n!In est un idéal entien de A, ou encore n!Agn) c A[LX].

Preuve : 1I1 est facile de vérifier que In(Z) = —n—% Z.

Proposition 2.4. Si L est une extension galoisienne finie de K ,

o0 A est principal, et 54 B est L'anneau des éléments de L, entiers
swe A, alors H(A) est engendré par Les classes des produits d'idéaux
premiens au-dessus d'un premier de B ramifie.

Preuve : Les id€aux de méme norme sont groupés dans un méme produit.
Par conjugaison, tous les idéaux au-dessus d'un idéal premier non ra-

mifié ont méme norme, et leur produit est un idéal principal.
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-~

Cette proposition généralise le méme résultat, di a
Ostrowski, pour l'anneau des entiers B d'une extension galoisienne
finie de €. On voit comment on peut ainsi engendrer concrétement

#(B) par un nombre fini de classes.

Corollaire 2.5. Avec Les hypothises de La proposition 2.4., s4 L'ex-

tension L/K est de deghe n, alons L'exposant de H(B) divise n.

. . _ _ . . e .

Preuve : Si c71,q5,...,q% sont au dessus d'un idéal premier
ramifié, avec 1'indice de ramification e , alors 071 72 e 7&)6 est
principal, or e divise n.

§ 3. CORPS CYCLOTOMIQUES, CORPS QUADRATIQUES.

Proposition 3.1. Soit A {L'anneau des entiens du corps cyclofomique

n
Q(/ 1), alons $A) est trivial.

Preuve : D'apr&s la propositior 2.4., il nous faut prouver que le
produit des idéaux premiers de A, au-dessus de chaque nombre premier

p qui divise n, est un idéal principal. Soit donc p un nombre pre-
T

mier , K 1le corps Q( B_—T ) (ot pr est la plus grande puissance de
p qui divise n), et B 1'anneau des entiers de K. p est totale-
ment ramifié dans B, on peut écrire pB = (z - l)eB oi e = pr(p - 1),
et z est une racine primitive pr-éme de 1'unité. L'idéal premier
principal. (z - 1)B de B, est le seul au-dessus de (p) [Samuel

n
§5.2.]1. Par ailleurs Q( Y 1) est aussi une extension galoisienne
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de K, 1'idéal (z - 1)B n'y est pas ramifié donc le produit des
idéaux 'pl ﬁz ce @k de A, au-dessus de (p), est 1'idéal principal
jdl ‘1’12 'ﬁk = (z - 1)A.

<

Les résultats de G.Polya et A. Ostrowski sont tout 3
fait suffisants pour &tudier le cas des corps quadratiques. De facon

concréte, on a, pour un radical négatif :

Proposition 3.2. Soit A ZL'anneau des entiens de Q(Yd) od d

est un entien négatif sans gfacteur carrne, alorns H(A)  est trivial
dans Les seuls cas sufvants : d=-1, d=-2, et d=-p o p

est premier , p = 3 (mod. 4).

Preuve : Si d =-1 ou d = -2 alors ©(A) lui-méme est trivial.

3 (mod. 4), alors seul p est ramifié et le seul

m

Si d=-p ou p

idéal au-dessus .de p est principal, engendré par Vp [Samuel §5.4.1.

Dans tous les autres cas il y a plus d'un idé€al premier

ramifié, on peut tirer d'un théoréme de Hilbert [D.Hilbert, Satz 106]
que 1'un d'eux n'est pas principal. On peut aussi en donner une preuve
facile :

- Si d=-p et p=1 (mod. 4) alors 2 est aussi ramifié et
2A =)’>2, et la classe de § est un générateur de P(A). S& n'est pas
principal, sinon, comme A =Z[/d] on aurait ? = (u + Wd)A ol
u,v € Z, donc aussi F = (u - wWd)A par conjugaison, soit
20 = (u + v/d)(u - vwd)A d'ol on tire 2 = u? 4 pv2 qui est impossible

en nombres entiers.
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- S8i d = “Py Py -+ P oi r > ;; alors PysPys--+sP, sont rami-
fiés, et pour tout i, piA = j&f . La classe de chaque jﬁi est dans
H(A), aucun n'est principal ; sinon :ﬁi pourrait €tre engendré par un
élément de la forme E_iilfi E~:EK£§

2

dp. = u - dv2. Comme p. divise d, p. diviserait u2 donc u, on
i i i

et aussi par , on aurait donc

aurait u = u'pi ol u' eZ et 4= u‘zpi + 1 p.vz. I1 est facile de
j#i
voir que cette €galité est impossible en nombres entiers.

De facon beaucoup plus compléte, on peut déduire du

théoréme de Hilbert [D. Hilbert. Satz 105 - Satz 106] .

Proposition 3.3. Soift K un coaps quadratique et A L'anneau des en-

tiens de K. Alons 54 Le discrniminant de K a t divisewss pre-
miers, Le groupe HW(A) est Le groupe d'exposant 2 @ t-1 génératewrs

t-1

et 2 clements dans Le cas imaginaire et dans Le cas néel s4i La

norme de £'unité fondamentale est -1 , H(A) est Le groupe d'exposant
2 a4 t-2 gancratewns et 2%% graments dans Le cas néel si La nomme

de L'unite gondamentale est  +1.

I1 résulte de cette proposition et de la preuve de la
précédente, que si K = Q(/-p) , ol p est premier et p = 1 (mod. 4)
alors H(A) est le groupe a 2 &léments. Ainsi, quand par exemple
p =17, ®(A) est strictement contenu dans ¥€(A) (en effet 3 est
- P . - Y . P - 1 1 'z_
décomposé : 3A OIfYZ , et si qu était d'ordre 2 dans T(A), 1'é
2

quation 9 = u” + 17v2 serait soluble en nombres entiers tels que

v # 0).
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Corollaire 3.4. Si K =Q(/d) ol d est un nombre posiiif sans fac-

teun carne, alorns H(A) n'est tuivial que dans Les cas suivants :

d=2; d=p, p premter, p=1 (mod. 4); d =p, p premier,

p = 3 (mod.4) ef L'unité fondamentale de A est de nowme +1 ; d =p

1P2 ¢
P, et P, premiers, d = 1 (mod.4) et L'wilé fondameniale de A est

de norme  +1 .

§ 4. UN CONTRE-EXEMPLE.

On montre ici que lorsque K n'est pas une extension
galoisienne de Q, H(A) n'est pas nécessairement engendré par les
produits d'id€aux premiers au-dessus d'un premier p ramifié et que
1'exposant de H(A) ne divise pas nécessairement le degré

n=[K:Ql.

On étudie le cas K = Q(§) ol & est racine de 1'équa-
tion X7 p=0 ol p est premier et p =1 (mod. 4). On note F le
corps F = Q(iz) = Q(/-p) dont K est une extension quadratique, B
1'anneau des entiers de F et A 1'anneau des entiers de K. Par
ailleurs 1'anneau A' = Z[&] = Z[X] / (X4 + 1) est un sous-anneau de
A (il se trouve ici que A' = A, mais ce fait ne nous est pas utile.).

On voit par le calcul du discriminant d = 44p3 [P.Samuel

§2.7. : un exemple de calcul de discriminant] , que seuls 2 et p
sont ramifiés dans A ; il est immédiat que 1'idéal principal E&A est

le seul idéal premier au-dessus de p ; et comme (X + 1)4 = X4 + 1 (mod.

2),
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2 est déja totalement ramifié dans A' , il n'y a donc dans A qu'un
seul idéal premier 4 au-dessus de 2, on a : 194 = 2A. Mais comme
on va le voir, #(A) n'est pas en général engendré par la classe de
fi, son exposant ne divise pas 4. On choisit p = 29. Comme p = 2
(mod. 3), 3 est décomposé dans B = Z[Ez] en deux idéaux (ﬂl et
qé, chacun donc de norme 3. La décomposition de 3 dans A' = Z[£]
est donnée par la décomposition de X4 + 29 (mod. 3):

e @D )EE+ 1) (mod. 3)
il y a donc trois idéaux GLV qb et q& dans A' , qui contient B.
Deux sont nécessairement au-dessus de C71’ le troisiéme au-dessus de
<72. Comme Z/3Z[X1 / (X2 + 1) est de cardinal 9, 1la norme de C7c
est 9, de A' 3a A il ne peut pas y avoir de nouvelles décomposi-
tion : dans A il y a trois id€aux ﬂaﬁ yb et-‘pC au-dessus de 3,

les deux premiers sont de norme 3, le dernier de norme 9.

Z B A! A

Les classes de j“a jib et de fsc sont donc dans H(A) [cf. proposi-
tion 2.1.1, pour finir ce contre exemple il nous suffit d'établir que

yﬁ n'est pas principal dans A. Si c'était le cas on aurait en effet
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o
(@]
1

M (ot A € A) donc aussi 'yi = 0(A)A (o 0 est la conjugaison

de 1'extension quadratique, donc galoisienne, K/F). On aurait donc

3
o
i

AC(AA , mais Ao(A) € B et 'ﬁc :(728 s 072 serait donc prin-

cipal dans B. Mais 6 est principal dans B. On a en effet la
p 2 P P

solution CTS = 2 + 5/-29 qui donne par conjugaison (ﬂ? =2 - 5/-29 ,

puisqu'on vérifie que Z n Oﬁtqg = 36 = 22 + 29.52 . De ce fait, (73

devrait @tre principal, mais ceci n'est pas car 1'équation

/A n(qialg =9 = u2 + 29v2 est, elle, impossible en nombres entiers

tels que v # 0 !
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TROISTEME PARTIE :

STRUCTURE MULTIPLICATIVE

CHAPITRE VI - SPECTRE PREMIER

———— o ———— - - — -

On s'intéresse maintenant a un anneau de Dedekind A.
On veut déterminer le spectre de 1'anneau A, . Les résultats, obtenus

ici par une nouvelle méthode, sont originellement dus a [J.L.Chabertl.

§ 1. PREMIERS RESULTATS FACILES.

Pour €tudier le spectre de l'anneau As’ on €tudie tour
a tour la fibre au-dessus de (0) et celle au-dessus de chaque idéal
maximal.

La fibre au-dessus de (0) ne pose vraiment aucun pro-
bléme. On a les inclusions A[X] ¢ AS c K, ainsi As 2, K = K[X]

A

et donc

Proposition 1.1. Soit A un anneau de Dedekind ; La §ibre au-dessus
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de (Q) de L'anneau A, se compose de :

- g'ideal  (0) de hawteur 0.

- d'une famifle d'idéaux premiens de hauteur 1 , en bijection avec
L'ensemble des polyndmes irnéductibles, non constants de XKI(X1, déginis

a La multiplication par un elément non nul de K prds ; a un polyndme

1

P correspond P AS n (P) KI[X1, L04%E

p

{f € ASI f = Py ol ¢ € K[XJ} .

Si maintenant iﬁ est un idéal maximal de A, de corps
résiduel k, la fibre au-dessus de M de As correspond au spectre
de 1l'anneau As 2A k = AS Qk Am/mAm . Mais 3 cause de 1'isomorphisme
(Asl1ﬂ 2 (Am)s [cf. I proposition 3.5.1 , il s'agit aussi du spectre
de 1'anneau (Am)s ® k. C'est-a-dire que les idéaux premiers de As’
au-dessus de M, sont en bijection avec les idéaux premiers de
(Am)s au-dessus de ‘ﬁAm. I1 est d'ailleurs également immédiat que les
idéaux premiers au-dessus de (0) de As sont en bijection avec les
idéaux premiers au-dessus de (0) de (Am)s et que les inclusions
entre les idéaux premiers de As sont respectées dans le spectre de
(Am)s' On peut donc se ramener au cas local. Les paragraphes suivants
sont donc consacrés a 1'étude de la fibre au-dessus de # d'un anneau
de valuation discreéte A, d'idéal maximal M. Mais cette €tude est

triviale si le corps résiduel k = A/ft est infini, puisqu'alors

A 2 ALXI.
S
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§ 2. FONCTIONS CONTINUES A VALEURS ENTIERES.

On supposc donc maintenant que A est l'anneau d'une
valuation discréte v de K, de corps résiduel k fini. On note 7
une uniformisante, c'est-a-dire un générateur de 1'idéal maximal M de
A. On considére la complétion K de A, pour la topologie définie
par v, ainsi que ;, '%, i les complétés de v, et K. Un poly-
ndéme P peut &tre considéré comme la fonction qui 3 x associe P(x),
et cette fonction est bien slr continue. Plus précisément, on note
E(R,i) 1'ensemble des fonctions continues de R dans i ; E(R,i)
est un anneau, qu'on peut munir de la topologie de la convergence uni-
forme, et on a les inclusions

A < K[X] < &(R,i)

mais de plus,

Proposition 2.1. K[X] est dense dans E(A,K) muni de La topologie

de £a convergence unigorme.

Preuve : C'est une application du théoreéme de Stone-Weierstrass
[N. Bourbaki, V. §5. Exercices] . K est en effet un corps complet pour
une valuation de hauteur 1, A est totalement discontinu et compact

-~

puisque v est discréte, compl&te et de corps résiduel fini. 1I1 est
clair de plus que K[X] contient les fonctions constantes de A dans

K et sépare les points (X, a lui seul, sépare les points) ; donc

toutes les hypoth&ses du théoreéme sont satisfaites.
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Maintenant on appelle fonction continue 3 valeurs entiéres

un élément f de E(R,i) tel que f(R) c A . Ces fonctions forment
un sous anneau de C(R,E), que 1'on note € , ou E(R,R), et qu'on
munit de la topologie induite. Bien sfir As est inclus dans € ; si
en effet P ¢ As, P(A) c A et comme A est dense dans X et que R

est fermé dans K, alors P(K) c A . On a méme de fagon &vidente

A = K[X] n B.
S

Proposition 2.2. A est dense dans C. (voir aussi [AMICE] ou [MAHLERI]).

Preuve : D'abord il est clair que K[X] est dense dans K[X], donc

dans b(A,K) , et comme € est bien sfir ouvert dans E(A,K), puisque

A est ouvert dans K, alors AS = K[X] n & est dense dans C.

Enfin, il convient de traduire la proposition 2.2.

Corollaire 2.3. Powr foute fonction g de & (c'est-a-dire une fonction

continue de R dans E telle que g(R) c K ), et ftout entier n, L
existe un polyndme £ dans A tel que

;[(f -g)x)]>n , ¥x € R

§ 3. FIBRE AU-DESSUS DE .

Comme AS est dense dans &, on détermine d'abord la
fibre de 1'anneau € au-dessus de M. A cause des inclusions

AcAct, les idéaux premiers de T au-dessus de M sont précisément
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~

ceux qui sont au-dessus de -, c'est-d-dire qu'ils correspondent

bijectivement aux €léments du spectre de € 2& k.

Lemme 3.1. La fibre de € au-dessus de # cornrespond bijectivement
au spectre de L£'anneau t:’(iz,k) , des fonctions Localement constantes
de A dans Le cornps k.

Preuve : Bien sGr € E C/%E. Mais # est un idéal principal
de K, engendré par l'uniformisante 7, et S = wf.Si f est un
élément de &, 7f peut Stre interprété comme un €lément de E(R;&),
c'est-a-dire une fonction continue de R dans 'é; inversement si
g € E(R,%ﬂ, il est clair que g/T a un sens et est un €lément de e
ainsi & = T = B(A,#) et © Wk =E S(AA) = B(A,A) / (A
Maintenant on a une application canonique Y de B(R,K) dans E(R,k)
qui a toute fonction continue f de X dans X, fait correspondre la
fonction VY(f) dont la valeur en x, est 1l'image f(x) de f(x)
dans le corps résiduel k. VY(f) est localement constante, car f est

continue. Le noyau de ¥ est précisément 7& = E(A ) et ainsi

B(R,Z\) / E(Z\,ﬁ?r) gt(ﬁ,k) et donc € ®; k c—:E(fx,k).

B(A,k) est l'anneau des fonctions localement constantes
d'un espace topologique compact -et totalement discontinu, a valeurs dans
un corps commutatif. Son spectre est classique [N.Bourbaki, II, §4 ,

Exercices]
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Proposition 3.2. Les {d@aux premierns de € au-dessus de # sont en

~ -~

bijection avec Les points de A, @ un point a e A, connespond £'idéal
M, = {f et | f(a) et} . Tous ces idéaux sont maximaux et de conps

nesiduel ko

C'est une application facile du spectre de E(A,k) et

des isomorphismes mis en évidence au lemme 3.1.

On revient maintenant i la fibre de AS au-dessus de .

On peut d'abord faire une observation facile.

Proposition 3.3. Tous Les LdCaux premiens de Ay au-dessus de Mt sont
maximaux et de corps nésiduel k .
Preuve : Soient a,,a,,...,a des représentants de A modulo ),
—_— 1272 n

si f e AS , alors g = ‘31 (f - ai) / T est encore dans AS , car
pour tout X, ftx) est z;ngru i un des a; modulo . Ainsi

.31 (f - ai) = Tg est dans 1ﬂAS et dans tout idéal premier de AS
;;—dessus de M et chacun de ces id@aux premiers contient au moins

1'un des facteurs (f - ai). Ainsi 3158550053 forment aussi un sys-

téme de représentants de As modulo tout idéal premier au-dessus de .

De cette proposition, il résulte que tous les id€aux de
AS / WAS sont a4 la foix minimaux et maximaux et se relévent donc dans
1'anneau B(A,k) = ¥ / 7€ (qui contient Al TAL) [N. Bourbaki,

II. §2. proposition 161 . Ainsi tout idéal de A, ou de M se
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reldve en un idéal de ¥ au-dessus de M. Il s'agit en fait d'une

bijection :

Théordme 3.4. Les idéaux premiens de A, au-dessus de # sont en bi-

jection avec Les points de Ao A un point a e A corespond L'ideal
n, = {f ¢ AS | f(a) e'&} .

n, est maximal et AS / n, k .

Preuve : Il résulte de ce qui précdde que tout idéal premier au-dessus
de # est du type n . De plus, si a#b, alors M =M  dans e,
il existe donc une fonction continue g telle que g(a) e'& mais
g(b) ¢'%. I1 existe donc un polyndme f € A, tel que
VIF(x) - g(x)] >0, VxeAh
[cf. corollaire 2.3.] et ainsi f(a) e%% mais f(b) é'&, d'ol
f e n, mais f ¢ n, et n o#n .

~

Remarque : Si a est la classe d'un élément a de A , modulo i ,
alors n,n ALX] est 1'idéal maximal et de hauteur 2 de A[X] ,
constitué par les polyndmes de A[X] dont 1'image canonique dans k[X]

est divisible par (X - a).

§ 4. INCLUSIONS.

Avec les notations des paragraphes précédents, on a la
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Proposition 4.1.  Pour ftout polyndme P de KIX] , L£'idéel premien

P de AS est inclus dans n, 54 et seulement 54 P(a) = 0.

~

Preuve : Sans changer 1'idéal P, on peut -cupposer que P ¢ A[LX] ,
en multipliant au besoin P par un €lément non nul de K. Alors

0 , et alors Yf e P, f =Py ol o e KIX]

- ou bien P(2)

donc f(a) = 0 et a fortiori f(a) e, soit f € n,- Donc P < n,-

- ou bien P(a) # 0, et donc vVv[P(a)l =n <~ , Comme P est une
fonction continue de A dans K, vVv[P(x)] = n en tout &lément x

~

T N . -
d'une boule a + M oi r € N. Mals comme a +‘mr est ouvert et

fermé, la fonction g de A dans K telle que

1/ ™ R Vx € a-fﬁﬁ

g(x)

1, Vx 4 a +4"

g (x)

est une fonction continue. Comme K[X] est dense dans b(&,i), il
existe ¢ € K[X] tel que ;[(@ - g)(x)]1 > 0, Vx e X, soit

;[@(x)] = ;[g(x)] , Vx € R. Ainsi ;[@P(x)] =0, Vxea +'ﬁr

et ;[@P(x)] > ;[P(x)] >0, Vx ¢ a +_%r , car P e A[X] ; donc

oP € &, et méme ¢P € & n K[X] = As , et méme encore oP ¢ P. Mais

oP ¢ n,6 , car ;[@P(a)] =0 et oP(a) é'&.

Corollaire 4.2. Si a est un élément de A transcendant sur K

alons n, est un idéal premien de haufeuwr 1.

Corollaire 4.3. Si a est un élément de A “algébrique suwr K , - n,

est un idial premiern de hauteur 2 , contenant un seul idéal premien



de hautewr 1 a savoir L'idéak 58 ol P, est Le polyndme minimal de

a dans K[XI.

§ 5. VALUATIONS.

On compléte la description du spectre en montrant que

tous les localisés de AS sont des anneaux de valuation [J.L.Chabert].

~

Pour tout &lément a de A, on définit sur K[X] une

fonction v_ , & valeurs dans Z v {=} , en posant :
va(f) = v{f(a)].

On a alors de facon &vidente :
v,(fg) = v () + v (g ,
v, (£ +¢) 2 Inflv_(£), v ()},

et va(f) = o _ si et seulement si f(a) = 0.

Proposition 5.1. S{ a esft un e¢lément de A , Ttranscendant sut K,

alons on peut prolonger v, a Kxy ; v, estune valuation d.scndte
de nang 1 , extension immédiate de v a K(X) , d'anneau (As)n .
a

Preuve : Si a est transcendant , f(a) = 0 si et seulement si
f=0, v, est donc clairement une valuation discréte qu'on peut pro-
longer & K(X) en posant va(f/g) = vlf(a) / g(a)l. 11 est évident

que (A)) est inclus dans 1l'anneau de v, Réciproquement, si

ST]a

P/Q € K(X) et Va(P/Q) > 0, on veut montrer que P/Q ¢ (A<)n
T oa
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Bien sfir on peut supposer que P et Q sont dans As. Comme

Va(P/Q) > 0, si va(Q) =v[lQ(a)l =n (et n =0, puisque Q ¢ As’
n < ® puisque a est transcendant), alors v_(P) = v[P(a)]l =z n. On
reprend l'argument de la proposition 4.1. : comme P et Q sont des

fonctions continues, la valuation des valeurs qu'elles prennent reste
constante dans une petite boule a +4( autour de a. La fonction de

A dans A , définie par :

g(x) =1/ ™ , VX € a + 4"

g(x) 1, Vxea + 1" s

est continue, pour un polynSme R e K[XI , "suffisamment proche",
vIR(x)1 = vlg(x)l , Vx e A, ainsi, par construction, RP et RQ
sont dans As (car Vv[RP(x)1 20, VvIRQX)] =20, V¥x e A) mais

;[RQ(a)] =-n+n=0, et RQ¢ n, donc P/Q = RP/RQ ¢ (AS)n .
a

~

Maintenant si a est un élément de A , algébrique sur
K, vy n'est plus une valuation. Mais si Pa est un polyndme minimal
de a sur K, on peut écrire de fagon unique toute fraction rationnelle

sous la forme
Vp, ()

f = Pa ¢p s

ol Vp est la valuation Paéadique de f et ©p une fraction ration-
a

nelle irréductible, dont numérateur et dénominateur sont premiers a Pa'

On définit une fonction de K(X) dans Z x Z u {»} , ordonné lexico-

graphiquement, en posant

wa(f) = (vpa(f) s v[@f(a)]).
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P

Proposition 5.2. S& a est un &lément de A alglbrique sur K , de

polyndme minimal P w, o estune valuation diserlte de rang 2 de

K(X) et d'anneau (As)na.

Preuve : Il n'est pas difficile de vérifier que W est une valua-

tion. Bien sir (As)n est inclus dans 1'anneau de W Réciproquement
a v
Py

si f e K(X) et Watf) >0, alors f = Pa ¢ p

et v_ (f) 20,
p ¢ )

v a
%

tandis que = R/S. On peut de plus, supposer que Pa R et s

Pf
sont dans AS. On applique de nouveau la démonstr&tion de la proposi-

tion précédente , comme v[S(a)l = n <> et v[Pa a R(a)]l 2 n (et
v

~ P
peut €tre v[Pa a R(a)l == , si v_ (f) > 0 ), on peut trouver un
v a

P .
polyndme T e K[X], tel que TPa a (f)R et TS soient dans Ag s

mais Vv[TS(a)] = 0, donc TS ¢ n,o o ainsi f € (AS)n
a

Enfin, il est immédiat qu'on a la

Proposition 5.3.  Pour fout polyndme irnéductible P de KIX1, XLe

Localise (As)ﬁ est £'anneau de La valuation P-adique de X(X).

[J.L.Chabert]l a montré que les localisés de AS sont les

seuls anneaux de valuation qui le contiennent dans K(X).

§ 6. CORPS RESIDUELS.

Pour tout idéal de la forme n, s le corps résiduel
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As/na est isomorphe & Kk [cf. théoréme 3.4.] . De plus

Proposition 6.1. Si P et un polynime iweductible de  KIX] , alors

- ou bien P n'a pas de racine dans A , P est maximal et
AS/E 22 KIX1 / (P)
- ou bien P est contenu dans autant d'idiaux maximaux de La §orme
n, que P a de nacines a; dans R; alorns B = AS/TD' est un anneau

i
integhe semi-Local, de dimension 1 , intégralement clos, de corps des

fractions L = K[X1 / (P) , contenant La fewmeture intéghule A de A
dans L et internsection de centains des anneaux de valuations qui sont

extension Lmmediate de v a L .

Preuve : Les inclusions résultent du 84. 1I1 est clair aussi que

le corps des fractions de AS/P est L, ce qui termine la démonstra-

~

tion dans le cas oi P n'a pas de racine dans A. Si par contre P a

~

des racines 81585500058 dans A, alors P c nai et on note nai
1'idéal n, /E de AS/E. Le localisé (AS/F)H- est isomorphe au
i a.

i
quotient de 1l'anneau de valuation de rang 2, (AS)n par son idéal
%3
de hauteur 1, (5)n , c'est donc l'anneau d'une valuation discréte
a,

i
de rang 1 de son corps des fractions L ; on vérifie qu'il s'agit de

la valuation W; qui a tout f de L assigne la valeur

1 -~
Wa. (f) = v, () = vif(a)]
1 1

o f est un reldvement de f dans K[X] (Q; (f) ne dépend pas
i
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du choix de f, puisque Pa (ai) = 0 donc v[Pa (ai)] = ), Il est

i i
clair que Wé est une extension imm&diate de v & L : - méme groupe
i
des valeurs - le quotient par 1'idéal maximal, isomorphe 3 As/na ,est
i
k . Ainsi les localisés de B en ses idéaux maximaux, en nombre fini,

sont les anneaux de certaines extensions immédiates de v a L. B, qui
est l'intersection de ces anneaux, est donc intégralement clos et con-

tient A qui est l'intersection de toutes les extensions de v a L.

On montre sur un exemple que certaines extensions immé-
diates de v a L, peuvent ne pas figurer parmi les valuations essen-

tielles de B

Exemple 6.2. On prend pour A 1l'anneau ZS de la valuation 5-adique
de @, et pour P le polyndme
P = 52 X3 + X+ 1

Modulo 1'idéal maximal, on a :

P=X+1 dans Z/5Z
et d'aprés le lemme de Hensel, on a dans ZS
(*) P = (X + a)R ol ae ZS reléve 1, R est de degré 2.

~

Ainsi P a au moins une racine dans A =7 on va montrer qu'il n'en a

5
qu'une, ainsi B = AS/P est un anneau local ; mais on va aussi montrer
que la valuation S5-adique a trois extensions immédiates dans

L = QX1 / (P).

On considére en effet le polynOme
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P, = 5°(y/5)° + (r/5) + 1= y°/5 + y/5 + 1
et aussi le polynOme

P.=5P =y  ty+5.

2 1

Si dans la cldture algébrique de ¢, 1les racines de P sont a,b,c ,

celles de P2 sont 5a, 5b, 5c. Modulo 1'id€al maximal on a :

P,y +y=yy+2)(y+3 , dans /5,

d'aprés le lemme de Hensel, les trois racines simples de P, se relé-

2
vent dans A= Z5 ; en d'autres termes, les trois racines 5a, 5b, 5c
de P2 sont distinctes et dans ZS , ainsi les trois racines a,b,c
de P sont dans la complétion QS de Q. On en déduit que la valua-

tion 5-adique de Q a trois prolongements & L [N.Bourbaki. VI, 88,
proposition 2] , et comme P est de degré 3, ces prolongements sont
nécessairement des extensions immédiates (4 cause de la formule

)} eifi = n). Néanmoins B est local, car seule la racine a de P

(d'aprés (*) ) est dans A ; si en effet b ¢&tait aussi dans A ,

on aurait

P=52x3ex+1=5%-a)X-b)X-c),

~

dans QSEX] , mais comme 5¢, racine de P2 , est dans Z on

5
aurait dans R[X]

52x3 4 X +1=5X-a)X - b)(5X - 5¢)
ou encore

5x2 + X/5 + 1/5 = (X - a) (X - b)(5X - 5¢) e ALX]

mais ce n'estpas vrai car 1/5 ¢ Z5 .
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§ 7. CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES.

On passe facilement du local au global. Si A est un
anneau de Dedekind, il résulte immédiatement de ce qui précéde que pour
tout polynOme irréductible P de K[X] , 1'anneau B = AS/E est un
anneau intégralement clos, de corps des fractions L = K[X1 / (P) , et
contenant la fermeture intégrale A de A dans L. Pour chaque idéal

maximal f de A, P est contenu dans autant d'idéaux de AS au-dessus

de M, que P a de racines dans la complétion Am de Am. Lorsque

A est 1'anneau des entiers d'un corps de nombres, on veut montrer qu'il
y a toujours une infinité d'id€aux maximaux M de A, tels que P a

~

des racines dans Am : dans ce cas, donc, 1'idéal P n'est jamais maxi-

mal.

Proposition 7.1. Soit A AL'anneau des entiens d'um coaps de nombres K,

P un polyndme fneductible de K[X1 . Powr une infinité d'idéaux maxi-
maux M de A , £'idéal P de A est contenu dans un Ldéal maximal

de AS au-dessus de M .

Preuve : Dans la clOture algébrique de K , les racines de P sont

en nombre fini ; il faut donc montrer qu'une méme racine a appartient
d une infinité de complétés Ay 11 suffit de montrer que a appartient

~

K pour une infinité d'idéaux maximaux M de A. Si en effet

7

~

m b
ace Km , alors L = KX) / (P) s'injecte canoniquement dans Km , la

valuation ym s

L, laquelle admet a son tour l'extension immédiate Ve dans Km . Comme

d'anneau Am , admet une extension immédiate yé dans

~ ~
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L est une extension finie de K, pour tout idéal M , sauf un nombre
fini, y%(a) = 0 et donc aussi ym(a) = 0. Ainsi pour tout idéal M ,

~ ~

tel que a e Km , sauf un nombre fini, a est en fait dans Am. Comme

on vient de le remarquer, si a € Km A admet une extension immédiate
dans L = K(X) / (P) et ainsi ff est décomposé dans L ; réciproquement
si M est totalement décomposé dans L, Vi admet nécessairement une

-~

extension immédiate dans L et ainsi P a une racine a dans Kﬁ
[
[N. Bourbaki. VI, 88, proposition 2.1 . La proposition résulte donc du

résultat classique suivant

Si A est L'anneau des entiens d'un corps de nombres K,
L une extension finie de K, alorns L y a une inginite d'idéaux premiens

de A Zotalement décomposés dans L .
On veut montrer ce résultat classique de fagon simple.

- D'abord, il suffit de montrer que pour toute extension F finie
de Q, une infinité de valuations p-adiques ont une extension immédiate
dans F. Si en effet K est un corps de nombres, L wune extension
finie de K alors soit F une extension galoisienne finie de
Q contenant L. Une infinité de valuations p-adiques,
celles qui ont une extension immédiate dans F , y sont donc totalement
décomposées. A fortiori, les extensions de ces valuations p-adiques

dans K sont totalement décomposées dans L.

- On peut écrire F =Q[X]1/ (P) , oi P est un polyndme irréduc-
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tible de Q[X], qu'on peut toujours supposer a coefficients dans Z.
I1 suffit de montrer que P a une racine dans Zp , pour une infinité

de premiers p.

~

- Pour montrer que P a une racine dans Zp , on va montrer que P
a une racine simple modulo p ; on peut alors appliguer le lemme de
Hensel ; en fait, on peut ne pas s'inquiéter de la simplicité de cette

racine, en effet P n'a des racines doubles module p que pour un nom-

bre fini de p : si P' désigne le polyndme dériv&é de P, comme P

est irréductible, on peut trouver U et V dans Z[X] tels que :
UP + VP' = q, qeZ,
par réduction modulo p cela montre que P et P' sont premiers

entre eux dans Z/p Z[X] , sauf pour les p, en nombre fini , tels

que P, P' U, V ou q est nul modulo p.

- Si P n'tavait des racines que modulo des premiers en nombre fini
PysPys -« sP

alors pour tout élément x de Z, P(x) ne serait divisible que par
ces premiers ; si par ailleurs

P = a0,+ alx +. ... Tt akx

ou bien a, est nul, mais comme P est irréductible alors

P=X , et QX1 / (P) = @ (cas trivial)

ou bien on pose, en notant Vp la valuation pi-adique
i

Vpi[ao] =m; Vi e (1,...,n)
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il est clair que si x, dans Z , est tel que :

*) vpi[x] >m, Vi e (1,...,n)
alors
vp.[P(x)] =v [ao] = m,
i i
on a donc :
n m,
P(x) =+ T (p,)
i=1

si x parcourt les €léments de Z qui remplissent la condition (*) , la
valeur absolue |P(x)| reste fixe ;pourtant on peut trouver une suite
d'éléments de Z, avec la condition (*) qui tendent vers 1'infini (par
exemple les puissances successives d'un tel élément) donc |P(x)]|

devrait tendre aussi vers 1l'infini. On a donc une contradiction.
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CHAPITRE VIT - STRUCTURE MULTIPLICATIVE (FIN)

§ 1. PLUSIEURS VARIABLES.

On s'intéresse maintenant aux polynOmes a plusieurs va-
riables qui sont a valeurs entiéres. Comme au chapitre IV, §3, on note
As,m le sous anneau de K[Xl,;..,Xm] formé& par les polyndmes P . tels
que P(A™) < A.

Pour déterminer les idéaux premiers de As,m on se res-
treint au cas local comme au chapitre précédent, dont on garde toutes
les notations. On suppose aussi que le corps résiduel k de A est
fini, sinon As,m = A[Xl,...,Xm] .  Encore une fois, on considére As,m

comme une A-algébre.

La fibre au-dessus de (0) correspond au spectre de

A % K = K[X,,...,X 1 . Sans démonstration enong¢ons donc, surtout
s,m A 1 m

pour fixer les notations,

Proposition 1.1. La {§ibre au-dessus de (0) de A, @ten bijection
avec Les ideaux premiens de  KLX;,...,X 1; d un idéal premien B de

1 ;45 ; s -
K[Xl,...,xm] corrnespond L'idéal premien P =4 n As’m de AS’m , de

méme hauteusr.

Pour la fibre au-dessus de # on suit la démarche du
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chapitre précédent : on montre, mot pour mot de la méme facon, que

As o est dense dans 1'anneau des fonctions continues E(Am,K) . On
>

conclut :

Proposition 1.2. La §ibre au-dessus de  de A, est en bijection

3>

avec Les points de A" oaun point a = (al,az;...,am) de A" , conres-

pond £'idéal n, = {f ¢ A o | f(a) € M} ,

2

n, est maximal %t As/ni'_:. k.

~

Corollaire 1.3. Soit a un clément de A" et a =(aj,a,,...,a) ek,

Le m-tuple foamé par Les classes modulo 1?1 des @léments ,a ,a

d1s8ys -8y

de A, akons L'ideal n, 0 ADX], st £'ideak maximal , de hautewr

m+ 1 de ALX] , 4oamé des polyndmes £ de ALX] , dont La classe

nesiduelle £ dans  A/MX] , est telle que f(a) = 0.

. “m . s . ,
Si a e A, on note @a 1'idéal premier de k[Xl,...,Xm]

formé des polyndmes nuls en a . Comme
K[Xl,...,Xm] / pg =~ K(al,...,am),
il est clair que si K(al,...,am) est de degré de transcendance d sur

K, alors ®, est de hauteur m-d.

Proposition 1.4. ¢ est inclus dans n, 44 et sewlement 54, pour Lout

K de g c K[Xl,...,Xm] ,

£, d'une gamille de générateurs £, 00f
alors  E,(a) = 0.

~

Ainsi @ c na si et seulement si @ c pa.
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Corollaire 1.5. S& d est Le degrhé de transcendance de K(al,...,am)

s K alons n, est de hautewr m+ 1 - d dans As n

>

Corollaire 1.6. S& a;,8,,...,a 400t algebriquement indépendants sun

K, alorns n, est de hauteur 1 , (AS m)n est L'anneau de La valua-
? a

Zion diserdte v, de K(Xp,...,X ) qui @ f associe £a valeur
v, (£) = VI£(2)]

et v, est une extension immédiate de v .

Plus généralement, pour tout a , naAPa est un idéal

maximal de hauteur 1 de 1'anneau B = AS m/ga . Le localisé de B
3

en cet idé&al maximal est l'anneau de la valuation W; de

L = K[Xl,...,Xm] / P, qui & un élément f de L associe la valeur,

ﬁ;(—) = v[f(a)]l pour un quelconque relévement f de f. W est

une extension immédiate de v & L. Dans le cas ol ?a est de hau-

teur 1, c'est-a-dire ol K(al,...,am) est de degré de transcendance
m-1 sur K, alors ‘Pa est principal engendré par un polyndme ir-

réductible P de KIX,,...,X 1 et (A_ _)n est 1'anneau d'une va-
a 1 m- s,m” a

luation de rang 2 de K(Xl,...,Xm), a valeurs dans Z x Z , ordonné
avec 1l'ordre lexicographique , et obtenue (comme au chapitre précédent,

§5) par composition de la valuation Pa—adique et de la fonction d'ordre

v, o ol viﬁf) = vlf(a)l.

Corollaire 1.7. S& p est un idéal premiern de  K[X ,...,Xm] dont Les

1
générateuns n'ont pas de racine commune dans A" , et si de plus p est

maximal, alors p est maximal et



Ay / B =L =KX, X 1/g.

Pour avoir un exemple, il suffit de considérer 1'idéal

# engendré par P P ...,Pn‘, ol Pi est un polyndme irréductible

1 2

de la variable Xi’ sans racine dans A.

-~

Corollaire 1.8. Si # estf un {déal maximal de  K[X X dont Les

1’
géncratewrs ont des hacines communes dans A, celles-ci sont en nom-

bre fini, B = As/g est un anneau integralement clos, semi-Local, de
conps des fractions L = K[Xl,...,xm] / g et contenant La fermeture
intégrale A de A dans L ;. .c'est L'intersection des anneaux de cer-

taines extensions immédiates de v a L .

En général si # n'est pas maximal, @ peut &tre con-
tenu dans une infinité d'idéaux du type n, de hauteurs diverses : Si

on fait @ = (Xl) dans Q[Xl,...,Xm] (dans le cas oi A est 1l'anneau

Zp de la valuation p-adique dans Z ) alors pour tout &lément

- m ~ /_
E{i) = (0,0,...,0,ai+1,...,am) de Zp > OU 2. 45..058) sont algé
briquement indépendants sur @ (il y a donc une infinité de choix)
P est inclus dans n et 1 est de hauteur i + 1.
a.. a,.
—(1) —(1)

§ 2. FRACTIONS RATIONNELLES A VALEURS ENTIERES.

On s'intéresse maintenant aux fractions rationnelles a
valeurs entiéres : si A est un anneau intégre de corps des fractions

K, il s'agit des éléments f de K(X) , tels que f(a) ¢ A pour
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tout a ou f a un sens. Bien slir ces éléments forment un anneau. On

le note AR'

Proposition 2.1.  Powr fout annenu intégre A , qui n'est pas un coaps,

et toute graction rationnelle a valeuwrs entilrnes f e A f  est partout

R?
définie sun A .

Preuve : On écrit f = P/Q sous sa forme irréductible et ol
P, Q e A[X] . Si il y avait un €lément a de A tel que f(a) ne
soit pas défini, donc Q(a) = 0, alors on aurait P(a) # 0 (P/Q est
irréductible). On pourrait trouver b e€ A, tel que P(a) /b & A (ou
bien P(a) est une unité et alors b est n'importe quel €lément non
inversible de A, ou bien P(a) n'est pas inversible et on peut faire,
par exemple , b = P(a)z). On peut aussi trouver ¢ € A , tel que
Q(a + cb) 2 0, en effet Q n'a qu'un nombre fini de racines et A
est de cardinal infini (A n'est pas un corps). Comme P,Q e ALXI,
alors P(a + cb) = P(a) t+ucb et Q(a+cb) =0+ vch ol u,veA,
donc P(a + ¢cb) / Q(a + cb) =(P(a) + ucb)/ veb. Si f &tait dans AR,
comme f est définie en (a + cb) on aurait
f(a + cb) =(P(a) + ucb)/ vecb € A donc [P(a) / bl + uc ¢ A, a fortiori,

et donc aussi P(a) / b e A contrairement au choix de b.

Proposition 2.2. Si A est L'anneau des entiens d'un corps de nombres

alons AR=A.
S
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Preuve : As c AR’ Inversement, si f ¢ AR , alors, pour tout idéal

maximal M de A, f est une fonction continue (partout définie) de

A dans Aﬁ’ pour la topologie fff-adique. Comme A ‘est dense dans Am s

~

f est aussi une fonction continue de Am dans Am, ainsi f € (Am)R

et en particulier, si f = P/Q alors Q n'a pas de racine dans Am.
Ceci &tant vrai pour tout M, Q doit @tre une constante [cf. VI. pro-

position 7.1. et démonstration].

On s'intéresse maintenant au cas d'un anneau de valua-
tion discréte A. On garde les notations du chapitre précédent et on

veut étudier le spectre de A On peut remarquer que A  # AS , par

R* R
2 N ~ . . .
exemple T /m + X" € AR (ot T désigne encore une uniformisante de

A). On peut donc aussi remarquer, d'apré€s la proposition précédente :

Remarque 2.3. Si A est un anneau intlégre et M un idéal maximal de

A, alons (AR)m peut différer de (Am)R.

Comme au chapitre précédent, on s'intéresse ici au cas

oll le corps résiduel k de A est de cardinal fini.

Cas de la fibre au-dessus de (0).

On introduit la partie multiplicative T de K[X1 ,

formée des polyndmes qui n'ont pas de racine dans la complétion A de

A,

_ 1
Lemme 2.4. AR SA K = T~ K[X].



81.

Preuve : AR %h Kc T-1 K[X] d'aprés la proposition 2.1., et si inver-

sement P / Q € T-IK[X] , ou P e A[X], Qe T,alors Q, en tant
que fonction de A dans K est continue ; comme Q ne s'annule pas

~

et que A est compact, Vv[Ql reste bornée, ainsi il existe n e N tel

que ™/ Qe AR > et donc TP / Qe AR ; ainsi  P/Q € A B K.

R

Proposition 2.5. Soit A £L'anneau d'une valuation discrete de coaps

nesiduel fini, La gfibre au-dessus de (0) de Ap 4e compose de

- 2'ideal (0) , de hauteur 0

- une famille d'idéaux premiens de hauteur 1, en bijection avec La
gamille des polyndmes de XKLX] , non constants, inreductibles, avec
une hacine au moins dans A , et déginis a La multiplication par un élé-
ment non nul de K prds ; @ un polyndme P cornrespond £'idéal P

P = (P)T_lK[X] nAy = {feAa, | £f=Pg, ge T‘lK[xJ} .

R

Cas de la fibre au-dessus de .

On a les inclusions &évidentes AS c AR c B(A,A) ; ainsi,

d'aprés le chapitre précédent.

Proposition 2.6. Soit A L'anneau d'une valuation discrite de conps

nesiduel gind, Les idéaux premierns de Ap  au-dessus de M sont en bi-
jection avec Res points de A ; @ un point a e A, conrespond L'idéal

ua—-{feAle(a)ef]}

i

M, est maximal et As/uaf k.
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. ~ Viaz
Bien sir AS np, o est 1'idéal n, de AS [cf. VI.

théoréme 3.4.17.

Proposition 2.7. Soit A L'anneau d'une valuation discrite de conps

nesiduel fink, L'idéal T de Ap est Ainclus dans w, 44 et seulement
54 P(a) = 0.

Preuve : Bien stir, si P(a) = 0 alors P c M- Si inversement

o

< Hy alors P n As SH, N AS donc P c n, et P(a) = 0 [cf. VI.

proposition 4.1.]

~

Ainsi : aucun idéal du type P n'est maximal dans A, , car seuls

R

les polyndmes de K[X] qui ont une racine dans A, donnent lieu & un

idéal premier de A

R
- les idéaux Hy et n, ont méme hauteur (dans AR et AS res-
pectivement)
- = = ' -
comme Asrwua na ,alors (AR)ﬂa (AS)na est 1'anneau de va

luation décrit au chapitre VI., 85, discréte de rang 1 si a est trans-
cendant, discréte de rang 2 si a est algébrique sur K.
- AR/P = AS/P car c'est 1'intersection des m€mes anneaux de va-

luation de L = K(X) / (P).

§3. IDEAUX DE TYPE FINI.

On détermine ici, simultanément, les id€aux premiers de

type fini des anneaux As et AR , dans le cas oi A est un anneau de
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valuation discréte de corps résiduel fini. On en déduit quelques résul-

tats plus généraux. On remarque d'abord :

Proposition 3.1. Soift A ZL'anneau d'une valuation discrhite de corps

nesiduel gindi. Les anneaux A, et Ay sont des anneaux de Priifer.

Preuve : Le localisé de As (ou AR) en tout idéal maximal est en

effet un anneau de valuation discréte de rang 1 ou 2 [cf. VI. §5]

Par globalisation, on a :

Corollaire 3.2. Soit A {L'anneau des entiens d'un corps de nombres.

Alorns Les anneaux Ay et A, sont des anneaux de Priifer.

R
(dans ce cas AS = AR)

On peut remarquer que si A est un anneau de valuation
discréte de corps résiduel infini, alors A, = A[X] n'est pas un anneau

de Prufer.

Au sujet des anneaux de Prufer, on rappelle ici

Proposition 3.3. Un idéal fractionnaire d'un anneau de Priifern est in-

versible 54 et seulement 54 L est de type find.

[N.Bourbaki. VII. §2. Exercice 12]

L'étude des id@aux premiers de type fini est donc aussi

celle des idéaux premiers inversibles.
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Proposition 3.4. Soit A L'anneau d'une valuation discrhite de corps

-

nesiduel gini. Alons pourn tout elément du complité A de A , L'idéat

n, de A (resp. Hy de Ag ) n'est pas de type fini.

Preuve : Soient s é€léments de n, (resp. de ua) fl’f2""’fs'
On a donc v[fi(a)] >0, Vield{1l,...,s} , et comme les fonctions
fi sont continues et en nombre fini, il existe une bcule de centre a,
d'oli on extrait b e A, b # a, tel que v[fi(b)] >0, Vieldll,...,s},

ainsi les fi sont aussi dans N (resp. dans ub) et n'engendrent

pas n, (resp. ua).

Proposition 3.5. Soit A L'anneau d'une valuation discrlte de conps

nesiduel fini, et P un polyndme {reéductible de K[X1 . S{ P a une

nacine dans A, abors £'idéal B de A (resp. £'4déal P de Ay )

n'est pas de Lype find.

~

Preuve : Soit a une racine de P dans A, alors P c na (resp.
P c ua) [cf. VI. proposition 4.1. et VII. proposition 2.7.]1 ; ainsi
~ [
Pn (resp. P ) est un idéal premier non maximal d'un anneau de va-

a a

luation et n'est donc pas de type fini.

Corollaire 3.6. Soit A un anneau de valuction discrete de conps hési-

duel fini ; alorns aucun idéal premiern de Ag n'est de type gind.

[cf. §2]
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Corollaire 3.7. Soit A L'anneau des entiens d'un conps de nombres ;

alons aucun Ldéal premiern de Ay n'est de Lype find.

[cf. VI. §7]

Par contre,

Proposition 3.7. Soit A {L'anneau d'une valuation discrlte de coaps

nesiduel §ini et P un polynbme inéductible de  K[X1. S&é P n'a pas
de nacine dans A alons B est un ideal premiern de ftype fini de Ag -
Si de plus on noamalise P par La condition P e Ay, P/T &AL, alons
P est prineipal, engendré par P, s4 et seulement 54 P(a) est une

uniteé de A pour fout éliment a de A .

-~
~

Preuve : Si P n'a pas de racine dans A , alors P est maximal

14

Lcf. VI. corollaire 4.4.]1 . Va € A, Bfa e P et fa ¢ n,oo donc

-~

fa(a) é‘& . Comme A est compact et que les fa sont continues, on
peut en extraire un nombre fini fl""’fs telles que Vx ¢ R ,

3 oe {1,...,s} et £(x) &M L'idéal I= (£,...,£,P) de A_
n'est donc inclus dans aucun idéal du type n, de As ; et comme

Pe I, il n'est pas non plus inclus dans aucun idé&al du type 6 , ol
Q est un polyndme irréductible distinct de P. En conclusion,

Iﬂ = Eﬂ = (AS)(7 pour tout idéal maximal c7 de As s g P ; et
comme fl’fZ""’fs et P sont dans P , et que réciproquement
Pe I, alors Ig = 55 = (P) K[X] . Les localisés de I et de P ,

étant les mémes en tout idéal maixmal de Ags I =P et P estde type

fini. De plus, si P(a) ¢M, Va e A, il est clair que P(a) ¢,
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Ya ¢ R, et quec déja 1'idéal (P)AS de As a mémes localisés que P

en tout id€al maximal de As' Si par contre dJa € A tel que P(a) e,

et si P &tait principal, engendré par Q, Q engendrerait aussi bien

1'id%al (P) de K[X] , on aurait donc Q = kP , ol k € K et méme

k e A, puisque Q € AS mais P/m ¢ AS et donc vQ(a) e M, mais alors
Q e Ny > donc P e n, et P ne serait pas maximal contrairement a

1'hypothese.

§4. GROUPE DE PICARD.

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau de valua-

tion discréte de corps résiduel fini.

Proposition 4.1. Le groupe de Picard de A

R est trivial. Celul de A

est engendnl pan Les classes des idfaux de type P maximaux et non pLin-

cipaux ; c'est un groupe abélien, sans forsion, et L n'est pas de type

fAni.

Preuve :

- Si Gt est un idéak fractionnaire de type fini de A_ [(resp. de Ay ),
on peut trouver des polyndmes £.f,. 00 f de  K[XI tels que

fl’fZ""’fs n'aient pas de divisewr commun dans  KLX1, et L'idéal
fractionnaine 13; (fl,fz,...,fs) de Ag (rnesp, de Ap 1 s0it dans La

méme classe du groupe de Picard que OT.
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En effet, o = (gl,gz,.;,gs). Comme  K[X] est prin-
cipal, Pic(K[X]) est trivial et (gl,gz,...,gs) est principal en tant
qu'idéal fractionnaire de K[X] . Ainsi, il existe "h ¢ K(X) , tel que
si on pose fn = hgrl , alors (fl,fz,...,fs) KCX] = K[X]J.

- 1L existe un polyntme £ de  KI[X1, tel que Va e A, L'idéak Ts
de As (nesp. de AR ), et 2'idéal fractionnaire principal (f) alent

mane Localist g = (£, dans ) Gesp. b =0 dans

a a a a a
(g, -
On note n, l'entier :
n, = Infizl{ ;[fi(a)]}.
Comme fl’fZ""’fs sont des polyn®mes, n, est bien défini, et n, <
puisque fl""’fs n'ont pas de diviseur commun, en particulier les

fi ne s'annulent pas tous en a car le polyndme minimal Pa de a ne

peut tous les diviser. La fonction g de A dans K , telle que
n - -
g(a) = a , Va e A est bien slir continue. Comme A est compact,

N e N tel que n, < N, Va e A, et comme K[X] est dense dans
C(A,K), 3f ¢ K[X], tel que v[f(a) - g(a)]l >N, Va e€ A, soit donc

- . ! 1 '
vif(a)] n. Par ailleurs (AS)n (resp. (AR)u ) est 1'anneau d'une

a a

valuation discréte de rang 1 ou 2. Dans le cas de rang 1, notant vy

cette valuation, on a bien Va[(f}] = Va[kj = 1. Dans le cas de rang

2, notant Wy cette valuation, puisque £ .,fS n'admettent pas Pa

1’

comme diviseurcommun, et que Pa ne divise pas davantage f (en effet
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f(a) #.0) , on a aussi

w [ (5)] = wam = (0,n) [cf. VI. §5].

Le groupe de Picand de A, est engendre par Les classes

des idéaux de type P qui sont maximaux. Celui de Ay st trivial.

Les seuls idéaux maximaux de AR sont les idéaux du

type - Comme (f)u :(BU , VYa e A, alors 15: (f) et ainsi tout
a a

idéal fractionnaire de type fini ot de AR est dans la classe d'un

idéal principal B = ().

Dans le cas de A_ , maintenant, on décompose f en fac-

s n. r n.
teurs irréductibles de K[X] : f = 1 Pil I P.0 ol les s pre-
i=1 j=1 J
miers facteurs correspondent aux polyndmes Pi sans racine dans A,
s _-n.
c'est a dire tels que Pi soit maximal. L'idéal o = (f) I Pi * de
i=1

AS est donc tel que pour tout idéal maximal du type P de AS, on a
(1)5 = (AS)E . Comme par ailleurs K a précisément é&té choisi, dans
la classe de (7 , pour satisfaire (k)s = (As)5 , on a (t)g = (H)g

Par ailleurs, on a encore, Va e A , (T) = (f) = (I , car
Na Na Na

(®.)

dn = @A), , Vi {1,...,s}

a a
Ainsi < =‘k . La classe d'un idéal fractionnaire de

type fini ¢t de As est donc aussi celle de T, et aussi celle de
s _ -n.

m P,

i=1

Le groupe de Picarnd A, esten fait engendrnd par Les
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Lasses des idéaux de Zype P maxdmaux, mais non piincipaux, c'est-a-
dirne cornespondant @ des polyndmes irnrndductibles P de K[X] , <Zels
que P € AS , P/m ¢ AS , P n'a pas de rnacine dans ; et 3a e A
verigiant  P(a) e M.

C'est évident [cf. proposition 3.7.]
Bien siir Pic(As) est abélien ; de plus ,
Pic(AS) est sans tornsion.

Tout idéal fractionnaire de type fini, on 1'a vu, est
k k

dans la méme classe que Iﬁ = 511... 555 o] ki e N, ki <0,
. . n .. . ~ 13n
vi e {1,...,s} . Si 0l est principal, il en est de m@me de
nk nk
P n 1 s ~
et un générateur de 13 est de la forme g = kP1 e PS , ou

k € K et nécessairement vlig(a)l = 0, Va e A. Si donc on pose
k k

f = Pl1 . Pss , on a 0 =vlg(a)l = v(k) + nvif(a)l , Va e A,
ainsi v(k) est divisible par n, et si on pose aussi f'= Wv(k)/n f,
alors v[f'(a)] =0, Vae A, on en conclut facilement que

~k1 k
(£ AS = P1 cen PSS = 15 . Donc ‘k lui-méme est principal, et Ot

est principal.
Pic(A)) n'est pas de type find.

Si Pic(As) €tait de type fini, il pourrait @tre engendré

~ o~

par les classes de P.,P ...,5

~ . . P
1°Fo» , un systéme fini de générateurs. Comme

S

les id&aux P, sont maximaux, les polyndmes correspondant Py n'ont pas

de racine dans A , et on trouve un nombre n e€ N, tel que

¥m > n , v[pi(n‘“)] = V[P, (0)] =a, < ,Vie 1,....s
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Si maintenant p et q sont deux nombres premiers tels que q > (n + 1)p,
on pose P = XP 4+ 7% . Il est clair que P est irréductible dans K[X],
car [K[X] / (P) : KI doit @tre égal & p (en effet si v' est un pro-
longement de v a L = K[X]1/ (P) , et x la classe de X dans L,
v'(x) = q/p , donc 1'indice de ramification de v' par rapport & v

est p) ; P e A[X] , donc P e As , et P/m ¢ AS car

q ~

1 +7 .
— ¢ A ; P n'apas de racine dans A , car pour une

P/m (1) =

telle racine a on aurait v(a) = q/p et donc v ne pourrait pas &tre

~

une extension immédiate de v. Ainsi P est maximal, et non principal

car P(m) = 7P + 1% ¢ 4. De plus, pour tout choix d'entiers relatifs
z z

_ st 52 ~%s o~ \ s
Z15ZgsenesZo s alors Ol = P1 P2 “en PS P n'est pas un idéal
fractionnaire principal. = S'il 1'@tait, un générateur serait de la forme
z z z
] - -

£=kp’ p22 . PSP, feKM) et VIf(a)l=0, VacA
En particulier, on aurait

- - S A zZ. ~

vEEm™M 1 = v(k) + ) V[Pi(ﬂn) Haavia™ + 1)

i=1
et comme v[Pi(ﬂn)] =a; et mp<gq, alors:
~ n ~ s
0 =vlf(r)] = v(k) + _z a;z. t mp
i=1
De méme
- n+1 - &
0 =v[f(r 7)1 = v(k) + z ajz, + (n+1)p
i=1

car

v[Pi(ﬂn+l)] = a; et (ntl)p < q. Ainsi,

0 = vy - VEE™MT = p,

mais p # 0. Contradiction. La classe de P n'est pas dans le sous-
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groupe engendré par les classes de 51,52,...,55.

NN e

2 3 . . ..
Remarque : (X© - m) et (X - m), qui sont maximaux et non principaux,

sont dans la méme classe de Pic(As). En effet, f = X2 -m/ X3 -

est tel que v[f(a)l =0, VaeA ; il en résulte facilement que
r\.—e\_‘

(DA, = ¢ -m) /o -m)
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