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CHAPITRE 2

Introduction

2.1 Préambule

Je présente dans ce manuscrit d’habilitation a diriger des recherches, mes travaux ef-
fectués au cours de mon activité de chercheur en mathématiques appliquées (début de mon
doctorat en septembre 2008). Hormis le présent chapitre d’introduction, le manuscrit est
organisé en trois chapitres.

Les chapitres 3 et 4 concernent 1’étude de problémes double-échelles dans le cadre de
problémes de propagation d’ondes. Le chapitre 3 porte sur I’analyse asymptotique de ces
problémes, tandis que le chapitre 4 porte sur leur discrétisation temporelle. Dans le chapitre

sont présentés des stratégies de discrétisation en temps pour différentes variantes autour
de problémes d’équations d’ondes.

Les références bibliographiques sont séparées en trois catégories. Tout d’abord, mes
propres contributions (publiées et soumises), d’autre part les théses que j’ai co-encadré et
que je co-encadre actuellement, et finalement la bibliographie au sens usuel.

Je me suis prété a l'exercice de construire un cadre théorique abstrait commun & un
sous-ensemble des différentes études réalisé. Ce cadre théorique est présenté de fagon syn-
thétique dans le chapitre 3 mais également de fagon précise dans larticle [SI34] qui a été
rédigé parallélement & ce manuscrit. Ce travail a nécessité de nombreux aller-retour entre
les aspects théoriques et leurs applications (j’en détaille cing). La difficulté principale ren-
contrée a été de trouver des points communs sur la structure mathématique des problémes
considérés sans construire un monstre : c’est-a-dire un cadre abstrait difforme que j’aurais
étiré de tout coté pour faire entrer, au chausse-pied, mes différentes études applicatives.

Compte-tenu des efforts réalisés pour aller au bout de ’exercice, je fonde naturellement
beaucoup d’espoirs, siirement trop, sur la pertinence et I'utilisation future de ce cadre abs-
trait. Quand bien méme ces efforts ne seraient pas récompensés, le fait d’avoir pu prendre
le temps de formaliser ce cadre m’a été bénéfique et m’a permis d’apprécier la rédaction
de ce manuscrit. Notamment, j’ai particuliérement apprécié le sentiment de comprendre
certains aspects de mes travaux sous un angle tout & fait différent.

Pour finir, environ la moitié de ce manuscrit concerne les techniques de discrétisation
en temps de problémes d’équations d’ondes. Ces aspects numériques sont plus proches de
ma formation initiale qui est orientée méthodes numériques. Avec le recul apporté par la
rédaction de ce document, je me suis apercu que je ne me suis pas lassé d’étudier ces
aspects de discrétisation en temps de I’équation des ondes : je présente entre les chapitres

et 5 une dizaine de variantes du schéma-saute mouton! J’ai trouvé dans ’étude de ces
variantes de la richesse et un intérét (plus ou moins fort) que j’ai essayé de retranscrire le
mieux possible.
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2.2 Introduction et organisation du manuscrit

Problémes double-échelles. Mes travaux de recherches ont essentiellement porté sur
I’analyse asymptotique et la discrétisation d’équations aux dérivées partielles. Dans cette
thématique, la majeure partie de mon activité s’est focalisée sur ’étude de problémes pro-
pagatifs de type équation d’ondes pour lesquels j’ai considéré principalement deux aspects :
I’analyse asymptotique ainsi que la discrétisation en temps. Les problémes que j’ai étudiés
peuvent s’écrire, trés formellement, sous la forme

dig(t) + 672 (A + 641 + 0% A2) us(t) + Bous(t) = f(2), (2.1)

ou Ag, A1, Ay et By sont des opérateurs qui représentent, dans les exemples considérés,
des opérateurs aux dérivées partielles et ol, ugs, I'inconnue principale du probléme, est une
fonction dépendant d’un petit paramétre §. L’analyse de systémes abstraits de la forme
(2.1) n’a pas été le fil conducteur de mes travaux de recherches : j’ai spécifié et analysé ce
formalisme abstrait pendant le premier confinement (printemps-été 2020). Le fil conduc-
teur a été I’analyse de nombreux problémes appliqués qui peuvent s’écrire dans un méme
formalisme et que j’ai eu l'occasion d’aborder depuis le début mes travaux de thése en
2008. Plus précisément, j’ai été amené & étudier les équations de I'élastodynamique dans
des milieux mous [S14, SI19, S120, S121, SI130] et [TH3], dans des domaines minces tels que
des plaques [TH4] ou méme des domaines mous et mince [TH10], j’ai également étudié les
équations de Maxwell dans des cables coaxiaux [SI5, SI8, SI12, 5127, SI35] et [TH1]| ainsi
que |TH5| (les cables représentant un domaine élancé) ainsi que les équations de la piézo-
électricité dans des barreaux minces [SI10] et leur approximation quasi-statique [SI2]|. Par
ailleurs, j’ai étudié, durant ma thése, des problémes d’homogénéisation en piézoélectricité
ainsi que plus récemment des problémes double-échelles en hydroacoustique |[TH9]. Dans
chacun des problémes mentionnés, au moins deux échelles co-existent et peuvent étre, sans
étre exhaustif, de trois natures différentes :

e dans le cas de systémes d’équations d’ondes ott une des vitesses de propagation d’un
type d’onde est grande devant les autres : c’est le cas en piézoélectricité, pour la
propagation d’ondes en milieux mous et en hydroacoustique;

e une ou deux dimensions du domaine de propagation sont petites devant les autres
comme pour 1’étude de la propagation d’ondes dans des domaines minces ou élancés ;

e finalement, un paramétre physique peut varier a une échelle d’espace petite devant
la longueur d’onde de propagation, c’est typiquement le cas en homogénéisation.

Comme illustré ci-dessus le terme double-échelle est utilisé dans un sens large. Ce terme
est généralement utilisé pour décrire le cas oul un paramétre (ou la géométrie) varie a une
échelle spatiale plus petite devant la longueur d’onde (typiquement pour des problémes
d’homogénéisation). Les problémes en piézoélectricité ou milieux mous peuvent étre vus
d’un point de vue mathématique comme des problémes de perturbations singuliéres, bien
que d’un point de vue des phénoménes physiques, 'emploie du terme double-échelle peut
se justifier. Les problémes de propagations dans les domaines minces peuvent se voir,
mathématiquement, comme des problémes de perturbations singuliéres uniquement pour
les cas simples. Devant la richesse des situations que 1’on peut rencontrer, le terme double-
échelle a été retenu dans ce manuscrit pour caractériser I’ensemble de ces problémes.
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Dans les trois cas mentionnés ci-dessus, je me suis intéressé a I’étude du probléme li-
mite, au sens ol je suppose que le rapport adimensionné entre les deux échelles, représenté
par un paramétre ¢, est petit. J’ai analysé les problémes de la forme (2.1) en suivant deux
approches complémentaires,

e par analyse asymptotique. La question essentielle & laquelle il faut répondre est
la caractérisation des équations satisfaites par le terme limite ug vers lequel converge
ug lorsque § tends vers 0.

e par la construction de discrétisations temporelles robustes. Il s’agit ici de
construire des schémas numériques qui présentent des propriétés de convergence et
d’efficacité qui sont indépendantes du petit paramétre 4.

Ces deux approches peuvent sembler étre & deux opposés d’'un spectre : si des schémas
numeériques sont disponibles pour résoudre efficacement (2.1) pour des petites valeurs de
0, alors la connaissance des équations satisfaites par le terme limite ug sont d’un intérét
moindre. En fait, cette derniére remarque n’est pas correcte et ces aspects (analyses asymp-
totiques/schémas numériques robustes) sont davantage liés que ce que 1'on peut croire en
premiére lecture. Par exemple,

e l'analyse de schémas en temps dits implicites-explicites [TH4| appliqués a la pro-
pagation dans des domaines minces repose sur la compréhension du comportement
limite de la fonction ugs qui est approchée;

e pour des problémes de propagation d’ondes en milieux incompressibles [S119, SI30],
nous avons proposé un schéma numérique pour calculer ug qui s’appuie sur la discré-
tisation d’équations limites (celles satisfaites par ug) pénalisées au niveau continu.
Une étude asymptotique est nécessaire pour comprendre 'influence de cette péna-
lisation.

Avant de détailler le contenu de chaque chapitre, je mentionne deux aspects. Tout d’abord
dans (2.1) j’ai introduit un opérateur By qui a pour objectif de représenter des effets dissi-
patifs (lorsque By est un opérateur auto-adjoint), de couplage (lorsque By est un opérateur
anti-adjoint) ou les deux. La question de I'introduction de cet opérateur s’avére essentielle
dans certains problémes, notamment en piézo-électricité ot c’est le seul terme qui est res-
ponsable des couplages entre les ondes électromagnétiques et électrodynamiques, dans ce
cas, l'opérateur By est non borné, compliquant ainsi l'analyse. Ensuite, dans le cas de
la propagation d’ondes électromagnétiques dans des cables, l'opérateur By correspond a
un terme de dissipation due & la conductivité naturelle du milieu de propagation. Bien
que dans ce cas By soit un opérateur borné, I'analyse asymptotique des équations sous-
jacentes débouche sur des problémes qui sont non-locaux en temps, dissipatifs et dispersifs
[SI8, SI12], je reviendrai ultérieurement sur ces phénoménes. Finalement, je pense qu’il
est important de remarquer que les problémes rencontrés lors des différentes études que
j’ai réalisées ne sont pas directement considérés sous une forme ou le petit paramétre
apparait explicitement de fagon un peu artificielle. Une partie de mes travaux, qui sont gé-
néralement données en parties parties préliminaires (comme dans [S12] et [SI27]), a consisté
a justifier 'introduction de ce petit parameétre par une démarche d’adimensionnalisation
qui est d’autant plus complexe que la physique considérée est complexe (dans [SI28| cette
démarche est proposée dans un cadre élastodynamique non-linéaire). Ce type de démarche
a pour intérét de limiter le c6té arbitraire dans l'introduction du petit paramétre ainsi que
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de déduire des gammes de validités des modéles ou schémas numériques obtenus.

Analyse asymptotique abstraite de problémes double-échelles (Chapitre 3).
Dans ce chapitre, je montre comment les problémes appliqués mentionnés dans le para-
graphe précédent (ondes dans les milieux mous, les plaques, les cébles coaxiaux, les milieux
piézoélectriques) s’écrivent dans un formalisme abstrait proche de (2.1). Le formalisme en
question a été récemment proposé [SI134]. Je reproduis les principales définitions et résultats
dans ce chapitre, ces derniers permettent, d'une part, d’énoncer des preuves abstraites de
convergences asymptotiques et d’autre part de classifier les différents problémes en fonction
de certaines caractéristiques mathématiques (pour cela, j’ai introduit la notion de sépara-
tion d’échelles). Cette étude permet de factoriser de nombreuses analyses menées au cas
par cas dans mes précédents travaux, mais surtout, elle ouvre de nombreuses perspectives
que je mentionnerai (entre autres : analyse abstraite de problémes double-échelles cou-
plés hyperboliques-paraboliques, étude abstraite de correcteurs asymptotiques, problémes
abstraits multi-échelles...).

Discrétisation en temps de problémes double-échelles (Chapitre 4). La discréti-
sation en temps de systémes semi-discrets du type (2.1) est un probléme que j’ai abordé
a de nombreuses reprises [S13, 519, SI17, SI29] et donc je résume les principaux résultats
dans ce chapitre. Aprés s’étre donné une discrétisation par éléments finis (typiquement
des éléments finis d’ordre élevé conforme avec condensation de masse [24, 53]), nous avons
développé et analysé des discrétisations en temps adaptés a différentes catégories de pro-
blémes avec deux objectifs : soit garantir des propriétés de stabilité robustes (par exemple
une condition de stabilité CFL indépendante de §) soit une consistance d’ordre élevé (ty-
piquement & l'ordre 4 en utilisant des techniques dites d’équations modifiées). Je couvre
dans ce chapitre plusieurs classes de problémes rencontrés en n’abordant que les aspects de
stabilités des schémas. Les résultats de convergence (espace-temps) peuvent étre trouvés
dans les références mentionnées. Ce chapitre offre une perspective importante : bien que
les différents schémas présentés ont fait 'objet d’études de stabilité (uniforme en §) et de
convergences (non-uniforme en §!), il reste a établir dans la plupart des cas des résultats
d’étude de convergence espace-temps uniforme en §. Nous avons commencé a étudier cette
question dans |TH4|) pour un cas bien spécifique (voir Section ) mais ce sujet reste
une perspective générale.

Autres discrétisation en d’équation d’ondes (Chapitre 5) Ce chapitre a pour intérét
de présenter des discrétisations en temps qui ne concernent pas directement des systémes
double-échelles de la forme (2.1) mais qui concernent tout de méme des problémes de pro-
pagation d’ondes.

Discrétisations de problémes sous contraintes (Section 5.1). Dans l'objectif de
simuler la propagation d’ondes dans des milieux incompressibles (typiquement des tissus
humains ou des milieux mous), nous avons développé une technique de pénalisation effi-
cace si couplée a un solveur rapide pour les problémes de Laplace (tel que celui développé
dans [SI25]). Cette stratégie trouve son origine dans les travaux bien connus relatifs a la
discrétisation en temps des équations de Stockes incompressibles (voir [38] entre autres, les
études sur ce sujet étant trés nombreuses).

Discrétisations de problémes de transmission (Section 5.2). Une partie de mes
travaux a concerné la construction de techniques de pas de temps locaux pour I’équation
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des ondes. La stratégie que nous avons proposée est originale. On écrit, d’une part, un
probléme de transmission entre deux sous-domaines du domaine de propagation (on utilise
pour cela des éléments finis mortiers au niveau discret). D’autre part, on écrit un schéma
stabilisé (c’est-a-dire que le pas de temps peut étre choisi plus grand que celui imposé par
contrainte CFL standard du schéma saute-mouton, voir Section ) dans une des régions
qui est supposé trés rigide ou a géométrie complexe. Finalement, on s’assure, par I'ajout
de termes de transmission, de la consistance & 'ordre 2 en temps du couplage. Ainsi, la
méthode construite n’est pas directement interprétable comme une technique de pas de
temps local, mais on montre qu’elle est bien similaire d’un point de vue algorithmique.
Nous avons proposé une analyse de convergence espace-temps pour cette famille de mé-
thodes et montré que 'ordre de convergence espace-temps obtenu est optimal. Nous avons
utilisé cette méme stratégie s’appuyant sur un probléme de transmission pour construire
des méthodes localement implicites & I'ordre 4 en temps.

Milieux ouverts (Section ). Les couches parfaitement adaptées (PML) per-
mettent de borner le domaine de calcul d’équations d’ondes posées en domaine infini.
Les PML sont des milieux non-physiques ajoutés pour absorber les ondes rentrantes sans
créer de réflexions parasites. Je reproduis dans cette section les résultats de [SI26] o la
question de la stabilité par énergie du probléme discret a été étudié.
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2.3 Autres contributions non détaillées dans ce manuscrit

Dans cette section, je présente briévement mes contributions scientifiques qui n’ont pas
pu étre incorporées dans le corps du manuscrit (par exemple [S133]), car un peu trop éloi-
gné de [’histoire que je vais essayer de raconter.

Homogénéisation en électrophysiologie. Dans l'objectif de construire des modéles
précis de contraction cardiaque, nous nous sommes intéressés dans [SI18]| et [SI23] & la
justification rigoureuse des équations homogénéisées en électrophysiologie. Il s’agit d’un
probléme double-échelles (1’échelle de I'organe et I’échelle de la cellule) complétement diffé-
rentes des problémes d’homogénéisation d’équation d’ondes. En effet, les équations, écrites
au niveau de la cellule composant le tissu cardiaque et régissant la propagation de potentiels
électriques sont composées d’équations de Laplace dans le milieu intra et extra-cellulaire
ainsi que d’une équation d’évolution non linéaire entre les deux milieux. Cette équation
représente les échanges chimiques et électriques entre les milieux. Aprés homogénéisa-
tion, les équations obtenues sont les équations dénommeées bidomaines qui sont du type
réaction-diffusion. Nous avons justifié la stratégie d’homogénéisation de fagon rigoureuse
en établissant un théoréme de convergence vers les équations bidomaines. L’étude de cette
stratégie d’homogénéisation a été étendue dans un cadre plus formel en prenant en compte
le fait que la propagation électrique en électrophysiologie est couplée avec le mouvement
mécanique du coeur. Les équations obtenues sont originales et devraient permettre, et c¢’est
une perspective, d’expliquer certains phénoménes observés (typiquement, que la vitesse de
propagation de l'onde électrique dépend peu de 1'état de déformation du coeur).

IIIIII
FIGURE 2.1 — Représentation schématique du processus d’homogénéisation en électrophysiologie.
Aprés s’étre placer dans un cadre idéalisé périodique, nous supposons que la période du milieu
tend vers 0 et étudions la suite de solutions ainsi que le probléme limite correspondant. Le do-
maine rouge correspond au milieu extracellulaire et le gris au milieu intra cellulaire. Dans une

configuration 3D, ces deux milieux sont connexes (cette propriété se révéle importante dans le
processus d’homogénéisation).
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Problémes inverses pour 1’élastographie. L’imagerie par élastographie est une tech-
nique qui vise a utiliser des ondes élastiques (ondes de pression et de cisaillement) pour
reconstruire différents paramétres d’un tissu (typiquement sa rigidité). D’un point de vue
mathématique, ce probléme entre dans la classe des problémes inverses dit hybride (voir
[7, 8]) ot une premiére technique de problémes inverses permet de reconstruire une mesure
intérieure d’'un autre phénomeéne ondulatoire, tandis qu’une seconde technique de problémes
inverses, utilisant les mesures obtenues, permet de remonter aux parameétres physiques.




2.3. Autres contributions non détaillées dans ce manuscrit

Parmi les différentes techniques d’élastographie, j’en ai étudié deux.

L’élastographie par IRM. La zone a sonder du patient est excitée périodiquement et
mécaniquement a basse fréquence (par un stéthoscope évolué typiquement) et est simulta-
nément imagée par résonance magnétique. On obtient ainsi une mesure interne du champ
de déplacement des vibrations. Si ’expérience est répétée de facon suffisamment décorrélé,
en faisant varier I’excitation, on peut alors remonter aux coefficients élastiques en inter-
prétant les équations élastodynamiques comme des équations dont les paramétres sont les
mesures internes et dont les inconnues sont les parameétres élastiques (voir [SI13] ou [5]).

(9)

FIGURE 2.2 - Figure extraite de [SI13]. (a) paramétres élastodynamiques (o, 8) = (2(\ + u, 2))
d’un probléme isotrope. (b) Reconstruction en utilisant deux mesures décorrélés sans bruit. (c)
Reconstruction aprés ajout de bruit. (d) Correction par technique de régularisation par projection
sur des espaces éléments finis d’ordre élevé définis sur maillage grossier.

T
T

T
T

()

L’élastographie transitoire. Briévement (voir Section 3.3.1 pour plus de détails sur la
modélisation mathématique de la mesure associée), cette technique consiste a générer une
onde de cisaillement transitoire & I'intérieur du tissu a sonder puis & imager cette onde par
des ondes de pression (environ 1000 fois plus rapides) par technique de corrélation a partir
de la frontiére du domaine sondé. Une fois la mesure de I'onde de cisaillement obtenue, on
peut remonter aux coefficients élastiques. J’ai contribué sur ces deux aspects. D’une part,
nous avons étudié des techniques de corrélation pour la reconstruction, par le bord du
domaine [SI13], de déplacements de petites hétérogénéités (il s’agissait de reconstruire, en
utilisant des ondes de pressions, le mouvement de ces hétérogénéités généré par les ondes
de cisaillement), d’autre part, nous étudions 'utilisation de techniques d’assimilation de
données (voir [57] ou [S122]). Ces sujets offrent de nombreuses perspectives et axes d’amé-
liorations et une partie de ces axes a été incluse dans le projet ANR Elastoheart (projet
ANR dont je suis porteur et débutant en 2021).
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CHAPITRE 3

Analyse asymptotique de problémes double-échelles

Dans la section , je définis un cadre abstrait double-échelles adapté a l’analyse
asymptotique d’équations d’ondes, La section est dédiée a la présentation des résultats
de convergences tandis que la section se concentre sur les applications du cadre abstrait.
Des discussions et perspectives sont données Section 3.4. Le cadre que je décris dans ce cha-
pitre a été obtenu par un processus itératif impliquant des vas-et-vient entre la construction
du formalisme abstrait en question et son application aux différents problémes appliqués
mentionnés en introduction. Il s’agissait de trouver les hypothéses minimales, mais suffi-
samment caractérisantes, pour faire rentrer les différents problémes double-échelles dans la
théorie.

3.1 Un cadre abstrait

L’ensemble des problémes que ’on pourrait qualifier de double-échelles étant large, je
précise tout de suite que j’ai considéré essentiellement des problémes d’équations d’ondes,
c’est & dire, une sous-catégorie de probléme de type hyperbolique. En effet & ’exception de
travaux en homogénéisation appliqués a ’électrophysiologie [SI18, SI23] présentés Section

, qui rentrent dans la classe des problémes de type réaction-diffusion, mon activité s’est
concentrée sur des problémes de types hyperbolique.

Je rappelle que, formellement, nous nous intéressons a des problémes sous la forme
iig(t) + 077 (Ao + 0A1 + 6% Ag) us(t) + Bois(t) = f(1), (3.1)

L’écriture sous la forme (3.1) est trés pratique dans le cadre de ’analyse asymptotique for-
melle. En effet, aprés avoir supposé le développement suivant (il s’agit de 1’ansatz asymp-
totique),

Uus :u0+5u1+52uQ...,

on peut en déduire une cascade d’équations qui permet de calculer chacun des termes
du développement et ainsi construire une approximation de us. Cependant, le passage de
Pécriture formelle de (3.1) & une écriture mathématiquement exacte ne se fait pas sans
douleur. En effet, dans la plupart des problémes intéressants, Ag, A1 et A représentent
des opérateurs non bornés, dont les propriétés (domaine de définition, opérateurs fermeés
...) sont a soigneusement déterminer pour chaque opérateur ainsi que pour leur somme
(la somme d’opérateurs fermés n’étant pas nécessairement fermée ni fermable...). Pour
simplifier ’analyse, I’ensemble des problémes qui seront analysés sera réduit. En supposant
dans un premier temps que les effets de couplages et/ou de dissipations impliquant s(t)
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sont négligés (c’est-a-dire que By = 0 dans 3.1), les problémes étudiés s’écrivent sous la
forme,

iis(t) + 02 GE Gsus(t) = f(t), Gs:D(Gs) CH— G, (3.2)

ot H et G sont des espaces de Hilbert et ott G5 est un opérateur fermé de domaine D(Gy)
dense dans H et dit double-échelles (voir la définition plus bas). Les équations considérées
s’écrivent plus naturellement dans le cadre d’une formulation variationnelle. Si I’on définit
I’espace de Hilbert,

Vs = D(Gs)
on cherchera la solution us(t) € Vs de
d2
W(UKS(t)’ v)H + (572(G5 u(t),Gsv)g = (f(t),v)n, YveEVs. (3.3)

Je passe momentanément sous silence (voir [SI34] pour plus de détails) le fait que le pro-
bléme doit étre complété avec des conditions initiales (qui peuvent dépendre du petit
paramétre 0), d'un terme source qui pourrait également dépendre de § et que ces donnés
doivent étre bien préparées pour que la solution us converge vers un certain .

Pour décrire plus en détail la classe de problémes que je présente dans ce manuscrit, je
définis la notion de suite d’opérateur double échelle. Une suite d’opérateurs double-échelles,
notée {Gs}, est une suite d’opérateurs fermés de H dans G tels que

Gs = Go + 6G1 (3.4)

avec G et G des opérateurs fermés dont les domaines de définition D(Gy) et D(G1) sont
denses dans H. L’opérateur Gy est la fermeture de 'opérateur Gy + dG1 dont le domaine
de définition est D(Go) N D(G1) (voir [52] pour la définition des termes utilisés ici). Avec
ces hypothéses seules, il est difficile d’analyser (3.3). Ceci motive 'ajout d’hypothéses en
Section , qui vont permettre d’analyser et de classifier les problémes rencontrés.

Notons que dans (3.1) il a été introduit la fermeture de 'opérateur Gy + dG1. On peut
se demander si c’est utile et si, au regard de (3.2), on pourrait utiliser (3.1) avec

Ap =Gy Go, A1 =GiG1+ GGy, Az=GiGh. (3.5)

Pour répondre a cette question je présente un cas (voir Section ) ou l'introduction de
la fermeture de Gy + dG est essentiel et donc ou ’équation (3.1) avec la décomposition
(3.5) n’est pas correcte. Cette difficulté peut paraitre anodine, mais c’est un des problémes
rencontrés par le passage de ’écriture formelle (3.1) & un cadre plus rigoureux.

3.1.1 La famille de problémes

Je décris maintenant en détail la famille de problémes qui sera analysée en incluant
notamment les termes de couplages et/ou de pertes. Pour cela, j’introduis un troisiéme
espace de Hilbert B (indépendant de §) qui satisfait

Vs C B CH, (3.6)

ou, pour chaque inclusion, 'injection correspondante est uniformément continue par rap-
port & 4. De plus, on suppose donnée une forme bilinéaire continue by : B x B — R,
indépendante de § et satisfaisant

Vue B, 0<by(u,u).
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3.1. Un cadre abstrait

A noter que dans les cas ol by représente des effets dissipatifs simples on a B = H. Clest
le cas lorsque 'on considére la dissipation liée a la conductivité électrique en Section

Il est aussi possible que B soit bien un espace intermédiaire entre Vs et H, c’est-a-dire
que les inclusions (3.0) sont strictes, c’est le cas en Section lorsque by représente des
phénomeénes de couplages en piézoélectricité.

La famille de problémes que I'on considére est la suivante : soit T un temps final
d’observation, pour tout scalaire § € (0, 1), trouver

us € C1([0,T); H) N C°([0,T]; Vs), (3.7)

satisfaisant pour tout v € Vs,

d? d

g2 (s V) + §*(Gsus,Gsv)g + Zibotus,v) = (fs,v)n, D'(0,T),

us(0) = ul, (3:8)
i5(0) = s,

ot fs € L'(0,T;H) et (ud,u}) € Vs x H. On montre de fagon assez classique le résultat
suivant :

Théoréme d’existence et d’unicité. Pour chaque § € (0,1), il existe une unique solution
a (3.8), elle satisfait la relation d’énergie

\@wsa@+%émmmm (3.9)

ol

5(t) = 5 (as(0) B + 621G us(t) 13 ). (3.10)

Le résultat d’énergie (3.9) montre que pour espérer obtenir la convergence de ug vers
une fonction ug, il faut que

E5(0) et AHMﬂmw

soit & minima bornés indépendamment de d. L’ensemble des hypothéses sur les données
du probléme pour obtenir les résultats de convergence souhaités sont données plus bas, on
dira que les données sont bien préparées lorsque ces hypothéses sont satisfaites.

13
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3.1.2 Trois sous-catégories de problémes

Pour pouvoir espérer analyser de fagon abstraite (3.9), les différentes échelles du pro-
bléme, représentées par les opérateurs Gy et GG; doivent, dans un sens & préciser, étre
partiellement décorrélées. Pour préciser cette idée, j’ai introduit dans [SI34] trois proprié-
tés dites de séparation d’échelles.

e Séparation d’échelles faible. J’ai regroupé dans cette propriété les hypothéses
minimales utilisées pour démontrer la convergence faible de ug vers une fonction wg
(qui appartient au noyau de Gp) et qui est solution d’un probléme limite (donné
plus bas). Ces hypothéses sont les suivantes,

D(Gp) N D(G1) dense dans D(G)),
D(G§) N D(G7) dense dans D(GY), (3.11)
Ker G N D(G7) dense dans Ker Gj,.

e Séparation d’échelles forte. La suite d’opérateurs double-échelles {Gs} satisfait
la séparation d’échelles forte lorsque

D(Go) N D(G1) dense dans D(Gp), 5.12)
3.12
Y (u,v) € D(Go) x D(G1), (Gou,Gyv)g =0.

Si la séparation d’échelles forte est vérifiée alors la séparation d’échelles faible 1’est
également. Cette propriété permet de nombreuses simplifications aux problémes
considérés. En effet, en admettant que lécriture (3.1) & un sens, la séparation
d’échelles forte implique que A; = 0 et donc que le probléme ne dépend que du
paramétre 62. Par ailleurs on montre que dans ce cas on a nécessairement

G5 = GO + 5G17
C’est-a-dire que la somme d’opérateurs Gg + dG1 est fermée.

e Séparation d’échelles stricte. La suite d’opérateur double-échelles {Gs} satisfait
la séparation d’échelles stricte lorsque

V(g,h) € D(Gp) x D(GY), (Ggg,Gih)n =0, (3.13)
¥ (u,v) € D(Go) X D(G1), (Gou,Grv)g = 0. '

L’étude de problémes satisfaisant la séparation d’échelles stricte est la plus simple
et on verra que ce type de probléme se rencontre lors de 1’étude des équations
piézoélectriques. Par ailleurs, si la séparation d’échelles stricte est vérifiée alors la
séparation d’échelles forte 'est également.

La notion de séparation d’échelles faible donne les hypothéses minimales pour énoncer
le théoréme qui suit (voir [SI34] pour plus de détails). Pour énoncer ce résultat il faut
introduire l'opérateur @y qui est laprojection orthogonale pour le produit scalaire (-,-)g
dans Ker Gj.

14



3.2. Analyse asymptotique

Théoréeme sur les suites d’opérateur double-échelles. Soit Gs = Go 4+ dG1 une suite d’opé-

rateur double échelles satisfaisant la séparation d’échelle faible, alors, Qo Gs C 6 Qo Gy et
Vue D(Gs), [QoGrullg <5 Gsullg.
Par ailleurs, pour toute suite de fonctions {us} de D(Gs) satisfaisant
lusllz + 6~ H|Gs usllg < C,

ot C est indépendant de &, alors il existe uy € Ker Gy tel que ug : ug. De plus si
Vv € D(Go) N D(Gy), (5_1G5 ug, Gov)g m 0,
%
alors 71 (I — Qo) Gsus ? 0.

Sans rentrer dans les détails, ce théoréme sert d’une part & définir I’espace dans lequel
appartient la solution limite, d’autre part, il sert & passer a la limite, § tends vers 0 dans
la formulation variationnelle (3.8) (en fait une version espace-temps de cette formulation)
pour obtenir le probléme limite qui est introduit dans la section qui vient.

3.2 Analyse asymptotique

Maintenant que j’ai présenté la formulation abstraite que 'on considérera, je peux
introduire la problématique principale qui a orienté une partie importante de mes travaux
de recherches depuis une dizaine d’années : 'analyse asymptotique de problémes double-
échelles.

Dans sa version la plus simple, cette problématique consiste a cherche un terme limite
ug, indépendant de §, solution d’une équation limite indépendante de ¢, telle que ug tende
vers ug dans un certain sens lorsque ¢ tend vers 0. Ce probléme souléve déja plusieurs
questions auxquelles je vais apporter des réponses dans cette section : Quelle est la défini-
tion du probléme limite ? Quelles sont ses propriétés ? En quel sens la convergence a lieu ?
Faible ? Fort ? Quelles sont les hypothéses minimales pour obtenir la convergence forte ?
Est-il possible d’obtenir des estimations d’erreurs ?

3.2.1 Espace de fonctions tests et espace des solutions

La description du probléme limite nécessite la définition de plusieurs espaces fonction-
nels. Pour soulager les notations, j'introduis tout d’abord l'espace de Hilbert V., et Vy
donnés par

Voo = D(Go) N D(G1), Vo = D(QoG1)

et satisfaisant V., C V5 C V. Ces espaces sont équipés de normes directement déduites,
respectivement, de la norme du graphe des opérateurs Go + dG1 et QoG (le produit sca-
laire correspondant se déduit aisément). L’espace Voo est un espace (indépendant de 0)
utilisé comme espace de fonction test ; Vo un espace dans lequel us(t) converge faiblement.
Notons que le fait que QoG soit fermable (cette propriété n’est a priori pas garantie) est
une conséquence de la séparation d’échelle faible.

Pour caractériser plus en détail ’espace dans lequel la solution du probléme limite
appartient, j’introduis les notations suivantes

Ve =VonKerGy et VY =VynKerGy.

15
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Finalement, il faut définir un dernier espace de Hilbert, I’espace H° C Ker Gg C H donné
par

Ho = Vo™ (3.14)

I1 est montré dans [SI34] que si la séparation d’échelles forte est vérifiée alors QoG = G et
Vo = VOO. Par ailleurs, si la séparation d’échelles stricte est vérifiée, alors on a directement
Ho = Ker G().

L’ensemble des propriétés mentionnées Section n’est toujours pas suffisant pour
analyser la convergence de la famille de problémes (3.8). Nous devons rajouter une hypo-
these de densité qui sera trivialement satisfaite si la séparation d’échelles forte est vérifiée.

VY dense dans VY. (3.15)

L’utilisation de cette hypothése est la suivante : par un processus limite on obtient une
formulation variationnelle pour le terme limite ug(t) € VY, faisant intervenir un espace
de fonctions tests dont les fonctions sont, a t fixé, dans V2. L’hypothése ( ) permet
d’étendre cette formulation & des fonctions dans VOO. On obtient ainsi une formulation bien
posée qui caractérise complétement le terme limite ug.

Malgré mes efforts, je n’ai pas pu me débarrasser de I'hypotheése ( ) qui ne semble pas
étre une conséquence des hypothéses précédentes. Je ne sais pas & I’heure actuelle si cette
hypotheése est réellement nécessaire et je ne connais pas non plus d’exemples applicatifs oul
elle n’est pas vérifiée.

3.2.2 Le probléme limite

Le fait que la séparation d’échelle faible soit satisfaite nous garantit que 'opérateur
Qo1 a bien un sens et ceci nous permet d’écrire le probléme limite. Ce probléme est le
suivant : trouver

ug € CH([0, T]; Ho) N C°(10, T); V),

tel que pour tout v € VOO,

d? S — d

@(UO, U)’H + (QUGI up, QOGI U)g + %bO(u()u U) = <f07 ’U)’H, D/(Ou T)v

up(0) = u®, (3.16)
1),0(0) = P() ul,

ot fo € LY(0,T;H) et (u®,ul) € VY x H et ott Py est 'opérateur de projection orthogonale
sur Hg. Pour finir, je fais remarquer que le probléme ( ) & un sens bien définit car il est
possible de démontrer la propriété suivante : VOO C Bet

VoeVy, |vls < Czlvlv,.

3.2.3 Solutions propagatives et solutions non-propagatives

Meéme si G§ ne posséde pas de noyau non-trivial, ce n’est pas nécessairement le cas de
Popérateur QoG qui intervient de fagon fondamentale dans ( ). C’est pourquoi il est
intéressant d’introduire ’espace

Ro = V¥ N Ker QoG = Ker Gy N Ker QoG
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ainsi que son complément orthogonal Sy défini par
VY =Ro®So

ou l'orthogonalité a lieu pour le produit scalaire dans H et dans V. On a également
Ho = Ro ® R, ot la décomposition est orthogonale au sens du produit scalaire dans H
et on définit par ailleurs Or : H — Ro le projecteur orthogonal dans Rg. L’espace Sp
est appelé ’espace des solutions propagatives tandis que l'espace Rg est appelé 'espace
des solutions non-propagatives. L’introduction de ces deux espaces permet les remarques
suivantes :

e Tout d’abord, dans le cas ot by = 0, on peut observer que si on décompose ug
comme ug = sg + 1o avec so(t) € Sp et ro(t) € Ry alors ry satisfait 1’équation

fo(t) = Qr fo(t), dans Ry,

c’est-a-dire que rq satisfait une équation différentielle ordinaire et ne se propage
donc pas. A titre d’exemple, dans le cas de plaques élastiques minces étudiées Sec-
tion , 'espace Ry est 'espace des déplacements homogénes dans la direction
de I’épaisseur et polarisés dans cette méme direction. On peut alors constater que
lorsque Qg fo = 0 alors le probléme sur rg devient encore plus décevant et il faut
chercher des modéles d’ordres supérieurs pour retrouver des équations intéressantes
sur Papproximation de us dans Rq (voir la discussion Section ).

e Ensuite, lorsque by est non-nulle, positive et symétrique, c’est-a-dire lorsque le pro-
bléme d’équation d’ondes sous-jacent est dissipatif, alors les termes rg et sy sont
couplés. Il est possible d’obtenir une équation uniquement sur sy aprés rempla-
cement du terme ry par sa valeur en fonction de sy. On obtient ainsi une équa-
tion non locale en temps ot ces non localités sont des termes dispersifs et dissi-
patifs. A titre d’exemple, en supposant les données initiales du probléme nulles et
fo € L'(0,T;8p), le probléme que I’on obtient s’écrit : trouver

so. € CH([0,T]; Ry) N C°([0, T} o),

satisfaisant, pour tout s € Sy

d? _
@(807 V) + (QoG1 50, QoG 8)g
d R B ,
+%bo(80, 8) + bO(\IItBS S0, S) = (f(), S)H, D (0, T), (3.17)
S()(O) = 07
80<0) = 07

ot BE : 8§ — Ry est I'opérateur borné défini par : pour tout (s,r) € Sy x Ry
(BE s,7)y, = (BE 5,7)% = bo(s,7).

L'opérateur ¥, : C°([0,7];Ro) — C°([0,7]; Ro) est un opérateur non local en
temps donné par

t
Vre C%0,T);Ro), Wir= BR/ PRUTr(r) dr — (1),
0
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ou Br : Ro — Ry est l'opérateur borné défini par : pour tout (r,7) € Ry x Ry,
(Brr, )y, = (Brr, 7)1 = bo(r,7).

Ce phénomeéne se retrouve dans I’étude asymptotique de cables coaxiaux [SI8]. Le
méme phénomeéne pourrait étre observé si I’on considérait la propagation et la dis-
sipation d’ondes dans des plaques élastiques. Des effets similaires sont bien connus
dans les problémes d’homogénéisation [62, 17| lorsque certains termes de dissipa-
tions sont introduits. On peut remarquer que, ici, ce phénomeéne non local ne vient
pas naturellement lors du passage a la limite, mais s’obtient uniquement aprés ré-
duction des équations limites sur Sp. Il en aurait été autrement sans I’hypothése sur
I’espace B et la forme bilinéaire bg.

3.2.4 Le cas des séparations d’échelles fortes et strictes

Dans le cas ou la séparation d’échelle forte ou stricte est satisfaite par la suite d’opéra-
teur double-échelles de nombreuses simplifications se produisent. Elles sont résumées dans
le théoréme suivant :

Théoréeme sur la séparation d’échelle forte et stricte. Sila suite d’opérateur double-échelles
Gy satisfait la séparation d’échelle forte, alors

Voo = V5 = D(Go) N D(Gh),
Vo = D(Gh),
VY =V = D(Gy) N Ker Gy,

L Ro = KerG; N Ker Gy

et pour tout (u,v) dans Vo x Vo, ao(u,v) = (G1u, Gy v)g. De plus si la séparation d’échelle
stricte est satisfaite,

(Voo =V @ (D(Go) N KerGl),
Ho = Ker Gy,
(3.18)
Ro = {0},
[ So=V2,
La décomposition dans ( ) est orthogonal pour le produit scalaire dans H et dans V.

3.2.5 Analyse de convergence vers le probléme limite

Nous commencgons par définir la notion de données bien préparées qui permettra d’énon-
cer les résultats de convergence souhaités. Les données sont bien préparées si

(ug,ué) eVsxH et fyelLt (O,T; H)
et §'il existe (u®,ul) € Vo x H et fo € L! (0, T;'H) tels que

0 0 1 1
Us — U, Us — U et — . 3.19
* o " I8 pioman T (3.19)

de plus nous supposons qu’il existe Cy > 0 indépendant de ¢ tel que

IGougllg < 6Co. (3.20)
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Cette derniére hypothése est la plus contraignante. Elle impose que ug soit adapté a la
structure asymptotique de la solution. Plus précisément, cette propriété implique que u°
appartient & Ker Gy et donc uy € VOO. Par ailleurs le fait que les données soient bien
préparées implique que la suite de solutions {us} de (3.8) soit bornées uniformément par
rapport & § dans des normes qui nous permettront d’appliquer les résultats précédemment
introduits sur les opérateurs double-échelles. Plus précisément :

Stabilité uniforme. Si les données sont bien préparées alors u® appartient VOO et il
eriste C > 0 indépendant de ¢ tel que la suite de solutions {us} de (3.8) satisfait,

sup ([lis(t)[ls + 0~ Gsusllg) < C. (3.21)
te[0,7]

Convergence faible. On montre dans [SI34] que si les données sont bien préparées alors,
si la séparation d’échelles faible est vérifiée et si le résultat de densité (3.15) est vérifié,

UuUs — uy and ug — ug,
HY(0,T;H) L2(0,T;Vo)
ou {us} est solution de la famille de problémes (3.3) et ug est la solution du probléme
limite (3.16) avec comme données (u°,u!) et fo défini par (3.19).

Convergence forte. Dans le cas ot la séparation d’échelles forte est vérifiée et si I'injection
de VOO dans Hy est compacte, on montre alors que

Po Uus — (B
L2(0,T7H)

Par ailleurs si
3C >0, YueHy ND(Gy), |uln<ClGoulg. (3.22)

alors
(I —Py)us — 0 etdonc wus —  up.
L2(0,T;H) L2(0,T;H)
Estimation d’erreur. Il est possible d’établir des estimations d’erreur abstraites qui sont
énoncées dans ce qui suit dans le cas plus simple de données initiales nulles u® = 0 et
ul =0et f5 = fo € L (O,T ;H). Lorsque la séparation d’échelles stricte est vérifiée et si
I'inégalité (3.22) est vérifiée alors

N

sup_([lus(t) — uo(t)[[3; + |G1(Us(t) — Uo(1))|13 )% < 6 C(T)

t€[0,T

ot C(T') est une fonction positive croissante de T et indépendante de 6. Dans I'inégalité
précédente, Us et Uy sont les primitives en temps de us et ug respectivement,

Us(t) = /O ug(s)ds et Up(t) = /0 wo(s) ds.

Lorsque la séparation d’échelles forte est vérifiée, il est nécessaire de supposer une hypothése
plus forte que ( ). Pour I’énoncer, il faut introduire 'opérateur borné Gy : Voo — G
défini par

V€ Vs, Gov=Gy.

En supposant que,

3C >0, Vue (KerGo)t, |lully., <C|Goulg, (3.23)
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ou l'orthogonalité est satisfaite pour le produit scalaire dans V.. Il est alors possible de
montrer une estimation d’erreur (il se trouve que la condition (3.23) correspond & une
condition inf-sup, voir [14]). Cette estimation est de la forme

sup (HUa(t)—Uo(t)II%+\|G1/ (Ua(T)—Uo(T))dTIIé)% <0C(T), (3.24)
te[0,7 0

ot C(T) est une autre fonction positive croissante de 1" et indépendante de 6.

3.3 Applications

Les applications présentées ici concernent des problémes en électro-mécanique. Plus
précisément, les applications qui seront considérées sont les suivantes.

¢ Elastodynamique en milieux quasi-incompressibles fibrés (voir [S119, SI30,
SI28| et Section ). Cette application concerne la propagation d’ondes émises,
par exemple, par des capteurs piézoélectriques, dans le corps humain dans 1’objectif
de remonter, par des techniques de problémes inverses, aux propriétés mécaniques
ou géométriques des tissus. Les tissus humains sont des milieux quasi-incompressible
(ceci est dii au fait qu'’ils sont composés essentiellement d’eau) et peuvent étre fibrés
(c’est le cas des tissus musculaires ou cardiaques).

e Milieux homogénes isotropes mous (voir [SI4, 5120, SI21]| et Section )
Cette application, qui est un cas particulier de 'application précédente, est plu-
tot académique, mais est intéressante d’un point de vue mathématique et pourrait
s’avérer trés utile dans ’étude de problémes de controle non-destructifs de milieux
mous tels que des pneus (milieux composés de caoutchouc renforcé par des fibres
de metal).

e Ondes dans des plaques stratifiées (voir [TH4]| et Section ). Cette appli-
cation concerne le controle non-destructifs de plaques utilisées en aéronautique. Le
milieu de propagation des ondes générées par les capteurs est mince par rapport
aux longueurs d’ondes émises et stratifié pour des raisons structurelles (typique-
ment pour 'optimisation du rapport entre le poids et des propriétés mécaniques de
la structure).

e Ondes électromagnétiques dans des cables coaxiaux (voir [SI5, SI8, SI12] et
Section ). Cette application concerne la propagation de potentiels et intensité
électriques dans des cables coaxiaux et concerne de nombreuses applications (aéro-
nautique et ferroviaire par exemple). La compréhension de ces phénomeénes est un
enjeu critique pour 'optimisation ou le contréle de ces céables.

e Piézoélectricité (voir [SI2, SI10]| et Section ). L’application industrielle vi-
sée est la modélisation de capteurs piézoélectriques. Les matériaux piézoélectriques
convertissent les variations de champs électriques en variations mécaniques et réci-
proquement. Ils sont utilisés comme émetteur d’onde élastique et comme outil de
mesures de ces mémes ondes.

J'introduis maintenant les notations nécessaires a la lecture des équations linéaires
sous-jacentes, a savoir, les équations de 1’élastodynamique, les équations de Maxwell et
leur couplage dans le cas des équations de la piézoélectricité.
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Equations de Maxwell, élastodynamique et piézoélectricité. Soit et Qp deux
domaines de R? tels que Q C Qp, de frontiére I' et I'y et de normale sortante unitaire
n et ng et soit 7" un temps final d’observation. Dans ce qui suit sont rappelées les équa-
tions classiques de la piézoélectricité qui couplent les équations de Maxwell, posées dans
Qp x [0,T] et les équations de 'élastodynamique, posées dans € x [0, T]. Toutes les quan-
tités intervenant dans ces équations sont résumées Table

Le domaine Qg représente un milieu diélectrique dans lequel on cherche a calculer, pour
tout x € Qp et t € [0,7], le champ électrique E(x,t), le champ magnétique H(x,t) et le
champ de déplacement électrique D(x,t). On considére que ces quantités sont gouvernées
par les équations de Maxwell

oD+ cE—curlH=j Qpx]|[0,T],
(3.25)
nwoH + curl E = 0, Qg x [0,T7],

ot u(x) est la perméabilité du milieu, o(x) sa conductivité électrique et j(x,t) une densité
de courant supposée donnée.

Le domaine 2 représente un milieu élastique, éventuellement fibré, dans lequel on
cherche & calculer, pour tout x € Q et ¢ € [0,7], les champs suivants : le déplacement
élastique linéarisé u(x,t) € R3, la vitesse particulaire v(x,t) € R?, le champ de contrainte
o(x,t) € R¥3 (Vespace des matrices — ou des tenseurs — symétriques). On considére que

ces quantités sont gouvernées par les équations de 1’élastodynamique linéarisées,

du=v Q x [0, T,
(3.26)
poyv —Dive =1, Qx[0,T],

ol p(x) est la densité du milieu et f(x,¢) une densité de charge supposée connue.

Les équations (3.25) et (3.20) sont complétées par des lois d’états qui, dans le cas de la
prise en compte de couplages piézoélectriques couplent D, E et u. Ces lois d’états s’écrivent

D=ec¢E+d'e(u) Qgx[0,7] e o=Ce(u)—dE Qx][0,T]. (3.27)

Dans les équations (3.27), €(x) est la permittivité du milieu, e(u) le champ de déformation
défini par

1
e(u) = i(Vu + (Vu)),
et C(x) le tenseur d’élasticité défini comme la forme linéaire suivante,

Vee Rfyfn?’, C(x)e = A(x)tr(e) + 2 p(x) e + y(x) (e 7(x) - 7(x))7(x) ® T(x), (3.28)
ol A\(x) et p(x) sont les deux coefficients de Lamé, 7(x) une direction de fibre du milieu
(si le milieu n’est pas fibré v = 0 et 7 n’intervient pas) et y(x) un coefficient représentant
la raideur des fibres du milieu. Finalement le tenseur piézoélectrique d(x) est une forme
linéaire qui, en chaque x € €2, envoie les vecteurs de R3 vers Rfyfn?’. Son adjoint, I'opérateur
linéaire d*(x) : R3%3 — R3, est défini de la fagon suivante

sym

VecR¥>3 VecR?) d(x)e-c=d*(x)e-e.

sym ?
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u | Champ des déplacements || p Densité C Tenseur élastique
v Champ des vitesses A | ler coeff. de Lamé || T Direction de fibre
o Champ des contraintes i | 2nd coeff. de Lamé || d | Tenseur piézoélectrique
E Champ électrique ¥ Raideur de fibre
H Champ magnétique € Permitivitté
D | Déplacement électrique i Perméabilité
o Conductivité

TABLE 3.1 — Inconnues et paramétres physiques utilisés.

A noter que dans la premiére équation de (3.27) il est sous-entendu que d* et e(u) sont
étendus par 0 dans Qf \ Q.

En éliminant D et o en fonction de E et u en utilisant (3.27), on obtient que les
équations de la piézoélectricité sont un systéme d’équations en (E, H,u) s’écrivant

wo:H + curl E = 0, Qg x [0,T],
eOE + d*s(@tu) —curlH = j, Qg X [O,T], (3.29)
pO*u— DivCe(u) + DivdE = f, Qx [0,7].

Ces équations sont complétées par des données initiales et des données aux bords. Les
données initiales s’écrivent

E(x,0) = E%x), H(x,0)=Hx), Q, (3.30)

et
u(x,0) = u’(x), dru(x,0)=u'(x), Q

Les conditions aux bords que ’on considérera pour le champ de déplacement sont de deux
types différents, bords encastrés ou surface libre,

u(x,t) =0 (x,t) e I'p x [0,T7,

’ ’ (3.31)
(C(x)e(u(x,t)) —d(x) E(x,t))n(x) =0, (x,t) €Ty x[0,T],
avec I'p UT'y = I'. Concernant le champ électrique, nous supposerons, pour simplifier, que
le milieu diélectrique (ou piézoélectrique) Qp est entouré d’un conducteur parfait et donc
que
E(x,t) xng(x) =0, T'gx][0,T]. (3.32)

3.3.1 Elastodynamique en milieux quasi-incompressibles

Une application spécifique : la propagation d’ondes de cisaillement en élasto-
grahpie. Une des applications cible est la propagation d’ondes élastiques dans les tissus
vivant dans le contexte de 'imagerie élastograhique en transitoire. Dans cette technique
d’imagerie des ondes de cisaillement sont générées a I'intérieur du tissu (qui peut étre fibreé,
comme par exemple le tissu musculaire) par la focalisation d’ondes de pression (voir [TH?2|
et [S128] pour une justification de ce phénomeéne qui est intrinséquement non-linéaires) et
voir Figure pour une illustration. Ensuite, le déplacement du tissu généré par les ondes
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de cisaillement est imagé & des nombreux instants par des techniques de corrélations en
utilisant des ondes de pression (voir [SI15] pour une étude mathématique sur des stratégies
de problémes inverses reposant sur ce principe). La séquence obtenue donne ainsi accés a
des mesures interne du phénomeéne physique et il est alors possible de remonter & certaine
propriétés du milieu de propagation.

FIGURE 3.1 — Figure issue des travaux de [TT12]. Grace & une sonde (un capteur piézoélectrique
multi-éléments) des ondes de pression sont focalisées dans le tissu cardiaque. A cause de phénomeénes
non-linéaires lié a la dissipation du milieu une onde de cisaillement est générée puis imagés.

Cette stratégie est possible grace aux propriétés mécaniques du milieu :

e sa non-linéarité et son caractére dissipatif; C’est nécessaire pour la génération in-
terne d’ondes de cisaillement par la focalisation d’ondes de pression générées en
surface (voir [S128]);

e sa quasi-incompressibilité ; Cette propriété entraine le découplage quasi-statique des
ondes de pression et de cisaillement. C’est-a-dire que les ondes de pression (carac-
térisées par une polarisation presque paralléle a la direction de propagation) se
propagent beaucoup plus vite que les ondes de cisaillement (caractérisées par une
polarisation presque orthogonale & la direction de propagation).

Dans l'objectif d’améliorer cette technique d’imagerie, il est important de pouvoir simuler
efficacement la propagation d’ondes de cisaillement. Ce probléme, on va le voir plus bas,
rentre dans la classe des problémes double-échelles par le rapport de vitesses entre les ondes
de pressions (environ 1500 m/s) et les ondes de cisaillement (environ 1 m/s & 10 m/s) dans
les tissus. Figure 3.2, illustre les ondes de cisaillement générées en élastographie transitoire
dans un cube de matiére.

FIGURE 3.2 — Figure extraite de [SI19]. Propagation d’une onde de cisaillement dans un cube
de matiére incompressible. La source correspond qualitativement & une source provenant de la
focalisation d’ondes de pression.
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Probléme double-échelles. Le milieu de propagation est un milieu élastique décrit par un
tenseur d’élasticité ou le premier coefficient de Lamé X est trés élevé par rapport aux autres
paramétres. En considérant que le domaine 2 est connexe, borné et régulier (typiquement
Lipschitz) et en considérant que I'p = I' (condition d’encastrement sur toute la frontiére) la
formulation variationnelle du probléme s’écrit, aprés adimensionnalisation : trouver us(t) €
HZ(9)3 tel que pour tout @ € H}(Q)3,

d2
2/pu(;-fldx—l—é_Q/)\divu(;divfldx—&—2/,ues(u(;):&t(ﬁ)dx
dt* Jo Q Q

+ /Q Y(e(us) T 7)(e(@) T 7)dx = /Qf -udx. (3.33)

Dans la formulation précédente A > 0 et > 0 sont les coeflicients de Lamé adimensionna-
lisés, par ailleurs pour prendre en compte le caractére fibré du milieu sous-jacent, il a été
considéré un terme faisant intervenir une direction de fibre normalisée 7T ainsi que v > 0
un coefficient lié & la rigidité relative de la fibre. Finalement, le champ de vecteur f est un
terme source volumique et la formulation (3.33) est complétée par des conditions initiales
nulles pour simplifier. En posant formellement

Gsu = (dm;) et G=L*Q) x L2 (Q)>3, (3.34)
de(u) g

la formulation (3.33) s’écrit, pour tout @ € Hg ()3,

d? - _ . e -
2z (s W +0 *(Gsus, Gs)g = (p~'f, 1)y (3.35)

ot H = L?(Q)3 est équipé du produit scalaire

(wi = [ pu-dx,
Q

et, ot G est équipé du produit scalaire suivant : pour tout couple de champs (¢, €) et (@, €)
dans L?(Q) x L2 ()33,

sym

() ()L e o

Plus rigoureusement, on définit complétement G5 en posant D(Gs) = H(Q)3. On peut
montrer qu’avec cette définition G5 est bien un opérateur fermé. En effet, on pourrait
vouloir définir

D(Gs) ={ue L*(Q)® | e(u) € L2 (2>, u=0sur '}, (3.36)

qui est a priori un espace plus grand que H&(Q)?’ sur lequel la définition de G5 donnée

par (3.31) & un sens (en effet, la divergence de u s’obtient en prenant la trace de e(u)).
On montre, grace a la premiére inégalité de Korn, que la définition ( ) & un sens et est

équivalente & D(Gs) = H}(Q2)3.

Premiére inégalité de Korn. Soit Q un domaine borné Lipschitz de R® alors il existe un
scalaire cg > 0 tel que pour tout u € H(Q)3

[ullFi 0y < ex lle(u)l|72qaxs-
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Il faut maintenant montrer que Gs est bien un opérateur double-échelles. Pour cela, on
introduit naturellement les opérateurs suivant,

divua 0
e (). (2 o

avec D(G1) = H}(Q)? = D(G5) et
D(Gp) = {uec L*(Q)® | divu € L*(Q), u-n =0 sur I'} = Hy(div, Q). (3.38)

On peut vérifier que ces opérateurs sont bien de domaines denses et fermés et que, par
construction, on a Go+9dG1 C Gy (c’est-a-dire que les opérateurs Gp+0G; et G coincident
sur D(Gp + 0G1) et cet espace est inclus dans D(Gjs)). On remarque cependant que

D(Go +6G1) = D(Go) N D(Gh) = D(G1) = D(Gy),
et donc, on en déduit que Gs = Gy + 0G1. Comme G est fermé on trouve que
Gs = Gs = Go + 6Gh.
L’opérateur G est bien une suite d’opérateurs double-échelles.

Séparation d’échelles forte et probléme limite. Notre objectif est maintenant de
vérifier les propriétés de séparations d’échelles présentées dans Section . Il est assez
clair, étant donnée la définition (3.37) que

A (u, ﬁ) (S D(G()) X D(Gl), (GO u, G1 ﬁ)g =0.

1 suffit donc de vérifier que D(Go) N D(G1) est dense dans D(Gy), c’est-a-dire, que H3(€2)3
est dense dans Ho(div,). Cette propriété est immédiate par densité de D(92)? dans
Hy(div, Q) (voir [35]).

Comme la séparation d’échelles forte est vérifiée, nous avons QoG = G et
VY =V =KerGo N D(Gy) = {u € H}(Q)? | divu = 0 dans Q},

et 'hypothése de densité (3.15) est trivialement vérifiée. Par ailleurs, en utilisant le résultat
de densité donné dans [35] (Théoréme 2.8), on peut vérifier que

{uec HYQ)? | divu =0 dans Q}
dense dans {u € L*(Q)® | divu=0dans Q, u-n=0sur I'}. (3.39)
Ce résultat implique, d’apres la définition (3.11), que
Ho = {uc L*(Q)® | divu=0dans Q, u-n =0 sur I'} = Ker Gj.

Comme f ne dépend pas de § et en le supposant dans L(0,7T; L?(£2)3), nous pouvons ap-

pliquer les résultats de convergence faible abstraits. On montre que us converge faiblement

vers la solution du probléme limite : trouver ug(t) € VOO solution de, pour tout u € VOO,
d2

W(u(),ﬁ)% + 5_2(G1 ug,Giu)g = (p_lf, )y (3.40)
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qui se réécrit,

d?
dtz/puo-ﬁdx+2/,u5(uo):e(ﬁ)dx
Q Q

+ /Qy(g(uo) T- 7-) (e(ﬁ) T- T) dx = /Qf -udx. (3.41)

Cette formulation est complétée par des conditions initiales nulles. La formulation du pro-
bléme limite (3.11) se distingue de la formulation (3.33) par un unique aspect. L’espace
des fonctions tests ainsi que I'espace de la solution (& chaque instant) sont 1’espace réduit
VP! Cependant, la résolution par éléments finis du probléme ( ) ne se fait pas direc-
tement, car il est difficile de construire des fonctions tests de I’espace VOO. Pour palier a
cette difficulté de nombreuses stratégies (au niveau discret et continu) ont été développées
dans la littérature (pour une variante statique des équations de l'élastodynamique ou les
équations de Stokes), voir [19, 20, 63, 64], [13, 43, 44, 45, 46] et [38, 39, 40|. Finalement,
nous avons proposé dans [SI19] et analysé dans [SI30] une stratégie de discrétisation en
temps du probléme (3.11) (voir Section 5.1).

Enfin, nous pouvons démontrer la convergence forte vers le probléme limite en vérifiant
I'inégalité ( ). Cette inégalité est équivalente & démontrer que 'image de Gq est fermé
dans G. C’est-a-dire que I'image de 'opérateur de divergence de H{(Q)? dans L?(Q) est
fermé. Grace au Corollaire 2.4 Chapitre 1 de [35] nous pouvons affirmer que

G = {(1,0) €6 | [ pixax =0},
Q
qui est bien un sous-espace fermé de G.

3.3.2 Milieux homogénes isotropes mous

Introduction. Avec les mémes notations que la section précédente, nous supposons que
Q) est, soit un domaine borné connexe Lipschitz, soit R® et que

A(2) =0, Vpl) = Va(z) = 0.

Comme v = 0 le milieu de propagation est considéré isotrope et le fait que pu et p soient
homogeénes implique que les ondes de pressions et de cisaillements (la définition précise de
ces types d’ondes est donnée plus bas) se découplent a 'intérieur du domaine de propaga-
tion. Nous allons caractériser cette derniére affirmation de deux fagons différentes :

e tout d’abord, nous montrerons que le probléme abstrait sous-jacent satisfait la sé-
paration d’échelle stricte lorsque Q = R3;

e puis nous reformulerons le probléme en utilisant une décomposition de la solution
ug(t) semblable & une décomposition de Helmoltz (voir [6]) et montrerons que chaque
terme de cette décomposition représente un type d’ondes particulier (pression ou
cisaillement) et satisfait, si on les considére réguliers, des équations d’ondes qui ne
sont couplées qu’aux bords.

Nous avons commencé ce type d’études dans [SI4| pour le cas de conditions aux bords
encastrées (voir Figure 3.3) dans R? et traité le cas, bien plus difficile, des conditions de
surface libre dans [S120, SI21]. L’objectif de ces travaux est de pouvoir discretiser sur deux
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maillages différents adaptés, les ondes de pression et les ondes de cisaillement. Ainsi, le gain
en coiit de calcul est double : d'une part, le maillage adapté aux ondes de pression sera
bien plus grossier que le maillage adapté aux ondes de cisaillement (si A > pu comme c’est
le cas pour les milieux mous) et d’autre part, la condition de stabilité sera peu pénalisée
par la vitesse des ondes de pression (voir Section pour plus de détails sur ces aspects).

Probléme double-échelles. La formulation variationnelle est donnée par : trouver ugs(t) €
H(9)? tel que pour tout & € H(Q)3,

d2

P U5-ﬁdx+5_2/)\divu(gdivﬁdx—i—Q,u/s(ug):z—:(ﬁ)dx
dt* Jo Q Q

:/f-ﬁdx, (3.42)
Q

En utilisant ’égalité suivante (voir [S120] pour une preuve simple en 2 dimensions) : pour

tout u et pour tout v dans Hg ()3,
. . 1
g(u) :e(v)dx = [ divudivvdx+ - [ curlu- curlvdx, (3.43)
Q Q 2 Ja
on peut réécrire la formulation ( ) sous une forme qui ne fait apparaitre que des opéra-

teurs rotationels et divergence. A une redéfinition du processus d’adimensionnement prés
(et donc a une changement de ¢ et des paramétres prés), la formulation (3.12) et la dé-
composition (3.13) suggére d’étudier le nouveau probléme : trouver us(t) € H(Q)? tel que
pour tout @ € HE(Q)?,

P 5 u5~ﬁdx+52/()\+2u)divu5divﬁdx+,u/curlu(;-curlﬁdx
dt* Jo 0 Q
:/f-ﬁdx. (3.44)
Q

Une différence importante entre la formulation (3.11) avec la formulation (3.12) est 1'utili-
sation de l'opérateur curl puisque’on a la propriété bien connue : pour tout u € H&(Q)S,

divecurlu = 0.

Cette propriété permet de montrer que la séparation d’échelles est stricte. Avant d’en arriver
a ce point, il faut d’abord écrire le probléme ( ) sous une forme qui fait apparaitre une
suite d’opérateurs double-échelles. En posant formellement

Gsu = ( divu > et G=L2(Q) x LA(Q)?, (3.45)

on retrouve bien la formulation (3.10) (le produit scalaire dans G est un produit scalaire a
poids faisant intervenir A et u). En choisissant D(Gs) = Hg(Q)? on montre que G est bien
un opérateur fermé grace a la propriété (voir [35], Chapitre 1, Lemme 2.5 et Remarque
2.6)

H(Q)3 = Hy(div, Q) N Hy(curl, Q). (3.46)
ou Hy(div,2) est défini par (3.38) et

Hoy(curl, Q) = {u e L*(Q)? | curlu € L*(Q), u x n = 0 sur I'}.
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Pour montrer que G est une suite d’opérateurs double échelle on introduit naturellement

les opérateurs
di 0
Gou = ol s Glu = s (3.47)
0 curlu

avec D(Go) = Hy(div,Q) et D(G1) = Hy(curl, ). Comme D(Go) N D(G1) = D(Gs) et

que Gy est fermé, on trouve que
Gs=Go+6G1 =Go+6G.

Cette derniére égalité implique que G set bien une suite d’opérateurs double-échelles, car
Go et G1 sont fermés et définis de maniére dense dans H = L?(Q)3.

Séparation d’échelle forte et probléme limite. On observe, de la méme fagon que
dans la section précédente, que

(Gou,G1v)g =0 V(u,v) € D(Gy) x D(G1).

Par ailleurs, de la méme fagon que dans la section précédente, on a D(Gy) N D(G1) égal a
HE(Q)? dense dans D(Gp) = Hy(div, Q) et donc la séparation d’échelles forte est vérifice.
En notant

Vi = KerGoN D(Gy) = {u € H}(Q)® | divu = 0 dans Q},

le probléme limite s’écrit : trouver ug(t) € VY tel que, pour tout a € VY,
d? ~ i . .
— [ up-udx+ — curlug - curludx = | f-udx. (3.48)
di? Jo p Jre Q

Finalement, comme dans la section précédente on a Hy = Ker G et la convergence faible
de ug vers ug. Pour 'instant, je n’ai pas abordé de réelles différences avec les résultats de
la section précédente. Les différences vont étre abordées dans les paragraphes suivants.

Opérateur adjoint. Un calcul direct nous permet d’obtenir l'expression des opérateurs
adjoints G{; et G7, on trouve (en utilisant le fait que p est homogéne) que

A+2
Go (90) =-V +2u v, G <¢> =2 curl u, (3.49)
u p u/ p

ol les domaines de ces opérateurs sont donnés par D(G§) = HY(Q) x L?(Q)3 et D(Gy) =
L?(Q) x H(curl, Q) et sont bien inclus dans G. Pour tout élément,

— (ip> eDQ)* et §= (:”> € D(0)*

on trouve que

(Gh g, TQ)HZ—/QpV wp-%curlisdx

A+2 -
:—u/(v i ”gpp) xn- ®,dx. (3.50)
r P

On va maintenant distinguer deux cas. Un premier cas ou = R? et le terme dans ( )
est nul et un second cas ou €2 est borné.
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Le cas Q = R3. Dans ce cas ou le domaine n’a pas de bord on déduit de (3.50) que la
séparation d’échelles stricte est satisfaite. Il y a donc un découplage total des des ondes
de pression et ondes de cisaillement. En effet, lorsque la séparation d’échelles stricte est
vérifiée on a (voir [SI34])

Voo = V5 @ (D(Go) N Ker Gy),

ou la décomposition est orthogonale pour le produit scalaire dans H et dans V... Appliquée
au probléme en question ici, cette propriété s’écrit

H'(R®*3 =V{aV, avec Vi = D(Go)NKerGy = {ve H'(R*)? | curlv = 0 dans Q}.

Il est alors possible d’utiliser cette décomposition pour modifier la formulation ( ) de
fagon & obtenir deux équations d’ondes découplées. En effet, en écrivant que

us(t) = uss(t) +usp(t)  avec uss(t) € VY et us p(t) € Vi,

on déduit de la formulation (3.41) et des relations d’orthogonalité entre V) et V{,

d? A+2
vaevy, dtQ/R3u57p-ﬁdx+(5_2 +p Mdivu&pdivﬁdx:/RBf-ﬁdx,

2
Yace VOO, d/ us, - adx + B / curlus, - curludx :/ f udx.
dt2 R3 ’ P R3 ’ R3
La fonction ugs,, décrit la propagation des ondes de pression tandis que la fonction us s décrit
la propagation des ondes de cisaillement. Par inspection de ( ), on peut remarquer que
I'on a uss = ug et donc que le probléme limite ne décrit en fait que la propagation des

ondes de cisaillement.

Le cas () borné connexe Lipschitz. On va supposer que les données initiales du pro-
bléme élastodynamique sont nulles pour simplifier le propos qui sera plus formel que dans
les sections précédentes. De plus, nous allons quitter, momentanément, le cadre abstrait
des problémes double-échelles pour étre plus concrets.

On introduit deux quantités s, et ®s, définies par

A+2u

Orpsp = 6t divus, 0;®ss = %curl ug,
qui s’annulent au temps initial. En supposant ces quantités réguliéres (comme mentionnés
on restera formel ici) on trouve, en utilisant (3.11) que,

t
ous — 61 Vs, + curl @5 s = / f(s)ds. (3.51)
0

La décomposition (3.51) peut étre vue comme une décomposition de Helmholtz (voir [58]

ou [6]). En prenant d’une part la divergence de (3.51) et d’autre part son rotationnel on
obtient .

# s, — 62 Apsp = div / f(s)ds Qx 0,7,

K 0 (3.52)

t
P 83@5,5 + curlcurl ®; ; = curl / f(s)ds Qx[0,T].
K 0
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La relation ( ) évaluée a la frontiére nous permet de coupler ces équations aux bords.
En effet, comme ug s’annule aux bords, on trouve,

t

51Vg05,p-n:curl<1>5,s-n—/ f(s) -nds I' x [0,T7,

o (3.53)

curl<I>578xn:(5_1ch57p><n+/ f(s) xnds I'x[0,T].
0

Dans [SI4] (mais aussi dans [TH3]) les équations (3.52) et (3.53) ont été résolues, voir
Figure 3.3, en deux dimensions d’espace (dans ce cas, ®; ; est une inconnue scalaire). Les
conditions ( ) correspondent alors alors & des conditions de Neumann inhomogénes pour
chacun des potentiels s, et @ . De plus, comment déja discuté, les deux potentiels sont
discrétisés sur des maillages différents adaptés aux longueurs d’ondes des ondes de pression
et de cisaillement.

Je conclue en signalant que l'introduction des potentiels @5, et ®5 ¢ aurait pu se faire
de maniére plus abstraite. C’est-a-dire que ’'on aurait pu rester dans le cadre théorique des
problémes double-échelles et obtenir de fagon rigoureuse un probléme équivalent & ( ).
Je laisse ce travail de formalisation en perspective & court terme.
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3.3. Applications

FIGURE 3.3 — Figure extraite de [SI4]. Colonne de gauche, propagation des ondes de pressions dans
un domaine encastré, colonne centrale propagation des ondes de cisaillement, colonne de droite,
propagation du champ total. Le couplage des ondes de pression et de cisaillement n’a lieu qu’aux
bords.
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3.3.3 Ondes dans des plaques stratifiées

Introduction. L’étude de la déformation de plaques est maintenant un sujet trés standard
sur lequel on peut trouver de nombreuses références (par exemple [21, 22, 29, 27, 28 18]).
Cependant, moins d’études concernent ’analyse de la propagation d’ondes dans ces mi-
lieux (voir tout de méme [25, 47, 61, 54] ou [26]). Evidemment, si I'on considére des milieux
orthotropes stratifiés, comme on en trouve dans ’application ciblée décrite plus bas, moins
d’études en mathématiques appliquées existent sur la question. L’analyse asymptotique ri-
goureuse de la propagation d’ondes dans de tels milieux n’a donc pas été abordée en détail
bien que le probléme limite que 1'on va obtenir dans cette section est classique (il I'est du
moins dans des cas homogenes isotropes). Un aspect assez important & préciser, lorsque
I’'on parle d’analyse asymptotique sur les plaques est la structure des termes sources. En
effet on peut distinguer deux situations :

e Lorsque le terme source est polarisé de fagon tangente a la plaque, le probléme
limite correspond & un probléme de type élastodynamique en deux dimensions d’es-
pace qui gouverne la propagation d’'un champ polarisé dans la direction tangente
et homogéne dans I’épaisseur. En reprenant le vocabulaire de la Section , ce
champ appartient, & chaque instant, a I’espace des solutions propagatives.

e Lorsque le terme source est polarisé de fagon transverse a la plaque, alors la solution
limite est également polarisée de fagon transverse et homogéne dans ’épaisseur et
se propage trés lentement. En fait, dans ce cas, le champ limite appartient & chaque
instant, a ’espace des solutions non-propagatives. En fait, une équation (non hy-
perbolique) peut-étre récupérée pour ce champ en construisant des modéles effectifs
d’ordre supérieur (thématique que je mentionne briévement en Section ). Ce
régime trés particulier est généralement le régime qui est considéré dans la littéra-
ture (par exemple dans [22]) lors de I'étude de modéles de plaques en dynamique.

Dans cette section, je montre comment le probléme de la propagation d’ondes dans des
plaques est bien un probléme double-échelles comme décrit Section 3.1 et donne I'expression
du probléme limite.

Une application industrielle : Santé intégrée en aéronautique. L’application cible
est le controle d’ailes d’avions en santé intégrée (SHM Structure Health Monitoring).
Des capteurs piézoélectriques sont embarqués dans la structure, ici ’aile d’avion, et des
controéles d’intégrité peuvent étre réalisés a intervalle fréquent sans intervention extérieure.
Ces controles se font par propagation d’ondes ultrasonores. J’ai abordé I’étude de cette thé-
matique dans le cadre de 'encadrement des théses [THA4] et [TH7]. Dans 'objectif, d’une
part, de construire des schémas numériques efficaces pour simuler la propagation d’ondes
(voir |[TH4| et Section ) et, d’autre part de modéliser des précontraintes et apporter
des premiers éléments de problémes inverses pour le controle non-destructif [TH7].

Dans cette application le milieu de propagation est mince (pour des raisons évidentes
de contraintes industrielles) et composé de matériaux fibrés stratifiés : chaque couche de la
stratification est fibrée dans une direction différente des couches inférieures et supérieures.
Cette stratification a pour objectif d’optimiser certaines propriétés mécaniques de la plaque.
En pratique, le domaine a considérer est courbe et précontraint (il est pré-déformé car
soumis & son propre poids). Je néglige ces aspects-1a dans la présentation ci-dessous, mais
ils sont en cours d’étude dans la these [TTH7].
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Through hole flaw

N
400mm x 200mm x 2mm plate <

N

ensor with 100 kHz central frequency
modelled as a radial load

8 layers of [0°/90°),, composites
Cyy =155 GPa, Cy2 =5 GPa, C2 = 13 GPa
Ca3 =7 GPa, Cs5 =6 GPa

t=140 ps

FIGURE 3.4 — Figure et simulation de A. Imperiale (CEA List). Exemple d’application de controle
de fissures dans une plaque par un capteur collé sur la plaque. Les simulations sont réalisées avec le
schéma numérique décrit Section 4.2.3 et une discrétisation d’ordre élevé anisotrope comme décrit
dans [TH4].

Probléme double-échelles. Pour simplifier le discours, je ne présente pas ici la mise a
I’échelle du probléme. Je suppose donc que le domaine de propagation est infini et d’épais-
seur fixe,

Q=R?x[-1,1].

Aprés adimensionnalisation et en considérant que I'y = I' (les conditions aux bords sont
de type surface libre) la formulation variationnelle du probléme s’écrit : trouver us(t) €
H' ()3 tel que, pour tout &1 € H'(Q)3,

d2

a2 /qué -uadx + /Q C (5_183(116) + 60(115)) : (5_163(ﬁ) + 50(11)) dx

:/Qf-ﬁdx. (3.54)

ot C(x) est donné par (3.28) et

201u1 O1ug + Oouy  Orus 1 0 0 dsuq
Eg(u) = 5 6111,2 + (92U1 28211,2 82U3 et 63(11) = 5 0 0 83UQ 5
81U3 82U3 0 83u1 83U2 2 (93’&3
ol I'on a noté,
U1
u= | uz
us

Le paramétre § qui apparait dans (3.51) est une trace de la remise & ’échelle du probléme.
En effet, avant cette remise & 1’échelle et aprés adimensionnalisation, 1’épaisseur de la
plaque est 2 6.
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Pour simplifier I’étude (et parce que, pour application considérée, ’hypothése qui vient
est vérifiée) on va supposer que la direction de la fibre du milieu est tangente a la plaque,
c’est-a-dire,

T(x)-e3=0 avec e3= (3.55)

= o O

et que sa raideur y(x) est positive ou nulle. Notons que, dans le cadre de l'application
cible, il est pertinent de considérer un terme source surfacique correspondant a ’excitation
d’un capteur posé sur la surface de la plaque. Cependant, il est également pertinent (et
plus simple mathématiquement) de considérer un terme source volumique dans le cadre
de I'application en santé intégrée. Finalement, la formulation ( ) est complétée par des
conditions initiales nulles. En posant formellement

Gsu = e3(us) + des(ug), H = Lz(Q)g, g= LQ(Q)?’X?’,

la formulation (3.51) s’écrit, trouver ug(t) € H(Q)?3 tel que pour tout @ € H(Q)3,
d2

@(uaa W)y + 0 %(Gsus,Gst)g = (p ' £, @), (3.56)

ot les produits scalaires sur H et G sont des produits scalaires L? a poids (les poids sont
p(x) et C(x) respectivement). En posant

D(Gs) = H'(Q)?

il est possible de montrer que Gy est bien un opérateur fermé. La preuve se fait en deux
étapes. La premiére étape est d’introduire une factorisation de 'opérateur G (on s’inspire
ici de [29]). Pour cela, nous définissions ks par

1 2 01uy Or1us + Ouq 571(81U3 + 83U1)
ks(u) = B O1ug + Oy 2 O 5_1(82U3 + O3uz2)
(5_1(81U3 + 83u1) 6_1(82U3 + 831@) 252 Ooug

Nous avons alors, pour tout u € H(Q)3,

U1
Gsu=rs(ss(u)) = eo(u) + 6 lez(u)  avec  ss(u) = | uy

dus

Ensuite, nous rappelons la seconde inégalité de Korn (voir [33] Théoréme 3.1 ou [59]).

Seconde inégalité de Korn (cas particulier). Soit Q = R? x [—1,1], alors il existe cx > 0
tel que pour tout u € H(Q)3

HuHJ%Il(QP < CK (||u|]%2(9)3 + HE(U)H%Z(QPM)-

Comme, |e(ss(0))|lr2)3xs < [|ks(ss(0))||lp2(q)sxs car 6 < 1, par une application directe
de 'inégalité de Korn, nous obtenons que pour tout u € H'(Q)3,

||35(u)H§11(Q)3 < ek (||55(11)H%2(Q)3 + HGJuH%Q(Q)?’”)’
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et donc
8 [ulli s < ex (Iallfziys + 1G5 ullizgysxs)- (3.57)

Cette derniére inégalité nous permet de conclure que Gg est fermé lorsque 'on choisit
D(Gs) = HY(Q)3. Nous cherchons maintenant & montrer que G est bien une suite d’opé-
rateurs double-échelles. Pour cela, il faut introduire les opérateurs

Gou=c¢e3(u) et Gru=c,(u)
avec pour domaines
D(Go) ={ucH | es(u) € G} ={uec L*(Q)? | dzuc L*(Q)%}

et
D(G)) ={uecH | es(u) € G} ={uec L*Q)? | e,(u) € L2 _(Q)>*3)

sym

On peut montrer, par des techniques standards, que ces opérateurs sont définis de maniéres
denses et fermés. Par ailleurs, nous avons

Voo = D(Go) N D(G1) = {u € L*(Q)? | dzu € L*(Q)3, e,(u) € L2 ()33} 5 H(Q)3.

sym

Cependant, grace a la seconde inégalité de Korn, nous pouvons montrer que

Voo C{u € L2(Q)? | e(u) € L2 ()3} c H'(Q)?

sym
et donc Vo, = HY(Q)? = D(Gs) ce qui implique que
Gs =Gog+6G1 =Gy +9G.

La suite d’opérateurs Gy est bien une suite d’opérateurs double-échelles. On montre assez
facilement que la séparation d’échelles forte ne peut pas étre satisfaite et vérifions plus bas
que la séparation d’échelles faible est bien satisfaite.

Séparation d’échelles faible et probléme limite. Pour vérifier la séparation d’échelle
faible il est nécessaire de calculer les opérateurs adjoints G et G (plus précisément, on a
besoin de déterminer D(GY), D(G7) et Ker Gfy). Pour cela, nous introduisons les opérateurs
Divj et Div, définis par

Divie = O3e13 €1 + 03603 €9 + O3e33e3 et Div, = Div — Divg,
ou l'opérateur Div est la divergence matricielle. On peut alors montrer que
Gie=—p ! Div3 (Ce),
0 (3.58)
te = —p ! Div, (Ce),

avec

D(Gy) = {e € L2, ()>3 | Divs(Ce) € L*(Q2)3, (Ce)es =0 sur '},

sym

D(GY) = {e € L2 (2)**3 | Div, (Ce) € L2(Q)3}.

sym

(3.59)

On déduit de la définition de G que

KerGy = {e € L2, (2)**3 | (Ce)ez = 0 dans Q}.

sym
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Vérifions maintenant les propriétés de densité ( ). Il est assez direct de montrer que
Voo = HY(Q)? est dense dans D(Gy), Par ailleurs en utilisant des suites de fonctions
régulieres approchant Ce on peut vérifier que D(Gj) N D(G}) est dense dans D(GY).
Finalement, il faut vérifier que

Ker GoN D(G7) dense dans  Ker G§,.

Ce résultat s’obtient de la méme fagon, en approchant, les composantes non-nulles de Ce
par des suites de fonctions réguliéres. La séparation d’échelles faible est donc bien satisfaite.

Pour définir le probléme limite et également pour vérifier la propriété ( ), il nous
faut maintenant définir Vo = D(QoG1) et donc Qq le projecteur orthogonal sur Ker G. En
toute généralité, cette opération est délicate, mais grace a I’hypothése que les fibres sont
tangentes ( ), il est possible de vérifier que cet opérateur est donné par

€11 €12 0
Qoe = | E12 €2 0
0 —A(e11 + €22)
A+ 2u

L’opérateur Qg G1 est alors donné par

D(QoG1) = {u € L*(Q)3 | dyuy € L*(Q), doug € L*(Q), Oyug + douy € L*(Q)},

et
ouq %aﬂm + %822“ 0
QoGru= | 2d1us + 10wy Orus 0
0 0 —ﬁ (O1uy + O2uz)

On peut remarquer ici que D(Qo G1) est bien différent de D(QoG1) = D(G1) et donc que
I'opérateur QoG n’est pas fermé. De plus, on montre, par I'utilisation d’une inégalité de
Korn en dimension 2 d’espace, que )V, est donné par

Vo=D(QoG1) ={uec L*Q)3 | uy € H(Q), wuy e HY(Q)}.
On en déduit alors que
Ker Gy = {u € L?>(Q)3 | 03u =0 in Q},
V9 =V NKerGy ={uec L*Q)3 | uy € HY(Q), uz € HY(Q), d3u=0 in Q},
VI =V nKerGy = {uec H(Q)? | O3u=0 in Q}.

On observe alors que V2 est bien différent de VOO (on perd le contrdle des dérivés tan-
gentielles de la troisiéme composante des champs), mais on peut montrer facilement que
VI est dense dans V), c’est-a-dire (3.15) (on se raméne pour cela & montrer que H!(R?)
est dense dans L2(R?)). En utilisant ce méme résultat de densité bien connu, on montre
également que VOO est dense dans Ker Gg, c’est-a-dire que Hy = Ker Gg. Le résultat de
densité ( ), nous permet d’affirmer que la suite de solutions us du probléme considéré
converge vers le probléme limite qui est donné par : trouver ug(t) € VOO tel que, pour tout
ue)f,
d2

@(u(]: )y + (QoG1ug, QoGiu)g = (p £, 1), (3.60)
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oll, pour tout u et v dans VOO,

(QoG1u, QuG1V)g

= (@A divo U, dive vs) o) + 2 (10 (Uo), €0 (Va)) f2(gysxs
+ (veo(ug) T 7, €0(vg) T - T)LQ(Q), (3.61)

ou divy, uy = O1uq + dous,
_ 2u(x)
alx) = A(x) + 2u(x)

On peut remarquer que la formulation (3.00) avec la définition (3.61) correspond & un
probléme d’élasticité en dimension 2 ot le premier coefficient de Lamé est réduit par rapport
au probléme en dimension 3 (le contraire aurait été étonnant, car il impliquerait, dans le
cas isotrope homogéne, que les ondes de pression dans le probléme limite se propagent plus
rapidement).

Espace des solutions propagatives et non-propagatives. Un des aspects intéressants
du probléme considéré vient du fait que ’espace des solutions non-propagatives n’est pas
trivial. En effet, nous avons, en utilisant le fait que les mouvements rigides dans le plan
(z1,72) n’appartiennent pas a V),

Ro = Ker Gy NKer QoG = {u € LQ(Q)?’ | ug =ug =0in Q, d3uz =0 in Q}.

C’est-a-dire que les solutions polarisées dans la direction de ’épaisseur ne se propagent
pas & la limite. Il se trouve que si I'on cherche a construire un modéle d’évolution pour
les solutions appartenant a cet espace (voir sur ce sujet la discussion ), on retombe
sur les modeéles de la littérature et plus précisément sur le modeéle de Kirchhoff-Love [21].
Finalement, ’espace des solutions propagatives est donné par

80:{u6V00]u3:OinQ}.

Comme nous n’avons pas considéré d’effets dissipatifs, la formulation ( ) pourrait étre
réduite sur ce sous-espace de VOO.

3.3.4 Cables coaxiaux en électromagnétisme

Une application : le contrdle non-destructif de réseaux de cables coaxiaux.
L’étude de la propagation d’ondes dans ce type de cébles & de nombreuses applications
notamment en controle non-destructif. L’objectif en controle non-destructif est de pouvoir
tester et identifier d’éventuels défauts dans un réseau compliqué de cables (par exemple
on compte plusieurs kilométres de cables dans un avion), éventuellement en fonctionne-
ment, en mesurant la diffraction d’impulsions électriques envoyées dans le réseau. Avant
de considérer ces problématiques avancées, nous nous sommes posés la question de la mo-
délisation asymptotique de ces cébles. Il est connu que les équations limites régissant le
comportement électromagnétique de ces cables sont les équations des télégraphistes 1D qui
gouvernent la propagation de courants et potentiels électriques. Ce qui est moins connu
est leur lien avec les équations de Maxwell 3D, la géométrie du cable, ses hétérogénéités
(qui peuvent étre des défauts ou non) et finalement, le lien entre le potentiel et le courant
électriques et les champs électromagnétiques.

J’ai eu l'occasion d’aborder ces problémes durant ma thése [SI1|, puis dans [THI]
et dans [SI5, SI8, SI12, SI27]. Dans ces travaux, des situations assez générales ont été
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Plastic jacket

Dielectric insulator (7"2)

(e, 1)
/

Metallic shield \

Centre core (’rl)

FIGURE 3.5 — Description d’un céble coaxial simple : 'ame métallique centrale, fortement conduc-
trice est de rayon r1, le diélectrique est de permittivité € et de perméabilité p, il est entouré d’une
couche de métal fortement conductrice de rayon ro. Le tout est protégé par une enveloppe en
plastique.

considérées (cable déformé, coefficients hétérogenes, cable avec plusieurs Ames métalliques,
effets de peau, jonctions de céables).

Dans cette section, je montre comment des problémes de propagation d’ondes électro-
magnétiques dans des cables coaxiaux (voir Figure 3.5) peuvent s’écrire comme des pro-
blémes double-échelles. Parmi les différents exemples que j’ai abordés Section 3.3, celui-ci
est de loin le plus technique et donc pour simplifier 1égérement la présentation, je vais consi-
dérer dans ce qui suit le cas d’un céble droit de permittivité et perméabilité homogéne,
mais de conductivité électrique hétérogéne.

Equations de Maxwell dans un cable droit. Le cible étant supposés fin, on introduit
une famille de problémes en supposant que son diamétre normalisé d tend vers 0. Notre
point de départ sera donc I’écriture des équations de Maxwell adimensionnalisées dans le
domaine Q2 = ) remis a 1’échelle,

Q=Y xR,

ici ¥ est la section, de frontiére C2, non simplement connexe du domaine remis a I’échelle
(le fait que la section soit non simplement connexe est fondamental!), qui correspond au
matériau diélectrique (voir Figure 3.0). Le lecteur intéressé par le processus d’adimension-
nalisation, pourra consulter [SI27].

Z2
A oz =(31,2)

> 1

FIGURE 3.6 — Représentation du domaine de propagation. A gauche vue en perspective d’une
portion de cable. A droite vue de la section du cable. La partie jaune représente un milieu fortement
conducteur dans lequel on suppose que les ondes ne se propagent pas.

Les équations mises a 1’échelle régissant la propagation du champ électrique adimen-
sionné Eg(x,t) € R et du champ magnétique adimensionné Hy(x,t) € R? se déduisent des
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équations de Maxwell (3.25) et sont données par

0tEs + cEs —curlsHs; = j, in Q X [O,T],
(3.62)
0:Hs + curls E5 = 0, in Q x [0,7].

Apres le processus d’adimensionnalisation, le seul coefficient qui intervient est la conduc-
tivité relative du milieu noté o(x). L’opérateur curls est un opérateur rotationnel mis a
I’échelle et est donné par

Ey
03 E, 5 rot E E,

curlb’,E = €3 X 03 fo + rot s avec E = = | E»
5~ 1rot E, Es

Es

ol les opérateurs rot et rot sont définis pour toute fonction scalaire u et pour tout champ
vectoriel v de composantes v1 et vg par,

—81u

19,
rotu:< 2u>7 rot v = 01v9 — o1,

de plus

vy
e3 X v = ( > et ez xrotu=gradu.
U1

On suppose que le milieu diélectrique est entouré de milieux parfaitement conducteurs, ce
qui revient a supposer les conditions aux bords ( ) veérifiées. Ces conditions s’écrivent,
aprés mise a 1’échelle

EU X Ng = E1 ng — EQ ny = 0 et E3 = 0, I' x [O,T] (363)

ou la normale unitaire & ) est donnée par

La condition ( ) est en fait une approximation qui prend en compte la trés forte conduc-
tivité des milieux entourant le diélectrique. Des conditions plus précises, prenant en compte
le phénomeéne d’effet de peau, ont été développées dans [SI27]|. Pour rentrer dans le cadre
abstrait de la section 3.1, il est nécessaire d’obtenir un systéme d’ordre 2. Pour cela, nous
pouvons éliminer le champ magnétique du systéme : en dérivant, par rapport au temps, la
premiére équation de ( ) et en remplagant 0;H en utilisant la deuxiéme équation, nous
obtenons

Q?E(; + o0 0iEs + curlscurls Es = 9,j, € x [O, T]. (3.64)

Une formulation faible associée au probléme (3.01) peut étre déduite directement : trouver
E;(t) suffisamment régulier tel que, pour tout champ vectoriel E suffisamment régulier, on
ait

d2

3 d 3 3 5
— E5-de+/ UE(;-de—i—/curl(;E(;-curl(;de—/8tj-de. (3.65)
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Probléme double-échelles. Le probléme précédent entre dans le cadre des problémes
double-échelles. Pour montrer cela, on pose tout d’abord

H = L*(Q)?
équipé du produit scalaire usuel dans L?(Q)3 et

Vs = {E € L*(Q)® | curlsE € L*(Q)3, E, x ny = 0 et E3 = 0 dans H~Y/2(I)}.

Il est important de noter que ’on peut montrer ici que ’espace Vs est bien dépendant de
4, ce n’est pas le cas dans les sections précédentes! On montre que I'espace Vs est bien un
espace fermé par isomorphisme avec 1’espace usuel des fonctions a rotationnel L? défini sur
la géométrie non remise & I’échelle. On pose maintenant

G = I*(Q)°

équipé du produit scalaire usuel dans L?(2)? ainsi que G5 : D(Gs) = Vs C ‘H — G défini
par

rot B3 +des x 03 B,
GsE =curl; E =
rot B,

Montrons maintenant que Gy est une suite d’opérateurs double-échelles. On introduit Gy
et G1 de domaine D(Gp) C H et D(G1) C H a valeur dans G définis par

tE Es
GoE = (ro 3) and G E = <e3 X(?S > , (3.66)

rot K,

ou les domaines D(Gp) et D(G1) sont donnés par

D(Gy) = {E € H | rot E3 € L*(Q)?, rot E, € L*(Q),
Ey X ng =0 dans H~Y2(T") et E3 = 0 sur I'}
et
D(Gy)={E €M | E, € L*(0)?*}.
On peut montrer que ces opérateurs sont définis de maniére dense (on utilise des fonctions
de D(€Q)3 pour montrer cette propriété) et fermé. Par ailleurs, on trouve que
Vo = D(GO) N D(Gl)
={EcH | 03B, € L*(0p)?, rot E, € L*(Q), rot F3 € L*(Q)?,
E, x ny =0 dans H~Y2(T") et B3 = 0 sur I'}.

On s’apercoit ici que Vo est un sous-espace propre de V5 = D(Gys). Cependant, il est
possible de montrer que Vo est bien dense dans D(Gs) (pour la norme du graphe de Gy)
et d’en déduire que

Gs = Gy + 6Gh, (367)

et donc que G est bien une suite d’opérateurs double-échelles. Ce type de résultats peut
en fait étre montré pour des opérateurs différentiels assez généraux. Finalement, en intro-
duisant la forme bilinéaire by définie par B = H et

bo(E,E) = (0 E,E)2(0p3, V(EE)eHxH,
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on montre que le probléme de propagation d’ondes dans les céble coaxiaux considérés
s’écrivent sous la forme : trouver Eg(t) € Vs tel que, pour tout E € Vs,

2

d - . d _ o
27 (Es E)y + 6§ 2(GsEs,GsE)g + Z700(Es, E) = (9,J, E).

Le probléme en question est bien un probléme double-échelles tel que défini Section
Dans la suite nous montrons que la séparation d’échelles faible est satisfaite (la séparation
d’échelles forte ne l'est évidemment pas). De plus, notons qu’il s’agit du seul exemple
présenté dans ce manuscrit ot le domaine de Gy + dG est bien un sous-espace propre de
D(Gs) et ou l'utilisation de la fermeture dans (3.67) est importante.

La propriété de séparation d’échelles faible. On définit tout d’abord les opérateurs

adjoints Gy et G7. Pour tout champ de vecteur régulier, E ¢ D(Q)? nous avons, pour tout

E € D(Go),

(GOE,E)Q :/QrotEg-Ede—i-/QrotEgEgdx
:/ E3rOtEadX+/ Eg-rotEgdx. (3'68>
Q Q
= (BE,G}E),,,

ou 'opérateur adjoint G est formellement donné par

rot B
GiE = 5.
rot E,
L’égalité (3.08) nous permet également de déduire que le domaine de Gj est donné par (la
preuve de ce résultat nécessite d’écrire (3.05) au sens des distributions)

D(G}) ={E € G | rot B3 € L*(Q)?, rot E, € L*(Q)?}.

De méme, 'opérateur adjoint G se déduit aisément, il est donné par

—e: E,
GiE = ( e Xoa?’ ) . DG ={E€eG | dE, c L*(0)?}.

Les espaces D(G1) et D(G%) sont donc des espaces de fonctions L? possédant une régula-
rité supplémentaire en x3. Cette observation nous permet de nous convaincre que

e l'espace Voo = D(Gp) N D(G1) est dense dans D(Gy) ;
e l'espace D(G{) N D(G7) est dense dans D(Gp) ;
e en observant que
KerGf = {E € L?(Q)? | rot B3 = 0 dans Q, rot E, = 0 dans Q}.

I'espace Ker Gfj N D(G7) est dense dans Ker G§.
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Les preuves de ces résultats sont obtenues, par exemple, en utilisant des techniques de
régularisation par convolution dans la direction longitudinale au céble. Nous venons tout
juste de vérifier les hypotheéses ( ) : la séparation d’échelles faible est vérifiée.

Le probléme limite. La difficulté principale de cette étape réside dans la définition de
I'opérateur (o qui est la projection orthogonale dans Ker Gj. Pour définir cette projection,
nous allons utiliser une décomposition de Helmholtz (voir par exemple [6, 58]). Cette
décomposition est d’abord écrite sur ¥ puis est obtenue par extension sur € (voir [SIg]).
Pour énoncer la décomposition de Helmholtz, nous introduisons la fonction scalaire ¢ de
H(X) solution du probléme de Dirichlet :

Ap=0 dans X, ¢=1sur I';, ¢=0 sur I, (3.69)

ou I'; et I'. sont les frontiéres intérieures et extérieures de ¥ respectivement (voir Fi-
gure 3.7).

No

Te

FIGURE 3.7 — A gauche, schéma d’une section de céable circulaire. A droite, représentation de la
fonction ¢ sur cette section. La fonction est harmonique et vaut 1 sur la frontiére intérieure et 0
sur la frontiére extérieure.

Décomposition de Helmholtz dans un cable coazial. Tout champ de vecteur E, € L*(Q)?
satisfait les décompositions orthogonales dans L?()? suivantes

E,(x) =V (z3; Es) grad ¢(z) + grad o p(x; Es) + rot oy (x; Ey), (3.70)
= V(x3;e3 x Ey)rot ¢(x,) + rot op(x;es x E,) — grad pn(x;e3 X E,), .

ouV € L*(R) et (pp,¢n) sont définis par
op € {p € L*Q) | grady € L?2(Q)?, o =0 sur T},
on € {p € L*(Q) | gradp € L*(Q)?, [;, pdz, = 0},
et, pour presque tout x3 € R,

(Eo (-, 73), grad @) r2(5)2
ngad¢||%2(2)2

V¢D S H&(E)a (gra'd @D<'7$3; Eo’))gradd}D)LQ(Z)Q - (EJ('7$3)agra‘d¢D)L2(E)27

V(zs; Ey) =

)

Vin € Hl(z)a (I‘Ot SON(W:U?»;EU)arOt ¢N)L2(E)2 = (EU<'7x3)ar0t ¢N)L2(E)2'

On déduit des définitions précédentes que pour tout champ de vecteur E, € L?(Q)?, on a
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les équivalences,

rot E, =0 dans Q et E, x ny, =0 dans H-/2(T) < on(E,) =0,

(3.71)
rot B, = 0 dans < pples x E;) =0.

En utilisant la deuxiéme équivalence (3.71), on montre que (g est donné par

15 V(es x E,)rot ¢ — grad on(es X Ey)

QE=Q | ' ]= 1
E3 / E3 dl‘g
Xl Js
En utilisant l'expression de G donné par ( ), on en déduit donc que l'opérateur Qo Gy
est donné formellement par
E V(03E,) rot ¢ — grad pn(0sE,)
QuG1E = QoG (E(T)—— .
3

Pour définir complétement Qg G1, il nous définir son domaine. D’un point de vue pratique,
ce dernier peut étre cherché comme ’espace fermé le plus grand, incluant D(G1), tel que
'expression ci-dessus & un sens dans L?(2)3. On montre ici que 'on a,

Vo= D(QoGh) = D(G1) = {E € L*(Q)* | &3 E, € L*(Q)?}.
A chaque instant, la solution appartient & I’espace VOO qui est donné par
VO =KerGoND(QoGy) = {E € L*(Q)® | 83 E, € L*(Q)?,
rot E, = 0 et F3 =0 dans Q, E, x ny = 0 dans H~Y2(I)}.
Le probléme limite s’écrit donc : trouver Eg(t) € VOO tel que, pour tout E ¢ VOO,

2 ~ .4 ~ -
dt2/ Eo-Edx + (Qo G1 Eg, Qo G1 E)g—l—dt/ cEy-Edx = (8tJ,E)H. (3.72)
Q Q

La formulation ( ) n’est pas complétement satisfaisante, car un peu trop abstraite. Dans
ce qui suit, nous allons tout d’abord donner I'expression des espaces des solutions propa-
gatives et non-propagatives et ensuite exhiber une écriture simplifiée qui fait apparaitre
une équation des télégraphistes similaire & celle obtenue dans [SI8].

Espace des solutions propagatives et non-propagatives. L’espace des solutions non-
propagatives se déduit en cherchant le noyau de U'opérateur Qg G1 réduit aux fonctions de
Vg . Pour cela, nous introduisons d’abord la décomposition des fonctions de E € Vg . On a,
grace a la premiére relation d’équivalence dans ( ),

E, =V(E,)grad ¢ + grad pp(E,). (3.73)

On observe, aprés calculs, que

faIYen (grad ngD(EU)>

_ (V(grad ¢p (03 E,)) rot ¢ — grad ¢ (grad ¢p (93 Ey))

. ) =0. (3.74)
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En utilisant le fait que la décomposition ( ) est orthogonale pour le produit scalaire
usuel dans L?(2)2, on déduit de cette observation que

Ro={E eV | E, =gradpp avec ¢p € L*(Q) et grad pp € L*(Q)?, ¢p=0 sur '},
So={E€V | E, =Vgrad¢ avec V € H'(R)}.
Equation des télégraphistes. L’équation des télégraphistes s’obtient en utilisant dans
( ) des fonctions tests dans Sy, c’est-a-dire dans I'espace des solutions propagatives.
Ce cas particulier de la théorie développée Section illustre bien l'intérét de spécifier
I’espace des solutions propagatives et les équations régissant uniquement les composantes

propagatives de la solution. La décomposition de la solution limite en composantes propa-
gatives et non-propagatives s’écrit

Eso(x,t) = Vo(z3,t) grad ¢(z,) + grad ¢ p o(x, t)

Comme expliqué, on choisit E tel que E, = f/gradqb avec V e H Y(R) et F5 = 0 dans
(3.72). La formulation variationnelle que 'on obtient pour Vy(z3,t) & une forme simple
grace au fait que

QoG1 (ESO) —00Cy (Vo gra<3¢(wa)> _ V(oW gr&dogb(xg))rotgb

rot ¢

On obtient, pour tout V € H*(R),

/V()Vd:c3+/83V083de3+d/aVOV|grad¢|2dx

dat?
+ 1d/ ograd opy - Vgrad ¢ dx = f(at Jos Verad ¢) 2, (3.75)
Cdt ’ C
ou
C = |lgrad ¢|72 (52
Par ailleurs, on obtient une équation sur grad ¢p o en choisissant dans ( ) une fonction

test dans Rg. On obtient
d? . d -
— [ gradypg-gradppdx+ — [ ogradppg - grad ¢p dx
dt? Jq ’ dt Jo ’

dt JVOVqﬁ gradgppdx—/ﬁtjg grad p dx. (3.76)

Interprétons maintenant ( ), cette équation peut s’écrire sous la forme forte de la fagon
suivante

1 1
8t2V0 - 8§VO+G3tVo+C/Jgrad(‘)tga[),o-grad(bdx:C/atja-gradqbdx (3.77)
b )
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avec

Glar) = [ o(rarea) lerad o) da. (3.78)

Les trois premiers termes de ( ) représentent une équation d’ondes amortie classique.
Ici le terme d’amortissement G dépend de la conductivité et donc de 3 & travers la défi-
nition ( ) qui fait intervenir la fonction ¢. A noter que si o est homogéne en z, alors
R(x3) = o(x3). Le dernier terme de (3.77) est un terme de couplage entre les composantes
propagatives et non-propagatives (voir Figure pour une illustration de son importance).
Comme expliqué Section , ce terme peut étre remplacé en utilisant 1’équation ( ).
On obtient alors une équation non locale en temps, exactement celle obtenue dans [SIS].
Pour finir, on peut remarquer que si o est homogéne alors I’avant-dernier terme de ( )
s’annule (on obtient ce résultat par I'utilisation de la formule de Green) et les composantes
propagatives et non-propagatives se découplent.

FIGURE 3.8 — Figure extraite de [SI8]. Instantanés de la propagation du potentiel électrique limite
dans un cable coaxial. La section du céble est considérée circulaire, la conductivité est nulle dans
une couronne en contact de la frontiére intérieure et vaut 0.5 dans une couronne au contact de
la frontiére extérieure. En pointillés, est représentée la solution ou le terme de couplage avec les
termes d’effets & mémoire ( ) est négligé. On peut ainsi observer 'importance de ce couplage
qui génére de la dissipation et de la dispersion.

3.3.5 Approximation quasi-statique en piézoélectricité

Une application industrielle : la modélisation de capteurs piézoélectriques. J'ai
abordé la question de 'approximation quasi-statique en piézoélectricité dans le cadre de
la modélisation de capteurs piézoélectriques. Les capteurs piézoélectriques sont constitués
d’un assemblage de barreaux piézoélectriques, entourés latéralement de résine et plaqués
d’électrodes permettant leur activation électrique (voir Figure et Figure ).

Dans [SI10] nous nous sommes intéressés a la modélisation d’un barreau isolé, mais dans
une étude antérieure [SI2], nous avons abordé 1'étude compléte des équations régissant le
comportement global du capteur. En particulier, nous nous sommes posés la question de
la justification des équations piézoélectriques telles que fréquemment rencontrées dans la
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Electrodes
Barreaux

P v 2 2 :
T folr i foi Piézo electrlques
i v 7 S [ i

J

Electrode

FIGURE 3.9 — Schéma d’un capteur piézoélectrique multi-éléments. Chaque électrode supérieure
peut exciter électriquement un paquet de barreaux piézoélectrique. Par un jeu de retard temporel
sur les excitations, il est possible de générer des ondes qui focalisent comme représenté Figure 3.10.

littérature et qui correspondent, en fait, & un régime quasi-statique. Comme déja men-
tionné en introduction de la section 3.3, les matériaux piézoélectriques convertissent les
variations de champs électriques en variations mécaniques et réciproquement. Du point de
vue des équations aux dérivées partielles, il existe un couplage entre équations de Maxwell
et équations de I'élastodyamique (3.29). Un objectif préliminaire a été de justifier dans ce
cadre 1a le régime quasi-statique généralement considéré. Je montre dans cette section que
ce probléme est bien un probléme double-échelles et que son analyse rentre dans le cadre
abstrait présenté Section 3.2.

FIGURE 3.10 — Simulation de capteurs piézoélectriques réalisée en éléments finis de hauts degrés.
Dans le cas 2D et 3D, le capteur génére une onde qui focalise dans le milieu de propagation (dans
la simulation de gauche, le milieu est entouré de couches parfaitement adaptées, voir Section 5.3).

Problémes double-échelles. La premiére étape est, en partant des équations de la pié-
zoélectricité sous la forme (3.29), d’obtenir un systéme d’ordre 2 en temps. En éliminant
le champ magnétique des équations, nous obtenons le systéme suivant :

€ O?E 4 curl plcurl E 4 d*c(dyv) = 84§, Qg x [0,T7,
(3.79)
p0}v —DivCe(v) + Divd O,E = o,f, Q x [0,7T].

Nous renvoyons le lecteur vers [SI2] pour le processus d’adimensionnalisation de ces équa-
tions et donnons ici directement le résultat. En supposant le rapport des vitesses des ondes
élastiques trés petit devant les ondes électromagnétiques (hypothése assurément raison-
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nable!) nous obtenons, aprés adimensionnalisation, la famille de problémes suivante

O?Es + 00;Es + 6 2 curlcurl E5 + d*e(dyvs) = 04§, dans Qg x [0, T],
(3.80)
0?vs — Div Ce(vs) + Divd 6:Es = Oif, dans Q x [0, T.

ou, pour simplifier, on a supposé la densité, la permittivité et la perméabilité relatives
du milieu constantes et égales & 1 (aprés adimensionnalisation). En prenant en compte
les conditions aux bords (3.31) avec I'y = I" et (3.32), la formulation variationnelle du
probléme s’écrit : trouver (Es,vs) € Ho(curl; Qg) x HY(Q)?3, tel que pour tout (E,v) €
Hy(curl; Qg) x H'(Q)3,

d? - d a - E
@(Ed, E)r2Qps + %(0 Es, E)r20p)s +6 ?(curl Es, curl E)r2(ap)s
d ~ -
+2; (5(vs), AE) 1 g0 = (9. B) 120y,
. (3.81)
@(Vg, {I)LQ(Q)B + (C e(vs), 5(‘7))[/2(9)?%3

d
dt

En posant H = L*(Qp)3 x L?(Q)3 et G = L*(Qp)? x L2, (2)**3 équipé du produit scalaire
L? usuel et en définissant 'opérateur fermé

Gs® = G5 (E) - (;‘ilj) ., D(Gyg) = {@ - <E> € Ho(curl; Qp) x H1(9)3},

le probléme ( ) peut s’écrire sous la forme d’un probléeme double-échelles : trouver
®;(t) € D(Gs) tel que, pour tout ® € D(Gy),

(e(¥),dEs) 12 g5 = (Of, V) 12(0)s-

2

d - . . d -
72 (@5, ) 0 *(Gs ®5,Gs ®)g + Si00(®s, @) =0, (3.82)

E - (E
avec, en posant B = L3(Qg)3 x H(Q)3, pour tout ® = < ) eEBet ® = ( ) € B,
v v

bO(q)v ‘1)) = (GEa E)LQ(QE)?’ + (E(V)a dE)L2(Q)3 - (5(G)>dE)L2(Q)3'

Pour montrer que le probléme (3.82) est rigoureusement un probléme double-échelles
comme défini, il faut montrer que G est une suite d’opérateurs double-échelles. On in-

troduit
E curl E E 0
w0)-(F) @) (o)

ou les domaines Gy et Gy sont définis par
D(Go) = Ho(curl; Q) x L?(Q2)3,
D(G1) = L*(Q)? x HY(Q)3.

On observe que les opérateurs Gg et (G1 sont bien définis de maniéres denses et fermés. Par
ailleurs D(Go) N D(G1) = D(Gs) et donc on déduit que Gs = Go + 0G1 = Go + 0Gy et
donc que Gg est bien une séquence d’opérateurs double-échelles.
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Séparation d’échelles stricte et probléme limite. On vérifie aisément que la sépara-
tion d’échelles stricte ( ) est vérifiée. En effet, les opérateurs Gy et G1 sont complétement
découplés, Gy n’agit que sur le champ électrique et G que sur le champ de vitesse. Le
couplage vient de la forme bilinéaire by qui est ici définie sur un espace intermédiaire entre
Vs = D(Gs) et ‘H. Comme la séparation d’échelles est stricte, il n’y a aucune propriété
de densité supplémentaire & vérifier et on a VOO = KerGo N D(G1) et Hy = KerGy. Le
probléme limite s’écrit : trouver (Eqo(t), vo(t)) € V), tel que, pour tout (E,v) e V)

d? - d - d - -
—5 (B0, E) 20,08 + = (0 Eo, E) 120,08 + = (6(V0), A E) 15 s = (044, E) 200,03
dt dt dt @)

d? . C - d
@(VO»V)LQ(QP + ( 5(V0)75(V))L2(9)3x3 T
Le probléme limite, sous cette forme, n’est pas forcément trés utile, tant du point de vue
de la compréhension des équations, du calcul que de la comparaison avec la littérature.
Cela vient du fait que ’espace VOO doit étre explicité. En utilisant le théoréme 2.7 et le

corollaire 2.9 du chapitre 1 de [35], on déduit que

(6(\7), d EO)L2(Q)3 = (8tf, G)LQ(Q):} .

KerGoy={Vyp | p € H,i(QE)}

avec
Hi(QE) ={pec H(Qp)/R | Vo xn=0sur I'g}.

Il est donc possible d’écrire le probléme limite sous la forme plus explicite suivante : trouver
po(t) € H(Qp) et vo(t) € H'(Q)?, tel que, pour tout ¢ € H1(Qp) et v e H'(Q)?,

2

- d -
@(V(po, V‘P)LQ(QE)‘Q’ + %(U Vo, VSO)LQ(QE)3
d ~ . o~
+£ (E(VO), d VSO) L2(Q)3 = (at.]v VSO)LZ(QE)S’
; (3.83)
ﬁ(VO, {’)L2(Q)3 + (C 5("0)7 6(‘~/))[/2(Q):3><3
d

—a (5(‘7)7 d VSOO)L2(Q)3 = (atf? ‘?)L2(Q)3‘

Dans le cas ot la conductivité électrique est nulle, c’est a dire,
oc=0,

le systéme ( ) peut se simplifier. En supposant, pour simplifier I’exposé, les conditions
initiales nulles et les termes sources nuls autour de t = 0 et en ré-introduisant le déplace-
ment élastique donné par

t
110:/ VO(S)dS>
0

on obtient alors les équations de la piézoélectricité (en régime quasi-statique) comme fré-
quemment rencontrées dans la littérature (voir [418, 51| : trouver (po(t), up(t)) € H% (Qp) x
H'(Q)?, tel que, pour tout (@, 1) € H) () x H'(Q)?,

t
(VSOOa v@)L2(QE)3 + (8(110), d V(/B) L2(Q)3 - (/0 j(S) ds, V@) L2(Qg)3’

d? - - - -
@(UO» u)LQ(Q)3 + (C 6(“0)7 E(U))L2(Q)3x3 - (E(u)a d VSOO)L2(Q)3 = (fv u)L2 (Q)3-
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Il s’agit d’un probléme quasi-statique, ot, & chaque instant ¢, le champ électrique est donné
par Vo (t), le potentiel ¢o(t) étant solution d’un probléme de Laplace avec termes sources
provenant, sur g, de la densité de charges j et sur €2, du tenseur des déformations associé
au champ de déplacement ug.

3.4 Discussions et perspectives

3.4.1 Homogénéisation périodique

J’ai choisi de parler dans cette section du cas des problémes d’homogénéisation pério-
dique, car d’une part ma contribution sur ce sujet dans le cadre des problémes d’ondes est
légere (voir tout de méme mes travaux de théses [SI1], ainsi que [SI18], [SI23] et Section

pour des études dans le cadre de problémes de réaction-diffusions) et d’autre part je
vais donner une présentation incompléte d’un cas académique en une dimension d’espace.
L’homogénéisation est par ailleurs déja trés bien traitée dans la littérature pour de nom-
breux cas différents et par de nombreuses approches différentes et il est difficile de citer de
fagon exhaustive ’ensemble des contributions sur ce sujet. S’il ne faut en retenir que trois,
mes préférences vont vers [12], [3] et [23].

La formulation variationnelle du probléme que je considére est donnée par : trouver
us(t) € H(0,1) tel que, pour tout v € H(0,1),

d2

22 (U5 0)22(0,1) + (150215, 050) 12(0,1) = (V) L2(0,1)- (3.84)
Le probléme est complété par des données initiales pour ug et sa dérivée en temps. La
fonction ps est bornée inférieurement par une valeur strictement positive et est donnée par

(@) = o, 5 — 151)

otl po(x,y) est définie presque partout sur (0,1)2. L’idée consiste a plonger la formulation
(3.84) dans le domaine (0, 1)2. Pour cela, on introduit tout d’abord ’espace des fonctions
continues de deux variables périodiques dans la deuxiéme variable,

Coy = {u e C°([0,1)?) | u(x,1) = u(x,0), = €[0,1]}

ainsi que I'espace des fonctions de H = L?((0,1)?) dont la dérivée oblique seulement est
dans H, plus précisément,

H=1L(0,1)?% HY={ucH| (9:+05'9,)ucH}

Cet espace est un espace de Hilbert pour une norme et un produit scalaire qui se déduisent
aisément. Finalement, 'espace de travail Vs est construit comme un sous-espace de H°
et est donné par

Vs = mll'\\m,a.

On peut maintenant introduire la formulation variationnelle suivante : trouver us(t) € Vs
tel que, pour tout v € Vs,

d? _ _
22 (s, V) r2(0,1)2) + (ko (0 +6 L0y us, (O +0710y) v)12((0,1)2) = () L2((0,1)2)- (3.85)
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Comme précédemment, le probléme est complété par des données initiales pour ug et sa
dérivée en temps. Il n’est pas aisé d’établir rigoureusement le lien entre (3.85) et (3.81)
méme si, formellement, on s’attend a avoir

T x

us(z) = us (33, 5 LgJ)-

Cette question reste une perspective (dont l'importance de ’enjeu reste a déterminer).
Cependant, il est intéressant de constater que ( ) est une formulation d’un probléme
double-échelles (3.8) avec, G = H = L*((0,1)?) muni du produit scalaire & poids g et

Gs = Go +0G1, D(Gs) = Vs,

un opérateur fermé ou formellement Gou = Oyu et Giu = Jyu. Il est raisonnable de
conjecturer que ces opérateurs sont rigoureusement définis par

Gou = Oyu, D(Go) ={ueM | OyueH, u(xz,0)=u(x,1) dans (0,1)}
avec
G1u = 0yu, D(G1)={ueHH | OyuecH}
L’opérateur adjoint de Gy est donné par

Gou = —0y(po u)

avec

D(Gy) ={ueH | 0y(nou) € H, u(x,0) = u(x,1) dans (0,1)}.

L’opérateur de projection orthogonale @y (pour la norme dans G) dans Ker Gjj est alors
donné par

Qo:G— KerGj, Qou= ,uo(f/lv,y)</ol ,Uo(f/lU,y) dy)_1</01u(a:,y)dy).

Pour faire court, on va supposer que la séparation d’échelles faible est vérifiée et, en obser-
vant que Ker G correspond aux fonctions indépendantes de y, définir directement

V= D(Qo G1) NKer Gy = {u € H,0,u € H, Oyu =0 dans H},

et pour tout u € VOO,

. 1 1 1 -1
Giu=— /d O, u.
QoG M0< 0 Ho(z,y) y>

On observe alors que le probléme limite s’écrit : trouver ug(t) € V{ tel que pour tout
v €V, on ait
d2

22 (0, 0)12(0.1) + (Qo Gruo, Qo Grv)g = (f,v) 220,

ou
1

(Qo Grug, Qo G1v)g = /01 (/01 o) dy) _lu(x) v(zx)dz.

Le probléme limite est donc un probléme de propagation d’ondes avec pour vitesse la ra-
cine carrée de la moyenne géométrique de pg (I'inverse de la moyenne des inverses). C’est
exactement le résultat bien connu auquel on s’attendait. II faut noter cependant que ce
résultat s’obtient sans passer par la définition d’'un probléme cellule qui est en fait caché
dans la définition de 'opérateur de projection (Qy. Je conclus avec deux points :
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e l'analyse abstraite présentée Section nous donne gratuitement la convergence
faible de us vers ug (le lien avec ug est toujours a établir) ;

e la réécriture du probléme d’homogénéisation comme un probléme double-échelles
est un moyen d’étudier les différentes extensions que je mentionne dans le reste de
la section et de comparer, a un niveau abstrait, ce type de problémes double-échelles
aux autres présentés en Section

3.4.2 Généralisations

Les résultats de convergence vers le probléme limite présentés Section se généralisent
directement au cas ot I’on considére des perturbations réguliéres de la famille de problémes
(3.8) (par perturbations réguliéres, je sous-entends que les espaces fonctionnels impliqués
restent inchangés). Pour étre plus précis, la famille de problémes ci-dessous entre dans le
cadre de la théorie développée :

d? d

@TR(S(U&, U) + CL&(’U/(S, 7U) + %b(S(u(sa U) = (f(57 U)H? D/((): T)a

us(0) = ul, (3.86)
i5(0) = ug,

ou, pour tout (u,v) € Vs x Vs,
a(g(u,v) = 5_2((1 + 'ya(é) 55) Gsu,Gs U)g,

avec Ss un opérateur borné (uniformément par rapport a §) auto-adjoint dans G et 7,(d)
une fonction scalaire continue qui décroit de fagon monotone lorsque § décroit. De méme,
pour tout (u,v) € H X H,

ms = (I +vm(6) Ms)us, v)x,

avec Ms un opérateur borné (uniformément par rapport a d) auto-adjoint dans H et v, (9)
une fonction scalaire continue qui décroit de facon monotone lorsque d décroit. Finalement

V (u,v) € Vs x Vs,  bs(u,v) = bo(u, v) +75(0) br,s(u, v)

ol 7,(d) est une autre fonction scalaire continue qui décroit de fagon monotone lorsque &
décroit et by 5 une forme bilinéaire continue (uniformément par rapport a ¢) de B x B dans
R tel que

V(u,v) € BxB, 0<bs(u,u), [bs(u,v)| < [lullsv]s.

Avec ces hypothéses, on peut garantir que les solutions de la famille de problémes ( )
sont bien uniquement définies et satisfont la régularité (3.7) pour ¢ suffisamment petit. Les
solutions ugs de (3.80) vont converger vers la solution ug du probléme limite (3.17) sous les
mémes conditions que celles évoquées Section

3.4.3 Correcteurs, couches limites et modéles effectifs

Je décris dans cette section des observations tres formelles que j’ai pu faire et qui mé-
riteraient, selon moi, d’étre étudiées en détail.
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Le correcteur d’ordre 1. Une question intimement liée & I’obtention d’estimations d’er-
reur, et bien abordée dans la littérature lorsqu’il s’agit d’étudier des problémes d’homogé-
néisation [1], est la construction de correcteurs. Dans la forme la plus simple, le premier
correcteur est un terme uq indépendant de ¢ tel que

ug + 0 up

est une meilleure approximation de ugs que ug. La détermination du correcteur u; est
généralement nécessaire pour démontrer une estimation de ’erreur us — ug dans les cas ot
la séparation d’échelles forte n’est pas vérifiée.

I1 est possible de montrer, au moins formellement, que la partie propagative du premier
correcteur satisfait la méme équation que le terme limite au terme source prés. Par ailleurs
dans certaines situations, ce terme est source ne dépend pas du terme limite ug et donc
le calcul du correcteur u; se fait de la méme fagon que le calcul du terme limite. C’est
notamment le cas lorsque (pour rappel Py est le projecteur orthogonal sur Ker Gy)

(I - Qo) G1 PO =0 ou Q() Gl (I - Po) =0. (387)

Notons que lorsque la séparation d’échelles forte est vérifiée nous avons (I — Qp)G1 = 0 et
donc en particulier (I — Qo) G1 Py = 0. Cependant, il peut arriver que (3.87) soit vrai bien
que la séparation d’échelles forte ne soit pas vérifiée (typiquement en homogénéisation,
Qo Gy (I — Py) = 0) ce qui fait de (3.87) un critére pouvant hiérarchiser les problémes
double-échelles dans la cas ou seul la séparation d’échelles faible est satisfaite.

Finalement, de maniére générale, le premier correcteur posséde une composante dans
(Ker Go)* N D(Gy), cette composante se calcule, en supposant que ug(t) € D(Gq), en
résolvant,

Vovée D(Go), (Go ul(t), Go U) = —(GluO(t),G(ﬂ)).

Le probléme ci-dessus correspond au probléme cellule dans le contexte de ’homogénéisa-
tion.

Couches limites. Les approximations corrigées du type ug 4+ d u1 ne corrigent pas d’effet
singulier tels que des couches limites |2, 29| qui existent dans la plupart des problémes
double-échelles que j’ai présentés dés que l'on considére des géométries ou des paramétres
complexes (coins, discontinuités). Ces termes de couches limites doivent pouvoir étre définis
de fagon abstraite en utilisant le formalisme présenté dans ce manuscrit. Il serait intéressant
de comprendre si une structure commune se dégage dans la définition de ces termes dans
les différentes applications rencontrées ici.

Modéles effectifs. Une question importante que je n’ai pas encore mentionnée est la
construction de modéle effectif. En effet, ’approximation de us en utilisant deux correc-
teurs, c’est-a-dire par ug + dui 4+ 62ug présente deux désavantages.

e Premiérement, en pratique, trois calculs sont nécessaires, le premier pour calculer
up, le deuxiéme pour u; et le dernier pour us. A chaque étape, les termes sources
de I’équation a résoudre sont obtenus aux étapes précédentes et dépendent donc de
up pour le deuxiéme calcul puis de (ug,u;) pour le dernier.

e Deuxiémement, comme expliqué récemment dans [4] des phénomeénes de croissance
en temps non-désirés se produisent. En effet, comme wug est une approximation de
ug, qui a priori peut croitre linéairement en temps longs (méme si le terme source est
a support compact en temps) alors, u1, qui dépend linéairement de ug peut croitre
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quadratiquement en temps long et ainsi de suite pour us.

Pour remédier a ces deux problémes, il est classique d’introduire la notion de modéle
effectif. On va construire une approximation us s, plus simple a calculer que u; et telle que
la solution ug du probléme initiale satisfait, formellement,

g5 = ug + duy + 6%ug + O(5?).

Ainsi, en un unique calcul on obtient une approximation de ug en principe aussi précise
que l'utilisation de deux correcteurs. Comme cette solution est par construction la solution
d’une unique équation, on s’attend a ce que le phénoméne de croissance en temps, dite
séculaire, ne se produise pas. Ces observations ont été faites dans le cadre de I’homogénéi-
sation, [1] mais s’adaptent sans aucun doute au cadre abstrait double-échelles.

3.4.4 Probléme multi-échelles

Une autre thématique avec de fortes retombées applicatives est la prise en compte de
plusieurs échelles (plus que deux) dans la formulation. En théorie, les situations que 1'on
peut rencontrer sont trop nombreuses pour étre listées, mais en pratique j’en ai rencontré
deux que je décris ci-dessous.

Forte dissipation. Dans [SI27] nous avons étudié la prise en compte de effet de peau pour
la propagation d’ondes électromagnétiques dans des cébles coaxiaux. Cet effet correspond a
la dissipation du champ électromagnétique proche des matériaux & trés forte conductivité
qui entourent le cdble. D’un point de vue abstrait, ’équation d’ondes sous-jacente & la
forme suivante

d? 9 . d

E(u&ﬂ’ v)y + 0 “(Gs ugs .y, Gs v)g +1n %bo(u(sm, v) =0, (3.88)
o by est une forme bilinéaire de H x H (c’est-a-dire que B = H), non-négative et sy-
métrique. Le paramétre 1 est un autre petit paramétre, lié, dans le cas de l'application
mentionnée & I'inverse de la conductivité des milieux & forte conductivité.

Echelles mélangées. Une autre application qui entre dans le cadre des problémes multi-
échelles est I’étude de la déformation de la paroi des artéres sanguines due au passage du
flux sanguin. Les parois artérielles sont assez fines et sont quasi-incompressibles (comme
beaucoup de tissus humains). Si l'on considére une artére droite infinie, les équations
élastodynamiques linéarisées en coordonnées polaires et en oubliant l'effet de courbure
le probléme, on obtient un probléme de propagation d’ondes dans des plaques isotropes
(voir Section ) ou le premier parameétre de Lamé, A, est supérieur, de plusieurs ordres
de grandeur, au deuxiéme parameétre de Lamé p. D’un point de vue abstrait, ce type de
probléme peut s’écrire

d -2, -2

@(ué’"’ V) + 6 0 (Gspusy, Gsnv)g =0 (3.89)
avec, formellement,

Gsyn = Goo+1nGo1+6G1o+dnGip,

ou par exemple J est lié a I’épaisseur de la plaque et 7 le rapport p/A.

Discussions. L’étude abstraite de (3.8%8) et de (3.89) souléve, outre la définition d’un cadre
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abstrait adapté, plusieurs questions propre a la thématique des problémes multi-échelles :
faut-il construire un probléme limite en passant a la limite sur # puis sur 6 7 Ou l'inverse ?
Les limites commutent-elles 7 Faut-il poser n = By dP avec p > 0 et [y proche de 1, puis
passer a la limite 7 Comment construire les correcteurs 7 L’ensemble de ces questions sont
des perspectives trés intéressantes avec des retombées applicatives immédiates.
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CHAPITRE 4

Discretisation en temps de problémes double-échelles
semi-discrets

4.1 Objectifs et remarques préliminaires

Introduction. Dans ce chapitre, je présente différentes stratégies de discrétisation en
temps de problémes double-échelles (3.1). Je mentionne briévement quelques aspects de la
discrétisation en espace, mais la majeure partie de ce passage nécessaire sera occultée pour
présenter directement mes contributions. L’objectif de chapitre est donc de présenter des
schémas en temps pour approcher us solution de (3.1) de fagon robuste par rapport a §. Par
robuste, je sous-entends que les propriétés du schéma (stabilité, complexité algorithmique,
consistance) ne dépendent pas, ou peu, de 0.

Pour tout h appartenant & un ensemble s’accumulant autour de 0, nous supposons
donné un espace Vj de dimension fini équipé d'un produit scalaire (-,-)s. Le systéme a
discretiser est le suivant : pour tout ¢ € [0, T], on cherche usy, € C2([0,T7];V}) satisfaisant,

iig (1) + Asp usn(t) + Brisn(t) = fr(t), (4.1)

avec pour données initiales
usn(0) = up, t5n(0) = . (4.2)

Dans (1.1), I'opérateur As, est un opérateur de £(V},) auto-adjoint positif, et By, € L£(V},)
est un opérateur positif. Il est classique de montrer que si f, € C*([0,T];V4), k € N, alors
il existe une unique solution a (1.1, 1.2) et elle satisfait

usn € C*F2([0,TT; V).

Comme nous nous plagons dans le cadre de problémes double-échelles, nous supposerons
que
Ash = 5_2A0,h + 5_1141,}1 + Ao p. (4.3)

ou les opérateurs de cette décomposition sont linéaires, bornés et auto-adjoints. Pour les
discrétisations en temps de (1.1, 1.2) que je vais présenter, je ne mentionne que les proprié-
tés de stabilité. Les propriétés d’approximation et les résultats de convergence ne seront
pas évoqués dans cette partie. Pour ce type d’analyses je renvoie le lecteur vers [SI17] ou
[TH4]. A noter que si I'on ne cherche pas & expliciter la dépendance du petit paramétre
0 dans les résultats, alors I’analyse de convergence se déduit classiquement des proprié-
tés de stabilité et de consistance. Par contre, si on cherche & estimer cette dépendance,
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alors 'analyse de convergence est difficile, car elle se couple avec I'analyse asymptotique
(voir [TH4| ot nous avons proposé une étude de convergence pour la construction de
schémas implicites-explicites décrits Section appliqués a la propagation d’ondes dans
des plaques, Section ). Pour ces cas la, une analyse abstraite reste a faire et est une
perspective intéressante. Cependant, dans certaines situations (par exemple, lorsque la sé-
paration d’échelles forte est satisfaite) ce type d’analyses se rapproche fortement d’analyses
de convergence de discrétisation en temps de problémes de Stokes (voir [38]).

Eléments méthodologiques. Tous les schémas présentés s’appuieront sur une discréti-
sation fixe de l'intervalle temporel [0,7T]. Plus précisément, on suppose un pas de temps
At > 0 donné (qui satisfera éventuellement une condition de stabilité dite condition CFL),
tel que si on définit t" = nAt € [0,7] avec n € N alors T = ¢V pour un certain N € N et
N > 1. On cherchera alors & construire des approximations ug ;, des solutions aux instants
t", c’est-a-dire usp(t"). Ces approximations seront consistantes a 'ordre 2 en temps Sec-
tion puis d’ordre 4 Section

L’analyse de stabilité de schémas qui sera proposée se fera systématiquement avec la

N

méme stratégie. Cette stratégie consiste & vérifier qu’'une énergie discréte en espace et
en temps, notée EZH/ 2, qui approche I'énergie du probléme semi-discret &, (t" + At/2),
satisfait un équivalent discret de la relation d’énergie associée a (1.1), c’est-a-dire,

£alt) +Dult) = a0)+ [ (), (), (4.4

ou
1. 9 1 ¢ . .
gh(t):5”“5,/1”h+5(A5,hu57h’u5,h)h et Dp(t) = [ (Buisn(7),sn(7))ndr.  (4.5)
0

Par inspection de (1.5), on voit que ’énergie est une forme quadratique positive par rap-
port & la solution. Ce caractére positif pourra étre perdu par 'approximation &, (t" + At/2)
si le pas de temps est choisi trop grand. Dans les cas que je vais présenter, la condition de
stabilité du schéma s’obtient comme une condition sur le pas de temps (condition CFL)
pour que Iénergie &, (t" + At/2) soit positive indépendamment de la solution.

La condition de positivité de I’énergie se démontre en utilisant le rayon spectral de
I'opérateur A (qui n’a que des valeurs propres réelles positives) que I'on note psp. On
aura besoin, épisodiquement, d’utiliser une propriété qui est généralement satisfaite lorsque
I’on discrétise des problémes double-échelles

V>0 £ Ay, <n to Aoy +n Ao, (4.6)

ou l'inégalité a lieu au sens des opérateurs auto-adjoints et se démontre, sur des cas pra-
tiques, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et de Young. Pour finir, on définit p; 5, les
rayons spectraux de A; j,. Les conditions de stabilité CFL que nous obtiendrons seront de
type hyperbolique, c’est-a-dire, que si h représente un pas de discrétisation éléments finis,
et si pl_é = O(1/h?) (ce qui est le cas pour la discrétisation d’opérateur d’ordre 2) alors
nous avons At < O(1/h) (ici la dépendance en ¢ dans la condition de stabilité est volontai-
rement passée sous silence). Finalement si I’'on note p; j, le rayon spectral de § *ZAo,h+A2,h,
nous supposerons que dans certaines situations bien particuliéres de séparation d’échelles
nous avons la propriété

P < max(8>pop s pan)- (4.7)
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Organisation du chapitre. Dans les sous-sections de la section 4.2 qui suivent (Section
1.2.1 & Section 1.2.5), je présente différentes variantes de schémas saute-moutons qui per-
mettent de discrétiser le systéme (1.1) a 'ordre 2. Ces sections s’appuient sur les travaux
présentés dans [SI3, SI4, SI17, SI32], [THA4] et [16, 36]. J'insisterais & chaque fois sur I'in-
térét des schémas proposés (en ce sens la Section 1.2.1 fait uniquement figure de rappel)
ainsi que sur les résultats de stabilité qu’il a été possible de prouver. Section 4.3, je pré-
sente des schémas qui s’appuient sur la technique de ’équation modifiée pour construire
des discrétisations en temps a l'ordre 4 de (1.1). La stabilité des schémas proposés sera
systématiquement analysée. Nous nous intéresserons d’abord a des problémes non dissipa-
tifs et sans terme de couplage (c’est-a-dire By, = 0) puis aborderons le cas plus difficile on
By, n’est pas nul (mais auto-adjoint).

Remarque sur la discrétisation spatiale. Pour finir cette introduction, je mentionne
quelques éléments & propos de mon expérience sur la discrétisation spatiale. Pour la dis-
crétisation en espace des problémes mentionnés Chapitre 3, j’ai utilisé des éléments finis
spectraux d’ordres élevés avec condensation de masse. Ces schémas ont été introduits dans
[56] pour Stokes et se révélent trés efficaces pour les ondes, voir [24, 53], car ils permettent
d’obtenir, au niveau algébrique, une matrice de masse diagonale sans (ou presque, voir [32])
perte de consistance. Ce dernier point est important pour 'efficacité des schémas explicites
que je présente. De plus, pour la discrétisation des problémes de transmission (voir Section
5.2) des stratégies de types éléments mortiers (introduits dans [55] ont été utilisées. C’est
sur ces stratégies que j’ai développé a partir de 2010 le code Ondomatic qui a été ensuite
utilisé comme base pour le développement, par Alexandre Imperiale, d’une partie du noyau
de calcul du logiciel CIVA .

FIGURE 4.1 — Illustration d’une simulation éléments finis en élastodynamique (onde ultrasonore
dans un pneu) réalisé avec le code de calcul Ondomatic. Le milieu est homogéne a part dans la
partie centrale ot sont présents des inclusions rigides. Des éléments finis spectraux d’ordres élevés
sont utilisés ainsi que des couches parfaitement adaptées sur les cotés latéraux. Finalement, une
stratégie de pas de temps locaux est utilisée pour traiter les inclusions.

1. https ://www.extende.com/fr/civa-en-quelques-mots
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Chapitre 4. Discretisation en temps de problémes double-échelles semi-discrets

4.2 Le schéma saute-mouton et ses variantes

Schémas de démarrage. Tous les schémas présentés dans cette section sont des schémas
a deux pas de temps. Les inconnues aux instants n et n — 1 sont nécessaires pour calculer
I'inconnue & l'instant n + 1. Ainsi, lapproximation des deux premiers itérés ug,h et u};’ , est
nécessaire pour calcul la suite d’approximations. Ces deux premiers itérés se calculent en
utilisant les conditions initiales ainsi qu’un développement de Taylor, plus précisément, on
pose

. At? .
ugp = usn(0) et ujy, = usp(0) + Atis,(0) + T(fh(o) — Asnug , — Bontisp(0)),

on peut vérifier que u}; ;, est une approximation d’ordre 3 en temps de usy(At) ce qui
garantit que des méthodes consistantes & 'ordre 2 en temps pourront étre construites.

4.2.1 Schémas saute-moutons classiques : les /—schémas

Pour discrétiser en temps ’équation (1.1) I’approche la plus simple est 1'utilisation du
schéma saute-mouton ou #-schéma qui s’écrit, pour n € N*,

n+1__2un n—1 n+l _  n—1

Us h ugy, 5h
+ Aé,h{ugh}e + BhT = fr(t"). (4.8)

ou il a été introduit la notation suivante, pour tout 6 € R,
{vi}e = 0 vt 4+ (1 —20) v)l + vy L. (4.9)

Le schéma (1.8) est implicite pour toutes les valeurs de 6 sauf pour § = 0 ou il est explicite
pour des choix judicieux de discrétisations et pour certaines propriétés spécifiques de By,
(par explicite, il est entendu que du point de vue algébrique seulement des systémes linéaires
triviaux sont inversés). L’analyse de stabilité de ce schéma se fait en utilisant 1'égalité

1)1),2”rl - 2vp + U;L“l
4 At?

pour le réécrire sous la forme équivalente suivante : pour n € N*,

{viteo = {vi}s + At? (0

1 n n—1
— 2u57h + sy,
At?

1 ush
(10 +a2(0 - Z)A(;,h> : + Asn {uin}s

n+1 n—1

uglt —u
+ Bh% = fu(t"). (4.10)

Energie. Au schéma ( ) on peut associer une énergie discréte, consistante formellement
avec I'énergie semi-discréte (1.5). Cette énergie discréte est donnée par

+1 n n+1 n
+1 1 “?,h —Ushp Usp T Ush
& * = (Ih + A8 (0 - Z)A‘S’h> At At )h
P T
8,h sh Ush 8,h

Cette énergie satisfait une relation consistante avec la relation d’énergie semi-discréte (4.1)

k+1 uk—l

+3 +3 I« Us,n 8,
& T =& Y () ),
k=1

(4.11)
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4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

1
ou le terme DZ+2 prend en compte les éventuelles pertes du systéme et est donné par

n k+1 k—1 k+1 k—1

+1 Usp —Uspn Usp —Usph
Dn 2: <B ) ) , ) ) > .
h kzl AL 2 At h

Condition de stabilité. Il est bien connu [19] qu'une condition de stabilité nécessaire et
suffisante est la positivité de I’énergie, c’est-a-dire,

1 1
L+ A2O0-)Asn >0 & (It AR(0— ) Asn)vnsvn) 20, Yo, € Vi (412)

La condition ci-dessus est appelée condition CFL. On peut observer que pour At suffi-
samment petit ( ) est nécessairement satisfait, car Asp est borné. Lorsque ¢ > 1/4,
la condition de stabilité (1.12) est satisfaite, le schéma est inconditionnellement stable.
Lorsque 6 < 1/4, la condition de stabilité est équivalente a la condition

4
AtP< —— = 0(672n72).
(1 —40)pn,s ( )
On observe que les deux paramétres h et & peuvent faire que le pas de temps autorisé
dégéneére et le schéma devient trop coliteux. On va construire Section a Section

des schémas qui prennent en compte cet aspect particulier lié & la présence d’'un petit
paramétre dans le systéme.

4.2.2 Les schémas saute-moutons généralisés

Nous continuons ’exploration des discrétisations d’ordre 2 & deux pas de temps pour
le systéme (1.1) en s’intéressant aux familles de schémas introduites dans [SI17]. En nous
inspirant de la forme (1.10) du schéma saute-mouton standard, nous avons considéré les
schémas suivants

ught = 2ug), +ugy
Pr (A Asp) — At’Q 2+ Pp(At? Asp) Asp {Ug,h}i
un+1 o unfl
8,h 8,h
By ————2" = f(t" 4.13
+ B35, fu(t), (4.13)

ot Px(x) et Pp(x) sont des polyndmes dont les propriétés sont discutées ci-dessous. Intéressons-
nous tout d’abord & la consistance des schémas ( ). Par inspection, on déduit que si les
polynémes Py(x) et Pp(z) satisfont

PL(0) = Pp(0) = 1. (114)

alors le schéma (1.13) peut étre vu formellement, comme une perturbation a 'ordre 2 en
temps du #-schéma (1.8) avec § = 1/4. I’équation (1.11) est donc bien la condition de
consistance. A chaque itération du schéma ( ), Vopérateur

1 At
2 (At2 A(g’h) + ZPP (AtQ A(S,h) At2A5’h + ?Bh (4.15)
doit étre inversé. De maniére générale, c’est-a-dire sans hypothése sur Bj autre que sa
positivité, une condition suffisante pour que 'opérateur donné par ( ) soit inversible est
1
Pr(z) + ZPp(x)x >0, Yacl0,At?ps). (4.16)
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Chapitre 4. Discretisation en temps de problémes double-échelles semi-discrets

Une telle condition est nécessairement satisfaite a h et § fixé pour At suffisamment petit
grace aux conditions de consistance (1.11).

Energie. L’énergie associée aux solutions de (1.13) est donnée par

+1 n n+1 n
+1 usy T ugy Usp — Uy
& :<P’“(At2A5’h) At At >h
+1 n n+1 n
ugy Fug, ugy +ugy
+(’Pp(At2A5,h) Asp— 2 , — 5 )h’ (4.17)

et, avec cette définition, la relation (1.11) est satisfaite pour le schéma (4.13). Une condition
nécessaire de stabilité est la positivité de ’énergie. Pour mieux caractériser cette condition
a partir des polynoémes Py, et P, on définit un parametre o comme suit

a=sup{f>0|Vael0ps], Plz)>0 et Py(x)>0}. (4.18)

Comme Pp(0) = P,(0) = 1, on déduit que a > 0 et peut éventuellement étre infini. La
condition

A< 2 (4.19)

Ps,h

garantit la positivité de I’énergie EZJF% comme définie par (1.17).
Stabilité uniforme. La positivité de I’énergie ne montre pas directement que le schéma
est stable (c’est-a-dire que sa norme dans Vj, reste bornée). De plus, il n’est pas claire que
lorsque At se rapproche de sa valeur limite la stabilité du schéma ne se dégrade pas. Nous
avons montré dans [SI17] qu’il était possible de déduire des relations de stabilité uniformes
(dans le sens que je viens de décrire) lorsque les conditions suivantes étaient vérifiées :

I'inégalité ( ) est satisfaite et il existe deux intervalles disjoints Iy, et I, de R tels que,
Iyul,=10,a
et deux scalaires Cy, et C), de R tels que
0<C, <Pilzx), Veel, et 0<Cp<zPyx), Vzel,. (4.20)

Avec cette condition, (1.10) est nécessairement vraie et nous avons montré la propriété de

stabilité
n+1 n—1

U —u nel n_1
H = 2At = Hh < 7\[2(\/5h+2 + \/gh 2) (4~21)
et "
L 1
VETE <V ER VALY | fu(t)ln (4.22)
/=1
ol

=

_1 _

Les estimations (1.21) et (1.22) sont importantes et ne semblent pas avoir été proposées sur
des systémes abstraits avant nos travaux dans [SI3] et [SI17]. Je vais donc me paraphraser
légérement : les estimations (1.21) et (1.22) sont bien uniformes dans le sens ou elles ne font
pas intervenir la condition de stabilité directement, c’est-a-dire que lorsque At approche
sa valeur maximale autorisée donnée par ( ), la majoration ne dégénére pas!
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4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

Je présente maintenant plusieurs cas d’applications de ces schémas : les #—schémas,
les schémas explicites et les schémas saute-moutons de Chebychev ainsi que leur variante
stabilisée.

Les 6-schémas. Les 6-schémas, présentés Section , s’écrivent sous la forme (1.13)
avec

1
Pr(z) =1+ (6 — 1) et  Pp(z) =1
On peut tout de suite observer que la condition de consistance (1.11) est satisfaite. Pour

I’étude de stabilité, il faut distinguer deux choix :

e Lorsque 6 > 1/4, les deux polynémes sont positifs donc o = +00 dans la définition
(1.18) et on peut choisir I, = [0, +oc]. On peut ainsi choisir Cy = 1 et C}, = +00
dans (1.20) et obtenir v = 1/2.

e Lorsque 0 < 6 < 1/4, on peut calculer, en prenant la définition (1.18) que

I, = [07 a(e))v Ip = [CL(Q), 04(0)],
alors C), et C};, sont tels que v < V2.

La famille des schémas explicites. En choisissant
Pplz) =1 — %Pp(x) (4.23)

on observe, grace a ( ), que l'opérateur a inverser a chaque itération est

At
In + 73h

et donc que le schéma est explicite en supposant que cet opérateur est trivial & inverser. On
observe également que la condition (1.10) nécessaire au calcul des itérés est trivialement
satisfaite. Le schéma (1.13) se réécrit

n+1 n n—1 n+1 n—1
Usy — 2Uzp + Usy poTU
At2

u
+ Py (AL Asp) Aspuly + Bh% = fu(t™), (4.24)

Avec le choix (1.23), la propriété de consistance P (0) = 1 est satisfaite nécessairement, la
seule propriété a vérifier pour la consistance est donc

Py(0) = 1.

De plus, la stabilité de la méthode est garantie si la condition ( ), cest a dire At? <
a/ps p, est satisfaite avec « le plus grand réel strictement positif tel que

Vzel0,a], Pplz)>0 et 1-— %Pp(x) >0,

c’est-a-dire
Ve e[0,a], 0<zPy(zr) <4
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Chapitre 4. Discretisation en temps de problémes double-échelles semi-discrets

Avec le choix ( ) on peut déduire I'existence d’intervalles Ij, et I, tels que la propriété
(1.20) soit satisfaite avec C), et C}, obtenus explicitement. En effet, en observant que
x

Pr(z) =1- pr(l“) < % =  2Py(x) >

U W~

nous pouvons en déduire, par continuité de Py(x) et Pp(x) qu'il existe Iy et I, tel que
la condition (4.20) soit satisfaite avec C}, = Cp, = 4/5. Pour ces schémas les relations de
stabilité (1.21) et (1.22) sont satisfaites avec

v =3V5/4.

Ce résultat n’est pas optimal (voir le cas de §—schéma avec 6 = 0 oil 'on avait v = /2),
mais ce qui est important ici est I'obtention, dans un cadre général, des bornes ( ) et
(1.22) avec une valeur de 7 indépendante de At, de h et de 0.

Les schémas saute-moutons de Chebychev. Pour définir ces schémas, qui sont des
schémas explicites (donc consistant et uniformément stables), le polynoéme P, est obtenu
par transformation des polynémes de Chebychev. En effet ces derniers présentent des pro-
priétés optimales d’equi-répartition de leurs racines dans 'intervalle [—1,1]. L’utilisation
des polyndémes de Chebychev, de cette fagon-1a, a d’abord été introduite pour des systémes
d’équations d’ondes dans [34, 50].

Pour définir les schémas, Py, sera choisi en utilisant (1.23) (car les schémas sont expli-
cites) et le polynome P, (x) sera choisi pour un paramétre £ > 1 fixé, par

:iﬁ‘ﬁﬂﬁ‘qﬁﬁyﬂ

ou Ty est le £-iéme polyndéme de Chebychev. On peut vérifier que Pp(x) est bien un polynéme
en utilisant le fait que Ty41(1) = 1. Les premiers polyndémes sont donnés par (voir aussi
Figure 1.2)

Pp(x) = Ppe(2)

T 6 1
7),1(95):1—?7 Pm(ﬂﬁ):l—?ﬂf‘F@@“Q’
et
20 8 1 50 35 10 1
Ppale) =1=Jqe+ g@" = mo' Ppalw) =1 o+ g’ — o’ + g’

On observe que P, ¢(0) = 1, la propriété de consistance est donc satisfaite. Par ailleurs, il
est montré dans [34] que

Vo e[0,40+1)%, 0<aPy(z) <4, (4.25)

et donc o = ay = 4(¢ + 1)? dans (4.20). On observe ainsi que la condition de stabilité de
ces schémas, déduite de (1.19) est donnée par

4(0+1)?
Pés,h '

At? <

(4.26)

Autrement dit, le pas de temps maximal autorisé augmente linéairement avec £ ce qui peut
paraitre trés favorable. En particulier on va pouvoir trouver ¢ suffisamment grand tel que,
pour toute valeur de At et de ps 3, la condition de stabilité (1.20) est satisfaite. Cependant
les coiits des schémas ( ) augmentent également linéairement avec ¢ car en pratique,
I'opérateur Asj, doit étre appliqué ¢ + 1 fois. L’intérét de ces schémas n’est donc pas clair
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4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

si on les utilise tels quels! En fait, on a montré dans [SI32] que la solution obtenue avec
les schémas (1.241) ott Pp(x) = Pp¢(x) coincide (pour un certain choix de donnée initiale et
sans terme source) avec la solution obtenue par le schéma saute-mouton standard calculé
avec un pas de temps At/(¢+ 1).

Les schémas saute-mouton de Chebychev stabilisés. Je présente ici une forme 1ége-
rement modifiée, dite stabilisée, des schémas présentés section précédente. Les schémas qui
sont construits ici sont des outils de base pour la construction de discrétisation en temps
locales (voir Section 5.2 ou [36]) ou stabilisées (voir Section ou [16]). Pour motiver la
construction de ces schémas, il faut repartir de la forme de I’énergie associée aux schémas
généralisés explicites

n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n
1 Usp —Usp Usp — Usp Usp tUsp Usp +u5,h)
h

= (M ), +(a
En STTTAE T At p T\ Ao 2 ’ 2

ou
Ms p, = Py (At2 A57h) =1 — ATtQ'Pp(At? A(;’h)A(;’h,

Asp = Pp(At? Asp) Asp,

sont des opérateurs de masse et de rigidité modifiés dont la positivité est nécessaire pour
la stabilité de la méthode. On peut vouloir, pour des raisons plutdt intuitives, que si
lopérateur Asj, est strictement positif alors 'opérateur Asy, le soit également pour tout At
satisfaisant la condition de stabilité. Or, pour les choix P, = P, 4, on voit que I'opérateur
A, peut avoir plusieurs valeurs propres nulles car P, ¢(x) a des racines sur U'intervalle
[0, o] (voir encore Figure 1.2). De méme, avec ce choix 'opérateur Mj ), peut posséder des
valeurs propres nulles ce qui peut paraitre contre intuitif. Pour remédier & ce défaut, il faut
choisir les polynomes P, de telle sorte que

sup |z Py (z)| <4 et VB<a, inf xPy(z)>0. (4.27)
z€[0,0] ’ z€[B,a]
Avec les propriétés ( ), on montre que Mg, est strictement positif et que toute valeur
propre nulle de A, est valeur propre nulle de As), et réciproquement.

J’ai présenté cette approche pour les problémes de discrétisation locale pour les équa-
tions d’ondes (voir Section 5.2 ou [SI32]) & la conférence ENUMATH 2017, puis elle a été
reprise par [10] et [36] dans des cadres trés proches. Plus précisément, nous avons proposé
une modification légérement différente des polynémes P, ; dans [SI32] comparé a ce qui est
proposé dans [16] et [36]. Je trouve que 'approche développée dans ces travaux est plus
adaptée au discours que je tiens ici et plus compléte d’un point de vue de I'analyse (je
donne notamment des estimations obtenues dans [16] et [36]). Soit v un petit paramétre
positif, on introduit la famille de polynémes (voir Figure 1.2)

o[ T (0 - %)
Vi) == |1—- ——— 1~ (4.28)
Pt T Te+1(57) ’

ol 6, et wy sont des parameétres positifs de décalage et de dilatation & définir. Ils dépendent
continiiment de v et satisfont, pour v = 0, 52 =1et wg = 2(£+ 1)2. On retrouve ainsi que
7321(:13) = Pp,e(z). Notons que Py ,(x) est bien un polynéme par construction, car 2P ()
s’annule en z = 0. Le choix

)

v
0) =14+ ——= et w/ =2—"——=
‘ C T Ta(8)

(0+1)2
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permet, d’une part de garantir les propriétés de consistance ( ). En effet, avec ce choix,
on trouve que

)

211—
Tes1(97)

=z + O(z?);

et d’autre part, d’obtenir les estimations suivantes : pour v € [0, 1],

v

2v . ¢ »
0+ 1)2)“}@

sup |z Py, (x)] <4— ou ay,
z€[0,al] P I+v

=(2+

et, pour tout 8 < «
2v

z€[B,a]

Dans [36] un encadrement de wy est donné, a savoir,
200+ 1)%e™” <wy < 2(0+1)2
Cet encadrement nous permet de déduire que le paramétre de stabilité « satisfait
400 +1)%e7 +2we™ <ol <4(04+1)2 +2v (4.29)

et est bien proche de 4(¢ + 1)? quand v est petit. La condition de stabilité est donc bien
trés proche de (1.20) et s’écrit

ot

A2 < —2.
P8,k
Pour résumer, au prix d’'une légére modification des polynoémes P, ¢, on peut obtenir des
schémas dont la condition de stabilité est trés proche de, ( ) mais pour lesquels les
opérateurs Msy, et Ay impliqués dans la définition de I'énergie ont de bonnes propriétés
de positivités.

FIGURE 4.2 — A gauche, illustration de la famille de polynomes xP, ¢(z) pour ¢ allant de 1 &4 4. A
droite, illustration de la famille de polynomes xP}’;’Z(:E) pour les mémes valeurs de £ et pour v = 0.1.
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4.2.3 Schémas implicites-explicites

Nous allons, dans cette section, et celles qui suivent, utiliser la décomposition (1.3) de
As . En effet, la condition de stabilité ( ) ne fait intervenir que psp, le rayon spectral de
As p, et n’utilise pas le fait que Asj, s’écrit comme une somme d’opérateurs pour lesquels
on pourrait apporter un traitement différent lors de la discrétisation en temps. Rappelons
que ’équation & discretiser s’écrit de maniére générale sous la forme
d? _9 1 d
Sz tns(t) + (672 Aop + 6" A+ Aop) usp(t) + 2y Pruns(t) = falt). (4.30)

Dans le cadre des schémas implicites-explicites nous pouvons distinguer deux situations :

e so0it le terme 5_2A0,h est pénalisant pour la condition de stabilité et peut-étre discré-
tisé implicitement sans trop pénaliser la méthode d’un point de vue cott de calcul ;

e s0it le terme 5_2A07h n’est pas trés pénalisant pour la condition de stabilité, par
exemple parce que la discrétisation spatiale est adaptée, voir Section , mais on
souhaiterait une condition de stabilité qui découple Agp, et Ay j,. Pour obtenir cela,
on va supposer d'une part que (1.7) est satisfait et, d’autre part, que cela ne nuise
pas a lefficacité de la méthode, de discrétiser implicitement le terme 61 Ay, ;.

En pratique, j’ai rencontré ces deux cas de figure : dans ’étude de la propagation d’ondes
électromagnétiques dans les cables coaxiaux [TH5] ou de I'élastodynamique dans les plaques
pour le premier point; dans la construction de schémas pour la propagation d’ondes élas-
tiques dans un milieu homogeéne isotrope mou [SI4], [SI21] ou [TH3] pour le second.

Discrétisation implicite du terme en 62, Dans [TH4] et [T15], nous avons introduit
la discrétisation temporelle suivante du systéme (1.30)

uppt = 2ud, Fugyt o
: Até +07% Ao {uiste
ush — s
+ 0T A ugy, + Apaugy, + By —5ap = /"), (431)

ou § > 1/4. Formellement, ce schéma est d’ordre 2 en temps. A chaque itération, 'opérateur

At
I, + At? 5720 AO,h + ?Bh (4.32)

doit étre inversé. Cet opérateur est toujours inversible pour § > 1/4 grace a la positivité de
Ao, et de By,. Dans certaines configurations bien précises, telles que la propagation d’ondes
dans des plaques ou des cables, Ay j, sont liées a la discrétisation d’opérateurs différentielles
dans la ou les directions qui correspondent seulement & la ou les petites dimensions du pro-
bléme. Grace a cette propriété, l'inversion de l'opérateur, donné par ( ), peut se faire
trés efficacement car on peut se ramener a l'inversion, en paralléle, d’opérateur locaux.

En réécrivant le schéma (1.31) sous la forme
us = 25 + Uy ush —Un'
M, : : : A s By —————— = fp(t" 4.33
d,h A2 + Angs {Ua,h}% + B 5 AL fn(t™) (4.33)
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avec

At?
Mé,h =1y — T((l — 4«9)(5_2/10,}1 + 5_1A1’h + Agyh).

1
En partant de (1.33), on montre que la relation d’énergie (1.11) est satisfaite avec 5,?+2

donné par

n+1 n n+1

n
+1 Usp —Usp Usp — Usp Usp
Sn 2 — (M 9 9 9 ) ) + A )
h d,h At ) At h ( d,h

+ ug,h ug‘jgl + ugh)
2 ’ 2 h:

(4.34)

La positivité de I'énergie s’obtient en imposant la positivité de Ms . Or, en utilisant (1.0),
on trouve, pour n > 0,

At? e
M(;’h > 1y — T((l — 40+ 1)5 2A07h + (1 + n)A2,h)'

Comme 0 > 1/4 il est possible de choisir > 0 tel que
1—40+n =0,

on peut alors observer qu’avec ce choix la condition de stabilité ne dépend pas de J et
s’écrit

AP A w11

- . 4.35
~ (14 n)p2n 0  pan (4.35)

Formellement on peut montrer que pour des raisons de consistance, 6 doit étre choisi le
plus proche possible de 1/4. Cependant, si 6 est proche de 1/4 la condition de stabilité
(1.35) dégéneére. En pratique, dans la simulation de la Figure 1.3, nous faisons le choix
0 =1/3 (et donc n =3 et At2 < 1/pap).

Explicite Impl.-Expl.

cost (s)

s 105A¢ | cost (s) || 10°At

2.1073 2.16 120 25.5 11

1073 1.08 242 25.5 11

51074 || 0.54 486 25.5 11

TABLE 4.1 — Comparaison des temps de calcul
FIGURE 4.3 — Instantané de la simulation de = mesurés pour la simulation de la Figure 4.3 pour
la propagation d’une onde dans une plaque différentes valeurs d’épaisseur de plaque . Colonne
isotrope mince d’épaisseur 26 (voir Section de gauche, schéma explicite (4.8) avec § = 0. Co-
3.3.3). lonne de droite, schéma (4.31).

Nous avons démontré dans [TH4|, dans le cadre de la propagation d’ondes dans des
plaques, une convergence espace-temps uniforme en 4, mais & 'ordre 1 en temps unique-
ment ! La preuve nécessite notamment une analyse asymptotique du probléme continu.
Etant donné les performances du schéma observé il n’est pas clair que ce résultat soit opti-
mal, cependant, il a tout de méme été observé une détérioration de la convergence en temps
du schéma lorsque § tends vers 0. La compréhension de ces phénoménes n’est toujours pas
acquise et demeure une perspective que nous essaierons de traiter dans [TH5].

66



4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

Discrétisation implicite du terme en §~'. Nous nous intéressons maintenant au
second cas mentionné en introduction de cette section. Ce cas correspond & une situation
ou h est adapté a d et il est possible de garantir que 5*2pg7h n’est pas grand par rapport
a pa . Le schéma proposé est formellement d’ordre 2 et s’écrit

upht = 2ug, +ugyt
R I
n+1 n—1
-1 n n Ush — Ysn n
+07 Avpfugpts + Aspugy + B —5 o = fu(t"). (4:36)
A chaque itération I'opérateur
At? At
My =TI + - STVAL+ 73,1 (4.37)
doit étre inversé. En observant que
At At? At
Msp = I, — 7(5 Ao+ Agp) + TAa,h + 73117

on peut garantir l'inversibilité de cet opérateur grace a la condition suffisante suivante

4
At < ———. (4.38)
0~ Psh
Si la propriété (1.7) est vérifiée, on en déduit une autre condition suffisante
4
At < : 4.39
max(02po,n ; P2,h) (4.59)
De plus, pour étudier la stabilité du schéma (1.306) nous le réécrivons sous la forme
un—l—l —2un, + un—l un—l—l . un—l
o,h 0,h 6,h o,h o,h
: O A {ul By Mt p 4.40
&b AL2 +Ans lusnts + B —5 4y Jn(t") (4.40)
ou
At?

Msp =1 — o (672 Ao + Aap).

La relation d’énergie (4.11) est satisfaite avec I’énergie définie par (1.31). La positivité de
I'énergie est donc acquise si Ms, est positif. Ceci est garantit sous la condition

At? < 4

— min ( 14 ) (4.41)
~ max(62po,n; P2,h) . '

6=2pon’ P2,
On observe que si la condition d’inversibilité (4.39) est satisfaite alors I’énergie est bien

positive. On observe ici que la condition de stabilité est bien découplé au prix du traitement
implicite du terme de couplage Aq .

On peut calculer le gain par rapport au schéma saute-mouton explicite, c¢’est-a-dire,
(1.8) avec = 0. Dans le cas purement explicite la condition de positivité de ’énergie est
I, — At?Asp/4 > 0 et, en utilisant (1.6) avec = 1, on peut montrer quune condition
suffisante de positivité est

At?
Iy — 7(5_2A0,h +Ayp) >0
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En utilisant maintenant la propriété (1.7), on obtient une estimation du type (1.11) a
un facteur 2/v/2 ~ 1.41 prés (c’est-a-dire que le pas de temps peut étre choisi 1.41 fois
plus grand pour le schéma implicite-explicite ( )). Ce gain n’étant pas exceptionnel, le
schéma implicite ne doit étre utilisé que si le cotit d’inversion de l'opérateur ( ) pour
6 = 1/4 est faible devant le cotit d’application des opérateurs Ag j, et Ay . Il se trouve que
cette situation a été rencontrée dans [SI4] (voir aussi Section ) ot Iopérateur A; j, se
trouve étre un opérateur n’agissant que sur la frontiére tandis que Agj et Agj sont des
opérateurs linéaires associés & des opérateurs différentiels volumiques.

4.2.4 Schémas explicites stabilisés

Les schémas présentés ici ont des similitudes de philosophie avec le schéma ( ) étu-
dié section précédente. L’idée est de pouvoir découpler la condition de stabilité, c’est-a-dire
obtenir une condition de stabilité du type ( ). On suppose ici que 'opérateur Ay j, est
nul (par exemple, parce qu’au niveau continu la séparation d’échelles forte est vérifiée) et
proposons deux variantes de schémas explicites. Les schémas mentionnés plus bas ont été
utilisés dans [16] dans le cas ot Ay j, est un opérateur difficile & évaluer. Dans ce cas, le fait
que le pas de temps soit pénalisé par § devient problématique! Par ailleurs, dans |30, 30]
est développée une stratégie de pas de temps local, qui, aprés ré-interprétation, est dans
le méme esprit que le schéma ( ) donné plus bas. Dans ce qui vient, je vais précisément
illustrer cet aspect.

Premiére variante. En partant du schéma saute-mouton (1.8) explicite (i.e. § = 0),
on vient remplacer le terme en 62 A, de la facon suivante,

w2y, 4t
8,h 0,h 3,h 2 ¢—2 -2
At2 + Pp (At (5 AO,h) (5 AO,h ug’h
gt — !
h h
+ A27hugh =+ Bh T = fh(tn) (442)
On observe que, dans le schéma ( ) le terme non pénalisant impliquant Ag j, est discretisé

de facon explicite simple tandis que, pour discretiser le terme pénalisant dépendant de ¢
est introduit un polynéme Py (z) dont le choix sera crucial pour l'efficacité de la méthode.
L’énergie associée a la solution de ( ) est donnée par

n+1

+1 n
+1 At? Us 5
5;: 2 = ((Ih — 74 Ag}h) Ll

n
—Ushp Usp T “5,h>
At ’ At h

n+1 +un n+1 +un

Us,h sh Ysh 5,h
A I ) ) ) .
ou
A(;’h = PP (At2 572 AO,h) 572 AO,h + Ag’h
et satisfait la relation d’énergie ( ). Pour obtenir la positivité de 1'énergie, il faut garan-

tir, que Agsp et I, — At? A5 /4 sont des opérateurs positifs.

L’idée est maintenant d’utiliser les polynémes de Chebyshev stabilisés pour définir P,,.
On pose

Pp(x) = V,K(x)7
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4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

ol P}’jj(:n) est défini par ( ). En utilisant le fait que, pour tout v € (0, 1]

2v
Pro(x) >0 et  aPy,(r) <4- oo Vo € [0,041{]7

on montre que, la positivité de ’énergie est garantie sous la condition,

A
2v
At? < min ( W ) 4.43

- 02pon’ pon(l+v) (4.43)

On obtient ainsi une condition de stabilité avec des propriétés interessantes. En effet, si

At? < 2v

= m, (4.44)

alors, pour tout § € (0,1), il existe ¢ suffisamment grand, tel que la condition de stabi-
lité (1.13) soit satisfaite. Cependant, 'estimation de stabilité (1.13) (ou (1.41)) dégénére
lorsque v tend vers 0. En pratique, cette difficulté n’est pas observée (voir les expériences
numériques ci-dessous), et la question d’obtenir une condition de stabilité optimale reste
ouverte. A noter qu’il sera présenté en Section 5.2, dans le cadre de problémes de trans-
mission d’ondes, une condition de stabilité semblable a (1.13) mais sans ce probléme.

On considére une équation d’onde scalaire homogéne posée dans un domaine 2 qui
se décompose en deux domaines disjoints 2o et €2o. Trés formellement, on suppose que
lopérateur A j approche l'opérateur de Laplace restreint a (g, de méme pour Ay sur
o, c’est-a-dire,

A07h ~V-1q,V et AQ,h ~V-1,V

On suppose que la contrainte vient ici du fait que Qg est maillé trés finement par rapport a
Qg (voir Figure 1.1) et posons 6 = 1 (en ce sens, le probléme n’est pas & proprement parler,
un probléme double-échelles). Dans le cas représenté Figure , on trouve pgp > p2p-
Pour compenser cet écart, on choisit Pp(x) = P s(x) (c’est a dire que v = 0!), et, dans
la configuration de la figure on choisit un pas de temps 3.44 fois plus grand que dans
le cas Pp(z) = 1 (schéma saute-mouton standard), il en résulte que le gain en termes de
cofit de calcul est d’environ 3, car le cotit de I’évaluation de 'opérateur Ay, est faible par
rapport a I’évaluation de Ay 5.

L’erreur correspondant a l’utilisation de ce polynéme et 'introduction d’une zone treés
raffinée est clairement visible Figure 4.5. On observe qu’elle n’est pas prédominante devant
la dispersion numérique classique.

Seconde variante. Cette variante correspond & des schémas introduits dans [30,
36]. En partant du schéma saute-mouton (4.8) explicite (i.e. # = 0), on vient modifier
I’approximation de la dérivée d’ordre deux en temps de la fagon suivante,

n+1 n n—1
_ _1Usp — 2ugy, +ugy _
Pp (A 37 Ao ) A + 6 Aop g,

+1 —1
A n ug,h B ugb,h . n
+ Az pugp, + By, oA fr(t™). (4.45)

On a introduit dans ( ) I'inverse de l'opérateur P, (At2 672 Ag7h). On suppose évidem-
ment que cette inverse existe (cela sera toujours vrai pour un choix judicieux de polynéme
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4.1e-03
0.0035
0.003

— 0.0025

- 0.002
l 0.0015
0.001
[ 0.0005
-1.2e-07

FIGURE 4.4 — Propagation d’une onde acoustique dans un milieu homogéne maillé localement trés
finement. Une stratégie de stabilisation est introduite pour utiliser une méthode explicite avec un
pas de temps augmenté.

FIGURE 4.5 — Différence entre la solution exacte et la solution numérique. La dispersion numérique
est clairement visible ainsi qu’une réflexion provenant de la zone fine. Cette réflexion est comparable
a la dispersion numérique.

Pp(z) et le choix d’un pas de temps suffisamment petit). Par ailleurs, on peut noter que ce
schéma est explicite quand By, = 0(il suffit de re-multiplier I’équation par P, (At2 52 A07h)
pour s’en apercevoir). L’énergie associée au schéma est donnée par

n+1 n n+1 n
£rte (M Ush —Ush Uspn “6,h)
h ChTAE T At h
n+1 n n+1 n
U +u U +u
9 5,h Sk Ush S,k
+ <(5 Aop + Aap) 5 , 5 )h.

2 52 1 A,
Mé’h — Pp (At 5 AO,h) - T (6 AO,h + AQ,h).

La stabilité du schéma est garantie en s’assurant que M, est un opérateur positif. On va
faire pour cela le méme choix que précédemment, c’est & dire

Pp(x) = Pp (),
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4.2. Le schéma saute-mouton et ses variantes

qui est bien un polynéme inversible pour v € (0,1]. Il est possible d’obtenir la méme
condition de stabilité que pour la variante présentée précédemment, c’est a dire (1.13).
Cette condition de stabilité se trouve étre sous-optimale en pratique pour des cas non
pathologiques (comme d’ailleurs la condition ( ) obtenue pour la variante présentée
précédemment). Néanmoins, comme déja mentionné, cette condition suffisante de stabilité
montre déja les avantages de la méthode.

Pour montrer que la condition ( ) implique la stabilité du schéma, il faut d’abord
observer que montrer la positivité de Mg, revient a montrer que

<

2v T
Ve € [0,al], Vyel0, —r V)Tt =S —2>0 4.46
T E [ 7aV]7 y E [ ) (1 + V)]? Pp,f(x) 4 — ) ( )
et que la condition de stabilité (1.13) implique que

YV € [O,aﬁ], Yy € [O,

xP¥ ,(x
CL R pe(®) %20. (4.47)

(1+v) 4

Le fait que (4.47) implique (1.16) résulte des propriétés suivantes,

Vz e [0,al], Plx)>0 et Py(z)t > 1.

4.2.5 Schéma implicite stabilisé

Dans cette section, je reprends une idée que nous avons développée dans [SI3]. Dans ce
travail, nous cherchions a construire un schéma précis pour la simulation de la propagation
d’ondes de flexion et d’ondes de cisaillement dans une corde de piano sous tension. Dans
cette application, 'onde de cisaillement se propage environ une quinzaine de fois plus vite
que 'onde de flexion. Le probléme sous-jacent est donc un probléme double-échelles. 11
se trouve que pour cette application la séparation d’échelles forte (voir Section ) est
satisfaite, et donc, nous pouvons supposer que A; j, est nul. Le schéma proposé est le suivant

n+1 n—1 n+1 n—1

usy - — 2ugy, +ugy, 9 sho— Ush
A +07" Ao {uGnte + Azplugnte +Br — 51

— fult"). (4.48)
A chaque itération I'opérateur
2¢-2 2 At
I, + gOAt 1) AO,h + wAt A2,h + 5 By,

doit étre inversé. Cet opérateur est inversible dés que 1 et ¢ sont positifs. Dans I’applica-
tion mentionnée, I'opérateur Ay, contribue aux ondes de flexion tandis que Ay j, contribue
aux ondes de cisaillements. Les termes utilisés sont volontairement vagues, car I’analyse de
consistance du schéma (1.18) proposé dans [SI3] est une analyse de dispersion trés précise
et également trés dépendante de I'application considérée et ne peut pas étre généralisée,
sans hypothése supplémentaire, a des systémes abstraits. Je peux néanmoins expliquer la
philosophie de I'approche.

On a vu que le choix ¢ = 1 = 1/4 dans (1.18) correspond au #-schéma standard
avec 0 = 1/4 et fournit donc un schéma inconditionnellement stable. La condition de
stabilité n’est donc pas pénalisée par la différence de vitesse des deux ondes. Cependant, le
schéma n’est que d’ordre 2. Comme on le re-mentionnera ultérieurement, le #-schéma avec
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6 = 1/12 donne un schéma d’ordre 4 en temps (il s’agit d’un résultat bien connu) qui est
malheureusement conditionnellement stable. L’idée est donc de choisir

e=1/4 et o=1/12,

ainsi le terme 62 Ay, ne pénalisera pas la condition de stabilité trop fortement, tandis que
le choix 1) = 1/12 permet d’obtenir une bonne approximation des phénomeénes principale-
ment régis par Ay j,. Pour préciser les propriétés de stabilité du schéma, on peut calculer

que ’énergie associée a la solution de ( ) est donnée par
+1 +1
5n+% B <(I At2A )u?,h _“g,h u?’h —ugh>
h P M T A T At
n+1 n n+1 n
Usp tusy Usp T Usp
+ (Aé,h 2 ; 2 )h'

et satisfait la relation d’énergie (1.11). L’énergie est positive sous la condition
At? < i’
P2,h

qui est bien une condition de stabilité indépendante de 4.

Pour conclure, ce type de schéma est un schéma hybride entre un schéma d’ordre
4 et un schéma d’ordre 2. Bien que formellement d’ordre 2, il propose des propriétés
d’approximation supérieures aux #-schémas classiques avec § = 1/4 (voir Figure 1.0). 11
présente, par ailleurs, 'intérét de faire une transition réguliére avec la section suivante ou
I’on étudiera des schémas qui sont d’ordre 4 et qui offrent de bonnes propriétés de stabilité.

4.3 L’équation modifiée et ses variantes

Introduction. Les techniques de discrétisation en temps présentées précédemment
sont des techniques d’ordre 2 en temps (au moins formellement). En pratique, ces tech-
niques sont mises en oeuvre conjointement avec des techniques d’ordre élevé en espace,
dans l'objectif, soit d’atteindre des niveaux de précision élevés, soit d’augmenter 'effica-
cité de la méthode. Pour le premier, mais aussi pour le deuxiéme objectif, le fait que la
discrétisation en temps soit d’ordre 2 peut représenter une perte de précision qui verrouille
I’approximation en espace, c’est-a-dire, que la précision globale du schéma n’augmente pas,
ou peu, méme en utilisant une discrétisation plus fine en espace. Dans ces situations, il est
évidemment naturel de chercher & construire des discrétisations d’ordre élevé en temps.
Ce type de méthodes est développé depuis de nombreuses années (voir par exemple dans
des cas trés généraux [41]). Parmi ces méthodes, les méthodes de Runge-Kutta sont les
plus utilisées et la méthode explicite dite Runge-Kutta 4 ou les méthodes implicites appe-
lées Runge-Kutta Gauss (voir [41] Chapitre 2 ou [15]) sont trés performantes en général.
Concernant I’équation des ondes, une famille de méthodes explicites d’ordre élevé, plus ef-
ficaces que les méthodes explicites de type Runge-Kutta (voir Figure 1.7), a été introduite
il y a une trentaine d’années dans [60] puis étendue plus récemment dans [34] et [50]. Ces
méthodes sont de type équations modifiées (voir encore [411| Chapitre 9), c’est-a-dire que la
précision d’ordre élevé est obtenue en ré-interprétant les termes intervenant dans I'erreur
de troncature par des termes faisant intervenir des opérateurs d’ordre bas (en 'occurrence
d’ordre 2) en utilisant I’équation a résoudre, (4.1) ici. Un schéma est obtenu en modi-
fiant le schéma original par I'ajout de ces termes. Les méthodes d’ordre élevé présentées
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FIGURE 4.6 — Figure extraite de [SI5] et simulation réalisée par J. Chabassier. Comparaison des
fréquences de vibration discrétes par rapport aux fréquences de vibration continues. En haut, les
fréquences sont calculées avec le -schémas avec § = 1/4. En bas, les fréquences sont calculées avec
le schéma ( ) avec le méme pas de temps. On peut observer que les fréquences de vibrations
sont mieux approchées par le schéma ( ).

ici suivront cette stratégie et on s’intéressera d’abord au cas ot By est nul puis, dans un
deuxiéme temps, on considérera le cas, plus compliqué ot B, est auto-adjoint positif.

Schéma de démarrage. Le démarrage des schémas présentés plus bas se fait en
construisant une approximation & I’ordre 5 en temps de us p(At). Plus précisément,

ugp = ug(0)
et, en utilisant un développement de Taylor,

At
u$H(0) + S -ugh(0),

w5 = usn(0) + Attig(0) + =—iis (0) + o1 s

At? At?
2 6
ot les expressions des termes iis p,(0), u((sgf)L (0) et u((s4,)l(0) ne sont pas explicitées ici, mais se
déduisent simplement de I’équation (1.1).

Observation sur la performance de I’équation modifiée. Je présente Figure
plusieurs courbes qui illustrent la performance de I’équation modifiée explicite pour les
ondes (schéma (1.53) plus précisément) comparée a des schémas plus standard sur un cas
trés simple & 1 degré de liberté. A cott de calcul équivalent, 1’équation modifiée offre une
précision 100 fois supérieure au schéma de Runge-Kutta 4 et de meilleures propriétés de
stabilité! C’est cette observation qui justifie que ’on s’intéresse pleinement a ces méthodes
pour que leurs utilisations deviennent la norme.
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sup |ul — cos(At")|
nAt<1000

102

10°
10° N,/
Hautes fréquences parasites
107" Cost
| At | per it.
2
10 Runge Kutta 2 1/2 9
Leap-Fro, 1/4 1
107 N ! p-"ro8 /
Basses fréquences
1074 bien approchées
107
10
Fa| ]
107 10° 10" A
A§1<JI1)000 Jufl = cos(A¢")]
natrs
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10° J
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107" Cost
| At | per it.
-2
10 Runge Kutta 2 — || 1/2 2
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FIGURE 4.7 — Dans ces deux figures est représentée ’erreur d’approximation d’une équation d’onde,
a un degré de liberté, en utilisant différentes méthodes d’approximations (aprés diagonalisation
d’un systéme d’équations d’ondes on obtient un ensemble de problémes de ce type a résoudre). Les
méthodes sont comparés a coiit de calcul équivalent : le cotit de calcul correspond au nombre de
multiplications par A par itération. On observe deux types de comportement : le comportement
basses fréquences qui permet de mesurer la vitesse de convergence de la méthode ; le comportement
haute fréquence qui permet de mesurer les propriétés de stabilité des méthodes. Parmi toutes les
méthodes comparées, pour le probléme en question, I’équation modifiée est, de loin, la meilleure.
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4.3.1 Les (0,p)—schémas

Dans [S19] nous avons étendu 'approche de I’équation modifiée aux schémas implicites
en modifiant la famille de 6-schémas présentée Section 4.8. L’objectif ici est, d’une part, de
redonner briévement des résultats connus (I’équation modifiée notamment), d’autre part,
de construire une famille de schémas aussi efficaces que les schémas de Runge-Kutta Gauss,
mais compatibles avec la relation d’énergie, c’est-a-dire qu’une relation d’énergie garantit
la stabilité du schéma. Ce dernier point se révéle fondamental lorsque 'on s’intéressera au
couplages de schéma d’ordre élevé voir [SI14] et Section . A noter que ces schémas
sont construits, et c’est également une limitation de ’équation modifiée de [60, 34|, pour
des équations d’ondes sans terme dissipatif ou de couplage (c’est-a-dire que I’on supposera
dans la suite que By, = 0.)

Ainsi, dans [SI9] nous avons introduit la famille de schémas d’ordre élevé suivante

n+1 n n—1
Usp —2ugy +ugy,

At?

o gp(t"™) est un terme source décrit plus bas et ou 6 et ¢ sont des paramétres réels
& déterminer. Ces schémas qui sont au moins formellement d’ordre 4, sont appelés des
(0, ¢)—schémas. Comme mentionné ces schémas sont obtenus en ré-injectant dans le 6-
schéma les termes de consistance d’ordre 4 oit 'on a remplacé les dérivées secondes en
temps apparaissant par la multiplication par —Ajj. Pour certaines valeur de (6, ¢) les
schémas ( ) sont d’ordre 6 voir 8. Cependant, ces valeurs correspondent & des valeurs
ot le schéma est stable conditionnellement et implicite (on retrouve ici le méme phénomeéne,
décrit plus bas, qui se produit lorsque I'on utilise le #—schéma (4.8) avec § = 1/12). A
noter que le terme source gp, (") qui vient naturellement dans le processus de construction
des (0, ¢) schémas est donné par

n 1 n n
+ As {uis Yo + A (0 = ) A3 {ubpte = gnt)  (4.49)

ar
12

cependant il est plus commode d’utiliser 'approximation d’ordre 4 suivante

gn(t") = fut") + S5 (Fult™) + (120 = 1) Aspfa(™)). (4.50)

gu(") = (In+ AP (0 — ) Asp) (™) 1 +O(A1Y),

Les (6, ¢)—schémas peuvent étre vus comme faisant partie de la famille des schémas saute-
moutons généralisés (1.13) (sans le terme By, et avec un terme source modifié). C’est-a-dire
que les (0, ¢)—schémas se réécrivent.

ntl_oup 4 uz_l

Pro,p (A Ap) + P (A2 An) Ay {uf}1 = ga(t") (4.51)
avec
Prow(@) =14 (0 Dot (p— )0 2)2® ot Pogla)=1+(0— )z
e 4 4 12 P 1277

Ainsi la famille des (6, ¢)—schémas préserve ’énergie suivante (voir également Section

),

n+% n+1

By = (Prop (A8 Ap)

n+1 n n+1 n
+u™ u +u

+ (P, o(At? A Au ) 4.52

(p,e(t 1) An 5 : 5 h(5)
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La positivité de cette énergie est garantie sous une condition relativement compliquée par
rapport aux deux paramétres 6 et ¢ de la forme

psn At < (0, ¢)

ou 7(0, ) est une fonction positive de 6 et de ¢ (voir [S19] pour plus de détails sur la ca-
ractérisation de r(6, )). Je me restreins ici a présenter trois choix de valeurs remarquables
pour 6 et ¢ et qui présentent un intérét pratique.

L’équation modifiée. On obtient 1’équation modifiée avec le choix (6,¢) = (0,0), le
schéma s’écrit
wl = 2up, ! AP AP
5,h sh T Ush _ 2 \,n _ ( _ ) n

N (A — S A3 ) = (= o Asn) U} (453)
Il s’agit de 'équation modifiée introduite dans [60] et largement étudiée dans [34, 50].
Comme le schéma saute-mouton classique, c¢’est un schéma explicite, mais qui offre ’avan-
tage d’étre d’ordre 4 et d’avoir une condition de stabilité plus favorable par rapport au
schéma saute-mouton. Cette condition est

At? < 1z (4.54)
Pé,h

Cette condition montre que le pas de temps du schéma peut étre choisi environ 1.73 fois
plus grand que pour le schéma saute-mouton explicite. Ceci compense le fait que le schéma
est deux fois plus cher par itération (car on applique 2 fois I'opérateur Asp). En quelque
sorte, par rapport au schéma saute-mouton, on obtient une méthode d’ordre 4 pour un
cotit trés proche. Cette remarque est confirmée Figure ol 'on voit, qu’a cotit de calcul
équivalent, le schéma ( ) est plusieurs ordres de grandeur plus précis que le schéma
saute-mouton explicite.

Le f—schéma d’ordre 4. Ce schéma s’obtient avec le choix (6, ) = (1/12,¢). On a

n+1 n n—1
Us )y — 2ugy + sy,

A — + Asp{uspy o= {fn(t")} L.

Le choix # = 1/12 élimine la dépendance en ¢ dans ( ), la valeur de ce dernier paramétre
est donc sans importance. Ce schéma est similaire au #-schéma (4.5) avec # = 1/12 lorsque
le terme source est nul. Ceci montre le résultat bien connu que le §-schéma pour § = 1/12
est d’ordre 4. Ce schéma est trés peu utilisé, car il est implicite, mais conditionnellement
stable. La condition CFL est donnée par

6
A2 < —.
Ps,h
Une famille optimale de schémas implicites inconditionnellement stables. Parmi
la famille des schémas inconditionnellement stables, on peut en chercher un qui minimise
I’erreur de consistance obtenue formellement. Pour construire ce schéma, nous commencgons

par faire le choix suivant

0 )_<1 n 1+ 1 +6)

2 T T e 1)

Il est montré dans [SI9] que ces schémas sont inconditionnellement stables et bien posés
pour tout € > 0. En remarquant que

n+1 n n—1
v, — 2y + vy,
At? ’

{vn}e = {vn}o + AL* (9 — 0)
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le schéma que 1'on obtient s’écrit

1 e U:swﬁl —2uf), +ufy!
4 b b
(2 + (m+ﬁ+4)f‘ ) AP

+ (Asn + At?e A3 ),) {usn}t 1y
= (In+e A Asp) {fu(t")} 2.

Une analyse de consistance montre que € doit étre le plus petit possible pour minimiser la
constante intervenant dans le terme d’ordre 6 en temps dans l'erreur de consistance. A la
limite € tend vers 0, nous obtenons le schéma inconditionnellement stable suivant

At 22 )Hl—QU?ﬁ“?E

(Ih 1 A =+ Asn{usnt L = {fH(")} 1. (4.55)

On montre que la positivité de ’énergie n’est pas perdue lors du passage a la limite sur €.
En effet ’énergie pour ce schéma est donnée par

1 At2 A u’ﬂ"rl un ug’}tl —_ un
& = ( I— = A A2 : )
h (Zh 6 T gy s) At At n
ugtt g, ugtt +ud,
n (Ah,(; o )h (4.56)

et est bien positive indépendamment de At et de la solution. A noter que le schéma ( )
peut étre obtenu plus directement que par le processus limite présenté. En effet, il peut
étre vu comme une version modifiée du f-schéma d’ordre 4 (§ = 1/12) obtenu par 'ajout
du terme de stabilisation, At4A§’ n» @ la partie cinétique du schéma.

On peut observer que I'opérateur

At? At
I, — —— Asp + — A2 4.57
h =g Asht T Asn (4.57)
peut posséder une valeur propre nulle méme si Asj n’en posséde pas. Il est possible d’éviter
ce phénomeéne, qui peut entrainer une amplification d’ondes parasites haute-fréquence (voir
[16] et Figure 1.8), en utilisant le schéma stabilisé/corrigé suivant : pour v > 0,

n+1 n n—1
1 Usp — 2ug, +usy, n
(Ih AR (o +v) Aih) N + Ap{ugid = (). (458)

Ce schéma ne présente pas le désavantage mentionné, mais l'erreur de consistance est plus
élevée.

L’utilisation des schémas (1.55) et (1.58) nécessite, a chaque itération, I'inversion de

I'opérateur,
At 2
In + —A2h +At4(ﬂ +v) A3,

Pour cette opération délicate, plusieurs stratégies existent (factorisation de l'opérateur
dans le domaine complexe par exemple ou écriture d’un systéme étendu). En fait, le cotit
de calcul de la famille de schémas (1.58) est équivalent & celui de méthode de Runge-Kutta
Gauss a l'ordre 4. Mais, comparés a ce dernier, les schémas ( ) préservent une énergie
discréte sur le systéme d’ordre 2 de I’équation des ondes. Ainsi, leur utilisation a pu étre

étendue au probléme de transmission présenté Section
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sup |u} — cos(At")]
nAt<1000

- e N
10°
System

4 | At | size

10
Theta scheme § = 1/4 —— || 1 N2

1072 RK Midpoint - - - - - 1 N2

3 Theta-Phi Optimal 1 |[anv?
10 RK Gauss ====-=. 1 AN?
107 T-P.Optimal v = 5.1074 1 4N?
10

PR | 1 n L 1 1 1 gl A
107! 10° 10°

{in®) + X2ux(t) =0 upx(0)=1 4,(0)=0} = wuy(t)=cos(\t)

FIGURE 4.8 — Comparaison de differents schémas implicite. Les schémas, RK-Gauss, ( ) et
( ) sont d’ordre 4 et présentent des propriétés d’aproximation comparables. Le caractére haute
fréquence est cependant different. Lorsque A est autour de 2v/3, valeur pour laquelle \? est racine
de 1 — /6 + 22 /144, voir (1.57), le schéma (1.55) présente une croissance en temps. Le schéma
stabilisé résout ce probléme.

4.3.2 Problémes dissipatifs

Comme mentionné la dissipation a été négligée dans la section précédente, on suppose
donc maintenant que Bj n’est pas nul mais symétrique et positif. Un schéma d’équation
modifiée & 'ordre 4 s’obtient de la méme maniére que I'on obtient I’équation modifiée ( )
(c’est-a-dire en remplacant, dans l'erreur de consistance, les termes de dérivées en temps en
utilisant I’équation continue puis en ré-injectant ces termes dans le schéma). Tous calculs
faits, le schéma s’écrit

A2 ught = 2ud, +ug, At
T 32 ) ) s A I, —— A n
(In + =3 Bi) A2 + A (I — 5 Aan)us
A2\ upht gyt
B C ) : h g (1) (459
+ (Bu+ S5 Con ) 25 = gnlt") (4.59)
avec Csp, = BhA&h — Athh et
t2 /.. .
gn(t") = fu(t") + T (o) + Bufalt") = Asnfult™))-

On peut remarquer que 'on retrouve (1.53) (si on fait le choix (1.50)) lorsque By = 0.
Comme l'opérateur Cysj, est anti-adjoint, on peut montrer que I'énergie discréte

+1 +1
gta _ ((I LA AP )“?’h —USh Ush U%)
h h 12 h 4 d,h At ) At b
ugj;l +ugy, ugﬁ;l +ugy,
+ (Asn 5 ) 5 .
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4.3. L’équation modifiée et ses variantes

ou A2
t
Asp = Asp(In — EAa,h),
satisfait la relation d’énergie (1.11) et est positive sous la condition (4.51), c’est-a-dire
12
At? < (4.60)
Psh

A chaque itération du schéma, ( ) Vopérateur & inverser est

At3 At At?
M, + ICM avec My =1, + Bh + 7B (461)

De maniére générale, 'opérateur Csj n’est pas simple & inverser méme si By l'est. Le
schéma, qui est un schéma explicite lorsque By, = 0, devient donc un schéma implicite
lorsque By, # 0 et son efficacité diminue. Pour palier a ce probléme, nous avons proposé dans
[S129] plusieurs variantes explicites de (4.59) qui sont construites en utilisant I'hypothése

que

At3
S 1My YCsnlleqv,) < 1. (4.62)

Cette hypothése est en fait touJours vérifiée pour At suffisamment petit. De plus, en pra-
tique, pour des opérateurs Bj; de norme majorée indépendamment de h, elle est moins
contraignante que la condition de stabilité (1.60). Les différentes variations de (4.59) sont
obtenues, tout d’abord, en écrivant le schéma (1.59) sous la forme

B At3 —1 AtQ
witt =t (M + ﬂ(]&h) |A2g,(t") = Mgy +2(In + 5 B win —ugn )|

puis, en remplagant 'inverse de 'opérateur ( ) par une série de Neumann tronquée
(cette série converge grace a I’hypothése (1.62)). Etant donné un entier M, les schémas
s’écrivent donc

n+1 Atg k —1
U, —uM —I—Z( M Cgh) M, " x

A2

t
{Athh(t") — Asnug ), + 2(Ih + ﬁBg)(ug’h u?hl) . (4.63)

L’analyse des schémas (1.03) se fait en les ré-interprétant sous une forme proche de (4.59).
Il est montré dans [SI29] que les schémas (1.63) se réécrivent, sous la forme suivante

At2 u Tt —2ul, 4wt
(Ih+ B}Ql) &,h o,h &,h

2 n+1 n—1
Ush

At U(;h
B = )7
+ < hM + Ch,m 2 AL

=gp(t") (4.64
= gu(t") (4.64)
ou, dans le cas M =1 et M = 3 (les autres cas étant moins intéressants), on a

2 oo 3 +oo 3
By = B, + ar Z <At >2k+1(05,th)2k+105,h, Chi1 = Z (Aft)Zk(Cé,th)%C(s,h

12 Pt 24 ’ prd 24
et
Bns=B AP X (AR skt 2k+1 N~ (AR
n3 =B+ 4o kz—:o ( i ) (Cs,Mp)" " Csp, Chsz= kz—o (ﬂ) (Cs5,Mp,)* Cs p,
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On constate que By, 1 et By 3 sont des perturbations d’ordre 5 et 11 en temps de Bj. De
fagon similaire Cj 1 et Cj 3 sont des perturbations d’ordre 3 et 9 en temps de Cj. On
observe ainsi que, au moins formellement, les schémas ( ) pour M =1 et M = 3 sont
des schémas consistants a 'ordre 4 en temps avec I’équation (1.1). On montre dans [SI29],
que sous la condition de stabilité (1.60),

e pour M =1, le schéma autorise une croissance exponentielle de I’énergie en temps
de la forme exp(CTAt) ou C est une constante indépendante de At, ce qui, en pra-
tique, ne détruit pas les propriétés d’approximation sur des temps raisonnablement
longs.

e pour M = 3 le schéma est évidemment plus cher, mais ne présente pas de croissance
exponentielle de ’énergie.

La comparaison avec le schéma de Runge-Kutta 4 est présentée Figure dans le cas
de la propagation d’ondes dans un domaine mono-dimensionnel :

0% ou  0%u

W—FUX(:U)E_@:(}C? $€(O,1), tE(O,T),

avec données initiales nulles. Le scalaire o est strictement positif (égal & 100 dans ce qui
suit) tandis que le profil x () est positif et choisi de deux types différents : soit x(z) = xo(x)
est une fonction rectangulaire, soit x(z) = x1(x) est une fonction chapeau (voir [SI29] pour
tous les détails). La discrétisation en espace est faite en utilisant des éléments finis d’ordre
élevés avec condensation de masse [24]. Figure , nous comparons la précision, par
rapport a la complexité algorithmique, pour les schémas suivants :

e (LF). Cest le schéma saute-mouton standard (Leap-frog). Le pas de temps choisi
est 2(1 —v)/\/pspn avec v = 0.01. Par itération du schéma, une seule multiplication
par Asp est comptée.

e (EME-M). A chaque itération, 2+M multiplications sont comptées, 2 par Asp et M
par C}. En pratique, si la dissipation est localisée en espace, la multiplication par
C}, est moins cotliteuse, mais nous ne sommes par entrés dans ce niveau de détails.
Le schéma correspondant au cas M = 0 est formellement d’ordre 2 et est construit
en posant By, g = By, et Cj g = C},, c’est-a-dire en négligeant complétement le terme
anti-adjoint Cj, dans (1.59). Le pas de temps est choisi comme 2v/3(1 — v)/\/psn
avec v = 0.01.

e (RK-4). Par itération, a chacune des étapes de la méthode, une multiplication par
Asp est comptée pour un total de 4. Sans dissipation, le pas de temps maximal
autorisé est 2v/2/ \/Psn- Avec le terme de dissipation, le pas de temps étre choisi
comme le pas de temps le plus le grand de tel sorte que toutes les valeurs propres
du probléme soient dans la zone de stabilité de la méthode [15] (par un processus
dichotomique par exemple).

On observe que, lorsque le profil x(z) est régulier, alors la méthode (EME — 1) offre
de trés bonnes performances par rapport au schéma Runge-Kutta (a complexité égale les
résultats sont dix fois plus précis). Cette observation ne se généralise pas au cas ou x(x)
est discontinu (ceci est dit au fait que, dans ce cas, la norme de M}jl C, est plus grande).
En effet, dans ce cas, c’est le schéma (EME —3) qui est légérement meilleur que le schéma
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—— LF ——EME-0 —— LF ——EME-0
—6— EME-1 —e— EME-3 —6— EME-1 —e— EME-3
—=5— RK4 —=— RK4
101\ \\\\\\‘ \\\\\\‘ 101 \\\\\\‘ \\\\\\‘
& &
= =
8 -1 | 8 -1/ |
%, 10 %, 10
) )
5 Z
Z108) : Z 108} :
g g
— —
= =
= 1075 [ 8 = 1075 | :
M 52l
Lol Lol | Lol
103 104 103 104
Complexité algorithmique Complexité algorithmique
(a) x = xo- (b) x =x1

FIGURE 4.9 — Figure extraite de [SI29]. Erreur relative pour les différents schémas par rapport a
leur cotit algorithmique. Pour le calcul de la complexité algorithmique, une multiplication par As 5
ou ('}, compte pour 1, le reste est négligé.

Runge-Kutta (environ 5 fois plus précis pour la méme complexité algorithmique).

Bien que l'on ait réussi a construire des schémas plus performants que la méthode de
Runge-Kutta 4, les performances numériques entre ce que nous avons proposé et RK4 se
rapprochent si la dissipation est forte (ce qui est le cas de 'expérience réalisée pour produire

). Ce n’est pas surprenant! En effet, le probléme perd son caractére propagatif a
cause de la dissipation et les méthodes efficaces sur les problémes conservatifs ne sont pas
forcément les bons points de départ pour construire des méthodes adaptées. Cependant,
dans le contexte de la propagation d’ondes, I’approche que nous proposons sera d’autant
plus efficace que la dissipation sera locale en espace ou faible.
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CHAPITRE 5

Autres techniques de discrétisation en temps d’équa-
tions d’ondes

5.1 Discrétisation de problémes sous contraintes

Dans l'objectif de simuler la propagation d’ondes dans des milieux incompressibles
(typiquement des tissus humains ou des milieux mous, a la limite ot le module d’incom-
pressibilité est infini), nous avons développé dans [SI19] un schéma de discretisation en
temps adapté. L’équation traitant la contrainte d’incompressibilité est modifiée par I'ajout
d’un terme stabilisant, ce qui permet que le multiplicateur de Lagrange (nouvelle incon-
nue nécessaire a la gestion de la contrainte d’incompressibilité) soit calculé, & chaque pas
de temps, efficacement. Ce calcul se fait par I'inversion d’un opérateur de Laplace par
FFT rapide adaptée a des éléments finis spectraux sur le cube unité [SI25]|. Par la suite,
ce multiplicateur de Lagrange est utilisé dans 1’équation d’évolution pour calculer 'itéré
suivant. La méthode ainsi construite se révéle originale et trés efficace (bien que limitée
a des géométries isomorphes & un cube). L’extension de cette stratégie a des géométries
et des physiques plus complexes (typiquement milieux précontraints) est une perspective
envisagée prochainement.

Le point de départ est le choix d’une stratégie de discrétisation en temps pour des
systémes sous contraintes de la forme

Up(t) + Apup(t) + Brup(t) + Gy, An(t) = fu(t), dans Vp,

(5.1)
Grup(t) =0, dans Ly,

complété par les conditions initiales
up(0) = ul),  0,(0) = up.

Dans (5.1), Pespace Vp, pour une suite de parameétre h s’accumulant en 0, est un espace de
Hilbert de dimension finie équipée du produit scalaire (-, ), tandis que L est un autre es-
pace de Hilbert équipé du produit scalaire (-, -), . L'opérateur A, € £(V},) est auto-adjoint
positif. L'opérateur G}, appartient & L£(Vy,Ly,) et By, € L(V},) est positif. L’inconnue A,
est un multiplicateur de Lagrange contrebalangant la contrainte G, up(t) = 0.

Le schéma proposé dans cette section est directement inspirés des schémas a pas frac-
tionné avec projection développés pour traiter les conditions d’incompressibilité dans les
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équations de Stockes (voir [38]). L’idée sous-jacente est qu'une discrétisation explicite cen-
trée de (5.1) nécessitera, tout de méme, I'inversion de 'opérateur G, G}, pour le calcul du
multiplicateur de Lagrange. Pour que cet opérateur soit inversible, il est nécessaire d’avoir
la condition inf-sup non-uniforme suivante

G
inf  sup ( hvha,uh)Lh

AThOh Ph)bn (5.2)
mneln wuevy, [onlln lenlle,

Cette hypothése implique notamment que Gy, est surjectif et donc que G} est injectif.
Sans la condition inf-sup, les solutions de (5.1) sont définies & un élément du noyau de
Gy, prés. De plus, la condition inf-sup uniforme (c’est-a-dire que la borne intérieure dans
(5.2) est une constante indépendante de h) est nécessaire pour obtenir de bonnes proprié-
tés de convergence du schéma. Indépendamment de ces considérations, 'opérateur GG},
ne posséde pas, en général, de bonnes propriétés (c’est le cas pour l'application mention-
née ci-dessous), on préférera donc remplacer cette inversion par I'inversion d’un opérateur
proche, mais facile & inverser. On introduit, pour cela, le schéma suivant

n+1 n n—1 n+1 n—1
U —2ul+u U —Uu
h h h n h h
+ Ah uy + Bh
At2 h

z§t2 *
G h Uﬁ n Oh Ch Z?

+ G AL = fu(t") (5.3)

ou 11 > 0 est un paramétre et si Wy, est un autre espace de Hilbert de dimension finie munie
du produit scalaire (-, -)w, , alors Cj, € L(Wp, Lp) est, en un certain sens que 'on précisera,
un opérateur proche de G,. Lorsque C} = 0, on retombe sur la discrétisation classique de
(5.1) déja mentionnée plus haut. Lorsque C} est différent de 0 et est injectif, le schéma
nécessite a chaque itération 'inversion de l'opérateur Cj, C} pour calculer A} en fonction

de u}. Ensuite, la premiére équation de (5.3) est utilisée pour calculer de facon explicite
u
h

On peut montrer que le schéma (5.3) préserve une énergie. Pour cela, il faut le réécrire
en éliminant A}, on obtient,

un+1 — Ul + unfl n § o un+l o unfl
b b A+ 155G (Ch O TG [+ By P = ).
Ce schéma a maintenant une forme tout a fait standard. En définissant
1 1
ety _ ((I B AtQA )ugﬂ;{ —ugy u:suhrl _un> . (A ug A+ ug, u:suhrl +uf{h)
h h= Ty o At At ST 2 h
avec .
Ap = An+ 125G (Ch cH Gy, (5.4)
on montre que la relation d’énergie suivante est vérifiée
k+1 k—1
41 nal 1 & B Up—u
gn 2 Dtz _ g2 ( k), h h )
neoo P nt ; In() 2 At h

1
ol le terme DZ+2 prend en compte les éventuelles pertes du systéme et est donné par

k+1 k=1 k+1 k=1

1 n u —U U U
pita (B h h h h ) .
h ; YN YN h
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Pour démontrer la stabilité du schéma, il faut montrer la positivité de ’énergie. Cette
propriété s’obtient sous la condition
At?
I, — TAh > 0. (5.5)

A priori, par inspection de la définition (5.41) il n’est pas aisé de relier cette condition au
rayon spectral de A que 'on va appeler py. C’est & ce stade que va intervenir ’hypothése
que C, est lié & Gj. On suppose que Vi C Wh et qu'il existe une injection i, € L£(Vh, Wh)
de norme 1, telle que Gy, = Chiy. Avec ces hypotheéses, 'opérateur Ay, s’écrit

A=A+ Ait?ﬁ’c’j (Ch, C;;)_lchih.

En suivant les observations faites dans [SI19], on trouve que Cj (Cj, C;)~'C}, est un opé-
rateur de projection dans Wp, donc de norme d’opérateur 1. On en déduit que

Cette estimation nous permet d’écrire que

n
ARl £ovn) < pn+ N

et la condition de stabilité (5.5) devient, en supposant que n € (0,4),

Sl

FIGURE 5.1 — Instantanés de la propagation d’une onde de cisaillement dans un milieu isotrope
incompressible simulation (en haut) et de la pression correspondante (en bas).

C’est avec le schéma (5.3) que nous avons simulé, dans [SI19], la propagation d’ondes
dans des milieux incompressibles, voir Figure 5.1 et probléme (3.41). Dans ce travail,
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I’espace Vj est une approximation conforme de Hol(Q)3, I'opérateur Ay, représente la dis-
crétisation de 'opérateur d’élasticité, tandis que 'opérateur G, représente la discrétisation
de I'opérateur de divergence. Finalement I'opérateur Cj, C} représente la discrétisation de
l'opérateur de Laplace. Pour inverser cet opérateur et calculer AV, qui correspond a la
pression dans le milieu, nous avons développé dans [SI25] un solveur rapide basé sur des
transformée de Fourier discréte adaptées aux éléments finis d’ordres élevés. Avec cet outil,
inverser C, C} est aussi peu coliteux numériquement qu’appliquer 'opérateur Ay ! Le cofit
du schéma est alors globalement celui d’un schéma explicite.

5.2 Discrétisation de problémes de transmission

Dans cette section, je reprends le contenu des travaux [SI14] et [SI29]. Dans ces tra-
vaux, nous nous sommes intéressés a la simulation d’équations d’ondes couplées. L’exemple
auquel nous pensions est le cas d’équations d’ondes posées dans 2 qui est 'union de deux
domaines disjoints 2. et {2;. Le probléeme peut s’écrire sur {2, et 2y en utilisant des condi-
tions de transmission : on cherche u.(t) € H'(Q.) et us(t) € H*(Qy), tels que pour tout
t € [0, on ait,

Pue —V - 1Vue. = f.  dans Q,
(5.6)
8EUf—V',u,fVqu:ff dans Qf,

avec des données de Neumann homogénes sur le bord du domaine €2
Vue-n=0 sur 90.N0Q, Vuy-n=0 sur 00y N,
et des conditions de transmission sur le reste de la frontiere ¥ = 9€. N 081y,
Ue =Uf, SUr XN  peViue -n=prVuys-n sur 2.

Un des intéréts de ce type de formulation est de pouvoir traiter, au niveau discret, diffé-
remment les inconnues u. et le uy. Typiquement, u. sera discretisé par éléments finis sur un
maillage grossier (le “c” est pour coarse) tandis que us sera discretisé par éléments finis sur
un maillage fin (le “f” est pour fine) pour, par exemple, capter des variations géométriques
compliquées du domaine. Les deux discrétisations sont ensuite raccordées par éléments
finis mortier [65] (voir aussi [SI24] pour le traitement de raccordement avec recouvrement
de domaines par la technique appelé Arlequin). Aprés ce type de semi-discrétisations en
espace, nous obtenons le probléme semi-discret suivant

ﬁc,h + Ac,h Ue,h + Rc,h)\h = fc,h7
iiph+ Apnugh = Renin = frn, (5.7)
Rz,huc»h - R},hu.ﬂh - 07

ol Ay, € Ly, est un multiplicateur de Lagrange. Dans le cas de 'exemple (5.6), il est associé
a la contrainte d’égalité des traces des solutions & l'interface entre les domaines. Les incon-
nues up(t) et u f,h(t) sont discrétisées dans les espaces V. et Vy ), respectivement équipés
des produits scalaires (-,-)cn €t (-,-)fn. Les opérateurs R, et Ry sont des opérateurs de
couplage avec le multiplicateur de Lagrange (typiquement des matrices de masse de bords
dans le cas de 'exemple (5.0)). Finalement, si 'on note p.j et pr, les rayons spectraux
des opérateurs auto-adjoints positifs A, et Ay, on suppose que pyp > pep-
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5.2. Discrétisation de problémes de transmission

Les techniques, qui vont étre présentées dans les deux sections qui suivent, corres-
pondent & des discrétisations en temps ot un traitement particulier est réalisé sur ’équa-
tion portant sur uyj; pour ne pas étre trop pénalisé par le fait que pyj > p. . L'objectif,
dans les deux cas, est de relaxer la condition de stabilité : soit en utilisant les polynémes
de Chebychev stabilisés, on obtient alors une technique d’ordre 2 en temps et assimilable
a du pas de temps local ; soit en discretisant implicitement I’équation sur uy ,, on obtient
alors une technique implicite-explicite. Pour cette derniére stratégie, je présente directe-
ment ’approche a l'ordre 4 en temps, qui est la vraie originalité de [SI14] (voir cette méme
référence pour 'approche, plus simple, a Uordre 2 en temps).

La méthodologie adoptée pour la construction et I’analyse de ces schémas est la méme
que celle qui a été mentionnée dans le chapitre 1. A savoir : on montre tout d’abord qu’une
relation d’énergie est satisfaite; puis on déduit les conditions de stabilité du schéma en
cherchant les conditions de positivités de cette énergie. Par ailleurs, pour simplifier, le
propos je suppose ici que les conditions initiales sont nulles et que les termes sources sont
nuls au voisinage de 0. Ainsi, les 2 premiers itérés des schémas sont également choisis nuls.

5.2.1 Schémas d’ordre 2 avec stabilisation explicite

En s’appuyant sur la famille de schémas saute-mouton présenté Section nous avons
proposé dans [S132] la famille de schémas

— + Ac,h u’;h + Rc,h)\z = fqh(tn)

A2
gt = 2uf, g
AP (5.8)

FPp(A App) (Apnwhy, — RenAp 5 — fra(t™) =0

* n * n —
Rc,huc,h - Rf7hu‘f7h —_— O.

On peut observer qu'un schéma saute-mouton explicite a été utilisé pour discrétiser la
premiére équation. La deuxiéme équation est discretisée en utilisant un schéma saute-
mouton généralisé explicite ot Pp(z) est un polynome satisfaisant la propriété de consis-
tance P,(0) = 1.. A chaque itération, pour calculer (uz;gl,u}‘jll,)\;;), le systéme suivant

doit étre inversé

Ic,h 0 th
0 Irn  —Pp(AApp) Ry | - (5.9)
eh —Bip 0

Par T'utilisation d’un complément de Schur, on se raméne & devoir inverser, a chaque
itération,

R}, Rep + R} Pp(AE Agp) Ry (5.10)

Une condition suffisante d’inversibilité de (5.9) est donnée par
Ker R, NKer Ry, = {0}. (5.11)

Cette condition ne garantit pas que le conditionnement de I'opérateur ( ) soit indépen-
dant de h. Pour cela, il faut une condition #nf-sup uniforme en h. L’obtention de cette
condition dans le cadre des stratégies d’éléments mortiers pour discretiser L;, a été beau-
coup étudiée dans la littérature (voir par exemple [11, 65, 42]). Pour la famille de schémas,

87



Chapitre 5. Autres techniques de discrétisation en temps d’équations d’ondes

(5.8) nous avons la relation d’énergie suivante

gt

il 1 1
f.h + 5 ' = g)?,h + gc%h

WL k1 n k+1 k=1

3 (a9 Bhggt) 3 (), gt 602

k=1 ’

_l’_

11 11
ol les termes d’énergies 5 2 et 5 2 Sont donnés par

2 n+1 o n+1 o n
n+% At Ue h Uen Uep Ueh
E2 = (T - Acp) , .
’ c

+(Ac7h 5 ; 5 )C’h (5.13)
et
1 At? wiht =, w =y,
gn+2 — < 1 At A A f: f7 f7 f7 )
nt = ([P (A8 Ay) R NI I
Un—;l‘i‘unh un—;l_i_unh
+ (App T R L (B

Dans (5.14), il est sous-entendu que P, '(At? Ay ) est un opérateur inversible. Grace a la
propriété de consistance, cette propriété est toujours vérifiée pour At suffisamment petit.
Elle est aussi vérifiée pour At satisfaisant

4(0+1)% _

AP < ——¢
pf7h

NN

avec le choix P, = P, comme défini Section . Ce choix permet également de garantir
que Iénergie (5.11) est positive sous la méme condition de stabilité (grace a (1.27)). C’est
donc ce choix de polynémes que 'on retient. La condition de positivité des énergies ( )
et (5.11) est alors donnée par

2
A#? < min <we— A ) (5.15)
Pf.h Pe,h

[SIN

v

Au facteur e” 2, prés on obtient un schéma optimal d’un point de vue stabilité : ¢’est-a-dire
que dans le cas idéal ot pyj, = (£+1)2p.p, (en éléments finis, pour des maillages structurés,
cela correspond & supposer que le pas du maillage fin est ¢ 4+ 1 fois plus petit), alors, a
chaque itération, £+ 1 multiplications par Ay, et 1 par A, sont nécessaires pour calculer
le second membre du systéme impliquant la matrice (5.9). L’inversion du systéme (5.9)
(qui est essentiellement un systéme permettant de calculer le multiplicateur de Lagrange,
( )) représente un surcoiit non négligeable ne détruisant tout de méme pas l'intérét de
la méthode (voir [SI32] pour tous les détails).

5.2.2 Schémas d’ordre 4 implicites

Un des problémes avec la stratégie présentée dans la section précédente est que, dans le
contexte décrit, le systéme & inverser ( ) a chaque itération a une largeur de bande qui
augmente avec ¢ au point que, dans des cas extrémes (trés petite zone maillée finement),
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5.2. Discrétisation de problémes de transmission

T T T T 17T

FIGURE 5.2 — Figure extraite de [SI32]. Simulation de la diffraction d’une onde en utilisant le
schéma (5.8). Le domaine fin est constitué d’une cavité maillée (exagérément) finement de fagon
non conforme.

il peut étre plein. Dans cette situation, et de maniére générale si £ est trop grand, il est
préférable de résoudre implicitement le probléme dans €2y. Comme mentionné, je donne
maintenant le schéma, proposé dans [SI14]|, que I'on obtient si I'on cherche a construire
une telle méthode pour l'ordre 4,

u™ =20, ! A2
7h )h ,h
ot (I = T3 Aen) (Aentl + RenXi = {fen(t™)} ) = 0.
1 Wt 2un, ot
I At (— A2 ) f, £ f
(f,h+ (144+1/) h N

HApnugdy = BpaAsn = {frn(")} L,

( RZ,hUZh - R},h“?,h =0,

avec v > 0 un petit paramétre de stabilisation. L’équation modifiée (1.53) a été utilisé pour
discretiser la premiére équation de (5.7) et le (6, p)—schéma optimal (1.58) pour discretiser
la seconde. A chaque itération, il est nécessaire d’inverse le systéme

2
Ic,h 0 _(Ic,h - Al_tg Ac,h) Rc,h
0 Ipn+Ath (g +v) A3, —Ry : (5.16)
Z,h _R*,h 0

qui peut se simplifier, par complément de Schur. On se raméne a 'inversion de

Ipp+ At (g5 +v) A3, —Ry (5,17

2

—R3 ), snTen — 35 Acp) Ren
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Le systéme a inverser est donc de la taille du nombre de degrés de liberté de V¢ ) et du
nombre de degrés de liberté de Lj. L’inversibilité du systéme est garantie sous la condition

( ) et
12

Pc,h

Aux modifications du terme source prés, la relation d’énergie ( ) est satisfaite avec les
définitions

At? < (5.18)

1 1
gn+% _ I AtQA -1 At? ?Z _uch uc—;L_ _UZh
e’ = ((en =g Aen) ™ = = Aen) =2 =5 )L,
n+1 n+1
+fu’ch u JrU‘ch
+ (Ach 5 : 5 )ene (5:19)
et
1 At2 uttt — u'ty, um - u’fp,
5n+2 — ( I _714 At4 - A fvh f7 fvh f’ )
h (Zn hd + (144+”> AT T A f,
n+1
+u, u —|—u
Urh Ih fh fh
+ (Agn 5 : 5 ) ppe (5:20)

On observe que 6' +1/ est bien positive et donc que la seule condition de positivité a

vérifier est celle de ( ). Or, on peut montrer que

x x
Vr€[0,12), (1—-—=)"' == >0,
0,12, (1-)t-T>
et en déduire que la condition de stabilité du schéma est donnée par (5.18). Ainsi la condi-
tion de stabilité est quasiment optimale et ne dépend que de p. ;. En comparant au schéma
de I’équation modifiée ( ) la seule différence, qui est due au couplage, est que l'inégalité
dans (5.18) doit étre stricte.

Une des problématiques que je n’ai pas abordée est le traitement de termes dissipatifs.

11 est relativement aisé d’étendre 'approche proposée Section a ce cas. Cependant,
le traitement de la dissipation dans le cas de la discrétisation d’ordre élevé en temps
localement implicite (en utilisant le schéma présenté Section pour la partie explicite)

est une perspective éventuellement intéressante.

5.3 Couches parfaitement adaptées

Les couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers — PML) permettent de
borner le domaine de calcul d’équations d’ondes posées en domaine infini. Les PML sont
des milieux non-physiques ajoutés pour absorber les ondes entrantes sans créer de réflexions
parasites. J’ai mis en place ces techniques pour les équations d’ondes régissant la propaga-
tion de la houle [SI6] et les équations d’ondes acoustiques anisotropes [SI7], voir Figure
Dans chacun des cas, une attention particuliére a été portée sur les questions de stabilité
des équations obtenues. En effet, il est connu |9, 10| que dans certains cas les PML sont
instables et donc inutilisables. Sur ces questions de stabilités nous avons récemment étudié
la question de la stabilité par énergie de problémes de propagation discrets en milieu PML
acoustique [SI26]. Je résume ces travaux dans cette section.
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FIGURE 5.3 — Figure extraite de [SI6]. Dans [SI6], nous nous sommes inspirés de [31], pour
construire des couches parfaitement adaptées stables pour des milieux anisotropes de la fagon
suivante : tout d’abord le milieux physique est entouré, de fagon parfaitement adapté, par des
milieux anisotropes spécifiques pour lesquels les PML sont stables (instantanés du haut). Ensuite,
de I'absorption est ajoutée de fagon parfaitement adaptée. On obtient les instantanés du bas.

Dans [SI26] nous nous sommes intéressés a 1'étude de la formulation PML pour I’acous-
tique en 3 dimensions d’espaces développée dans [37] et donnée par,

O?u+ (trT1) Qpu+ (trT3)u + (detT1) Y — Au—div®@ =0 Q x [0,7T),
oy =u Q x [0,T], (5.21)
8® + T, ® = Dy Vu + '3 V) Q x 0,7,

ou {2 est un domaine Lipschitz borné et les matrices I'y,'s et I's sont données par

& 0 0 S2+8&—& 0 0
I'n=10 & 0|, Ta= 0 &1+ & — & 0 (5.22)
0 0 & 0 0 §1+8&—&
et
§83 0 0
I's = 0 &¢&3 0 (5.23)
0 0 &é&

Dans (5.22) et (5.23) les fonctions &; sont des fonctions positives qui régissent la dissipation
dans les trois directions d’espaces. Le systéme ( ) est complété par des données initiales
sur (u, Opu, 1), ). Les inconnues 9 et ® n’étant pas physique, on pourra toujours supposer
que leur données initiales sont nulles. Par ailleurs le systéme est complété, par des données
aux bords qui sont soit de type Dirichlet homogéne

u=0 sur 0 (5.24)
soit de type Neumann homogéne

Vu-n+® -n=0 sur Q. (5.25)
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& >0 & =0 & >0
£ >0 &>0 & >0

&>0 & =0 & >0
&£=0 £=0 £=0

Qo

& >0 & =0 & >0
& >0 & >0 & >0

FIGURE 5.4 — Représentation, en 2 dimensions d’espace, des zones ot les fonctions &; et zo doivent
s’annuler ou étre strictement positive pour que le systéme ( ) représente un systéme de PML
pour le domaine physique 2. L’extension a 3 dimensions d’espace suit la méme logique.

Pour que le systéme (5.21) définissent des PML il faut choisir les fonctions d’absorp-
tion de fagon adéquate (voir Figure pour une illustration en 2 dimensions d’espace).
Bien qu’en pratique les coefficients d’absorption doivent varier (ils doivent au moins étre
nuls dans le milieux physique) il n’existent pas d’analyse mathématique de stabilité par
technique d’énergie pour ce cas. Les analyses de stabilités sont réalisées & coefficients
d’absorptions constants. C’est avec cette hypothése que nous avons analysés dans [SI26]
les propriétés de stabilité du systéme semi-discret associé a ( ), & savoir,

ip + (trT1) @p + (trD3) up, + (det ') ¥, + Apup, + GZ P, =0,

Yn = up, (5.26)
@), + T ®), = Ty Gpup, + T3 G, oy,

ou up(t) et ¥ (t) appartiennent a un espace de Hilbert de dimension finie Vj équipé du
produit scalaire (-,+)p. L’inconnue ®(t) appartient a ’espace de Hilbert de dimension
finie Gj, équipé du produit scalaire (-,-)g,. Finalement on suppose que l'opérateur Gj, €
L(Vy,Gp) et Vopérateur Ay, € L(V},) satisfont

A, = G5 G

Cette derniére hypothése étant importante pour obtenir les résultats qui suivent. La dis-

crétisation en temps de ( ) que nous avons proposé est construire comme un schéma

saute-mouton ol seuls les termes qui ne nuisent pas a l'efficacité de la méthode sont dis-

crétisés de facon implicite

uZH —2u} + qul
At?

+ (tr F3> {UZ}%

+(det ) {vh}1 + Apujy + G}, ) =0,

5.27
Z"rl _ 17/}2 _ u';Ll—i-l + UZ ( )
At 2 ’
@’ﬂri»l _ @n ¢n+1 (I)n n+1 n n+1 n
et ; h_Ty Gy bk 2+”h+r3Gh7h ;”’bh,

ot la notation {-},/4 est donné par (1.9). Le schéma est essentiellement explicite (si la
technique de condensation de masse est utilis¢) : les inconnues uzﬂ et 1/1,’:“ se calcul
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explicitement grace aux deux premiéres équations de ( ). Aprés quoi, <I>Z+1 est calculé
grace a la troisiéme équation de ( ). Nous avons montré la relation d’énergie suivante,

gn+% o 5n7% AtQ

+1 —1 +1 1
N up T — uy o — By
At 2

1
I (G 2A¢ 2A¢ )Héh

+2r} (Grlup}s +{®51) s, =0, (5.28)

1
ot Iénergie 5: "7 est définie par (désolé cher lecteur...)

41 L1 L1 41
&y P = E HELG
avec
2 1 1
n+% o 1( I _AitA n+3 n+§>
5c,h ~ 9 (h 4 h)qh »dp, b
il 1 nal nal 1 nl il
Epn” = 5lGhw, > + @), 2118, + §IIT1(Gh v, 2+ @, )G,
ntl A APt — A7 APt — AR ntd
omlh = 3 <HF1 h AL &, + 12T hT +TIA, 2G|

ou la notation n + % pour les inconnues représente la demi-somme des itérés n+ 1 et n, et

ou
.

qp = v + (trl'y) up + (trl'3) ) + (det I'y) W3,
\IIZ—H — \I/Z — w”+%
At h
I S Ak 1
e A
A RS
At heo
A} = Vpyp 4+ @7,

\

Malgré la complexité de ’expression de ’énergie on s’apercoit que seule ’énergie partielle
1

& T2 et éventuellement négative si une condition de stabilité n’est pas respectée. On en
déduit la condition de stabilité pour le systéme (5.27),

A<t

Ph
ou py est le rayon spectral de Ap. Cette condition est identique a la condition de stabi-
lité pour le schéma saute-mouton explicite classique! Cette relation d’énergie a pu étre
confirmé numériquement dans les expériences numériques proposés dans [SI26]. Toujours
dans ce méme article nous avons également testé I'extension du schéma (5.27) au cas ou
les coeflicients d’absorptions varient suivant la figure 5.4. Dans ce cas, qui correspond au
cadre normal de l'utilisation des PML, voir Figure 5.5, la relation d’énergie ( ) n’est
plus valable comme 'atteste la figure 5.6. Cependant le schéma est stable en temps long.

L’extension de ’analyse de stabilité par énergie au cas oul les coefficients d’absorptions
varient est une perspective. Cependant, beaucoup d’effort ont déja été entrepris dans cette
direction, sans résultat! Le probléme reste entiérement ouvert et nécessite stirement un
changement radical de technique pour étre résolu.
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-2

-1
T x1

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE 5.5 — Instantanés de la solution pour une simulation ou des couches parfaitement adaptées
entourent un cube de coté 0.8 et ou des conditions de Dirichlet sont utilisés aux bords du domaine.
Les schémas du bas représentent la solution le long de 'axe e; a différents instants (¢ = 0.2,0.4,0.6
et 0.8).

1071
——— Dirichlet
- - - Neumann
-~
1 —4
10
:w.z
-7
10 1 2 3 4
t
10-3
9 10
0 ——— Dirichlet
ﬁ:N 1 - - - Neumann ||
g <
w +~
< _o1 0
e
—{:— = —— Dirichlet -1
W
—02| - - - Neumann || L |
1 2 3 4 02 04 06 0.8 1

t

FIGURE 5.6 — En haut : énergie en fonction du temps pour la simulation représentée Figure 5.5 avec
condition de Dirichlet ou de Neumann aux bords. En bas : les deux figures illustrent & des échelles
différentes la variation de ’énergie. On observe que pour les deux types de conditions aux bords
I’énergie est globalement décroissante, sauf a 'instant ot 'onde traverse la frontiére du domaine.
A cet instant, on observe une trés légére croissance de ’énergie !
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CHAPITRE 6

Conclusion et Perspectives générales

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont essentiellement de deux natures : d’une
part I'analyse asymptotique de problémes d’équations d’ondes impliquant un petit para-
meétre d’autre part la question de la discrétisation en temps de ces mémes problémes. Pour
chacun de ces thémes (ce qui suit est en fait une remarque assez générale), des perspectives
s’offrent soit en approfondissant le sujet soit en I’élargissant.

En particulier, en ce qui concerne ’analyse asymptotique je rappelle que les perspectives
identifiées Section sont, d’une part, un approfondissement du sujet sur les thémes
suivant :

e Etude de correcteurs d’ordre supérieur ;
e Construction de correcteurs d’effet de couche limite ;
e Construction de modéles effectifs abstraits.

D’autre part, toujours Section 3.4, différents axes d’ouverture sont proposés :
e Applications & ’homogénéisation périodique;
e Problémes avec forte dissipation, par exemple, pour capter des phénoménes de type
effets de peau en électromagnétisme ;
e Problémes multi-échelles (typiquement I’étude de la propagation d’ondes dans des
plaques minces incompressibles).
S’agissant des possibles extensions du cadre abstrait, on peut également mentionner la
prise en compte de nouveaux modéles de type parabolique-hyperbolique couplés comme
rencontrés en poro-mécanique.

Concernant 1’étude de discrétisation en temps des problémes double-échelles, comme
déja mentionné, une perspective importante est I’analyse uniforme de convergence espace-
temps des schémas proposés Chapitre 4.1. Les travaux préliminaires effectués dans la thése
[TH4] montrent que I’étude est considérablement plus compliqués que dans le cas ou on
ne s’intéressent pas & construire des résultats uniformes, notamment, il est raisonnable
de penser que des résultats uniformes de convergence pourront étre obtenus uniquement
si la solution approchée est proche d’un régime asymptotique, ce qui doit se faire sous
conditions assez strictes sur les données du probléme. Concernant 1’écriture de nouveaux
schémas, je n’ai pas identifié, a ce jour, d’autre variante du schéma saute-mouton pour (les
problémes linéaires) que celle présentée qui pourraient avoir un intérét fort. On pourrait
tout de méme noter 'utilisation des schémas saute-mouton stabilisés de la section a
Vordre élevé (voir [50, 34| et [SI1]) pour les problémes doubles-échelles.
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Je conclus en rappelant que ’ensemble de mes travaux ne se résument pas aux deux
grandes thématiques mentionnées. Notamment une part importante de mon activité de ces
derniéres années est consacrée a 1’étude de problémes directs et inverses pour ’élastogra-
phie transitoire. Ce sujet appliqué se trouve étre a cheval sur plusieurs thématiques plus
théoriques ou numeériques. Pour le modéle direct, dans le cadre de la thése [T 10] nous nous
intéressons a la propagation d’onde de cisaillement dans la cornée, c’est a dire, & la propaga-
tion d’onde dans un milieu mince, quasi-incompressible et pré-contraint. Pour le probléme
inverse, dans la thése [THS| nous nous intéressons a la reconstruction de termes sources
d’équation d’ondes lorsque la solution est mesurée sur une partie du domaine. Dans ces
deux cas, les travaux ont été motivés par les différentes applications médicales. Donc, outre
les perspectives académiques assez claires, d’autres perspectives plus appliquées (dans un
contexte médical) sont déja identifiées (je suis porteur du projet ANR ElastoHeart jusqu’en
2025) et je ne doute pas que d’autres seront identifiées dans les années a venir.
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