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Introduction

Cette thése propose une étude formelle des procédures de transformation de programmes basée
sur la notion de réécriture. Plus précisément, elle présente un formalisme et une méthode d’ana-
lyse permettant d’exprimer et de garantir des propriétés syntaxiques sur le comportement et les
résultats d’une telle transformation.

La transformation de programmes est en effet une pratique trés courante dans le domaine
des sciences informatiques, dont ’apparition renvoie directement & la conception des premiers
langages de programmation. Chaque langage propose une syntaxe permettant d’écrire des séries
d’opérations a l'aide d’une sémantique plus compréhensive que le langage machine dans lequel
il est exécuté. Le code source d’un programme doit, pour cela, étre compilé, i.e. interprété et
transformé afin d’étre rendu exécutable.

Par la suite, avec la démocratisation des technologies informatiques, les pratiques basées sur
la transformation de programmes prennent une place de plus en plus importante. L’ intégration de
ces technologies a des systémes critiques encourage notamment le développement de techniques et
de méthodes permettant de garantir la fiabilité et la sureté des programmes utilisés. Au-deld du
simple besoin d’exécuter un programme, les méthodes de transformation de langage évoluent ainsi
pour fournir des outils permettant de garantir, plus ou moins formellement, le comportement d’un
programme par rapport & un ensemble de spécifications données.

Ces outils de validation proposent généralement deux types d’approches distinctes : une ap-
proche empirique, basée sur les tests, la simulation ou encore des critéres pratiques d’écriture de
programmes, ou une approche formelle, basée sur des assistants de preuve tels que Coq ou Isabelle
et des outils d’analyse statique permettant la vérification formelle des programmes. Dans le pre-
mier cas, les techniques de transformation de programmes ont permis le développement d’outils
de génération de tests, ainsi que d’approches d’analyses permettant la détection de code-smells et
d’antipatterns, qui référencent des mauvaises pratiques pouvant entrainer des erreurs. Tandis que
dans le deuxiéme cas, elles sont essentielles o l’étude sémantique des langages de programmation,
ainsi qu’a la conception de langages dédiés, tels que des langages de spécifications.

De la compilation a la génération de tests en passant par de nombreuses approches d’analyse
de code et de vérification formelle des programmes, la transformation de programmes est ainsi
un procédé qui est & la fois omniprésent et crucial au bon fonctionnement des programmes et
systemes informatiques. Il est donc primordial de pouvoir exprimer et vérifier des garanties sur
ces transformations.

La réécriture est un formalisme trés souvent utilisé, notament dans le domaine de la vérifica-
tion formelle, pour exprimer des transformations de programmes, ainsi que pour en étudier les
mécanismes. Dans ce formalisme, une transformation se présente sous la forme d’un ensemble de
régles de réécriture qui décomposent la transformation considérée sous la forme d’un systéme de
spécifications algébriques élémentaires. Grace a cette approche algébrique, le concept de réécriture
est particulierement adapté a la description et a limplémentation de transformations, tandis que
son aspect formel permet d’étudier de nombreuses propriétés des transformations considérées,
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comme leur terminaison et la forme des résultats obtenus.

De nombreuz langages et outils, tels que Tom [BBK™ 07, Maude [CELMY6)] ou Stratego [Vis01,
se sont ainsi basés sur ce formalisme de réécriture pour proposer des méthodes d’analyse et/ou
de transformation de programmes. C’est également un formalisme qui est trés apprécié pour son
exécutabilité, notamment grdice a des approches de réécriture stratégique, comme celles mises en
place par les langages cités.

Ces nombreuses qualités et sa popularité en font ainsi un formalisme parfaitement adapté
dans le domaine de la vérification formelle. Par exemple, dans [MBO0J)], la logique de réécriture
est utilisée pour décrire la sémantique d’un langage de programmation. Cette approche permet non
seulement de donner une définition exécutable du langage étudié, mais également d’utiliser cette
définition pour réaliser des analyses formelles de programmes. D’autres approches, comme la com-
plétion d’automate [Genlj)], se basent ainsi sur la réécriture pour essayer de donner une carac-
térisation des résultats de la transformation considérée. Obtenir une telle caractérisation permet
en effet de vérifier de nombreuses propriétés de correction des programmes [FGTO04, [BGJROT|.

De facon similaire, on propose donc de mettre au point une nouvelle méthode permettant de
donner de telles garanties sur les résultats et le comportement d’une transformation considérée,
en s’inspirant du modéle de passes de compilation et de la librairie Nanopass [KD13]. Dans le
domaine de la compilation, ’approche conventionnelle de conception des compilateurs consiste a
séquencer la transformation en étapes de transformation minimales, appelées passes. Pour facili-
ter le travail d’écriture de ces passes pouvant étre nombreuses et, bien souvent, assez redondantes,
la librairie Nanopass se repose sur des outils de génération automatique de code, tout en se ser-
vant du systéeme de type du langage scheme pour garantir syntaxiquement que la transformation
spécifiée respecte les langages d’entrée et de sortie de chaque passe.

En pratique, approche de Nanopass n’apporte cependant que de faibles garanties, puisqu’elle
ne permet que de spécifier et de vérifier l'absence de certains symboles du langage. La finalité de
cette these est donc de proposer un formalisme permettant de spécifier des garanties syntaziques
similaires, précisant l’absence de constructions plus complezxes, via un systéme d’annotation des
symboles de fonction de transformation. De plus, on proposera une méthode d’analyse permettant
de vérifier que le systéme de réécriture, exprimant le comportement de ces fonctions, satisfait en
effet ces spécifications.

Contributions

Formalisme d’Exemption de Motif

Dans le domaine de la compilation, la transformation de programmes a pour but d’interpréter
le code source fourni et de générer un fichier exécutable correspondant. Afin de maximiser la
modularité des compilateurs, cette transformation est généralement décomposée en une série
de passes. Chaque passe ayant une fonctionnalité précise et limitée, elle n’affecte en pratique
qu’'un petit nombre des constructions du langage considéré. Pour simplifier ’aspect chronophage
et redondant de ’écriture de ce type de passes, la librairie de compilation Nanopass propose de
simplifier I’écriture des passes, en générant automatiquement une partie du code de chaque passe,
ainsi que leur langage d’entrée et de sortie. En particulier, elle permet de définir ces langages
intermédiaires par différence, en identifiant les constructions éliminées du langage d’origine.

En s’inspirant de I’approche de Nanopass, on propose un formalisme d’annotation des fonc-
tions de transformation afin de décrire un ensemble de spécifications algébriques du comporte-
ment de ces fonctions. L’approche considérée consiste a garantir que le résultat de cette trans-
formation n’est composé d’aucun élément filtré par certains motifs, déterminés par le systéme
d’annotations. Cette approche se repose sur la notion d’Exemption de Motif qui décrit dans une

2



algébre de termes, I’absence de sous-termes filtrés par un motif. A partir de cette notion, on
introduit un formalisme de sémantique permettant de sur-approximer les résultats potentiels de
la transformation, comme spécifié par les annotations des symboles.

Pour vérifier que la transformation respecte ces spécifications algébriques, il est donc néces-
saire de prouver que le résultat de la transformation est en accord avec cette sur-approximation.
L’aspect algébrique des propriétés considérées fait de la réécriture le formalisme naturel a la vé-
rification de ces propriétés. On étudie donc le comportement des notions d’Exemption de Motif
et de sémantique par réduction suivant la relation induite par le systéme de réécriture encodant
la transformation. En pratique, la propriété recherchée se traduit par la préservation de la sé-
mantique par relation de réécriture, dont on proposera donc une méthode statique de vérification.

Meéthode d’analyse statique

Avec omniprésence croissante des technologies informatiques dans notre société moderne, la
question de confiance des programmes, et plus généralement des systémes informatiques, est
devenue une considération primordiale. Pour répondre a cette problématique, de nombreuses
approches proposent des méthodes d’analyse permettant la certification des programmes. Outre
leur niveau de formalisation, ces méthodes se classent généralement en deux catégories : les mé-
thodes dynamiques, comme le test ou la simulation, qui requiert I’exécution du programme, et les
méthodes statiques qui cherchent & décrire et vérifier le comportement du programme. Ces mé-
thodes statiques peuvent étre trés variées, allant de la preuve de programme et du model-checking
a 'utilisation d’outils spécifiques permettant la description et la vérification de spécifications dé-
diées & un domaine particulier.

Le formalisme d’Exemption de Motif proposant, par le biais d’un systéme d’annotations, une
spécification du comportement des fonctions considérées, on présente donc une méthode d’analyse
statique permettant de vérifier le respect de ces spécifications. Cette méthode se repose sur
I’étude du systéme de réécriture encodant le comportement des fonctions, et plus particuliérement
on vérifie que chaque régle du systéme préserve la sémantique. Pour chaque régle, la méthode
d’analyse suit trois étapes :

1. une étape d’inférence qui, & partir du comportement spécifié par le systéme d’annotations,
déduit les cas d’application de la régle étudiée;

2. une étape de construction de sémantique qui, & partir des cas d’application obtenus et
de 'annotation des symboles, reconstruit une sur-approximation des résultats obtenus par
application de la régle;

3. une étape de vérification, qui vérifie que cette sémantique exprimant la sur-approximation
des résultats respecte les spécifications données par le systéme d’annotations.

Ces différentes étapes se reposent sur un certain nombre de mécanismes allant de la comparaison
de sémantique de motifs, & I’étude intrinséque des propriétés d’Exemption de Motif dans la
signature de types considérée, en passant par l'inférence de contraintes d’application des régles
de réécriture.

Dans certains cas, les systémes de réécriture utilisent des régles dites non-linéaires, car elles
mettent en jeu certaines contraintes de corrélation, et 'application de certains de ces méca-
nismes peut étre limité par ces contraintes. On étudie donc plus spécifiquement 'application de
la méthode d’analyse & ces systémes non-linéaires, qui n’est possible qu’en sur-approximant le
comportement de la relation réécriture par celle d'un systéme linéaire, ou en se restreignant a
I’étude de programmes utilisant une stratégie d’évaluation en appel par valeur. Pour éviter ces
limitations, on introduit un formalisme adapté permettant de prendre en compte de maniére
plus précise les contraintes de non-linéarité des systémes. On propose ainsi une adaptation de la
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méthode d’analyse statique utilisant ce formalisme pour ’étude des systémes non-linéaires.

Implémentation

Une implémentation de la méthode d’analyse statique est publiquement disponible [CL20]. Cette
implémentation est également testable directement en ligne, et une branche du dépdt est destinée
aux tests de performance (principalement en termes de temps d’exécution). Un certain nombre
de scénarios, présentés en Annexe, sont également fournis. On compare, en termes d’expressivité
et de performance, les résultats obtenus par notre implémentation a d’autres approches de la
littérature permettant de vérifier des garanties similaires.

Plan de la thése

Ce manuscrit se décompose en 6 chapitres. Un choix a été fait de présenter I'implémentation
et la complexité des méthodes d’analyse linéaire et non-linéaire dans un méme chapitre afin de
mieux les mettre en paralléle. Pour faciliter la lecture, on a également fait le choix de ne garder
dans le corps du manuscrit que les preuves jugées essentielles & sa compréhension. Les preuves
des Lemmes intermédiaires peuvent étre retrouvées dans I’Annexe [A]

e Dans le Chapitre [T} on présente les notions préliminaires et les notations essentielles a la
lecture du reste du manuscrit.

e Dans le Chapitre 2] on introduit la problématique considérée dans cette theése, a partir du
modéle de passes de compilation proposé par la librairie Nanopass. On propose un tour
d’horizon des langages a base de réécriture, avec une attention particuliére donnée & la
réécriture par stratégie qui répond a certains éléments de la problématique considérée par
Nanopass. On conclue ce Chapitre par une présentation des approches d’analyse statique
de littérature permettant d’établir des garanties similaires & celles considérées par notre
problématique.

e Dans le Chapitre[3] on présente notre formalisme en introduisant une approche d’annotation
des symboles et en définissant les notions d’Exemption de Motif et de sémantique de motifs.
On étudie les propriétés théoriques de ces notions, et notamment leur comportement dans
le contexte du formalisme de réécriture.

e Dans le Chapitre [dl on présente la méthode d’analyse statique permettant de vérifier que
le systéme de réécriture considéré respecte le comportement spécifié par les annotations
choisies. On propose pour cela des outils permettant 1’étude approfondie des sémantiques,
et leur comparaison, ainsi qu'un mécanisme d’inférence de contraintes d’instanciation d’un
motif.

e Dans le Chapitre[5] on étudie 'application de la méthode d’analyse, proposée dans le Cha-
pitre précédent, aux systémes non-linéaires. Etant donné les limitations de cette méthode,
on propose alors un formalisme adapté & 1’étude des propriétés d’Exemption de Motif
dans le cas non-linéaire. On présente également une adaptation de la méthode d’analyse se
reposant sur ce formalisme.

e Dans le Chapitre [6 on présente I'implémentation et les complexités respectives des mé-
thodes d’analyse linéaires et non-linéaires. On discute également certains choix d’implémen-
tation et on propose certaines optimisations, en présentant les résultats obtenus. Enfin, on
compare ces résultats a ceux obtenus par les approches présentées dans le Chapitre [2



Notions Préliminaires

On présente dans ce Chapitre des notions de bases et les notations utilisées par la suite. Ces
notions sont présentées de facon plus détaillée dans [BN9§| et [Ter03].

1.1 Algébres des termes

Nous définissons dans cette section les notions de base d’algébres de termes du premier ordre.

Définition 1.1 (Signature). Une signature ¥ consiste en un ensemble de symboles F, tel que
chaque symbole f € F est associé & un entier naturel par la fonction d’arité, notée arity : F —
N.

On note F™ le sous-ensemble des symboles d’arité n. Les symboles de FO sont appelés constantes.

On considérera dans ce manuscrit des termes sortés, obtenus en donnant a chaque symbole
une signature de sorte. On parle dans ce cas de signature multi-sortée.

Définition 1.2 (Signature multi-sortée). Une signature multi-sortée ¥ consiste en un couple
(S, F) ou S est un ensemble de sortes et F est un ensemble de symboles, tel que chaque symbole
f € F dispose d’un domaine Dom(f) = sy * -+ % s, € S* et d’un co-domaine CoDom (f) = s €
S.

On note Fy le sous-ensemble des symboles de co-domaine s. Etant donné f € F, on note
fis1 % %8, — s pour indiquer que Dom(f) = s1 % -+ * s, et CoDom (f) = s, et on pourra
ausst noter f, pour indiquer le co-domaine de f.

Dans le cas d’une signature multi-sortée, pour tout f € F on a donc arity (f) = [Dom(f)|.

Dans le reste du manuscrit, on considérera des termes sortés, et on définit les notions suivantes
uniquement dans le contexte d’une signature multi-sortée. Etant donnée une telle signature, on
peut décrire les termes construits sur ses symboles et un ensemble dénombrable de variables
sortées X.

Définition 1.3 (Termes). Etant données une signature ¥ = (S, F) et un ensemble dénombrable
de variables sortées X = |J,cg5 Xs, ot Xy désigne l’ensemble de variables de sorte s, on définit
Uensemble des termes de sorte s € S, noté To(F,X), comme le plus petit ensemble tel que :

o X, CT(F,X), i.e. toute variable de Xy est un terme de To(F,X) ;

e pour tout symbole f : s1 % -+ % s, — s et pour tous ti,...,t, €léments respectifs de
T (F o X), .. T, (F, X), le terme f(t1,...,tn) est un élément de Ts(F,X).
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L’ensemble T(F,X) = U,eg Ts(F, X) désigne donc l’ensemble des termes sortés.
Pourt € T,(F,X), onnotet : s pour indiquer que t est de sorte s. Etant donnée une variable
x de sorte s, on pourra la noter x4, pour indiquer sa sorte.

Etant donné un terme ¢t = f(t1,...,t,), on dit que f est le symbole de téte de t. Pour les
constantes, on confond le terme a € T(F,X) et le symbole a € FV.

Définition 1.4 (Variables). Soit t € T(F,X), on note Var(t) l’ensemble des variables de t. Si
Var(t) est vide, on dit que t est un terme clos, et on note T (F) l’ensemble des termes clos.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on distingue les symboles de fonction, ou symboles
définis, des constructeurs.

Définition 1.5 (Termes constructeurs). Etant données une signature ¥ = (S, F), on partitionne
F en D, l’ensemble des symboles définis, et C, I’ensemble des constructeurs.

On note donc T(C,X) l’ensemble des termes constructeurs, et on appelle valeur tout terme
clos constructeur, i.e. les termes de T (C).

Pour des questions de lisibilité, on pourra par la suite noter les sortes d’une signature, et
leurs constructeurs, sous la forme de types algébriques :

Exemple 1.1. On définit la signature sortée ¥ = (S,C WD) décrit par les types algébriques :

S = A Sy = ¢(51,952)
| B ’ d(ShSl)

On a CLZOT’SS: {51,52} 6tC: {A : Sl,B . SQ,C : Sl * SQ — Sg,d . Sl * 51 — SQ}
La notion de position permet d’identifier de facon unique les sous-termes.

Définition 1.6 (Position). Une position w dans un terme t est une séquence d’entiers naturels
décrivant le chemin de la racine de t a la racine du sous-terme a cette position, noté t,. La
position vide, i.e. la position de la racine, est notée €, et la concaténation de deux positions wy
et wy est notée wi.wo.

On note Pos(t) Uensemble des positions de t.

Etant donné deux termes ¢ et ¢, et une position w dans ¢, on note ¢ [t'] , le remplacement du
sous-terme a la position w par ¢’ dans ¢. Pour des termes sortés, pour que t[t'] = soit bien sorté,
il faut donc que t’ et t| alent la méme sorte.

w
Définition 1.7 (Préfixe). On note < la relation naturelle de préfize entre deuz positions, i.e.
wo < w1 st et seulement si il existe w telle que w1 = wa.w.

Enfin, la propriété de linéarité qualifie les termes dont toutes les variables n’apparaissent
qu’une fois.

Définition 1.8 (Linéarité). Un terme t est linéaire si et seulement si toute variable x € Var(t)
n’apparait qu'une fois dans t, i.e. il existe une unique position w € Pos(t) telle que t|, = x.
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1.2 Filtrage et Sémantique de motif

Une substitution est une opération de remplacement définie par une fonction qui associe
certaines variables & des termes de ’algébre.

Définition 1.9 (Substitution). Une substitution o est une fonction de X vers T (F,X), qui est
Uidentité sauf pour un sous-ensemble de X appelé domaine de o et noté Dom(o). Quand Dom(o)
est fini, on pourra Uexpliciter sous la forme o = {x1 > t1,...,Tm,— tm}.

On étend en général la substitution o a son endomorphisme sur T (F,X).

Etant donnée une substitution o, on a donc :

¢ otoy={ 70 2P

o o(f(tr, . tn)) = flo(tr),...,o(tn))

Dans le cadre d’algébres multi-sortées, on ne considére que des substitutions qui préservent
la sorte d’un terme.

Définition 1.10 (Substitution sortée). On dit qu’une substitution o est sortée si et seulement
st elle n’associe des variables qu’avec des termes de méme sorte, i.e. pour toute variable x € X,
six : s, alors o(x) : s.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on pourra parfois expliciter le comportement
d’une stratégie en Appel par valeur en utilisant des substitutions qui n’associent des variables
qu’avec des valeurs.

Définition 1.11 (Substitution valeur). Une substitution § qui n’associe des variables qu’avec
des valeurs, i.e. telle que (z) € T(C) pour toute variable x € Dom(s), est appelée substitution
valeur.

La notion de substitution permet de définir le filtrage par motif.

Définition 1.12 (Filtrage). Soient un terme p € T(F,X), appelé motif, et un terme clos t €
T(F), on dit que p filtre t, noté p <K t, si et seulement s’il existe une substitution o telle que

o(p) =t.
p=<t < Joo(p) =t

Dans le cas de motifs linéaires, on peut également donner une définition opérationnelle du
filtrage par motif :

z, Kt = t:s pour z, € X
f(p17"'7pn) =~ f(tla"'vtn) — /\?zlp’i«ti pourfEJ:

Comme introduit dans [CM19], par la suite, on considérera un filtrage par motif utilisant des
motifs étendus incluant les opérateurs de disjonction + et de complément \, ainsi que le motif
nul L[0:

1. On suppose, bien entendu, que +,\, L ¢ F
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Définition 1.13 (Motif étendu). Etant donné un ensemble de variables sortées X et une si-
gnature ¥ = (S, DWC), l’ensemble P(C,X) des motifs étendus est défini comme ’ensemble des
termes de la forme :

p.q = x|clqr,...,qn) | p1+p2 P \p2| L

avec v € X,p,p1,p2:8 € S,ci81 % -+ x sp>s € CUN et Vi € [1,n],q;:8;, ou N représente
lensemble des constructeurs de tuples notés (qu, - - ., qn)-
Par extension, étant donné p € P(C,X) on note Var(p) l’ensemble des variables de p.

Etant donné un n-uplet g, on notera généralement ¢ = (q1,. . ., ).

La notion de filtrage se généralise naturellement pour les motifs étendus, dans le cas de
motifs linéaires. On définit donc la notion de linéarité pour les motifs étendus via une notion de
méta-variable, représentant les variables restreintes par le filtrage :

Définition 1.14 (Linéarité). Etant donné un motif étendu p € T(C,X), l'ensemble MV(p) des
méta-variables du motif p est défini par :
MV(z) = {x}, pour tout x € X
MV(c(p1,...,pn)) = MV(p1)U...UMV(py), pour tout c € C
MYV(p1 +p2) = MV(p1) UMV(p2)
MV(p1\p2) = MV(p1)
MV(L) =10

Un motif étendu de la forme c(pi,...,pn) est linéaire si et seulement si chaque p;, i € [1,n],
est linéaire, et V1 < i < j < mn, MV(p;) N MV(p;) = 0. Un motif étendu de la forme pi + pa,
resp. p1 \ p2, est linéaire si et seulement si py et py sont linéaires.

Intuitivement, pour que ¢(p1,...,p,) soit linéaire, les sous motifs p;,7 € [1,n] doivent étre
linéaires et deux & deux indépendants, tandis que pour p; + pa, resp. p1 \ p2, p1 et p2 représente
des alternatives indépendantes, donc leurs variables sont également indépendantes.

Exemple 1.2. On considére des motifs de U'algébre définie par la signature o introduite dans
I’Ezemple :

e Le motif d(A,x)+ d(x, B) est linéaire, puisque ['opérateur de disjonction + rend les deux
instances de la variable x indépendantes;

o Le motif d(x, B+x) est non-linéaire, puisque les deuz instances de la variable x se trouvent
sous le constructeur d et ne sont donc pas indépendantes ;

e Le motif d(z,y\ x) est linéaire, puisqu’une des instances de la variable x se trouve a droite
d’un opérateur complément \, ce qui la rend indépendante.

On pourra noter que ce dernier motif est donc équivalent a d(x,y \ Z)E|
On peut ainsi donner une définition opérationnelle du filtrage par motif étendu :

Définition 1.15 (Filtrage étendu). Soient un motif étendu linéaire p € P(C,X) et une valeur
v € T(C), on note <K la relation de filtrage par motif étendu, définie telle que :

Ty K U = v:s pour x, € X
c(piy..pn) K c(vr,...,0,) = ALiDi K pour ¢ € C
p1t+p2 < v < p1<v V pra<Kv
pr\p2 < v = p1<v A pr Ko
1L <X =

1. Et on peut obsever avec la définition du filtrage étendue que ce motif ne filtre aucune valeur, il est donc
également équivalent a 1.

8



1.8. Réécriture

On peut également intégrer la notion d’anti-motif [KKMO07] au mécanisme de filtrage pré-
senté :

Définition 1.16 (Anti-motif). Soit un motif étendu linéaire p € P(C,X) avec p : s, on appelle
anti-motif de p, noté lp, le motif tel que !p < v, pour tout v € T4(C, X) avec p 4 v.

Dans le formalisme de motif étendu présenté, I’anti-motif !p peut donc étre considéré comme
un sucre syntaxique du complément x \ p.

1.3 Réécriture

Un systéme de réécriture est composé d'un ensemble de régles.

Définition 1.17 (Regle). Une régle de réécriture est un couple (I,r) de termes de T (F,X),
généralement notée | — r, tels que que Var(r) C Var(l). On dit que | est le membre gauche de
la regle et r le membre droit.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on peut utiliser un systéme de réécriture avec des
régles de réécriture a constructeurs pour représenter le comportement d’une fonction.

Définition 1.18 (Régle de réécriture a constructeurs). Une régle de réécriture a constructeurs est
une régle de réécriture | — r, telle que l est de la forme (11, ...,1l,) avec p € D" etl; € T(C,X),
pour tout i € [1,n].

Définition 1.19 (Systéme de réécriture). Un systéme de réécriture (TRS : Term Rewriting
System) R est un ensemble de régles de réécriture. Si toutes les régles de R sont des régles de
réécriture o constructeurs, on dit que R est un systéme de réécriture a constructeurs (CBTRS :
Constructor based TRS).

Un systéme de réécriture induit une relation binaire de réécriture.

Définition 1.20 (Réécriture). Etant donné un systéme de réécriture R, on définit la relation
de réécriture sur T (F) telle qu’un terme u € T(F) se réécrit en v € T(F) dans le systéme R,
notée u =R v, si et seulement s’il existe une régle | — r € R, une position w € Pos(u) et une
substitution o telles que :

o uy, =o(l)

o v=ulo(r)],

Définition 1.21 (Fermeture). Etant donné un systéme de réécriture R, on note =% la ferme-
ture réflexive et transitive de = .

Définition 1.22 (Formes normales). Etant donné un systéme de réécriture R, un termet € T (F)
est réductible dans le systéme R si et seulement il existe t' tel que t = t'.

Un terme v € T(F) non réductible est appelé forme normale, et, étant donné un terme
t € T(F), on dit d’un terme v € T(F) non réductible tel que t =% v est une forme normale
de t.

Les propriétés de terminaison et de confluence garantissent respectivement l’existence et
I'unicité des formes normales dans le systéme de réécriture considéré.

Définition 1.23 (Terminaison). Etant donné un systéme de réécriture R :
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e la relation de réécriture est fortement terminante s’il n'existe pas de suite infinie (t;)i>1
telle que t1 =R to =R -+ ;

e la relationde récriture est faiblement terminante si pour t € T(F,X), il existe t' non ré-
ductible tel que t =% t'.

Définition 1.24 (Confluence). Etant donné un systéeme de réécriture R, la relation de réécriture
est confluente si et seulement si, pour tout termes t,u,v de T(F), on a :

t=RulNt=%v = FJweT(Flu=zrwAv=%w

Pour un systéme dont la relation de réécriture est terminante et confluente, il existe donc une
unique forme normale pour tout terme ¢ € 7 (F). On note cette derniére ¢ |.
Dans le cas d’'un CBTRS, on s’intéresse souvent a des systémes complets :

Définition 1.25 (Complétude). Etant donné un CBTRS R, on dit que R est complet si et
seulement si, pour tout symbole défini f € D™ et pour toutes valeurs (vy,...,v,) € T, (C) % « -+ %
75, (C), avec Dom(f) = s1 % - -+ sy, il existe une régle f(li,...,l,) — r € R et une substitution
o telles v; = o(l;), pour tout i € [1,n].

Etant donné un CBTRS complet R, t € T(F) est non-réductible dans le systéme R si et
seulement si ¢ est une valeur.

1.4 Stratégies

La relation de réécriture, comme définie dans la Section précédente, s’applique de maniére
exhaustive et non-déterministe. La notion de Systéme abstrait de réduction peut permettre de
modéliser, pas a pas, toutes les transformations possibles d’un objet & un autre :

Définition 1.26 (Systéme abstrait de réduction [KKKO8|). Un systéme abstrait de réduction
(ARS : Abstract Reduction System) est un graphe orienté étiqueté (O,S). Les neuds O sont
appelés objets, les arétes orientées S sont appelées pas.

Dans une algebre de termes T (F, X), UARS correspondant & un systéme de réécriture R est
donc représenté par le graphe (7 (F,X),S), ou les arétes correspondent a des pas de la relation
de réécriture induite par R et sont étiquetées par le nom de la régle appliquée (i.e. étant données
u,v € T(F,X), il existe une aréte étiquetée ¢ € R entre u et v si et seulement la régle ¢ réécrit
uen v).

Définition 1.27 (Dérivation). Soit un ARS A :

e un pas de réduction est une aréte étiquetée ¢ complétée de sa source a et de sa destination
b. On note un pas de réduction a :>ﬁ b, ou simplement a = b lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité ;

e une A-dérivation est un chemin w dans le graphe A ;

o lorsque cette dérivation est finie, ™ peut s’écrire ag =% a3 =% ay--- =" a,, et on dit
que ag se réduit en a, par la dérivation T = ¢od1 - - - Pn_1 ; notée aussi ag —01-n-1 q,
ou simplement ag —™ an,.

» n est la longueur de 7 ;

» la source de  est le singleton {ag}, notée Dom(r) ;
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» la destination de 7 est le singleton {a,}, notée mlag).

e une dérivation est vide si elle n’est formée d’aucun pas de réduction. La dérivation vide de
source a est notée id,.

Pour contréler 'application d’une relation de réécriture, le concept de stratégie permet de
sélectionner les dérivations qui permettront de garantir les propriétés voulues de la relation de
réécriture, comme la terminaison et la confluence :

Définition 1.28 (Stratégie abstraite). Soit un ARS A= (O,S) :
e une stratégie abstraite est un sous-ensemble de toutes les dérivations de A ;

e lapplication de la stratégie ¢ sur un objet a, noté par (la], est l'ensemble de tous les
objets atteignables depuis a en utilisant une dérivation dans ¢ : (la] = {rla] | 7 € (}.
Lorsqu’aucune dérivation dans ( n’a pour source a, on dit que l’application sur a de la
stratégie a échoué;

o appliquer la stratégie ¢ sur un ensemble d’objets consiste a appliquer ¢ & chaque élément a
de l'ensemble. Le résultat est 'union de (la] pour tous les a de l’ensemble d’objets ;

o la stratégie qui contient toutes les dérivations vides est Id = {id, | a € O}.

Pour expliciter le comportement de stratégie d’évaluation en Appel par valeur, on peut, par
exemple, utiliser la stratégie de réduction stricte : 'ensemble des dérivations de (7 (F, X),S) tels
que pour chaque pas de réduction a =% b avec ¢ : | — 7, il existe une position w € Pos(a) et
une substitution valeur ¢ telles que a), = s(I) et b= a[c(7)],,.

On définit directement la relation de réécriture sous stratégie de réduction stricte :

Définition 1.29 (Réécriture stricte). Etant donné un systéme de réécriture R, on définit la
relation de réécriture stricte sur T (F) telle qu’un terme u € T(F) se réécrit strictement en
v € T(F) dans le systtme R, notée u —r v, si et seulement s’il existe une régle | — r € R,
une position w € Pos(u) et une substitution valeur < telles que :

® U = §(l)
o v=uls(r)],
On note —% la fermeture reflexive et transitive de —R.
En pratique, de nombreux langages a base de réécriture proposent des langages de stratégie

permettant d’exprimer de maniére déclarative certaines de ces stratégies. Nous présenterons
certains de ces langages dans le Chapitre suivant.
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2

Contexte et Motivations

L’intégration des technologies informatiques dans les systémes critiques, en particulier dans
le domaine de ’aérospatial et plus généralement du transport de personnes, a incité le développe-
ment de techniques et d’outils permettant de garantir la fiabilité et la sureté de ces technologies.
Cependant, dans le contexte de la vérification d’un logiciel, il est non seulement trés difficile de
garantir ’absence d’erreur dans un programme informatique, mais une telle garantie est d’autant
plus compliquée a fournir que le programme, lui-méme, est compliqué. Dans le cas de systémes
critiques, les conséquences d’une erreur sont non seulement trés couteuses, mais peuvent étre
désastreuses au point d’entrainer des pertes en vies humaines. Etant donnée la complexité des
programmes considérés et 'omniprésence croissante des technologies informatiques, le dévelop-
pement de techniques permettant leur validation est ainsi devenu crucial.

Dans de nombreux cas, plutét que d’essayer de fournir une preuve formelle de 'exactitude
d’un logiciel, les ingénieurs et analystes en charge de sa conception se reposent sur des techniques
tels que le test et la simulation pour valider leur produit. Ces techniques ont démontré leur utilité,
puisqu’elles permettent trés souvent d’identifier et de corriger de trés nombreux bugs. Cependant
elles ne permettent pas de démontrer formellement 1’absence compléte d’erreurs. De nombreuses
techniques, basées sur le concept d’analyse statique, ont été proposées pour fournir une approche
formelle permettant de prouver, de fagon aussi exhaustive et définitive que possible, la correction
d’un programme.

On détaillera dans la Section un certain nombre de ces techniques, et notamment celles
ayant pu influencer la méthode proposée dans cette thése. On propose dans un premier temps
d’introduire la problématique ayant inspiré cette méthode : la conception et la vérification de
passes de compilation basées sur I'approche de Nanopass. La solution proposée étant principale-
ment basée sur des travaux antérieurs dans le domaine de la réécriture, on considérera également
les différentes approches proposées par les langages de réécriture.

2.1 Problématique

La mise en place d’outils d’analyse statique pour la vérification formelle est généralement
basée, d’une part, sur la conception et I’étude d’un langage dédié de spécification, et sur I’ana-
lyse syntaxique et sémantique des programmes, d’autre part. La compilation et la réécriture sont
deux approches trés courantes, basées sur I’étude syntaxique et sémantique de programmes, ainsi
que sur des techniques d’analyse et de transformation de ces derniers. En s’inspirant de travaux
menés dans le domaine de la compilation, la problématique considérée ici propose donc de s’inté-
resser & la structuration des compilateurs en passes de compilation pour proposer une approche
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originale, basée sur des techniques de réécriture, permettant ’analyse statique de transformations
de programmes.

2.1.1 Passes de compilation

Dans le domaine de la compilation, I’approche conventionnelle adoptée par une grande ma-
jorité de compilateurs consiste & structurer la transformation du code source en un programme
exécutable via une série d’étapes, appelées passes de compilation. Chaque passe effectue une
transformation entre différentes représentations intermédiaires du code compilé. La ou 'approche
d’origine consistait & minimiser le nombre de passes pour optimiser le fonctionnement du com-
pilateur, les systémes modernes disposant d’une mémoire et d’une capacité de calcul bien plus
grandes, I’augmentation du nombre de passes dans les compilateurs modernes a permis le dé-
veloppement de compilateurs capables de générer et d’optimiser le code de fagon adaptée a de
multiples architectures et systémes d’exploitation.

Cette multiplication du nombre de passes dans les compilateurs a également mené & une
simplification de la fonctionnalité de chaque passe. A partir de la description des langages in-
termédiaires d’entrée et de sortie, de telles passes de compilation réalisent ainsi généralement
des transformations n’affectant quun petit nombre de constructions du langage d’origine. Par
exemple, des passes effectuant des transformations de construction de sucre syntaxique vont éli-
miner les symboles correspondant au sucre syntaxique considéré du langage d’entrée, alors que
des passes d’optimisation modifieront des constructions plus complexes.

Cette simplification des passes de compilation permet de gérer la complexité des compila-
teurs modernes en décomposant les fonctionnalités via des passes relativement simples. On peut
ainsi concevoir des compilateurs de plus en plus complexes mais plus modulaires, ce qui facilite
le travail de relecture, debugging et I’ajout de fonctionnalités. De plus, en détaillant les lan-
gages d’entrée et de sortie de chaque passe, il est possible de spécifier des garanties syntaxiques
de la transformation et de vérifier la transformation effectuée par la passe par rapport a ces
spécifications.

Considérons un langage de A-expressions dont les constructions de base sont les A-termes,
lapplication, les définitions let et les variables (identifiées par une chaine de caractére). Algébri-
quement on peut représenter ce langage par le type algébrique suivant (ou String est considéré
comme le type intégré de chaines de caractéres) :

Expr := lambda(String, Expr)
| apply(Expr, Expr)
| let(String, Expr, Expr)
| wvar(String)

Dans ce langage, la construction let peut étre vue comme un sucre syntaxique : un terme de
la forme let(s,eq,es) est équivalent au terme apply(lambda(s,es),e1). On peut donc concevoir
une passe de compilation destiné a éliminer ce sucre syntaxique comme explicité. Une telle passe
effectue une transformation depuis le langage précédent vers le langage cible suivant :

ExprNolLet lambda(String, Expr)

| apply(Expr, Expr)
| wvar(String)

En spécifiant ainsi le langage de départ et le langage cible, on fournit une propriété syntaxique
détaillant le fonctionnement attendu de la passe considérée. Il est alors possible d’utiliser le
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systéme de types du langage d’implémentation pour vérifier que les types d’entrée et de sortie
de la transformation correspondent bien & des expressions du langage de départ et du langage
cible, respectivement.

2.1.2 Nanopass

La conception d’un compilateur utilisant ce modéle de passes est cependant assez couteuse
et chronophage. En effet, dans 'exemple considéré, les langages d’entrée et de sortie n’ont qu’'un
faible nombre de constructions, mais en pratique, ce type de passe doit étre implémenté sur des
langages pouvant contenir plusieurs dizaines de constructions différentes. Déclarer les langages
intermédiaires de chaque passe et le détail des mécanismes d’une passe n’affectant qu’un petit
nombre de constructions devient alors un travail fastidieux, et trés souvent redondant.

La librairie de compilation Nanopass [Keel3| propose de simplifier I’écriture de ce type de
passes de compilation en fournissant des constructions permettant de gérer les redondances liées
a leur développement et de générer une grande partie du code définissant les différents langages
intermédiaires et les transformations associées. En particulier, la commande define-language
permet de définir un langage, soit explicitement en déclarant I’ensemble des constructions du
langage, soit par comparaison & un langage d’origine, en déclarant les constructions a ajouter et
a enlever. Tandis que la commande define-pass permet de définir la transformation effectuée
par une passe en explicitant, d’une part, les langages d’entrée et de sortie de la passe, et d’autre
part, les opérations effectuées par la transformation elle-méme.

En reprenant ’exemple présenté dans la section précédente, on peut ainsi déclarer le langage
initial d’expressions avec un define-language explicite :

(define—language Lsource
(terminals
(variable (x)))
(Expr (e el e2)
X
(lambda x e)

(apply el e2)
(let x el €2)))

Dans ce langage Lsource, les variables sont considérées comme des constructions terminales
(les seules de notre langage) identifiées par la méta-variable x. En pratique, il faudrait également
écrire un prédicat vérifiant la forme d’une telle variable. On définit ensuite le type Expr, identifié
par les méta-variables e, el et e2, étant une variable ou une construction non-terminale lambda,
apply ou let.

On peut ensuite définir le langage d’expressions cible obtenu aprés I’élimination de la construc-
tion let, par extension du langage Lsource :

(define—language Lnolet
(extends Lsource)
(Expr (e el e2)
(— (let x el €2))))
Dans ce cas, on ne décrit que les différences avec le langage étendu, i.e. les constructions

(terminales ou non) a ajouter ou a retirer du langage. Ici, on veut juste retirer la construction
let comme explicité par la clause (- (let x el e2)) H Cette définition du langage Lnolet est

1. on peut également ajouter des constructions avec une clause (+ (if e el e2)), par exemple.
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donc équivalente & la définition explicite suivante :

(define—language Lmnolet
(terminals
(variable (x)))
(Expr (e el e2)
X

(lambda x e)
(apply el e2)))

Cette approche permet de réduire les redondances dans les définitions des langages intermé-
diaires en ne déclarant que les modifications entre chaque langage. Ainsi plutot, que de devoir
re-déclarer I’ensemble des constructions de chaque langage, on se contente de spécifier le faible
nombre de constructions affectées par la passe de compilation et on se repose sur la librairie
Nanopass pour générer la définition concréte explicite de chaque langage.

Une fois les langages d’entrée et de sortie d'une passe correctement déclarés, on peut en
spécifier le fonctionnement avec la commande define-pass :

(define—pass remove—let : Lsource (x) —> Lnolet ()
(Expr : Expr (ir) — Expr ()
[ x x]

[(lambda ,x ,e) ‘(lambda ,x ,(Expr e)

)|
[(apply ,el ,e2) ‘(apply ,(Expr el) ,(Expr e2))]
[(let ,x ,el ,e2) ‘(apply (lambda ,x ,(Expr e2)) ,(Expr el))]))

On définit ici une passe transformant un programme du langage d’entrée Lsource vers le
langage cible Lnolet. Dans cette passe, on définit la transformation, nommeée Expr, des non-
terminaux Expr de Lsource vers les non-terminaux Expr de Lnolet. Pour chaque construction
d’Expr, on définit le comportement de cette transformation avec le motif correspondant en entrée
et une expression en sortie. On remarque qu’il faut ici expliciter 'appel récursif a Expr pour
effectuer la transformation des termes de Lsource Expr vers des termes de Lnolet Expr. En
pratique, la construction define-pass déclare l’application d’un tel catamorphisme [MEFP91], en
mettant les variables sur lesquels se fait ’appel récursif entre crochet :

(define—pass remove—let : Lsource (x) —> Lnolet ()
(Efcpr :]Expr (ir) — Expr ()
[glambda ,x Lle]) ‘(lambda ,x ,e)]
[Capply [el] .[e2]) *(apply ,el ,e2)]
[(let ,x ,[el] ,[e2]) ‘(apply (lambda ,x ,e2) ,el)]))

Les méta-variables e, el et e2 dans les motifs de chaque clause de la transformation Expr
deviennent ainsi [e], [el1] et [e2] pour indiquer ’application du catamorphisme. Cette notation
simplifie déja I’écriture de la passe, mais on voit d’autant plus clairement que la plupart des
clauses de la transformation Expr se contente de reconstruire le terme du langage d’origine
Lsource dans le langage cible Lnolet (ici, c’est le cas des clauses de variable, lambda et apply).
Etant données les définitions de ces deux langages, la commande define-pass est capable de
générer automatiquement ces clauses. On peut donc simplement définir la passe en n’explicitant
que les clauses modifiant concrétement une construction du langage d’entrée :

(define—pass remove—let : Lsource (x) —> Lnolet ()
(Expr : Expr (ir) — Expr ()
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[(let ,x ,[el] ,[e2]) ‘(apply (lambda ,x ,e2) ,el)]))

L’approche proposée par Nanopass permet ainsi de réduire nettement ’effort nécessaire a
I’écriture de ce type de passe de compilation, tout en proposant un systéme de type permettant
de vérifier syntaxiquement la transformation effectuée. La librairie a été utilisée aussi bien dans
un contexte éducatif [SWDO04|, que commercial [KD13| ou elle a été utilisée pour développer un
compilateur du langage Scheme. Cette approche a également été implémentée dans une librairie
OCaml [Mil17]. Du point de vue des domaines de 'analyse statique et de la vérification formelle,
I’approche proposée par Nanopass reste un peu superficielle puisqu’elle ne permet que de vérifier
I’absence ou la présence de symboles dans le résultat d’une transformation. On propose cependant
de s’en inspirer pour présenter une approche algébrique basée sur la notion de filtrage par motif.

2.1.3 Approche algébrique

L’approche proposée par Nanopass repose sur le systéme de type sous-jacent du langage
d’implémentation pour vérifier qu'une passe de compilation effectue bien une transformation
depuis un langage de départ vers un langage cible. Ce type d’approche est néanmoins limité
par I'expressivité de représentation de ces deux langages. Dans Nanopass, cette expressivité est
suffisante pour exprimer des modifications qui ne consistent qu’en I'ajout ou la soustraction de
quelques symboles du langage.

Dans un contexte plus général, on voudrait pouvoir exprimer que les termes obtenus via une
transformation vérifient des propriétés plus complexes pouvant considérer et combiner de mul-
tiples symboles. Donner une telle caractérisation de I’ensemble des termes obtenus par transfor-
mation est en effet une approche utilisée par de nombreux outils d’analyse statique. Par exemple,
des approches tels que la complétion d’automate [Genl4| ou le model checking [MBO04], proposent
de modéliser un programme sous la forme d’un systéme de réécriture ou d’un transducteur et de
vérifier la correction du programme en déterminant la forme syntaxique des termes obtenus.

En reprenant I'exemple du langage de A-expressions présenté dans les Sous-Sections précé-
dentes, on pourrait considérer la définition d’un systéme de type permettant de vérifier que les
expressions sont en continuation-passing style (CPS) [Rey93| ou en A-normal form (ANF) [SF92].
Ces formes d’expressions sont particuliérement utiles pour la compilation et I’optimisation de lan-
gages fonctionnels puisqu’elles permettent, notamment, de garantir que toutes les récursions sont
terminales. Pour garantir que les expressions considérées sont bien de la forme voulue, on au-
rait alors besoin de déclarer un systéme de type spécifiquement congu pour correspondre & la
propriété souhaitée. Par exemple, pour des expressions en ANF, on peut définir les types suivant :

= wal(Val)
| let(String, Val, Expr)
| letapply(String, Val, Val, Expr)

Expr Val := lambda(String, Expr)

| war(String)

Bien que certaines approches fonctionnelles, telles que les variants polymorphiques [Gar98§],
puissent simplifier la définition de systémes de type, combinant des notions de sous-typage, poly-
morphisme et surcharge, spécifiquement congus pour vérifier la propriété de correction souhaitée,
il reste néanmoins nécessaire de construire ces systémes au cas par cas. On propose donc plutot
de se reposer sur une approche algébrique ot les propriétés recherchées seront exprimées par des
notions de filtrage par motif.

Plus précisément, on va chercher & garantir la correction d’une transformation en vérifiant
qu’un motif donné est absent du résultat de la transformation considérée. Pour reprendre 1'ap-
proche de Nanopass, cela revient & vérifier que les termes du langage de sortie de la passe ne
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contiennent aucun sous-terme filtré par un motif dont le symbole de téte est un symbole éliminé
du langage cible. Dans le cas de termes en CPS ou ANF, on peut, par exemple, vérifier que toutes
les applications sont terminales : i.e. les termes ne contiennent pas d’application & gauche d’une
application.

Cette approche permet de vérifier de nombreuses propriétés allant de ’aplatissement ou du
tri d’une liste a la forme de formules logiques (on présente en Annexe un certain nombre
d’exemples qui ont été validés par 'implémentation de la méthode présentée, et dont certains
seront détaillés dans les chapitres suivants). On peut également mentionner la notion de sécurité
de filtrage dans les langages fonctionnels, qui a fait 'objet de travaux [JR21| cherchant & proposer
des méthodes pour vérifier qu'un programme fonctionnel ne peut pas échouer a cause d’une
fonction définie par filtrage de maniére non-exhaustive.

2.2 Langages a base de réécriture

La réécriture est un formalisme trés répandu dans de nombreux domaines de 'informatique,
en particulier dans les domaines de la vérification formelle et de la transformation de langage.
En effet, de par son aspect formel et son expressivité, c’est un formalisme particuliérement bien
adapté pour décrire des sémantiques de langages.

Dans le contexte des langages fonctionnels, le formalisme de réécriture fournit un cadre idéal
pour illustrer les programmes considérés en les traduisant sous la forme de CBTRSs. En ef-
fet, comme on I’a vu dans le Chapitre [T les termes considérés par les programmes fonctionnels
peuvent étre décrits sous la forme d’une algébre de termes sortée, en traduisant les types algé-
briques sous la forme d’une signature sortée. Ainsi, on peut considérer un programme fonctionnel
comme manipulant des termes de ’algébre ainsi obtenue et le traduire sous la forme d’un systéme
de réécriture :

removelet :: Expr — Expr
removeLet (Lambda x e) = Lambda x (removeLet e)
removeLet (Apply el e2) = Apply (removeLet el)
(removelLet e2)
removelLet (Let x el e2) = Apply (Lambda x (removelLet e2))
(removelLet el)
removeLet (Var x) = Var x

removeLet(lambda(x,e)) — lambda(x, removeLet(e))
removeLet(apply(e1,e2)) —  apply(removeLet(ez),
removeLet(eq))
removeLet(let(x,e1,e3)) — apply(lambda(x, removeLet(es)),
removeLet(ez))
removeLet(var(x)) —  var(x)

FIGURE 2.1 — Traduction de la fonction removeLet en Haskell (en haut) sous la forme d’un
CBTRS (en bas)

De nombreux langages ont ainsi proposé d’implémenter des notions similaires de filtrage par
motif et de régles de réécriture. On présente dans cette section un tour d’horizon de ces langages
a base de réécriture.
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2.2.1 Reéécriture par stratégies

Une des premiéres problématiques qui a été considérée par les langages & base de réécriture a
été de controler 'application des régles. Pour pouvoir gérer les problématiques de confluence et
de terminaison, de nombreux langage ont en effet proposé de limiter 'application des régles de
réécriture via des combinateurs de stratégie particuliérement adaptés a la description de parcours
d’arbres.

ELAN

Le langage ELAN |[BKK™98| est un des premiers langages a introduire des constructions de
stratégie permettant un tel contréle. Ce développement se présente dans un premier temps par
la distinction entre deux sortes de régles : les régles anonymes s’appliquant systématiquement
(suivant une stratégie innermost : en profondeur d’abord) et les régles étiquetées pouvant ainsi
étre appelées et controlées via une stratégie spécifique. Une autre particularité d’ELAN est sa
gestion du non-déterminisme, puisque ’application d’une régle étiquetée renvoie un ensemble de
termes obtenus suivant la stratégie choisie.

Pour définir les stratégies utilisées, ELAN introduit un langage de stratégies [KKV93| propo-
sant un ensemble de combinateurs de stratégies permettant de les composer et de les controler.
Une stratégie est ainsi considérée comme un objet a part entiére du langage. Les régles étiquetées,
Iidentité et I’échec forment un ensemble de stratégies élémentaires, s’appliquant directement a la
racine du terme considéré, et dont ’application est controlée plus finement via ces combinateurs.
Ces derniers permettent a la fois de détailler I'ordre d’application des régles et de controler cette
application en fonction du contexte. Pour encoder la stratégie de traversée d’arbre, ELAN génére
également, pour chaque symbole f, un opérateur de congruence F' de méme arité permettant
d’expliciter les stratégies appliquées a chaque sous-terme d’un terme ayant f comme symbole de
téte.

Par la suite des opérateurs de traversée polymorphes ont été introduits, via des fonctions des
destructions/constructions polymorphiques, permettant ainsi de définir des stratégies de traver-
sée indépendamment de la signature choisie. En permettant également de définir des stratégies
de maniére récursive, ELAN propose ainsi un langage de stratégie qui a inspiré, par la suite, de
multiples langages.

Stratego

Un des principaux langages a hériter des principes de stratégies introduits par ELAN est le
langage de transformation de programmes Stratego [VBT98|. Il développe énormément le concept
de construction de stratégie en privilégiant des combinateurs de stratégie polymorphiques. En
plus des combinateurs de séquence, de choix (déterministe et non-déterministe), le langage de
stratégie proposé par Stratego est, grace a cette approche polymorphique, le premier a intégrer
des combinateurs de congruence génériques :

e

e l'opérateur i(s) permet d’appliquer la stratégie s au i®™¢ sous-terme du terme, et échoue

si l'arité du symbole de téte est trop petite;

e lopérateur A11l(s) applique s & tous les sous-termes du terme considéré, et échoue si I'ap-
plication de s échoue pour au moins un des sous-termes;

e lopérateur One(s) applique s au premier sous-terme pour lequel s n’échoue pas, et échoue
si application de s échoue pour tous les sous-termes;

e l'opérateur Some(s) applique s & tous les sous-termes pour lesquels s n’échoue pas, et échoue
si 'application de s échoue pour tous les sous-termes.
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Pour gérer la définition de stratégie récursive, Stratego introduit également 'opérateur px(s), ou
x peut étre utilisé dans la construction de s pour renvoyer & la définition récursive.

Grace a l'expressivité de ce langage de stratégie, Stratego a démontré étre un langage particu-
lierement bien adapté a la transformation de langage [VisO1]. En effet, de nombreuses stratégies,
utilisées pour les transformations d’arbres syntaxiques, telles que top-down (du haut vers les
bas), bottom-up (du bas vers le haut) et innermost (en profondeur d’abord), sont facilement
encodables via les différents combinateurs de stratégie proposés.

Maude

Le langage de spécification Maude [CELM96| est basé, comme les deux précédents, sur la ré-
écriture, mais propose originellement une approche fondamentalement différente au controle de
Papplication des régles. En effet, les objets du langage Maude s’appuient sur une représentation
& un méta-niveau. Il est possible d’appliquer des régles sur cette représentation méta via l'opéra-
teur meta-apply. Cet opérateur normalise le terme et retourne la méta-représentation du terme
résultant de I’évaluation.

L’application d’un ensemble de régles peut donc étre contrdlée en s’appuyant sur les capacités
réflexives du langage : on contréle ’application des régles de réécriture via un autre programme
défini par réécriture. Cette approche, bien que trés expressive, est particuliérement compliquée
a utiliser d’un point de vue pratique. Par la suite [MMV04], Maude a ainsi intégré un langage de
stratégie inspiré d’ELAN et Stratego.

Tom

Le langage Tom [BBK™07] est congu sur le concept des #lots formels [Spi01, BKMO6] pour enrichir
des langages généralistes populaires, comme Java. Ces ilots formels permettent d’'intégrer dans
ces langages hotes des concepts tels que le filtrage par motif et d’autres fonctionnalités issues de
la réécriture, en restant aussi peu intrusif que possible. Pour cela, les constructions de Tom sont
interprétées, transformées et compilées dans le langage hote.

Parmi les fonctionnalités intégrées dans Tom, on retrouve des constructions permettant de
définir des signatures algébriques via le module gom qui se repose sur le typage statique fort de
Java pour générer un systéme de type équivalent a la signature multi-sortée considérée. Il est
ensuite possible de définir des méthodes agissant sur les constructions algébriques ainsi générées
via des modules de filtrage associatif et de stratégie.

Le langage Tom intégre, en effet, un langage de stratégie inspiré d’ELAN et Stratego. Comme
dans ces derniers, l'identité, I’échec et les régles de réécriture sont toujours les constructions de
stratégie élémentaire qui sont ensuite composées via un ensemble de combinateurs similaire. A
la différence de ces langages, une régle de réécriture est définie comme stratégie en étendant une
stratégie par défaut (généralement I'identité ou I’échec), ce qui permet d’expliciter le comporte-
ment par défaut de la stratégie.

2.2.2 Conception et Analyse par Réécriture

De nombreux autres outils se sont inspirés du formalisme de réécriture pour concevoir des en-
vironnements destinés a la conception de langages, notamment pour les langages dédiés (DSL :
Domain Specific Language), et/ou I'analyse de programmes. La réécriture est en effet un for-
malisme particuliérement adapté a la définition de transformations d’arbres syntaxiques et a la
description de la sémantique de programmes.
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ASF+SDF

Le formalisme ASF+SDF |[vdBvDH™01] est une combinaison construite autour des langages ASF
(Algebraic Specification Formalism) et SDF (Syntax Definition Formalism). Ces deux formalismes
permettent de définir un langage en décrivant a la fois les aspects syntaxiques du langage et en
en fournissant une spécification sous la forme d’équations algébriques.

Un des intéréts de la combinaison ASF+SDF vient du fait qu’il est possible d’utiliser la syntaxe
décrite dans SDF directement dans les spécifications ASF. Ces derniéres étant écrites sous la
forme d’équations algébriques, elles peuvent étre interprétées comme des régles de réécriture et
appliquées de fagon innermost (en profondeur d’abord), ou via une fonction de traversée définie
par l'utilisateur.

Un environnement de développement a été construit autour du formalisme ASF+SDF en
I'intégrant avec une interface utilisateur, des éditeurs, parsers, compilateurs et interpréteurs.

Rascal

Héritier direct du formalisme ASF+SDF, Rascal [KvdSV09] offre une interface compléte des-
tinée & la transformation et ’analyse de programmes. Autour des syntaxe et sémantique de
ASF+SDF, Rascal s’est inspiré de nombreux outils ayant influencé I’évolution des techniques de
transformation et d’analyse de code source, et a notamment intégré de nombreuses fonctionnalités
construites autour de la logique de réécriture et du filtrage par motif.

Un point central de la philosophie du langage Rascal est sa volonté de s’intégrer avec des outils
de I'état de I’art pour proposer des fonctionnalités supplémentaires et destinées & un plus grand
public. Par exemple, il est possible de déléguer le processus d’analyse & Maude ou K [HKV12] :
pour cela, le code Rascal est transformé pour correspondre a la syntaxe du langage utilisé, la
tache d’analyse est générée et exécutée. Une fois le résultat de I'analyse obtenu, ce dernier est
interprété par Rascal et remi dans le contexte du code analysé.

De plus, Rascal est également intégré sous la forme d’un plugin Eclipse permettant ’analyse
et la transformation de code source directement au sein de ’environnement de développement.

Spoofax

De fagon similaire a Rascal, Spoofax [KV10, VWTT14] propose une plateforme destinée a la
conception et 'analyse de langage dédié en intégrant le formalisme SDF avec le langage de ré-
écriture stratégique Stratego. Cette plateforme permet non seulement de considérer les aspects
syntaxiques et sémantiques des langages mais aussi de fournir un ensemble de fonctionnalités
allant du parsing, a la génération de code exécutable en passant par des outils de vérification de
spécifications sémantiques, et de transformations.

Au-dela des aspects syntaxiques et sémantiques, la plateforme Spoofax permet la définition
de régles de résolution de nommage en fonction de la portée, ainsi que des régles d’analyse et
d’inférence de type. A partir de I'ensemble des spécifications du langage dédié, Spoofax génére
alors parsers, outils d’analyse et de vérification, et interpréteurs pour le langage ainsi défini.

Tout comme Rascal, Spoofax est construit autour d’une intégration a I’environnement de dé-
veloppement Eclipse, et s’'intégre a d’autres outils, comme ’assistant de preuve formelle Coq.

L’approche algébrique proposée par le formalisme de réécriture le rend particuliérement bien
adapté a I'écriture de transformation d’arbre syntaxiques comme proposé dans la Section précé-
dente. Des mécanismes, tels que les stratégies de réécriture, utilisés par certains langages peuvent
méme grandement faciliter I’écriture de ce type de transformation. Mais bien qu’il y ait une forte
interdépendance entre la notion de filtrage par motif et la relation de réécriture, la plupart des
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langages & base de réécriture sont destinés a ’analyse de code ou la conception de langage dédié
et n’apportent que trés peu de garanties sur les transformations effectuées.

2.2.3 Génération de régle et Filtrage

On voit par le nombre d’outils qui se reposent sur des notions de réécriture, que ce formalisme
est particuliérement bien adapté & I'écriture de transformations. Mais de par son expressivité et
son aspect algébrique, c’est également un formalisme qui se porte tout aussi bien a I’étude formelle
de ces transformations. L’utilisation de systémes de réécriture permet, par exemple, de considérer
des notions de terminaison, qui peuvent étre vérifiées par des outils tels que AProVE [FGP™ 11|
ou TTT2 [KSZMO09], ou bien encore de confluence.

Aussi, dans des approches de réécriture stratégique telles que celles proposées dans les lan-
gages Stratego ou Tom, il peut étre intéressant de se ramener & un systéme de réécriture classique
pour pouvoir en étudier les propriétés. C’est ce que propose [CLM15] : pour chaque régle de ré-
écriture et chaque combinateur de stratégie utilisé, il est possible de générer des symboles et des
régles de réécriture associées permettant d’encoder la stratégie construite dans un systéme de
réécriture classique. Cette approche, prouvée correcte et compléte, permet non seulement 1’étude
des propriétés de terminaison des stratégies, mais peut également servir d’encodage d’un langage
de stratégie dans tout langage supportant les concepts de réécriture (comme ceux présentés pré-
cédemment), voir simplement des notions de filtrage par motif (comme la plupart des langages
fonctionnels généralistes).

De fagon similaire, les langages fonctionnels, ou certains langages & base de réécriture, adoptent
en général un formalisme de systéme de réécriture ordonné : les régles sont appliquées dans I'ordre
de préférence dans lequel elles sont spécifiées, i.e. si deux régles peuvent s’appliquer, la premiére
des deux s’appliquera toujours exclusivement. Ce type d’approche permet généralement une dé-
finition plus concise et claire d’un systéme de réécriture. Comme dans le cas des stratégies, les
travaux présentés dans [CM19]| proposent d’encoder ce type de systéme de réécriture ordonné en
un TRS classique.

L’approche proposée dans [CM19| passe par I’étude de motifs étendus linéaires, comme définis
dans la Section [1.2] et de la notion de filtrage par motif associée. Pour cela, une notion de
sémantique close de motif est introduite :

Définition 2.1 (Sémantique close). Etant donné un terme t € T(C,X), on définit la sémantique
close de t, notée [t], comme l’ensemble des instances de t : [t] = {o(t) | Vo.o(t) € T(C)}.
Pour un motif étendu linéaire, on définit la sémantique close de maniére récursive :

[x,] = T5(C), pour toute variable v, € X ;

[e(piy .- pn)] = {c(v1,...,;0n) | (v1,...,0,) € [p1] X -+ X[pn]} pour tout constructeur
c € C et motifs p1,...,pn;

[p1 + p2] = [p1] U [p2] pour tout motifs p1 et ps ;

[p1 \ p2] = [p1] \ [p2] pour tout motifs py et po ;
o [L]=0.

En partant de 'observation qu'un motif de ’algébre peut étre interprété comme ’ensemble
de ses instances, cette notion de sémantique permet de représenter ’ensemble (potentiellement
infini) des termes filtrés par un motif étendu par une structure finie, puisqu’on a :

Proposition 2.1. Etant donné un motif étendu linéaire p et une valeur v, on a p < v si et
seulement si v € [p].
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Etant donné un systéme de réécriture ordonné :

l1—>7‘1
lQ—DTQ

l, — T,

le but de I’approche proposée est de résoudre le probléme de désambiguisation [KraO8| des motifs
[, .. .,1;1], i.e. de déterminer, pour tout ¢ > 1, un ensemble de motifs P; tel que UpEPZ' Ip] =
M2\ U;;ll [1;]. On peut alors pour chaque régle l; — r; remplacer la régle dans le systéme par
un ensemble de régles ayant pour membre gauche les motifs de P;.

Exemple 2.1. On considére [’algebre définie par la signature Yiep = (S,C W D) décrite par le
type algébrique :
Expr := lambda(String, Expr)
| apply(Expr, Expr)
| let(String, Expr, Expr)
| wvar(String)

et avec D = {removeLet}. On étudie une version ordonnée du systéme de réécriture, présenté
dans la Figure[2.]], décrivant le comportement associé au symbole removeLet :

removeLet(lambda(x,e)) — lambda(z, removeLet(e))

removeLet(apply(ei,e2)) — apply(removeLet(ez),
removeLet(eq))

removeLet(let(x,e1,e2)) —  apply(lambda(x, removeLet(ez)),
removeLet(es))

removeLet(x) — T

Dans ce systeme de réécriture ordonné, la derniére régle ne peut s’appliquer que sur des termes
pour lesquels toutes les autres régles ne s’appliquent pas. Donc le terme instanciant x ne peut
pas étre filtré par lambda(z,e), apply(e1,ea) ou let(x,e1,e2). On cherche donc un ensemble de
motifs P tel que |, p[p] = [zgp] \ ([lambda(z, e)] U [apply(e1, e2)] U [let(z, e1, e2)])

Etant donnée la signature Yjes, on a P = {var(s)}. On peut donc remplacer la derniere regle
par removeLet(var(s)) — var(s), et on retrouve bien ainsi le systeme de la Figure [2.1]

Pour résoudre le probléme de désambiguisation, Cirstea et Moreau proposent le systéme de
réécriture R permettant de réduire un motif étendu en un motif additif (i.e. ne contenant pas
de complément \) et préservant la sémantique.

Cirstea et Moreau montrent dans [CM19] que le systéme préserve la sémantique close des
motifs :

Proposition 2.2. Etant donnés des motifs linéaires u,v tels que u —m U, 0N a [u] = [v].
Et ils garantissent l'existence et la structure des formes normales :

Proposition 2.3. Le systeme R\ est confluent et terminant. Etant donné un motif étendu p,
la forme normal p I, est soit L, soit une somme de motifs constructeurs, i.e. un motif additif
pure tel que pour toute position w € Pos(p im\) s1p dov, (W) =+, alors Vw' < w,p bor, (W) =+.
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Elimine ensemble vide :

(A1) l+v =7

(A2) v+ 1L =0

Distribution :

(E1) 0(v1,...,L,...,Tp) = L

(S1) (UL, ..., U + Wi, ., Tp) = 6(VL,.., Vi, Op) +0(VL, ..., Wiy - -, Tpy)

Simplifie compléments :

(M1) T\T, = L

(M2) T\L=>7

(M3) v\ (W1 +w2) = (©\wi)\ Wz

(M4) T\ aty, ... ty) = c(215y5 -2 Zms,,) \ a(tr, ... En) avec m = arity (c)
c€eCs

(M5) 1\ = L

(M6) @+w)\ a(v1,...,0,) = @\ a(v1,...,0,)) + @\ a(v1, ..., 7))

M7)  o(Tr, .. Tp) ety te) = (T \ B Te) o a(T T \ )

(M8) «(v1,...,0,) \ B(W1,...,Wn) = a(vl,...,0,) avec o # f3

s ULy -+, Un, W, WY, - .., Wy fltre les motifs

FIGURE 2.2 — R, : réduction de motifs étendus; w,v
7 filtre les variables. a, 8 s’étend & tous les

additifs, t1,...,t, filtre les motifs pures additifs,
symboles de C, et § de C*>Y.

Pour tout motif étendu linéaire p, t = p im\ est donc un motif additif équivalent a p, i.e.
pour toute valeur v, p << v si et seulement si t < v.

La problématique considérée dans cette thése consistant & vérifier qu’un motif est absent du
résultat d’une transformation donnée, le formalisme proposé s’inspire de 'approche sémantique
présentée dans [CM19|. En effet, grace au systéme 9‘{\, on a vu que cette sémantique permet
de représenter et de calculer des anti-motifs [KKMO07|, ou plus généralement des compléments
de motifs, comme un ensemble de motifs constructeurs. On pourra donc étendre cette approche
pour construire une sur-approximation de I’ensemble attendu des résultats d’une transformation
et comparer cette sur-approximation aux termes obtenus par réduction suivant le TRS donné
pour décrire la transformation considérée.

2.3 Analyse statique

Le concept d’analyse statique de programmes englobe ’ensemble des méthodes développées
dans le but de vérifier et de décrire le comportement d’un programme, sans ’exécuter (contraire-
ment aux méthodes dites "dynamiques", comme le test ou la simulation, qui requiert son exécu-
tion). De nombreux outils et méthodes d’analyse ont ainsi proposé de vérifier qu'un programme
fournit une solution & un probléme donné.

On propose dans cette section de présenter quelques approches différentes de la littérature
qui ont pour objectif de fournir des garanties pouvant envelopper, ou au moins intersecter, la
problématique introduite précédemment.

2.3.1 Langages réguliers

Afin de garantir la forme des termes obtenus par transformation suivant une relation de
réécriture, une approche répandue consiste a représenter les termes issus de la transformation
comme des termes d’un langage régulier.

Une des premiéres approches proposant une méthode pour fournir une telle description est
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celle présentée dans [JMT79|, qui cherche & construire une grammaire réguliére, a partir d’une
grammaire d’entrée et du systéme de réécriture considéré.

Définition 2.2 (Grammaire réguliére). Une grammaire réguliére G est un quadruplet (¥, N, S, A)
avec ¥ un alphabet de symboles, appelés terminaux, N un alphabet de symboles (disjoints de X2),
appelés non-terminaux, S € N un non-terminal de départ avec arity (S) =0, et A un ensemble
de regles de production, présenté comme un TRS sur X U N.

On dit qu’un terme t est produit par une grammaire G, s’il existe une dérivation de S a ¢ :
S =4 t. On note L(G) le langage ainsi engendré par G.

Etant donné un TRS R et une grammaire de départ G, ’approche proposée dans [JM79)
consiste a construire une grammaire G sur-approximant ’ensemble des termes obtenus depuis
Gy par réécriture via R :

R*(£L(Go)) € L(Gr)

Une version moderne de la méthode [JAO7] présente un algorithme pour construire Gg en
ajoutant de nouveaux non-terminaux et les régles de production associées dans G. Pour chaque
régle de production générant un terme affecté par R, on introduit un nouveau non-terminal
représentant I’ensemble de ces termes, des nouveaux terminaux pour chaque sous-terme dans le
membre droit affecté par R, et pour chaque variable.

Exemple 2.2. On considére la grammaire Go, avec ¥ = {z,s, even, odd, true, false}, N =
{E,0, S}, et le systeme de régles de production A :

Qm®»
bbb
S

Et on cherche a déterminer l'ensemble des termes obtenus suivant le TRS R :

even(z) —  true
even(s(n)) — odd(n)
odd(z) —  false
odd(s(n)) — even(n)

En d’autres termes, on cherche a démontrer que pour tout entier naturel n, défini dans l'algébre
de Peano, even(n) n’est jamais réduit a false.

Ici, on a uniquement la régle de production S — even(E) a considérer : on introduit donc
un non-terminal Ry et les régles S — Ry, Ry — true pour la régle even(z) — true de R, et
un non-terminal Ra et les régles S — Ry, Ry — odd(Ray) pour even(s(n)) — odd(n) et Ray
un non-terminal représentant la variable n dans cette régle, d’ot Ra, — O. On doit maintenant
considérer la régle Ro — odd(Ray) : on introduit un non-terminal Ry et les régles Ra — Ry,
Ry — even(Ruy) pour la régle odd(s(n)) — odd(n) de R, et Ry un non-terminal représentant la
variable n dans cette régle, d’ot Ryy, — E. Enfin, a partir de la régle Ry — even(Ryy,), on ajoute
la régle Ry — Ry d’aprés even(s(n)) — odd(n). On peut ainsi résumer le systéme de régles de
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production obtenu :

(S — even(E) | Ry | R
E — z]s(0)
0O — s(B)
Ry — true
Ry — odd(Ray) | Ra
Ry, — O
Ry — even(Ran) | R2
Ry, — E

On voit dans le systéme de régles de production de cette grammaire, qu’il n’y a bien aucune
dérivation de S a false.

L’algorithme proposé itére sur les régles de production jusqu’a ce qu’aucun nouveau non-
terminal et aucune nouvelle régle de production ne puisse étre ajoutée a la grammaire. Cependant,
comme il n’y a qu'un nombre fini de nouveau non-terminaux par régle du systéme R, 'algorithme
termine bien dans tous les cas. Cette approche est néanmoins uniquement dépendante de la
grammaire de départ Gy et du TRS R, et ne permet donc pas d’affiner la sur-approximation
quand celle obtenue est trop grossiére.

Une méthode basée sur les automates d’arbres, présentée dans [GR10], propose un algorithme
similaire par complétion d’automate, pour obtenir une sur-approximation plus fine du langage
de sortie. Le formalisme d’automate d’arbres permet en effet de définir un filtrage sur les termes
de ’algébre pour décrire un sous-ensemble des termes comme le langage des termes filtrés par
I’automate. La complétion d’automates d’arbres cherche a décrire la forme des termes d’un
langage, initialement défini via un tel automate, transformés par réécriture selon un TRS donné.

Définition 2.3 (Automate d’arbres). Un automate d’arbres (ascendant) A est un quadruplet
(F,Q, Qf,A> avec F un alphabet de symboles, Q un ensemble d’états, Qy € Q un ensemble
d’états finauzr et A un ensemble de transitions de la forme p — q o g € Q est un état et p un
motif de T (C, Q), appelé configuration.

Un terme ¢ est accepté par un automate d’arbres A si et seulement si t = ¢ avec q € Qy,
et le langage accepté par A, noté L(A), est 'ensemble des termes acceptés par A.

Etant donné un automate d’arbres Ay et un TRS R, le but de 'algorithme de complétion est
donc de construire un automate Ap sur-approximant ’ensemble des formes normales des termes
de L(Ap) :

R*(L(Ao)) € L(AR)

Comme l'algorithme précédent, ’algorithme de complétion d’automate fonctionne en ajoutant
des états et des transitions manquantes a 'automate. Mais il procéde de maniére beaucoup plus
itérative, ou chaque itération améliore 'approximation du langage, ce qui permet, en théorie,
d’obtenir au final une exacte représentation de R*(L(.Ayp)).

Exemple 2.3. On reprend le cas considéré dans ’Exemple [2.3 On peut représenter le méme
langage via Uautomate Ay avec F = {z,s, even, odd, true, false}, Q = {Gevens Qodd> 4r}, Qf =
{as} et A représenté par le systeme :

Z —>  {even
S (QGven) —  dodd
S (QOdd) —  (even
even(‘]even) - qf
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L’algorithme de complétion commence par détecter que, comme even(z) est accepté par l'au-
tomate initial Ay et que even(z) =g true, on souhaiterait que true soit accepté par Ar. Pour
se faire, on ajoute 'étal qiye et les transitions true —> Girue, Qtrue —> qf @ Ar. De fagon simi-
laire, on remarque que even(s(qodd)) ==>A qf et even(s(qoad)) =>r 0dd(qodd), donc on ajoute
Uétat qco et les transitions odd(Godd) — o, 4eo —> qf @ Ar. On procéde ainsi pour toutes les
configurations acceptées par Ag et dérivés par R pour obtenir l'automate Ay, et on recommence
le processus en prenant en compte les états et transitions nouvellement ajoutés.

Dans ce cas, on remarque qu’avec la nouvelle régle odd(s(qeven)) =>A 4, il faut prendre
en compte la dériation odd(s(Geven)) =R €VeN(Geven). Comme, even(Geven) =>A qf, aucune
nouvelle régle n’est nécessaire. L’algorithme s’arréte et on a Ar = A1 avec les transitions sui-
vantes :

Z —  {even
S(Qeven) —>  Godd
S (QOdd) —>  {even Qtrue — (4f
even(Qan) - (f Gco - qf
true > Qtrue

\ odd (QOdd) > (co

Comme avec ’algorithme précédent, on voit ici que false n’est pas accepté par l’automate
obtenu : pour tout entier n pair, even(n) ne peut pas étre réduit a false.

Comme 'algorithme de complétion d’automate procéde par itérations améliorant la précision
de lautomate au fur et & mesure, la terminaison n’est pas garantie : chaque pas d’itération
peut introduire de nouveaux états et de nouvelles itérations, & partir des ajouts de l'itération
précédente. Dans [Genl6], Genet identifie certaines classes de TRS pour lesquels la terminaison
de I’algorithme est garantie.

Pour aider 'algorithme & construire un automate Ax permettant de vérifier les propriétés
recherchées, I’approche proposée dans [GR10] propose de construire une abstraction de la trans-
formation. L’abstraction proposée est basée sur un systéme d’équations spécifiées par I'utilisateur,
qui définissent des classes d’équivalence des configurations obtenues par réduction.

Exemple 2.4. Dans les Exemples [2.9 et [2.3, les algorithmes proposés permettent de vérifier
les propriétés recherchées parce que la distinction entre entier pairs et impairs est faite dans la
grammaire/dans [’automate.

Si maintenant on cherche a prouver que pour un entier n quelconque, even(n + n) ne peut
pas étre réduit a false, les deux approches échouent. Par exemple, on peut considérer l’automate
Ao défini par le systéeme de transition :

Z — Qn
s(qn) - qn
double(q,) — qy

avec le TRS R’ issu de R en ajoutant les régles :

plus(n, z) — n
plus(n,s(m)) — s(plus(n,m))
double(n) —  even(plus(n,n))

L’algorithme de complétion d’automates donne alors l'automate Ar défini par le systéme de
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transition :

Z — (qn

S(qn> — (n

double(qn) — qf

lus(qn, —

plus(gn, qn) Gsum Goven = 47

5(qum) —  Qdsum Godd = g

even(qum) —>  (even © !
Qtrue —> 4f

even(Qn) —  (even Gtal - g

Odd(qsum) —  {Godd false !

odd(qy) — qodd

true > Qtrue

false —  dfalse

On voit donc bien ici que l'automate obtenu accepte false. Néanmoins, en spécifiant I’équation
s(s(n)) = n, Ualgorithme peut reconnaitre deux classes d’équivalence regroupant respectivement
les nombres paires et les nombres impaires. L’algorithme génére alors des états et des transitions
correspondants & chacune de ces classes d’équivalence éliminant ainsi la dérivation permettant
de reconnaitre false.

Cette approche équationnelle peut également permettre de limiter la génération d’un nombre
infini d’états en les fusionnant dans un nombre fini de classes d’équivalence. Genet montre ainsi
dans [Genl6] que si le nombre de classes d’équivalences est fini alors I’algorithme de complétion
proposé termine toujours.

Enfin, on peut observer que dans 'Exemple [2.4] on peut construire a partir de 'automate
Ar une abstraction du TRS R sur les configurations contenant la régle even(gq,) — Gyrye. Or
comme @, reconnait le terme s(z), on peut ainsi construire un contre-exemple de 'abstraction
obtenue (puisque even(s(z)) ne se réduit pas a true). L’approche proposée dans [HGJ20], pro-
pose alors, tant qu’on peut obtenir un tel contre-exemple, d’améliorer ’automate généré avec
une procédure d’affinement de I'abstraction guidée par le contre-exemple (CEGAR |[CGJT00]).
L’approche permet ainsi de limiter I'intervention de 1'utilisateur en générant une abstraction plus
fine sans, nécessairement, dépendre d’équations spécifiées par ce dernier.

2.3.2 Model-checking

Le model-checking est une approche consistant a construire une abstraction d’un programme
ou d’un systéme (généralement appelé modéle) et de vérifier une propriété du programme en ins-
pectant I’ensemble des états possibles donnés par le modéle. La méthode de vérification consistant
donc & explorer I'ensemble des états du modéle, pour que cette derniére soit compléte, il faut
donc concevoir un modéle fini. Cela peut passer par une série de transformations qui doivent
également étre vérifié, pour garantir qu’elle préserve le comportement du systéme.

On présente ici quelques outils et méthodes de model-checking, mais on peut également noter
que la problématique considérée peut donc également avoir des applications dans la conception
de modéles.

Maude

On a déja introduit Maude dans la Section [2.2.1] pour présenter son approche vis-a-vis de la
réécriture stratégique. En pratique, Maude est un langage, basé sur la logique équationnelle et
la logique de réécriture, destiné a la spécification et la vérification formelle de programme. Dans
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ce but, Maude propose une approche de model-checking en vérifiant que I'ensemble des états
atteignables définis par réécriture vérifient un invariant donné.

Si I’ensemble des états atteignables est infini, ou trop grand pour étre explorés de fagon
compléte, Maude propose également une approche de model-checking permettant de limiter le
nombre de transitions pour atteindre les états considérés. En pratique, on préferera cependant
construire un modeéle fini par abstraction : Maude supportant la logique équationnelle, I'utilisateur
peut définir un ensemble d’équations permettant de réduire I’ensemble infini d’états en une
abstraction finie. Pour obtenir un modéle cohérent, il est également possible de vérifier que les
équations préservent 'invariant recherché.

Higher order recursion scheme
Les Higher Order Recursion Scheme (HORS) sont une forme de grammaire d’arbres typés de
l'ordre supérieur introduit dans [Ong06| :

Définition 2.4 (HORS). Un HORS G est un quadruplet (3,N,S,R) avec 3 un alphabet de
symboles appelés terminaux, N un ensemble fini de symboles appelés non-terminaux, S € N
un non-terminal de départ typé o (pour output) et R un ensemble de régles de production de la
forme F x1 -+ x, = t avec F un non-terminal de type Ty — --- — T, — 0, x1,...,Ty, des
variables de types respectifs 11, ...,T,, et t un motif.

Cette famille de grammaires est particuliérement intéressante dans le contexte des méthodes
de model-checking, puisque, comme montré dans [Ong06], la vérification de prédicats sur les
termes générés par un HORS avec des types finis est décidable par model-checking. On peut
cependant noter que la complexité théorique d’une telle vérification est k-EXPTIME avec k
I'ordre du HORS (i.e. 'ordre maximal des non-terminaux).

L’approche par model-checking des HORSs n’étant cependant pas capable de gérer naturelle-
ment des types de données potentiellement infinis tels que des entiers ou des listes, des méthodes
d’abstraction ont par la suite été introduites pour utiliser le formalisme d’HORS sur des pro-
blémes plus généraux. L’approche présentée dans [KSUL1| introduit ainsi un formalisme d’abs-
traction de prédicat : un programme en entrée est modélisé via une abstraction des variables
numériques en booléens construits & partir de prédicats obtenus par une procédure CEGAR.
L’approche a été implémentée dans le model-checker MoCHi [SKUT20).

Une limitation majeure de I'utilisation d’HORSSs classiques est que ces derniers ne supportent
pas de primitive de filtrage par motif, ce qui ne permet donc pas d’implémenter d’opérations des-
tructives. Ces approches ne sont donc naturellement pas adaptées pour modéliser des transfor-
mations de types algébriques. Une extension de la notion de HORS est proposée dans [KTU10],
appelée Higher-order Multi-parameter Tree Transducer (HMTT) ou les régles de production
peuvent contenir des clauses de filtrage par motif de la forme :

lh = n
match x :
l, — r,
ou l1,...,l, sont des motifs de la forme c y; --- ¥, avec ¢ un symbole terminal d’arité m et

Y1i,--.,Ym des variables. On peut, par exemple, définir le systéme R de I'Exemple par le
HMTT suivant :

z = {rue
FEvenx — matchx{sy . Oddy
Odd x — match :z:{ 2 = Jalse

s — FEveny
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Chapitre 2. Contexte et Motivations

A partir d’'une abstraction des types d’entrées, exprimée par des automates d’arbres, il est alors
possible de ramener la vérification d’invariants sur un tel HMTT & un probléme sur un HORS
fini.

Par la suite, [UTK10] propose une extension de la structure HMTT permettant d’introduire
des annotations dans le programme modélisé. Chaque annotation est utilisée pour diviser le
programme en HMT'Ts représentant les sous parties du programme avant et aprés ’annotation
considérée. Cette approche permet également de contourner une limitation majeure du forma-
lisme d’"HMTT, qui est sa distinction forte des types d’arbres d’entrée et de sortie : seul un arbre
du type d’entrée peut étre "détruit" et seul un arbre du type de sortie peut étre construit. En
utilisant un formalisme d’automate pour exprimer ces annotations et les propriétés de vérification
recherchées, ces prédicats servent d’abstraction des arbres d’entrée et de sortie de chaque HMTT
ainsi généré. Il est alors possible de procéder & la vérification de la transformation modélisée par
chaque HMTT, pour garantir la correction du programme d’origine.

Les approches basées sur le formalisme d’HMTT ne proposant cependant pas de procé-
dure permettant de déduire automatiquement une abstraction adaptée pour leur vérification,
on peut finalement mentionner I’approche introduite dans [ORII| qui présente une notion si-
milaire I’HORSs avec des primitives de filtrage par motif, appelés Pattern Matching Recursion
Scheme (PMRS). L’intérét de cette approche, comparé aux HMTTS, est quelle introduit un méca-
nisme d’abstraction automatique basée sur une procédure de type CEGAR. Ce mécanisme n’est
cependant pas complet : pour un PMRS représentant le probléme traité dans ’'Exemple la
procédure échoue a construire une abstraction distinguant entiers paires et impaires.

2.3.3 Typage et annotations

De facon similaire & I'approche de Nanopass qui permet de garantir une passe comme une
transformation entre un langage de départ et un langage d’arrivée, le typage statique d’un pro-
gramme est une méthode courante d’analyse et de vérification. L’utilisation de systéme de types
complexes permet ainsi de vérifier statiquement, qu’a chaque pas d’exécution, I’état courant du
programme est en accord avec les spécifications décrites par le systéme de type donné. De nom-
breuses approches ont ainsi proposé d’exprimer des systémes de types de plus en plus complexes,
permettant de décrire de facon aussi précise que possible des propriétés de corrections.

Pour revenir a I'approche de Nanopass, la présence ou ’absence de certains symboles peut étre
décrite par 'utilisation de sous-types constructeurs |[BF99]. Cette approche propose un forma-
lisme introduisant une relation de sous-typage entre deux types dont les ensembles des symboles
constructeurs sont reliés par une relation d’inclusion. En pratique, une telle approche permet ainsi
de construire des systémes de types complexes décrivant des garanties syntaxiques similaires a
celles proposées par Nanopass.

Pour faciliter I'utilisation de ce genre de formalisme, une approche classique consiste & décorer
les types de bases avec des annotations permettant de décrire des propriétés et des prédicats du
programme considéré. C’est 'approche considéré par la notion de Refinement Types |[FP91| qui
propose un formalisme d’annotations de types permettant d’introduire des prédicats dans les
signatures de type. L’approche a ainsi été implémentée dans de nombreux langages, tels qu’Agda
et Coqg. On peut, par exemple, annoter la signature de la fonction head (qui renvoie le premier
élément d’une liste) pour spécifier qu’elle ne s’applique que sur les listes non-vides, plutot que
de dépendre d’une vérification a ’exécution :

{-@ head :: {l:[a] | length 1 > 0} —> a @}
head (x :: ) =x
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Par la suite, le développement de Liquid Types [RKJO8| propose d’introduire des mécanismes
d’inférence sur un systéme d’annotations de type basé sur les Refinement types. Cette inférence
permet de déduire certaines annotations a partir de celles données par 1'utilisateur, permettant
ainsi de limiter la dépendance aux contributions manuelles de 1'utilisateur.

Meéme si la notion de Recursive Refinements [KRJ09] a permis, par la suite, I'écriture de
prédicats prenant en compte la forme et les sous-termes de types inductifs, cette approche est
principalement destiné & ’expression et la vérification de propriétés sur des entiers ou des types
intégrés a la sémantique d’annotation (potentiellement indépendante de celle du langage lui-
méme). En effet, 'utilisation de Refinement Types permet principalement la description de pro-
priétés locales des termes, et n’est donc pas adaptée a ’écriture et la vérification de propriétés
structurelles syntaxiques des types algébriques.

2.3.4 Veérification de transformations XML

La vérification de programmes de traitement de documents XML est un également un do-
maine ayant bénéficier du développement de nombreuses méthodes permettant la vérification de
propriétés syntaxiques sur des transformations d’arbres. En effet, c’est un domaine qui a de trés
nombreuses applications dans 'industrie avec des outils bien établis tels que les langages XSLT
ou XQuery. L’idée consiste a traiter un document XML pour en extraire de 'information et/ou
générer un document avec un schéma XML différent, ou un autre format (e.g. HTML).

Un document XML pouvant étre représenté comme un arbre typé par le schéma XML spécifié,
ce type de transformation XML est en général vérifié par des approches de type-checking. Des
approches telles que celles présentées dans [Toz06] et [MSV03| proposent d’utiliser un formalisme
de transducteurs d’arbres pour modéliser les programmes de transformation considérés. Il est
alors possible de typer la transformation pour vérifier les structures d’entrée et de sortie du
transducteur. L’utilisation de transducteurs rend aussi la vérification via model-checking possible,
comme dans [KTUI10] présenté précédemment.

D’autres approches, telles que XDuce [HP03| ou CDuce [BCF03], ont introduit des formalismes
d’annotation de type permettant d’exprimer des spécifications supplémentaires & garantir sur le
programme de transformation. Le type annoté est ensuite vérifié avec une méthode de sous-
typage par sémantique [FCB02| : I'idée consiste a construire une notion de sémantique sur les
termes et les types annotés et d’exprimer la relation de sous-typage comme une inclusion de
sémantique.

2.4 Synthése

On propose donc, dans ce mémoire, de définir un formalisme permettant la spécification et la
vérification de transformations d’arbres syntaxiques. On s’intéresse, en particulier, & garantir des
propriétés syntaxiques sur le résultat de la transformation considérée, pour montrer qu’un motif
donné est absent de ce résultat. Pour cela, on propose de s’appuyer sur une approche algébrique
utilisant le formalisme de réécriture.

La notion de réécriture est en effet un formalisme trés répandu dans le domaine des méthodes
formelles, notamment pour son expressivité puisqu’il permet de définir de fagon trés naturelle
des transformations sur des types de données algébriques. Il est tout particuliérement adapté
pour encoder des programmes fonctionnels (y compris dans le cas de programmes a 'ordre
supérieur [Joh85]). De plus, des approches basées sur la réécriture stratégique ou la génération de
régles de réécriture [CLM15)| facilitent grandement I’écriture d’un systéme de réécriture décrivant
le comportement de la transformation étudiée. De nombreux langages, tels que Tom, Stratego,
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Rascal ou Maude, se sont ainsi basés sur la réécriture pour proposer des outils de spécification
et/ou d’analyse de programmes.

Du point de vue de la vérification formelle, la réécriture est utilisée par certaines approches
telle que la complétion d’automates [Genld|, qui propose de construire un automate d’arbres
pour décrire le langage des termes obtenus par réécriture suivant un systéme donné. Des ap-
proches alternatives, telles que le model-checking ’HORS [Ong06] ou l'utilisation de systémes
de types annotés [FP91, [RKJO08|, proposent de garantir certaines propriétés sur les résultats d’un
programme en utilisant des formalismes plus compliqués & prendre en main et/ou moins adaptés
a des types de données algébriques.
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3

Exemption de Motif et Sémantique

La problématique considérée étant de vérifier que des programmes de transformation d’arbres
produisent des résultats ne contenant pas certains motifs algébriques, on cherche a proposer un
formalisme, basé sur l'algébre de termes et la réécriture, permettant de vérifier que les formes
normales potentiellement issues d’une relation de réécriture ne contiennent pas les motifs exclus,
i.e. qu’aucun sous-terme de ces formes normales ne sont filtrés par ces motifs.

Dans le contexte des langages fonctionnels, les transformations sont réalisées par le biais de
fonctions. Le formalisme proposé doit donc permettre de vérifier des garanties quant a la forme
des résultats de ces fonctions. En pratique, le systéme de type considéré et la signature de type
des fonctions fournissent déja de l'information sur les symboles constituant le terme obtenu.
Cependant, quand il s’agit de prouver qu’un symbole ou un motif sera absent du résultat, ces
informations ne sont généralement pas suffisantes.

Le formalisme considéré propose donc d’annoter les symboles de fonction (représentés par les
symboles définis D en algébre de termes) par des profils détaillant le comportement attendu de la
fonction associée vis-a-vis des propriétés syntaxiques recherchées. A partir de ces annotations, on
étend la notion de sémantique close introduite dans [CM19], aux termes contenants des symboles
définis, pour représenter une sur-approximation de l’ensemble des formes normales attendues.
Etant donné un CBTRS encodant ces fonctions, on pourra vérifier que cette sémantique est en
accord avec la relation de réécriture.

Dans un premier temps, on introduit la notion d’Exemption de Motif qui définit formellement
la propriété syntaxique recherchée et le systéme d’annotation utilisé. Dans la Section[3.2] on étend
la notion de sémantique close aux termes contenant des symboles définis en sur-approximant 1’en-
semble des formes normales attendues en se basant sur le comportement spécifié par les annota-
tions des symboles définis. Enfin, on étudiera les propriétés de préservation de cette sémantique
via une relation de réécriture, afin de vérifier que les annotations données sont cohérentes avec
le CBTRS encodant le comportement de la transformation étudiée.

3.1 Exemption de Motif

On cherche donc a proposer un formalisme basé sur une notion d’annotation spécifiant le com-
portement attendu de la réduction associé & un symbole défini représentant I’application d’une
fonction de transformation. Le but final étant de pouvoir prouver 'absence de sous-terme filtré
par un motif donné, on introduit dans un premier une propriété définissant formellement cette
absence de motif, puis on utilisera cette notion pour définir le systéme d’annotations considéré.
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3.1.1 Termes constructeurs exempts

On définit donc, pour les valeurs, la propriété d’Exemption de Motifs pour donner une descrip-
tion syntaxique de la forme des termes obtenus comme résultat de la transformation considérée :

Définition 3.1 (Valeur exempte). Etant donné un motif étendu p, on dit qu’une valeur v € T (C)
est exempte de p si et seulement si Vw € Pos(v),p 4 V-

Une valeur est exempte d’un motif p si et seulement p ne filtre aucun sous-terme de la valeur.
On pourra noter que, comme _L ne filtre rien, toute valeur est exempte de L.

Cette propriété d’exemption peut bien sir étre utilisée dans le contexte de la transformation
de programmes, ou elle est particulierement bien adaptée pour décrire le résultat d’une passe de
compilation qui aura un effet limité sur les constructions du langage. On retrouve donc comme
exemple naturel le cas de I’élimination de sucre syntaxique.

Exemple 3.1. On considére le langage de A-expression, introduit dans la Section |2.1], composé
de constructions X\, application, let et de variables. On a vu dans la Section[2-1], la construction
let peut étre vue comme un sucre syntazrique.

Une expression de ce langage peut étre représentée par un terme de l'algébre définie par la
signature Yjer = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

Expr := lambda(Int, Expr)
| apply(Expr, Expr) Int := 2
| let(Int, Expr, Expr) | s(Int)
| war(Int)

Les variables sont ici identifiées par un entier de Peano.

Dans ce langage, plutot que de représenter les termes obtenus par élimination du sucre syn-
taxique let comme des termes d’une sous-sorte comme proposée dans la Section [2.1], on peut les
représenter comme les valeurs de sorte Expr exemptes du motif let(i, ey, ea).

Mais cette propriété peut facilement s’adapter pour décrire la forme souhaitée de formules
logiques (comme pour la forme normale négative dans I’'Exemple , des propriétés de sécurité,
ou encore, en utilisant des notions d’interprétation abstraite, des propriétés plus compliquées
(comme pour les listes triées dans I’'Exemple .

Exemple 3.2. On considére des formules logiques composées de prédicats, pouvant dépendre
de variables quantifiées par des quantificateurs universels ou existentiels, et des opérateurs de
conjonction, disjonction, implication et négation. On dit qu’une telle formule est en forme nor-
male négative si l'opérateur de négation n’est appliqué que sur des prédicats et que la formule ne
contient pas dimplication.

Les formules logiques considérées peuvent étre représentées par les termes de ’algébre définie
par la signature ¥ formula = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

Int := 2 Formula := predicate(Int, VarList)
| s(Int) not(Formula)
and(Formula, Formula)

Var := war(Int) or(Formula, Formula)
impl(Formula, Formula)
Varlist := mnil exists(Var, Formula)

| cons(Var, VarList) forall(Var, Formula)
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Les variables propositionnelles et les prédicats sont ici identifiés par un entier de Peano.

Dans ce contexte, les formules en forme normale négative sont donc les valeurs de sorte
Formula exemptes du motif impl(fi1, f2) + not(and(f1, f2)) + not(or(f1, f2)) + not(forall(v, f)) +
not(exists(v, f))+not(not(f)), qu’'on pourra noter de fagon plus concise par ppny = tmpl(fi1, f2)+
not(!predicate(i,l)).

Exemple 3.3. On considére des listes d’expressions constituées des constantes 0 et 1, ordonnées
avec 0 < 1. Dans ce contexte, une liste triée est donc une liste qui ne contient aucune constante
0 aprés une constante 1.

De plus, on peut représenter ces listes comme les termes de sorte List de 'algébre définie par
la signature Xgopteq = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

Expr := A List := nil
| B | cons(Expr, List)

ot le constructeur A, respectivement B, représente la constante 0 respectivement 1 (on a donc
A< B).

On peut ainsi représenter les listes triées par les valeurs de sorte List exemptes du motif
Dsorted = cons(B, cons(A,l)).

La notion d’Exemption de Motif s’étend également naturellement aux termes constructeurs
de l'algébre en considérant toutes les instances du terme, 7.e. en instanciant ses variables avec
des valeurs :

Définition 3.2 (Terme constructeur exempt). Etant donné un motif étendu p, on dit qu’un
terme constructeur u € T(C,X) est exempt de p si et seulement, pour toute substitution o telle
que o(u) € T(C), o(u) est exzempt de p.

Un terme constructeur est donc exempt d’un motif si et seulement si toutes ses instances
valeurs le sont. Comme pour les valeurs exemptes, étant donné que le motif L ne filtre rien, tout
terme constructeur est exempt de L.

Cette généralisation garantit la stabilité de I’'Exemption de Motif par substitution, mais on
peut naturellement observer qu’elle est également préservée pour les sous-termes :

Proposition 3.1. Etant donné un motif étendu p et un terme t € T(C,X), t est exempt de p si
et seulement si t|,, est exempt de p, pour toute position w € Pos(t).

Démonstration. Soit p un motif étendu et ¢ un terme de 7(C, X).

Sit, est exempt de p pour toute position w € Pos(t), alors, en particulier, t|e =t est exempt
de p.

On suppose maintenant que ¢ est exempt de p et on montre 'implication directe par induction
sur la forme ¢ :

e Sit=x€Xout=cecC alors Pos(t) = {e} et la preuve est immédiate.

o Sit=c(t,...,ty) avec n > 0, comme ¢ est exempt de p, pour toute substitution o telle
que o(t) € T(C), on a alors o(t) exempt de p. Donc, pour tout i € [1,n], ¢; est exempt de p,
car sinon il existerait une substitution o avec o(t;) € T(C), et une position w € Pos(c(t;))
telles que p < ot;,, et donc il existerait une substitution o', généralisant o sur t, tel que
o'(t) € T(C) et p=Ko'(t)),.,, i-e. o’ (t) non-exempt de p. Par induction, on a donc ?,, exempt
de p pour toute position w € Pos(t) (w # € par induction, et w = € puisque tle = t).

O
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Enfin, on observe que la propriété d’Exemption de Motif peut se composer via I'opérateur de
disjonction + des motifs étendus :

Proposition 3.2. Etant donné des motifs étendus p1,pa, et un terme t € T(C,X), t est exempt
de p1 + po si et seulement si t est exempt de p1 et de po

Démonstration. La preuve est immédiate en observant que pour toute valeur v € T(C) et pour
tous motifs étendus p1,p2, on a p; + po 4 v si et seulement p; € v et po <« v. O

L’Exemption de Motif étant ainsi une propriété syntaxique a la fois préservée par la relation
de sous-terme et par substitution, elle est particuliérement bien adaptée & un formalisme basé
sur la réécriture. En effet, une relation de réécriture opére en instanciant certains sous-termes
de départ (cf. Définition . On proposera par la suite une généralisation de cette notion
4 'ensemble des termes de 'algébre, mais pour cela il est nécessaire de pouvoir caractériser
les symboles définis (qui sont les seuls a ne pas étre déja pris en compte dans les définitions
précédentes) en termes d’Exemption de Motif.

3.1.2 Profils et annotations

En algébre de termes, une fonction de transformation est représentée par un symbole défini
de D, ce qui permet de décrire le comportement de la transformation associée par la relation
de réécriture induite d’'un CBTRS. Le formalisme de réécriture permet ainsi de considérer la
potentielle forme normale des termes obtenue par réduction, pour lesquels on cherche donc a
garantir des propriétés d’Exemption de Motif (Définition . Afin de pouvoir obtenir de telles
garanties, les propriétés d’Exemption de Motif peuvent étre utilisées comme un moyen d’enrichir
la signature de sorte des symboles définis.

En effet, de fagon similaire aux approches de raffinement de type, on propose d’annoter les
symboles définis de la signature considérée avec des profils indiquant les propriétés d’Exemption
de Motif attendues pour la forme normale potentielle d’un terme ayant le symbole défini considéré
comme symbole de téte. Ainsi un symbole ¢ : s1 * -+ % s, — s pourra étre annoté par un
ou plusieurs profil(s) de la forme py * --- % p, — p avec pi,...,pp,p des motifs linéaires. Un
tel profil indiquera qu'un terme ayant ¢ comme symbole de téte, avec comme argument des
termes respectivement exempts de p1, ..., p, devrait, au final, étre réduit en une valeur exempte
de p; ou plus précisément, que pour un terme clos de la forme t = p(t1,...,t,), si t1,...,t, ne
peuvent étre réduits qu’en des termes respectivement exempts de p1, ..., pn, alors la potentielle
forme normale de ¢ devra étre une valeur exempte de p.

On considére donc que tous les symboles définis ¢ € D sont annotés par un ensemble de
profils P, et on notera le symbole 4,0!7) pour expliciter cette annotation. On pourra également
omettre I'annotation pour alléger les notations. On peut remarquer que méme dans le cas ou
P = 0, on aura toujours t = p(t1,...,t,) réduit en un terme exempt de L si et seulement si
t1,...,t, sont exempts de L, puisque tout terme est exempt de L. Cela revient & considérer un
profil L % ---x L — L par défaut, que I'on peut donc omettre de 'annotation P.

Exemple 3.4. L’exemple a introduit une algebre, définie a partir de la signature X formulas
permettant de représenter des formules logiques et explique comment on peut décrire la forme nor-
male négative de ces formules comme une propriété d’Exemption du Motif pnny = tmpl(fi1, f2) +
not(!predicate(i,l)).

A partir de cette observation, on peut donc ajouter le symbole défini nnf”) : Formula —
Formula € D a la signature X tormuia pour représenter le symbole de fonction transformant une
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formule quelconque en une formule équivalente en forme normale négative. Le systéme de réécri-
ture décrivant le comportement de la fonction associée au symbole est donnée en Anneze [Q, et
on peut annoter le symbole avec P = {L +— ppns}.

Le profil L v pppy indique, en effet, que tout terme dont le symbole de téte est nnf doit étre
réduit en un terme représentant une formule en forme normale négative, i.e. pour toute valeur
v : Formula, on voudra que la forme normale de nnf(v) soit une valeur exempte de ppy .

Ces profils peuvent ainsi étre découpés en deux : le membre gauche fournit des pré-conditions
s’appliquant sur les arguments de la fonction, i.e. sur les termes en argument du symbole défini,
tandis que le membre droit donne une post-condition a satisfaire pour le résultat de la fonction,
i.e. la potentielle forme normale obtenue par réduction suivant un CBTRS. Dans 'exemple
précédent, la pré-condition est donc vide, ce qui est symbolisé par une Exemption du motif
1 (qui est toujours vérifiée), mais ce n’est pas toujours le cas. En effet, une approche initiale,
présentée dans [CLM20a], proposait de simplement annoter les symboles définis avec un unique
motif indiquant la propriété d’Exemption de Motif & vérifier par la potentielle forme normale
du terme considérée, i.e. la post-condition (sans pré-condition). Cependant, cette approche est
naturellement limitée par une vérification uniquement basée sur le résultat de la réduction sans
prendre en compte les informations disponibles sur les arguments fournis. De plus, de tels profils
peuvent toujours étre représentés avec I'approche présentée ici en considérant des profils avec
des pré-condition vide, via I’Exemption du motif L, comme dans ’exemple précédent.

Exemple 3.5. Considérons des expressions pouvant étre un entier ou une liste de telles expres-
sions. Ce langage d’expression peut étre représenté par l'algébre de termes définie par la signature
Yist = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

Expr := nt(Int) Int = 2 List = nil
| Ist(List) | s(Int) | cons(Expr, List)

Dans cette algébre, on peut définir les listes plates, i.e. les listes ne contenant pas de liste imbri-
quée, avec les valeurs de sorte List exempte du motif pgrqr = cons(lst(l1),(2).

On introduit donc le symbole défini flatten'™' : List — List € D représentant la fonction
d’aplatissement d’une Liste, i.e. la fonction prenant une liste en argument et renvoyant une liste
plate contenant tous les entiers contenus dans la liste d’entrée et ses éventuelles listes imbriquées,
et un symbole défini concat'™? : List * List — List représentant la fonction de concaténation de
deuz listes. Naturellement on peut donc annoter le symbole flatten avec P1 = {L — pfiat}
pour indiquer la garantie souhaitée que la forme normale d’un terme ayant pour symbole de téte
flatten doit étre une liste plate (sans pré-condition sur 'argument). Mais, on peut également
observer que la concaténation de deux listes plates est censée étre une liste plate : dans ce cas, le
membre gauche du profil permet bien de décrire la pré-condition exigeant aux deux listes d’étre
plates, i.e. exemptes de pgiqr. On peut donc annoter concat avec Py = {Dfiat * Dfiat > Dflat},
pour expliciter que pour toutes listes l1,la € Tlist(C), si ly et la sont exemptes de pyfiqr, la forme
normale de concat(ly,l2) devra également étre exempte de p gy

Bien que cette derniére annotation me soit pas forcément wutile pour expliciter la garantie
d’aplatissement via la fonction flatten, suivant le systéme de réécriture décrivant sa réduction,
elle peut étre mécessaire a sa vérification.

En effet, les profils fournissent donc une indication des propriétés d’Exemption de Motif
attendues sur les formes normales potentiellement obtenues par réduction suivant une relation
de réécriture définie par un CBTRS. On va donc chercher & prouver que le systéme considéré
est bien cohérent avec ces annotations. Pour cela, on va, dans un premier temps, donner une
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généralisation de la propriété d’Exemption de Motif & ’ensemble des termes de 'algébre, donc
aux termes contenant également des symboles définis.

3.1.3 Généralisation de ’Exemption de Motif

Les profils introduits précédemment viennent donc enrichir le systéme de type pour donner de
I'information sur la forme attendue d’un terme aprés sa réduction. Ces informations supplémen-
taires peuvent étre utilisées pour définir une sur-approximation de la potentielle forme normale
du terme considéré : pour chaque sous-terme ayant un symbole défini comme symbole de téte,
on peut sur-approximer la forme normale attendue de ce sous-terme par n’importe quelle valeur
respectant les propriétés d’Exemption de Motif imposées par le profil.

On peut ainsi se servir de cette sur-approximation pour donner une généralisation de la
propriété d’Exemption de Motif, telle qu'un terme contenant des symboles définis vérifie une
propriété d’Exemption de motif si et seulement tous les termes de la sur-approximation la vérifie
également :

Définition 3.3 (Exemption de Motif). Etant donné un motif étendu p, on dit que :
e une valeur v € T(C) est evempte de p si et seulement Vw € Pos(v),p 4 vy, ;

o un terme constructeur u € T(C,X) \ T(C) est exempt de p si et seulement, pour toute
substitution o telle que o(u) € T(C), o(u) est exempt de p ;

o un terme t € T(F,X)\ T(C,X) est exempt de p si et seulement si, pour toute position
w € Pos(t) telle que t|, = O F(t1,... tn) avec ©'F € D™, et pour toute valeur v € T4(C)

exempte de >F (t1,...,t,), le terme t[v], est exempt de p.

w
ot bF (t1,...,t,) est le motif annotant de ©'F(t1,...,t,), défini par oF (ti,...,t,) = > el
avec Q ={r |3y * - xlp—=r € P tq Vie[l,n],t; est exempt de l;}

Pour les termes constructeurs, la définition est identique aux définitions originellement don-
nées dans la Section [3.1.1] : une valeur est exempte d’'un motif p si et seulement si p ne filtre
aucun de ses sous-termes, et un terme constructeur est exempt de p si et seulement si toutes ses
instances valeurs le sont. Enfin, on a donc qu’un terme contenant des symboles définis est exempt
de p si et seulement si remplacer les sous-termes ayant un symbole définie cp}f € D comme sym-
bole de téte par une valeur de sorte s exempt du motif annotant, résultant de 'annotation P et
de ses sous-termes respectifs, donne également un terme exempt de p. Pour chaque sous-terme de
la forme go!sp(tl, ..., tyn), et chaque profil [; % --- % [,, — 7r tel que t1,...,t, sont respectivement

exempts de Iy, ..., 1y, 07 (t1,...,t,) est donc exempt de 7.

Exemple 3.6. On consideére l'algébre de termes introduite dans I’Exemple . On note pfiar =
cons(Ist(l1),12), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten’* et concat'P2 aquec
Pr={L = pria} et Po = {Dfiat * Pfiat — Pfiat}-

e On remarque que cons(int(z), nil) est exempt de pyriqr, puisque c’est une valeur et que pyiqt
ne filtre aucun de ses sous-termes ;

e On peut également remarquer cons(int(i), nil) est exempt de priqe, puisque quelque soit
Iinstanciation donnée a la variable i, la valeur obtenue est exempte de pyiat ;

o Cependant, on peut observer que cons(int(i), cons(lst(nil),nil)) n’est pas exempt de pyiat
puisque le sous terme cons(lst(nil), nil) est filtré par psiqr ;

e On peut donc en déduire que le terme cons(int(i),l) n'est pas exempt de pyiqt, puisque la
variable | peut étre instanciée par cons(lst(nil), nil) ;
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e FEn revanche, ﬂattenw)l(l) est exempt de pyriq, puisque comme | est exempt de L, on a le
motif annotant >T1 (1) = Dflat 5

o Ainsi, on a également cons(int(i), flatten' (1)) exempt de pjiar, puisque pour toute valeur
v de sorte List exempte pyiqr, cons(int(i),v) est exempt de pyiaz ;

o Mais, cons(e, flatten'T (1)) n'est pas exempt de Dflat, Puisqu’étant donnée une valeur v de
sorte List exempt de pgiqr, on peut instancier la variable e par Ist(nil) et cons(lst(nil),v)
n’est pas exempt de pfiat ;

e Enfin, on remarque que, comme 572 (I1,1s) = L, le terme concat'F2(1y,ls) n'est pas exempt
de pfat, mais en revanche, comme >72 (ﬂattenlpl(ll),ﬂattenml (lg)) = Dfiat, le terme
concat'P2 (flatten'T (1y), flatten'™ (1)) est exempt de pjia;.

En prenant en compte tous les profils de 'annotation P, on sur-approxime ainsi la forme
normale du sous terme goff(tl, ..., ty) par Pensemble des valeurs vérifiant toutes les propriétés
d’Exemption de Motif attendues. En répétant 1'opération pour tous les sous-termes ayant un
symbole défini comme symbole de téte, on obtient donc une sur-approximation de la forme
normale du terme considéré.

Comme on 'a vu dans la Section [2.2.3] étant donné un motif étendu linéaire p, on peut
construire un motif additif r tel que toute valeur est filtrée par p si et seulement si elle est filtrée
par r. L’exemption de p est alors équivalente a 'exemption de r. Par la suite on ne considérera
donc des Propriétés d’Exemption de Motif que sur des motifs additifs linéaires.

Les propriétés prouvées précédemment, comme la composition d’Exemption de Motif via
lopérateur de disjonction + des motifs étendus (Proposition s’appliquent également & cette
généralisation. On remarque que la préservation de I’Exemption de Motif est aussi vérifiée pour
les termes linéaires :

Proposition 3.3. Etant donnés un motif étendu p et un termet € T(F,X) linéaire, t est exempt
de p si et seulement si o(t) est exempt de p, pour toute substitution o.

Démonstration. Soient t € T (F,X) un terme linéaire, on prouve par induction sur k le nombre
de symboles définis dans ¢ que pour tout motif étendu p, t est exempt de p si et seulement si
o(t) est exempt de p, pour toute substitution o.

On commence par montrer I'implication indirecte : on suppose que o(t) est exempt de p pour
toute substitution o, et on montre que ¢ est exempt de p.

e Sik=0,alorst e T(C,X) et, comme o(t) est exempt de p pour toute substitution o, on
a, notamment, o(t) est exempt de p pour toute substitution o telle que o(t) € T(C). Par
définition de la propriété d’Exemption de Motif, ¢t est donc exempt de p.

e On considére maintenant & > 0 tel que pour tout terme u € T(F,X) linéaire ayant
strictement de k& symbole défini, pour tout motif étendu ¢, si o(u) est exempt de ¢ pour
toute substitution o, alors u est exempt de q. Comme ¢t € T(F, X)), on cherche & montrer

que pour toute position w € Pos(t) avec t|,, = ©P(ty,...,ty) ou ©'F € D" et pour
toute valeur v € 75(C) exempte de b7 (t1,...,t,), t[v], est exempt p. Soient w une telle
position et v une telle valeur, on note u := t[v],,. Pour toute substitution o, en notant

o' == {zx — o(z) | x € Dom(o) \ Var(t,,)}, on observe que o(u) = o'(t) [v],. Or, par
hypothése, o’(t) est exempt de p, donc, par définition de I'Exemption de Motif, o(u) est
exempt de p, pour toute substitution o. D’aprés ’hypothése d’induction, on a alors u
exempt de p, et on peut donc conclure que ¢t exempt de p.
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Par induction sur k£, on a donc bien démontré I'implication indirecte.

On prouve maintenant I'implication directe par Contraposéelﬂ : on considére un motif étendu
p et une substitution o tels que u := o(t) n’est pas exempt de p, et on montre que ¢t n’est pas
exempt de p. On suppose, dans un premier temps, que k =0, i.e. t € T(C, X), et on prouve par
induction sur m le nombre de symboles définis dans u qu’il existe une substitution ¢’ telle que
o'(t) est une valeur non-exempte de p.

e Sim = 0, alors u € T(C,X). Si u € T(C), alors o est une substitution telle que o(t)
est une valeur non-exempte de p. Sinon, par définition de I’Exemption de Motif, il existe
une substitution ¢’ telle que o’(u) est une valeur non-exempt de p. On a donc ¢’ o o une
substitution telle que o’ o o(t) est une valeur non-exempte de p.

e On considére maintenant m > 0 tel que pour toute substitution ¢’ avec o/(t) ayant stric-
tement moins de m symboles définis, il existe une substitution o telle que o”(t) est une
valeur non-exempte de p.

Comme u posséde au moins un symbole défini et n’est pas exempt de p, il existe une po-

sition w € Pos(u) telle que ty, = ¢ (u1, ..., u,) avec ¢ € D", et une valeur v € T5(C)
exempte de >7 (u1,...,uy), le terme u [v],, n’est pas exempt de p. Comme t € T(C, X),
il existe une position w’' < w telle que t,, = z € X. On note w = w'.w”, et on définit

o’ la substitution telle que Dom(c’) = Dom(o) avec o'(y) = o(y) pour tout y # x et
o'(z) = o(y) [v],~. Par construction et linéarité de t, o’(t) = u[v],. D’aprés I'hypothése
d’induction, il existe donc une substitution o” telle que o”(t) est une valeur non-exempte
de p.

Par induction sur m, il existe donc une substitution o’ telle que o’(t) est une valeur non-exempte
de p. Comme ¢t € T(C,X) et ¢/(t) est une valeur, par définition de la propriété de ’Exemption
de Motif, ¢t n’est pas exempt de p.

On considére maintenant k& > 0 tel que pour tout terme u € T (F, X)) linéaire ayant stricte-
ment moins de k symboles définis, pour tout motif étendu ¢, si il existe une substitution telle que
o'(u) n’est pas exempt de ¢, alors u n’est pas exempt de g. Comme u = o(t) n’est pas exempt de p,

par définition de I'Exemption de Motif, il existe position w € Pos(u) avec u, = o F (u1,. .. up)
ot pif € D", et une valeur v € T;(C) exempte de >F (u1,...,uy) telles que u[v], n’est pas
exempt de p.

e Si w € Pos(t), on observe que u[v], = o(t[v],). Donc, par hypothése d’induction, ¢ [v],
n’est pas exempt de p. De plus on rappelle que > (ug, ..., u,) = qugu q avec Q,, = {r |
Ay % -k ly—=r € P tg. V5 € [1,n],u; est exempt de [;}. Par hypothése d’induction,
on a, pour tout ¢ € [1,n], pour tout motif étendu ¢ si u; = o(t;) n’est pas exempt de
q, alors t; n’est pas exempt de q. Donc Q; = {r | g * -+ x l,—>r € P tq Vj €
[1,n],t; est exempt de [;} C Q,. Par conséquent, par composition de I’Exemption de Motif
avec I'opérateur de disjonction de motif +, v est exempt de 57 (t1, ..., t,). On conclue donc,
par définition de I’Exemption de Motif que ¢ n’est pas exempt de p.

e Sinon, il existe une position w’ < w telle que #,, = € X'. On note w = w'.w”, et on définit
o’ la substitution telle que Dom(c’) = Dom(o) avec o’(y) = o(y) pour toute variable y # x
et o'(z) = o(y) [v],,». Par construction on a donc u[v], = ¢'(t). On conclue donc, d’apreés
I’hypothése d’induction, que t n’est pas exempt de p.

Par induction sur k&, on a donc bien démontré I'implication directe. O

1. On pourra remarquer que la preuve de I'implication directe est immédiate en utilisant la notion de séman-
tique introduite dans la Section suivante, avec les Propositions et
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Et on peut également observer que les propriétés d’Exemption de Motif sont préservées pour
les sous-termes, tant que ces derniers ne sont pas sous un symbole défini :

Proposition 3.4. Etant donné un motif étendu p et un terme t € T(F,X), t est exempt de p
si et seulement si ty, est exempt de p, pour toute position w € Std(t) = {w € Pos(t) | V' <
w,t(w') € C}.

Démonstration. On prouve la proposition par induction sur la forme t et k le nombre de symboles
définis dans t.

Sit=xz¢€Xout=op(t,...,t,) avec ¢ € D", la proposition est clairement vérifiée.

On considére maintenant ¢t = «(t1,...,t,) avec a € C" et on prouve par induction sur k que
si t est exempt de p, alors ¢; est exempt de p pour tout ¢ € [1,n].

e Sik=0,alorst e T(C,X). On suppose qu’il existe i € [1,n] tel que ¢; n’est pas exempt
de p, donc, par définition, il existe une substitution o telle que o(t;) n’est pas exempt
de p, i.e. il existe une position w € Pos(o(ti)) telle que p < o(t;),. On construit donc

une substitution o’ telle que pour toute variable z € Var(t;) o'(z) = o(x) et pour toute

variable y, € Var(t) \ Var(t;), o'(y) € Ts(C). On a alors, par construction, o’(t) € T(C)

et o’(t);; = o(t;). Dot p K 0’(t)); ,, donc o’ (t) n'est pas exempt de p. Et on peut conclure

que t n’est pas exempt de p.

li.w>

e On considére maintenant k£ > 0 tel que pour tout terme u = c(uy, . . ., u,) ayant strictement
moins de k symboles définis, si u est exempte de p alors u; est exempt de p pour tout
i € [1,n]. On suppose qu'il existe i € [1,n] tel que t; n’est pas exempt p, donc, par

définition, une position w € Pos(t) avec t|,, = ©F(r1,...,rm) oit @ € D™, et une valeur
v € T,(C) exempte de b7 (rq,...,7ry) telles que ¢; [v] , n’est pas exempt de p. On note donc
w:i=t], , =c(tr,...,t;[v],,...,tn), et par hypothése d’induction, u n’est pas exempt de

p. Par définition de 'Exemption de Motif, on peut donc conclure que ¢ n’est pas exempt
de p.
Si ¢ est exempt de p, on a donc, par induction sur la forme de ¢, que |, est exempt de p pour toute
position w € Std (t). Si ¢, est exempt de p pour toute position w € Std (t), comme € € Std (t),
alors t est exempt de p. O

La propriété d’Exemption de Motif est donc bien préservée par substitution, ainsi que pour
tous les sous-termes ne se trouvant pas sous un symbole défini. En effet, on peut considérer ces
positions comme "stables", dans le sens ol les symboles & ces positions resteront inchangés par
la réduction induite d’'un CBTRS : on souhaite que ces sous-termes conservent les propriétés
d’Exemption de Motif du terme, pour qu’elles soient également conservées par la relation de
réécriture elle-méme.

On remarque cependant que la préservation de I’Exemption de Motif par substitution n’est
vérifiée que pour les termes linéaires. On étudiera de fagon plus approfondie le cas des termes
non-linéaires dans la Section [3.4] et le Chapitre

Exemple 3.7. On considére dans cet exemple les termes de l'algébre définie par la signature
Y = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

S1 = ¢(52,52) S2 = a
| d(S1) | b

avec les symboles définis D = {f'Pr : S1 = S1,¢Ps : S1 + S2}, ou Py = {L — c(a,b)} et
Pg == @-
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On peut observer que c(x,a) est exempt de c(a,b) et ainsi que pour toute substitution o,
o(c(z,a)) = c(o(x), a) est exempt de c(a, b). En revanche, bien que c(x,x) soit également exempt
c(a,b), en considérant o = {x — g(z)}, on a o(c(z,x)) = c(g(2),9(2)) qui n'est pas exempt
de c(a,b), puisqu’en remplacant le premier g(z) par a, comme décrit dans la Définition on
obtient c(a,g(z)) qui n'est pas exempt de c(a,b).

On peut également observer que d(f(c(a,b))) est exempt de c(a,b) méme si le sous-terme
en argument du symbole défini f n’est clairement pas exempt de c(a, b).

Comme la notion d’Exemption de Motif considére, et définit, une sur-approximation des
formes normales obtenues par réécriture, il est nécessaire de prouver que le CBTRS considéré
induit bien une relation de réécriture conservant les propriétés d’Exemption de Motif. En effet,
les profils choisis supposent donc que les formes normales éventuelles seront compatibles avec
cette sur-approximation, et cette supposition reste maintenant & vérifier.

Pour se faire, il est non seulement nécessaire de pouvoir vérifier des propriétés d’Exemption de
Motif de maniére systématique, mais aussi de pouvoir examiner efficacement la sur-approximation
considérée. Dans les deux cas, on voit qu’il est potentiellement nécessaire de considérer un nombre
infini de valeurs de ’algébre. On propose donc d’utiliser une extension de la notion de sémantique
close introduite dans [CM19], ou elle est déja utilisée comme une construction finie permettant
de représenter une nombre potentiellement infini de valeurs.

3.2 DMotifs étendus et Sémantique

En partant de I'observation qu’un terme de ’algébre peut étre interprété comme 1’ensemble
de ses instances, une notion de sémantique close est introduite dans [CMI19| pour représenter, &
partir d’un motif linéaire, ’ensemble potentiellement infini des valeurs filtrées par ce motif. Cette
approche est originellement utilisée pour traduire certaines opérations ensemblistes (notamment
I'union et la différence) par des motifs étendus (via les opérateurs binaires de disjonction + et
de complément \).

Dans le contexte d’une algébre de termes contenant des symboles définis, non seulement cette
notion de sémantique close peut étre généralisée pour représenter la sur-approximation de formes
normales potentielles considérée dans la Définition [3.3]de la propriété d’Exemption de Motif, mais
elle permettra également d’exprimer et de vérifier des conditions nécessaires et suffisantes a cette
méme Exemption de Motif.

3.2.1 Sémantique de Motif généralisée

Etant donné un terme constructeur p € 7(C, X), la sémantique close de p [CM19], notée [p],
est 'ensemble des instances constructeures closes de p : [p] = {o(p) | o(p) € T(C)}. De plus,
cette notion établit une équivalence avec le filtrage par motif : v € [p] si et seulement si p < v.
Il est ainsi possible d’utiliser cette sémantique close pour comparer la forme en téte de termes
constructeurs : si [p] N [¢] = 0, alors on a, pour toute substitution o, o(q) ¢ [p], i-e. p % o(q).

Etant donné un terme constructeur ¢ € 7(C,X), on peut donc comparer sa sémantique a
celle d’un motif linéaire p pour déterminer si ¢t est exempt de p :

Exemple 3.8. On considére lalgébre de listes introduite dans I’Exemple [3.5. On peut facile-
ment vérifier que [cons(e, nil)] N [cons(Ist(nil),l)] = {cons(lst(nil),nil)}, et donc déduire que
cons(e,nil) n'est pas exempt de cons(lst(nil),l), et inversement que cons(lst(nil),l) n’est pas
exempt de cons(e, nil).
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De méme, on a [cons(int(i), nil)] N [cons(Ist(l1),l2)] = O et [nil] N [cons(Ist(l1),12)], et
comme la sorte Int ne peut contenir que les constructeurs s et z, on sait que int(i) est exempt
de cons(lst(l1),l2) et on peut conclure que cons(int(i), nil) est exempt de cons(lst(l1),l2).

On souhaite donc généraliser cette approche & ’ensemble des termes de ’algébre, et ainsi que
la sémantique d’un terme contenant un symbole défini corresponde & la sur-approximation de la
forme normale du terme, comme définie pour la propriété d’Exemption de Motif (Définition (3.3)) :

Définition 3.4 (Sémantique généralisée). Soient u € T(C,X) et t € T(F,X)\ T(C,X), on
définit la sémantique close de u, respectivement t, notés [u] et [t], par :
o [u] ={o(u)|o(u) e T(C)};
o [t] = U, U,ltv]l, ], avec w € Pos(t) telle que ty, = ©P(ty,...,ty) avec ¢ € D", et
v € T5(C) exempte de bT (t1,...,t,).

ot 5P (t1,...,t,) est le motif annotant de ©'F(t1,...,t,), défini par oT (t1,...,t,) = qugq
avec Q={r |3l *x -+ xly—r € P t.q. Vi € [1,n],t; est exempt de l;}.

Cette définition étant une généralisation de la sémantique close aux termes contenant des
symboles définis, la définition est inchangée pour les termes constructeurs. Aussi, par la suite, la
notion de sémantique close d’un terme référera a cette généralisation. La sémantique close d’un
terme contenant des symboles définis est 'union des sémantiques closes des termes obtenues
par sur-approximation des réductions possibles des sous-termes ayant un symbole défini comme
symbole de téte. Comme expliqué dans la Section précédente, cette sur-approximation est définie
et controlée par les profils utilisés en annotation du symbole défini, et est donc identique a
celle utilisée dans la Définition [3.3] de 'Exemption de Motif. Ainsi, plus les profils décrivent
le comportement de la fonction considérée de fagon précise, plus cette sur-approximation sera
précise.

On peut remarquer que la sémantique d’une variable de sorte donnée est I’ensemble des
valeurs de ’algébre de la méme sorte, et, dans le cas d’un terme linéaire, on peut ainsi donner
une définition récursive de sa sémantique :

Proposition 3.5.

e Soit une variable x, € X avec s €S, on a :

[z] = ToC) = U le(z1gys---52ns,)] avec Dom(c) = s1 % --- * sp
CGCS
e Soit un terme linéaire c(t1,...,t,) € T(F,X) avec c € C", on a :
[e(tr, - tn)] = {e(vr, o son) [ (v1,- 0 0n) € [ta] X - x[ta]}

e Soit un terme o7 (t1,...,t,) € T(F,X) avec p € D", on a :
[eF(t,...,tn)] = {v]veT(C) evempt de ¥ (t1,...,t,)}

Démonstration.

e Soit une variable z, € X avec s € S, on a : v € [z,] si et seulement s’il existe une
substitution sortée o telle que o(z,) = v. Si v € T4(C), alors on peut définir o = {z, — v},
et sinon, toute substitution associant x, & v est mal sortée, d’ou la premiére égalité.
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Pour la deuxiéme égalité, il est clair qu’étant donné un constructeur ¢ : sy * - -+ % s, +> 5,

toute valeur v € [c(214,,- -, Zng, )] est une valeur de sorte s, i.e. v € T5(C). Et inversement,
si v € T,4(C), alors il existe ¢ € C4 tel que v = ¢(vy,...,v,), avec arity (¢) = n. En notant
51 % -+ * 8, le domaine de ¢, on peut donc construire o = {21, = v1,...,2ns, F> Un}
pour avoir v = o(c(214,5- - -, 2ng,)), A0 v € [c(214,, -5 2ns, )]

Soit un terme linéaire t = c(t1,...,t,) € T(F,X) avec ¢ € C, on procéde par induction sur
k, le nombre de symboles définis dans ¢. Si k = 0, alors t € T(C, X), et comme ¢ linéaire,
onav € [t], i.e. c(t,...,tn) < v siet seulement v = ¢(vy,...,vy,), avec t; < v;, Vi € [1,n],

i.e. v; € [t;],Vi € [1,n], donc t vérifie la propriété. On suppose maintenant k& > 0 tel que
Vu = c(ug,...,up) € T(F,X) ayant moins de k symboles définis, [u] = {c(w1,...,wy) |
(w1, ... wy) € [ur]x - - x[un]}-

On considére v € [t]; par définition, il existe une position w € Pos(t) telle que ), =
©P(p1,...,pm) avec @ € D, et une valeur w € T;(C) exempte de ¥ (p1,...,pm) telles
que v € [t[w],]. Comme t(e) = ¢ € C, w # € et on peut donc noter w = 7.w'. Ainsi, par

induction, v = ¢(v1, ..., v,) avec v; € [t;],Vj # i et v; € [t; [w],,]. De plus, par définition,
on a [t; [w],] C [t:]], Aot v € {c(v,...,vn) | (v1,...,vn) € [ta] % -+ x[ta]}.
On considére maintenant v € {c(vi,...,vn) | (v1,...,vn) € [t1]x -+ X[tn]}, donc v =

c(v1,...,v,) avec v; € [t;],Vi € [1,n]. Comme ¢t € T(F,X) et t(e) = ¢ € C, il existe
i € [1,n] tel que t; ¢ T(C,X). Donc il existe une position w € Pos(t;) telle que t;,, =
©F(p1,...,pm) avec @ € D™, et une valeur w € T,(C) exempte de b (p1,...,pm) telles
que v; € [t;[w],]. Ainsi, par induction, on a v € [t[w]; ], et comme, par définition,
[t[wl]; ] < [t v e [t
Ainsi, par induction, 'égalité est vérifiée pour tout terme linéaire de la forme c(t1,...,t,) €
T(F,X) avec ¢ € C™.[]
Soit un terme t = @'F (t1,...,t,) € T(F,X) avec ¢ € D". Par définition de la sémantique
close, on a pour toute valeur v € T5(C) exempte de b7 (t1,...,t,), [t [v].] C [t], i.e. v € [t].
On prouve maintenant, par induction sur £ le nombre de symboles définis dans ¢ que pour
tout v € [t], v est une valeur de sorte s exempte de > (t1,...,t,). Si k = 1, € est la seule
position de ¢ dont le symbole est un symbole défini, donc la définition de la sémantique
close garantit que v est bien une valeur de sorte s exempte de > (t1,...,t,). On suppose
maintenant k& > 0 tel que Yu = ¢'F (uy,...,u,) € T(F,X) ayant moins de k symboles
définis, si v € [u] alors v est une valeur de sorte s exempte de 57 (uq, ..., uy,).
Soit v € [[t], par définition, il existe une position w € Pos(t) telle que t|,, = @DZD, (P1y--yPm)
avec 1 € D™, et une valeur w € T (C) exempte de ™ (py, ..., pm) telles que v € [t [w]_]. Si
w = ¢, alors v est une valeur de sorte s exempte de > (ug, ..., u,). Sinon, on note w = i.w’
et O P (uy,...,up) = t[w] »» et par induction on sait que v est également une valeur de
sorte s exempte de >¥ (u1, ..., uy). On rappelle que b7 (u1, ..., u,) = ZqEQu q avec Q, =
{r| 3% xl,—=reP tqVje[l,n],ujest exempt de [;}. De plus, par définition de
I’Exemption de Motif, pour tout profil I; % --- x [, +—>r € P, si t; est exempt de [;, u; I'est
aussi, d’ott Q¢ = {r | 3ly * --- x l,=>7r € P t.q. Vj € [1,n],t; est exempt de ;} C Q,,. Par
conséquent, par composition de 'Exemption de Motif avec I'opérateur de disjonction de
motif +, v est exempte de b7 (t1,...,t,).
Ainsi, par induction, I’égalité est vérifiée pour tout terme de la forme gp}f(tl, coyty) €
T(F,X) avec ¢ € D".

O
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De plus, comme pour la propriété d’Exemption de Motif, la sémantique close est conservée
par substitution (pour les termes linéaires) :

Proposition 3.6. Soient un terme linéaire t € T(F,X) et une substitution o, on a [o(t)] C [t].

Démonstration. Soient t € T(F,X') et une substitution o, on procéde par induction sur la forme
de t :

e Sit=ux, onao(xr,) : s donc on peut remarquer que par définition de la sémantique
close, pour tout v € [o(x,)], v est de sorte s, d’ou Jo(z,)] C Ts(C) = [=,].

o Sit=c(t1,...,tn) avec c € C" et t1,...,t, des termes linéaires tels que Vi, [o(t;)] C [ti],
on a donc [o(t1)]x -+ x[o(ty)] C [ta]x --- x[tn]. Par conséquent, avec Proposition [3.5]
on a [o(t)] < [t]-

o Sit=P(t,...,t,) avec p € D" et ty,...,t, des termes linéaires tels que Vi, [o(t;)] C
[t:], on a, d’aprés Proposition [t] = {v | v € T5(C) exempt de »7 (t1,...,t,)} et
[o(®)] = {v | v € T5(C) exempt de > (a(t1),...,0(ts))}. On rappelle que > (ug, ..., uy,) =
Ygeoqavec Q= {r |3l x - *xl,—r €P t.q. Vj€ [l,n],u; est exempt de [;}. De plus,
pour tout profil iy * --- % I, —7r € P, pour tout i € [1,n], comme [o(¢;)] C [t;], Propo-
sition garantit que si ¢; est exempt de l;, alors o(t;) U'est aussi, d’ou {r | Iy * --- *
ln—=r € P tg Vi € [1,n],t; est exempt de [;} C {r | 3y * -+ x l,—>r € P t.q Vi €
[1,n],0(t;) est exempt de I;}. Donc, par composition de I'Exemption de Motif avec 1'opé-
rateur de disjonction de motif +, {v | v € T;(C) exempt de >¥ (a(t1),...,0(tn))} C {v |
v € T(C) exempt de o7 (t1,...,t,)}, donc [o(t)] C [t].

Par induction, I'inclusion est donc vérifiée pour tout terme ¢ € T (F, X) linéaire. O

Comme pour les propriétés d’Exemption de Motif (Propriété , on remarque que la sé-
mantique close n’est préservée par substitution que pour les termes linéaires (on peut le voir
simplement en reprennant 1’Exemple en considérant la sémantique des différents termes).
On étudiera de fagon plus approfondie le cas des termes non-linéaires dans la Section et le
Chapitre

La sémantique close d’un terme étant donc équivalente & la sur-approximation considérée
dans la Définition [3.3]de 'Exemption de Motif, vérifier une propriété d’Exemption de Motif d'un
terme de l'algébre revient donc & la vérifier pour toutes les valeurs de sa sémantique :

Proposition 3.7. Soit t € T(F,X) et un motif étendu p, t est exempt de p si et seulement si,
Yov € [t], v est exempt de p.

Démonstration. Pour t € T(C), [t] = {t}, donc la relation est clairement vérifiée.

Pour t € T(C,X)\ T(C), t est exempt de p si et seulement si, pour toute substitution o telle
que o(t) € T(C), o(t) est exempt de p. Donc, par définition de la sémantique close, t est exempt
de p si et seulement si Vv € [[t], v est exempt de p.

Pour t € T(F,X), on prouve la relation par induction sur k, le nombre de symboles définis
dans t. Si k =0, alors t € T(C,X), et donc ¢ vérifie la propriété. On suppose maintenant k& > 0
tel que Yu € T(F,X) ayant moins de k symboles définis, u est exempt de p si et seulement si
Vo € Ju], v est exempt de p. Par définition, ¢t € T(F, X)\ T (C, X) est exempt de p si et seulement
si, pour toute position w € Pos(t) telle que |, = ©P(ty,...,t,) avec F € D", et pour toute
valeur v € T,(C) exempte de 7 (t1,...,t,), le terme ¢ [v] , est exempt de p. De plus, étant donné
une telle position w et une telle valeur v, le nombre de symboles définis dans ¢ [v] , est strictement
inférieur & k, donc ¢ [v] , est exempt de p si et seulement Yw € [t [v] ], w est exempt de p. Donc,
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par définition de la sémantique close, on a bien t exempt de p si et seulement si Vw € [[t], w est
exempt de p.
Ainsi, par induction, la relation est vérifiee pour tout t € T (F, X). O

Cette relation fournit une premiére condition nécessaire et suffisante a la propriété d’Exemp-
tion de Motif, permettant de mettre en place une méthode générale de vérification de cette
derniére. En effet, la notion d’Exemption de Motif pour les valeurs (Définition , est simple
et facilement vérifiable : il suffit de tester le filtrage pour tout sous-terme de la valeur. On peut
donc en premier approche établir qu'un terme t est exempt d’un motif p en vérifiant qu’il n’est
pas possible d’identifier une valeur non-exempte de p dans la sémantique [t] :

Exemple 3.9. On considére l’algebre de termes introduite dans I’Exemple . On note pflqr =
cons(Ist(ly),lz), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten' " et concat'F? avec

Pr={L = pfiat} et Po = {Dfiat * Pfiat = Pfiat}-
e On remarque cons(lst(nil), nil) € [cons(e,l)], et cons(lst(nil),nil) n’est clairement pas
exempt de pfiqr (puisque filtré par priq) donc cons(e,l) n'est pas exempt de pfiqz.

e De méme, on peut voir que cons(int(z), cons(lst(nil),nil)) € [cons(int(i),l)] n’est pas
exempt de pyriar, puisque Priqr fillre le sous-terme cons(lst(nil), nil). Donc cons(int(i),l)
n’est pas exempt de priqz.

e On peut facilement montrer que, pour tout v € [cons(int(i), nil)], v est exempt de pyiat,
puisque v est forcément un terme de la forme cons(int(n), nil) avec n une valeur de sorte
Int. Ainsi v n’est pas filtré par pyiq et ne contient qu’un seul sous-terme de sorte List, nil,
qui n’est également pas filtré par pgiqr. Le sous-terme int(n) étant de sorte Expr, la valeur
n, et ses (éventuels) sous-termes, de sorte Int, ils ne peuvent également pas étre filtrés par
Pfiat- On peut donc en déduire que cons(int(i), nil) est exempt de piqr.

e Etant donné que | est exempt de L, pour tout v € [flatten'T*(1)], par définition, v est
exempt de pgiqt. Par conséquent flatten!771 (1) est exempt de pyiat.

e On peut en déduire que, comme flatten'T (1) et flatten'*(ly) sont exempts de Dflat €t que
Iannotation Py contient le profil priar * Dfiat = Dfiat, par définition de la sémantique, pour
tout v € [concat'T2(flatten'™ (1y), flatten'T (12))], v est exempt de ppiar. Par conséquent,
concat'P2 (flatten'T (1y), flatten'T (1)) est exempt de pjia;.

e On peut voir que cons(lst(nil), nil) € [cons(e, flatten'Fr(1))], et cons(lst(nil), nil) n'est
clairement pas exempt de priqr (puisque filtré par priq:) donc cons(e,ﬂatten!Pl(l)) n’est pas
exempt de pfiat.

e Enfin, on peut montrer que, pour tout v € [cons(int(i), flatten'T* (cons(lst(l1),12)))], v
est exempt de priat, puisque, par définition de la sémantique, v est forcément de la forme
cons(int(n), w) avec n une valeur de sorte Int et w une valeur de sorte List exempte de pfiq
issue de la sur-approzimation de ﬂattenml(cons(lst(ll), l2))). Ainsi ppiar ne filtre pas v, et
tout autre sous-terme de v de sorte List est soit w, soit un de ses (potentiels) sous-termes.
Ce dernier étant exempt de pyiqe, N w, ni ses sous-termes ne sont filtrés par pyqe. Donc
cons(int(i), flatten'T* (cons(lst(l1),12))) est exempt de Dflat-

Bien que cette approche permette de proposer une méthode générale pour la vérification de
propriétés d’Exemption de Motif, il est toujours nécessaire ici de considérer un nombre poten-
tiellement infini de valeurs contenues dans la sémantique du terme considéré. Ainsi plutot que
de chercher a considérer toutes ces valeurs individuellement, on propose donc d’étendre, par la
suite, la notion de sémantique close aux motifs étendus (comme cela avait également été fait
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dans [CM19]), comme l’ensemble des termes filtrés par le motif considéré, ce qui permettra de
reformuler la condition nécessaire et suffisante, donnée par la Proposition

3.2.2 Variables annotées et motifs étendus

En partant de I'observation que la sémantique d’un terme ayant un symbole défini comme
symbole de téte est I’ensemble de valeurs de méme sorte et exemptes du motif annotant issu de
I’annotation du symbole et de ses sous-termes (Proposition , on souhaite pouvoir exprimer
une telle sémantique directement & partir du motif annotant et de la sorte considérée. On peut
également remarquer que quand le motif annotant est L, comme toute valeur est exempte de L,
cette sémantique est équivalente & la sémantique d’une variable de méme sorte.

On introduit donc une notion de variable annotée : toute variable peut étre annotée par un
motif additif linéaire pour indiquer une propriété d’Exemption de Motif nécessaire au filtrage.

Définition 3.5 (Variables annotées). On considére un ensemble de variables annotées, noté X®,
tel que toute variable xs¥ € X est de sorte s et annotée par le motif additif linéaire p € P(C, X).

Une variable x5 induit une relation de filtrage :

rs? K v < v :s exempte dep

On remarque qu’on a donc bien qu’une variable x, € X est équivalente & une variable
ZL‘S_J‘ € X%, puisque tout terme est exempt de L. On pourra donc utiliser et noter de fagon
indifférenciée x, et z3 .

En considérant 'annotation des variables, on étend la notion de sémantique close aux termes

de T(C,X%) :

Définition 3.6. Soit un terme t € T(C,X%), on définit la sémantique close de t par [t] =
{o(t) € T(C) | Vas? € Var(t),o(zs") est exempt de p}.

On considére donc par la suite des motifs étendus incluant des variables annotées en plus des
opérateurs de disjonction et de complément. On introduit également un opérateur de conjonction
de motifs et un opérateur d’aliasing permettant de restreindre le filtrage d’une variable.

Définition 3.7 (Motif étendu). Etant donné un ensemble de variables annotées X et une
signature ¥ = (S, D W C), l'ensemble P(C,X*) des motifs étendus est défini comme l’ensemble
des termes de la forme :

p,q = x|clq,...,qn) | pr+p2 i \p2|P1Xp2|y@ps]| L

avec x € X%y € Xs,p,p1,p2:8 €S,c:81 % -k sp—>s €CUN et Vi € [1,n],q;:s;.
Dans ce contexte, on appelle :

réguliers les motifs dont toutes les variables sont annotées — L, i.e. les motifs de P(C,X) ;
e symboliques les motifs étant des termes de T(C, X?) ;
e additifs les motifs ne contenant ni x ni \ ;

e quasi-additifs les motifs ne contenant pas X, et contenant seulement \ avec le motif
gauche étant une variable et le motif a droite étant régulier et additif ;

e quasi-symboliques les motifs quasi-additifs ne contenant pas L et ne contenant + seulement
a droite d’un \.
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En plus des opérateurs de disjonction + et de complément \ qui gardent leurs définitions
respectives, I'opérateur de conjonction x permet d’exprimer la conjonction des propriétés de
filtrage : p1 X po filtre une valeur si et seulement si cette derniére est filtrée par p; et po. L’opérateur
d’aliasing @ se comporte comme une conjonction, mais permet plus précisément d’expliciter une
contrainte d’instanciation d’une variable : x @ p restreint le filtrage de la variable x aux valeurs
filtrées par p.

La notion de filtrage se généralise naturellement pour les motifs étendus, dans le cas de
motifs linéaires. On définit donc la notion de linéarité pour les motifs étendus via une notion de
méta-variables, représentant les variables restreintes par le filtrage :

Définition 3.8 (Méta-variables). Etant donné un motif étendu p € P(C,X?), l’ensemble MV(p)
des méta-variables du motif p est défini par :

MV(z) = {z}, pour x € X°
MV (c(p1,..-ypn)) = MV(p1)U...UMV(pn), pour tout ¢ € C™
MV (p1 + p2) = MV(p1) UMV(p2)
MV(p1 x p2) = MV(p1) UMV(p2)
MV(p1\p2) = MV(p1)
MV(:E @Qp) = MV(z xp)
MY(L) =0

On peut ainsi définir la notion de linéarité des motifs étendus par indépendance des méta-
variables :

Définition 3.9 (Linéarité). Un motif étendu de la forme :

e ¢(p1,...,pn) est linéaire si et seulement si chaque p;, i € [1,n], est linéaire, et V1 < i <

j<mn, MV(pi) N MV(p;) =0;
® p1 + po est lincaire si et seulement si p1 et pa sont linéaires ;
e 1\ po est linéaire si et seulement si py et py sont linéaires ;
® D1 X po est linéaire si et seulement si p1 et py sont linéaires et MV (p1) N MV (p2) =0 ;

e x Qp est lincaire si et seulement si x X p est linéaire.

Intuitivement, pour que ¢(p1, . .., py) soit linéaire, les motifs p;, 7 € [1,n] doivent étre linéaires
et deux a deux indépendants, tandis que pour p; + pa, resp. p1 \ P2, p1 et pa représentent des
alternatives indépendantes, donc leurs variables sont également indépendantes. Pour p; X pa, p1
et po ne sont plus des alternatives indépendantes puisque les deux doivent vérifier la relation de
filtrage, donc ils doivent étre linéaires et indépendants pour que p; X po soit linéaire. Enfin, z Qp
restreint le filtrage de la variable x par le motif p, et donc se comporte comme une conjonction
T X p.

Exemple 3.10. On consideére des motifs de l’algebre de listes introduite dans I’Exzemple (3.5 :

e Le motif cons(e @ (fo;rl“t \ Ist(l1)) + Ist(nil),l Q Ist(l)) est quasi-additif et linéaire mais
pas quasi-symbolique puisqu’on a un + directement sous le symbole cons ;

o Le motif cons(Ist(1 @ (y 20"\ (Ist(nil) + int(i)))),1 \ nil) est quasi-symbolique mais non-
linéaire puisque la variable | apparait dans les sous-termes du symbole cons ;

o Le motif cons(e@ (Ist(cons(e,nil))), 2"\ cons(int(i),1)) est quasi-symbolique mais non-

linéaire puisque la variable e apparait & droite de son alias dans v.
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Par la suite, on ne considére que des motifs étendus conjonctions-linéaires, i.e. tels que pour
toute conjonction py X pg, on a MV (p1) "MV (p2) = 0, et pour tout alias x @p, on a x ¢ MV (p).
De plus, les termes a droite d’une conjonction seront toujours linéaires.

On peut ainsi donner une définition opérationnelle du filtrage par motif étendu linéairelﬂ :

Définition 3.10 (Filtrage étendu). Soient un motif additif régulier et linéaire ¢ € P(C,X?) et
une valeur v € T(C), on note <K la relation de filtrage par motif étendu, définie telle que :

—q

Ts' K v < v : s exempte de q pour x5! € X
c(pis--oypn) K c(Vi,...,vn) = AL pi < pour ¢ € C"
p1+p2 X v = p1=<vV pp<Kv
pLXp2 K v < p1 =<V A p2<Kv
p1\p2 < v = p1<v A ppHv
r@Qp K v — T Xp=<Kv

On généralise la sémantique aux motifs étendus, de fagon & garder la corrélation entre la
sémantique close et le filtrage par motif :

Définition 3.11 (Sémantique close des motifs étendus). Soit un motif linéaire étendu p €
P(C,X*), on définit la sémantique close de p, notée [p], comme ’ensemble des valeurs filtrées
parp :

[p] = {veT(@)|p<v}

On peut remarquer que, pour un terme constructeur de 7 (C, X'), cette définition est bien équi-
valente a la Définition [3.4] De plus, on peut donner une définition récursive de cette sémantique
en fonction de la forme du motif étendu :

Proposition 3.8.
e Soit une variable xs” € X% avec s € S et p € P(C, X) additif linéaire, on a :

[xs?] = Lg le(z1sys -y znst) \ p]  avec Dom(c) = s1 % -+ x s,
c€Cs
e Soit un motif linéaire c(p1,...,pn) € P(C,X?), on a :
[e(prs o)l = Ae(vr,.on) [ (v1,.. o 0n) € [pa]x- - - X[pa]}
e Soient des motifs linéaires p1 et pa, on a :
[pr+p2] =[]V [pe]
[P\ p2l = [pil \ [p2l
e Soient des motifs linéaires py et pa, tels que MV(p1) N MV(p2) =0, on a :
[p1 xp2] = [pa] N [p2l
e Soient une variable © € X et un motif linéaire p : s tels que x ¢ MV(p), on a :

[z@p] = [p]

1. Une définition applicable aux motifs non-linéaires sera donnée dans le Chapitre
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Démonstration.

e Soit une variable 237 € X avec s € S et p € P(C, X), on montre que :

[2s?] = U [e(z1s8, -5 2ns0) \ p] avec Dom(c) = s1 % -+ - * s,
CGCS

On considere v € Uyee [c(215 - -+, Znsy )\ D], i-e. il existe ¢ € Cs, avec Dom(c) = s1 % - - - *
sp, tel que v € (2157, - -, 2nst )] et v € [p]. Par linéarité, on sait, d’aprés Proposition
qu'il existe (vi,...,v,) € [z1s7 ]X - X[2ns] tel que v = c(v1,...,v,), et p 4 v. Par
exemption de p pour vy, ..., v,, on a donc, pour toute position w € Pos(v), p ¥ V), donc
v est exempt de p, d’ot v € [z 7].
On considére v € [z5?], donc v : s et v est exempt de p. Donc il existe ¢ € Cs avec
Dom(c) = s1 % -+ * Sy, et (vi,...,vp) € T5,(C)x -+ xT;,(C) tels que v = c(vy,...,vp).
De plus, par exemption de p pour v, on sait que p < v et, pour tout i € [1,n], v; est
exempt de p. D’ou, v ¢ [p] et, pour tout ¢ € [1,n], v; € [25,]. Par conséquent, on a bien
v € [e(z1syy - znsl) \ p]-

e Le reste de la preuve est immédiat par définition du filtrage par motif et de la sémantique
close.

O

On veut ainsi pouvoir établir des propriétés d’Exemption de Motif par comparaison directe
entre les sémantiques des termes et motifs considérés. D’apreés la Proposition I’Exemption de
Motif se traduit par une caractéristique syntaxique de toutes les sous-valeurs du terme considéré.
On introduit donc, dans un premier temps, une notion de sémantique fermée par relation de sous-
terme :

Définition 3.12 (Sémantique profonde). Soit t € T(F,X)UP(C,X), on définit la sémantique
profonde de t, notée {t}, comme la fermeture de la sémantique close t par la relation de sous-
terme : {t} = {v, | v € [t],w € Pos(v)}.

On peut maintenant écrire le corollaire de la Proposition [3.7] avec la notion de sémantique
profonde, qui se traduit par une simple comparaison de sémantique :

Corollaire 3.9. Soit un terme t € T(F,X) et un motif p € P(C,X) linéaire, t est exempt de p
si et seulement si {t]} N [p] = 0.

Démonstration. Soient ¢ € T(F,X) et p un motif étendu. Par définition, on a {t} = {v, | v €
[t],w € Pos(v)}, dou {t} N [p] = 0 si et seulement si Vo € [t],Vw € Pos(v), v, ¢ [p], i.e.
p 4|, Donc {t}N[p] = 0 si et seulement si Vv € [t], v est exempt de p. Par conséquent, d’aprés
Proposition {th N [p] = 0 si et seulement si ¢ est exempt de p. O

De plus, comme pour la sémantique close, on peut obtenir une décomposition récursive de la
sémantique profonde d’un terme de l'algébre :

Proposition 3.10.

o Soitx, € X avec s €S, on a

{z.} = U {clzisys---»2ns,)} avec Dom(c) = s1 % --- % s,
CECS
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o Soit c(t1,...,tp) € T(F,X) avec c€C
fe(tr, ..t} = [e(trs.. . t)] U CJI{[ti]}

e Soit un terme ¢ (t1,...,t,) € T(F,X) avec p € D", on a :

—P(t1,...,tn
[Pty b)) = fas o))
Démonstration. On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit t = c(ty,...,t,) € T(F,X) avec c € C, pour tout i € [1,n], on a Vv € [t;],
Je(w, ..., wy) € [t] tel que w; = v.

On peut maintenant prouver la Proposition :

e Soit t = ¢(t1,...,t,) € T(F,X) avec ¢ € C, on montre que :

ety t)) = [etr, .. t)] U Ql{[ti]}

On considére v € {c(t1,...,t,)]}, i.e. il existe w = c(wy,...,wy,) € [c(ty,...,tn)] et w €
Pos(w) tels que v = wy,. Siw = €, v € [c(t1,...,1,)]. Sinon, on note w = i.w’ avec i € [1, 7]
et on peut remarquer que l'inclusion directe de I'égalité [c(t1,...,t,)] = {c(vi,...,vn) |
(v1,...,0p) € [t1]x -+ x[tn]}, prouvée dans la Proposition est également vraie dans
le cas non-linéaire. D’ott w; € [t;], et comme v = w;|s, on a v € {t;].
Pour l'inclusion indirecte, on peut d’abord remarquer que pour tout v € [¢(t1,...,t,)], on
av € {c(ti,...,tn)]}. On considére maintenant i € [1,n] et v € {t;], i.e. il existe w € [¢;]
et une position w € Pos(w) tels que v = wy,. Donc il existe c(wy, ..., wy) € [t)] tel que
w; = w, d’ou v € {t].
e Le reste de la preuve est immédiat par Proposition [3.5]
Ul

L’équivalence donnée en Proposition fournit une nouvelle condition nécessaire et suffi-
sante a la propriété d’Exemption de Motif, permettant, avec cette décomposition récursive de
la sémantique profonde, de mettre en place une méthode générale de vérification des propriétés
d’Exemption de Motif :

Exemple 3.11. On reprend les cas traités dans I’Exemple en utilisant la Proposition
pour prouver les mémes propriétés d’Exemption de Motif. On rappelle que pfrqr = cons(lst(ly),12),
et que les symboles définis sont annotés flcufzfen”)1 et concat'™? avec P; = {L — priat} et
Po = {pfiat * Dfiat > Dflat}-

e On a {cons(e,l)}} = [cons(e, )] U {eg, } U {lLit} et on remarque que cons(Ist(nil), nil) €
[cons(e,1)] et cons(Ist(nil), nil) € [pfiat]. Donc {{cons(e, 1)} N [priat] # 0, d’ow cons(e,l)
n’est pas exempt de pfiat.

e De méme, on a {{cons(int(i),1)} = [cons(int(i), )] U [int(7)] U {i\, U {lLi] et on peut voir
que cons(lst(nil), nil) € {l,,. ]} et et cons(lst(nil), nil) € [pgiar]. Donc {cons(int(i),)]} N
[pfiat] # 0, d’ou cons(int(i),l) n'est pas exempt de pfiqz.

e De méme, on a {cons(int(i), nil)}} = [cons(int(i), nil)] U [int(i)] U {i,J} U [nil] et on peut
facilement montrer que {i,..} = [s(i)] U [2]. On a donc {cons(int(i), nil)} N [pfia] = 0,
d’ou cons(int(i), nil) est exempt de pfiqz.
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e Etant donné que | est exempt de L, on a {[ﬂatt@nml(l)]} = {[x;ftfl“t]}. Par définition de la
sémantique d’une variable annotée, on a clairement {z /" }N[psiac] = 0, d’ow flatten'™ (1)

est exempt de pyiqq.

e On peut en déduire que {concat'P? (flatten'T (1), flatten'P1 (1))} = {x 21"}, Et done, de
fagon similaire, concat'?(flatten'1(1y), flatten'T (I5)) est exempt de Dflat-

e On a {cons(e, flatten'T (1))} = [cons(e, flatten'F(1))] U {egprt U {z 27"} et on remarque
que cons(lst(nil), nil) € [cons(e, flatten'™ (1))] et cons(lst(nil), nil) € [psiat]. Par consé-
quent, on a {[cons(e,ﬂatten!p1 )N [psiat] # 0, don cons(e,ﬂattenml(l)) n’est pas exempt
de DPfiat-

e [Enfin, étant donné que cons(lst(l1),l2) est exempt de L, on a :
{[cons(int (i), flatten'F* (cons(Ist(11), 12)))} =[cons(int (i), flatten'T (cons(Ist(11),12)))]
U [int (ine)] U [s(0)] U [2] U [ ™]
On a donc {cons(int(i), flatten'T* (cons(Ist(11),12)))} N [Ps1at] = 0, et par conséquent, on
peut conclure que cons(int(i), flatten'™* (cons(lst(l1),12))) est exempt de pfiar-

On proposera dans le Chapitre [4| une méthode systématique permettant de vérifier que 'inter-
section considérée dans la Proposition [3.9]est bien vide, reposant sur la réduction de conjonction
de motifs étendus. Dans ce contexte, étant donné un terme de 7 (F, X), on propose de se servir
de la notion de variable annotée pour construire un motif ayant une sémantique close (et donc
profonde) égale au terme considéré.

3.2.3 Equivalent sémantique

En partant de 'observation que la sémantique d’un terme ayant un symbole défini comme
symbole de téte dépend uniquement des profils donnés en annotation du symbole et des propriétés
d’Exemption de Motif vérifiées par ses sous-termes, on peut ramener I’étude de sa sémantique a
I’étude de la sémantique d’un motif étendu. En effet, comme démontré dans le Proposition [3.5
cette sémantique est équivalente & la sémantique d’une variable annotée par le motif annotant et
on peut généraliser cette approche en construisant, pour tout terme de I’algébre, un motif étendu
ayant une sémantique équivalente :

Définition 3.13 (Equivalent sémantique). Etant donné un terme t € T(F,X), on appelle équi-
valent sémantique de t le terme t € T(C,X®), construit a partir de t :

o sit=c(t,...,t,) avec c € C", alors t = c(t1,...,t,);
o sit=@P(t1,...,t,) avec p € D", alors t = zs_op(tl""’t”) R
o sit=ux,, alorst=x;" .
ol zs_op(tl""’t") est une variable fraiche et oF (t1,... t,) = dgeo weec @ = {r | Iy * - x

ln—r €P tq Vie[l,n],{t:}n[L] =0}

Etant donné un terme de I'algébre et son équivalent sémantique, ils ont la méme sémantique
close :

Proposition 3.12. Soit t € T(F,X), on a [t] = [t].
Démonstration. On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :
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Lemme 3.13. Soient un terme t € T(F,X)\ T(C,X) et une valeur u € T(C), u € [t] si et
seulement si il existe une position w € Std (t) = {w € Pos(t) | V' < w,t(w') € C} telle que
b = OF(ty, ... ty) avec F € D", et une valeur v € T4(C) exempte de bF (t1,...,t,), telles

que u € [t [v],].

On peut maintenant démontrer la Proposition par induction sur la forme de t et le nombre
k de symboles définis de ¢ dont la position est dans Std ().

Sit=cavecceC’out=ax¢c X, laproposition est clairement vérifiée.

Sit= fP(t1,...,t,) avec f € D", par induction on [t;] = [£;] pour tout i € [1,n]. Avec
Proposition on ap =" (t1,...,t,) = oF (t1,...,t,), et d’aprés le Lemme [t] =
[zs7] = [2].

On considére maintenant ¢t = ¢(t1,...,t,) avec ¢ € C™ et on procéde par induction sur k le
nombre de symboles définis de ¢ dont la position est dans Std(t). Si k=0, onat € T(C,X) et
t = t, donc la Proposition est vérifiée.

On suppose maintenant & > 0 tel que pour tout terme u ayant strictement moins de k
symboles définis a des positions de Std (u), on a [u] = [a].

On considére dans un premier temps w € [t]. D’aprés le Lemme il existe une position
w € Std(t) telle que ¢, = ©F(ty,...,t,) avec P € D" et une valeur v € T;(C) exempte
de p := b (t1,...,t,), telles que w € [t[v],]. On a donc, d’aprés 'hypothése d’induction,
w € [t [{)]w]], i.e. il existe une substitution o telle que w = o(t [{)]w) et pour toute variable
x~9 € Var(t [{J]w), o(z™9) est exempt de ¢. Par construction, on a t [{}]w = t[v],,, et comme p =
oP (t1,...,ty) = oF (t1,...,t,) par induction sur la forme ¢, en définissant o’ = {z5? + v,V ™9 €
Var(t [{)]w).:n*q + o(279)}, avec z une variable fraiche, on observe que w € [t [zs_p} 1 =Tt

w

On considére maintenant w € [f], et une position w € Std (t) telle que #),, = O P (ty,. .. tn).
Par construction de ’équivalent sémantique, f|w =a57 avec p =0T (t1,...,ty) =0T (t1,... tn)
par induction sur la forme ¢, et x une variable fraiche. Par définition de la sémantique close et du
filtrage, on a donc x5’ << Wiy, 1-€. W), est exempt de p, et f[w|w]w K w, i.e. w € [[f [w‘w]w]]. De
plus, par construction ¢ [w|w]w =t [w]w]w, et d’aprés 'hypotheése d’induction, on a [t [w]w]w]] =
It [w|w}w]]. On a donc w € [t [w|w]w]]~§ It].

Par induction, on a donc [t] = [¢] pour tout t € T(F,X). O

Comme la sémantique profonde est définie par fermeture de la sémantique close par relation
de sous-terme, le corollaire est également vrai pour la sémantique profonde

Corollaire 3.14. Soit t € T(F,X), on a {t} = {t}.

Démonstration. La preuve est immédiate par Proposition [3.12] et par définition de la sémantique
profonde. O

L’utilisation de I’équivalent sémantique permet ainsi de simplifier les notations et surtout de
ramener toute étude de sémantique a I’étude de motifs étendus :

Exemple 3.12. On considére l'algébre de listes introduite dans I’Exemple . On note pfiar =
cons(Ist(ly),1lz), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten' " et concat'F? avec

Pir={L = pia} et Po = {Dfiat * Pfiat — Pflat}-
o Btant donné que {ig5) N[L] = 0, on a o (1) = piw d'oi [fatten™ ()] = [z,
i.e. la sémantique de ﬂattenml(l) est ['ensemble des valeurs de sorte List exempte de priqz.
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e Comme {[xaftfl“t}} N [pfiat] =0, on a 72 ((ﬂattenml(ll),ﬂattenml(lg))) = Dflat, €t on peut

en déduire que [concat'™: (flatten'™ (1), fatten'™ (12))] = o]

e De méme, on a [cons(e, flatten'T1(1))] = [[cons(e,xaf{l“t)]],

e Enfin, comme {cons(Ist(l1),lo)} N [L] = 0, [cons(int(i), flattenF (cons(Ist(l1),12)))] =
[cons(int(i), z " ))].-

On verra dans le Chapitre [ comment la sémantique profonde d’un motif étendu peut étre
décomposée en une union de sémantiques closes. Comme une intersection de sémantiques closes
est équivalente a une conjonction de motifs (cf. Proposition , vérifier que 'intersection consi-
dérée dans la Proposition [3.9] est vide pourra ainsi se ramener & l’étude de la sémantique de
conjonctions de motifs.

Les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close reposent toutes deux sur une sur-
approximation des formes normales potentielles des termes considérés. Dans le formalisme consi-
déré, ces formes normales sont obtenues par une relation de réécriture définie par un CBTRS
donné. On cherche donc, dans un premier temps, & observer comment ces deux notions se com-
portent dans le contexte de la réécriture de terme.

3.3 Application a I’analyse de Systémes de Réécriture

Les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close, introduites dans les sections précé-
dentes, sont définies & partir des annotations données aux différents symboles définis de ’algébre.
Ces annotations décrivent le comportement attendu de la réduction du symbole défini considéré,
en donnant un ensemble de pré-conditions et de post-conditions sur la forme des termes consi-
dérés et du résultat de la réduction. Ce dernier étant obtenu par une relation de réécriture, il est
nécessaire de vérifier que le systéme de réécriture sous-jacent est en accord avec les annotations
données.

3.3.1 Présentation de ’approche d’analyse

Etant donné un symbole défini ¢'7 : sy % --- % s, — s, tel que le profil {1 * --- * t, > 7
est dans 'annotation P, ce profil sous-entend qu’étant donnés des termes clos t1,...,t,, de sorte
respective si,..., Sy, Si t1,...,t, sont respectivement exempts de Iy, ...,[,, alors golp(tl, ceoytp)
doit étre réduit en un terme exempt de r. On retrouve bien I'idée de pré-condition s’appliquant
sur les arguments de la fonction, i.e. les termes en argument du symbole défini, pour le membre
gauche du profil tandis que le membre droit donne une post-condition & satisfaire pour le résultat
de la fonction. De plus, par définition de I’Exemption de Motif, si t1,...,t, sont respectivement
exempts de Iy,...,1,, alors ©'7(ty,...,t,) est lui-méme exempt de r. Donc dire qu’il doit étre
réduit en un terme exempt de r revient & dire que la relation de réécriture préserve les propriétés
d’Exemption de Motif.

Cette approche se généralise naturellement a la sémantique close du terme : on cherche a
vérifier que le CBTRS considéré induit une relation de réécriture préservant la sémantique.

Exemple 3.13. On considere l'algebre de termes introduite dans I’Exzemple [31. Dans cette al-
gebre, on considere des termes représentant des \-expressions pouvant contenir des constructions
let, considérées comme un sucre syntazique. On introduit donc le symbole défini removeLet'F -
Expr — Expr représentant la fonction transformant une telle \-expression par une \-expression
équivalente en remplacant toutes les constructions let par leur équivalent syntazique. Le symbole
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removeLet est donc annoté avec P = {L > let(n,e1,ea)}. Le comportement de cette fonction
est décrit par le CBTRS R suivant :

var(n)

apply(lambda(n, removeLet(ez)), removeLet(ey))
lambda(n, removeLet(e))

apply(removeLet(ey), removeLet(es))

removeLet(var(n))

removeLet(let(n, e, e2))
removeLet(lambda(n,e))
removeLet(apply(e1,e2))

R

Dans ce contexte, la sémantique d’un terme de la forme removeLet(e) avec e un terme

clos de lalgébre est [removeLet(e)] = [x Eigf 7h”el’@)]], i.e. l’ensemble des valeurs exemptes de

let(n,e1, e2). Elle peut étre décrite comme le langage des termes de sorte Expr ne contenant pas
le symbole let.

Comme expliqué ci-dessus, ce terme étant exempt de let(n, e, e2), on veul que cette Exemp-
tion de Motif soit préservée par réécriture, i.e. pour tout terme u tel que removeLet(e) =5 U
u doit étre exempt de let(n, ey, e2). Ici, on a par exemple :

removeLet(let(z, lambda(s(z), var(s(z))), var(z))) R, apply(lambda(z, removeLet(var(z))),
removeLet(var(s(z))))

Et on peut en effet observer que apply(lambda(z, removeLet(var(z))), removeLet(var(s(z))))
est bien exempt de let(n,e1,e). En termes de sémantique, comme d’aprés la Proposition on
a u exempt de let(n, ey, e2) si et seulement si Ju] C [[x;zf(n’el’@)]] = [removeLet(e)], cela revient

a prouver que la relation de réécriture induite par R préserve la sémantique.

On veut donc introduire une méthode permettant de vérifier, pour un CBTRS donné, que
la relation de réécriture induite préserve la sémantique. On propose dans la sous-section sui-
vante, une condition suffisante & cette préservation reposant uniquement sur les profils donnés
en annotation et les régles de réécriture individuelles composant le CBTRS considéré.

3.3.2 Préservation par relation de réécriture

Pour prouver la préservation de la sémantique par réécriture, on propose, dans un premier
temps, d’observer I’évolution de la sémantique pour chaque régle du systéme considéré, dans le
contexte d’une relation de réécriture. Par définition, une régle de réécriture Is — rs s’applique
en transformant, pour toute substitution o, un terme o(ls) en o(rs). On considére donc qu’'une
régle de réécriture préserve la sémantique si la sémantique du dernier est toujours inclue dans la
sémantique du premier, quelque soit la substitution o :

Définition 3.14 (Préservation de sémantique). Soit une régle de réécriture ls — rs, on dit que la
régle préserve la sémantique si et seulement si, pour toute substitution o, on a [o(rs)] C [o(Is)].

On dit qu’un TRS R préserve la sémantique si et seulement si toutes les régles de R préservent
la sémantique.

Concrétement, cela revient & vérifier que, pour toutes les applications en téte possibles d’une
des régles du TRS considéré, la sémantique est préservée. En pratique, grace aux propriétés de
la sémantique close, un TRS préservant ainsi la sémantique induit une relation de réécriture qui
préserve également la sémantique :

Proposition 3.15. Soit un TRS R préservant la sémantique, on a pour tous termes clos t,v €
T(F) :
t=%v = [v] C[t]
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Démonstration. On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :

Lemme 3.16. Soit un terme clos t € T(F), pour toute position w € Pos(t) et pour tout termes
clos u,v € To(F) avec ty, = s, si [u] € [v] alors [t[ul],] < [t[v],]-

On considére maintenant un TRS R préservant la sémantique, et des termes clos ¢t,v € T(F)
tels que t =% v. Par définition de la relation de réécriture, il existe une régle Is — rs € R,
une position w € Pos(t) et une substitution o telles que ¢|, = o(ls) et v = t[rs],,. De plus, par
préservation de la sémantique de la régle Is — rs, on a [o(rs)] C [o(ls)], et le résultat précédent
garantit donc que [v] C [¢].

Par fermeture transitive, on obtient ainsi la propriété voulue. O

Et par extension, la relation de réécriture, induite par un systéme de réécriture préservant la
sémantique, préserve également les propriétés d’exemption de Motif :

Corollaire 3.17. Soient un TRS R préservant la sémantique, un motif étendu p et des termes
clos t,v € T(F) tels quet =% v, on a :

t est exempt de p — v est ezempt de p

Démonstration. La preuve est immédiate par Propositions et O

La préservation de sémantique des régles du TRS considéré, et par extension du TRS lui-
méme, fournit donc bien une condition suffisante & la préservation de la sémantique, et par
extension des propriétés d’Exemption de Motif, de la relation de réécriture induite.

Exemple 3.14. Etant donné l’algébre de termes et le CBTRS R considérés dans Exemple
on peut vérifier que les membres droits de chaque régle sont exempts de pier = let(n,er,ea) :
e On a {var(n)} = [var(n)]U[s(@)]U[z], on peut donc vérifier que {var(n)} N [piet] = 0, et
conclure que var(n) est exempt de piet.
e De méme, on a :
{apply(lambda(n, removeLet(ez)), removeLet(eq))]} = {apply(lambda(n, ngé‘:t), yE_fFfft)]}
— [apply(lambda(n, z2), yg2et)] U [lambda(n, wg?e)] U [s()] U [2] U g}
On peut donc vérifier que {{apply(lambda(n, removeLet(ez)), removeLet(e1))}} N [pret] = 0,
et conclure que apply(lambda(n, removeLet(es)), removeLet(e1)) est exempt de pies.

e De méme, on a :
{lambda(n, removeLet(e))} = {lambda(n, ngéﬁt)]}
= [lambda(n, wgféﬁt)]] Uls(@)]Uz]u {[J:Eféﬁt
On peut donc vérifier que {lambda(n, removeLet(e))}N[piet] = 0, et conclure que lambda(n,

removeLet(e)) est exempt de pret.

e De méme, on a :
{apply(removeLet(ey), removeLet(ez))]} = {[apply(ngéft, ygféft)]}
= [apply (g’ veam ] U {zgin']
On peut donc vérifier que {apply(removeLet(e1), removeLet(e2))]} N [piet] = 0, et conclure
que apply(removeLet(ey), removeLet(ez)) est exempt de piet.

De plus, d’aprés Proposition on a pour toute régle Is — rs du systeme R et pour toute
substitution o, [o(ls)] = [[ngéﬁt et o(rs) est exempt de pier. On peut donc conclure que toutes
les regles préservent la sémantique, et d’aprés Proposition[3.15, la relation de réécriture préserve

la sémantique. Ainsi, le systéme R étant complet et terminant, pour toute valeur e € Tegpr(C),

56



3.8. Application a lanalyse de Systéemes de Réécriture

removeLet(e) sera réduit en une valeur exempte de pit, i.e. une valeur ne contenant pas le
constructeur let.

On peut noter que la Proposition [3.15] fournit une condition suffisante mais non nécessaire
a la préservation de la sémantique. En effet, cette derniére dépend de la sur-approximation
induite par les annotations données aux symboles définis, et une sur-approximation trop grossiére
ne permettra donc, peut-étre, pas de vérifier la préservation de la sémantique. Cela dit, plus
les annotations seront précises, moins la sur-approximation sera grossiére, réduisant ainsi les
possibilités d'un faux négatif.

Exemple 3.15. On considére ’algébre de termes introduite dans I’Exemple . On note pflar =
cons(Ist(l1),12), et on considere ici que les symboles définis sont annotés flatten'™* et concat'F?
avec P1 = {L — pfiat} et P2 = 0. Le comportement des fonctions représentées par ces symboles
définis est décrit par le CBTRS R suivant :

flatten(nil) — il

flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l))
flatten(cons(lst(1),I')) — concat(flatten(l), flatten(l"))
concat(cons(e,l),l") —  cons(e, concat(l,1"))
concat(nil,l) —

On peut vérifier qu’avec les profils choisis en annotation, la régle flatten(cons(lst(1),1)) —
concat(flatten(l), flatten(l')) ne préserve pas la sémantique. En effet, pour toute substitution o,

lo(Aatten(cons(Ist(l),1')))] = [[:ng;rl“t]] et [o(concat(flatten(l), flatten(l')))] = [[mgj‘pr]]

Cela dit, on a vu dans I’Exemple qu’en prenant Py = {pﬂat * Dflat + pﬂat}, le terme
concat(flatten(l), flatten(l')) est bien exempt de pyiq¢. La régle préserve alors la sémantique, et on
proposera dans le chapitre suivant une méthode pour vérifier que les régles de concat préservent

également la sémantique.

En pratique, on propose de considérer pour chaque régle de réécriture du CBTRS les profils
annotant le symbole défini en téte du membre gauche de la régle est de vérifier que la régle
respecte les propriétés d’Exemption de Motif induite par chaque profil :

Définition 3.15 (Satisfaction de profil). Soit une regle de réécriture o' (Isy, . .., ls,) — s, et
un profil m = py % -+ x pp, = p € P, on dit que la régle satisfait le profil m si et seulement si
pour toute substitution o, on a :

o(ls;) est exempt de p;, pour touti € [1,n] = o(rs) est exempt de p

La satisfaction de tous les profils annotant le symbole défini en téte du membre gauche d’une
régle est en effet une condition nécessaire et suffisante & la préservation de la sémantique :

Proposition 3.18. Soit une régle de réécriture cp;'f(lsl, oy lsp) — 18, la regle préserve la séman-
tique si et seulement si elle satisfait tous les profils de P.

Démonstration. Soit une régle de réécriture Is — s avec Is = goff(lsl, ...,Isp). On suppose dans
un premier temps que la régle satisfait tous les profils de P, et on prouve que, pour toute
substitution o, on a [o(rs)] C [o(ls)]. Pour toute substitution o, on a, d’aprés Proposition [3.5
[o(8)] = [¢F(c(ls1),...,0(s,))] = [z57] avec p := > (6(ls1),...,0(ls,)). De plus, la régle
satisfait tous les profils de P, i.e. pour tout profil l; * ... x [,, — r si, pour tout ¢ € [1,n], o(l;)
est exempt de l;, alors o(rs) est exempt de 7, donc, par composition de 'Exemption de Motif
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avec l'opérateur de disjonction de motif 4, o(rs) est exempt de p. On peut donc conclure, avec
Proposition que [o(rs)] C [xs7] = [o(ls)].

On suppose maintenant qu’il existe un profil I; * ... % [, — 7 € P qui n’est pas satisfait par
la régle, i.e. il existe une substitution o telle que o(ls;) est exempt de I;, pour tout i € [1,n], et
o(rs) n’est pas exempt de r. D’aprés Proposition on a donc [o (P (Isy1,...,1s,))] C [257]
et, avec Proposition , on sait qu’il existe v € [o(rs)] tel que v n’est pas exempt de r. D’ou
lo(rs)] € [o(ls)], i.e. Is — rs ne préserve pas la sémantique. O

Comparer les sémantiques de deux termes est une opération compliquée alors, qu’avec la
Proposition [3.9] on a une condition nécessaire et suffisante facilement vérifiable, avec Paide des
décompositions de sémantique explicitées dans Propositions et[3.10] pour établir des propriétés
d’Exemption de Motif. On proposera dans le chapitre suivant une méthode systématique, utilisant
I’ensemble des notions introduites ici, pour vérifier des propriétés d’Exemption de Motif. Enfin,
on peut remarquer que les propriétés voulues, dans le contexte de la Définition [3.15] dépendent
de substitutions vérifiant les pré-conditions induites par les profils considérés. On proposera
donc également une méthode permettant d’inférer la forme des termes obtenus par une telle
substitution.

3.4 Discussion sur I’Exemption pour des Systémes non-linéaires

Dans le cas de CBTRS non-linéaires, les membres droits des régles ne sont pas nécessairement
linéaires. On a en effet vu dans les Sections et que les notions d’Exemption de Motif
et de sémantique n’étaient préservées par substitution que pour des termes linéaires. Ainsi,
dans le contexte d’'un CBTRS, il serait difficile de conclure quant aux notions de préservation de
sémantique (Définition et de satisfaction de profil (Déﬁnition qui doivent é&tre vérifiées
pour toute substitution.

La principale raison pour laquelle les notions d’Exemption de Motif et de sémantique sont
ainsi limitées dans le contexte de termes non-linéaires est que leur définition ne fait aucune cor-
rélation, dans un terme ¢ considéré, entre deux sous-termes indentiques de la forme ¢(t1,...,t,)
avec ¢ € D™. Comme on 'a expliqué précédemment, ces notions tentent décrire syntaxiquement
la potentielle forme normale de ¢ en donnant une sur-approximation de cette derniére basée sur
les annotations des différents symboles définis contenus dans t. Cela dit chaque symbole défini
est considéré indépendamment et la sur-approximation ainsi obtenue ignore le fait que, dans le
cadre d’une application déterministe de la relation de réécriture induite par le CBTRS considéré
(ou dans le cas ou le CBTRS, lui-méme, serait confluent), les deux sous-termes ¢(t1,...,t,)
identiques seront réduits de maniére identique.

Exemple 3.16. On reprend l'algebre de termes considérée dans I’Ezemple [3.7 et on étudie le
terme t = c(g(c(a,b)),g(c(a,b))). Etant que g'P7 est annoté avec Py = 0, t n'est pas ezempt
de c(a,b) puisque c(a,b) € [t]. On remarque, en effet, que l’équivalent sémantique de t est
t= c(ygzL, zgzl) puisque la sémantique, comme la propriété d’Exemption de Motif, ne consideére
aucune corrélation entre les deux instances de g(c(a,b)).

On peut cependant argumenter qu’étant donnée une relation de réécriture confluente, ou appli-
quée avec une stratégie déterministe, ces deux instances seront nécessairement réduites de fagon
identique, i.e. la premiére ne peut pas étre réduite & a et la deuxieme a b. On peut donc raison-
nablement considérer que toute potentielle forme normale de t est exempt de c(a,b).

On ainsi vu avec les Propriétés et[3-6 ne s’appliquent pas pour les termes non-linéaires, i.e.
les propriétés d’Exemption de Motif et la sémantique close ne sont pas nécessairement préservées
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par substitution. On observe en effet qu’avec 0 = {x — g(c(a, b))}, on a o(c(z,x)) =t qui
n’est pas exempt de c(a,b), bien que c(z,x) le soit. De méme, on a c(a,b) € [t] mais c(a,b) ¢
[e(z, z)].

Afin de prouver la préservation de la sémantique (et, par extension, des propriétés d’Exemp-
tion de Motif) par réécriture, on a proposé dans la Section précédente de considérer les notions
de régles préservant la sémantique (Définition et/ou satisfaisant un profil (Définition .
Ces notions considérant les propriétés syntaxiques des termes obtenus par substitution & partir
des membres gauches et droits des régles considérés, il sera plus difficile de s’en servir pour ana-
lyser un CBTRS non-linéaire. On peut cependant, en premiére approximation, se limiter & des
substitutions valeurs :

Proposition 3.19. Etant donné un motif p € P(C,X) lincaire et un terme t € T(F,X), on a,
pour toute substitution valeur ¢ :

o [s@®I <4

o sit est exempt de p alors ¢(t) est exempt de p.

Démonstration. Soient t € T(F,X) et une substitution valeur .

On considére dans un premier temps t € T(C,X), donc ¢(t) € T(C,X), et v € [¢(t)]. Par
définition de la sémantique close, il existe une substitution o telle v = o(s(t)), et donc, par
composition des substitutions, v = g o ¢(t), d’ou v € [t].

On considére maintenant t € T (F, X'), et on prouve par induction sur k le nombre de symboles
définis dans t que [¢(¢t)] C [t]. Sik =0,t € T(C, X) et on vient de montrer I'inclusion. On suppose
maintenant k > 0 tel que pour tout terme u ayant moins de k symbole défini [¢(u)] C Ju]. Soit
v € [¢(¢)], par définition de la sémantique close, il existe une position w € Pos(s(t)) telle que
st = ©P(uy,...,uy) avec p € D", et une valeur w € T5(C) exempte de ¥ (uy, ..., u,)
telle que v € [¢(t) [w],]. Comme w € T(C), on a ¢(t) [w], = ¢(t[w],), donc par induction, on
a v € [tw],]. De plus, comme ¢ est une substitution valeur, on a t|, = ©P(ty,...,t,) avec
u; = <(t;),Vi € [1,n]. Et, pour tout profil I; * --- % l,+—r € P, comme, par induction, on a
[s(t:)] € [ti], Vi € [1,n], Proposition garantit que si t; est exempt de [;, alors ¢(¢;) 'est
aussi, d’ou {r | 3y * -+ x ly,—r € P t.q. Vi € [1,n],t; est exempt de [;} C {r | Il * - =
lp—1r € P t.q. Vi€ [1,n],u; est exempt de [;}. Donc, par composition de ’Exemption de Motif
avec I'opérateur de disjonction de motif +, w est exempt de > (¢1,...,t,) et, par définition de
la sémantique close, [t [w] ] C [t], d’ott v € [t].

La préservation des propriétés d’Exemption de Motif découle directement de la préservation
de la sémantique, via la Proposition O

On verra dans le Chapitre [5|qu’on peut ainsi reformuler les notions de préservation de séman-
tique (Définition et de satisfaction de profil (Définition dans le cadre d’une relation
de réécriture basée sur les substitutions valeurs (i.e. une relation de réécriture avec une stratégie
stricte). Cela revient cependant a considérer une stratégie d’évaluation en Appel par valeur, ce qui
n’est pas forcément la stratégie universellement utilisée par tous les langages de programmation.

De plus travailler avec des termes non-linéaires peut poser d’autres difficultés, comme notam-
ment I’évaluation de leur sémantique puisque la décomposition proposée dans les Propositions
et B-§ n’est pas forcément applicable sur des termes non-linéaires.

On proposera dans le Chapitre 5|, des définitions alternatives aux Définitions et per-
mettant d’éviter de se restreindre a la considération d’une stratégie d’évaluation en Appel par
valeur. Et on verra comment la méthode d’analyse statique de CBTRS proposée dans le Cha-
pitre suivant peut étre adaptée pour prendre en compte les contraintes liées a la non-linéarité
des termes et a ces définitions alternatives.
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3.5 Synthése

Dans ce Chapitre, nous avons présenté un formalisme permettant de vérifier des propriétés
de correction syntaxique des transformations, décrites par la notion d’Exemption de Motif. For-
mellement, cette notion exprime une propriété structurelle des termes de l'algébre considérée,
en garantissant qu’ils ne contiennent aucun sous-terme filtré par un certain motif. Elle permet
ainsi de définir le systéme d’annotation utilisé pour décorer les symboles définis de l'algébre :
un symbole ¢ : s % -+ % 8, — § peut étre annoté par un ou plusieurs profil(s) de la forme
P1 k- % Dy > D avec pi,...,Pn,p des motifs étendus, pour indiquer que toute réduction d’un
terme ayant ¢ comme symbole de téte, avec comme argument des termes respectivement exempts
de p1,...,p, doit mener & un terme exempt de p.

Ces profils décrivent ainsi des spécifications algébriques du comportement des fonctions as-
sociées. On propose alors de vérifier que le systéme de réécriture encodant les fonctions étudiées
est conforme & ces spécifications. Pour cela, on utilise les annotations des symboles définis pour
définir une généralisation de la notion de sémantique close, introduite dans [CM19], permettant
d’exprimer, par une structure finie, une sur-approximation des formes normales potentielles d’un
terme. Il est alors nécessaire de prouver que cette sur-approximation est bien cohérente avec le
CBTRS encodant la transformation : il ne faut pas que le systéme permette d’obtenir un terme
en dehors de cette sur-approximation, ce qui signifierait qu’il existe une réduction contredisant
les profils choisis.

En pratique, cela revient a vérifier que la relation de réécriture induite par le CBTRS considéré
préserve la sémantique. Pour prouver cette préservation de sémantique, on a montré (Proposi-
tion qu’il suffisait de vérifier que chaque régle du systéme satisfait tous les profils décorant
le symbole de téte de son membre gauche, i.e. pour toute substitution telle que les instances
en paramétre du membre gauche de la régle satisfont la pré-condition du profil, 'instance cor-
respondante du membre droit vérifie la post-condition. On propose d’étudier dans les Chapitres
suivant une méthode d’analyse statique permettant de vérifier cette propriété, d’abord dans le
cas de systémes linéaires, puis on s’intéressera plus particuliérement aux cas non-linéaires.
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4

Analyse statique par Exemption de
Motif

Comme présenté dans la Section[3.1.2] choisir un profil pour annoter un symbole défini revient
a faire une supposition sur les formes normales potentiellement obtenues par réécriture suivant
un CBTRS considéré. Ce dernier décrit concrétement le comportement de la fonction associée
au symbole annoté, et il est donc nécessaire de vérifier que ce comportement est bien en accord
avec le(s) profil(s) choisi(s). On proposera donc dans ce chapitre une méthode d’analyse statique
du CBTRS considéré qui permet de vérifier son adéquation avec les profils choisis.

Dans le chapitre précédent, on a vu que le comportement attendu peut étre décrit comme
une préservation de la sémantique par la relation de réécriture induite par le CBTRS. De plus,
on a montré qu’en utilisant la notion de satisfaction de profil (Définition , le probléme peut
étre reformulé sous la forme de propriétés d’Exemption de Motifs sur les régles du CBTRS.
Ces propriétés sont, cependant, souvent difficiles a vérifier directement depuis la définition de
I’Exemption de Motif (Définition , puisqu’il serait potentiellement nécessaire de vérifier un
nombre infini de valeurs.

Dans le cadre d'une analyse statique, on veut proposer une méthode applicable de fagon
systématique, qui ne nécessite donc pas la vérification explicite d’une infinité de valeurs. On
utilisera, pour cela, les sémantiques de termes, introduites dans le Chapitre précédent et leur
relation avec I’Exemption de Motif (Proposition , pour établir les propriétés d’Exemption de
Motif recherchées. La vérification de la satisfaction d’un profil se présente ainsi en trois étapes
majeures :

1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil ;

2. une étape de construction de 1'équivalent sémantique (Définition pour ramener les

termes considérés a des motifs constructeurs;

3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l'intersection de sémantiques consi-

dérée par la Proposition est bien vide.

Pour ce faire, on commencera par présenter, dans la Section suivante, une technique de
décomposition de la sémantique profonde en une union de sémantiques closes. La Section
présentera ensuite un ensemble de régles de réduction des motifs étendus, permettant notam-
ment de vérifier qu’une intersection de sémantiques closes est vide. Ces approches définissent
concrétement 1’étape de calcul des sémantiques, mais sont également essentielles aux étapes d’in-
férence et de construction de ’équivalent sémantique qui seront détaillées dans les Sections [4.3
et [£.4l On conclura ce Chapitre avec une présentation de la méthode d’analyse ainsi définie et
son application sur un cas d’étude.
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On se restreint dans ce Chapitre a ’étude de systémes de réécriture linéaires, et on étudiera
plus en détails les systémes non-linéaires dans le Chapitre suivant.

4.1 Calcul de Sémantique profonde

Vérifier des propriétés d’Exemption de Motif est un probléme non-trivial : on a vu dans le
Chapitre précédent que vérifier une telle propriété depuis sa Définition nécessite en effet de
considérer un nombre potentiellement infini de valeurs, et il n’est donc pas possible d’en déduire
directement une méthode d’analyse statique. Pour surconvenir & ce probléme, on a étendu la
notion de sémantique qui avait notamment était utilisée dans [CM19| pour représenter I’ensemble,
potentiellement infini, des instances d’'un motif par une structure finie, munie d’opérateurs de
disjonction et de différence. Cela dit, la simple forme d’un motif ne permet pas encore de conclure
quant aux propriétés d’Exemption de Motif :

Exemple 4.1. Observons le termet = cons(B, cons(e, cons(A, nil))) de l’algebre de termes défini
par la signature Xgoreq présentée dans I’Exemple [3.5. Ce terme n’est clairement pas exempt de
Dsorted = cons(B, cons(A,l)) puisque cons(B, cons(A, cons(A, nil))) € [t] est filtrée par psorted-
Mais on peut méme aller plus loin, en représentant le terme t et le motif psorteq comme des arbres
cote a cote :

FIGURE 4.1 — Exemption de Motif et filtrage profond

On voit avec cette représentation que non seulement t n’est pas exempt de p 1q; mais également
qu’aucune valeur de sa sémantique ne l’est : la variable e peut étre instanciée soit par A soit par
B, et dans le premier cas la valeur obtenue est filtrée par priq; alors que dans le deuziéme cas,
le sous-terme de la branche droite est filtrée par pyiqae. Dans le deuxieme cas, la sémantique close
ne permet cependant pas de facilement mettre en évidence la forme de ce sous-terme.

La sémantique profonde d’un terme, définie comme la fermeture par relation de sous-terme
de sa sémantique close, permet, elle, d’apporter une description beaucoup plus exhaustive de
la forme d’un terme et de ses sous-termes. Cette exhaustivité permet notamment d’établir une
équivalence relativement simple I'Exemption de Motif et la notion de sémantique profonde (Pro-
position . Mais, contrairement a la sémantique close qui fournit une équivalence naturelle
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entre les opérations sur les motifs et les opérations ensemblistes (Proposition , la composi-
tion de la sémantique profonde avec les différents opérateurs considérés est plus compliquée. En
particulier, les opérations de conjonction et de différence de motifs sont difficiles & exprimer au
niveau de la sémantique profonde.

On propose ainsi dans cette section d’étudier la sémantique profonde de motifs étendus, et
plus particuliérement de donner une décomposition de la sémantique profonde d’un motif quasi-
additif (Définition en une union de sémantiques closes.

4.1.1 Sémantique profonde de Motifs étendus

En général, étudier la sémantique profonde d’un motif peut se ramener, de fagon assez na-
turelle, & I’étude de sa sémantique close. En effet, étant donné deux motifs ayant la méme
sémantique close, ils auront également, par définition, la méme sémantique profonde. Et bien
que [CM19| propose déja un ensemble de régles permettant de comparer et d’étudier des séman-
tiques closes, les méthodes originellement présentées ne sont pas suffisantes dans le formalisme
considéré ici : la sémantique close présentée dans [CM19] a été étendu dans notre formalisme
pour prendre en compte les symboles définis et leurs annotations.

Pour simplifier les notations et les termes considérés, on a déja présenté dans la Section [3.2.3]
la notion d’équivalent sémantique, qui permet, pour tout terme de 7 (F,X), de construire un
terme de 7 (C, X%) ayant la méme sémantique. On verra dans la Section comment on peut en
pratique construire cet équivalent sémantique, et on se restreint donc a ’étude de la sémantique
des termes de T (C,X®). Dans un premier temps, on peut observer, comme montré dans la

Proposition [3.5] quun terme de la sémantique de [z,] est un terme de la forme c(v1, . .., v,) avec
c € Cs, et donc que l'on a [z,] = U.cc, [e(215,, - - - 2ns, )] Cependant, dans le cadre de termes de

T(C,X%), il faut également prendre en compte ’annotation des variables, ce qui donne, de fagon
similaire [25"] = U.ec [c(215), - -+, zns, ) \ p] (Proposition . L’introduction d’un opérateur
de différence \ supplémentaire est cependant problématique ici, puisqu’elle rendrait une méthode
de réduction similaire a celle de [CM19] non terminante.

Une telle approche n’étant donc pas applicable & 1’étude d’une sémantique profonde, on
propose de définir une technique permettant la décomposition de la sémantique profonde d’un
terme de T (C, X*) comme une union de sémantiques closes. Pour cela, on généralise les termes
de T(C, X*) par des motifs quasi-symboliques, et comme on ne considére que des motifs linéaires,
on observe que le nom des variables n’a pas d’importance : les variables x5 ” et ys? ont la méme
sémantique. On considérera ainsi, dans la suite de ce Chapitre, que deux variables de méme sorte
ayant la méme annotation sont donc strictement équivalentes.

On commence donc par généraliser aux motifs quasi-symboliques la décomposition récur-
sive de la sémantique profonde, proposée dans la Proposition pour les termes de 7 (C, X'%).
Contrairement a la sémantique d’un terme, la sémantique d’un motif peut étre vide. La décom-
position de la sémantique profonde d’un motif faisant apparaitre celles de ses sous-motifs, elle
n’est valable que quand sa sémantique est non-vide :

Proposition 4.1. Soit un motif quasi-symbolique linéaire de la forme c(ty,...,t,) avec c € C",
on a :

o Si[t;] #0,Vi € [1,n], alors {c(t1,...,tn)]} = [e(t1, ... tn)] U (L:jl {[tl]}) :

o sinon, {c(t, ..., t,)} = 0.

Démonstration. Soit un motif quasi-additif linéaire de la forme c(y,...,t,) avec ¢ € C™.
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S'il existe i € [1,n] tel que [t;] = 0, d’apres Proposition .8 on a [c(ty,...,t,)] = 0, dou
{le(ty, ..., t)]} = 0.

Sinon, on a [t;] # 0,Vi € [1,n] et on prouve les deux inclusions séparément :

o Soit u € {c(t1,...,tn)]}, par définition il existe v € [c(t1,...,tn)] et w € Pos(v) tels que
U = v|,. Siw = ¢, alorsu = v, d’ottu € [¢(t1,...,t,)]. Sinon, on peut remarquer que comme
v € [e(ty,. .., tn)], d’aprés Proposition v = c(v1,...,v) avec v; € [t;],i € [1,n].
Il existe j € [1,n] tel que w = jw’, donc u = wj,y, d'ott u € {t;}. On a donc bien
w € [e(ty,....tn)] U (Ui, {t)-

e On peut remarquer que par définition, on a clairement [c(t1,...,t,)] C {c(t1,...,tn)]}-
Soit j € [1,n], on considére maintenant v € {{t;]}. Par définition, il existe v; € [t;] et
w € Pos(v) tels que u = Vil En prenant v; € [t;], pour tout ¢ # j, on peut construire un
terme v = c(vy,...,v,) tel que v € [c(t1,...,t,)], d’apres Proposition et u = v);,. On
a donc bien v € {c(t1,...,tn)]

O

Comme on cherche & donner une décomposition de la sémantique profonde des motifs quasi-
symboliques, il reste maintenant & décomposer la sémantique profonde des motifs de la forme
x5 P\ r, avec r un motif additif régulier (on peut remarquer que pour zs”, on peut se ramener
a cette forme puisque [z57] = [zs? \ L]). Dans un premier temps, on observe donc qu’avec la
Proposition [3.8, on a :

[es"\r] = [T\ ]

= U le(zost, s zns) \ o]\ [7] avec Dom(c) = sg * -+« * 8y,
e - (4.1)
= U le(zosts s zns)]\ ([p] U [r]) avec Dom(c) = sg * - - * sy,
c€Cs
= UleGos?s s\ (p+7)]  avec Dom(c) = so * -+ * sy
CECS
Il faut maintenant décomposer la sémantique des motifs de la forme c(215/, ..., zns,’) \ q 011

q est un motif additif et régulier. On montre donc que

Lemme 4.2. Etant donnés une sorte s, des symboles constructeurs c,c’ € Cs, d’arités respectives

netm, pr,...,Pn €t qi,...,qm des motifs, on a :
n
Ulelprs---spi\ Gy ---ypn)] sic=¢
hd [[C(pla"'vpn)\Cl(qla"'v(Jm)]] = i=1 ' ‘ " 5
C\pP1,.-- 7Pn)]] sinon

e [c(p1,...,pn) \2;1] =0

Démonstration. Soient une sorte s, des symboles constructeurs ¢, ¢’ € Cq, d’arités respectives n

et m, p1,...,pn €t q1,..., ¢y des motifs.
n

On considére d’abord ¢ = ¢, et on prouve que [¢(p1, . .., pn)\c(q1, .-, qn)] = Ule(pi, ..., pi\
i=1
Giy- - -, Pn)]- On prouve les deux inclusions séparément :
e Soit v € [e(p1,.--,pn) \ ¢(q1,--.,qn)]. D’aprés Proposition v € [e(pr,-.-,pn)] et
v & [e(qr, - qn)], i-e. il existe (vi,...,vn) € [p1]x - X[pn] tel que v = c(vy,...,vp)
et v 4 ¢(q1,...,qn). Donc, il existe j € [1,n] tel que ¢; # vj, i.e. v; € [p; \ g;]. D’or
v E [[C(pl)' - Dj \QJu s 7pn)]]
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4.1. Calcul de Sémantique profonde

e Soitj € [I,n]etv € [c(p1,...,p;\q,---,pn)]. D'apreés Proposition il existe (vi,...,v,) €
[p1]x - x[pj\gj]x - - - x[pn]. Donc pour tout i € [1,n], p; <Kv;, d’ott c(p1,...,pp) <K, i.e.
v € [e(p1, ..., pn)]. De plus, comme v; € [p; \ ¢;], ¢j 4 vj, Aot c(qr,...,q) kv, i.e.v ¢
[[C(QL - aQn)]]' On a donc v € [[C(pl, e ,pn)]] \ [[QL e aQn]] = [[C(pl, e apn) \ [[QL .- 'aQnM'

La preuve des deux égalités suivantes est directe grace a la Proposition [3.8] en observant que
pour tout v € [e(p1,...,pn)] onav & [d(qr,...,qm)] et v € [z51]. O

De plus, on observe que, d’aprés Proposition ona[p\(r+q)] = [p]\([rJU[q]) =
(IeI\I7D\al = [(p\r)\a] et [(p+a)\r] = ([p]VlaD\I] = ([PIN[FDUal\r]) = [(p\r)+(g\r)]-
Le motif r dans I’Equation étant additif régulier, on peut donc utiliser le Lemme pour
distribuer récursivement les sous-motifs composant r sur les différents membres de la somme.

Etant donné un constructeur ¢ € C" et un motif additif 7, on peut ainsi construire un ensemble
Qc(r) de n-uplets (q1,-..,qn), ol chaque ¢; est soit L soit une somme de sous-termes de r, tel
que

le(pr, - opn) \ 7] = echJ( )HC(Pl\QL---aPn\qn)ﬂ (4.2)

Exemple 4.2. On considére ’algébre de termes définie par la signature Xjs, et on utilise le
Lemmel[{.4 pour donner une décomposition de la sémantique close de cons(e,1)\(cons(lst(l1),l2)+
cons(e, nil) + nil) :

[cons(e,l) \ (cons(lst(l1),l2) + cons(e, nil) + nil)]

= [(cons(e,l)\ cons(lst(l1),12)) \ (cons(e, nil) + nil)]
= [(cons(e\ Ist(l1),1) 4+ cons(e,l\ l2)) \ (cons(e, nil) + nil)]
= [eons(e\ Ist(l1),1)\ cons(e, nil) \ nil + cons(e,l\ l2) \ cons(e, nil) \ nil]
= [(cons(e\ (Ist(l1) + €),1) + cons(e \ Ist(l1),1\ nil)) \ nil
+(cons(e\ e, 1\ l2) + cons(e, 1\ (I2 + nil))) \ nil]
= [eons(e\ (Ist(l1) +€),l\ L)+ cons(e\ lst(l1),1 \ nil)
+cons(e\ e, [\ l2) + cons(e\ L,1\ (Ia + nil))]

On a donc, dans ce cas Qcons(cons(lst(ly), l2)+cons(e, nil)+nil) = {(Ist(l1)+e, L), (Ist(l1), nil),
(e,12), (L, lo + nil)}.

Le motif r étant additif, on peut facilement le décomposer en sous motifs additifs r1,...,7rm,
de telle fagon a avoir r = " | r; ot chaque motif r; est soit une variable, soit un motif ayant un
constructeur comme symbole de téte. La construction de Q.(r) se faisant par simple distribution
des sous-termes des motifs r; ayant comme symbole de téte ¢, on peut donc automatiser la
construction de Q.(r) en utilisant I’algorithme suivant :

1. On rappelle que pour un n-uplet ¢, on note ¢ = (q1,. - ., gn)-
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Fonction computeQc(c, )

Entrées : ¢ : symbole constructeur,
r : motif additif

Résultat : ensemble de tuples Q.(r)

m

——
Qc «— {(L,..., L)} avec m = arity(c)
n
pour i =1 an avecr = ) r; faire

=1
sir; € X alors
| retourner ()
sinon si r;(e) = ¢ alors
Qe +— 0
pour (qi,...,qm) € Qc, k € [1,m] faire
| tQc+— {(q1,- - qk +Tijgs - qm) } UtQe
Qe +— Qe

retourner Q).

FIGURE 4.2 — Calcul de I’ensemble de tuples Q.(r) pour un symbole constructeur ¢ et un motif
additif r donnés.

Pour revenir a la sémantique profonde, on a donc, avec la définition de la sémantique profonde

(Définition , la Proposition et 'Equation :

[es?\r} % {w | u € [257 \ 7], w € Pos(u)}
g {u lue U U [e@? ...z \g)lwe Pos<u>}
c€Cs q€Qc(r+p)
- U U {u‘w |u € [e(zs \q1,- - x5l \ qn)],w € Pos(u)}
s c€Cs QEQC(T'H’)
De

= U U fel@s"\aq, - 257\ )]
ceCs quc(T+p)
PrEdl —p —p R
= U etz \ a1,z \g)] U U U Ufe"\al
c€Cs e (r+p) €Cs qeQ: P (r+p) ’zl
= [zs?\ 7] u U U  Ufzs"\al
ceCsq qEQZP(T+p) i=1
(4.3)
avec Q: V(1) ={q=(q1,...,qu) € Qc(p) | Vi € [1,n], [x5" \ @] # 0}.

Etant donné qu’on a un nombre fini de sortes et que les tuples de Q., donnés par ’algo-
rithme sont des sommes de sous-termes de r et p (dont il existe aussi seulement un nombre
fini), il est possible de calculer le point fixe obtenu via le développement précédent. Certains
termes de sémantique profonde peuvent persister dans ce point fixe, mais on peut remarquer,
via un raisonnement inductif analysant la forme des sous-termes, que ces derniers sont bien
caractérisés par les termes de sémantique close. Cette approche permet ainsi de proposer une
décomposition de la sémantique profonde d’un motif de la forme x5 % \ r.

Exemple 4.3. On considére 'algébre de termes définie par la signature Yys, et on utilise le

développement précédent pour fournir une décomposition de la sémantique profonde {[l;ftﬂ”]}.
On a Q cons(cons(Ilst(l1),12)) = {(Ist(l1), L), (L, l2)} et Quit(cons(ist(l1),l2)) = {()}. De plus,

[1.57 \ 1o] est clairement vide, alors que [[egfgrlat \ Ist(l1)] n'est pas vide, puisque int(z) €
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4.1. Calcul de Sémantique profonde

[[:L‘Ef;rl” \ Ist(l1)]. Le développement nous donne donc {12/} = [I;2/'] U {[egf;rl“t \ Ist(l) U

{[laftfl“t]}. De méme, on a {[egf;rlat \ lst(ly)]} = [[egf'frlat \ Ist(1)] U i) €t {ignel = [gned Y {E1ned-

On woit que dans la décomposition de {I/ 27"} et dans celle de {i]}, les termes {1 2"} et

i)} réapparaissent, exprimant Uexistence de tels sous-termes. Par induction sur la taille des
—Pflat
List

termes de [eg t'™ \ Ist(11)] ou [I, /"], respectivement [i, ], on obtient donc :
Expr List Int

termes de [l I, respectivement [i,..], en remarquant que leurs sous-termes directs sont des

{iGe™ ) = D™ T U legge™ \ 15t ()] U L]

Pour fournir une méthode d’analyse statique, on pourrait facilement automatiser le calcul
d’un tel point fixe. Il est alors nécessaire de proposer une méthode systématique pour calculer le
développement : pour obtenir ce développement, il reste & calculer Q. (7). Etant donné que
I'on sait déja calculer Q.(r) via I’Algorithme il faudrait maintenant proposer une méthode
permettant de vérifier de fagon systématique que la sémantique close d’un terme de la forme
zs? \ 7 est vide ou non. On propose, pour se faire, d’essayer de construire un terme de cette
sémantique via un graphe décrivant toutes les formes possibles d’un tel terme.

4.1.2 Graphe d’atteignabilité par Exemption

Une méthode facile pour décrire les termes d’une sorte donnée est de construire le graphe
décrit par les sortes et les constructeurs de la signature considérée, de fagon assez similaire au
langage filtré par un automate d’arbre. On peut facilement construire un tel graphe en considérant
deux types de nceuds : les noeuds sortes et les noeuds constructeurs. Naturellement, pour un noeud
sorte s € S, on a des arrétes le connectant aux noeuds constructeurs de Cg, et pour un noeud
constructeur ¢ € C, on a des arrétes le connectant aux nceuds de son domaine Dom(c).

Exemple 4.4. On considere l’algebre de termes définie par la signature ¥y;s, et on construit le

graphe comme décrit ci-dessus :

nil cons

s 2z int Ist

FIGURE 4.3 — Graphe décrivant l'algébre de termes définie par Y4, les nceuds constructeurs
sont en rectangle et les nceuds sortes en ovale.

Ce graphe permet assez facilement de construire n’importe quelle valeur d’une sorte donnée.
Par exemple, pour construire un terme de sorte List, on part du neud sorte correspondant et on
a deux arrétes, une pour chaque constructeur de la sorte : nil et cons. On peut donc construire
notre terme via n'importe lequel des deuzx. Si on choisit nil, on obtient la constante nil puisque
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le domaine de nil est vide, noté par l’absence d’aréte sortant du neeud nil. Si on choisit cons, il
faut instancier le constructeur avec deuzr sous-termes, un de sorte Expr et un de sorte List. On
répéte alors l’opération jusqu’a obtenir le terme voulu.

Dans notre contexte, on ne travaille cependant pas uniquement avec les sortes et les construc-
teurs donnés par la signature, il faut également considérer des notions de filtrage par motif. En
effet, on cherche ici a construire une valeur de la sémantique close d’un terme de la forme [xs?\r],
1.e. une valeur de sorte s exempte de p et n’étant pas filtrée par r. Pour cela, on propose donc
dans un premier temps de reprendre le formalisme de graphe précédent en I'explicitant en termes
de motifs : un neeud sorte s devient un nceud variable x, et un nceud constructeur ¢ € C avec
Dom(c) = s1 * --- % 8, devient un nceud motif (214, ..., 2n,, ), et pour chaque variable d'un
tel nceud, on pointe vers un nceud variable de la méme sorte.

Exemple 4.5. On reprend le graphe présenté dans la Figure[4.3, qui permet de décrire les valeurs
de l'algébre de termes définie par la signature Yyq, avec un formalisme de motif :

2 i (i It (i)

FIGURE 4.4 — Graphe décrivant ’algébre de termes définie par ¥4, les noeuds motifs sont en
rectangle et les noeuds variables en ovale.

Ce graphe peut étre utilisé de fagon identique au précédent. On peut cependant remarquer que
Uapproche s’étend naturellement a la sémantique close : pour chaque neud de ce graphe, on peut
construire une valeur de la sémantique close du motif ou de la variable considéré(e).

Ce formalisme de graphe s’étend naturellement a tout terme ¢ de 7(C, X'), de fagon a pouvoir
facilement construire une valeur de la sémantique close de t. Cela reste encore insuffisant pour
résoudre le probléme posé ici, qui est de vérifier 'existence d’une valeur dans la sémantique d’'un
terme de la forme z5” \ 7. On observe cependant, qu’en termes de sémantique, les arrétes entre
un neeud variable x, et ses nceuds motifs c(z1g,, ..., 2ng, ), avec ¢ € Cs, se traduit par 'égalité

[2s "] = Ueee le(21g, 5 - - - 5 2ns, )], comme prouvé dans la Proposition
De méme, pour une (quasi-)variable 257\ r, on a, avec 'Equation i.1|et la fonction computeQc
présentée en Figure :

AT = U U T ezl \a)] m

ceCs q€Qc (T+p)
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4.1. Calcul de Sémantique profonde

On peut donc & partir de 'approche précédente construire un graphe similaire.

Exemple 4.6. Dans l'algébre de termes définie par la signature ¥4, on cherche o décrire les
l_.pflat
List

valeurs de [ I, i.e. les valeurs de sorte List, exemptes de pfiqr = cons(lst(ly),l2) :

cons

—Pflat —Pflat
Coﬁquxpr \ J“’ lList \ l2b

N ]
‘ lstdl[iﬁ”"'t) ‘ int

—Pflat
e\ )

cons degxp{l‘” \ Ist(ly )‘,

—Pflat
Expr

e

\ Ist(ly)

—Pflat
eExpr \ L

. —Pflat

FIGURE 4.5 — Graphe décrivant les termes de [[l;ftf tat

motifs sont en rectangle et les noeuds variables en ovale.

] dans I’algébre définie par ¥4, les noeuds

On peut remarquer, pour toute sorte s € S, et tous motifs réguliers additifs p et r, que dans
le graphe ainsi construit pour décrire les valeurs de la sémantique close de z5” \ r, tous les nceuds
(quasi-)variable sont de la forme z_”\ r’ avec des sortes s’ et des motifs compléments ' différents
mais le méme motif annotant p. En effet, cette annotation provient du nceud originellement
considéré et est propagé sur les variables fraiches créées par 'Equation

De plus, on peut observer qu’un graphe ainsi construit est bien fini, puisque le nombre de
noeud (quasi-)variable z_” \ r’ est également fini : on a, en effet, un nombre fini de sortes et,
d’aprés ’algorithme présenté en Figure r’ est une somme de sous-termes de r et de p, dont il
existe aussi seulement un nombre fini (et par construction, il y a un nombre fini de noeud motif
pour chaque nceud variable).

On définit formellement ce type de graphe comme suit :

Définition 4.1 (Graphe total). Etant donné une sorte s € S, et des motifs réguliers additifs p
et v, on appelle graphe total de 57 \ r, le couple G = (V,E) ot V est un ensemble de neeuds,
identifiés par un motif quasi-symbolique, avec xsP\r € V, et E est un ensemble d’arétes orientées,
tel que pour tout u € V :

o siu— 2P\ pour foutc i s % % s b S el (@enidn) € Qulp+ )y v —
(215 \ @1y 205 \qn) €V et (u,v) € E;

o siu=c(uy,...,up), pour toutt € [1,n], u; € V et (u,u;) € E.

69



Chapitre 4. Analyse statique par Exemption de Motif

Cependant, certains noeuds du graphe ainsi construit peuvent avoir une sémantique vide. En
partant des nceuds variables ayant au moins un noeud motif étant une constante, il faut donc
vérifier pour chaque nceud qu’il est possible de construire une valeur finie filtrée par ce nceud.

Définition 4.2 (Nceud instanciable). Etant donné une sorte s € S, et des motifs réguliers
additifs p et r, on considére un graphe total G = (V,E) de zs* \r € V, et pour chaque nceud
uevV:

® siu = z;p \ ¢, on dit que u est instanciable si et seulement il existe v € V instanciable,
tel que (u,v) € E;

o siu=c(uy,...,uy), on dit que u est instanciable si et seulement si, pour tout t € [1,n],

u; € V est instanciable.

Par construction, on voit notamment que tous les noeuds constantes u = ¢ avec ¢ € C° sont
instanciables.

Exemple 4.7. On reprend le graphe présenté en Figure [[.5 et on identifie progressivement les
neeuds instanciables :

cons

cons eEXI;flat \ J.‘ ’ll_lgflat b consdeE Priat \ Ist(ly Hll_lgflat \ J_‘)

Tl

Ej;,fl“ \ Ist(l1)

—Pflat
eE><pr \ 1

—Pflat
Ist (1| e )

. Pflat

Naturellement, on observe dans un premier temps que les neeuds constantes nil, respecti-

. . . .. —pfl .
vement z, sont instanciables et que les neeuds variables associées ll_istf “\ L1, respectivement

i, sont donc également instanciables. En pratique, cela revient & remarquer, qu’il existe
bien des valeurs dans la sémantique de ces neuds. Par la suite, on voit donc que les neceuds

-—Pflat —Pflat Pflat —Pflat
$(iet )5 int (i, ), Ist(l ") sont instanciables, et par extension les neeuds variables eg

Xpr
et eEf'frl“t \ Ist(l1) aussi. De méme, on voit bien que les sémantiques de ces neuds sont non-vides,

puisqu’a partir d’une valeur de la sémantique des neeuds instanciables connus, on peut en effet
construire une valeur de la sémantique de ces neuds. On poursuit le méme raisonnement pour

vérifier que le neud cons(eEfgl“t \ lst(ll),l;ftﬂ“t \ L) est instanciable, et donc sa sémantique
non-vide :
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—Pflat \ L

cons

?f@‘ff:”q“iﬁ. ‘‘‘‘‘‘ \5 consdeE pfl‘“ \ Ist(l1 Hll_liflat \J_‘)

e\ Ist(l1)

—Pflat
eExpr \ 1

Ist

Ist(l

—Pflat )
List

[ =Prlat
int (i), h—]

Par ce raisonnement, on peut construire, pour chaque neud instanciable, une valeur de cette

sémantique. Inversement, il n’est pas possible de contruire une valeur de la sémantique des neuds

Pflat —Pflat —Pflat _pflat
restants, cons(eEXpIr \N L N ), I \ e Ist(le ™ \ 1), et on peut donc conclure que

leurs sémantiques sont vides.
On garde alors uniquement les neeuds instanciables, et on élimine également tous les neuds

qui ne sont plus atteints depuis le neud d’origine laftflat \ L (i.e. le neud de eEf;rlat \ L et ses

descendants). On obtient ainsi le graphe suivant :

nil cons
nil cansdeEXprfl”t \ Ist(l1) Hll_lgflat \ L‘)

eEXZ;rflat \ lst(l1)

z int (i, p““t)

FIGURE 4.6 — Graphe d’atteignabilité de [, p f ““* dans I'algébre définie par s

On peut enfin utiliser ce graphe pour construire n’importe quelle valeur de la sémantique
d’un des neeuds qui le composent. Par exemple, pour construire un terme de [[l;ftf “\ 1], on
Pflat \

part du neud variable correspondant et on a deuz arrétes, une vers le motif nil et conzs(eEXpr

Ist(ly),1; 27\ L). On peut donc construire notre terme via n’importe lequel des deuz. Si on choisit

List
. . . .. Pflat —Pflat -

nil, on obtient la constante nil, alors que si on choisit cons(eg, ™ \ Ist(l), I ™ \ L), il faut

istancier les deux variables en répétant 'opération depuis les neuds variables correspondants.

On répéte alors opération jusqu’a obtenir le terme voulu. On peut ainsi construire un terme de

la sémantique de tous les motifs, y compris les (quasi)-variables, composant le graphe, et ainsi
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vérifier que leurs sémantiques ne sont pas vides.

On appelle les graphes ainsi obtenus graphes d’atteignabilité par exemption de motif, que
lon définit formellement comme suit :

Définition 4.3 (Graphe d’atteignabilité). Etant donné une sorte s € S, et des motifs réguliers
additifs p et r, on appelle graphe d’atteignabilité de xs¥ \ r € V le sous graphe G = (V,€)
d’un graphe total G = (V,E) de zs" \r € V, tel que ¥V = {u € V | u est instanciable} et
E={(u,v) € E|u,veV}.

Par construction, on peut utiliser ce type de graphe pour expliciter n’importe quel terme de
la sémantique d’un des nocuds qui le compose. L’existence d'un tel terme garantit donc que la
sémantique des nceuds est non-vide :

Theorem 4.3. Etant donné une sorte s € S, et des motifs additifs réguliers et linéaires p et r,
on note G = (V, E) un graphe total de x5\ r, et G = (V,&) le graphe d’atteignabilité obtenu
depuis G. On a, pour tout u € V, [u] # 0 si et seulement siu € V.

Démonstration. Soient une sorte s € S, et des motifs additifs réguliers et linéaires p et r, on note
G = (V, E) un graphe total de 37\ r, et G = (V, ) le graphe d’atteignabilité obtenu depuis G.
Pour prouver le Théoréme, on introduit les notions suivantes :

e Etant donné un terme t € 7 (F, X), on appelle profondeur de ¢, notée d(t) la longueur de
la plus grande position w € Pos(t);

e Etant donné un nceud u € V, on appelle la distance & feuille de u, notée dist(u), la valeur
entiére définie par :

» dist(u) =0, si u est une feuille, i.e. {(u,v) € E|veV}=0;

» dist(u) = max,(d(v)) + 1 avec v € V tel que (u,v) € E, si u est un noeud motif tel
que {(u,v) € E|veV}#0D;

» dist(u) = min,(d(v)) avec v € V instanciable tel que (u,v) € E, si u est un nceud
(quasi-)variable instanciable tel que {(u,v) € E|v e V} #0;

» dist(u) = min,(d(v)) avec v € V tel que (u,v) € E, si u est un noeud (quasi-)variable
non-instanciable tel que {(u,v) € E|v e V} # 0.

On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :

Lemme 4.4. Etant donné G = (V, E) un graphe total, pour tout neud v € V, il existe v € [u]
avec d(v) < n si et seulement u est instanciable avec dist(u) < n.

Par définition des nocuds instanciables et de la distance & feuille, tout nceud instanciable a
une distance a feuille finie, donc, pour tout u € V, u est instanciable et il existe donc v € [u]
avec d(v) > dist(u). Par conséquent, [u]] # (). Inversement, si [u]] # 0, alors il existe v € [u] et
donc u est instanciable. O

Enfin, on peut observer que la construction de ce graphe et le calcul du point fixe explicité
dans la Section ont une démarche trés similaire : dans les deux cas, on part de la (quasi-)
variable considérée, on observe les termes générés par la somme explicitée en Equation en
utilisant la fonction computeQc présentée en Figure [£.2] et on répéte lopération pour tous les
sous-termes, via la Proposition[f.1] On propose donc de combiner les deux approches pour définir
un algorithme permettant de vérifier si la sémantique profonde d’une (quasi-)variable est vide,
et sinon d’en donner une décomposition en une union de sémantiques closes.
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4.1.3 Algorithme de calcul de la sémantique profonde d’une variable

Dans la Section on a proposé de décomposer la sémantique profonde d’une (quasi-)
variable en calculant le point fixe obtenu via le développement [£.3] Ce développement se repose
principalement sur ’'Equation et la Proposition mais dépend du fait que ’on soit capable
de vérifier, au préalable, que la sémantique d’une telle variable soit non-vide.

Dans un deuxiéme temps, on a vu que I’on pouvait également se servir de I’Equation et de
la Proposition pour construire un graphe d’atteignabilité de la (quasi-)variable dont I'on sait
que l'ensemble des nceuds sont étiquetés par des motifs quasi-symboliques dont la sémantique
est non-vide. On propose donc de montrer que le graphe ainsi obtenu permet directement de
calculer une décomposition de la sémantique profonde d’une (quasi-)variable :

Theorem 4.5. Etant donné une sorte s € S, des motifs réguliers additifs p et r, et G = (V, E)
un graphe d’atteignabilité de u = xs? \r, on a :

fud = U]

’UGVu
avec V,, lensemble des neeuds (quasi-Jvariables atteignables depuis u.

Démonstration. Soient une sorte s € S, des motifs réguliers additifs p et r et G = (V, E) un
graphe d’atteignabilité de u = x5 7 \ r.

Soit v € V un noeud atteignable depuis u dans G. On montre par induction sur le plus court
chemin de u & v que {v} C {u}.

e Si le chemin est vide, v = u et la preuve est immédiate.

e On suppose maintenant que le chemin est de longueur n 4+ 1 avec n > 0. Il existe donc un
neeud w € V tel que le chemin le plus court de u & w est de longueur n et (w,v) € E.
Par induction, on a {w]} C {u]. De plus, d’aprés le Théoréme , {v]} # 0. D’apres le
développement , par construction du graphe total, on a donc {v]} C {w].
De plus, pour tout motif v on a [v] C {v]}, d’ou pour tout v € V,, [v] C {u].
Soit w € {u}, par définition de la sémantique profonde, il existe w’ € [u] et une position
w € Pos(w') tels que w = w’ lw- On montre par induction sur la position w qu’il existe un noeud
(quasi)-variable v € V,, tel que w € [v].
¢ Siw=¢onaw=uw=w, dotwe [u].
e Sinon, on a w = w'.i avec W',y = c(wi, ..., wy,) et i € [1,n] tel que w = w;. Par induction,
il existe un neeud variable 2P \ 1’ € V, tel que v’ € [x” \']. D’aprés les Equations
et il existe (q1,...,qn) € Qc(r" + p) tel que w'iy € [e(z15] \ q1,- -+, Zns, \ @n)]. On
a donc, pour tout i € [1,n], w; € [z, \ ¢;]. D’aprés le Lemme les nceuds c(215 \
Qs Znst \Gn)s Tst \ q1,--.,2s) \ gn sont instanciables, et par construction du graphe
d’atteignabilité, ils sont donc atteignables depuis le nceud xs_,p \ 7/, donc depuis u. On a
donc bien w € [z \ ¢;] avec 25 \ ¢; atteignables depuis w.
On a donc bien {u}} = | [v]. O
VeV,
En se basant sur ce Théoréme, on peut obtenir la décomposition souhaitée via ’algorithme
getReachable présenté dans la Figure [.7]
L’algorithme prend en entrée une sorte s, des motifs additifs réguliers p et r. Il fonctionne en
suivant les grandes lignes de la logique présentée dans la Section £.1.2]:

e on construit le graphe total de x5 ? \ 7 via la fonction getTotalReach;

73



Chapitre 4. Analyse statique par Exemption de Motif

e on identifie dans ce graphe les nceuds instanciables pour obtenir le graphe d’atteignabilité ;
e on récupére les noeuds atteignables depuis x5 7 \ 7 via la fonction computeReach.

Par simplicité, les nceuds variables a:;p \ 7’ sont représentés par des couples (s',7’) et les nceuds
motifs c(21s¢ \ q1,- - -, Zns, \ @) Sont ignorés et représentés via des arrétes multiples de la forme
((S/> ’l“/), ((817 QI>7 R (Sm Qn)))

Les Théorémes [1.3] et [A.5 garantissent la correction de l'algorithme : le résultat est vide si et
seulement si la sémantique considérée est vide, et sinon il en fournit la décomposition souhaitée.

Theorem 4.6. Etant donné une sorte s € S, et des motifs réguliers additifs p et v, on note
R = getReachable(s,p,r) et on a alors :

o R=1 siet seulement [zs¥ \r] =0

o fa\rp= U [z "\ 7]
(s’,r')eR

Démonstration. Soient s € S, des motifs réguliers additifs p et r.

On note G = (V, E) le graphe total construit depuis x5 \ r, et on considére un ensemble
Vo de neeuds (quasi-)variables de la forme (s',7’) et un ensemble Ey d’arrétes multiples de la
forme ((s',7), ((s1,q1)s---,(Sn,qn))) avec (s',7"), (s1,q1),- .-, (Sn,qn) € Vo, vérifiant I'invariant
suivant : pour toute arréte ((s',7),((s1,q1),--.,(Sn,qn))) € E, on a (s',7') € Vo, et il existe
c € Cy tel que Dom(c) = s1 * --- * Sp et (q1,...,qn) € Qc(r +p), et © € [1,n] tel que
(si,qi) € Vo ou (84,q;) = (s,7). On montre que getTotalReach(s,p,r, Vp, Ey) renvoie le couple
(Vy, Ey) vérifiant I'invariant, avec Vy = AW 1 ot A est I'ensemble des nceuds (quasi-)variables
atteignables depuis x5 ? \ 7 dans G sans passer par un des nceuds de Vj.

e On commence par remarquer que si l'ensemble A est vide, alors (s,r) € Vp, et on a
(Vr, Er) = (Vo, Ep).

e Si A est non-vide, on a au moins (s,r) € A, d’ou I'ajout du nceud dans V. Pour chaque
neeud uw € A\ {(s,7)}, il existe ¢ € C5 avec Dom(c) = s1 % -+ * sp, (q1,---,qn) € Qc(r+D)
et i € [1,n] tels que u est atteignable depuis (s;,q;) sans passer par un des noeuds de
Vo U {(s,r)}. Pour chacun de ces nceuds, on appelle donc getTotalReach en préservant
I'invariant entre les deux derniers arguments.

Pour I'appelle initial, on a Vj = 0 et Ey = () d’ou V} est I'ensemble des nceuds variables du
graphe total construit depuis 257 \ r et E; I'ensemble des arrétes multiples associé.

Dans getReachable, on construit ensuite le graphe d’atteignabilité a partir du graphe total
obtenu en recherchant les nceuds variables instanciables. On utilise la notion de distance a feuille
d’un neeud, introduite dans la preuve du Théoréme [£:3] On commence par identifier, les nceuds
variables pouvant étre instanciés par une constante, i.e. ayant une distance & feuille de 0, puis
en recherchant dans les nceuds restant les nceuds instanciables de distance a feuille augmentée
de 1 a chaque itération. Comme la distance & feuille est bornée par la taille du graphe total, on
obtient bien le sous ensemble de noeuds instanciables.

Enfin, computeReach effectue une recherche d’atteignabilité dans le graphe total en se limitant
aux neceuds instanciables et aux arrétes multiples ot tous les nceuds sont instanciables. Le résultat
R correspond donc a I’ensemble Axgp\r des nceuds variables instanciables et atteignables depuis
x5 7\ r. D’aprés le Théoréme si [zs?
on a donc R = (). Et d’aprés le Théoréme

= () alors le nceud z5” \ r n’est pas instanciable et

on a bien {z;"\r}= U [z,”\ 7] O

(s';7"ER

Le probléme initial étant de montrer qu'un terme ¢t € T(F,X) est exempt d'un motif p
en vérifiant que {t} N [p] = @ (Proposition [3.9)), on peut finalement décomposer la sémantique
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profonde de ¢ en une union de sémantique close, pour ramener le calcul de U'intersection {¢t} U [p]
en un probléme de réduction de conjonction de motifs.

Exemple 4.8. On consideére l’algébre de termes définie par la signature Yiist, grace a l'algorithme
—cons(e,l)

List \ml est vide puisqu’on

getReachable, on peut facilement vérifier que la sémantique de |
a getReachable(List, cons(e,l), nil) = 0.
De plus, pour prouver que u = cons(int(i), flatten(l)) est exempt de pyfiqr = cons(lst(l1),1l2),

— —Pflat
on peut remarquer que son équivalent sémantique est 4 = cons(int(i;_ Unt ) lLlst ), et que comme

getReachable(List, pyiqr, L) = {(List, L), (Expr, Ist(l1)), (Int, L)}, on a, avec les Propositz’ons

et[4.1 :

{ul 0 [psiat] {al N [piadd

PRI (] U [int (i, it ONU T DU T2 D) O [pfrad]
TR ([a] U [int (i )] Lt 1O g™ \ 1]
P U [eger™ \ st(1)] U [y \ L1) N [f1ac]

[ % prrae] U [int (i52) X ppiat] U [[Eﬂf X Pfiat] U LI\ L) X ppiat]
U [[(eEf,jrlat \ Ist(11)) X priat] U [\ L) X Dfiad]

Afin de montrer que u est ezempt de pﬂat, il reste maintenant & montrer que les sémantiques

des conjonctions U X p fiar, int (4 ¢ ) prlata'hnt X Dfat, (I \ L) X Diat, (eEfJJ” \lst(l1)) X Pfiat

et (1 Infflat \L) Xpriar s0nt vides, i.e. qu’elles peuvent étre réduites, en conservant leur sémantique,

al.

On propose donc, dans la Section suivante, un systéme de réduction, conservant la sémantique
close des motifs et permettant de réduire une conjonction ¢ x p ou ¢ est un motif quasi-additif et
u additif régulier de telle sorte que la forme normale obtenue est L si et seulement la sémantique
close de la conjonction est vide.

4.2 Comparaison de motif

Pour construire une méthode systématique de vérification des propriétés d’Exemption de
motif, on propose donc de se baser sur I’équivalence donnée par la Proposition en vérifiant
que l’intersection entre la sémantique profonde du terme considéré et la sémantique close du
motif est vide. On a vu dans la Section précédente qu’on pouvait décomposer une sémantique
profonde en une union de sémantiques closes, et ainsi ramener le probléme a I’évaluation de la
sémantique close de conjonctions de motifs. Pour vérifier que ces derniers ont une sémantique
vide, on s’inspire, cette fois, de 'approche présentée dans [CM19], qui utilise un systéme de
réécriture préservant la sémantique close des motifs pour réduire ces derniers & une forme normale
permettant, notamment, de déterminer si leur sémantique est vide.

4.2.1 Présentation générale

L’approche proposée dans [CM19] fournit une méthode pour étudier un motif étendu de fagon
a proposer une forme équivalente du motif original. Pour se faire, la forme souhaitée est obtenue
par réécriture via un systéme conservant la sémantique des motifs et garantissant que la forme
normale obtenue par réduction d’un motif étendu quelconque soit un motif additif. Une telle
forme normale permet notamment de décomposer un complément de motifs en une disjonction
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de motifs, tout en garantissant que le filtrage du motif initial soit équivalent au filtrage d’au
moins un motif de la disjonction. Par extension, cette approche permet d’identifier les motifs
étendus dont la sémantique est vide puisque la forme normale alors obtenue serait donc une
disjonction vide, i.e. le motif vide L.

On souhaite donc proposer un systéme similaire, adapté au formalisme considéré ici. La
méthode originale ne s’applique en effet pas directement dans notre cas, puisque notre formalisme
considére des motifs étendus définis avec un opérateur explicite de conjonctions de motifs mais
également des variables annotées, qui n’existaient pas dans lapproche proposée par [CMI9].
Une adaptation directe et compléte du systéme original, n’est cependant pas possible puisque
ces constructions supplémentaires ne permettent d’obtenir une forme normale commune a la
réduction de tout motif considéré.

Cela dit, on a vu que, pour pouvoir vérifier des propriétés d’Exemption de Motif, la méthode
proposée doit seulement étre capable de vérifier que la sémantique close d’une conjonction entre
un motif quasi-additif ¢ et un motif additif linéaire et régulier p est vide. Par conséquent, plutot
que de proposer un systéme permettant de réduire tout motif étendu, comme dans [CM19|, on
peut se restreindre a I’étude des motifs de la forme ¢ x p. En particulier, le systéme proposé doit
étre capable de réduire la conjonction t X p & L si et seulement si sa sémantique est vide.

On propose donc un systéme de réécriture permettant de réduire certaines formes de motifs
en préservant la sémantique. Comme dans le systéme d’origine, les opérateurs de motifs sont
équivalents a des opérations ensemblistes (cf. Proposition [3.8)) : la sémantique d’une disjonction,
respectivement conjonction, respectivement complément, est 'union, respectivement l'intersec-
tion, respectivement la différence des sémantiques, et la sémantique d’un motif ayant un symbole
constructeur en téte se comporte comme un produit cartésien des sémantiques des sous-termes.
On peut donc s’inspirer des lois de simplification des opérations ensemblistes pour écrire les régles
du systéme souhaité.

De plus, comme on I’a vu dans la Section précédente, bien que réduire un motif de la forme
x5 P\ 7 peut étre problématique puisque cela introduirait un complément \p supplémentaire, ren-
dant le systéme non-terminant, on est capable de vérifier, en utilisant 1’algorithme getReachable,
présenté dans la Figure si sa sémantique est vide. On peut alors simplement construire un
systéme qui ne réduira un tel motif que dans le cas ou sa sémantique est bien vide.

4.2.2 Systéme R

On propose ainsi le systéme R, présenté dans la Figure[4.8] Comme on souhaite que R préserve
la sémantique close des motifs, les régles correspondent généralement aux lois de compositions des
opérateurs ensemblistes ot les motifs constructeurs se comportent comme un produit cartésien,
et les opérateurs comme leur opération ensembliste équivalente (voir Proposition (3.8)).

Les régles Al et A2, respectivement E2 et E3, expriment le fait que le motif vide L correspond
a I’élément neutre de la disjonction, respectivement élément absorbant de la conjonction, tandis
que la régle E1 indique que la sémantique d’un motif constructeur dont I'un des sous-terme a
une sémantique vide est également vide :

(A1) D’apres Proposition 3.8, [L + 9] = [L] U [7] = [7].
(A2) D’aprés Proposition 3.8 [v+ L] = [o] U [L] = [7].
(E1) D’aprés Proposition
[0(01,....,L,....0)] = {01, tn) | (L1, tn) € [O1]Xx -+ xOx -+ x[v,]} = 0.
(E2) D’aprés Proposition 3.8 [.L x 7] = [.L] N [7] = 0.
(E3) D’aprés Proposition 3.8 [v x L] = [o] N [L] = 0.
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La régle S1 exprime la distributivité de produit cartésien sur la disjonction, tandis que les
régles S2 et S3 expriment la distributivité de la conjonction sur la disjonction. Enfin, la régle S4
correspond a l'associativité de la disjonction.

(S1) D’aprés Proposition [3.8]
[0 T3+ Wy )] = {01, t0) | (b1, ) € [55]% - x [0 + @] - <[]}

=[6(v1,..., 05 ...,Un) +0(V1,...,W;,...,Un)]

(S2) D'apres Proposition B8} [(77 +73) x ] = ([57] U [w3]) n[@] = ([ex]n[w]) U ([wel N [@]) =
[(v1 x W) + (v2 x W)].

(S3) D’apreés Proposition[3.8] [ox (w1 +wz)] = [o]N([wi])U[ws]) = ([v]N[wi])u([o]N[ws]) =
[(@ x @7) + (v x w3)].

(S4) D’apreés Proposition[3.8] [u+ (v+w)] = [a]U([v]u[w]) = ([a]u[v])U[w] = [(u+7v)+7w].

Les régles M1-M6’ expriment les propriétés classiques de la différence, induites par les lois
de compositions de la différence en théorie des ensembles :

(M1) Par définition de la sémantique close, on a [Z; 1] = 75(C, X), d’ott pour tout motif v : s,
[7] € [z *]. Donc, d’aprés Proposition , [\ z; 4] = [7] \ [z1] = 0.

(M2) D’aprés Proposition [\ L] =[o]\ [L] = [7].

(M3°) D’apres Proposition[3.8] [(v1+72) \w] = ([v1] U[[a]) \ [@] = ([o1] \ [@]) U ([w2] \ [@]) =
[\ @) + (22 \ w)].

(M5) D’aprés Proposition [L\7] =[L]\ [o] = 0.

(M6’) D’aprés Proposition [a(vr,...,v0) \ @+ w)] = [a(vr,...,7,)] \ ([7] U [w]) =
(la(or, ., o)\ [P\ [@] = [((wr; . .., o0) \©) \ @]

Les régles M7 et M8 correspondent & la distributivité de la différence sur un produit cartésien
étiqueté par le symbole de téte des motifs : M7 quand le symbole est le méme et les produits
cartésiens sont comparables, M8 quand les produits cartésiens sont disjoints. Ces régles découlent
directement du Lemme [£:2] prouvé dans la Section précédente. De plus, quand I’arité du symbole
a est 0, la somme dans le membre droit de M7 est vide et on a donc o\ @ — L.

Le systéme proposé dans [CM19] posséde une régle M4 pour décrire le cas complément sur une
variable : T \ a(v7, ..., T,) — (ZCECS c(Z1g,5- -+ 2ns,)) \ (U1, ..., Ty). Une régle correspondante
dans notre formalisme devrait cependant prendre en compte I’annotation de la variable, et d’aprés

I’'Equation serait donc de la forme : Z57 \ a(v1,...,0,) — (Zcecs c(zls,_lﬁ,...,zn;np)) \
(a(v1,...,Un) + D). Une telle régle introduirait cependant de nouveaux termes du coté droit
de la différence, rendant ainsi le systéme non-terminant. On dépendra donc de l'algorithme
getReachable pour vérifier que la sémantique d’une telle différence est vide (cf. régle P7 plus
bas).

Les régles T1 et T2 exprime le fait qu'une variable annotée — 1 a pour sémantique ’ensemble
des valeurs de sa sorte, et se comporte donc comme 1’élément neutre de la conjonction (de méme,
la conjonction de deux variables annotées de fagon identique n’a pas d’effet). On garde cependant
I'information concernant le filtrage de la variable par le biais de 'alias :

(T1) Par définition de la sémantique close, on a [7s7] C [z:+] = T:(C,X). D'oti, d’aprés
Proposition , [Z7t x5 P] = [Z: )N [w:7] =[5 7] = [z @75 7).

(T2) De fagon similaire, on a [T57 x ;] = [Z: 7] N [7: 7] = [7:7] = [r @%s]. Et comme
[z:"] = s "0 (2" < 9 ") = [ "I [9:7] = 971 = [= @3 T,

Les régles T3 et T4 expriment la distributivité de la conjonction sur le produit cartésien
étiqueté par le symbole de téte : T3 quand le symbole est identique et les produits cartésiens
sont comparables, T4 quand les produits cartésiens sont disjoints.
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(T3) D’apres Proposition [a(Tt,...,Un) X a(Wr,...,0,)] = {alts,...,tn)|(t1,...,tn) €
([55] O [@i) x -- x (5] O [T} = [a(57 B, .., 7 % T)].

(T4) D’apres Proposition 3.8 [a(v1, ..., 7n) X B(@1, ..., wm)] = {al(t,...,tn) | (t1,...,tn) €
[o1] % -« x[oa]} N{B(t1, -y tm) | (B1, -+ tm) € [Wi] X - - X [Wy]} = 0.

La régle L1 exprime le fait qu’aliasser le motif vide L est inutile, et la régle L2 qu’aliasser
une somme de motifs revient & aliasser chaque élément de la somme. La régle L3, respectivement
les régles L4 et L5, exprime(nt) la propagation de l'alias sur un complément, respectivement sur
une conjonction.

(L1) D’apres Proposition [z@l]=10

(L2) D’aprés Proposition [z@Q(v+w)] =[v]Uw] =]rQv+7Quw].
(L3) D’aprés Proposition [(z@w)\w] =[]\ [@] = [z @ (v\w)].
(L4) D’aprés Proposition [(z@7) xw] = [v] Nn[w] =[zQ([w x w)].
(L5) D’apres Proposition 3.8 [v x (z @w)] = [v] N [w] = [z Q (v x w)].

Dans les régles P1 et P2, les variables 215, . .., 2ns, sont des variables fraiches. Ces régles dé-
coulent de 'observation que, comme prouvé dans la Proposition ona [Zs "] = Ueee, [e(215) 5 - -
p], et que d’apreés les régles S2/S3, T3, T4 et A1/A2, la conjonction d’une variable avec un motif
a(vy,...,vp) se réduit en a(z1s/, ..., 2ns, ). De plus, comme pour T1/T2, I'information concer-
nant le filtrage de la variable est conservée par le biais d’un alias. On note également que les
régles ne s’appliquent que sur un motif bien sorté, donc, pour P1 et P2, tel que o € C, ; la séman-
tique d’un motif mal sorté est en effet vide puisqu’il ne pourrait filtré que des termes mal sortés,
et un tel motif est donc implicitement réduit & L. Enfin les variables z;5} sont des variables
fraiches automatiquement générées (et généralement ignorées par les alias du point de vue de
I'implémentation). -

Comme expliqué précédemment, pour réduire une (quasi-)variable z,7 \ ¢, on dépend de
l'algorithme getReachable pour vérifier si [Z57 \ ] = (). Dans le cas d’une conjonction avec un
tel terme, si [[f;ﬁ\ﬂ] # (), on priorise alors la conjonction, comme explicité par les régles P3, P4
et P5. Les trois régles expriment la méme loi d’associativité de la conjonction sur le complément,
mais en se restreignant sur les cas applicables pour garantir la confluence du systéme :

[(v xw) \ 7] [2] U [@] \ [=]
= (PI\[e)h v @] = [@\7) xw]
= [Plu(@\[E]) = [vx@\7)]

Enfin, quand getReachable vérifie que {[fs_ﬁ \ t} = 0, la régle P7 réalise la transformation
correspondante en réduisant le motif & 1. De plus, pour garantir la complétude de I'application
de P7, il est nécessaire de factoriser les compléments autour des (quasi-)variables, d’ou la régle
P6 (qui correspond donc a la réciproque de la régle M6’, dans le cas des variables).

On peut également noter que la Figure [1.8] définit des schémas de régle et qu’en pratique le
systéme dépend donc de la signature considérée : pour les régles utilisant des symboles «, 3, d, ces
derniers sont instanciés par chaque symbole constructeur de C pour générer le systéme concret.
De plus, les conditions des régles P3-P7 sont vérifiées indépendamment en utilisant ’algorithme
getReachable présenté dans la Section précédente.

Le systeme R, ainsi définit, préserve la plupart des propriétés structurelles des motifs :

Proposition 4.7. Soient des motifs u et v tels que u =% v, on a

e siu est régulier, v est régulier;
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o siu est additif, v est additif;
o siu est quasi-additif, v est quasi-additif;

o siu est linéaire, v est linéaire.

Démonstration. Pour prouver la préservation de la régularité, on commence par remarquer qu’au-
cune régle de R modifie 'annotation des variables et les seules régles introduisant de nouvelles
variables annotées, i.e. P1 et P2, annotent les nouvelles variables avec une annotation du motif
de départ, i.e. L pour des motifs réguliers. De plus, pour tous motifs réguliers ¢ et u, pour toute
position w € Pos(t), 1, et t[u], sont réguliers. La régularité des motifs est donc préservée par
réduction suivant R.

w

De méme, pour prouver qu'un motif additif est forcément réduit en un motif additif, on
observe que les seules régles s’appliquant & un motif additif sont Al, A2, E1, S1, S4, L1 et L2
qui réduisent des motifs additifs en des motifs additifs. De plus, pour tous motifs additifs ¢ et wu,
pour toute position w € Pos(t),t, et t[u], sont additifs. Les motifs additifs sont donc réduits
par R en des motifs additifs.

Les seules régles s’appliquant des motifs quasi-additifs sont A1, A2, E1, S1, S4, M1, M2,
L1, L2, et P7, qui réduisent tout motif quasi-additif en un motif quasi-additif. On peut aussi
remarquer que pour tous motifs quasi-additifs ¢ et u, pour toute position w € Pos(t), |, est un
motif quasi-additif et on a :

e sit), et u sont additifs alors, £ [u], est quasi-additif;

e si ), n'est pas additif, ¢ [u] , est quasi-additif.

Par conséquent, comme 'additivité des motifs est préservée par réduction suivant R, R réduit
un motif quasi-additif en un motif quasi-additif.

Pour prouver la préservation de la linéarité, on commence par observer que pour toutes les
régles Is — s € R, pour toute variable x € MV(rs), soit x € MV(ls) soit = est une variable
fraiche, et réduit un motif linéaire en un motif linéaire. De plus, pour tous motifs linéaires ¢ et
u, pour toute position w € Pos(t),t), est linéaire et si toute variable de MV(u) \ MV(t,) est

fraiche, alors t [u], est linéaire. Donc la linéarité des motifs est préservée par réduction suivant
R. O

De plus, comme on I’a vu, les régles du systéme R ont été définies a partir de lois de com-
positions d’opérateurs ensemblistes, de facon & ce que chacune préserve la sémantique close des
motifs. On en déduit que le systéme préserve la sémantique close :E|

Proposition 4.8 (Préservation de la sémantique). Soient des motifs u et v, si uw =3 v alors

[u] = [v]-

Démonstration. On a montré que toutes les régles du systéme R préservent la sémantique des
motifs linéaires. De plus on a pour tous motifs linéaires ¢, u, pour toute position w € Pos(t), si
[tiw] = [u] et tout x € MV(u) \ MV(t|,) est une variable fraiche, alors [t] = [t [u],]. Donc la
réduction suivant fR préserve la sémantique des motifs linéaires. O

De plus le systéme est confluent et terminant :

Proposition 4.9. Le systéme R est confluent et terminant.

1. on montrera que le systéme R préserve également la sémantique des motifs non-linéaires dans le Chapitre
suivant
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Démonstration. On prouve en Annexe[A]la confluence locale du systéme en montrant que chaque
paire critique induite des régles de réécriture converge.

Pour la terminaison, on observe simplement que 1’ordre lexicographique induit par la priorité
1l <+ <@<T<a<)\ <X eststrictement décroissant pour toutes les régles de 8. On fournit
également, en Annexe [B] un méta-encodage du systéme dont la terminaison peut étre vérifiée a
I’aide d’outils de vérification automatique comme TTT2 ou AProVE. O

On peut donc donner une caractérisation des formes normales obtenues par réduction via la
relation induite par R. Dans notre cas, on s’intéresse principalement a la réduction de conjonction
t X p ou t est un motif quasi-additif et p est un motif additif linéaire et régulier. La forme
normale obtenue par réduction d’une telle conjonction est soit L soit une somme de motifs
quasi-symboliques :

Proposition 4.10. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p,
v:= (t X p) I est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est linéaire,
v=_1 sietseulement si [t x p]| = 0.

Démonstration. Par confluence de R, on peut étudier les formes normales des différentes combi-
naisons concernées par la réduction. On prouve ainsi, en Annexe [A] le Lemme suivant :

Lemme 4.11. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p. On a :
1. Sit est quasi-symbolique, alors v :=t |, est soit L, soit un motif quasi-symbolique.

2. v:=1|n est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est lincaire,
v=_1 si et seulement si [t] = 0.

3. v:=(t\p) lm est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est
linéaire, v = L si et seulement si [t \ p] = 0.

4. v:= (t x p) I, est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, sit est
linéaire, v = L si et seulement si [t x p] = 0.

La preuve est donc donnée par la clause (4) du Lemme précédent. O

En utilisant le systéme R, on peut donc enfin vérifier qu'une intersection de sémantique est
vide, et ainsi, via la Proposition [3.9] prouver les propriétés d’Exemption de motif d’un terme
considéré :

Exemple 4.9. On a vu dans I’Ezvemple[].8, que pour prouver que u = cons(int(i), flatten(l)) est

exempt de pgiqr = cons(lst(l1),12), il restait a vérifier que les sémantiques closes des conjonctions

WX P frats it (i) X P frats ie XD frats (ad ™\ L) X P fat, (6Ef;lat\lst(ll))><pﬂat et i, "\ L)X P rar

sont vides (avec u = cons(mt(iﬁlf), 1.27%)). On remarque déja que les conjonctions mt(z;#) X
D flats z;],f X Dflat, (egf'frl”t \ Ist(l1)) X pfiar €t i;]fﬂ“t \ L) X priar sont mal sortés puisque les motifs
a droite et a gauche de la conjonction n’ont pas la méme sorte. Ces derniéres ont donc bien une
sémantique vide.

Pour les conjonctions restantes, on utilise le systéme pour vérifier qu’elles peuvent étre ré-

duites ¢ L :

cons(int (i, "), 1 5") x cons(Ist(l1),12) RN cons(int (i, ) x Ist(l1), 15" x 1)
AN cons(L, 1 27" x 1y)
RN cons(L,1@ Iy 0
E1l
— 1
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(17N 1) x cons(Ist(ly), l2)

Lict 1727t s cons(Ist(11), 1)

List

@ cons(zlEfpfrl“t x Ist(lh), z2000'" % 1) \ cons(Ist(lh),12))

1@ (cons(z1 @ lst(z3 0" x 1), 200" x I2) \ cons(lst(l1),12))
cons(z1 Q lst(z3 Qly), 20 Qly) \ cons(lst(ly),l2))

Q@
1@ (cons((z1 Qlst(zg Q1)) \ Ist(l1), 22 Qlg)
+cons(z1 Q lst(z3 Qly), (22 @l2) \ I2))

)

1Q (cons((z1 Qlst(zg Q1)) \ Ist(l1), 22 Qlo)
)
)

BB

~ o~ o~ o~

5

+cons(z Qlst(z3 Qly), L))
1Q (cons((z1 Qlst(zg Qly)) \ Ist(l1),22 @lg) + 1)
1Q cons((z1 Qlst(z3 Q7)) \ Ist(l1), 22 Ql3)
1@ cons(z1 Q (Ist(z3 Q1) \ Ist(l1)), 22 Qlg)
1@ cons(z Qlst((z3 Qly) \ 1), 22 Qlo)
1@ cons(zy Qlst(L),z2 @l5)

(21 @ L, 29 @Qly)

1@ cons(L, 2z @Qly)

a1 oo

1 @ cons

lrl=l=lslslsls ]

On peut donc conclure que {ul} N [priae] = 0, et ainsi, d’aprés Proposition que u est
exempt de pyfiat.

L’utilisation de I'algorithme getReachable et du systéme R définit ainsi une méthode permet-
tant de prouver de fagon systématique des propriétés d’Exemption de Motif. L’analyse statique
proposée dans ce Chapitre ayant pour but la vérification du CBTRS considéré pour encoder les
fonctions de transformation, on souhaite en effet se reposer sur la notion de satisfaction de profil
(Définition . On doit donc montrer que pour chaque régle du CBTRS, pour chaque profil
du symbole en téte du membre gauche, toute substitution vérifiant la pré-condition du profil,
exprimée en termes d’Exemption de Motif par son membre gauche, vérifie alors sa post-condition,
exprimée par son membre droit. Pour un profil considéré, il reste donc encore & proposer une
méthode permettant de caractériser les substitutions qui vérifient ainsi la pré-condition.

4.3 Inférence de la forme des variables

Comme on veut fournir une méthode d’analyse statique d’'un CBTRS pour prouver que la
relation de réécriture induite préserve la sémantique, on se repose sur la notion de satisfaction
de profil, qui comme établit dans la Proposition [3.18] admet une relation d’équivalence avec
la préservation de sémantique. Cette notion dit qu’une régle satisfait un profil si et seulement
respecter la pré-condition décrite par le membre gauche du profil implique de respecter la post-
condition décrite par son membre droit. On se concentre donc, dans un premier temps, sur la
pré-condition et on cherche & inférer les contraintes qu’elle impose sur les variables de la régle
considérée. On pourra ainsi, par la suite, vérifier qu’en prenant en compte ces contraintes le
membre droit de la régle vérifie bien la propriété d’Exemption de Motif imposée par le profil.

4.3.1 Substitutions et alias

Pour pouvoir vérifier quune régle de réécriture f'7(Isy, ..., Is,) — 75 satisfait un profil p; *
. % pp—p € P, on propose une méthode permettant de caractériser les substitutions o telles
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que o(ls;) est exempt de p;, et de vérifier que o(rs) est exempt de p pour toutes les substitutions
correspondantes. On veut, pour cela, inférer les propriétés syntaxiques imposées sur la forme des
valeurs substituant les variables de Is; pour que l'instance correspondante de Is; soit exempte de
p;. On verra que ces contraintes peuvent en fait étre exprimées sous la forme de motifs étendues
grice & un mécanisme se reposant sur 1’aliassage des variables dans le membre gauche de la régle
considérée.

Dans un motif quasi-symbolique, on veut pouvoir extraire I'information liée aux variables
aliassées dans le motif. Pour cela, on définit le motif aliassant chaque variable du motif considéré
comme la conjonction des membres droit des alias correspondants.

Définition 4.4. Etant donné un motif quasi-symbolique t, on note AtVar(t) l'ensemble des
variables aliassées de t, défini par AtVar(t) = {x € Var(t) | 3w € Pos(t),u € P(C,X?) . t|, =
rQu}.

De plus, pour toute variable x € AtVar(t), son motif aliassant est défini par tay = ||
avec Qaz = {q | Iw € Pos(t),t, =z Qq}.

qu@z q

Etant donné une régle f !P(lsl, ..., lsp) — s, on va construire a partir de chaque motif Is; un
(ou des) motif(s) analogue(s) telle(s) que toute variable de Is; est aliassée par un motif quasi-
symbolique :

Définition 4.5 (Versions aliassées). Soit un terme t € T(F,X), on dit qu’un motif T est une
version aliassée de t si et seulement si pour toute position w € Pos(t), on a :

o sit(w)=feF, alors T(w) = f;

e sity, =z € Var(t), alors 7, = x Q q avec ¢ un motif quasi-symbolique dont toutes les
méta-variables n’apparaissent qu’une seule fois dans T.

Pour une telle version aliassées, on note o7 = {x + Tay | x € Var(t)}.

Exemple 4.10. On considére l’algébre de termes définie par la signature ¥y présentée dans
UEzemple [3.8, Pour les motifs t = cons(e @ (z \ lst(l)),l @ (cons(int (i), nil) + nil)) et u =
cons(lst(1Qcons(int(i),l1)),lQcons(e, nil)), on atae = e@(x\Ist(l1)), ta; = lQ(cons(int(i), nil)+
nil) et ua; = cons(int(i),l1) x cons(e, nil).

De plus, t est une version aliassée de cons(e,l), restreignant les variables e, et l, auzx termes
filtrées par x \ lst(l2) (i.e. des expressions non-listes), et cons(int(i),nil) + nil) (i.e. une liste
vide ou contenant un seul entier quelconque), respectivement. Enfin u est une version aliassée
de cons(lst(l),1) restreignant la variable | auzx termes filtrées par cons(int(l),l1) (i.e. les listes
contenant un entier en téte) et cons(e,nil) (i.e. les listes contenant une seule expression).

On voit dans cet exemple que I'utilisation d’alias permet d’exprimer des contraintes d’instan-
ciation sur les variables du terme considéré. On va donc se servir de cette approche pour encoder
I’ensemble des substitutions o telles que o(ls;) est exempt du motif p; du profil considéré, i.e.
telles que [o(Is;)] C [zs/*] (Proposition .

La notion de version aliassée des motifs [s; permet ainsi de donner une caractérisation des
substitutions en inférant les contraintes sur les variables du motif :

Lemme 4.12. Soit A une version aliassée d’un terme linéaire | € T(C,X), on a : Vo ([o(1)] C
[ < V& e Var(l),[o(z)] € [Aac])

Démonstration. On prouve le Lemme par induction sur la forme de [.
Sil==xz, € X,alors A\ =2 Qt et on a donc A\a, = ¢, pour toute substitution o, [o(l)] C
[1.57"] si et seulement si [o(z)] C [¢].
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Sil=-c(ly,...,l,) avec c € C", alors A = ¢(\1, ..., Ay) avec A; une version aliassée de l; pour
tout i € [1,n]. Par induction, on a pour tout i € [1, n], pour toute substitution o [o(l;)] C [Ai]
si et seulement si [o(z)] € [Aiaz]. On prouve les deux implications séparément :

e On considére une substitution o telle que [o(1)] C [A]. D’aprés Proposition on a donc
[o(l;)] € [Ai] pour tout ¢ € [1,n]. Donc, par induction, on a, pour tout ¢ € [1,n], pour
toute variable x € Var(l;), [o(z)] € [Miaz]. D’ou, par linéarité de [, on a, pour toute
variable z € Var(l), [o(z)] C [Aaz]-

e On considére une substitution o telle que [o(I)] € [A], i.e. il existe v € [o(I)] tel que
v ¢ [A]. Comme o(l) = c(o(ly),...,0(ly)) et v € [o(l)], on a d’aprés Proposition
v =c(vi,...,t,) avec v; € [o(l;)] pour tout ¢ € [1,n]. Or A < v, donc il existe j € [1,n] tel
que v; ¢ [A;]. D’ou [o(l;)] € [N et par hypotheése induction, il existe donc une variable
z € Var(l;) C Var(l) telle que [o(z)] € [Niaz], et par linéarité X\ja, = Aag.

O
Pour pouvoir vérifier qu’une régle de réécriture f'7(Isy, ..., Is,) — rs satisfait un profil p; *
. % pp—=>p € P, on va donc chercher & construire des versions aliassées des motifs sy, ..., s,

permettant ainsi d’inférer les contraintes sur les variables du membre gauche. Ces contraintes
pourront ainsi ensuite étre appliquées au membre droit de la régle pour prouver que la post-
condition décrite par le membre droit du profil est bien vérifiée.

4.3.2 Reégles d’inférence

Pour prouver la préservation de la sémantique du CBTRS considéré par équivalence avec la
notion de satisfaction de profil (Proposition, il faut donc, pour une régle f'F(lsy, ..., ls,) —
rs et chaque profil p; % ... *x p, —p € P, vérifier que pour toute substitution o telle que o(ls;)
est exempt de p;, pour tout i € [1,n], o(r) est exempt de p. Pour un i € [1,n] donné, on peut
alors remarquer que o(ls;) est exempt de p; si et seulement [o(ls;)] C [ls;] N [zs,7 ] = [lsi X 25,7
(avec x5 une variable fraiche).

En utilisant le Lemme [4.12] on veut donc inférer les contraintes induites par la pré-condition
de la satisfaction de profil sur les variables de la régle. Pour cela, on cherche maintenant a
exprimer les conjonctions Is; X z5”* comme une somme de versions aliassées A} + -+ + A" de Is;
telle que [ls; x x5 ] = [A} + A2 + -« + A"] et pour toute substitution o, o(ls;) est exempt de
i, si et seulement il existe k € [1,m] tel que [o(ls;)] € [M\]. Le Lemme garantit alors qu'il
existe k € [1,m)] tel que [o(is;)] € [op " (is:)].

Le systéme R présenté dans la Section précédente permet, en effet, d’obtenir une telle dé-
composition :

Proposition 4.13. Soient un terme t € T4(C,X) et un motif additif régulier et linéaire p,
vi=(t x 257) l; est soit L, soit un motif de la forme 74 + 72+ -+ + 7™ avec 7%,i € [1,m] des
version aliassées de t. De plus, si t est linéaire, on a :

ev=1 = [txz;7]=0;

e siv="l 4724 -+ 7™ alors pour toute substitution o telle que o(t) € T(F), [o(t)] C

[z57] <= 3k <€ [1,m], [o(t)] C [7¥].

Démonstration. Par confluence de fR, on peut étudier les formes normales des différentes combi-
naisons concernées par la réduction. On prouve ainsi, en Annexe [A] le Lemme suivant :

Lemme 4.14. Soient une version aliassée T d’un terme t € T(C,X) de sorte s et un motif
additif linéaire et régulier p. On a :
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1. v:=7 |y est soit L, soit une verion aliassée de t ;

2. v = (T\p) Im est soit L, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est
linéaire et v = 1! + 72 4+ .- + 7™ alors pour toute substitution o telle que o(t) € T (F),
[e@®] C[r\pl <= 3kel,m][o®)] C [7*];

3. v:i= (1 xxs7) [ est soit L, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, sit est

linéaire et v = 7' + 72 4+ - + 7™, alors pour toute substitution o telle que o(t) € T(F),
[e®)] € [257]) <= Fk e [1,m],[o(®)] C [*].

La preuve est donc donnée par la clause (3) du Lemme précédent. O

On obtient ainsi une caractérisation des substitutions considérées, et il nous reste & véri-
fier que la post-condition de la satisfaction de profil est bien vérifiée dans le contexte de cette
caractérisation.

Exemple 4.11. On considére ’algébre de termes définie par la signature 3y, et on veut vérifier
que le CBTRS R suivant préserve la sémantique :

flatten(nil) —  nil

flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l))
flatten(cons(lst(1),I')) — concat(flatten(l), flatten(l'))
concat(cons(e,l),l") —  cons(e, concat(l,1"))
concat(nil, 1) —

avec les symboles définis annotés ﬂatten!791 et concat'P2 avec Py = {L = priat} et Po = {pfiar *
Pfiat F Pfiat}, 0U Priar = cons(lst(ly),l2).

Pour les trois premiéres regles, comme le symbole est annoté par un unique profil dont le
membre gauche est L, il suffit de vérifier que les membres droits de chaque régle sont exempts de
Pflat- On peut le faire en calculant leur conjonction avec pyiqr, comme cela a €té présenté dans
la Section précédente.

Pour vérifier que la régle concat(cons(e,l),1") — cons(e, concat(l,1")) satisfait le profil piqs *
Dflat = Pflat, on utilise la méthode proposée pour obtenir une caractérisation des substitutions
considérées par la satisfaction de profil, i.e. telles que o(cons(e,l)) et o(l') sont tous deux exempts
de DPflat-

Pour toute substitution o ainsi considérée, on a [o(cons(e,l))] C [cons(e,l) x x /**]. Et

avec le systeme R, on a (cons(e,1) x x 2"") lw= cons(e@ (ngrfrl“t \Ist(l1)), 1@y /"

le Lemme |4.12, o doit donc vérifier [o(e)] C [[ng;rl“t \ ist(ly)] et [o(D)] C [y '], ie. o ne

peut substituer e que par des termes exempts de priqs et non-filtrés par lst(ly), et l par des termes

). D’apres

exempts de pyiqar. De plus, on a (I' X z;ftfl‘”) Ilx=1@ zljftfl‘”, i.e. 0 ne peut substituer I que par
des termes exempts de priqr. Pour vérifier la satisfaction de profil, il reste donc a montrer que

pour une telle substitution o, on a o(cons(e, concat(l,1"))) exempt de pgiqr, ce que l'on peut ici

traduire par : {cons(e @ (ng;rl”t \ Ist(11)), concat(l @y Kr 1" @ 2 27" N [priae] = 0.

Les substitutions construites a partir des versions aliassées obtenues via le systéme R et le
Lemme subsituent les variables du membre gauche des régles considérées par des motifs
quasi-symboliques. Comme ces derniéres définissent la caractérisation recherchée des substitu-
tions considérées par la satisfaction de profil, on souhaite les appliquer au membre droit de régle
pour vérifier la post-condition associée. On obtient alors un motif quasi-symbolique contenant
des symboles définis (et une version aliassée du membre droit). Pour pouvoir traduire simplement
cette post-condition en termes de sémantique, on étend la notion de sémantique close (et par
extension de sémantique profonde) pour de tels motifs :
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Définition 4.6 (Sémantique close étendue). Soit t € P(F, X?*) un motif quasi-symbolique :

o [t] = U, U,lt [v],] avec w € Pos(t) telle que t), = ©P(ty,...,ty) avec P € D",
v € T4(C) exempte de q = Zq’GQ ¢, Q={p|3p1* - *pp—pEP tq Vi€ [1,n],{[tl]} ﬂ
[p:] = 0}

Etant donnée la Proposition cette définition reste cohérente avec la Définition : pour
un terme ¢t € 7 (F, X) les définitions sont équivalentes.

Grace a la Proposition [£.10] on peut alors vérifier la satisfaction de profil en calculant, via le
systéme R, l'intersection de la sémantique profonde de la forme inférée du membre droit de la
régle considérée avec la sémantique close du membre droit du profil considéré :

Proposition 4.15. Soit une régle linéaire f”)(lsl,...,LSn) — 15, et un profil T = p1 * -+ *
pn—=p € P. On note v = (ls1 X 2157 5., I5n X 2ns’") I, et on a :

e siv=_1 alors la régle satisfait le profil w;

e sinon v = (A, AL+ (M0 N2) + o+ (AT, A™) avee chaque /\f,j € [1,m]
une versz'on aliassée de LSZ,Z' € [1,n], et la regle satisfait le profil ™ si et seulement si

vk, fop ) () 0 ol =

Démonstration. Soit une régle Is — 75 avec Is = f'F(Isy,...,ls,) ou f € D, et un profil 7 = p; *
-~k pp—p € P. Onnotev::lelles_lpl,. sy X 2ps ) Im
Siv = 0, alors, d’aprés la Proposition 11 existe k € [1, n] tel que [isy x z;5,"*] = 0. Donc,
pour toute substitution o, o(ls;) n’est pas exempt de pg. Par conséquent, la régle satisfait le
profil .
On considére maintenant que v = (A}, ..., AL+ (A2, ..., A2)+-- -+ (AT, ..., A™) et on montre

k k
que la régle satisfait le profil 7 si et seulement si Vk, {[ai(]l/\'l“"é:\l)”b(rs)}} Np]=0-:

k
e On suppose que pour tout k € [1,m] Vk {[ M lsn/\[) ) (rs)} N [p] = 0, et on considére une

substitution o telle que o(ls;) est exempt de pz, pour tout ¢ € [1,n]. D’aprés la Propo-
sition [4.13] il existe k € [1,m] tel que pour tout i € [1,n], [o(ls;)] C [\F]. Dapres le

Lemme 4.12} on a donc [o(x)] C [o (C|®l/s(]1)\1’ ]

alors [o(rs)] C [o 51, If’ls’n[)”[)( )]. Or, comme {[Uﬂls1 W "D( Np] =0, la Proposmon

garantit que a(rs) est exempt de p.

()] pour tout x € Var(ls), et de méme on a

e On suppose que la régle satisfait le profil. D’aprés la Proposition [5.4] le systéme R préserve
la sémantique, donc pour tout k € [1,m] et pour tout i € [1,n], on a [A¥] C [z5,7']. D’aprés

k k
la. Proposition U(]Cqu)‘.l.f'is':\bnb(lsi) = )\f est exempt de p;. Par satisfaction de profil, on a

k k
donc, pour tout k € [1,m], {[aﬁf}j'éﬁ"b(rs)]} est exempt de p, d’ol, avec la Proposition ,

fopPt 2 )] 1 [p]) = 0.
O

Exemple 4.12. On continue la vérification du CBTRS R présentée dans I’Exemple [{.11]
Pour la régle concat(cons(e,l),l') — cons(e, concat(l,1")), on a vu dans I’Exemple précédent

A = feoms(e, 1) x a1 20{'™) dm= (coms(e @ (aglf™ \ Ist()).1 @ y /™). 1' @ 2 5),

= {e = eQ( foFfrl“t \ Ist(l1)),] = L@y Dl — 1@z MY, Dlapres

d’ot o
(cons(e,l),l
la Proposztzon pour prouver que la regle satisfait le profil priar * Dfiat +> Dfiat, il TEste
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donc a montrer que {[Uq@cf)‘m(e .y (cons(e, concat(l,1"))} N [pfiat] = 0. Pour cela on peut main-
tenant utiliser 'algorithme getReachable et le systeme R pour calculer I’équivalent sémantique

QN —Pfla —Pfla —Pfla
de O (pns(ery i (CONS (e, concat (1, 1)) = cons(e @ (g \Ist(l1)), concat(l@Qy /" 1" Q2 1))
et lintersection de sémantiques sous-jacente.

Pour conclure quant a la préservation de sémantique du CBTRS considéré, on étend dans la
Section suivante la notion d’équivalent sémantique, introduit avec la Définition [3.13] aux motifs
quasi-symboliques de fagon similaire & la sémantique close. On aura ainsi proposé une méthode
systématique permettant de calculer cet équivalent sémantique et les intersections de sémantique
comme présenté dans les Sections précédentes.

4.4 Calcul d’équivalent sémantique

Comme dans la Section[3:2.3] on peut observer que la sémantique d’un terme quasi-symbolique
ayant un symbole défini comme symbole de téte dépend uniquement des profils donnés en an-
notation du symbole et des propriétés d’Exemption de Motif vérifiées par ses sous-termes. Sa
sémantique est équivalente & la sémantique d’une variable annotée par le motif annotant et on
peut généraliser cette approche en construisant, pour tout motif quasi-symbolique de P(F, X?),
un motif quasi-symbolique de P(C, X'?*) ayant une sémantique équivalente :

Définition 4.7 (Equivalent sémantique). Soit t € P(F,X%) un motif quasi-symbolique, on
appelle équivalent sémantique de t le motif quasi-symbolique t € P(C, X?), construit a partir de
[

o sit=c(ty,...,t,) avec c € C", alors t = c(t1,...,t,);

~ _ &P
o sit=@P(ty,... ty) avec p € D", alors t = z5 (t2--stn) ;

e sinont=t.
_oP
ot z3* ) et une variable fraiche et oF (t1,-etn) = Dyegr avec @ = {r [ Iy x -+ %

lnsr € P tg Ve Ln, {6} N[L] = 0).

Un motif quasi-symbolique de P(F, X'?) et son équivalent sémantique ont la méme sémantique
close :

Proposition 4.16. Soit t € P(F,X%), on a [t] = [t].
Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition |3.12 O

Comme la sémantique profonde est définie par fermeture de la sémantique close par relation
de sous-terme, la propriété est également vraie pour la sémantique profonde

Corollaire 4.17. Soit t € T(F,X), on a {t} = {{].

Démonstration. La preuve immédiate par Proposition [4.16| et par définition de la sémantique
profonde. O

Comme on sait décomposer et calculer les sémantiques de motifs constructeurs (cf. Sec-
tions et , I'utilisation de I’équivalent sémantique permet ainsi le calcul de la sémantique
des termes obtenus par inférence pour la vérification de la satisfaction de profil. De méme, pour
construire cet équivalent sémantique, on utilise l'algorithme getReachable et le systéme R,
comme présenté dans les Sections [4.1] et pour calculer récursivement les intersections de sé-
mantiques profonde et close jusqu’a obtenir ’équivalent sémantique du terme considéré. On peut
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ainsi conclure quant & la satisfaction du profil en répétant finalement 1’opération sur 1’équivalent
obtenu.

Exemple 4.13. On continue la vérification du CBTRS R présentée dans I’Exemple [.11].
Dans U’Exzemple on a montré que pour vérifier la satisfaction du profil priat * Dfiar —

Pfiat par la régle concat(cons(e,l),l) — cons(e, concat(l,1")), il faut que {p} N [pfiat] = 0 avec

p = cons(e @ (mgf;rl“t \ Ist(l1)), concat(l @y L' I @ 2 P'*")). Pour vérifier cela, on construit

List
I’équivalent sémantique de p : p = cons(e@ (:cgf'frl“t \Ist(l1)),T) avec T l’équivalent sémantique de

concat'P2 (1Qy P '@z P**"). On doit donc maintenant calculer o2 <l @y b @ Llftﬂ“t) :

comme [ Qy, ./ CPriat op 1@ zl_lffl‘“ ne contiennent pas de symbole défini, ils sont leurs propres équi-
valents sémantiques, et via l’algorithme getReachable et le systéme R on peut vérifier, comme

dans I’Ezemple que {l @y 2N O [pprae] = {I' Q@ 257"} O [pp1at] = 0. Par conséquent, on

a o2 (l Q@ yLlpfl“t I'a zllftﬂ“t) = Pfiat, €t donc p = cons(e @ (:ng;rl“t \ Ist(11)), y o0'").
Finalement, on peut utiliser U’algorithme getReachable et le systeme R, de facon similaire
a ’Exemple pour vérifier que [p] N [priat] = 0. On peut alors conclure que la régle satisfait

tous les profils de P2, et donc que, d’apres la Proposition[3.18, elle préserve la sémantique.

L’utilisation d’équivalents sémantiques permet ainsi de finaliser ’analyse statique de CBTRS
pour prouver la préservation de la sémantique par la relation de réécriture induite. On a, en
effet, vu que le choix d’un profil induit une propriété de préservation de sémantique qu’il était
nécessaire de vérifier. En vérifiant cette derniére, avec la méthode présentée ici, on peut donc
valider les profils choisis pour annoter chaque symbole défini. On présente dans la Section suivante
une analyse compléte du systéme présenté dans I’Exemple pour expliciter clairement la
méthode d’analyse statique.

4.5 Méthode d’analyse linéaire

Dans les Sections et on a présenté comment on peut décomposer la sémantique
profonde d’un terme pour en calculer l'intersection avec la sémantique close d’un motif additif
linéaire et régulier. On a vu dans la Section comment cette technique peut étre utilisée pour
vérifier la satisfaction de profil d’une régle de réécriture. Le but étant de prouver qu'un CBTRS
donné préserve la sémantique, pour vérifier que les profils choisis sont corrects dans le contexte
de la relation de réécriture induite par ce dernier.

4.5.1 Présentation de la méthode

Pour prouver qu’'un CBTRS donné préserve la sémantique, la Proposition établit qu’il
est nécessaire et suffisant de montrer que chaque régle satisfait tous les profils du symbole de
téte de son membre gauche. On utilise alors la Proposition pour vérifier que ces profils sont
bien satisfaits.

On peut donc appliquer 'analyse présentée dans les Sections précédentes pour garantir que
la sémantique est préservée par la relation de réécriture induite du CBTRS considéré :

Theorem 4.18. Etant donné un CBTRS linéaire R, si pour toute regle f'F (Isy, . .., lsp) — 15 € R
et pour tout profil p1 * -+ *x pp,—p € P, ot py,... ,pn,p sont des motifs réguliers linéairesEl, en
notant v := (lsy X 215", .+, 8y X Zps") I, on a :

1. On rappelle que, comme présenté dans la Section [2.2.3] on peut toujours mettre un tel motif sous forme
additive.
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o v—=_1:

7

e ouv =\, A+ AL A2) 4 4 NP, A avee chaque X, € [1,m] une
version aliassée de ls;,i € [1,n], et Vk, {[O’ﬁgq)\'lf““’)bm(TS)]} Np]l=0;

15e5l8n
alors, pour tout termes clos t,v € T(F), on a :
1. Sit =3 v, alors :
1.1. o] C[t];
1.2. pour tout motif q tel que t est exempt de q, v est exempt de q ;

2. Si R est complet et v =t g, alors v est une valeur et, pour tout motif q tel que t est
ezempt de q, ¢ K v|, pour toute position w € Pos(v).

Démonstration. La preuve de la clause|(1.1)[est immédiate avec les Propositions|4.15}3.18/et (3.15]
La clause |(1.2)| découle directement de la précédente via la Proposition Enfin, si R est

complet et v une forme normale, alors v est une valeur, et la clause est donnée par définition
de ’Exemption de Motif. O

Pour chaque régle, la méthode d’analyse comporte ainsi trois étapes majeures :

1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil
basée sur la Proposition [£.15];

2. une étape de construction de I’équivalent sémantique (Définition [4.7)) pour ramener les
termes inférés a des motifs constructeurs;

3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l'intersection de sémantiques consi-
dérée par la Proposition [3.9) est bien vide.

La premiére étape repose sur le systéme R présenté en Figure [4.8] et la notion d’alia-
sing décrite par le Lemme Etant donné une régle fP(lsy,--- ,ls,) — 75 et un profil
p1 % - -+ % py — P, on caractérise les substitutions vérifiant la pré-condition définie par le membre
gauche du profil en réduisant avec SR le n-uplet de conjonctions (ls1 X 215", ..., 50 X zns! ).
Les Propositions et garantissent qu’on obtient une somme de n-uplets (A1,...,A,) ou
chaque A; est une version aliassée de Is;, et tel qu’on peut donc extraire la substitution aliassante

aﬁsql)‘}_ﬁ"l’s’/\gb. Par aliasing, on doit alors montrer que la post-condition du profil est respectée, en

vérifiant que {[Uq@qu’\’_lj';l's’iﬁ(rs)]} N [p] = 0.

Pour vérifier cette condition, on doit décomposer la sémantique profonde du terme droit
inféré pour ensuite pouvoir utiliser le systéme SR. La méthode de décomposition présentée dans
la Section [4.1] et le systéme R utilisant uniquement des motifs constructeurs, la deuxiéme étape
propose, dans un premier temps de construire un équivalent sémantique du terme considéré.
La notion d’équivalent sémantique, originellement introduite dans le Chapitre précédent, est
naturellement étendue aux versions aliassées de termes de l'algébre, et se construit en calculant
récursivement les intersections de sémantiques profonde et close de ses sous-termes (comme
présenté dans les Sections et .

La troisiéme étape permet alors enfin de conclure quand & la satisfaction du profil, en répétant
les opérations de décomposition de sémantique profonde et de calcul de conjonctions de motifs
sur I’équivalent sémantique obtenu.
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4.5.2 Cas d’analyse statique d’un systéme de réécriture

On propose d’étudier en détail le CBTRS R présenté dans I’Exemple
On rappelle que I'on travaille dans I’algébre de termes définie par la signature ;5 = (S,CWD)
décrite par les types algébriques :

Expr := int(Int) Int := 2 List := nil
| Ist(List) | s(Int) | cons(Expr, List)

avec les symboles définis D = {flatten'”" : List — List, concat'P : List % List — List} annotés

avec Pr = {L = priat} et P2 = {Dfiat * Pfiat = Pfiat} o0 ppiar = cons(lst(lr),l2).
On veut donc prouver que le CBTRS suivant préserve la sémantique :

nil

cons(int(n), flatten(l))
concat(flatten(l), flatten(l"))
cons(e, concat(l,1"))

l

T

Les symboles définis de l’algébre considérée n’ayant chacun qu’un seul profil, on doit donc
montrer pour les trois premiéres régles qu’elles satisfassent le profil L + pgq¢, et pour les deux
derniéres le profil priat * Priac = Pfiat-

On applique pour chaque régle les trois étapes de la méthode d’analyse :

o régle flatten(nil) — nil -

1. On a
(m'l X x[li;) do= nil;
o’ = 1{};
» d'out o2 (nil) = nil.
Donc d’aprés la Proposition la regle satisfait le profil L ~— pyq si et seulement
si {nil} O [psiac] = 0.
2. On a nil = nil.
3. D’apres la Proposition on a {{nil} = [nil], d’ot {nill} N [pfia] = [nal X priat]-
Enfin, on a (nil X pfat) ds= L, d’out {nil]} N [pfiee] = 0, donc la régle satisfait bien le
pl"Oﬁl 1 — Pflat-

e régle flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l)) :

1. On a
» A\ = (cons(int(n),l) x xl_lst) I cons(int(n Qy, L),1@ ZESJE)
> Ugi\zs(int( ) — {n —n@ ylnt ’l —1Q ZLISt}

» dot p = US))T\Ls(int(n) l))(cons(znt(n),ﬂatten(l))) = cons(int(n Q ylgtl),ﬂatten(l Q

i
ZLISt))
Donc d’aprés la Proposition la régle satisfait le profil L +— pyiq si et seulement
si {p} N [pfrat] = 0.
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2. On calcule donc I'équivalent sémantique de p :
» Etant donné que le seul profil du symbole flatten est L +— p flat, on veut vérifier
si {1 @z N[L] =0, ce qui est trivial puisque [L] = 0.

7pfla,t)

List

3. D’apres la Proposition on a {g} = [p] U [int(n @y, )] U {ymi b U {LE ], e,
avec algorithme getReachable, {[yI*ntL]} = [[ylgtj‘]] et {[laftfl“t]} = [[laftf“”]] U [[egfgrlat \

Ist(11)] U [i,""*]. On a donc, en éliminant les intersections de sortes différentes :

o) N Ipsiac] = ([A) U [int(n @y TU [y TU Dl ™ T U [eg ™ \ Ist(10)]) 0 [Pf1a]
= (AN [psae]) U ([l ™D 0 2 f1ae])
PEH5 % ppae] U I % ppiar]
De plus, on peut vérifier que :
> (P X Dfar) dm= L;
> (I X pfiat) dm= L.
Par conséquent, {p} N [pfiat] = 0, donc la régle satisfait bien le profil L — pyia¢.

» On a donc p = cons(int(n @ yfntL),l

o régle flatten(cons(lst(l),1")) — concat(flatten(l), flatten(l")) :

1. On a
> A= (cons(Ist(l),1") x 27%) lw= cons(lst(l Qy =), I' @ 275) ;

List
> Uc@oi\zs(lst(l),l’) ={l= @y U= Q25
» d’ou p= ac@ozs(lst(w/)(concat(ﬂatten(l),ﬂatten(l')))
= concat(flatten(l Q yai),ﬂatten(l' Q zai))
Donc d’aprés la Proposition , la regle satisfait le profil L ~ pyjq si et seulement

si {p} N [piat] = 0.
2. On calcule donc 'équivalent sémantique de p :

» Etant donné que le seul profil du symbole concat est pfiat * Pfiat = Pflat
on veut calculer les équivalents sémantiques de r; = flatten(l @ yljsjg) et 7o =
flatten(I' @ 2. 3).

» Etant donné que le seul profil du symbole flatten est L +— p flat, on veut vérifier
siflQyshn[L] =0et {' @zl N[L] =0, ce qui est trivial puisque [L] = 0.

» On a donc 7] = 7y = laftfl“t, et on veut vérifier si {[llzftfm]} N [pfiat] = 0. Avec

I’algorithme getReachable, on a {I, /'] = [I /" ]U [[egfgrl“t \ st (1)U i, 0",

dot {1, 27 I f1at] = (102" X P1at], en éliminant les conjonctions mal-sortées.

Enfin, on peut vérifier que (I[5/"" X ppiar) dv= L, d’ott {127} N [pp1at] = 0.

» On a donc p =1 /"

3. Avec l'algorithme getReachable, on a {I, -/"'] = [I 2" ]U [[egf;rlat \ st (1)U i "]

dott {IL57"Y N [piat] = N2 X pfiat], en éliminant les conjonctions mal-sortées.

List
l Pflat l DPflat

Enfin, on peut vérifier que (I /""" x ppiar) = L, d’out {I, ./} N [pfia] = 0. Donc
la régle satisfait bien le profil L +— priqs.
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e régle concat(cons(e,l),l') — cons(e, concat(l,1')) :

1. On a

> A= (cons(e,l) x o 01 x 2 00 |

= (cons(e @ (g1 \ Ist()), @ y0™™), I @ ) ;

> Tpons(enyr) = 1€+ €@ (wg ! \ Ist(ln)), U L@y /™ 1 s U@ 2,00}

N o QX
» dot p= O (cons(e,l

= cons(e @ (ng;rl“t \ Ist(11)), concat(l @y /' I @z PT)).

) (cons(e, concat(l, "))

Donc d’aprés la Proposition [f.15] la régle satisfait le profil prias * priar = priat si et
seulement si {p]} N [pfiae] = 0.

2. On calcule donc I'équivalent sémantique de p :
» Etant donné que le seul profil du symbole concat est Dflat * Pflat ©> Dflat, ON
veut vérifier si {I @ y_ 2"} N [ppiae] = 0 et {I" Q@ 2 2" 0 [pfrae] = 0.
» Avec lalgorithme getReachable, on a {I @y, 2"} = {I’ @ z, P/} = [, 2] U

List List List
legn ™ \ Ist(1)] U [iye '], Aot {l @y " § 0 [pfiar] = {1 @ 2"} N0 [Prrat] =
[[l;ftf "“* X Pfiat], en éliminant les conjonctions mal-sortées. Enfin, on peut vérifier

que (I " X ppiat) dm= L, dott {lQy " TN [pp1ar] = {I'Qz 2" TN [P f1at] = 0.

» On a donc p = cons(e @ (foFfrl”t \ Ist(ly)), l;gtfl“t),

3. D’aprés la Proposition on a {p} = [p]U [int(n@y, N Ufe@ (ng;rl“t \ Ist(11))} U

{127, et, avec I'algorithme getReachable, {[mgfpfrl“t \ Ist(lh)]} = [[nggrl“t \ Ist(lh)] U

i;ffl“]} U [[lljftfl“t]] et {[laftfl‘”ﬂ = [[llzftfl“t]] U ﬂmgfgrl“t \ Ist(l1)] U [[i;ffl‘”]]. On a donc
{eh N Ipfiat] = [P X Pfra] U [[llzftﬂ‘” X Dflat], en éliminant les conjonctions mal-sortées.
De plus, on peut vérifier que :

> (P X Dfiat) Im= L;

» (lljftflat X pflat) \Lm: 1.
Par conséquent, {pl} N [priqe] = 0, donc la régle satisfait bien le profil prias * priar —

Pflat-

e régle concat(nil,l) — 1 :

1. On a
o . —Pflat —Pflat . . —Pflaty .
> A= (nil <z U x 20D dm= (il 1 Q 2, )
QA _ —DPflaty .
> Onitl) = {l= 1@z}

» dou p= JE%‘HD(Z) =@z

Donc d’aprés la Proposition [4.15] la regle satisfait le profil prias * priat = Pfiat si et
seulement si {p]} N [pfiae] = 0.

2. Onap=np.
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3. Avec I'algorithme getReachable, on a {z| 2/} = [[zljftfl“t]]u[[egﬁfrlat\lst(ll)]]U[[i;fﬂ“t]].

On a donc {p} N [pfiat] = [[zljftfl“t X Pfiat], en éliminant les conjonctions mal-sortées.

Enfin, on peut vérifier que (zl_lftfl“t X priat) = L, d’out {p} N [pfiee] = 0. Donc la

régle satisfait bien le profil ptias * Driat = Dfiat-

On en déduit donc que le systéme R préserve la sémantique.

Un cas qui n’est pas présenté dans l'analyse précédente est le cas ol une régle n’est pas
compatible avec un profil du symbole de téte : quand il n’existe pas de substitution tel que
les sous-termes a gauche vérifient le profil. On peut observer un tel cas en ajoutant le profil
cons(e,l) * cons(e,l) — cons(e,l) dans 'annotation Py du symbole concat (i.e. la concaténation
de deux listes vides est une liste vide). Il faut alors vérifier que les deux derniéres régles vérifient
également ce proﬁllﬂ :

e régle concat(cons(e,l),l') — cons(e, concat(l,1')) :
On a (cons(e,l) x :ULlsctons(e D« Llsctons(e l)[) Im= L Donc d’aprés la Proposition la
régle satisfait le profil cons(e, 1) % cons(e,l) — cons(e,l).

e régle concat(nil,l) — 1 :

1. On a
o A= i G, L G i i 18 D)
> U(](?m'up ={l—1lQ lesctons(e,z)};
» doup= a%‘l’w(l) — @ lesctons(e,l)'

Donc d’aprés la Proposition la régle satisfait le profil cons(e,l) x cons(e,l) —
cons(e,l) si et seulement si {p} N [cons(e,l)] = 0.

2. On a p=p.
3. Avec l'algorithme getReachable on a {[zl_lcons(e l)]} = zljsctom (el ]] On a donc {p} N
[cons(e,1)] = [z et ns(ed) o cons(e, )], en éliminant les conjonctions mal-sortées. En-

fin, on peut vérifier que (lesctom(e D cons(e,l)) dm= L, d’ou {p}} N [cons(e, )] = 0.
Donc la régle satisfait bien le profil cons(e,l) * cons(e,l) — cons(e,l).

On peut ici bien observer que la régle concat(cons(e,l),l') — cons(e, concat(l,1")) ne s’ap-
plique jamais dans le cas o les sous-termes sont exempts de cons(e,l), puisque pour toute
substitution o, le premier sous-terme o(cons(e,l)) ne peut pas étre exempt de cons(e,l). La
régle satisfait donc bien le profil puisque ce dernier ne s’appliquera jamais.

On voit de plus que la méthode d’analyse est assez répétitive et facilement automatisable.
Une implémentation de cette méthode sera discutée en détail dans le Chapitre [6]

4.6 Synthése

Dans ce Chapitre nous avons présenté une méthode d’analyse statique permettant de vérifier
que les annotations choisies pour décorer les symboles définis sont en accord avec le CBTRS

1. les calculs d’équivalent sémantique sont également légérement différents puisqu’il faut prendre en compte
les deux profils de concat
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considéré : il ne faut pas que la relation de réécriture induite par le CBTRS admette une ré-
duction contredisant le comportement décrit par I'un des profils choisis. Cette méthode repose
sur 1’équivalence entre la préservation de la sémantique (Définition et de la satisfaction de
profil (Définition , établie par la Proposition La méthode cherche donc, pour chaque
régle du CBTRS, a vérifier qu’elle satisfait tous les profils de 'annotation du symbole de téte de
son membre gauche.

Pour chaque régle du CBTRS, et chaque profil considéré, la méthode peut étre décrite en
trois étapes majeurs :

1. une étape d’inférence des substitutions satisfaisant les pré-conditions du profil, basée sur
la Proposition [£.15];

2. une étape de construction de I’équivalent sémantique sur-approximant les instances corres-
pondantes du membre droit de la régle;

3. une étape de vérification pour prouver que la sur-approximation ainsi exprimée satisfait la
post-condition du profil.

Pour permettre 'implémentation de ces différentes étapes, un certain nombre de mécanismes ont
du étre mis en place.

Premiérement, pour étudier les propriétés d’Exemption de Motif et la sémantique profonde
des termes, on a introduit une méthode reposant sur une représentation des sémantiques sous
la forme de graphes. A partir de cette représentation, on a ainsi pu proposer l'algorithme
getReachable (Figure permettant non seulement de vérifier qu’une sémantique profonde
est non-vide, mais également d’en donner une décomposition sous la forme d’une union de sé-
mantiques closes.

Pour prouver la satisfaction de profil, on a introduit un mécanisme basé sur ’aliasing des
variables permettant d’inférer les instances du membre gauche de la régle satisfaisant les pré-
conditions du profil. Pour cela, on s’est inspiré de 'approche présentée dans [CM19] pour proposer
un ensemble de régles de réécriture des motifs étendus, préservant leur sémantique. Le systéme R
(Figure obtenu permet non seulement d’expliciter les contraintes d’instanciation nécessaires
a l'inférence, mais également de vérifier, aprés construction de I’équivalent sémantique, que les
instances correspondantes du membre droit de la régle considérée respectent la post-condition
du profil.

La méthode d’analyse ainsi obtenue a été prouvée correcte sous hypothése de linéarité des
termes considérés. L’approche sémantique est néanmoins capable, grace au mécanisme d’aliasing,
de prendre en compte les contraintes liées a la non-linéarité des termes. On propose donc, dans
le Chapitre suivant, de présenter comment la méthode présentée ici s’applique aux systémes
non-linéaires, et avec quelles limitations. En réponse & ces derniéres, on proposera alors une
adaptation du formalisme de sémantique aux termes non-linéaires. On verra ainsi comment les
mécanismes présentés dans ce Chapitre s’appliquent & ce nouveau formalisme, et on en déduira
une méthode d’analyse pour la vérification de systémes non-linéaires.
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Fonction getTotalReach(s,p,r,V, E)
Entrées : s : sorte,

p : motif annotant,
r : motif complément,
V : ensemble de nceuds variables atteints (initialisé a ),
E : ensemble d’arétes multiples connues (initialisé a ()
Reésultat : couple (V, F)) graphe total de xs? \ r
r<—1r+p
si (s,r’") € V.[r'] = [r] alors retourner (V, E)
V+—VU{(s,r)}
pour c € C, faire
Q. +— computeQc(c, 1)
($1,-..,8n) <— Dom(c)
pour (qi,...,qn) € Q. faire
E<+—EU {((87T)7 ((517 Q1)7 CERE) (SMQn)))}
pour i =1 a n faire

| (V,E) <— getTotalReach(s;,p,q;, V, E)
retourner (V, E)

Fonction computeReach(s,r,V, E, R)
Entrées : u : nceud variable (couple (s, 7)),
V' : ensemble de nceuds instanciables,
E : ensemble d’arétes multiples,
R : ensemble de noeuds atteints (initialisé a )
Résultat : ensemble de nceuds atteignables depuis u
si (s,7) € R alors retourner R
R<+— RU{(s,7)}
pour (u, (vi,...,v,)) € E faire
siVi € [1,n].v; € V alors
‘ pour i = 1 a n faire R +— computeReach(v;,V, E, R)
retourner R

Fonction getReachable(s,p,r)
Entrées : s : sorte,

p : motif annotant,
r : motif complément
Résultat : ensemble de noeuds variables instanciables et atteignables depuis z5” \ r
A+— 0
(V,E) +— getTotalReach(s,p,r,0,0)
stable «+— True
pour (s',7") € V faire
si ¢ € Cy.(arity (¢) = 0 A computeQc (¢,r+p) # () alors
| A+— AU{(¢,7")} stable +— False
tant que —stable faire
stable <— True
pour ((+/,7), ((51,41), - (50, ) € F faire
si(s/,r") ¢ AN (Vie[l,n].(si,q) € A) alors
A+— AU{(s, 1)}
stable <— False
si (s,7) ¢ A alors retourner ()

retourner computeReach(s,r, A, E, ()
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4.6. Syntheése

Elimine ensemble vide :

(A1) 1+ =7

(A2) v+ 1 =7

(E1) 0L, ..., Ly, op) = L

(E2) X0 = L

(E3) ixl =1

Développe additions :

(S1) S(V1,. Ui+ Wiy, ) = 8(VT, -, Ve oy Op) + O(TL, ooy Why - -+, Tpy)

(S2) (Tl+72)xw:>(v1xw)+(vgxw)

(S3) v x (w1 +wz) = (Uxwi)+ (v xws)

(S4) u+ (v4+w) = (u+v)+w

Simplifie compléments :

(M1) v\T;t = L

(M2) 7\l =7

(M3") (U1 +v2)\w = (o1 \w)+ (v2 \ W)

(M5) 1\7 = 1

(M6”) a(v1,...,0,) \ (T+w) = (a(v1,...,0n) \ )\ W

(M7) a(@r, ..., o) \alt, ..., tn) = (@I \t1,...,00) + -+ a(U1,...,05 \ tn)

M8)  «(vr,...,0n) \ B(Wi,. .., Wn) = o(v1,...,0n) avec o # f3
Simplifie conjonctions :

(T1) T, xyst = Tay?

(T2) TP xy, ! = zay,? avecp=qVqg=_L
(T3)  «a(v1,...,0n) X a(Wi,...,W,) = (U1 X Wi,...,0 X W)

(T4)  «a(v1,...,0n) X B(WL,..., Wy) = L avec o # f3
Simplifie alias :

(L1) TQ1L = |

(L2) TQ(U4+w) =zTQr+7TQW

(L3) (zQv)\w = TQ (T\ W)

(L4) (ZQU)xw = TQ (T x W)

(L5) Tx (TQW) = 7TQ (7 x W) avec T Y QT
Controle annotation :

(P1) Z: P x o1, ..., Ty) = TQ (a (2151 X UL, Znst X n) \ D)

(P2) aTT, ..., ) X Ts? = (U1 X 21581 Un X Zns?) \ P

(P3) a(@r, ..., o) x (T P\ ) = (a(vﬁ,.. Tn) X T5P)\ 7 si {zP\ T} # 0
(P4) T x (P\D) = (5 x TP\ si {227\ 7] # 0
(P5) (E;ﬁ\f)xﬁé(xsva )\t si {Z: P\ 1} #0
(P6) @ "\)\g = 7"\ (T +7q) si {zs P\ 1} # 0
(P7) TP\T = L si [T, 7\ ) =0

FIGURE 4.8 — R : réduction de motifs de la forme u x v; w,v,vq, ...
motifs quasi-additifs, p, g, t filtre les motifs reguliers additifs, ¢1,. ..

, Un, W, W1, ..., W, fltre les

, 1, filtre les motifs symbolics,

7,7 filtre les variables. o, B s’étend a tous les symboles de C, et § de C">°.

95



Chapitre 4. Analyse statique par Exemption de Motif

96



5

Analyse de systémes non-linéaires

La méthode d’analyse statique présentée dans le Chapitre précédent permet de vérifier que les
annotations choisies pour décorer les symboles définis sont en accord avec le CBTRS considéré.
Cette méthode se base sur la notion de sémantique introduite dans le Chapitre [3] pour garantir
les propriétés d’Exemption de Motif implicitement requises par les profils donnés en annotation.
En effet, on a montré que vérifier la préservation de la sémantique par la relation de réécriture
induite par le systéme étudié permet de démontrer la préservation des propriétés d’Exemption
de Motif, donc dans le cas d’un terme ayant un symbole défini comme symbole de téte, que
toutes ses réductions possibles préserveront les propriétés d’Exemption de Motif garanties par
I’annotation de ce symbole.

En pratique, les propriétés de préservation de sémantique (Définition et de satisfaction
de profil (Définition , sur lesquelles est basée la méthode d’analyse, sont dépendantes de la
préservation de la sémantique et des propriétés d’Exemption de Motif par substitution. Cepen-
dant, comme on I’a vu dans le Chapitre [3| cette préservation n’est pas vérifiée pour les termes
non-linéaires. La méthode d’inférence proposée dans le Chapitre précédent préservant la séman-
tique des membres droits des régles de réécriture, elle ne permet donc pas d’inférer correctement
le comportement des substitutions considérées dans le cas de membres droits non-linéaires.

En premiére approximation, deux approches permettent tout de méme l'application de la
méthode & I’étude de systémes non-linéaires :

e linéariser les membres droits des régles du systéme pour obtenir une sur-approximation
plus large mais correcte des instances considérées ;

e se restreindre & I’étude de substitutions valeurs, et donc & une relation de réécriture stricte,
puisqu’on a vu que celles-ci préservaient toujours la sémantique et les propriétés d’Exemp-
tion de Motif (Proposition [3.19).

Cependant, l'intérét de I’approche sémantique utilisée est qu’elle permet de considérer de fagon
précise les formes normales potentielles des termes étudiés, en prenant notamment en compte
les contraintes liées a la corrélation entre deux instances d’une méme variable dans un terme
non-linéaire.

On étudiera donc dans un premier temps ces deux approches et leurs limitations. En réponse
a ces limitations, on proposera dans la Section une adaptation du formalisme présentée
dans le Chapitre [3] pour 'analyse des systémes non-linéaires. On explicitera finalement dans la
Section comment la méthode d’analyse s’applique dans le contexte de ce formalisme adapté.
Finalement, on fera un récapitulatif de la méthode d’analyse non-linéaire, que I’on illustrera sur
un cas d’étude.
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5.1 Etude de systémes non-linéaires et limitations

Dans le Chapitre précédent, on a présenté une méthode d’analyse d’un systéme de réécriture
se reposant ’étude de la sémantique de termes linéaires. Dans le cas de termes non-linéaires,
il faut prendre en compte les corrélations entre différentes instances d’une méme variable dans
le motif considéré qui sont ignorées dans cette méthode. Il n’est donc pas possible d’appliquer
directement la méthode sur un systéme non-linéaire. On propose néanmoins deux approches
permettant d’utiliser la méthode pour ’analyse de systémes non-linéaires :

e une approche d’analyse par linéarisation qui permet d’étudier un systéme non-linéaire en
sur-approximant la sémantique de ses membres droits en les linéarisant ;

e une approche d’analyse stricte qui utilise la technique d’aliasing, proposée pour 'inférence
de contraintes sur les variables, pour représenter et calculer I'impact des contraintes de
corrélation des variables dans un terme constructeur.

5.1.1 Analyse par linéarisation

La méthode d’analyse présentée dans le Chapitre précédent étant congue pour I'analyse d’un
CBTRS linéaire, une approche naturelle permettant de I'utiliser dans le cas ot le systéme consi-
déré est non-linéaire est de ramener ’analyse de ce dernier & I’étude d’un systéme linéaire.

Pour cela, on peut remarquer pour tout motif étendu p € P(F, X'?), on peut construire une
forme linéarisée de p en remplacant toutes les méta-variables de p (cf. Définition par des
variables fraiches ayant la méme annotation et la méme sorte :

Définition 5.1 (Forme linéarisée). Etant donné un motif étendu p € P(F,X®), on définit la
forme linéarisée de p, notée L(p), comme le motif obtenu en remplacant toutes les méta-variables
de p par des variables fraiches ayant la méme annotation et la méme sorte.

On peut ainsi construire L(p) récursivement :

p p

o sip=uw,", alors L(p) = 25 avec z5 ¥ une variable fraiche ;

o sip= f(p1,...,pn) avec f € F", alors L(p) = f(L(p1),...,L(pn));
e sip=p1+pe, alors L(p) = L(p1) + L(p2) ;

e sip=pi\p2, alors L(p) = L(p1) \ L(p2) ;

® sip=p1 Xp, alors L(p) = L(p1) x L(p2) ;

e sip=u1xQgq, alors L(p) = L(q).

En pratique, on peut ainsi ramener ’étude de la sémantique d’un motif non-linéaire a celle
de sa forme linéarisée puisqu’on a une relation d’inclusion entre les deux :

Proposition 5.1. Etant donné un motif étendu p € P(C,X?), on a [p] C [L(p)].

Démonstration. La preuve est directe par préservation de la sémantique du motif linéaire £(p)
par substitution (Proposition [3.6)) en considérant o la substitution qui instancie chaque variable
fraiche de L(p) par sa variable d’origine dans p. O

Afin de prouver qu’'une régle préserve la sémantique, il faut cependant considérer la séman-
tique de l'instanciation de cette régle par substitution. On a ainsi fait le choix, dans le Chapitre
précédent, de proposer une méthode pour ’analyse des systémes linéaires, puisque comme on 'a
montré dans la Section la sémantique d’un terme non-linéaire n’est pas forcément préservée
par substitution. L’approche par linéarisation permet cependant d’obtenir une telle préservation :
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Corollaire 5.2. Etant donné un motif étendu t € T(C,X*), pour toute substitution o, on a
[o(®)] < [£(2)]-

Démonstration. La preuve est directe par préservation de la sémantique du motif linéaire £(p)
par substitution (Proposition [3.6)) en considérant ¢’ la substitution qui instancie chaque variable
fraiche de L(p) par o(x) avec x sa variable d’origine dans p. O

On peut ainsi appliquer la méthode présentée dans le Chapitre précédent pour vérifier la
condition suffisante & la satisfaction de profil de chaque régle du CBTRS donnée par le corollaire
de la Proposition [4.15| suivant :

Corollaire 5.3. Soit une régle f'F(Is1, ..., Isp) — 15, et un profil @ =py * -+ * ppr>p € P. On
note v := (lsy X 2157 5., 80 X 2Znst") I, €t on a :

e siv=_L1 alors la régle satisfait le profil w;

e sinon, v = (A, ... AL (A2, N2) -+ (AT, .., A) avec chaque )\g,j € [1,m] une
k k
version aliasée de ls;,i € [1,n], et si Vk, {[E(Uq@lsql/\:__’;é:i)”b(m))]}ﬂ [p] = 0 alors la regle satisfait
le profil .
Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition [£.15] O

Exemple 5.1. On consideére l’algébre des entiers de Peano définie par la signature ¥ = (S,CWD)
décrite par le type algébrique :

Int := s(Int)
z

et les symboles définis D = {plus'Tr» : Int % Int — Int, mult'Tm¢ : Int % Int — Int}.
En considérant le CBTRS suivant, on veut prouver que la multiplication d’un entier quel-
conque avec 0 vaut 0 :

plus(z,n) —- n

plus(s(i),n) — s(plus(i,n))
mult(z,n) - z

mult(s(i),n) — plus(n, mult(i,n))

On considére donc les annotations suivantes : Ppus = {s(i) * s(i) — s(i)} pour exprimer que
04+0=0, et Ppur = {s(i) * L — s(i), L % s(i) — s(i)} pour exprimer que 0 x n =n x 0 =0
pour tout entier n.

Les trois premiéres régles étant linéaires, on peut appliquer directement la méthode présentée
dans le Chapitre précédent pour prouver qu’elles satisfassent les profils de leur symbole de téte.
On s’intéresse de plus prés a la derniére régle :

e pour le profil s(i) x L — s(i), on a (s(i) x x;ts(i),n X ylgtJ‘D =5 L, donc la regle satisfait
le profil.

e pour le profil L x s(i) — s(i), on a (s(i) x x;tl,n X ylzts(i)[) =5 (s(@ @ zlgtj‘),n Q
ygf(l)D. On note u = E(plus(n@ygf(l), mult(i Q zﬁf,n@ygf(l)))), et il reste a vérifier

que {ul} N [s(i)] = 0. Par construction on a u = plus(zlaf(z), mult(zgﬁ]ﬁ,zgaf(z))), et la

méthode présentée dans le Chapitre précédent permet de calculer son équivalent sémantique

;]f(i). On a donc clairement {u]} N [s()] = 0, ce qui peut étre vérifié via l’algorithme

getReachable et le systeme R.

U=2x

Toutes les régles satisfont donc bien tous les profils de leur symbole de téte, donc le systéme
préserve la sémantique.
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Dans ’exemple précédent, I’approche par linéarisation permet bien de vérifier la préservation
de la sémantique parce que les contraintes imposées par la corrélation entre les instances de
la variable m ne sont pas nécessaires pour vérifier la satisfaction des profils. En effet, la seule
contrainte nécessaire est exprimée par ’étape d’inférence qui reconnait que pour satisfaire le
deuxiéme profil, les deux instances de n seront instanciées par un terme exempt de s(i). Cepen-
dant, quand une contrainte de corrélation est indispensable pour pouvoir vérifier la satisfaction
d’un profil, cette approche ne permettra pas de vérifier la préservation de la sémantique, ce qui
dans ce contexte constituerait un faux-négatif.

Exemple 5.2. On reprend [algébre de termes définie par la signature Y, considérée dans
UEzemple [3.7 et on étudie le systeme R suivant :

fle(z,y)) — c(z,2)
fd(x)) — c(g9(),9(x))
gle(z,y) — a

gld(z)) — b

On rappelle que les symboles définis f'Fr et g'Ps sont annotés avec Py = {L + c(a,b)} et
Py=10.

L’étude par linéarisation de la satisfaction du profil L +— c(a,b) par les deux premiéres régles
revient G vérifier que {[c(xglL,yglL)]} Nfc(a,b)] =0 et {[c(g(xglL),g(yglL))]} Nfc(a,b)] = 0. Or
on peut observer que c(a,b) € {[c(xglL,ygll)} = {[c(g(xgll),g(ygll))]}. Cette approche ne permet
donc pas de vérifier la préservation de la sémantique de ces deux régles, et ainsi ne peut pas
garantir que la forme normale d’un terme de la forme f(t) est ezempte de c(a,b).

Pour permettre ’étude de systémes non-linéaires & partir de la méthode présentée dans le
Chapitre précédent, on propose donc d’étudier comment le systéme R peut étre utilisé pour
réduire une conjonction dont I'un des deux motifs n’est pas linéaire.

5.1.2 Etude de motifs non-linéaires

Pour un terme t € 7(C,X'), on a défini dans le Chapitre [I| la relation de filtrage par motif
qui établit qu’une valeur v est filtrée par p si et seulement il existe une substitution o telle
que v = o(t). Cette définition est valide méme quand ¢ n’est pas linéaire, mais pour les motifs
étendus, la Définition [3.10| ne décrit que le filtrage par des motifs linéaires. Comme on veut
présenter une application de la méthode d’analyse dans le cas non-linéaire, on commence par
donner une définition générale du filtrage par motif :

Définition 5.2 (Filtrage par motif). Soient un motif étendu p € P(C,X?) et une valeur v €
T(C), on dit que p filtre v, noté p <K v, si et seulement s’il existe une substitution o telle que

o
p << v avec :

? X v < v=o(zs") ANv est exempt de p pour xs" € X°
c(p1y---,Pn) X c(vi,...,vn) <= A ipi X, pour ¢ € C
p1+p25<v <~ p1<o<v\/p2z<v
Pl\Pzév — plév/\pz%v
plxpgév <~ pliv/\pgév
rQ@p X v = xxp%v

On a towjours L 4 v pour toute valeur v € T(C).
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Cette définition du filtrage par motif est équivalente a celle donnée dans le Chapitre [I] pour les
motifs linéaires et permet de considérer la relation de filtrage par un motif étendu non-linéaire.
De méme on peut ainsi définir la sémantique close d’un motif étendu :

Définition 5.3. Etant donné un motif étendu p € P(C,X?), on définit la sémantique close de
p, notée [p], par l'ensemble des valeurs filtrées par p :

[Pl = {veT(C)p<wv}

La méthode d’analyse proposée dans le Chapitre précédent repose sur trois mécanismes ma-
jeurs :

1. l'algorithme getReachable, et plus généralement la technique de décomposition de la sé-
mantique profonde en sémantique close;

2. le systéme de réduction R permettant de calculer les conjonctions entre les termes de la
décomposition et le motif considéré ;

3. un mécanisme d’aliasing permettant d’inférer les substitutions considérées par la notion de
satisfaction de profil.

Sous certaines conditions (que lon explicitera dans la Sous-section suivante), les mécanismes
d’inférence et de décomposition de la sémantique profonde restent valides dans le cas non-linéaire.
On propose donc d’étudier comment le systéme R permet de réduire une conjonction dont I'un
des deux motifs n’est pas linéaire.

On commence par observer que le systéme R préserve également la sémantique des motifs
non-linéaires[l :

Proposition 5.4 (Préservation de la sémantique). Soient des motifs u et v, si u =} v alors

[u] = [v]-

Démonstration. On prouve en Annexe [A] en observant que le filtrage par motif est préservé par
monotonie et par toutes les régles de R, qu’on a le Lemme suivant :

Lemme 5.5. Soient p et q des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires a droite d’une
conjonction, si p =x q, alors pour toute valeur v € T (C), et pour toute substitution o, on a :

g ag
pP=<<v < qg=<Uv

Soient u et v des motifs tels que u =3 v. D’aprés le Lemme précédent, on a pour toute
valeur w € T(C), u < w si et seulement si v < w. Donc par définition de la sémantique close, on
a [u] = [v]. O

En pratique, le mécanisme d’aliasing, utilisé pour inférer les contraintes imposées sur les
variables de la régle de réécriture par le membre gauche du profil considéré, permet également
d’exprimer les contraintes de corrélation des différentes instances d’'une méme variable. On ob-
serve, en effet, qu'une version aliassée d’un terme issu du membre gauche de la régle a une
sémantique vide, si et seulement si il existe une variable dont les contraintes d’instanciation ne
sont pas satisfaisables :

Lemme 5.6. Soit 7 une version aliassée d’un terme t € T(C,X), on a [7] = 0 si et seulement
si il existe une variable x € Var(t) telle que [Taz] = 0.

1. On ne s’intéresse toujours qu’a des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires a droite d’une conjonction
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Démonstration. Soit 7 une version aliassée d'un terme ¢ € 7(C, X'), on prouve les deux implica-
tions séparément.

On suppose que [7] # 0. 11 existe donc v € [7], et il existe ainsi une substitution o telle que
7 % v. Donc pour toute variable x € Var(t), pour toute position w € Pos(t) telle que ¢, = =,
onaf,=zQqetq X o(x). Donc, on a bien pour toute variable x € Var(t), Taz X o(x) d’on

o(x) € [raz]-
On suppose que pour toute variable 2 € Var(t), on a [ra;] # 0. Donc, pour chaque variable

x € Var(t), il existe v, € [ra.] et il existe ainsi une substitution o, telle que Ta, % Vg
Comme toute variable y € MV (7q,) distincte de x n’apparait qu’une fois dans 7, on peut définir

o:={y— o.(y) |z € Var(t),y € MV(1az)}. On a alors 7 X o(t), dou o(t) € [7]. O
Le systéme R permet alors de réduire correctement la conjonction considérée :

Proposition 5.7. Etant donnés un motif quasi-symbolique t et un motif additif linéaire et régulier
p, on note v := (t X p) l; et on a [t x p] =0 si et seulement si
e v=_1, ou

e v =T+ + Ty, avec T;,i € [1,n], une version aliasée de t telle qu’il existe une variable
x € Var(t) avec Tia, =>4 L.

Démonstration. D’aprés le Lemme onav=_1louv=m+ 47, avec 74,1 € [1,n], une
version aliasée de t. De plus, d’aprés la Proposition on a [1 x p] = [v].
Par conséquent, si v = L, alors [7 x p] = (). Sinon, on a :

[rxql=0 <= Viel[l,n],[n]=0
— Vie[l,n],3z € Var(r), [Tia:] =0
— Vie[l,n],3z € Var(r), Tia, =5 L

On peut ainsi vérifier des propriétés d’Exemption de Motif pour des motifs non-linéaires.

Exemple 5.3. On reprend [algébre de termes définie par la signature 3, considérée dans
Z’Ezemple et on prouve que le terme c(x,x) est exempt de c¢(a,b). D’apres la Proposition
on cherche a vérifier que {c(z,z)} N [c(a,b)] = 0. On a {c(z,2)} = [e(x,z)] U [[:c§2j‘]], Comme
c(a, b) est de sorte S1, on évalue la forme normale v de la conjonction c(xgzj‘, $§2L) x c(a,b) :

1 - T3 _ .
c(:nszj‘,xszj‘) x cla,b) —> c(:tszl X a,:vs;‘ X b)
KLY c(acgzj‘ Q a, $§21_ Qb)=w

De plus, on a vay = a X b ELN L, d’ou c(z,x) est bien exempt de c(a,b).

5.1.3 Stricte préservation

Afin de prouver la préservation de la sémantique (et, par extension, des propriétés d’Exemp-
tion de Motif) par réécriture, on a proposé dans le Chapitre |3 de considérer les notions de régles
préservant la sémantique (Définition et/ou satisfaisant un profil (Définition . La pré-
servation des notions d’Exemption de Motif et de sémantique n’étant pas garantie pour les termes
non-linéaires, ces propriétés ne sont pas adaptées a I'analyse d’un systéme non-linéaire.
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Néanmoins, on a montré dans la Proposition [3.19] que les notions d’Exemption de Motif et
de sémantique sont préservées par substitution valeur. On peut ainsi reformuler les notions de
préservation de sémantique (Définition et de satisfaction de profil (Définition dans le
cadre d’une relation de réécriture basée sur les substitutions valeurs (i.e. une relation de réécriture
avec une stratégie de réduction stricte).

Définition 5.4 (Préservation stricte de sémantique). Soit une régle de réécriture Is — s, on dit
que la régle préserve strictement la sémantique si et seulement si, pour toute substitution valeur
s, on a [o(rs)] < [<(is)].

On dit qu’'un TRS R préserve strictement la sémantique si et seulement si toutes les régles
de R préservent strictement la sémantique.

Comme pour la préservation classique (Définition , cette notion de préservation revient
a considérer I’ensemble des applications en téte possibles d’une des régles du TRS. De fagon simi-
laire, un TRS préservant strictement la sémantique induit une relation de réécriture qui préserve
également la sémantique dans le cadre d’une stratégie de réduction stricte (cf. Définition E| :

Proposition 5.8. Soit un TRS R préservant strictement la sémantique, on a pour tout termes
clost,v € T(F) :
t—Rv = [v] C[{]

Démonstration. La preuve est identique & celle de la Proposition [3.15] en ne considérant ici que
des substitutions valeurs. O

En pratique, 'étude d’une telle relation de réécriture est néanmoins plus limitante puisque
cela revient & considérer une stratégie d’évaluation en Appel par valeur, ce qui n’est pas forcément
la stratégie universellement utilisée par tous les langages de programmation.

De méme, on définit une notion de satisfaction stricte de profil :

Définition 5.5 (Satisfaction stricte de profil). Soit une régle de réécriture ©'F (Isy, . . ., Isp) —> 75,
et un profil m =py x -+ x p, — p € P, on dit que la régle satisfait strictement le profil m si et
seulement pour toute substitution valeur ¢, on a :

c(Is;) est exempt de p;, pour touti € [1,n] = <(rs) est exempt de p

Et on a également une équivalence entre la satisfaction stricte de tous les profils d’une régle
et sa préservation stricte de la sémantique :

Proposition 5.9. Soit une régle de réécriture 'F (Isy, . . ., ls,) — 15, la régle préserve strictement
la sémantique si et seulement elle satisfait strictement tous les profils de P.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition [3.18] O

Contrairement a ’approche par linéarisation, on peut ainsi utiliser la méthode présentée dans
la Sous-section précédente pour la réduction, en utilisant le mécanisme d’aliasing pour prendre en
compte les contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une méme variable. Cela permet
donc une analyse plus précise du comportement d’un systéme non-linéaire.

1. On rappelle que la notation —» représente la relation de réécriture stricte induite d’un systéme R, et
—% sa fermeture reflexive et transitive.
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Corollaire 5.10. Soit une regle f'F(lsy, ..., Is,) — 15, et un profil @ = py * --- * p,—p € P.
On note v := (ls1 X 2157,y I8y X 2ps ") I, et on a :
e siv =1 alors la régle satisfait strictement le profil w ;
e sinon, v = (A, ... AL (A2, N2) + -+ (AT, .., A) avec chaque )\g,j € [1,m] une
version aliasée de ls;,i € [1,n], et si Vk, {[oﬁsqle’ls:\l)m(rs)]} N p] = 0 alors la regle satisfait
strictement le profil m.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition |4.15 O

Exemple 5.4. On reprend [algébre de termes définie par la signature Y, considérée dans
UExemple[3.7 et on étudie le systéme R suivant

fle(w,a)) — c(x, )
f(e(, b)) — h(z,x)
fld(z)) = c(g(x), g(x))
gle(z,y)) — a

gld(z))  — b

h(z,y) - c(y, )

avec les symboles définis f'F7,g'F et h'Pr sont annotés avec Py = {L +— c(a,b)},Py = 0 et
Prn={bx L — c(a,b),L*a+— c(a,b)}.

Contrairement & ’approche par linéarisation, on peut vérifier la stricte satisfaction de la régle
fPr(c(x,a)) — c(x,x). On a en effet (c(xgzl, a) X zgll) Ij=c(z @ 21§2L, a), et en notant u :=
c(z@ zlgzl, x @ zlgzj‘), on doit donc vérifier que {u} N [c(a,b)] = 0. Comme dans I’Exemple
on a {u} = [u] U[zgs ], et v = (ux c(a,b)) In= c(z @ a,y @b). Donc vay = a x b I 1 et

{uf N [ec(a,b)] =0.

En revanche, le formalisme d’Ezemption de Motif (et de sémantique) utilisé ignore la corré-
lation entre les deuz instances de x dans le membre droit de la regle f'Fr(c(x, b)) — h(zx,z) :
x ne peut étre instancié que par a ou b, dans le premier cas o(x) est exempt de b et o(h(z,x))
est exempt de c(a,b) par le profil b * L — c(a,b), et dans le deuzieme cas o(x) est exempt
de a et o(h(z,x)) est exempt de c(a,b) par le profil L x a — c(a,b). Cependant, si on es-
saie de vérifier la stricte satisfaction, on a (c(mgzj‘, b) x zglL) In= c(z @ zlgj, b), et en notant
u:=c(zQzg5,2Qz155), on doit donc vérifier que {u} N [c(a, b)] = 0. De plus, on a @ = vg;-
puisqu’aucun des deux profils de Py, ne s’applique. Par conséquent, on a {ulN[c(a, b)] = {c(a, b)}
et la stricte satisfaction ne peut pas étre vérifiée.

Enfin, on peut observer que pour la régle f(d(z)) — c(g(z), g(x)) la corrélation entre les deux
instances de la variable x dans le membre droit est ignorée par le formalisme d’Ezemption de
Motif (et de sémantique) parce qu’elles se trouvent sous des symboles définis. Cependant comme
les deux sous-termes en question g(x) et g(x) sont identiques, on peut cependant argumenter
qu’étant une relation de réécriture confluente, ou appliquée avec une stratégie déterministe, ces
deux instances seront nécessairement réduits de fagcon identique, i.e. la premiére ne peut pas étre
réduite & a et la deuziéme a b. Dans ce contexte, toute potentielle forme normale de c¢(g(x), g(z))
serait donc bien exempte de c(a,b).

Cette approche est donc non seulement limitée par la supposition d’une relation de réécriture
stricte, mais de plus, elle ne permet pas toujours de prendre en compte toutes les contraintes
de corrélation entre différentes instances d’une méme variable. Bien que cela corresponde gé-
néralement a des cas trés particuliers, on propose dans la Section suivante une adaptation du
formalisme d’Exemption de Motif et de sémantique permettant de considérer de facon plus précise
ces contraintes, sans dépendre d’une stratégie de réécriture stricte.

104



5.2. Formalisme non-linéaire

5.2 Formalisme non-linéaire

Dans le Chapitre précédent, on a présenté une méthode d’analyse permettant de vérifier que
la relation de réécriture induite par un CBTRS donné préserve la sémantique. Cette méthode
se base sur la notion de sémantique close d’un terme qui est utilisée pour représenter une sur-
approximation des formes normales potentielles des termes considérés. Une telle méthode basée
sur la construction et I’évaluation de sur-approximations peut naturellement mener & des résultats
négatifs en désaccord avec le comportement réel de la transformation étudiée, i.e. des faux-
négatifs. C’est tout particuliérement le cas pour I'étude de systémes non-linéaires puisque les
approches considérées pour appliquer la méthode sur de tels systémes (présentées dans la Section
précédente) présentent certaines limitations :

e la premiére fonctionne par linéarisation, on perd ainsi toute information potentiellement
imposée par les contraintes de corrélation entre les variables. La sur-approximation consi-
dérée est alors plus grossiére que précédemment comme noté par le fait que 'on a qu'une
condition suffisante de la préservation de la sémantique (Proposition .

e la deuxiéme propose d’étudier le comportement des termes constructeurs non-linéaires, ce
qui permet de prendre en compte certaines de ces contraintes. En pratique, on a encore de
nombreux cas ou cette approche ne permet pas de prendre en compte toutes les contraintes
de corrélation des variables. De plus, bien que cela permette une étude moins grossiére de la
sémantique, comme la sémantique close d’un terme non-linéaire n’est préservée que par des
substitutions valeurs, cela limite également la méthode & I’étude de relation de réécriture
stricte.

Comme on I’a vu dans la Section précédente, I’approche par sémantique sur laquelle se fonde la
méthode d’analyse est capable d’exprimer les contraintes de corrélation entre différentes instances
d’une méme variable dans un terme constructeur. Cependant les formalismes d’Exemption de
Motif et de sémantique ignorent la majorité de ces contraintes dans le cas d’un terme contenant
des symboles définis. Enfin, prouver la préservation de la sémantique d’'un CBTRS est d’autant
plus compliqué que ces notions ne sont pas préservées par substitution.

On introduit dans cette Section des notions adaptées de sémantique et d’Exemption de Motif
permettant de prendre en compte de maniére plus précise les contraintes de corrélation entre
différentes instances d’une méme variable.

5.2.1 Exemption de Motif pour les termes non-linéaires

Dans le Chapitre 3] on a défini les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close de fa-
¢on & avoir une équivalence simple entre ces deux notions, comme exprimé par la Proposition [3.7]
On va présenter ici différentes formes de sémantique afin de les comparer dans le contexte de la
méthode d’analyse présentée dans le Chapitre précédent. Pour garder une équivalence entre ces
différentes sémantiques et des notions associées d’Exemption de Motif, on définit une Exemption
de Motif modulo sémantique :

Définition 5.6. Etant donnés un terme t € T(F,X), un motif additif p et une sémantique [],
on dit que t est exempt de p modulo [] si et seulement si, pour tout v € [t], v est exempt de p.

Par la suite, pour la distinguer des autres formes de sémantique, on note [t], la sémantique
close d’un terme t (Définition . D’aprés la Proposition qui établit une équivalence entre
I’Exemption de Motif pour un terme t et I’Exemption de Motif de toutes les valeurs de sa
sémantique, I’Exemption de Motif classique est donc équivalente & I’Exemption de Motif modulo

[Iy-
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Comme montré dans le Chapitre [3] dans le cas non-linéaire, ’absence de préservation de
I’Exemption de Motif et de sémantique par substitution s’explique par le fait que ces notions
ne considérent aucune corrélation entre deux sous-termes identiques ayant un symbole défini
comme symbole de téte. En effet, ces notions sont définies en sur-approximant chaque instance
d’un tel sous-terme séparément par I’ensemble de ses potentielles formes normales. Quand une
substitution associe une variable & un tel terme, la contrainte de corrélation entre deux instances
de cette variable est donc brisée par cette approche.

Cependant, dans le cadre de I’étude de transformations, ces derniéres sont généralement appli-
quées de maniére déterministe, donc deux termes identiques seront réduits de maniére identique.
Du point de vue de la réécriture, cela revient & considérer une hypothése de confluence de la
relation de réécriture, ou 'utilisation d’une stratégie de réécriture déterministe. Dans ce cas,
on propose de considérer ce comportement déterministe en introduisant, pour des termes ¢, u et
v € T(F,X) la notation ¢ [u — v] pour désigner le terme ¢ dont toutes les occurrences du terme
u sont remplacées par v :

tlu v =t], - [v],, avec {w1,...,wn} = {w € Pos(t) | t, = u}
On introduit maintenant différentes formes de sémantique :

Définition 5.7 (Sémantiques non-linéaires). On définit les notions de sémantiques suivantes :

e étant donnés un terme u € T(C,X%) et un terme t € T(F,X*) \ T(C,X?), la sémantique
confluente de u, respectivement t, est définie par :

> [ule = [uly;

» [tle =U,U,It [t‘w — v]]e, avec w € Pos(t) telle que b = ©F(ty,...,tn) avec o'F €
D", et v € T(C) exempte de bF (t1,...,t,).

ot BF (t1,...,t,) = > e avee @ = {r [ 3l x -+ x ly>r € P tq Vi € [Ln],Vv €
[ti]c, v est exempt de l;}.

o étant donnés un terme u € T(C,X%) et un terme t € T(F,X*)\ T(C,X%), la sémantique
modulo < de u, respectivement t, avec ¢ une substitution valeur telle que Var(u) C Dom(s),
respectivement Var(t) C Dom(s), et pour toute variable xs? € Dom(s), s(xs?) est exempt
de q, est définie par :

> [ule = {s(w)};

» [tle = U, Ut [t|W — zs_p}]]gl, avec w € Pos(t) telle que t|, = ©F(ty,... t,) avec
©F € D" et pour tout i € [1,n] t; € T(C,X?), 257 une variable fraiche avec p =
5P (s(t1),...,s(tn)), et ¢’ une substitution valeur telle que ¢'(z) = <(x) pour toute
variable x € Dom(s) et '(25 ) € Ts(C) est exempt de p.

e étant donné un terme t € T(F,X%), la sémantique substitutive de t est définie par :

» [t]s = U [t]c avec s une substitution valeur telle que Var(t) C Dom(s) et pour toute
variable x5 ? € Dom(s), s(zs7?) est exempt de q.

e étant donnés une valeur v € T(C), un terme u € T(F) et un terme t € T(F,X%) \ T(F),
la sémantique exacte de v, respectivement u et t, est définie par :

> [vle = {v};
> [u]e = Uy, Uplu [up = v]]e, avec w € Pos(u) telle que uy, = 0P (uy,... ,uy) avec
©F € D" et pour tout i € [1,n] u; € T(C), et v € T5(C) exempte de T (uy,. .., u,) ;
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> [t]le = Uls(®)]e avec < une substitution valeur telle que pour toute variable x3" €
Var(t),s(zs?) est une valeur exempte de p.

La notion de sémantique confluente correspond a la sémantique close en considérant 1'hy-
pothése de confluence : la sur-approximation des sous-termes ayant un symbole défini comme
symbole de téte est appliquée de fagon identique pour chaque instance du sous-terme. La notion
de sémantique exacte correspond & la sur-approximation obtenue en évaluant récursivement du
bas vers le haut les sous-termes et en considérant toutes les corrélations entre les différentes
instances d’une méme variable et les différentes occurrences de sous-termes identiques via une
approche par substitution. La notion de sémantique substitutive exprime une sur-approximation
intermédiaire entre les deux derniéres en considérant une approche substitutive permettant de
prendre en compte les corrélations entre les différentes instances d’'une méme variable mais en
ignorant les contraintes de corrélation entre sous-termes issus de la substitution considérée.

Puisque I’hypothése de confluence permet & ces trois notions de sémantique de considérer
les contraintes de corrélation entre les différentes occurrences d’un sous-terme ayant un symbole
défini comme symbole de téte, ces sémantiques sont correctement préservées par substitution :

Proposition 5.11. Soient un terme t € T(F,X?) et une substitution o, on a :

e [o(t)]e € [tle;

o [o(®)]s < [tls;

o [o(®)]e € [t
Démonstration. On prouve la premiére inclusion par induction sur k, le nombre de symboles
définis dans o(t) :

e Sik=0,alors o(t) € T(C,X*) et t € T(C,X*). On considére w € [o(t)]., par définition,

il existe donc une substitution valeur ¢ telle que w = ¢(o(t)). Dot w =g o o(t) € [t]..

e On considére maintenant k& > 0 tel que pour tout terme ¢ et substitution o’, si o’(q) a stric-
tement moins de k symboles définis, alors [o/(¢)]. C [¢].. On note u = o (t), et on considére
w € [u].. Par définition, il existe une position w € Pos(u) ol uy, = ©F (uy,. .., u,) avec
@7 € D", et v € T5(C) exempte de b7 (u1, ..., uy), telles que w € [u [uy, — v]]e.

» S'il existe au moins une position w'Pos(t) telle que )., = OF(ty, ... ty) et o(t;) = u;
pour tout ¢ € [1,n], on note ¢ =t [ty = v]. Onaalors o(') [u, — v] = u [u, — v],
d’ot w € [o(t')].. D’aprés 'hypotheése d’induction, on a donc w € [t']. et [o(¢;)]. C
[ti]e. Par conséquent v est exempt de 57 (t1,...,t,), et on a bien w € [t']. C [t]..

» Sinon, on définit o = {z — o () [u, — v] | 2 € Dom(o)}. On a alors u = o'(t), et
d’apreés ’hypothése d’induction, on a donc w € [t]..

Pour la deuxiéme inclusion, le méme raisonnement permet de prouver par induction sur k le

nombre de symboles définis dans o(t), le Lemme suivant :

Lemme 5.12. Soient un termet € T (F,X%) et une substitution o, on a, pour toute substitution
valeur ¢ avec Var(o(t)) € Dom(s), [o(t)]c € U [tle avec " une substitution valeur telle que

o '(z) € [o(z)]¢ pour toute variable x € Dom(o) ;
o J'(z) = ¢(x) pour toute variable x € Dom(s) \ Dom(c).
D’ou [o(t)]s C [t]s-

Enfin, on prouve la derniére inclusion par induction sur k le nombre de symboles définis dans

o(t) :
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e Sik=0,alors o(t) € T(C,X%) et t € T(C,X*). On a trois cas possibles :

» Sio(t) e T(C,X)\T(C), alors t € T(C,X*)\ T(C) et pour tout v € [o(¢)]e, il existe
¢ telle que ¢(o((t)) = v. D’on v € [t]e.

» SiteT(C),alors o(t) =t et [t]e = [o(t)]e = {t}.

» Enfin,sit € T(C,X*)\T(C) et o(t) € T(C), alors o(t) € [t]e. D’ott [o(t)]e = {o(t)} C
[t]e-

e On considére maintenant k > 0 tel que pour tout terme ¢ et substitution o', si ¢/(¢) a
strictement moins de k symboles définis, alors [0/(¢)]e C [g]e. On considére w € [o(t)]e.
Sio(t) € T(F,X)\ T(F), il existe une substitution valeur < telle que v € [¢(a((t))]e, et
on note u = ¢(o(t)) et o, = ¢ 0 0. Sinon on note u = o(t) et o, = 0. Dans les deux cas, il
existe une position w € Pos(u) ot uy, = ¢ (u1,...,uy) avec ¢ € D" et u; € T(C),Vi €
[1,n], et v € T,(C) exempte de b7 (uy, ..., uy), telles que w € [u [uy, — v]]e. On définit
o' = {x — ou(x) [uy, = v] |z € Dom(oy)} et on a deux cas a considérer :

» Si o/ = oy, on note u = u [U|w — v] et on recommence l'opération jusqu’a ce que
o' # o, ou que u € T(C) (au plus k fois). Dans le deuxiéme cas, on a donc o, valeur
avec Var(t) C Dom(oy,), d’ou v € [t]e.

» Si o’ # oy, 0'(t) a strictement moins de k symboles définis et comme u [u‘w — ] =
o (t) [u — v], v € [0/(t) [u, — v]]e € [0’ (t)]e. Donc, d’aprés I'hypothése d’induc-
tion, v € [t]e.

O

De méme, les propriétés d’Exemption de Motif modulo sémantique sont également préservée
par substitution :

Corollaire 5.13. Soient un termet € T(F,X®) et un motif p € P(C,), on a :

e sit est exempt de p modulo []. alors, pour toute substitution o, o(t) est exempt de p modulo
Me;

e sit est exempt de p modulo (s alors, pour toute substitution o, o(t) est exempt de p modulo
[s ;

e sit est exempt de p modulo [Je alors, pour toute substitution o, o(t) est exempt de p modulo

[e-

Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant la Proposition précédente et la Définition
de 'Exemption de Motif modulo sémantique. O

On s’intéresse dans un premier temps & la sémantique confluente. Bien que cette sémantique
permette de garantir la préservation par substitution et de considérer les contraintes de corré-
lation entre différentes instances d’une méme variable se trouvant sous différentes occurrences
d’un méme symbole défini, elle ignore toujours ces contraintes de corrélation quand ces instances
d’une méme variable se trouvent dans différents sous-termes d’un symbole défini.

Exemple 5.5. On reprend l'algébre de termes considérée dans I’FExemple avec les symboles
définis f'Fr, g'Ps h'Pn et z'dg;’d annotés par Py = {L — ¢c(a,0)},Py = 0, P, = {b x L —
c(a,b),L*aw c(a,b)} et Pig={b +— b}. On considére des propriétés d’Exemption de Motif
modulo []. :

o t =c(g(x),g(x)) est exzempt de c(a,b) modulo []., puisque par définition de la sémantique
confluente, on o [t]e = [t [g(z) > ]l U [t lg(x) — bl = {c(a, a), c(b, b)}.
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e u = h(x,x) nlest pas exempt de c(a,b) modulo []., puisque [[a:s_;]]c = {a, b}, donc on a
bPr (x,2) = L. Par conséquent, [u] . = Uvers, (o [ulu = v]le = Ts1(C). Néanmoins, comme
x ne peut élre instancié que par a ou b, dans le premier cas o(x) est exempt de b et o(u)
est exempt de c(a, b) par le profil b x L — c(a,b), et dans le deuziéme cas o(x) est exempt
de a et o(u) est exempt de c(a,b) par le profil L x a — c(a,b).

o r = c(idgid(b),idg;d(x)) n'est pas evempt de c(a,b) modulo [v5; ] = {a, b}, donc on
a >lid(z) = L. Et comme bFid (b) = L, on a [r]. = {c(a,a),c(a,b),c(b,a),c(b,b)}.
Néanmoins, comme x ne peut étre instancié que par a ou b, dans le premier cas o(x) est
exempt de b et id(o(x)) est exempt de b par le profil b — b, et dans le deuziéme cas
o(id(x)) = o(id(a)). Dans les deuzx cas, on a donc o(r) exempt de c(a,b).

A Topposé, on a la notion de sémantique exacte, qui fournit une sur-approximation des
formes normales potentielles en considérant toutes les instances possibles du terme et en évaluant
récursivement, du bas vers le haut, la sur-approximation des sous-termes ayant un symbole défini
comme symbole de téte. Cette approche permet de prendre parfaitement en compte I’ensemble
des contraintes de corrélation des différentes instances d’'une méme variable tout en considérant
les corrélations entre différentes occurrences d’'un méme sous-terme.

Exemple 5.6. On reprend l'algébre de termes considérée dans I’Ezemple[5.5. On considere des
propriétés d’Exemption de Motif modulo []. :

o t = c(g(x),g9(x)) est exempt de c(a,b) modulo [Je, puisque pour toute substitution o on
a [o()]e = [o(t)[g(o(z)) = alle U [tlg(o(x)) = blle = {c(a,a),c(b,b)}. Donc [t]e =
{c(a,a),c(b,b)}.

o u = h(z,x) est exzempt de c(a,b) modulo [[]., puisque x ne peut étre instancié que par a
ou b, donc [u]e = [h(a,a)]e U[h(b,b)]e. De plus [h(a,a)]e = [h(b,b)]e = {v € Ts1(C) |
v evempt de c(a, b)}, car >4 (Py) =" (P) = c(a, b).

o r= c(id!szid(b),id!szid (x)) est exempt de c(a,b) modulo []e, puisque x ne peut étre instan-
cié que par a ou b, donc [u]. = [e(id(b),id(a))]e U [c(id(b),id(b))]e. De plus, comme
pPid (a) = b et b7 (b) = L, on peut conclure que [c(id(b),id(a))]e = {c(a,a), c(b, a)} et
[[C(id(b)v Zd(b))]]e = {C(a7 a)v C(bv b)}

Cependant, la sémantique exacte fonctionne par évaluation récursive de toutes les instances
closes du terme considéré pour pouvoir reconnaitre les différentes occurrences d’un méme sous-
terme. Etant donné qu’il y a en pratique une potentielle infinité de ces instances, ce n’est géné-
ralement pas un formalisme facilement utilisable pour I’évaluation de propriété d’Exemption de
Motif et I’analyse statique d’'un CBTRS.

On a donc introduit la notion de sémantique substitutive qui adopte une approche par sub-
stitution et par évaluation récursive similaire & celle de la sémantique exacte. Cependant, la
sémantique substitutive n’applique pas concrétement la substitution considérée et ne prend donc
en compte les contraintes de corrélation entre deux sous-termes identiques que quand elles sont
déja apparentes dans le terme d’origine. Cette approche permet ainsi d’exprimer correctement
toutes les contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une méme variable, sans nécessai-
rement demander I’évaluation compléte du terme pour une potentielle infinité de substitutions.

Exemple 5.7. On reprend l'algébre de termes considérée dans I’Exemple[5.5. On considere des
propriétés d’Exemption de Motif modulo []s :

ot = c(g9(x),g9(x)) est exempt de c(a,b) modulo []s, puisque la variable x ne peut étre
instanciée que par a ou b. On note o, et oy les substitutions respectives et on a donc
[tls = [tlon U [tlo,- Comme 575 (a) =9 (b) = L, on a donc [t]e = {c(a, a), c(b,b)}.
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o u=h(x,z) est exempt de c(a, b) modulo []s, puisque x ne peut étre instancié que par a ou
b. On note o, et oy les substitutions respectives et on a donc [u]s = [u]s, U [u]s,. Comme
>Pr (a, a) =Pk (b, b) = c(a,b), on a donc [u]s = {v € Ts1(C) | v exempt de c(a, b)}.

o= c(id!szid(b), idg;“ (z)) n'est pas exempt de c(a, b) modulo ] s, puisque méme si x ne peut
étre instancié que par a ou b, en notant o, et oy les substitutions respectives, on a [r]s =
[7]o. Ulrls,- Or comme vFid (a) = b et 5P (a) = L, on a bien [r],, = {c(a,a), c(b,a)}
mais [rle, = Ts1(C) puisque les deuzr sous-termes idg;id(b) et idlsgid(a:) sont considérés
indépendamment par la sémantique substitutive, malgré la substitution oy, considérée. On a
donc bien [u]s = Ts1(C).

Comme on l'a illustré avec I’étude de chacune de ces notions de sémantique, on peut les
ordonner par précision :

Proposition 5.14. Soit un terme t € T(F,X?), on a :

[tle < [t]s < [t € [ty

Démonstration. Soit t un terme de 7 (F, X®). On peut commencer la preuve de la Proposition
en remarquant que si t € 7(C,X?) on a clairement [t]. = [t]s = [t]. = [t]4-
On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :

Lemme 5.15. Soient un terme t € T(F,X?), pour toute position w € Pos(t) telle que t),, =
©F(ty, ... ty) avec ©F € D", on a [t [t‘w — zs_p}ﬂc C [t]e avec zs? une variable fraiche et
p=>(t1,...,tn).

On prouve maintenant par induction sur k le nombre de symboles définis de ¢t qu’on a [t]s C
[t]e € [t]y. Pour k =0,0onat e T(C,X*), donc I'inclusion est vérifiée. On considére maintenant
k > 0 tel que pour tout terme u ayant strictement moins de k symboles définis, on a [ulls C

[ule € [uly :

e Soit w € [t]s, par définition, il existe une substitution valeur ¢ avec Var(t) C Dom(s) telle
que w € [t]¢, i.e. il existe une position w € Pos(t) avec t|,, = O F(ty,... t,) ot F € D"
et pour tout i € [1,n] t; € T(C,X%) telle que w € [t [t‘w — zs_p}]]gr avec z; © une variable
fraiche ott p = > (¢(t1),...,5(tn)), et ¢’ une substitution valeur telle que ¢’(x) = () pour
toute variable x € Dom(s) et ¢'(25 %) € T5(C) exempt de p. On a donc w € [t [t|w — z;p} Is,

d’on, avec ’hypothése d’induction, w € [¢’(¢ [t‘w — zs_p})]]c. Comme t; € T(C,X?) pour
tout 7 € [I,n], onap=>0F (t1,...,t,) = (t1,...,t,), donc, d’aprés le Lemme précédent,
w € [t]e.

e Soit w € [t]., par définition, il existe une position w € Pos(t) ot t|, = ©P(ty,... t,) avec
©'P € D", et une valeur v € T5(C) exempte de bF (ty,...,t,) telles que w € [t [t|w — v]]]c.
D’aprés I'hypothése d’induction, on a donc w € [t [t|w — v]]] ¢- Par définition de la séman-
tique close, on peut donc conclure que w € [t] g-

Avec le méme raisonnement, on a par induction sur k, que pour tout ¢t € 7 (F), on a [t]e C [t]s.
On considére maintenant ¢t € 7 (F, X?) et w € [t].. Par définition, il existe une substitution
valeur ¢ avec Var(t) C Dom(s) telle que w € [¢(t)].. Comme ¢(t) € T(F), on a donc w €

[s®]e = [s(]s = [s(D]c < [t]s < [ts- O
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Bien que la sémantique exacte soit donc la plus précise, en pratique elle requiert d’étre évaluée
pour une potentielle infinité de substitutions. On verra, dans la Section suivante, que pour la
sémantique substitutive, on peut donner une procédure de décision des propriétés d’Exemption
de Motif associées. On se concentrera donc, par la suite, plus particulierement sur I’étude de
cette sémantique. L’adaptation de la méthode d’analyse & la notion de sémantique confluente
a été présentée dans une publication [CLM21], mais, étant donné que cette derniére est moins
précise, on lui préférera la sémantique substitutive. Pour permettre une analyse similaire, on
propose, dans un premier temps, de transcrire les notions de préservation de sémantique dans le
formalisme correspondant a la sémantique substitutive.

5.2.2 Préservation de sémantique dans un systéme non-linéaire

Comme présenté dans le Chapitre [3, chaque profil annotant un symbole exprime une hypo-
theése sur le comportement de la réduction associée & ce symbole. Il est donc nécessaire de vérifier
que le CBTRS décrivant la réduction en question est bien en accord avec le choix d’annotation
fait. En pratique, cela revient & prouver que la relation de réécriture induite par ce CBTRS
préserve la sémantique considérée.

Dans le Chapitre |3} on avait ainsi introduit une notion de régle (et par extension de systéme
de réécriture) préservant la sémantique [J, (Définition . Cette derniére établit qu'une régle
de réécriture Is — 75 préserve la sémantique [], si et seulement si, pour toute substitution o, on
a [o(rs)]g € [o(ls)]4. On introduit donc une notion similaire de préservation de la sémantique
substitutive :

Définition 5.8 (Préservation de sémantique substitutive). On dit qu’une régle de réécriture
s — rs, préserve la sémantique substitutive []s si et seulement, pour toute substitution o, on a
pour toute substitution valeur s telle que Var(o(ls)) C Dom(s), [o(rs)]c C [o(ls)].

On dit qu'un TRS R préserve la sémantique substitutive []|s si et seulement si toutes les régles
de R préservent la sémantique substitutive.

La notion de sémantique substitutive reposant sur une approche de sur-approximation sépa-
rant instanciation des variables et évaluation des formes normales des sous-termes, sa préservation
conserve cette logique, en distinguant donc la substitution considérée par la relation de réécriture
de celle utilisée pour évaluer la sémantique substitutive.

Bien qu'un TRS préservant la sémantique [], induit une relation de réécriture qui préserve
également la sémantique (Proposition , ce n’est pas forcément le cas pour la préservation
de la sémantique substitutive. En effet, comme cette derniére considére simultanément une sur-
approximation de tous les sous-termes identiques, elle n’est plus nécessairement préservée a
chaque pas de réduction mais la préservation est garantie sur plusieurs étapes :

Proposition 5.16. Etant donné un CBTRS R préservant la sémantique substitutive [, pour
tous termes clos t,u € T (F) tels que t = u, il existe un terme clos v € T(F) tel que u =75 v
et [v]s C [t]s-

Démonstration. On prouve en Annexe [A]le Lemme suivant :

Lemme 5.17. Etant donnés une régle de réécriture ls — 1s, avec ls = go!sp(lsl, coaylsp) oup € DT
préservant la sémantique substitutive []s, un terme t € T(F,X) et une substitution o' tels qu’il
existe une position w € Pos(t) avec t|, = o'(Is), alors on a pour toute substitution valeur ¢ avec
Var(t) C Dom(s) :

[t [0 (Is) = o' (r5)]]c < [t
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Soient un CBTRS R préservant la sémantique [[Js et des termes t,u € T (F) tels que t =5 u.
Par définition, il existe donc une régle Is — rs € R, une position w € Pos(t) et une substitution
o' telles que ¢, = o' (ls) et u =t [o"(rs)]

On note wy = w et wg,...,wn les positions distinctes de ¢ telles que ¢, = at(ls), en
appliquant la régle Is — 75 € R m — 1 fois sur le terme u on a donc u =% v avec v :=
t [t > o'(rs)]. De plus, avec le Lemme précédent, on a bien [v]s C [¢]s. O

Et de méme, la préservation des propriétés d’Exemption de Motif modulo [Js n’est pas ga-
rantie & chaque pas de réduction mais ces derniéres seront nécessaire récupérées aprés plusieurs
étapes :

Corollaire 5.18. Etant donnés un CBTRS R préservant la sémantique substitutive [Js et un
motif étendu p, pour tous termes clos t,u € T (F) tels que t =>g u, sit est exempt de p modulo
[ls, alors il existe un terme clos v € T(F) exempt de p modulo [s tel que u =% v.

Démonstration. La preuve est immédiate par Proposition [5.16] et la définition de ’Exemption de
Motif modulo sémantique. O

Dans le cadre d’une relation de réécriture confluente, la préservation de la sémantique sub-
stitutive d'un CBTRS non-linéaire, fournit donc une condition suffisante a la préservation (sur
plusieurs étapes de réduction) de la sémantique [[Js et donc des propriétés d’Exemption de Motif
modulo [[s. Comparé a la notion de préservation de la sémantique [], vérifiée par la méthode
d’analyse présentée dans le Chapitre précédent, cette condition est d’autant plus faible que la
sémantique substitutive est plus précise.

Exemple 5.8. On reprend l’algébre de termes considérée dans I’Exemple [3.7] et on considere le
systeme R présenté dans I’Exemple :

fle(z,a)) — c(z,7)
fle(z, b)) — h(z,x
fd(z)) — c(g(z),9(x))
g(c(z,y)) — a

gld(z)) — b

( h(z,y) — c(y, )

ou les symboles définis f'Fr,g'Fo et h'Pr sont annotés avec Pr={L — c(a,0)},Py =0 et
Prn={bx L — c(a,b),L*a— c(a,b)}.

On a vu dans UExemple[5.4, que l’on ne pouvait pas vérifier la préservation de la sémantique
[y des deuzieme et troisiéme régles. Or, comme on l’a montré dans Z’Ez:emple les termes rg =
h(z,x) et rs = c(g(x),g(x)) sont exempts de c(a, b) modulo []s. Donc pour toute substitution o,
on a bien [o(r3)]s € [o(£77 (e(z, )]s = [osy" "] et [o(r3)]s € [o (7 (d(@)]s = o5 "]

Les autres régles préservaient déja la sémantique [], et on peut vérifier trivialement qu’elles
préservent donc toujours la sémantique substitutive [[]s. Avec la Pmposz’tion on peut alors
conclure, que comme le systéme R est complet, confluent et terminant, pour tout terme e €
Ts1(F), f(e) sera réduit a une valeur exempte de c(a,b).

La notion de sémantique exprimant toujours une sur-approximation des formes normales
potentielles du terme considéré, comme pour la Proposition [3.15] la condition de préservation
de la sémantique par une relation de réécriture explicitée par la Proposition [5.16] est suffisante
mais non nécessaire. Et de fagon similaire, plus les annotations seront précises, moins la sur-
approximation sera grossiére, réduisant ainsi les possibilités d’'un faux négatif.
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Exemple 5.9. On reprend [’algébre de termes considérée dans I’Exemple et le systeme R
présenté dans ’Exemple :

fle(z,y)) — c(z,)
fld(z))  — c(id(b),id(z))
g(e(z,y) — a

gld(z)) — b

id(x) —

ot les symboles définis f'Pr,g'Po et idPie sont annotés avec Pr={L — c(a,b)},Pg =0 et
Pid = {b — b}.

Comme on l'a montré dans I’Ezemple[5.7, le terme c(id(b),id(x)) n’est pas exempt de c(a, b)
modulo []s. On peut en déduire que la deuziéme régle de R ne préserve donc pas la sémantique
[ls- Cependant, en ajoutant le profil a — a a l’annotation du symbole id”)"d, ce méme terme est
ainsi bien exempt de c(a,b) et on voit alors que le systéme R préserve la sémantique.

En pratique, il est plus simple de considérer pour chaque régle, qu’elle respecte les propriétés
d’Exemption de Motif induites par chaque profil :

Définition 5.9 (Satisfaction substitutive de profil). Soit une régle de réécriture ls — rs avec
Is = cp!sp(lsl, ooy lsy), et un profil m =py % -+ x py = p € P, on dit que la régle satisfait le profil
T par substitution si et seulement pour toute substitution valeur ¢ avec Var(ls) C Dom(s), on a :

s(ls;) est exempt de p;, pour touti € [1,n] = s est ezempt de p modulo []¢

La satisfaction de tous les profils annotant le symbole défini en téte du membre gauche d’une
régle permet en effet de vérifier la préservation de la sémantique :

Proposition 5.19. Soit une régle de réécriture @;;P(lsl, oy lsy) — 18, la regle préserve la séman-
tique substitutive si et seulement elle satisfait par substitution tous les profils de P.

Démonstration. Soient une régle de réécriture Is — rs avec Is = goff(lsl, ..., lsy) satisfaisant par

substitution tous les profils de P, et une substitution o. On prouve par induction sur k le nombre

de symboles définis dans o (Is) qu’on a pour toute substitution valeur ¢ avec Var(o(ls)) € Dom(s),
[o(rs)]c < [o(ls)]s-

e Si k = 1, alors ¢ est le seul symbole défini de o(ls), et ¢ o o est donc une substitu-

tion valeur telle que Var(ls) C Dom(s o o). Par définition, on a [o(ls)]c = [zs?] avec

p =" (s(c(ls1)),...,s(c(lsn))), et d’aprés le Lemme on a [o(rs)]c = [0(75)]cor

[rs]cos- Or, comme la régle satisfait par substitution tous les profils de P, pour tout profil

p1x - % pp = q € P tel que ¢(o(ls;)) est exempt de p; pour tout ¢ € [1,n], rs est

exempt de ¢ modulo []cor. Done, par composition de I’Exemption de Motif avec 1'opé-

rateur de disjonction de motif +, s est exempt de p = ¥ (¢(o(ls1)),...,s(o(ls,))) mo-

dulo [Jcor. Par définition de ’Exemption de Motif modulo sémantique, on a donc bien

[o(rs)]s € [257] = [o ()]s

e On considére maintenant & > 0, tel que pour toute substitution o’ tel que o’(Is) a stricte-
ment moins de k symboles définis, on a pour toute substitution valeur ¢ avec Var(o'(ls)) C
Dom(s) [o'(rs)]c C [o'(Is)]c. Comme k > 1, il existe une position w € Pos(a(ls)) telle que
o(ls), = 1/1;7,9, (t1,...,tm) avec b € D™ et t; € T(C, X) pour tout i, et pour toute substitu-

tion valeur ¢ telle que Var(o(ls)) € Dom(c), on a donc [o(ls)]c = [o(ls) |o(ls), — z;p]]]gf
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avec z"” une variable fraiche et ¢’ une substitution valeur telle que ¢’(z_"”) est exempt de
p =P (s(t1),...,<(tm)) et ¢(x) = ¢(2) pour toute variable x € Dom(s).
On note ¢’ = {z — o(x) [J(Ls)‘w — z,"|}, et par construction on a alors o'(ls) =

o(ls) |:O'(LS)|W > z;p]. De plus, en notant o = {z_” — o(ls)}, on a o(c’(rs)) = o(rs),
donc d’aprés le Lemme on a [o(rs)]¢ € U0’ (rs)] avec ¢’ une substitution valeur
telle que ¢'(z,") € [o(ls),]s = [z,"] et ¢'(z) = ¢(x) pour toute variable z € Dom/(s).

Enfin, par hypothése d’induction, on a [o’(rs)] C [¢/(Is)], et on peut donc conclure que
[o(rs)]c € [o(ls)]s-

Par induction, pour toute substitution o et pour toute substitution valeur ¢ avec Var(o(ls)) C
Dom(s), on a donc [o(rs)]c C [o(ls)]c, i-e. la régle Is — rs préserve la sémantique []s.

On suppose maintenant qu’il existe un profil p; * --- x p, +— ¢ non satisfait par la régle
Is — rs. Par définition, il existe donc une substitution valeur ¢ avec Var(ls) C Dom(s) telle que
¢(Is;) est exempt de p; pour tout i € [1, n] et s n’est pas exempt de ¢ modulo []. Par définition de

la sémantique modulo sémantique [is]. = [z5 7] C [x5 7] avec p := >T (¢(Is1), .. .,5(Is,)). Comme
rs n'est pas exempt de ¢ modulo [], il existe v € [rs]¢ tel que v ¢ [x5”]. Donc [rs]c € [is]c, i-e.
la régle Is — rs ne préserve pas la sémantique [[s. O

Comme présenté dans le Chapitre [3] 'annotation d’un symbole défini exprime une hypothése
quant au comportement de la fonction associée au symbole : pour chaque profil on suppose
qu’un terme vérifiant la pré-condition exprimée par le membre gauche du profil devra étre réduit
en un terme vérifiant la post-condition exprimée par son membre droit. La méthode d’analyse
présentée dans le Chapitre [f] proposait ainsi de vérifier la correction de ces hypothéses dans le
cas de systémes linéaires. Etant donné le formalisme présenté ici pour I’étude de systémes non-
linéaires, on présente dans la Section suivante une méthode basée sur ce formalisme et adaptée
a l'analyse de systémes non-linéaires.

5.3 Meéthode d’analyse non-linéaire

Comme dans le Chapitre précédent, on propose donc une méthode d’analyse statique en se
reposant sur la notion de satisfaction substitutive de profil. Une telle méthode doit donc pouvoir
étre appliquée de facon systématique, sans nécessiter l'instanciation des membres gauches et
droits de chaque régle via une potentielle infinité de substitutions valeurs.

En effet, comme pour la notion de satisfaction d’origine (Définition , la satisfaction par
substitution dit qu’une régle satisfait un de ses profils si et seulement respecter la pré-condition
exprimée par le membre gauche du profil implique de respecter la post-condition décrite par
son membre droit. Comme précédemment, on se reposera donc sur le mécanisme d’aliasing pour
inférer les contraintes d’instanciations des variables.

Cette méthode d’analyse fonctionne ainsi de fagon trés similaire a celle proposée dans le
Chapitre précédent. Cependant, dans le cas de la sémantique substitutive, prendre en compte
les contraintes de corrélation, entre les différentes instances d’'une méme variable, rend difficile la
construction d’un motif constructeur servant d’équivalent sémantique aux termes considérés. On
propose donc de s’abstenir de ’étape de construction de I’équivalent sémantique et on proposera
donc un mécanisme de décision permettant de conclure quant a la satisfaction sans utiliser
d’équivalent sémantique. La méthode se présente donc en deux étapes :
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e Une étape d’inférence, basée sur le mécanisme d’aliasing, des substitutions considérées par
la notion de satisfaction de profil ;

e Une étape de calcul des sémantiques permettant de vérifier les propriétés d’Exemption de
Motif.

On présente dans un premier temps comment le mécanisme d’aliasing permet l'inférence pour
un systéme non-linéaire.

5.3.1 Inférence dans les systémes non-linéaires

Pour pouvoir vérifier quune régle de réécriture f'7 (Isy, . . ., Is,) — s satisfait par substitution
un profil p; * ... % p, —p € P, on veut caractériser les substitutions ¢ considérées en construisant
des versions aliassées des motifs Is;. En effet, on cherche a inférer les contraintes d’instanciations
telles qu’on ait ¢(ls;) exempt de p;, pour tout i € [1,n]. On peut donc s’inspirer de "approche
présentée dans la Section [£.3] pour encoder I’ensemble de ces substitutions, en remarquant que,
comme les substitutions ¢ considérées sont des substitutions valeurs, on a ¢(Is;) € [ls;] N [xs/] =
[ls; x x57'] (avec x5, une variable fraiche).

La notion de version aliassée des motifs Is; permet en effet de donner une caractérisation des
substitutions valeurs en inférant les contraintes sur les variables du motif :

Lemme 5.20. Soit A une version aliassée d’un terme | € T(C,X), pour toute substitution
valeur s telle que (1) € T(C), on a<(l) € [A] si et seulement sis(z) € [Aag], pour toute variable
xz € Var(l).

Démonstration. Soit A une version aliassée d’'un terme [ € T(C, X), et une substitution valeur
¢ telle que (1) € T(C). Par définition, ¢(I) € [A] si et seulement si il existe une substitution o

telle que A % ¢(1). On prouve alors par induction sur la forme de | que pour toute substitution
oona = (1) si et seulement si, pour tout = € Var(l), Aay X s(x).
Sil=x,€ X, alors A\ =z Q¢ et on a donc Aa, = t, pour toute substitution o, A = (1) si

et seulement si ¢t =< ().
Sil=c(li,...,ly) avec ¢ € C", alors A = ¢(A1,...,\,) avec \; une version aliasée de [; pour

tout ¢ € [1,n]. Par induction, on a pour tout i € [1,n], pour toute substitution o, \; X ¢(l;) siet

seulement si, pour tout x € Var(l;), Niag X ¢(z). On prouve les deux implications séparément :

e On considére une substitution o telle que A =X ¢(1). Par définition, pour tout i € [1,n],
A X ¢(l;). Donc, par induction, on a, pour tout i € [1,n], pour toute variable = € Var(l;),
Niaw = ¢(x). ¢(x) € [Miaz]- De plus, pour tout x € Var(l), par construction on a Aa, =
IL;\iaz avec i € [1,n] tel que x € Var(l;). On a donc, pour tout = € Var(l), Aay X s(z).

e On considére o telle que, pour tout = € Var(l), Aiay X ¢(x). s(z) € [Aax]. De plus, pour
tout € Var(l), par construction on a Aa, = II;\ja, avec i € [1,n] tel que x € Var(l;).
Donc, pour tout ¢ € [1,n], pour tout = € Var(l;), Niax % ¢(x). Par induction, on a pour
tout i € [1,n], \; X ¢(l;), donc A X s(1).

Si¢(l) € [A], il existe donc une substitution o telle que, pour tout z € Var(l), Aay X (),

d’ou ¢(x) € [Aaz]-

On suppose maintenant que pour tout = € Var(l), ¢(x) € [Aaz], i-e. il existe une substitution

o telle que Aag % ¢(z). Par définition de la version aliassée A de [, on a pour toute variables
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z,y € Var(l) distinctes, MV(Aaz) N MV(Aay) = 0. Donc, en notant o := {y — o0,(y) | = €

Var(l),y € MV(Xaz)}, on a, pour tout = € Var(l), Aay X ¢(x). Par conséquent, on a A X (1),
et on peut donc conclure que ¢(1) € [A]. O

En utilisant ce Lemme, on peut donc inférer les contraintes induites par la pré-condition de la
satisfaction 5ubstitutive de profil sur les variables de la régle en utilisant le systéme R, présenté
en Figure pour exprlmer les conjonctions Is; X zs" comme une somme de versions aliassées

de Is; (Proposmon 4.13]).

Exemple 5.10. On reprend l'algébre de termes définie par la signature X,; considérée dans
UEzemple[3.7 et on étudie la régle de réécriture suivante

ple(z,y)z) — c(y,y)

ot le symbole défini @'F : S1 % S2 + S1 est annoté avec P = {c(a,b) * b > b}.

Pour vérifier que cette régle préserve la sémantique substitutive, il faut vérifier qu’elle satisfait
par substitution le profil c¢(a,b) * b — b. On infére donc les contraintes d’instanciation des
substitutions valeurs ¢ respectant la pré-condition du profil, i.e. telle que s(c(x,y)) est une valeur
exempte de c(a,b) et ¢(x) est une valeur exempte de b. En utilisant le systéme R, on obtient :

(e(z,y) x zlgf(a’b),x X ZQS_ZbD m = (c(z@ (23526((1 -0) \ a),y @ zqg C( )) xQz §2|)
+(c (.I‘@ngz( P ya(z ;ab)\b ),z @ 2557)

On a donc [(c(z,y) x zlglc(a’b),x X 22§2bD]] = [MJU[N?] avec A' = (c(z @ (235, c(e,b) \a),y@
z4§26(a’b)),:z: @ 22§2b|) et A2 = (c(z @ 23g2c(a’b),y Q (zg c(a \ b)),z @ 2252[) Done, pour toute
substitution valeur s telle que s(c(x,y)) est une valeur e:cempte de c(a,b) et ¢(z) est une valeur
ezempte de b, s((c(z,y),z)) € [M] ou s(le(z,y),z)) € [M]. De plus, on peut vérifier que
A, = ( 3S2C(a b) \ @) X zag) est réduit & L par R, done, d’apres le Lemme [AY] = 0. On peut
donc conclure, avec le Lemme que s(z) € [[22§2b]] et <(y) € [zq, (o] \ )], ce qui permet
d’encoder les contraintes d’instanciation par la substitution 00N

(e(@,y),a)

Les contraintes d’instanciation des variables du membre gauche sont ainsi inférées sous
la forme d’une substitution U%s)l\,.u,lsnl) aliassant les variables avec un motif quasi-symbolique.
Appliquer ces contraintes au membre droit 7s de la régle donne alors une versions aliassée
p = J(]@ls)l‘ D(rs) de rs. Afin d’exprimer la post-condition & vérifier sur le terme ainsi inféré

en utilisant la sémantique, on étend la notion de sémantique substitutive pour de tels motifs :

Définition 5.10 (Sémantique substitutive étendue). Soit T une version aliassée d’un terme
t e T(F,X), on définit la sémantique substitutive de T par :

[7]s = Lg[[ﬂ]g

avec ¢ une substitution valeur telle que s(x) € [Taz], pour toute variable x € Var(t).

Grace a la Proposition on peut alors vérifier la satisfaction de profil en calculant, via le
systeme R, l'intersection de la sémantique profonde de la forme inférée du membre droit de la
régle considérée avec la sémantique close du membre droit du profil considéré :

Proposition 5.21. Soit une régle ls — 1s avec ls = f' (Is1,...,lsp), et un profil m = py * -+ *
pn—=p € P. On note v = (ls1 X 2157 5+, 8y X 2ps?™) I, et on a :
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e siv=_1 alors la régle satisfait par substitution le profil w;
e sinonv = (AL, .. AL+ (N2, N2) 4+ o+ (AT, N avee chaque )\g,j € [1,m] une
version aliassée de ls;,i € [1,n], la régle satisfait par substitution le profil m si et seulement
st, pour tout k
» soit il existe x € Var(ls) telle que (A¥, ..., N)ay Jm= L ;
> soit [[U@(])\-l-;ls’D (rs)]s C [zs7].
Démonstration. Soit une régle Is — s avec Is = fiF(Isy,...,Is,) , et un profil 7 = py % --- *
pn—p € P. On note v := (ls1 X 2157, -+, I8 X Zps ™) s
Si v = (), comme la Proposition garantit que le systéme R préserve la sémantique, il
existe k € [1,n] tel que [lsg x 25, "] = 0. Donc, pour toute substitution valeur g, ¢(Isx) n’est pas
exempt de pp. Par conséquent, la régle satisfait par substitution le profil .
On considére maintenant que v = (A}, ... AL) + (A2, ..., A2) + -+ (AT, ..., ™)
e On buppObe que pour tout k € [1,m] soit il existe x € Var(ls) telle que (A}, ..., M) a, In=
1, soit [[U - B;D"D(rs)]] s C [#57]. On considére une substitution valeur ¢ telle que ¢(ls;)
est exempt de pi, pour tout ¢ € [1,n]. D’aprés la Proposition le systéme R préserve la

sémantique, donc il existe k € [1,m] tel que pour tout i € [1,n], ¢(Is;) € [A¥]. D’aprés le

Lemme|[5.20} on a donc ¢(z) € [[a(%s(]l/\l’ N ( )] # 0 pour tout & € Var(ls). Par préservation

de la sémantique, on a donc (A}, ..., )\fl[)@x Im# L pour tout x € Var(ls) et par définition

de la sémantique substitutive étendue, on a alors [rs]. C [[J((]iql)‘l’ o) D(rs)]] Par conséquent,

@(]>‘17 7)‘ D
T
e On suppose que la régle satisfait par substitution le profil, et on considére k € [1,m]. Par
Q(Ak,...,\E)

définition de la sémantique substitutive étendue, on a [[0 Ve (rs)]] s = U] avec ¢

une substitution valeur telle que (z) € [(\}, ..., \E)aq]. D apres le Lemmen on a donc
s(Is;) € [A¥] pour tout i € [1,n]. De plus, d’apres la Proposition |5.4} le systéme R préserve
la sémantique, donc pour tout i € [1,n], on a [A¥] C [z57], d’ou c(lsl) exempt de p;. Par
satisfaction de profil, on a alors 7s exempt de p modulo []c, i.e. [rs]c C [z57]. On a donc
bien [[U 1ls ”D(ns)]]S C [zs7].

(rs)]s € [z5 7], et, par définition, rs est donc exempt de p modulo []..

O

Exemple 5.11. On reprend l'algébre de termes définie par la signature ¥, et la régle de réécri-
ture suivante considérées dans I’Exemple

o(e(z,y),x) — c(y,y)

ot le symbole défini ©'F = S1 % S2 — S1 est annoté avec P = {c(a,b) * b — b}.
On avait montré dans I’Exemple précédent, qu’on a

—c(a,b
(]C(.%,y) X 2151( )
avec A = (c(x @ (23§2C(a’b) \ a),y @ zyq, o )) r Q@ zq, ’) et A2 = (c(z @ 235_2€(a’b), y @ (Z4§2C(a’b) \
b)),z @ 22§2b[).
Comme [AY] = 0, d’apres la Proposztwn n la reégle satisfait par substitution le profil
c(a,b) * b — b si et seulement [p]s C [[x51]] avec p = 0@2‘; Y) mD( rs). On a donc p = c(y @
(24520 a:b) \b),y @ (24 C a:b) \ b)), dou [p]s = {c(a,a)} C [[:USlb]]. On peut donc conclure que la
régle satisfait par substztutzon le profil.

LT X 2057 b= AL 4+ N2
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Dans le cas général, comme le membre droit rs de la régle considérée peut contenir des
symboles définis, vérifier qu'on a la post-condition [p]s C [z5”], avec p une version aliassée de rs
obtenue par inférence, est un probléme assez compliqué. On proposera par la suite une procédure
de décision permettant d’affirmer ou d’infirmer une telle relation.

5.3.2 Evaluation de sémantique par contexte

Etant donnés une régle de réécriture Is — 75 et un profil p; * --- % p, +— p, on a montré,
grace a la Proposition .21} que pour établir que la régle satisfait par substitution le profil, il faut
vérifier que pour une certaine version aliassée p de s, on a [p])s C [#57], i-e. que [p]s\ [zs 7] = 0.
On cherche donc & montrer que pour toute valeur v € [p]s, on a v € [x57], i.e. v est exempte
de p. Si au contraire, on peut expliciter une valeur v € [7]5 telle que v n’est pas exempte de p,
la satisfaction du profil sera réfutée.

Afin d’expliciter I'existence d’une telle valeur, on introduit la notion de contexte d’évaluation
qui permet de simuler ’évaluation de la sémantique substitutive d’un tel terme pour en construire
les valeurs :

Définition 5.11 (Contexte d’évaluation). Etant donné un terme t € T(F,X), on dit qu'un
ensemble d’associations I' est un contexte d’évaluation de t si et seulement si :

e pour toute variable x € Var(t), il existe une unique association x — p € I', avec p un motif.

e pour toute position w € Pos(t) telle que t|, = ©F(ty,...,t) avec ¢ € D, il existe une
unique assoctation ty, — p € I', avec p un motif.
De plus, on dit que T' est un contexte d’évaluation valeur si et seulement si, pour toute

association u— p € I', p est une valeur.

On peut alors évaluer la sémantique substitutive d’un terme en fonction d’un contexte donné :

Définition 5.12. Etant donnés un terme t € T(F,X), et I" un contexte d’évaluation de t, on
appelle évaluation de la sémantique substitutive t suivant T, noté [t]L, I’ensemble défini par :

e si I est un contexte d’évaluation valeur, [t]L est le singleton défini par :

> [c(t, ... ta)]E = {c(vi,...,v,)} pour tout ¢ € C, avec [t;]L = {v;}, pour tout i €
[1,n];

> [o(te, ... tn)]L = {v}, pour tout ¢ € D, avec o(t1,...,t,) —v el ;
» [z]L = {v}, pour tout x € Var(t), avec x — v €T';

o sinon, [t] = Up [t]L avec TV un conteste d’évaluation valeur tel que pour toute association
urp €T, il existe v € [p] tel que u— v €T,

Etant donnée T une version aliassée de t, on dit que T est évaluable par T' si et seulement
pour toute association u—r €l :

o siu=ux € Var(t), alors [r] C [ra.] ;

o siu= @l (uy,...,uy) avec p € D", alors, pour tout II C P tel qu’il existe (v1,...,v,) €
[Qu1, ..., un)]t avec T = {py * -~ * p, = p € P | Vi € [1,n],v; est exempt de p;}, on a
[7] €[] avec TI" = > q.

p1*--*pp — qELL

Pour une version aliassée d'un terme de ’algébre, chaque valeur de sa sémantique peut étre
retrouvée par évaluation suivant un contexte :
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Proposition 5.22. Etant donnée une version aliassée T d’un terme t € T(F,X), v € [7]s si et
seulement si il existe T', un contexte d’évaluation de t, tel que T est évaluable par T' et v € [t]L.

Démonstration. Soit T une version aliassée d’un terme t € T (F, X'), on prouve par induction sur k
le nombre de symboles définis dans ¢ que pour toute substitution valeur ¢ avec Var(t) C Dom(s),
on a v € [t] si et seulement il existe un contexte d’évaluation valeur I tel que v € [t]L avec :

e x—¢(x)el;
e pour toute association ¢ (uy, ..., u,) — w avec ¢ € D", w est exempt de b7 (w1, ..., wy)
ott [(ut, ..., un)]t = {(w1,...,wa)}.
Sik=0,onateT(C,X) et on montre par induction sur la forme de ¢ que [t]c = {s(t)} =
[t]5 -
e sit =x € X, pour toute substitution valeur ¢ et pour tout contexte d’évaluation I' avec
z+¢(z) €T, on a donc [t]. = {s(x)} = [t]L.
e sit=c(ty,...,t,), pour toute substitution valeur ¢ et pour tout contexte d’évaluation I'
avec x +— ¢(z) € T, on a, par induction, [t;]c = {c(t;)} = [t;]} pour tout i € [1,7n]. Donc
[t] = {<(t)} = [t]5-
L’équivalence est donc vérifiée.

On considére maintenant k& > 0 tel pour tout terme u € 7 (F, X') ayant strictement moins de
k symboles définis I’équivalence est vérifiée.

e soit v € [t], i.e. il existe une position w € Pos(t) avec ), = ©F(ty,...,t,) oit ¢ € D™ et
ti € T(C,X) pour tout ¢ € [1,n], et une substitution valeur ¢’ avec ¢'(z) = ¢(x) € [ra]

pour tout z € Var(t), telles que v € [t [tw 25 0 } Jor ot 25 ¥ est une variable fraiche avec

p:=0F (s(t1),...,s(tn)) et ¢’(25 ) est exempt de p. En notant, u =t [t|w — z], on a donc
v € [u]o, et par induction, il existe un contexte d’évaluation valeur I' tel que v € [r]L
avec z + w € I', ot w est exempt de p. En notant I := {t,, = w} UT, on a donc
ve [t]Y =[] et [(tr, ... ta)]t = {(s(t1),...,s(t,))}. Par conséquent, I'implication
directe est bien vérifiée.

e Le raisonnement inverse donne 'implication indirecte.

Si v € [7]s, par définition, il existe une subtitution valeur ¢ avec ¢(z) € [ra.], telle que
v € [t]c. On a donc bien un contexte d’évaluation I tel que 7 est évaluable par T et v € [¢]L.

On suppose maintenant qu’il existe un contexte d’évaluation I tel que 7 est évaluable par I'.
Soit v[t]}, par définition il existe un contexte d’évaluation valeur I avec pour toute association
u—wel welp]onu—pel,tel que v € [t]!". De plus, comme 7 est évaluable par T,
pour toute association ¢ (u1,...,u,) — p € T, on a [p] C [z57] ott ¢ = >F (wy,...,w,) avec
{Qw1, ..., wa)} = [Qui, ..., un)]Y C [(u1, ..., un)]E. Donc il existe une substitution valeur ¢ telle
que v € [t]¢, avec z — ¢(z) € I pour tout = € Var(t), d’ou ¢(z) € [Ta,]. Par conséquent, on a
bien v € [t]c C [7]s. O

Afin de construire un contexte d’évaluation permettant de prouver ou de réfuter I'existence
d’une valeur ne vérifiant pas certaines propriétés d’Exemption de Motif dans la sémantique du
terme obtenu par inférence, on utilise la procédure de décision présentée dans la Figure [5.1

La procédure de décision cherche donc & construire un contexte d’évaluation d’un terme de
I’algébre en imposant des contraintes & ses variables. En partant d’une version aliassée du membre
droit de la régle considérée, on peut ainsi générer un contexte exprimant les contraintes induites
par le non-respect de la post-condition du profil.
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Axiomes et conjonction

(Ay) (Ax)

zu\zg [z Qul\ [z # 0 z= (uxg)In \LF[zQ@u]snq] #0

Iep I'oE P,
I'"nNhyE P NP

(N)

Décision constructeur

T E [t \ [259] # 0 () T E[a(ty,. .. tn)]s N [g] #0
TE oty . t)]s \ [T #0 TE [a(ty,... t)]s \ [259] # 0

'k [[a(tla s 7tn)]]8 N [[ql]] 7&0
CE[alty,. .. tn)]s N g+ g2] # 0

(c¥)

(o

LE A [ti]s 0[] # 0 T E AL [t]s N[z ] #0

TE [a(ty,. . ta)]s N [a(qr, .- qn)] # 0 (C) TE[a(ty,. .. .to)]s N[zs ] #0 (C)
avec o € C
Décision symbole défini
Iz =\ S E Ancp((Viei[tils \ [z # 0) v ([2 @ y7 7]\ [037] # 0)) (F\)
Ti@(tr, . tn) = 7\ S [P (b1, t)]s \ [ ] # 0 \
Dizer r\ S Ancp((Vin [l \ 551 20 v (=05 T 0 Tl £8) 1
T o(t, o t) = 7\ S E [P (t1, - ta)]s N [q] # 0 8
avec II" = > q et 11, = 2 Dj
p1*--kpp > €Il p1k--*kpp > q€IL

FIGURE 5.1 — Procédure de décision pour construire un contexte d’évaluation suivant des
contraintes d’Exemption de Motif sur les termes non-linéaires

Les axiomes (A\ ) et (A ) expriment ainsi que, si les contraintes d’instanciation de la variable
sont satisfaisables, i.e. si la sémantique du motif associé & la variable par le contexte est non-
vide, on peut toujours vérifier I’existence d’une valeur satisfaisant la propriété considérée. Ici, les
prédicats que I'on cherche a vérifier sont généralement de la forme [p]s \ [z5?] # 0 avec p une
version aliassée du membre droit rs € T (F, X) de la régle, et ¢ un motif additif linéaire et régulier.
La vérification d’un tel prédicat peut se traduire en un prédicat de la forme [p]s N [¢] # 0, dans
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le cas ot le motif ¢ considéré filtre, en téte, I'instance correspondante de rs. On a donc un axiome
pour chacune des formes de prédicats considérées, qui générent des contraintes d’instanciation de
la variables sous la forme d’associations x + r\ S avec r une somme de motifs quasi-symboliques
linéaires et S une somme de variables annotées, i.e. S =) 4€Q x5 pour un certain ensemble @
de motifs additifs linéaires et réguliers. Ces contraintes décrivent ainsi un contexte d’évaluation
qui est propagé par le reste des régles de dérivations.

La régle de fusion des contextes d’évaluation (A) exprime qu’étant donnés un contexte d’éva-
luation I'y permettant de vérifier un prédicat P; et un contexte d’évaluation I's permettant de
vérifier un prédicat P, la fusion I'1 M I’y des contextes, si toutes les contraintes d’instanciation
qu’elle exprime sont satisfaisables, permet de vérifier la conjonction des prédicats. Pour cela, on
définit la fusion de I'y et I's par la conjonction des contraintes d’instanciation :

nly = {u—=r\S|lu—r\Selfu—r\S eIy}
U{ursr\S|urr\Selyfu—r\S el}
Ufur (r1 xre) Iy \(S1+ 52) |[u—r1 \S1 €1 Aur 1o\ Sy € Iy}

La procédure de décision fonctionne ensuite de maniére inductive sur la forme de la version
aliassée p considérée.

Pour un terme ayant un symbole constructeur comme symbole de téte, il existe une valeur
de sa sémantique non-exempte d’un certain motif ¢, si et seulement si la non-Exemption de
Motif peut se vérifier a sa racine ou dans un de ses sous-termes. La régle (C‘\) exprime ainsi

I’application de la contrainte sur le ¢"*¢ sous-terme, tandis que (Ci«) exprime ’application de

la contrainte & la racine. En appliquant la contrainte & la racine, on cherche une valeur de la
sémantique filtrée par ¢, ce qui s’exprime par un prédicat de la forme [p]s N [¢] # 0. On vérifie
alors ces prédicats par induction sur g avec les régles (C;t), (CX), et (C%), o la premiére
exprime la décomposition sur 'opérateur de disjonction de motifs +, tandis que les deux autres
expriment les régles de filtrage sur un motif constructeur et une variable, respectivement.

Pour un terme ayant un symbole défini comme symbole de téte, la régle (F\) exprime la
contrainte d’évaluation en fonction des profils de ’annotation du symbole défini : pour chaque
combinaison de profils, soit la combinaison de profils n’est pas satisfaite par 1’évaluation consi-
dérée, soit la propriété résultante des post-conditions des profils ne permet pas de satisfaire le
prédicat. De fagon similaire (Fx) exprime la méme relation pour la forme conjonctive de pré-
dicat. On peut également observer que ces régles résultent aussi en une contrainte d’évaluation
du terme considéré, inférée via l'utilisation d’une variable fraiche z. En effet, il est nécessaire
de vérifier que les contraintes considérées localement sont compatibles avec d’autres contraintes
imposées & d’autres potentielles occurrences d’'un méme sous-terme dans le membre droit de la
régle.

Enfin, lorsque toutes les contraintes d’instanciation données par le contexte sont satisfaisables,
la procédure de décision permet de vérifier I’existence d’une valeur non exempte d’un certain profil
dans la sémantique de la version aliassée considérée :

Proposition 5.23. Etant donnés une sorte s € S, une version aliassée T d’un termet € To(F, X)
et ¢ un motif additif régulier et linéaire, on a [7]s\[xs 1] # 0 si et seulement il existe T' un contexte
d’évaluation de t tel que :

o il existe une dérivation vérifiant T E [7]s \ [zs %] #0;

e pour toute association w— r\ S €T, [r]\ [S] # 0.

Démonstration. Soient une sorte s € S, une version aliassée 7 d'un terme ¢t € T (F, X)s et ¢ un
motif additif régulier et linéaire.
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Dans un premier temps, on considére I' un contexte d’évaluation de ¢ et P une conjonction
de prédicats de la forme [7]s \ [zs?] # 0 ou []s N [¢] # 0, tels qu’il existe une dérivation
vérifiant I' E P. On prouve par induction sur la dérivation que 7 est évaluable par I" et qu’on a
[t)L € [7]s \ [#5 7], respectivement [t]L C []s N [q], pour chaque prédicat de P.

e pour les axiomes (Ay) et (Ay), avec I' = {z — u\ 257}, on a [z]} = [u\ 2] =
[x@Qu] s\ [z5 1], et respectivement, par préservation de la sémantique de R (Proposition ,
avec I' = {z > (ux q) Iz \ L}, on a [z]5 = [(u x ¢) I \ L] = [u x q] = [z @u]s N [q].

e pour la régle de fusion (A), 'induction et la préservation de la sémantique de R (Propo-
sition donne directement que pour chaque prédicat [7]s \ [zs 7] # 0, respectivement
[7]s N [[q]] # (0, de P A Py, T est évaluable par T et [t]} C [7]s \ [zs ], respectivement
1! €[], [

e pour (Ci«), on observe que pour toute valeur v € [7]s telle que ¢ < v, v n’est pas exempte
de q, i.e. [7]s N [q] C [7]s \ [xs“]. Donc par induction 7 est évaluable par T' et [t]L C
SRy

e pour (Ci\), par induction et avec Proposition|5.22} on a [t]} C [7]s, et [t:]L C [7:]s \ [zs]
Donc pour tout v € [e(ty,...,t,)]L, on a v = c(vy,...,v,) avec v; ¢ [v5,7], i.e. v; non-
exempt de g. Par conséquent v est également non-exempt de ¢, et on a donc bien ﬂt]]g -
[7]s \ [=].

e pour (C%), par induction et avec Proposition 7 est évaluable par T' et on a [t]} C
[l = 7). N 5.

e pour (C%), par induction, on a pour tout i € [1,n], 7; est évaluable par I' et [#;]L C
[7ils N [@:]. Donc 7 est évaluable avec I' et, avec les Propositions [3.8] et [5.22] on a bien
[t < [7]s N lal.

e pour (C;t), on rappelle, qu’avec la Proposition , on a [q1 + q2] = [¢1] U [g2], d’ou
[7]s N [a] € [7]s N [¢1 + ¢2]- Donc, par induction, 7 est évaluable par I' et on a bien
[E € [, 1 [

e pour (F\), par induction, on a 7; est évaluable par I" pour tout i € [1,n], et, pour tout
IT C P, soit il existe j tel que [¢t;]L C []s \ ﬂx%néﬂ, soit [r\ S] C [z7'] \ [z57]. Or,
pour tout profil IT C P tel qu’il existe (v1,...,va) € [(t1, ..., ta)]L avec TT = {py * -+ *
pn — p € P | Vi€ [l,n],v; est exempt de p;}, on a, pour tout i € [1,n], v; € [t;]} et
v; € [[:E;Hi]] Donc, pour de tels profils II, dont I'ensemble vide, [t;]} & [t:]s \ [[$;Hi]] d’ou,
[*\S] C [\ [#57]. On a donc [r\ S] N [z59] = 0 et d’aprés la Proposition
[t]Y = [\ S] C [7]s. On a donc bien 7 évaluable par T et [t]L C [7]s \ [=5 7]

e De méme, 'induction est également vérifiée pour (Fy).

La propriété est donc vérifiée par induction, et s’il existe I' un contexte d’évaluation de ¢ et une
dérivation vérifiant T' F [7],\ [x5 7] # 0, alors on a [t]} C [r]s\ [xs ?]. Si, pour toute association
ursr\SeT, [r]\ [S] # 0, on a donc [t]} # 0, dou [7]s \ [zs 7] # 0.

On montre maintenant par induction sur la forme de ¢ que pour tout contexte d’évaluation
valeur I de t tel que 7 est évaluable par I et [t]L C [7]s\ [ U], respectivement [t]-" € []sN[q],
il existe I' un contexte d’évaluation de ¢ tel qu'il existe une dérivation vérifiant I' F [7]s\ [z5 /] #
(), respectivement T' £ [7]s N [q] # 0, et que pour toute association u — r\ S € T, il existe
v € [r\S] tel que ur— v el

e pourt=z € X,onat=xQ@u. Avec les axiomes (Ay) et (Ax), on adonc z +— u\ x5! F

[x Qu]s \ [xs 9] # 0, respectivement x — (u x q) | \ L F [z @u]s N [q] # 0. De plus par
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5.3. Méthode d’analyse non-linéaire

définition, avec I' = {z + u \ 25}, on a [z]} = [u\ z5] = [z @ u]s \ [257], et, par
préservation de la sémantique de R (Proposition [5.4), avec T' = {z — (u x ¢) Ix \L}, on
a [o]§ = [(ux q) dot \L] = [ux ¢] = [= @ u]s N [q].

e pour t = c(t1,...,t,), on a 7 = ¢(71,...,T,) avec, pour tout i € [1,n], 7; une version
aliassée de t;.

» On a pour tout contexte d’évaluation valeur I de ¢ tel que [t] C [7]s N [q], [t]- =
{e(vi, ... vn)} avee {v;} = [t:]L C [r]s pour tout i € [1,n], et ¢ =< ¢(vy,...,v,). On
procéde alors par induction sur la forme de g :

— pour ¢ = z;+, on a alors, pour tout i € [1,n], v; € [r]s = [n]s N [x;]. Par

induction, pour tout i € [1,n], il existe donc I'; tel qu'il existe une dérivation
vérifiant T'; F [7;]s N [[:L’;J']] # () et que pour toute association u — r\ S € T, il
existe v € [r\ S] tel que u — v € IV. Donc, en notant I' =T'1 M ---MT,, via la
régle (A), on a une dérivation vérifiant I' E [r;]s N [z5 1] # 0, et, par préservation
de la réécriture via R, pour toute association u — r\ S € I, il existe v € [r\ 5]
tel que u— v e I".

— pour ¢ = ¢(q1,-..,qn), on aalors, pour tout i € [1,nl], v; € [1i]s = [i]sN[q]. Avec
le méme raisonnement, on peut construire un contexte d’évaluation I' vérifiant la
propriété voulue.

— pour ¢ = q1+¢qa, on a alors [t]L C [r]sN[q] ou [t]L" C [r]sN[gz2]. Par induction
sur la forme de g, il existe donc un contexte d’évaluation I' vérifiant la propriété
voulue.

» On a pour tout contexte d’évaluation valeur IV de ¢ tel que [t]L € [7]s \ [=59],
[tY = {c(v1,...,v0)} avec {v;} = [t:;]L" C [r]s pour tout i € [1,n], et comme v :=
c(vy,...,v,) nest pas exempt de g, il existe une position w € Pos(t) telle que ¢ < v.
Siw =¢,0naqg—<<v, et comme dans le cas précédent, on peut construire un contexte
d’évaluation T" tel qu’il existe une dérivation vérifiant T' F [7]s N [¢] # 0, donc avec la
régle (Ci«), onal E [7]s\ [zs 7] # 0. Sinon w = j.w' avec j € [1,n], et on a alors

It15 €= [7]s \ [s,7]. Par induction, il existe alors I' tel qu'il existe une dérivation
vérifiant T E [75]s \ [x5,%] # 0, done, avec la régle ( ‘\), onal E[r]s\ [zs 7] # 0.

o pour t = P (t1,...,t,), on a1 =F(r,...,7,), avec, pour tout i € [1,n], 7; une version
aliassée de ;.

» On considére un contexte d’évaluation I de t tel que [t]L" = {v} C [7]s \ [=5].

On note {(v1,...,va)} = [(71,--., )]} et comme 7 est évaluable par I, on a v

exempt de p := ¥ (v1,...,v,) et pour tout II C P tel que pour tout i € [1,n]
v; € [[ﬂzs_iné]], on a [z; 1] C [25*]. On note 7 := [[[z; ] avec II C P tel que pour
tout i € [1,n] v; € [[x;Hé]], et avec les régles (A\) et (A), on a donc une dérivation
vérifiant z +— 7\ 25 F vz @y 1] \[[xs_q]] #0, et v € [r\ x5 ). Pour tout II C P
tel qu’il existe j € [1,n] avec v; ¢ [[a:sj ]] par induction, il existe alors I'ry tel qu’il

existe une dérivation vérifiant I'ry E [75]s \ [[a:sj 7] # 0, et que pour toute association
u— r\S €Ty, il existe v € [r\ 5] tel que u — v € I'. On note donc I" := [ 'y via

—1Itt
la régle (A), on a une dérivation vérifiant I' E A (VI [7i]s \ [[xsinlﬂ #0,avec II C P
—TIt
tel qu'il existe j € [1,n] avec v; ¢ [xs, ’], et, par préservation de la réécriture via R,

pour toute association u +— '\ S € T, il existe v € [r'\ S] tel que u +— v € T". Enfin,

123



Chapitre 5. Analyse de systémes non-linéaires

on fusionne les dérivations avec (A), et on applique (F\) pour obtenir une dérivation
vérifiant T; 7 7\ 257 F [7]s \ [25 7] # 0.
» Le méme raisonement permet de vérifier 'induction pour le prédicat [7]s N [q] # 0.

La propriété est donc vérifiée par induction, et s’il existe v € [7]s \ [xs 7], respectivement v €
[7]sN[gq], d’apres la Proposition , alors il existe un contexte (valeur) IV tel que 7 est évaluable
par T' et [t]1" C [r]s \ [5 9], respectivement [t]1"[7]s N [g]. Tl existe donc T' un contexte
d’évaluation de ¢ tel qu'il existe une dérivation vérifiant T' E [7]s \ [zs 7] # 0, respectivement

rE [r]s 0 [g] # 0. 0

Etant donnée 7 une version aliassée d'un terme t € T(F,X), cette procédure de décision
permet donc, pour tout motif additif linéaire et régulier ¢, de construire un contexte d’évaluation
évaluant 7 tel que toute valeur de I’évaluation de ¢ suivant I' n’est pas exempte de g. Si cette
évaluation est non-vide, i.e. si la sémantique de toutes les association de I' est non-vide, on peut
ainsi vérifier l’existence d’une valeur non-exempte de ¢ dans la sémantique [7]s. Inversement,
comme il n’y a qu'un nombre fini de dérivations possibles vérifiant [7]s \ [z5 7] # 0, si aucune
dérivation ne fournit un contexte d’évaluation de ¢ dont la sémantique de toutes les associations
est non-vide, on peut alors conclure que 7 est exempt de ¢ modulo []s.

Exemple 5.12. On considére [’algébre de termes définie par la signature ¥, présentée dans
’Ezemple ainsi que les symboles définis et le systéme R introduit dans I'Ezemple[5.4 On
rappelle notamment que le symbole h'Fr est annoté avec P, = {b * L +— c(a,b), L * a
c(a,b)}.

On peut maintenant utiliser la procédure de décision pour vérifier que, comme montré dans
UEzemple[5.7, h(x, ) est bien exempt de c(a, b) modulo [[s. On considere la version aliassée de
h(z,x), et on observe qu’il n'existe qu’une seule dérivation vérifiant [h(x Q ys_j,x Q@ ys_j)]]s \

xglc(a,b)]] ?’é@ .

A A A
Do N2 0 a5 \ 26" " F [2 @y 1o\ [25°] # O A [2 @y, 1o\ [25,)] # 0 A [z @y [\ [, 7] # 0 (F\)

Lo NI h(z,2) = a5 \ 2" F 074 (@ G yg", 2 @ g )]s \ oy ] # 0
Avee Ty = {x = yg;- \ags} et I = {z > yoz- \agr }, doa T, NI = {2 = yoi- \ (v +a5)) }-
Comme [[yS_ZL]] = {a, b}, on a clairement [[ys_;]] \ [rsy + x§26]] = (). Donc on peut conclure que
[h(z,z)]s \ [[acglc(a’b)]] =10, i.e. h(z,x) est exempt de c(a,b) modulo []s.

Dans I'exemple précédent, on a facilement pu observer que la contrainte d’instanciation ex-
primée par ’association du contexte d’évaluation n’était pas satisfaisable. Dans le cas général, la
procédure de décision génére des contraintes d’évaluation sous la forme d’associations u +— r\ S
avec r une somme de motifs quasi-symboliques linéaires et S une somme de variables annotées.
On propose dans la sous-section suivante de vérifier la satisfaisabilité d’une telle contrainte en
vérifiant que la différence de sémantiques [r] \ [S] est non-vide.

5.3.3 Satisfaction de contraintes d’évaluation

Afin d’établir la satisfaction d’un profil, la procédure de décision présentée permet donc
d’exprimer la post-condition du profil sous la forme de contraintes d’instanciation du membre
droit de la régle considérée. Ces contraintes sont décrites par un contexte d’évaluation contenant
des associations u — 7\ > 4€0 xs 1, et sont donc satisfaisables si et seulement si la sémantique

[\ quQ x;q]] est non-vide.
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Vérifier la satisfaisabilité de ces contraintes revient donc & démontrer I'existence d’une valeur
v € [r] non-exempte de g, pour tout ¢ € (. On propose donc d’utiliser la notion de graphe
d’atteignabilité, dont la construction est présentée en Section [4.1], pour construire une telle valeur.
En effet, les nceuds composant le graphe d’atteignabilité de r permettent d’exprimer la forme de
tous les sous-termes de sa sémantique, et donc de vérifier I’existence d’un sous-terme filtré par
chaque motif g € Q.

La représentation graphique de la forme des sous-termes fournie par le graphe d’atteignabilité
permet ainsi de partitionner les contraintes considérées, entre celles qui s’appliquent directement
et celles qui s’appliqueront récursivement :

Lemme 5.24. Etant donné une sorte s € S, un motif quasi-symbolique linéaire p, un graphe
G = (V, E) d’atteignabilité de p et un ensemble fini Q) de motifs quasi-additifs linéaires et régulier.
On a [p]\ [>,cq x5 1] # 0 si et seulement si il existe des neuds uy, ..., u, €V et une n + 1-
partition {q1,..., ¢} Q1 Y- W Q, = Q tels que :

e il existe des chemins dans G de p & uy,...,uy, tels que pour tout i,j € [1,n] avec i # j, le
sous-chemin de p jusqu’au dernier neud variable avant u;, ou jusque u; si u; est un neud
variable ou que le chemin ne passe pas par un neud variable, n’est pas un préfize du chemin
dep auj;

o [u; x ]\ [ > 25 #0, pour tout i € [1,n].

qeQ;

Démonstration. Soient une sorte s € S, un motif quasi-symbolique linéaire p, un graphe G =
(V, E) d’atteignabilité de p et un ensemble fini () de motifs quasi-additifs linéaires et régulier.

e On suppose qu'il existe des noeuds uy,...,u, € V et une n + l-partition {qi,...,q,} &
Q14 --¥Q, = Q vérifiant le Lemme. On peut construire un terme de [p] \ [3°,co s ‘] en

remplagant chaque nceud u; par une valeur de [u; x ¢;] \ [20,cq, ©s ] et les nceuds (quasi-)
variables restant par une valeur quelconque de leur sémantique. Comme les chemins dans
G de p a uy,...,u, n’entrent pas en conflit, le graphe ainsi construit décrit une valeur de
la sémantique de p non-exempte de g, pour tout g € Q.

e On suppose maintenant qu'’il existe une valeur v € [p]\[>_,co zs 1] et onnote {q1, ..., qm} :=
Q. Pour tout ¢ € [1,m], comme v n’est exempt de g;, il existe une position w; € Pos(t)
telle que ¢; < v|,,. On peut donc construire une n + 1-partition de 'ensemble des positions
{wi, oo wom} A{w], W U W W Q, telle que pour tout ¢ € [1,n], pour tout w € §;
w; < w, et pour tout j # i w; £ wj. Par construction du graphe d’atteignabilité, les n
positions i, ...,w] décrivent ainsi n chemins sans conflits vers des nceuds uy, ..., u, du
graphe d’atteignabilité de p. De plus, pour tout i € [1,n], [u; x ¢ \ [Xo,cq, 2] # 0
avec ¢, le motif correspondant a la position w} et @; I'ensemble des motifs correspondant a
I’ensemble des positions €2;.

O

Exemple 5.13. On considére l’algébre de termes définie par la signature Xy présentée dans
I’Exemple E On étudie le terme p = cons(eg)ir,l;ftfm), avec ppgr = cons(lst(l1),lz) et on

montre que
[PD\ [ + s +aisl] # 0

avec p1 = Ist(nil), pa = int(i) et ps = cons(e, nil).
A partir du graphe construit dans I’Example et du graphe d’atteignabilité de l;_ftf "t obtenu
dans U’Exemple [[.7, on construit de fagon similaire le graphe d’atteignabilité de p :
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— L | [y~ Pflat
C’ list )

|
|
|
l
|
List :
|
|
|
|
|
|

A cf. Figure [1.4] ) A cf. Figure [4.6] )

—Pflat

FIGURE 5.2 — Graphe d’atteignabilité de cons(egj‘pr, I ") dans l'algebre définie par ¥y;

Pour vérifier la relation recherchée en se basant sur le Lemme précédent, on calcule les
conjonctions entre les neuds du graphe d’atteignabilité et les motifs p1,p2,p3. On peut ainsi
commencer par rejeter la conjonction p X ps qui se réduit a cons(egxtr, nil) (en simplifiant les
alias inutiles) via le systéme K. Toutes les instances de la conjonction sont alors des listes
contenant un seul élément, et ne peuvent donc pas contenir & la fois un sous-terme filtré par py

et un sous-terme filtré par pa. On peut l'observer en construisant le graphe d’atteignabilité de

cons(eg)ir,ml) :
—T -
o - cons(leg - |,|mil

I
I

I I

| |

! |

|

‘ l

| | .

| | nil
I l

! |

I I

I I

| [

\ cf. Figure[{.]) |

Les seuls neeuds de ce graphe, dont les conjonctions avec int(i) et Ist(nil) ne sont pas vides,

sont le neud eEXJ'__‘)r et ses descendants directs. Comme, il n’existe pas deuxr chemins depuis la

racine jusque 6E>$r dont l'un n’est pas un préfive de lautre, et qu’un terme filtré par ps ou ps3
est ezempt de 'autre, le Lemme précédent garantit qu’il n’eziste pas d’instance de cons( nil)
non-exempte de po et ps.

On a ainsi formellement rejeté la conjonction p X ps, et on s’intéresse, maintenant, aux neuds
suivants. On peut considérer d’une part les conjonctions egi)r X int (i) et eg)ir X Ist(nil) et d’autre

—DPflat
List

—1
eExpr’

part 1 x cons(e, nil) :

e si on considére la conjonction eEXJ")r x int(1), il faudra trouver une conjonction entre un

neud du graphe d’atteignabilité de laftfl‘” et Ist(nil), dont la sémantique est non-vide.

Or ce graphe ne contenant pas le symbole lst, une telle conjonction aura forcément une
sémantique vide.

l_p,flat

e on considére donc les conjonctions eEXJF;r X Ist(nil) et 1./ x cons(e,nil). Toutes les

l_pflat

List %

instances de lst(nil) étant exemptes de int(i), il reste alors a montrer que [
cons(e, nal)] \ [z 2] # 0.

On recommence donc Uopération sur la conjonction [ /'

List X cons(e,nil), qui se réduit a
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cons(egf;rl“t \ Ist(ly), nil) (en éliminant les alias inutiles) via le systéme K. On construit son

graphe d’atteignabilité :

cons( egfgrl“t \ lst(ll), nil

—Pflat
eExpr

: o]

On peut voir grice a ce graphe que int(z) € [[(egfél“t \ Ist(l1)) x int(i)], donc on peut enfin
conclure avec le Lemme précédent qu’on a bien :

[P\ [t + 2ief + 201 # 0

De plus, en suivant ainsi la logique on peut construire un motif dont les instances permettent, en
effet, de vérifier ce résultat :

\ Ist(ly)

-—Pflat
Sdzlnt )

-—Pflat

o les instances de cons(int(i,,,'""), nil) ne sont pas evemptes de po ;

-—Pflat

o les instances de cons(int(i,,,’ "), nil) ne sont donc exemptes ni de pa, ni de p3 ;

o les instances de cons(lIst(nil), cons(int(i, +'*"), nil))) ne sont donc evemptes ni de py, ni
de pa, ni de ps.

Etant donnés un motif quasi-symbolique linéaire r et un ensemble fini Q de motifs additifs
linéaires et réguliers, en se basant sur le Lemme précédent, on propose ainsi de vérifier que
[PI \ [>",cq =5 “] # 0 avec 'algorithme checkInstance présenté en Figure

Etant donnés une régle Is — rs et un profil p; * --- % p, — ¢, avec 'approche d’inférence
montrée dans la Proposition [5.21] on peut prouver la satisfaction du profil en vérifiant que
pour les formes aliassées p du membre droit 7s, on a [p]s C [zs?]. La procédure de décision
présentée en Figure [5.1] permet d’exprimer la non-satisfaction de cette post-condition sous la
forme de contraintes d’instanciation des variables du membre droit de la régle. Enfin, ’algorithme
checkInstance permet de vérifier la satisfaisabilité de ces contraintes et donc de conclure quant
a la satisfaction des profils. Ces différents mécanismes définissent ainsi une méthode d’analyse
statique vérifiant que le CBTRS considéré préserve la sémantique substitutive.

5.4 Application a I’analyse statique de systémes non-linéaires

Les différents résultats présentés dans la Section précédente permettent donc de définir une
méthode d’analyse statique des systémes non-linéaires, visant a vérifier que les annotations choi-
sies pour décorer les symboles définis sont en accord avec la relation de réécriture induite du CB-
TRS considéré. Pour cela, on se repose sur la notion de sémantique substitutive (Définition
et sa préservation par le CBTRS (Définition .

5.4.1 Récapitulatif de la méthode d’analyse

Pour prouver qu’un CBTRS donné préserve la sémantique substitutive, la Proposition [5.19
établit qu’il est nécessaire et suffisant de montrer que chaque régle satisfait par substitution tous
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Fonction checkInstance(p, @, R, S)
Entrées : p : motif quasi-symbolique linéaire,
Q@ : ensemble fini de motifs additifs linéaires,
R : ensemble de motifs quasi-symboliques linéaires explorables,
S : ensemble de motifs quasi-symboliques linéaires déja explorés
Reésultat : True si [p] \ [>-,c0 x5 1] # 0; False sinon

si p € § alors
si R # () alors
| retourner checkInstance (u,@, R\ {u},0) avec u € R
retourner False
pour ¢ € () faire
r<— (pxq)In

sir # L alors
n

pour i =1 an avecr =) r; faire

=1

si checkInstance(r;, @\ {¢}, R, () alors
| retourner True

filtre p :

avec ¢(p1,...,pn) =

R/<—RU{p1,...,pn}

pour ¢ =1 a n faire

si checkInstance(p;, @, R’ \ {p:}, S U {p}) alors
| retourner True

avec ;"\t =

pour c € C, faire

($1,...,8n) <— Dom(c)

T (p X C(le_lj_a s 7zns_nj_)) \LZR

sir # L alors
n

pour i =1 an avecr = ) r; faire

=1
si checkInstance(r;, @, R, S U {p}) alors
| retourner True

retourner False

FIGURE 5.3 — Algorithme checkInstance

les profils du symbole de téte de son membre gauche. On utilise alors la Proposition pour
vérifier que ces profils sont bien satisfaits.

On peut donc appliquer 'analyse présentée dans la Section précédente pour garantir que la
sémantique substitutive est préservée par la relation de réécriture induite du CBTRS considéré :

Theorem 5.25. Etant donné un CBTRS confluent R, si pour toute régle f”)(lsl, sy lsy) —» s €

R et pour tout profil p1 * -+ - % pp—p € P, o p1,...,Dn,p sont des motifs réguliers linéaires, en
notant v 1= (ls1 X 21575, 80 X 2ns!") Iox, on a :
e v=_1;

eouv =N, . A+ A N2) -+ (M., A™) avee chaque )\g,j € [1,m] une
version aliassée de ls;,i € [1,n], et

» soit il existe x € Var(ls) telle que (\¥, ..., MN)ay Im= L ;
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) QAR AR _
> soit [[UQqu1,.1..,L9nD D(T‘S)]]s C [z57].

alors on a pour tout terme clos t,v € T(F) :
1. Siv=t|g, alors :
1.1. v]s € [t]s;
1.2. pour tout motif q tel que t est exempt de ¢ modulo []|s, v est exempt de ¢ modulo []s ;

2. St R est complet et v =t g, alors v est une valeur et, pour tout motif q tel que t est
ezempt de q, ¢ K v),, pour toute position w € Pos(v).

Démonstration. Soit un CBTRS R vérifiant toutes les conditions, d’aprés les Propositions [5.19]
et R préserve la sémantique substitutive. Soient des termes clos t,v € T(F) avec v =t | g,
on prouve par induction sur la longueur de la R-dérivation de ¢t & v que [v]s C [t]s. Si la
dérivation est vide, on a t = v d’ou [v]s C [t]s.

On suppose maintenant que pour tout u tel que v = u |, avec une R-dérivation de u & v
strictement plus courte que la R-dérivation de ¢t & v, on a [v]s C [u]s. Comme R préserve la
sémantique, d’aprés la Proposition [5.16] il existe u tel que t =g --- =% u et [u]s C [t]s. De
plus par confluence, on a u lg=t {g= v, donc par hypothése d’induction, on a [v]s C [u]s, d’on
[v]s € [t]s-

Par définition de I’'Exemption de Motif modulo []s, pour tout motif ¢, si ¢ est exempt de ¢
modulo [Js, on a donc bien v exempt de ¢ modulo []s. Enfin, si R est complet, comme v n’est
pas réductible dans R, v est une valeur exempte de ¢, i.e. pour toute position w € Pos(v),

q K V) O

On observe que, bien que la méthode d’analyse linéaire ne dépendent pas nécessairement des
propriétés de terminaison et de confluence du CBTRS considéré (cf. Théoréme , ce n’est
pas le cas de I'approche non-linéaire considérée. En effet, I’analyse non-linéaire ne permet pas
de démontrer la préservation de la sémantique a chaque pas de réduction mais garantit que la
préservation est éventuellement obtenue sur plusieurs pas (cf. Proposition . Ainsi, dans le
cas d’une réduction non-confluente, il est possible d’avoir plusieurs dérivations d’'un méme terme
dont 'une ne préserve pas la sémantique. De méme, si la réduction d’un terme n’est pas (au moins
faiblement) terminante, alors la dérivation du terme peut ne jamais préserver la sémantique du
terme de départ.

Exemple 5.14. On reprend l’algébre de termes définie par la signature Y, considérée dans
UEzemple [3.7] et on étudie le systeme R suivant

( fle(z,y) — cle,x)
fld(x) = elg(x),9(2))
g(e(a,2)) —
g(c(z,a)) — g(c(b,x))
gle(z,x)) — g(e(z, b))
g(d(z))  — g(=)

ot les symboles définis f'7+ et g'Fs sont annotés avec Py = {L + c(a,b)}, Py = 0.

On peut montrer, comme on le fera pour le systéme considéré dans [’Exemple que le
systeme préserve la sémantique substitutive. Cependant ce dernier n’est ni confluent, ni fortement
terminant. On peut alors s’intéresser au terme t = f(d(c(a,a))) puisque, par définition, il est
exempt de c(a, b), mais ce n’est pas le cas de toutes ses réductions :

129



Chapitre 5. Analyse de systémes non-linéaires

e On peut observer que t =>x c(g(c(a, a)),g(c(a,a))) == c(a,g(c(a,a))) =r c(a,a).
On voit ici que la propriété d’Exemption de Motif est perdue au deuziéme pas de réduction
mais retrouvée au dernier pas. La Proposition garantit en effet qu’il existe une telle
réduction du terme t.

e En revanche, comme le systéme n’est pas confluent, il existe également des réductions
du terme t ou ’Exemption de Motif n’est pas retrouvée. Par exemple, on a : t =g
c(g(c(a, a)), g(c(a, a))) =r c(a,g(c(a, a))) =r c(a,g(c(a, b)) =r c(a,b).

e De méme, le systéme n’étant pas terminant, il peut exister des dérivations infinies de la
relation de réécriture telles que la propriété d’Exemption de Motif n’est jamais retrou-
vée : t = c(g(c(a,a)),g9(c(a,a))) =r c(a,g(c(a,a))) =nr c(a,g(c(b,a))) =r
c(a,g(c(b,0))) =r c(a,g(c(b, b)) =r ---.

Comme présenté dans la Section précédente, la méthode d’analyse non-linéaire se présente,
pour chaque régle du CBTRS considéré, en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition [5.21];

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure [5.1] pour inférer des contraintes vérifiées par 'algorithme checkInstance.

La premiére étape est une étape d’inférence (quasiment) identique a celle de I"approche li-
néaire. Etant donné une régle fép (Is1,--+ ,lsp) — rs et un profil p; * - -+ % p, — p, on caractérise
les substitutions vérifiant la pré-condition définie par le membre gauche du profil en réduisant
avec R le n-uplet de conjonctions (ls; X 215", . .., 5y X 2ns ™). Les Propositions et |4.10[garan-
tissent qu’on obtient une somme de n-uplets (Ag, ..., A,) ot chaque \; est une version aliassée de

ls;, et tel qu’on peut donc extraire la substitution aliassante aﬁsql/\.lj”l's’/\[’;b

montrer que la post-condition du profil est respectée, en vérifiant que [[a(]@lsql)‘llsigl)(rs)]] s C [z 7].

Comme il n’est pas possible de construire un équivalent sémantique prenant en compte ’en-
semble des contraintes de corrélation découlant de la non-linéarité du membre droit de la régle,
la méthode d’analyse non-linéaire se distingue de ’approche linéaire en passant directement
a D'étape de vérification. Pour cela, on construit, a 'aide de la procédure de décision présen-
tée dans la Figure 5.1 un contexte d’évaluation explicitant des contraintes d’instanciation des
variables dans le cas ou la post-condition ne serait pas respectée, i.e. une dérivation vérifiant
[[aq@lsql’\’_l_’.';l's’:l’;b(rs)]] s\ [zs7] # 0. S’il n’est pas possible de construire une telle dérivation, la post-
condition est donc vérifiée, et sinon, il faut vérifier, pour chaque dérivation possible, que les
contraintes d’instanciations décrites par le contexte d’évaluation sont satisfaisables. L’algorithme
checkInstance permet alors de vérifier chaque contrainte individuellement et de conclure quant

a la satisfaction du profil considéré.

. Par aliasing, on doit alors

5.4.2 Cas d’étude

On propose d’étudier en détail le CBTRS R présenté dans 'Exemple[5.4] Ce dernier est défini
dans l'algébre de termes de signature ¥,,; = (S,C W D) décrite par les types algébriques :

S1 = ¢(52,52) S2 = a
| d(S1) | b

avec les symboles définis D = {f'Fr : S1 ~ S1,¢'Ps : S1 +— S2,h'Pr . S2 % S2 +— S1} annotés
avec Py ={L — c(a,0)},Py=0et P, ={bx L — c(a,b),L*a+— c(a,b)}.
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On veut donc prouver que le CBTRS R suivant préserve la sémantique [ :

( f(e(z,a) — c(z,x)
fle(z, b)) — h(z,z)
fld(x) - clg(x),9(x))
g(c(z,y)) — a
g(d(z)) — b
L h(z,y) - c(y,7)

Pour les trois régle de f, on doit donc vérifier qu’elles satisfont le profil L +— ¢(a, b), et pour
la régle de h, qu’elle satisfait les deux profils b * L — c¢(a,b) et L * a — c(a,b):

o régle f(e(x,a)) — c(z,x) :

1. On a
» A= (c(z,a) x ZST‘) Im=c(zx @ zlgzj‘, a);
> U?(?:,a) ={z—zQ zlgzl};
» dot p= Jc@(ga)(c(x,m)) =c¢(z@ zlgzL, z @ zlgj).

Donc d’apreés la Proposition la régle satisfait le profil L — ¢(a, b) si et seulement
. —c(ab
si [os € [osr "]
—c(a,b

2. 11 existe une unique dérivation vérifiant [p]s \ [z, )]] #0:

— (Ax) - (Ax)
= a\LE[zQzg JsNa] #0 b\ LE[zQzg [, N[b] #0 )
x— 1L\ LEFE[z@ zlgzl]]s Nla] 0Nz @ zlgzl]]s \ [[o] # 0 (=)
z L\ LE[c(zQ@zig,2Qz5)]s Nela,b)] #0 "
—c(a,b (C\ )

- L\ LF [e(z@zgy, 2@ 2165)]s \ [2g) 1#0

Et on a clairement [L] \ [L] = 0, donc d’aprés la Proposition on a [p]s C

[[xs_lc(a’b)]]. Donc la régle satisfait bien le profil L — ¢(a,b).

e régle f(e(xz, b)) — h(z,x) :

1. On a
> A= (c(z,b) x ZS_IL) Im=c(z @ zlgj‘, b);
> O'(c@(;,b) ={z—zQ zlgzj‘};
» dou p= O-E@(i,b)(h(l"$)) = h(z @ 21§2L,3: Q zlgzj‘).
Donc d’apreés la Proposition la régle satisfait le profil 1L — ¢(a, b) si et seulement
si [o]s C [z "]

2. On a montré dans I’Exemple que [p]s € [[xglc(a’b)]]. Donc la régle satisfait bien le
profil L — ¢(a,b).

131



Chapitre 5. Analyse de systémes non-linéaires

o regle f(d(x)) — c(g9(z),g(z))

1. On a
» A= (d(z) x ys_lL) Ix=d(z Q zglL);
> Ufj@é) ={z— a:@zs_lL};

> doit p= 0% (c(g(2), () = (9w @ 251), 9w @ 251).
Donc d’aprés la Proposition la régle satisfait le profil L — c¢(a, b) si et seulement
. —c(a,b
si [o]s € [y "]
—c(a,b

2. Il existe une unique dérivation vérifiant [p]s \ [z, )]] #0:

(Ax)
(Fx)

y—a\LlF [[y@Z15_2l]]sﬂ[[a]] 0 (A(XF?X) y—b\LE [[y@zls_zﬂ]sﬁ[[b]] 10
g(x) > a\ LF [g(z@z5)]s N [a] #0 g(x) b\ LF [g(x@z5)]s N [b] # 0
g(x) = L\ LF [g(z @259 N [a] # 0 A [g(z @ 25,")]s N [b] # 0
g(@) — L\ LE [e(g(z @z57), g(2 @ 2g,))]s N [e(a, b)] # 0

g(@) > L\ LF [elg(z @ 25"), g(x @ 267 )]s \ g, "] # 0

Et on a clairement [L] \ [L] = @, donc d’aprés la Proposition on a [p]s C
[[a;glc(a’b)ﬂ. Donc la régle satisfait bien le profil L — ¢(a,b).

e régle h(x,y) — c(y,x) et le profil b * L +— ¢(a,b) :

1. On a
> A= (o x 215,y X 2253 ) dov= (2 @ 215y, y @ 2] s
> Uq((i:\yb ={r—2zQ zlgzb, y—yQ zzgzj‘} ;

> dot p =0, (e(y,2) = ey @ 20557 @ 215)).

Donc d’aprés la Proposition la régle satisfait le profil b * L +— c¢(a,b) si et

seulement si [p]s C [[xs—lc(a,b)]].

2. Il existe une unique dérivation vérifiant [p]s \ [[xglc(a’b)]] #0:

—1 (AX) b (AX)
y—=a\LE[yQzey]sNa] #0 r— L\ LE[zQzg,JsN[b] #0 )
Y > a\J_;a:b—>L\J_t=[[y@zggj]]sﬂﬂa]]#@/\[[x@zlgzb]]s\[[b]]#@ (=)
y—a\ Liz— L\ LE [[c(y@zzgf,x@zls_zb)]]sﬂ[[c(a, b)] #0 (5«)
\

yra\ Lz L\ LE[ely © 25570 @ ag)s \ fos{ 7] # 0

Et on a clairement [L] \ [L] = @, donc d’aprés la Proposition on a [p]s C

[[xglc(a’b)ﬂ. Donc la régle satisfait bien le profil b « L — c¢(a,b).

e régle h(x,y) — c(y,x) et le profil L * a — ¢(a,b) :
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1. On a

» A= (z x 21§2L,y X 2265 ) = (z @ le}L,y Q@ 2255 ;

QM

L _
) = {x—=2Q2g ,y—yQung'};

» O

QX

» doup=o,; )(c(y,:c)) = ¢(y Q 2255 ,m@zleOt).

Donc d’aprés la Proposition la régle satisfait le profil L * a +— c¢(a,b) si et

seulement si [p]s C [[xs—lc(a,b)]].

2. 1l existe une unique dérivation vérifiant [p]s \ [[:z:_c a.b) ]] £ :

y»—>J_\J_|=[[y@z25_2“]]sﬂ[[a]]7é(Z)(AX) a:»—)b\J.lZ[[x@zlSJ‘]}sﬂ[[b]]#@ (/\))
y— L\ 1 :U»—>b\J_IZ[[y@22§2“]]8ﬂ[[a]]#@/\[[l‘@zlsl]] \ o] # 0 (=)
yr—>J_\J_be\J.lZ[[c(y@zzSz,x@Zla)]]sﬂ[[c(a b)] #0 (;<*<

\

yr— L\ L; be\LlZﬂc(y@ZQSz,x@zlsz s\ [z _Cab]]%@

Et on a clairement [L] \ [L] = 0, donc d’aprés la Proposition on a [p]s C

[[xs_lc(a’b)]]. Donc la régle satisfait bien le profil L % a + ¢(a,b).

On en déduit que le systéme R préserve la sémantique []s. Le systéme étant de plus confluent
et terminant, la Proposition garantit que pour tout t € T(F), on a (t) Jr€ [t]s.

5.4.3 Limitations de ’analyse non-linéaire

Comme la méthode d’analyse se repose sur la notion de sémantique substitutive (Défini-
tion , elle hérite naturellement de ses limitations. En effet, cette notion est définie de fagon
a prendre en compte toutes les contraintes de corrélation entre différentes instances d’'une méme
variable ou différentes occurrences d’'un méme sous-terme, mais ne prend pas en compte des
contraintes similaires qui résulteraient de l'instanciation d’une variable et/ou de la réduction
d’un sous-terme.

On avait ainsi vu dans I’Exemple que le terme c(id!sgid(b), idlsg"d (), ou id'P¢ est annoté
avec Pig = {b — b}, n’est pas exempt de ¢(a, b) modulo [Js. Cependant, comme z n’a que deux
instanciations possibles dans la signature X,,;, on peut vérifier que pour chaque instanciation, le
terme est bien exempt de c(a,b) :

e Pour z instancié par a, le terme c(idgid(b),z’dg“(a)) est exempt de ¢(a, b) modulo []s
parce que id!g;"d(a) est exempt de b.
e Pour z instancié par b, le terme c(id!szid(b) idg;id(b)) est exempt de ¢(a, b) modulo []Js par

contrainte de corrélation entre les deux occurrences de id. 79“i(b).

De méme, en considérant un symbole défini ¢'F : S2 % S2 + S2 annoté avec P = {b * L
b, L x b — b}, le terme c(¢(z,y),¢(y,z)) n'est pas exempt de ¢(a, b) modulo []s puisque la
sémantique ne fait aucune corrélation entre les deux sous-termes ¢ (x,y) et ¢ (y,z) (bien qu’elle
considére correctement les contraintes de corrélations entre les différentes instances des variables
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x et y). On peut le voir, notamment grace a la dérivation suivante :

L (AX)
zrra\ LF 2@z, s Na] #Z0 :
— 1 —1 (FX) -1 -1 (FX)
e(@,y) = a\LF[p(Qzg ,yQ@zg )]s N[a] #0 PF[p(y Qs y @zig )]s N [0] #0 (A)
Tip(z,y) = a\ LE [p(@ @215,y @ 2o )]s N [a] £ 0 A [p(y @ 255, 2 @ 2155 )]s 0 [b] # 0 (©=)
F;@(x7y) —=a \ 1FE [[C(QD(I Q@ Z15_2L7y Q@ ZQS_ZL% @(y Q ZQS_2l7m Q ZlS_QL))]]S N [[C(a‘7 b)]] 75 @ (g'«)
Tip(@,9) = a\ LE [e(p(e @215,y @ 2257), 0y @ 22557, @ 2155))]s \ s ] # 0 \
avec I' = {y — zzgzj‘ \ xgzb;x — zlgzj‘ \ xgzb;go(y,:p) — b\ L}, et la branche droite de la
dérivation :
A A A
T A T L A P L P RN P E AT Y AW AL P Na O E ((AX))
TyiTeiz b\ LE [y @2ag 1o\ 2] # 0N [0 @215 1o \ [25] # DA [2 @ 2555 15 N [6] # 0 (Fy)
X

TF [p(y Qg ,y@zg")] N[b] #0

avec I'y = {2+ 215"\ a:s_Zb} et Ty = {y > 2255 \x§2b}.

Cependant, comme pour le cas précédent, les variables = et y n’ont chacune que deux instan-
ciations possibles dans la signature 3,;. Donc il n’y a que quatre instanciations différentes des
deux variables, dont deux ou les instanciations de ¢(z,y) et ¢(y,z) sont identiques. Pour ces
deux cas, la contrainte de corrélation entre ces deux occurrences identiques garantit I’Exemption
du Motif ¢(a, b). On peut vérifier que pour les instanciations restantes c’est également le cas :

e Pour z instancié¢ par a et y par b, le terme c(¢'7(a,b), pd5(b, a)) est exempt de c(a,b)
modulo [[s, car ¢'P (b, a) est exempt de b.

e Pour z instancié par b et y par a, le terme ¢(0'7(b, a), pd5(a, b)) est exempt de c(a,b)
modulo [[s, car ¢'7(a, b) est exempt de b.

Malgré tout, I’analyse basée sur la sémantique []s ne permet donc pas de vérifier ces proprié-
tés. La méthode d’analyse pourrait donc échouer & vérifier la préservation de la sémantique par
une relation de réécriture induite par un CBTRS possédant des régles ayant de tels termes en
membres droits.

On parlera plus en détails des limitations de I'approche par Exemption de Motif (linéaire
ou non), dans le Chapitre suivant, en la comparant & d’autres approches présentées dans le
Chapitre 2]

5.5 Synthése

Dans ce Chapitre, nous avons étudié I’application de la méthode d’analyse par Exemption
de Motif, introduite dans le Chapitre précédent, aux CBTRS non-linéaires. Cette analyse ayant
pour but de vérifier que les spécifications données par le systéme d’annotation choisi sont en
accord avec le CBTRS décrivant le comportement des fonctions associées aux symboles annotés,
elle repose sur I’équivalence entre la préservation de la sémantique close (Définition et la
satisfaction de profil (Définition , établie par la Proposition Cependant, dans le cas
de termes non-linéaires, la sémantique close n’étant pas forcément préservée par substitution,
I’approche introduite ne s’applique que sous certaines restrictions. Pour pouvoir appliquer la
méthode d’analyse, on a donc présenté deux approches :

e une approche par linéarisation qui consiste a étudier un systéme non-linéaire en sur-
approximant la sémantique de ses membres droits en les linéarisant ;
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e une approche stricte qui, sous hypothése d’une stratégie de réduction stricte, permet de
prendre en compte certaines contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une méme
variable en se basant sur la méthode d’aliasing utilisée pour l'inférence de contraintes sur
les variables.

Ces deux approches présentent néanmoins certaines limitations, diies notamment a 1'utili-
sation de la sémantique close. Avec une hypothése de confluence (qui n’est généralement pas
contraignante pour I'étude de programmes fonctionnels), on a donc étudié plusieurs formes de
sémantique (Définition permettant une approximation plus précise de I’ensemble des formes
normale potentielles des termes. La sémantique finalement retenue utilise une approche par sub-
stitution qui permet de considérer toutes les contraintes de corrélation du terme d’origine en
omettant celles issues de 'instanciation effective du terme. De plus, comme pour la notion de sé-
mantique close, cette sémantique substitutive supporte des notions de préservation par réécriture
(Définition et de satisfaction de profil (Définition , telles que la sémantique substitutive
est préservée par une régle de réécriture si et seulement cette derniére satisfait tous les profils de
I’annotation du symbole de téte de son membre gauche.

Comme dans le cas linéaire, on propose donc une méthode d’analyse statique vérifiant que
chaque régle du CBTRS considéré satisfait par substitution tous les profils de I'annotation du
symbole de téte de son membre gauche. Cette méthode fonctionne de fagon similaire a celle
proposée dans le Chapitre précédent et réutilise la plupart des mécanismes mis en ceuvre par
cette derniére. Elle se présente en effet en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition [5.21];

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure 5.1 pour inférer des contraintes vérifiée par I’algorithme checkInstance.

Pour la vérification de la post-condition, on n’utilise plus d’équivalent sémantique mais on
construit, a l'aide de la procédure de décision présentée dans la Figure |5.1] un contexte d’éva-
luation explicitant des contraintes d’instanciation des variables dans le cas ot la post-condition
ne serait pas respectée. Si ces contraintes ne sont pas vérifiables, on peut alors conclure que la
régle satisfait le profil considéré.

Dans le dernier Chapitre, on propose d’étudier la complexité des méthodes linéaires et non-
linéaires, et de présenter notre implémentation de ces méthodes d’analyse. On présentera no-
tament les résultats obtenus par notre implémentation, que I'on pourra ainsi comparer aux ap-
proches présentées dans la Section [2.3]
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6

Implémentation : Optimisations et
résultats

La méthode d’analyse présentée dans le Chapitre [4] et son adaptation pour les systémes non-
linéaires (cf. Chapitre ont été implémentée en Haskell. Le code source, ainsi qu’un jeu de fichiers
de test comprenant la plupart des exemples considérés dans ce mémoire et ceux présentées dans
I’Annexe [C] sont disponibles sur le dépot [CL20][7

L’implémentation prend donc en entrée un fichier définissant la signature de I'algébre consi-
dérée, les annotations des symboles définis et un CBTRS, et vérifie que le systéme préserve la
sémantique. Dans le cas contraire, on renvoie une liste des régles ne préservant pas la sémantique.
De plus, I'implémentation propose une branche dédiée aux tests de performance, permettant
d’analyser les performances de la méthode proposée sur les exemples fournis, ainsi que sur des
cas de taille donnée, générés aléatoirement.

On présente dans ce Chapitre les grandes lignes de cette implémentation, et on discute de la
complexité de la méthode d’analyse, que I’on compare aux résultats expérimentaux obtenus.

Dans un premier temps, on discute de la complexité des méthodes d’analyse linéaire et non-
linéaire, et on présente les implémentations respectives. Dans la Section on propose certaines
optimisations considérées dans l'implémentation. Et enfin, dans la Section on présente les
résultats expérimentaux obtenus que 'on compare avec 1’état de ’art.

L’ensemble des tests mentionnés dans ce Chapitre ont été effectués sur un ordinateur équipé
d’un processeur Intel Core I15-8250U avec 8 Go de mémoire vive.

6.1 Implémentation

On présente 'implémentation de la méthode d’analyse proposée pour les CBTRS linéaires,
puis son adaptation pour les CBTRS non-linéaires. On présente également des ordres de grandeur
de complexité des méthodes par rapport & certains parameétres.

6.1.1 Cas Linéaire

Pour I'analyse statique de CBTRS linéaires, on se repose sur la notion de satisfaction de
profil (Définition [3.15) pour vérifier que la relation de réécriture induite préserve la sémantique.

1. une version testable en ligne de 'implémentation est également disponible sur http://htmlpreview.github.
io/7https://github.com/plermusiaux/pfree_check/blob/webnix/out/index.html
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Pour cela, la Proposition [3.18| établit qu’il est nécessaire et suffisant de montrer que chaque régle
satisfait tous les profils du symbole de téte du membre gauche.
Pour chaque régle et chaque profil de 'annotation du symbole défini en téte de son membre
gauche, la méthode d’analyse se présente en trois étapes :
1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil
basée sur la Proposition |4.15];

2. une étape de construction de I’équivalent sémantique (Définition [4.7) pour ramener les
termes inférés a des motifs constructeurs;

3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l'intersection de sémantiques consi-
dérée par la Proposition est bien vide.

Pour chaque régle, on construit ainsi une forme inférée de la régle satisfaisant la pré-condition
donnée par le membre gauche de chaque profil. La méthode d’analyse teste alors, pour chaque
régle inférée ainsi obtenue, que la post-condition, donnée par le membre droit du profil, est
vérifiée. Pour toute régle inférée ne vérifiant pas sa post-condition, I'implémentation renvoie
alors la liste des termes de la décomposition de la sémantique profonde du membre droit dont la
conjonction avec le motif & droite du profil a une sémantique non-vide.

Les trois étapes se reposent majoritairement sur l'algorithme getReachable, présenté en
Figure [4.7, et le systéme R, présenté en Figure [4.8] Tandis que l'implémentation reprend de
fagon quasi-exacte la logique du systéme R, on a fait le choix d’une implémentation moins
littérale de I’algorithme getReachable.

Plutot que la version initiale de ’algorithme, I'implémentation propose d’utiliser celle pré-
sentée en Figure L’idée générale de cette version repose sur le méme modéle de graphe
d’atteignabilité (cf. Définition pour fournir une décomposition de la sémantique profonde
d’une (quasi-)variable annotée, comme garanti par le Théoréme . Cependant, 1la ou 'algo-
rithme original proposait d’obtenir la décomposition en construisant, dans un premier temps,
le graphe total (cf. Définition , pour en déduire ensuite le graphe d’atteignabilité, avant
de conclure en extrayant les noeuds atteignables depuis le noeud d’origine considéré, la version
utilisée tente d’effectuer 'ensemble de ces étapes simultanément.

Cette approche donne, en théorie, une complexité pire cas plus élevée puisqu’elle ne retient
pas les noeuds déja explorés quand leur sémantique est vide, ou qu’ils ne sont atteignables que
via un nceud dont la sémantique est Videlﬂ. En pratique, l'algorithme permet une amélioration
du temps de calcul de l'algorithme getReachable d’environ 55%, pour des entrées avec des
symboles constructeurs d’arité 6, et des motifs annotants contenant 100 symboles constructeurs.
A D’échelle de la méthode d’analyse, cela se traduit par une réduction du temps de calcul de 61%
en moyenne sur ’analyse d’une régle avec un terme droit contenant 100 symboles constructeurs
et des annotations contenant 50 symboles constructeurs. En moyenne, sur les scénarios fournis
avec I'implémentation (et présentés dans I’Annexe , on observe un gain de temps moyen de
44%. Un tableau de performance détaillant ces résultats est présenté en Figure [6.2]F]

Outre 'amélioration des performances, un intérét majeur de cette approche est qu’elle permet
de prendre en considération des termes infinis de la (co-)algébre considérée, obtenus en considé-
rant une propriété d’instanciabilité circulaire des noeuds du graphe. En effet, dans le contexte de
programmes écrits dans des langages proposant une stratégie d’évaluation lazy (comme Haskell,
par exemple), il est courant de se reposer sur cette stratégie d’évaluation pour travailler avec des
termes potentiellement infinis, sans nécessiter leur évaluation exacte.

1. certains ajustements permettant de limiter cet effet ont été considérés, mais aucune amélioration de perfor-
mance n’a été observée sur les tests
2. Un gain de temps similaire est observé, en utilisant une analyse stricte, comme présentée dans le Chapitre
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Fonction getReachable(s,p, S,r)
Entrées : s : sorte,

p : motif annotant,
S : ensemble de neeuds atteints (initialisé a ),
r : motif complément
Résultat : ensemble de noeuds variables instanciables et atteignables depuis z5” \ r
sip:salorsr<«—r+p
si [z, \ r] = 0 alors retourner ()
si 3(s,r’") € S,[r'] = [r] alors retourner S
R+— SU{(s,7)}
reachable <— False
pour c € C, faire
—_—
Q. +— {(L,..., L)} avec m = arity(c)
n
pour i =1 an avecr = ) r; faire
i=1
si r;(€) = c alors
tQc +— 0
pour (qi,...,qm) € Q¢ k € [1,m] faire
‘ tQC<_ {(Q1a7Qk+r’L|kanm)}UtQC
Qe +— tQe
pour (q1,...,qm) € Q. faire
R +— R
i «— 0 tant que R’ # ) A1 < m faire
14— 1+1
R' <— getReachable(Dom(c)[i],p, R', ¢;)
si R’ # () alors
reachable <— True

R+— R
si reachable alors retourner R sinon retourner ()

FIGURE 6.1 — Algorithme getReachable utilisé dans I'implémentation

Exemple 6.1. On considére l'algébre de termes définie par la signature Xyq introduite dans
UExzemple avec les symboles définis D = {repeat : Expr +— List} ou repeat'’t est annoté
avec P = {nil — cons(Ist(l1),l2) + nil}. Et on vérifie que le systéme R suivant préserve la
sémantique :

{ repeat(e) — cons(e, repeat(e))

La fonction associée au symbole repeat est trés couramment utilisée dans les langages fonc-
tionnels lazy pour générer des listes de taille arbitraire. Ici le profil considéré prétend que pour
toute entrée n’étant pas une liste finie, le résultat doit étre une liste plate. On peut cependant
observer que toute réduction du terme repeat(lst(repeat(Int(z)))) n’est pas une liste plate.

La méthode d’analyse proposée dans le Chapitre[] permet néanmoins de vérifier la satisfaction
du proﬁlE] :

1. On a

o (ex xE;;Zrl) lp=e@ag™

Expr

1. le systéme R est en fait non-linéaire, mais le résultat serait le méme avec les méthodes non-linéaires.
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analyse linéaire | analyse linéaire | analyse stricte analyse stricte
Fig Fig Fig Fig

flattenl 23us 29us 23 s 29us
flatten2 41ps D2us 42us 52us
flatten3 37us 435 3518 41 s
flatten fail 3lus 41ps 2818 388
negativeNF 387us 688115 359us 6591
skolem 4Tus Tlus 47us 70us
removePlus0 fail 2645 37us 2318 35us
removePlus0 50us 93us 50us 93us
multiply0 11us 12us 12us 13us
insertionSort* 201ps 259us 195us 253 us
mergeSort™* 847 s 99218 56918 T14us
reverse 125us 226pus 128us 229us
reverse2 360us 671us 370us 686115
delete* 113us 133us 108us 130pus
sortedDelete* 2655 359us 228us 322us
otrs 1.40ms 2.48ms 1.40ms 2.48ms
TRS aléatoire 486ms 734ms 542ms 789ms
terme aléatoire 40ms 144ms 4Tms 151ms

FIGURE 6.2 — Différences de performance en temps d’exécution entre I’algorithme getReachable
théorique et implémenté ; les scénarios TRS aléatoire et terme alétoire correspondent & la véri-
fication d’un TRS de 25 régles et d'une propriété d’Exemption de Motif d’un terme; les autres
scénarios sont présentés en Appendix |Cl avec ceux marqués * modifiés pour pouvoir étre validés
avec l'analyse linéaire.

—nil
@e@aszxpr

° 0, nil

={e—e@ Tpr
e dou p= ai@e@x&zil(cons(e, repeat(e))) = cons(e @Q a:EXTI?rl, repeat(e @Q mE)Zfrl))
Donc d’apres la Pmposz’tz’on la regle satisfait le profil si et seulement si {p} N [pfiar +
nil]] = 0.
2. On calcule Uéquivalent sémantique de p :

e Etant donné que le seul profil du symbole repeat est nil — pyiqr + nil, on veut vérifier
si {e@ xEx"p”]} N [nil] = 0.

r
—nail

Exprl = ﬂx_ml]]u[[i_ml]], d’ou {[e@x_ml]}ﬂ

o Awvec l'algorithme getReachable, on a {e@Qu Expr Int Expr

[nil] = 0.

~ —ni — +nil
e On a donc p= cons(e@xEXT;l,l@z Ditat TRy

List
3. Or avec l'algorithme getReachable, on a {[l;ftfl“tJrnll]} =0, donc d’apres la Proposition
on a {p} = 0. Par conséquent, {p} N [pfiar + nil] =0, donc la régle satisfait bien le profil.
Ce résultat est parfaitement correct dans une algébre de termes classique : il n’existe pas de
valeur de sorte List ne contenant pas le constructeur nil. La sémantique de repeat(v), avec v un
terme clos de sorte Expr exempt de nil, et de toutes ses réductions par R sont donc vides. Si on
considere cependant une co-algébre avec la méme définition, on peut alors prendre en compte des
termes infinis, et il existe alors bien des valeurs de sorte List ne contenant pas le constructeur
nil (i.e. une liste infinie).
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—nil

L’algorithme proposée en Figure accepte la boucle entre le neeud lljgtil et le neeud cons(eEXpr,
comme preuve de lexistence d’un tel terme infini. On a alors :

[/ = [V legipd U IGETU [t ]
O LGE T U e ™ \ dst ()] U Ly
Etona :
o (5% (Pyat + nil)) Im= cons(e @ (Ist(l; @y ")), 1@ zljftfl“ﬁnﬂ)

o (IG5 % (pfiar + mil)) lov= cons(e @ (Ist(l; @y 1)), 1@ 2,2
La reégle ne satisfait donc plus le profil. On peut en revanche vérifier que les profils P = {nil
nil, Ist(l) = priae+nil} sont satisfaits par la regle, ce qui permet ainsi de garantir que les termes

atteignables par réduction depuis un terme de la forme repeat(int(n)) sont tous exempts de pyiqt
et nil : une liste répétant infiniment une expression n’étant pas une liste est bien plate et infinie.

Enfin, cette approche de calcul du graphe d’atteignabilité, permet également de stopper le
calcul prématurément quand il n’est pas nécessaire de calculer 'ensemble des nceuds instanciables,
et que l'on cherche simplement & vérifier que le nceud d’origine est instanciable (ce qui est
notamment le cas pour Iapplication des régles de fR).

De plus, en terme de complexité, la méthode d’analyse propose des performances théoriques
trés intéressantes, notamment par rapport aux nombres de régles et de profils :

e [nombre de régles du CBTRS] En termes de complexité, I'intérét principal de la méthode
d’analyse provient du fait qu’elle vérifie la satisfaction des profils de chaque régle indépen-
damment du reste du systéme. La méthode d’analyse opére ainsi avec une complexité
linéaire par rapport au nombre de régles du systéme considéré. En pratique, on verra dans
la Section suivante, que cette approche est d’ailleurs assez redondante, et on proposera une
approche ayant pour objectif de limiter le nombre de calculs redondants, ce qui permet
d’améliorer encore les performances de la méthode par rapport au nombre de régles.

e [nombre de profils des annotations] Le nombre de profils par annotation des symboles
définis a un impact direct sur la complexité globale de la méthode d’analyse, puisque cette
derniére vérifie que chaque régle satisfait tous les profils de ’annotation du symbole de téte
a gauche de la régle. De plus le calcul d’équivalent sémantique a une complexité linéaire avec
ce méme nombre de profils, puisqu’il vérifie pour chaque profil de 'annotation s’il s’applique
ou non au terme considéré. La méthode d’analyse a donc une complexité quadratique avec
le nombre moyen de profils par annotation des symboles définis.

Ces parameétres sont particuliérement intéressants puisque le nombre de régles est directement
lié & la taille du programme fonctionnel considéré, et le nombre de profils renvoie & la complexité
des spécifications algébriques considérées. Cependant, la complexité exacte de la méthode d’ana-
lyse dépend également de trés nombreux paramétres allant du nombre et de 'arité des symboles
constructeurs de la signature, a la taille des termes et des motifs considérés.

Plusieurs mesures peuvent étre considérées pour évaluer la taille d’'un terme : le nombre de
symboles, la profondeur du terme et I'arité des symboles. Le nombre de symboles fournissant en
général une mesure plus précise de la taille concréte des termes, on s’intéresse a son impact sur la
complexité de la méthode d’analyse (on discutera également plus tard de 'impact de l'arité des
symboles). La méme observation est également vraie pour la taille des motifs en annotation. De
plus comme ces derniers mettent en jeu des disjonctions, il est également important de prendre
en compte le nombre de disjonctions du motif.
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Chapitre 6. Implémentation : Optimisations et résultats

Pour donner une évaluation de la complexité suivant ces paramétres, on propose dans un

premier temps d’étudier la complexité de 'algorithme getReachable et la réduction de motifs
par R (Figure en fonction de la taille des termes et des motifs en annotation. L’algorithme
getReachable présenté en Figure [L.7] étant plus facilement quantifiable, on propose donc de
donner sa complexité par rapport & la taille des motifs en annotation comme sur-approximation
de celle de ’algorithme implémenté.

e [getReachable] La complexité de getReachable est directement liée au nombre de noceuds

quasi-variables du graphe total considéré. La construction du graphe total a une complexité
linéaire avec le nombre de nocuds, I'étude d’instanciabilité a une complexité quadratique
et l'analyse d’atteignabilité a une complexité linéaire. De plus le nombre de nceuds quasi-
variables est limité par la taille du motif annotant considéré : le motif complément du nceud
quasi-variable est une somme de sous-motifs du motif annotant. On a donc une complexité
pire cas exponentielle avec le nombre de disjonctions de 'annotation (dont 'effet est limité
par le fait que le motif complément doit étre bien typé), et en moyenne une complexité
polynomiale avec le nombre de symboles constructeurs des annotations (dont Iexposant
dépend de 'arité des symboles).

e [(t\p) In] La réduction d’'un tel motif se fait principalement via les régles M7 et M8. Dans

le pire cas M7 s’applique autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme ¢
et dans le motif p, en générant un nombre de termes proportionnel au nombre de symboles
dans t. De plus, la régle M6 a un effet exponentiel avec le nombre de disjonctions du motif
p. Enfin, une fois le motif réduit en forme additif les disjonctions sont remontés par la régle
S1, qui est appliqué autant de fois qu’il y a de disjonctions. La complexité pire cas de la
réduction est donc polynomiale avec le nombre de symboles de t et p, et exponentielle avec
le nombre de disjonctions de p. On notera cependant que 'effet polynomial de la régle M7
et Deffet exponentiel de la régle M6’ sont limités par la taille de la signature, qui tend a
favoriser ’application de la régle M 8. En moyenne, on observe donc une complexité linéaire
avec le nombre de symboles de t.

o [(t x z57) I;»] Laréduction d’un tel motif se fait principalement via la régle P2, qui s’applique

autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme ¢. L’application de cette
régle génére également des compléments qui doivent étre réduits comme vu dans le cas
précédent. Enfin, on notera que pour 'application des régles P3 — P7, il faut vérifier la
condition en utilisant 1’algorithme getReachable. La complexité de la réduction est donc
polynomiale avec le nombre de symboles de t et p et exponentielle avec le nombre de
disjonctions de p.

e [(t x p) Im] La réduction d’un tel motif se fait principalement via les régles T'3 et T'4. Dans

le pire cas T'3 s’applique autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme
t et dans le motif p. La régle P1 peut également s’appliquer avec une complexité similaire
au cas précédent. De plus, la régle S3 a un effet linéaire avec le nombre de disjonctions de
p. On a donc une complexité linéaire avec le nombre de symboles de ¢, polynomiale avec le
nombre de symboles des annotations de t et linéaire avec le nombre de disjonctions de p.

On peut donc conclure quant a la complexité globale de la méthode d’analyse :

e [taille des termes du CBTRS] Pour 'étape d’inférence, on a besoin de faire une réduction
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de conjonctions de la forme Is; x x5 ", avec ls; un argument du membre gauche de la régle.
On a donc une complexité polynomiale avec le nombre de symboles des membres gauches
des régles (avec un facteur dépendant du nombre de disjonctions des motifs en annotation).
Pour I’étape de vérification de propriétés d’Exemption de Motif, on génére une décomposi-
tion de taille linéaire avec le nombre de symboles du terme, et dont le nombre de symboles
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total est proportionnel au nombre de symboles du terme initial (avec un facteur dépendant
de larité des symboles). Pour chaque terme de la décomposition obtenue, on doit ensuite
réduire une conjonction de la forme t x p. On a donc une complexité pire cas polynomiale
avec le nombre de symboles des membres droits des régles, et une complexité moyenne
linéaire.

e [taille des motifs en annotation]| La taille des motifs en annotation impacte de fagon si-
milaire les trois étapes de I'analyse. En effet, I'utilisation de 1’algorithme getReachable et
du systéme R pour réduire des conjonctions conduit & une complexité polynomiale avec le
nombre de symboles des motifs et exponentielle avec le nombre de disjonctions.

e [signature algébrique] Beaucoup de paramétres de la signature algébrique peuvent entrer
en considération, on s’intéresse notamment en au nombre de sortes, au nombre de symboles
constructeurs et a l’arité des symboles :

e [nombre de sortes| le nombre de sortes influe principalement sur la taille du graphe
total considéré par l'algorithme getReachable. Cela dit ce dernier est principalement
défini par le motif annotant considéré. Toute chose égale par ailleurs, le nombre de
sortes a donc un effet négligeable sur la complexité de la méthode d’analyse.

e [nombre de symboles constructeurs| de méme, le nombre de symboles construc-
teurs influe également sur la taille du graphe total construit et exploré par 'algo-
rithme getReachable. Contrairement au nombre de sortes, il impacte cependant la
complexité de fagon indépendante au motif annotant considéré puisque pour chaque
nceud variable exploré, il faut générer des noeuds constructeurs (ou des arrétes mul-
tiples) pour chaque constructeur de la sorte de la variable. L’effet est borné par O(n®)
ou s est la taille du graphe total et n le nombre moyen de constructeurs par sorte.
Comme les neeuds ne sont explorés qu'une seule fois, en pratique on peut ne considé-
rer que les symboles constructeurs affectés par ’annotation, on a donc une complexité
meilleur cas linéaire avec le nombre de symboles constructeurs, et une complexité
moyenne polynomiale.

e [arité des symboles] 'arité des symboles a un effet non négligeable sur la complexité
de la méthode d’analyse mais difficilement mesurable puisqu’elle impact énormément
les paramétres de taille des motifs en annotation et des termes du CBTRS. Toute chose
étant égale par ailleurs, I'effet de ’arité des symboles est polynomiale sur la complexité
de la réduction suivant R (notament au regard des régles M7, T3, P1 et P2) avec un
facteur dépendant de la taille des motifs en annotations. Vis-a-vis de 'algorithme
getReachable, 'augmentation de ’arité des symboles augmente le nombre de noeuds
visités avec un effet polynomiale. Un nceud n’étant cependant exploré complétement
qu’une seule fois, en moyenne cet effet est négligeable. La méthode d’analyse a donc
une complexité polynomiale avec ’arité des symboles, avec une exponentiation assez
importante.

Enfin, la méthode d’analyse ne dépend d’aucune hypothése quant a la terminaison ou la
confluence de la relation de réécriture considérée. L’approche s’applique donc & l'analyse de
CBTRS n’étant pas nécessairement (fortement) normalisant ou complet, et permet tout de méme
de garantir la préservation des propriétés d’Exemption de Motif & chaque pas de la réduction
induite par le systéme. En pratique, la méthode prend particuliérement sens quand appliquée
a des systémes au moins faiblement normalisants, et permet alors de garantir des propriétés
d’Exemption de Motif vérifiées par les formes normales potentielles de la relation de réécriture.
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6.1.2 Cas Non-linéaires

Pour I'analyse statique de CBTRS non-linéaires, on se repose sur la notion de satisfaction de
profil par substitution (Déﬁnition pour vérifier que la relation de réécriture induite préserve la
sémantique substitutive (Définition . Pour cela, la Proposition établit qu’il est nécessaire
et suffisant de montrer que chaque régle satisfait tous les profils du symbole de téte du membre
gauche.

Pour chaque régle et chaque profil de 'annotation du symbole défini en téte de son membre
gauche, la méthode d’analyse se présente en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition [5.21];

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure pour inférer des contraintes vérifiée par ’algorithme checkInstance.

Pour chaque régle, on construit ainsi une forme inférée de la régle satisfaisant la pré-condition
donnée par le membre gauche de chaque profil. La méthode d’analyse teste alors, pour chaque
régle inférée ainsi obtenue, que la post-condition, donnée par le membre droit du profil, est
vérifiée. Pour toute régle inférée ne vérifiant pas sa post-condition, I'implémentation renvoie
alors une instance du membre droit construite via la substitution obtenue par la procédure de
décision.

Comme pour la méthode d’analyse linéaire, les deux étapes sont dépendantes du systéme R
pour réduire des conjonctions de motifs, et dépendent donc de 'implémentation du systéme et de
getReachable déja utilisée pour la méthode linéaire. De fagon similaire & I’approche considérée
pour l'algorithme getReachable, l'algorithme de checkInstance, qui permet de vérifier qu'une
différence de sémantique de la forme [p] \ [>_,cq s “] est non-vide, synchronise la construction
du graphe total et son exploration. Dans I'implémentation, ’approche a simplement été linéarisé
pour permettre de renvoyer un terme servant de contre-exemple au fait que la différence soit
vide.

Pour la procédure de décision non-linéaire permettant de vérifier la post-condition, plutdt
que de générer ’ensemble des toutes les dérivations possibles, I'implémentation construit sim-
plement une table d’association entre les variables/sous-termes du membre droit considéré et les
contraintes induites.

Comme pour pour la méthode d’analyse linéaire, on peut donner une caractérisation précise
de la complexité de 'analyse linéaire suivant le nombre de régles et le nombre de profils :

e [nombre de régles du CBTRS] Comme pour I'analyse linéaire, ’approche non-linéaire vé-
rifie la satisfaction des profils de chaque régle indépendamment du reste du systéme. La
méthod d’analyse opére donc également avec une complexité linéaire par rapport au nombre
de régles du systéme considéré.

e [nombre de profils des annotations] Comme pour l'analyse linéaire, il faut vérifier que
chaque régle satisfait tous les profils de I'annotation du symbole de téte & gauche de la
régle. Du point de vue de la procédure de décision, pour chaque symbole définit, le nombre
de dérivations évolue exponentiellement avec le nombre de profils par annotations, puisque
les régles (F\) et (Fx) considérent I'ensemble des combinaisons des profils.

La complexité de la méthode d’analyse non-linéaire dépend également de la taille des termes,
des motifs et de la signature considérée. On donne une estimation de cette complexité :

e [taille des termes du CBTRS] La complexité de 'étape d’inférence pour l'analyse non-
linéaire est inchangée : elle est polynomiale avec le nombre de symboles des membres
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gauches des régles (avec un facteur dépendant du nombre de disjonctions des motifs en
annotation).

Pour I’étape de vérification de propriétés d’Exemption de Motif, la procédure de décision
(Figure n’admet qu’'un nombre limité de dérivations pour chaque symbole du membre
droit. On a donc un nombre de dérivations proportionnel au nombre de symboles des
termes considérés, et ’ensemble des dérivations (i.e. des tables de contraintes, du point de
vue de I'implémentation) peut ainsi étre généré avec une complexité linéaire au nombre de
symboles. La complexité de la méthode d’analyse est donc polynomiale avec le nombre de
symboles des termes du CBTRS, dans le pire cas, et linéaire en moyenne.

e [taille des motifs en annotation] La complexité de I’étape d’inférence pour I’analyse non-
linéaire est inchangée : elle est polynomiale avec le nombre de symboles des motifs et
exponentielle avec le nombre de disjonction. Pour I’étape de vérification des post-conditions,
on peut observer qu’avec la régle (C;';), le nombre et la taille des dérivations de la procédure
de décision (Figure augmente également linéairement avec le nombre de disjonctions
des motifs. De plus, les contraintes d’instanciations données par le contexte obtenue par
la procédure de décision dépendent également des motifs en annotation. La vérification
de ces contraintes par l'algorithme checkInstance se reposant sur la notion de graphe
total utilisée par getReachable, on a donc une complexité similaire : exponentielle avec le
nombre de disjonctions, dans le pire cas, et polynomiale avec le nombre des symboles des
motifs.

e [signature algébrique| Du point de vue de la signature algébrique, la complexité de la mé-
thode d’analyse non-linéaire est comparable & celle de 'approche linéaire. En effet, I’étape
d’inférence est identique entre les deux approches et le calcul des dérivations de la déci-
sion de procédure peut se ramener aux calculs de sémantique considérés dans l’analyse
linéaire. La différence se fait principalement dans la gestion des profils en annotation des
symboles définis. On a donc une complexité moyenne polynomiale avec le nombre et 'arité
des symboles constructeurs. Le nombre de sortes a un effet négligeable.

Enfin, on rappelle que bien que la méthode d’analyse soit applicable indépendamment des
propriétés de terminaison et de confluence du CBTRS considéré, la propriété de préservation
de sémantique n’est particuliérement intéressante qu’avec certaines de ces hypothéses. En effet,
contrairement a ’approche linéaire, 'analyse non-linéaire ne permet pas de démontrer la préser-
vation de la sémantique & chaque pas de réduction mais garantit que la préservation est éventuel-
lement obtenue sur plusieurs pas (cf. Proposition . Comme montré dans I’Exemple la
préservation de la sémantique substitutive garantit donc l'existence d’une dérivation préservant
la sémantique du terme initial, mais ’absence de confluence et/ou de terminaison (au moins
faible) peut ainsi se traduire en 'existence de dérivations ne la préservant pas.

Ces dépendances a des propriétés de confluence et de terminaison de la relation de réécriture
considérée, ainsi que la complexité plus importante de la méthode d’analyse rendent en général
I’approche non-linéaire plus difficilement applicable que ’analyse linéaire.

6.2 Optimisations

On présente certains choix d’implémentation destinés a optimiser les performances de la
méthode d’analyse.
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6.2.1 Mise en cache

La méthode d’analyse proposée, en particulier pour ’approche linéaire, a tendance & étre treés
redondante. En effet, que ce soit pour la construction de I’équivalent sémantique ou la vérification
de la post-condition, on calcule des intersections de sémantique de la forme {7} N [p], avec T une
version aliassée d’un terme et p un motif additif linéaire et régulier.

Exemple 6.2. Dans l'algebre de termes définie par la signature X5 introduite dans I’Ezemple[3.5],
on a présenté en Section [{.5] lapplication de la méthode pour l'analyse du systéme R suivant :

nal

cons(int(n), flatten(l))
concat(flatten(l), flatten(l"))
cons(e, concat(l,1"))

l

flatten(nil)

R

ot les symboles définis D = {ﬂattenml . List + List, concat'™? : List % List +— List} sont
annotés avec Py = {L +— pyiar} et Po = {Dfiat * Dfiat = Pfiat} 0% Priat = cons(lst(ly),l2).

En considérant les calculs d’équivalents sémantiques et les vérifications de post-conditions,
Uanalyse a nécessité le calcul des intersections suivantes (en ignorant les cas ot le motif est L) :

o {nil} N [pfiat] pour la premiére régle;

—Pflat

e {cons(cons(int(n Q yl_ntj‘),l Q 2. NI N [Pfiat] pour la deuzieme régle ;

° {[l@z;iﬂ“t]}ﬂ [ptiat] deux fois pour le calcul de I’équivalent sémantique de la troisiéme régle,
une fois pour la vérification de la post-condition de cette méme régle, deux fois pour le calcul
de l’équivalent sémantique de la quatrieme régle, et pour la vérification de la post-condition

de la derniere regle.

e {cons(e @ (:L'Efrfrl” \ Ist(11)),1@Q 2 .27"*)} N [P f1ae] pour la quatrieme régle.

On voit clairement qu’il y a beaucoup de calculs redondants de intersection {1Qz 2" }[p fiat]

(qui est également calculée pour deux des trois autres intersections considérées, pour un total de
huit fois).

Bien que certaines de ces redondances puissent étre éliminées localement, dans le cas des
calculs d’équivalents sémantiques, la méthode peut clairement bénéficier d’une approche permet-
tant de limiter les calculs redondants. Dans ce but, I'implémentation utilise un cache permettant
de stocker les résultats de ces calculs d’intersection.

Ainsi, pour un faible surcout de mémoire, cette approche permet une amélioration de perfor-
mance en termes de temps de calcul assez significative. On peut en effet observer avec les per-
formances données dans la Figure que la vérification d’une seule régle de réécriture générée
aléatoirement avec un terme droit contenant 100 symboles constructeurs et un motif d’annota-
tion contenant 50 symboles constructeurs (d’arité 6) prend, en moyenne, 40ms (47ms avec une
analyse stricte). L’analyse d'un CBTRS de 25 régles ne nécessite, grace a approche de caching,
que 486ms en moyenne (542ms avec une analyse stricte), soit un gain de 51% par rapport aux
temps estimé par rapport a 'analyse d’une seule régle.

Pour 'approche non-linéaire, I’analyse ne calcule plus directement d’intersection de séman-
tiques, mais se repose sur la procédure de décision présentée de Figure [5.1] mais infére des
contraintes sur 1’évaluation des membres droits. Une approche similaire de caching est donc
utilisée pour optimiser les performances de la méthode d’analyse en stockant les résultats de sa-
tisfaisabilité de ces contraintes. Les bénéfices de 'approche de caching pour I’analyse non-linéaire
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sont cependant moins claires puisque la différence de performance entre un CBTRS de 25 régles
et une seule régle est négligeable (donc suffisante pour compenser le cott d’écriture et de lecture
du cache, mais pas suffisamment pour justifier le surcout mémoire). Cela dit I’effet, on observe
un gain de temps performance significative sur les scénarios de tests fournis : le cache permet
une réduction du temps de calcul de 36% en moyenne sur ’ensemble des scénarios fournis.

6.2.2 Optimisation de linéarité

Entre la complexité bien plus importante de I'approche non-linéaire et l’efficacité moindre
de l'optimisation par caching, une analyse complétement non-linéaire n’est généralement pas
rentable du point de vue de ses performances.

Comme présenté dans le Chapitre précédent, I'implémentation propose différentes options
pour 'analyse d’un systéme de réécriture :

e 'approche linéaire classique, qui dans le cas d’un systéme non-linéaire fonctionne par li-
néarisation pour sur-approximer la sémantique des termes non-linéaires;

I’approche stricte qui analyse le CBTRS sous une hypothése de stratégie de réduction
stricte pour utiliser les propriétés de préservation par substitution valeur

I’approche non-linéaire compléte, qui analyse ’ensemble des régles du CBTRS via la mé-
thode non-linéaire présentée dans le Chapitre précédent ;

I’approche agile par défaut, qui tente de déterminer, pour chaque régle si 'utilisation de la
méthode non-linéaire est nécessaire pour vérifier la satisfaction des profils.

Un tableau décrivant les performances de chacune des options d’analyse est présenté en
Figure [6.3]

Pour l'approche agile, elle propose de déterminer si la sémantique substitutive du membre
droit d’une régle est différente de sa sémantique close. Si c’est le cas, I'utilisation de cette derniére
peut donc permettre de vérifier la satisfaction d’un profil qui pourrait étre rejetée par I’approche
classique. La régle est alors analysée par la méthode non-linéaire. Sinon, on utilise une approche
stricte confluente, basée sur la sémantique confluente, comme présentée dans [CLM21]. Dans
le cas linéaire, cette derniére est identique & la méthode présentée dans le Chapitre [4], et dans
le cas non-linéaire, elle est équivalente a ’approche stricte avec une hypothése de confluence
supplémentaire.

Enfin, étant donné que les mécanismes de caching linéaire et non-linéaire sont différents,
comme 'approche agile privilégie généralement une analyse linéaire, elle utilise donc préféren-
tiellement un cache linéaire. Pour les régles analysées avec 'approche non-linéaire, un cache local
a l'analyse de la régle est alors utilisé. Cela explique certaines différences de performance entre
I’approche agile et 'approche non-linéaire : la premiére étant censée choisir I’approche optimale,
elle est en général plus performante que 'approche non-linéaire (ou dans une marge négligeable),
I'utilisation non-optimale du cache non-linéaire peut cependant impacter significativement les
performances quand beaucoup de régles sont analysées avec I’approche non-linéaire.

6.3 Comparaison a I’état de l’art

On propose finalement de comparer les résultats obtenus par notre approche d’analyse, ainsi
que ses performances, avec d’autres approches présentées dans la Section [2:3]
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analyse agile | analyse linéaire | analyse stricte | analyse non-linéaire
flattenl 2518 23us 23 s 42us
flatten2 46us 41pus 42us 99us
flatten3 42us 37us 35us 6415
flatten fail 351 3lus 288 568
negativeNF 392us 387us 359us 637us
skolem 82us 4Tus ATus 121pus
removePlus0 fail 29us 265 23us 61us
removePlus0 53 s 50us 50us 98us
multiply0 285 11pus 12pus 23us
insertionSort 478us 201 ps* 195us* 4058
mergeSort 9.26ms 847 us* 569us™* 8.62ms
reverse 134us 125us 128us 171us
reverse2 382us 360us 370us 537us
delete 446us 113pus* 108us* 415us
sortedDelete 884us 265u5* 228s* 7388
otrs 3.67ms 1.4ms 1.4ms 3.08ms
TRS aléatoire 490ms 486ms 542ms 1,36s
terme aléatoire 47.5ms 40ms 47Tms 54.7ms

F1GURE 6.3 — Différences de performance en temps d’exécution entre les différentes approches
d’analyse; les scénarios TRS aléatoire et terme aléatoire correspondent a la vérification d’un
TRS de 25 régles et d'une propriété d’Exemption de Motif d’'un terme; les autres scénarios
sont présentés en Appendix [C] avec ceux marqués * modifiés pour pouvoir étre validés avec les
analyses linéaires et strictes.

Complétion d’automate

L’approche dont les résultats peuvent le plus facilement étre comparés a ceux obtenus par notre
méthode d’analyse est celle de complétion d’automates [GR10|, qui a donné lieu a l'outil Tim-
buk [Hau20|. L’utilisation d’automates d’arbres permet notamment de fournir une approche plus
expressive que celle présentée ici. En effet, notre approche se concentre principalement sur I’étude
de transformation de programmes, comme proposé dans la problématique initiale, et se limite
donc a la vérification de garanties syntaxiques pouvant étre exprimées sous la forme de propriété
d’Exemption de Motif. L’automate obtenu par la technique de complétion fournit, lui, une des-
cription plus précise des termes et de leurs formes normales, notamment dans le contexte de
I’étude de programmes fonctionnels.

Il n’est ainsi pas possible d’exprimer de propriétés de parité des entiers naturels par Exemp-
tion de Motif, contrairement a approche par automate d’arbre, comme vu dans ’Exemple [2.3]
De méme, on peut décrire des arbres ordonnés par un automate, mais pas par Exemption de
Motif :

Exemple 6.3. On considére des arbres binaires de valeurs A et B avec A < B. On peut re-
présenter cette famille d’arbres via l'algébre de termes définies par la signature ¥ = (S,C W D)
décrite par les types algébrique :

Val (= A Tree := leaf
| B | node(Val, Tree, Tree)

L’approche par automate d’arbre permet de caractériser les arbres ordonnés via l'automate A
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défini par le systéeme de transition suivant :

(A — {a
B - q
nOde(Qaa Qta, qm) —  (ta
node(qy, Gtv, qib) - qw
node(qa; Gtas Gtab) —>  Qtab
node(qy, Gab, Gtb)  —>  Gtab
leaf —  (ta
leaf — gt

\ leaf = qtab

Dans cet automate, l’état qq, Tespectivement qu, représente l’ensemble des arbres ne contenant
que des valeurs A, respectivement B. Et [’état qiqp, représente donc [’ensemble des arbres ordonnés.

La technique d’automate d’arbre permet donc de vérifier un certain nombre de garanties sur
des transformations d’arbres ordonnés (insertion dans un arbre ordonné, transformation en liste
trice...).

En revanche, il n’est pas possible de décrire I’ensemble des arbres ordonnés par une propriété
d’Ezemption de Motif. Par exemple, l’exemption du motif node(A,node(B),x) garantit que la
branche gauche d’un arbre étiqueté A, ne sera pas étiqueté B mais ne permet pas de garantir
qu’une branche droite de cette branche ne contiendra pas une valeur B. Cette propriété d’exemp-
tion de motif n’est donc pas suffisante pour décrire les arbres ordonnés.

L’approche d’analyse par Exemption de Motif ne permettant de caractériser ces arbres ordon-
nés, elle ne peut pas vérifier des garanties sur leurs transformations.

La technique d’analyse par complétion d’automates est donc théoriquement plus expressive
que notre approche. Il est également important de noter que la complétion d’automates peut
également s’appliquer a des programmes fonctionnels d’ordre supérieur. On conjecture cependant
qu’un formalisme similaire devrait permettre d’appliquer I’approche par Exemption de Motif &
I’étude de fonctions d’ordre supérieur.

Néanmoins, une limitation majeure de la technique de complétion d’automates est que sa ter-
minaison n’est pas garantie. Certaines classes de TRS et de systémes d’équations pour lesquels
cette terminaison est garantie ont été identifiées [Genl6], mais peuvent donc limiter les applica-
tions pratiques de 'approche. Contrairement a l’approche par complétion d’automates qui est
ainsi dépendante certaines hypothéses sur la stratégie d’évaluation en Appel par valeur, et sur la
terminaison et la complétude du systéme, notre approche n’est, dans le cas d’une analyse linéaire
ou par linéarisation, dépendante d’aucune hypothése.

On fournit en Figure un tableau de comparaison des performances, en termes de temps
d’exécution, de notre implémentation avec Timbuk 3.2 |[GBB™17| et Timbuk 4 [Hau20] E| On
notera qu’on ne présente ici que des scénarios pour lesquels les propriétés considérées peuvent étre
exprimées par des propriétés d’Exemption de Motif, pour un horizon plus complet de scénarios
pouvant étre étudiés via 'approche par complétion d’automates, nous renvoyons le lecteur vers
les scénarios fournis avec les outils utilisés.

Il est également important de remarquer que, contrairement & notre analyse, I’approche par
complétion d’automates n’est que faiblement dépendante d’interventions de 1'utilisateur : en effet,
dans le cadre de la complétion d’automates, il est possible de fournir un ensemble d’équations
permettant de définir des classes d’abstraction, mais I’analyse peut également étre effectuée

1. on a fait le choix d’inclure Timbuk 3.2, puisque, bien qu’il s’agisse d’une version plus ancienne, il obtient
généralement de meilleurs performances en termes de temps d’exécution
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pfree check | timbuk 3.2 | timbuk 4
flattent v 25us | X oo | v 685ms
flatten2 v 46us | X oo | v 975ms
flattens v DPups | v 2,3ms | V/ 1,3s
negativeNF v o 3%us|v 3,2ms |V 104s
skolem v 82us | X 1,55 | v/ 1,6s
removePlus0 | v/ o3us | X bdoms | X 00
multiply0 v 28us | v 2,4ms | /' 22bms
insertionSort | v 4AT8us | v 6bms | v 731lms
mergeSort vV 9.26ms | X oo |V 1,4s
reverse v 134us | v 6ldms | V/ 1,4s
reverse2 v  332us |V Tldms |/ 2,3s
delete v 446us |/ 2,2ms | /' 286ms
sortedDelete | v 884us | X oo | v T98ms
otrs v 36Tms | X 44dms | X 00

FIGURE 6.4 — Table de comparaison avec Timbuk 3.2 and Timbuk 4. v indique que le scénario
est correctement vérifié, X indique un échec de la validation du scénario

indépendamment de toute intervention (en particulier, dans le cas de Timbuk 4, qui utilise une
procédure CEGAR pour générer automatiquement ces abstractions). En revanche, la définition
de profils en annotation des symboles de fonction est absolument nécessaire pour ’analyse par
Exemption de Motif. On stipulera cependant que I'utilisation de propriétés de filtrage par motif
facilite grandement 1’écriture et la compréhension de ces profils.

Exemple 6.4. On considére l'algébre de termes définie par la signature Xye introduite dans
UEzemple[3.5

Contrairement o 'approche par Exemption de Motif qui permet de caractériser les listes et
les expressions plates (i.e. entiers ou listes plates) simplement via le motif cons(lst(l1),l2), pour
l’approche par automate, il est nécessaire de définir l’automate décrit par le systéeme de transition
sutvant :

(2 - qn
S(Qn) > Qn
int(Qn) - g
nil — q
cons(gi,q1)  — @
lSt(QI) - Qe

\ i - Qe

Dans cet automate, l’état q, décrit les entiers de Peano, l’état q; décrit le sous-ensemble d’ex-
pressions entieres, q; décrit les listes plates, et [’état q. décrit les expressions plates.

Enfin, on notera que ’approche par complétion d’automates, afin de pouvoir construire une
abstraction finie des termes considérés, nécessite généralement que la sorte finale des termes
étudiés soient un ensemble de constantes. Il n’est donc pas possible de vérifier directement la
forme des termes considérées en donnant ’automate d’arbre attendu : la propriété recherchée doit
donc généralement étre exprimée via une fonction de vérification, encodée dans le TRS fourni.

Higher-order recursion scheme
La comparaison avec des solutions basées sur la notion de Higher-order recursion scheme (HORS)
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est, elle, plus compliquée. En effet, méme si le principe de ’analyse repose toujours sur la construc-
tion d’une abstraction des résultats de la transformation étudiée, I'expressivité des différentes
approches basées sur la notion d’HORS est trés différente de celle de notre méthode d’analyse. En
particulier, on peut mentionner le model-checker MoCHi [KSUTIL ISKU™20| qui est particuliére-
ment adapté a ’étude de programmes manipulant des types de données d’entier et de liste, mais
qui reste limité par le formalisme d’HORS pour des types d’arbres algébriques plus généraux.

En termes d’expressivité, on peut tout de méme évoquer la solution présentée dans [UTK10],
qui propose une approche similaire basée sur I’annotation de Higher-order multi-parameter tree
transducers (HMTT). Ces annotations et les prédicats considérés sont définis par des automates
d’arbres, d’oll une expressivité théorique similaire & celle de Timbuk. Malheureusement, aucune
implémentation de la méthode n’est publiquement disponible, donc il n’est pas possible de compa-
rer directement les performances, mais au vu des résultats publiés dans [UTKI10], notre approche
semble tout de méme plus rapide. Comme pour Timbuk, cette approche a ’avantage de pouvoir
s’appliquer sur des programmes d’ordre supérieur, mais 'utilisation du formalisme de réécriture
et 'annotation directe des symboles définis pour I’étude de CBTRS semble généralement étre
une approche plus communément utilisée et plus facile & appréhender que 'utilisation I’ HMTT
étendu proposée par [UTKI0].

Enfin, on peut s’intéresser a des approches a base d’HORS proposant une déduction auto-
matique des abstractions comme les Pattern-Matching Recursion Scheme (PMRS) [OR11]. Dans
ce formalisme, la méthode de vérification propose d’utiliser une procédure CEGAR pour affi-
ner 'abstraction. Cependant I'approche utilisée se base sur l'utilisation de motifs finis qui ne
permettent souvent pas d’obtenir une abstraction adaptée & la vérification de propriétés comme
celles d’Exemption de Motif. De plus I'utilisation du formalisme de PMRS reste généralement
plus fastidieuse que celle de CBTRS.

Exemple 6.5. On considére l'algébre de termes définie par la signature Xyq introduite dans
UEzemple [3.5. On propose d’encoder le CBTRS suivant, via un PMRS :

flatten(nil) — il

flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l))
flatten(cons(Ist(1),1")) — concat(flatten(l), flatten(l"))
concat(cons(e,l),1") —  cons(e, concat(l,1'))
concat(nil, 1) —-

En passant les différents symboles a l'ordre supérieur, on obtient pour cela, avec les primitives
de filtrage limitées du formalisme, un PMRS de la forme :
nil
Check 1l e
cons (int 1) 1
Concat (Flatten l') (Flatten 1))

cons e (Concat I 1)
l/

Flatten nil
Flatten (cons e l)
Check 1 (int 1)
Check 1 (Ist 1")
Concat I' (cons e 1)
Concat ' nil

FEELLd

De plus, le résultat de I’analyse proposée par ces approches est une caractérisation des formes
normales obtenues par transformation, d’ou une dépendance & des hypothéses de terminaison,
et généralement de confluence, de la réduction considérée. Dans notre cas, la terminaison faible
est nécessaire pour pouvoir en pratique décrire les formes normales considérées, mais la méthode
d’analyse permet de garantir la préservation de sémantique du systéme de réécriture étudié
indépendamment de sa terminaison.
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Une derniére contribution [MKUI5|, apparentée au formalisme d’HORS, propose une ap-
proche totalement automatisée pour la vérification de programmes fonctionnels. Cette derniére
repose sur une approche assez gloutonne qui consiste a diviser systématiquement 1’ensemble des
états de I'automate d’entrée en un nombre croissant de sous-états, tant qu’un résultat faux-
négatif est identifié. Cette méthode a I’avantage de proposer un résultat de complétude relative.
Aucune implémentation n’étant publiquement disponible, on remarque donc simplement que
cette approche gloutonne semble cependant moins performante que 'approche par complétion
d’automates proposée par Timbuk 4 [HGJ20].

Approches de vérification par typage

Dans le Chapitre 2] on a présenté des solutions de typage se reposant sur I'utilisation d’annota-
tions pour décrire des spécifications des fonctions a vérifier. Cependant, les approches citées ont
généralement une expressivité difficilement comparable & celle de notre analyse par Exemption
de Motif. En particulier, les approches basées sur la notion de Refinement Types [FP91], comme
I'utilisation de Liquid Types en Haskell, sont plus adaptées & I’étude de propriétés sur des types
de données intégrés a la sémantique d’annotation (comme des entiers ou des listes). Néanmoins,
ces approches permettent généralement d’exprimer des propriétés algébriques locales, mais ne
sont pas adaptés pour ’étude de propriétés plus structurelles des types algébriques, tel que
I’Exemption de Motif.

Une autre approche se reposant sur des notions de typage complexes pour garantir certaines
propriétés de correction des transformations est celle proposée par CDuce [BCF03|. Ce langage
fonctionnel destiné & I’écriture de transformation XML propose en effet un systéme de typage fort
associant des notions de polymorphisme, d’inférence de type et de compositions de types avec
une approche de sous-typage par sémantique assez proche de 'approche de satisfaction de séman-
tique utilisée par notre méthode d’analyse. Cette particularité du langage permet une vérification
statique des spécifications ainsi exprimées. Bien que cette approche soit trés expressive, la mé-
thode de sous-typage par sémantique semble assez superficielle puisqu’elle échoue, néanmoins, a
vérifier correctement la majorité de nos scénarios (présentés en Annexe . Notamment, contrai-
rement & notre méthode, 'approche proposée ne permet généralement pas de prendre en compte
les contraintes de corrélation dans les cas non-linéaires. Enfin, bien que le langage se présente
comme généraliste, il reste particuliérement ancré dans le contexte des transformations XML, qui,
bien qu’ayant de trés nombreuses applications dans les domaines industriels, ne s’accommode pas
spécialement & ’étude des langages fonctionnels.

6.4 Synthése

On a proposé une implémentation publiquement disponible et testable en ligne de la méthode
d’analyse présentée. L’implémentation est accompagnée d’un jeu de fichiers de tests, dont les scé-
narios sont décrits en Annexe . A T'exception de I’algorithme getReachable, I'implémentation
est assez fidéle aux différents mécanismes introduits dans les Chapitres précédents. En se basant
sur la méme approche théorique, la version implémentée de getReachable (Figure , obtient
non seulement de meilleures performances, mais permet également de prendre en compte des
termes potentiellement infinis, qui peuvent étre intéressants pour ’étude de programmes dans
un langage lazy. Une autre optimisation majeure proposée consiste a utiliser un cache afin de
limiter la redondance des calculs effectués. En termes de temps de calcul, I'utilisation de ce cache
permet en effet d’améliorer les performances moyennes de I'implémentation d’un facteur 2.

L’implémentation propose & l'utilisateur différentes options d’analyse correspondants aux
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approches linéaires et non-linéaires présentées dans les Chapitres précédents. En termes de com-
plexité, on observe une complexité linéaire avec le nombre de régles, polynomiale avec le nombre
de symboles des membres gauches et linéaire (en moyenne) avec le nombre de symboles des
membres droits. De fagon similaire, les motifs en annotation ont un effet polynomial avec le
nombre de symboles et un effet exponentiel avec le nombre de disjonctions. La majeure diffé-
rence, en termes de complexité, entre la méthode linéaire et la méthode non-linéaire se mesure au
niveau du nombre de profils par annotation, qui a un impact polynomial pour les cas linéaires et
exponentiel pour les cas non-linéaires. Les effets polynomiaux ont aussi généralement des poids
plus importants dans le cas non-linéaire.

Enfin, 'implémentation présente des résultats assez encourageant par rapport aux autres
approches de la littérature. En particulier, dans le contexte de l'analyse de transformations de
programmes, 1'utilisation de notre formalisme de systéme d’annotations est faiblement intrusive
et assez intuitive, grace & 'aspect algébrique des propriétés de filtrage considérées, et donne
de trés bons résultats en termes de performance. En termes d’expressivité, un certain nombre
d’approches alternatives propose des formalismes plus particuliérement adaptés a la validation
de programmes manipulant des entiers ou des listes, pour lesquels ils sont plus expressifs que
notre formalisme d’Exemption de Motif. Dans le contexte de la programmation fonctionnelle,
d’autres approches utilisent des formalismes, comme celui d’automates d’arbres, plus expressifs
mais généralement plus difficiles & appréhender.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a introduit une approche originale, basée sur le formalisme de réécriture,
pour exprimer et vérifier des spécifications algébriques de programmes. L’objectif étant de pouvoir
garantir que le résultat d’'un programme, décrit par un systéme de réécriture, ne contient pas de
sous-terme filtré par certains motifs spécifiques éliminés, on a proposé un formalisme permettant
d’exprimer ce type de garanties, et on a réalisé une étude de ce formalisme dans le contexte d’une
réduction par relation de réécriture. Cette étude a notamment conduit a I’élaboration d’une
méthode d’analyse statique permettant de vérifier systématiquement les spécifications exprimées
par le formalisme. Une implémentation en Haskell de cette méthode a été développée et testée,
pour démontrer la pertinence de I'approche proposée.

Formalisme d’Exemption de Motif

Nous avons proposé un formalisme d’annotation des symboles de fonction reposant sur la
notion d’Exemption de Motif qui décrit, algébriquement, la propriété que I’on cherche & garantir
sur les résultats de la transformation : aucun sous-terme n’est filtré par un certain motif que
la fonction est censée éliminer. Cela se traduit donc sous la forme de spécifications algébriques
définies par un ensemble de profils annotant les symboles de fonctions. Chaque profil donné en
annotation décrit, en termes d’Exemption de Motif, une pré-condition sur la forme des arguments
de la fonction qui, quand elle est respectée, doit garantir une post-condition similaire sur le
résultat obtenu.

Ces spécifications peuvent donc étre utilisées pour donner une sur-approximation des résultats
attendus d’une telle application de fonction. Pour formaliser cette sur-approximation, on a pré-
senté une généralisation de la notion de sémantique close introduite dans [CM19]. Cette derniére
permet de représenter la potentielle infinité de valeurs filtrées par un motif dans une structure
finie permettant le calcul d’opérations basées sur les combinateurs ensemblistes classiques. En se
servant des annotations des symboles de fonctions, on obtient ainsi une sur-approximation plus ou
moins précise, en fonction des profils spécifiés, qui peut étre utilisée pour vérifier qu'un systéme
de réécriture, décrivant le comportement des fonctions considérées, respecte les spécifications
associées.

En effet, du point de vue du formalisme de réécriture, on a montré que les spécifications,
décrites par le systéme d’annotations choisi, peuvent étre vérifiées a ’échelle d’une régle de réécri-
ture. Chaque régle donne une définition algébrique du comportement des fonctions considérées,
qui peut ainsi étre comparée a la pré-condition et & la post-condition de chaque profil annotant
le symbole des fonctions correspondantes. La notion de sémantique proposée permet donc de
vérifier que, dans les cas ou la régle respecte la pré-condition d’un profil, la sur-approximation
obtenue respecte la post-condition associée : on dit alors que la régle satisfait le profil.
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Méthode d’analyse statique

Prouver la correction des spécifications algébriques décrites par le systéme d’annotations,
revient donc & vérifier que toutes les régles du systéme de réécriture considéré satisfont les profils
de 'annotation du symbole en téte du membre de gauche : respecter la pré-condition du profil
par instanciation du membre gauche de la régle implique de respecter la post-condition avec la
méme instanciation du membre droit de la régle. Pour cela, on a proposé une méthode d’analyse
statique, qui se présente en trois étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions satisfaisant la pré-condition du profil considéré ;

2. une étape de construction de sémantique, qui reconstruit une sur-approximation des ins-
tances correspondantes du membre droit de la régle;

3. une étape de vérification, qui vérifie que cette sémantique exprimant la sur-approximation
des résultats respecte la post-condition donnée par le profil.

Les trois étapes reposent sur différents mécanismes permettant 1’étude de la sémantique des
termes. En utilisant une représentation des sémantiques sous la forme de graphe, on a proposé un
algorithme permettant de vérifier si une sémantique est vide et, dans le cas contraire, d’exprimer
I’ensemble des sous-termes de cette sémantique. Grace a cet algorithme, on a pu proposer un
systéme de réduction des motifs étendus qui préserve la sémantique des motifs considérés. Ce sys-
téme est notamment utilisé afin de comparer des motifs entre eux, tout en exprimant d’éventuelles
contraintes d’instanciation résultant de cette comparaison. Ces différents outils permettent non
seulement 1’étude des sémantiques, mais également de vérifier systématiquement des propriétés
d’Exemption de Motif.

L’ensemble de ces mécanismes permet donc de proposer une méthode d’analyse statique pour
vérifier, par satisfaction de profil, que le comportement du programme décrit par un systéme
de réécriture respecte les spécifications algébriques données par le systéme d’annotations. La
méthode ne dépend d’aucune hypothése quant & la terminaison ou la confluence de la relation
de réécriture, en garantissant qu’a chaque pas de réécriture la sémantique du terme réduit et,
par conséquent, ses propriétés d’Exemption de Motif sont préservées. Dans le cas de systémes
non-linéaires, elle ne s’applique cependant qu’avec certaines limitations.

Analyse de systémes non-linéaires

On a montré que la méthode d’analyse proposée ne s’applique aux systémes non-linéaires que
par sur-approximation via un systéme linéaire, ou sous hypothése d’une relation de réécriture
stricte, donc dans le cadre d’un programme avec une stratégie d’évaluation en Appel par valeur.
Pour éviter ces limitations, on a proposé et étudié différents formalismes permettant de prendre
en compte les contraintes de corrélation des différentes instances des variables d’un terme non-
linéaire.

Le formalisme retenu propose une notion de sémantique substitutive qui donne une sur-
approximation des formes normales potentielles d’un terme en supposant que deux sous-termes
identiques seront réduits de maniére équivalente. Cette approche revient a faire une hypotheése
de confluence de la relation de réécriture, qui dans le cadre de la programmation fonctionnelle est
généralement garantie par déterminisme. Pour 'analyse statique de systémes de réécriture, on a
montré que cette nouvelle notion de sémantique induit une notion de satisfaction de profil proche
de celle de la sémantique close utilisée pour I’analyse de systémes linéaires. On peut donc vérifier
la correction des spécifications algébriques décrites par le systéme d’annotations en montrant
que chaque régle du systéme considéré satisfait localement les profils en annotation.
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En réutilisant certains des mécanismes déja présentés, on a ainsi pu proposer une adaptation
de la méthode d’analyse précédente. La majeure différence réside dans le fait que, pour I’analyse
de termes non-linéaires, ’étape de construction de la sur-approximation sémantique n’est pas
assez précise pour prendre en compte les contraintes liées & la non-linéarité. Pour vérifier la
satisfaction de la post-condition, on utilise alors une procédure de décision permettant de vérifier
I’existence d’une instance non-conforme & la post-condition. La méthode ainsi proposée permet
donc, sous hypothése de confluence et avec un surcoiit en termes de performance, 'analyse
statique de systémes non-linéaires quand les approches linéaire ou stricte ne sont pas suffisantes.

Perspectives

Les perspectives de ’approche proposée sont principalement liées & ’amélioration du forma-
lisme et /ou de la méthode d’analyse. La comparaison a I’état de I’art donne des pistes assez claires
sur les évolutions possibles : en particulier I'extension du formalisme a des formes d’annotations
plus variées pour améliorer ’expressivité, et le support de fonctions d’ordre supérieur. Une autre
ameélioration envisagée concerne l’automatisation de la méthode d’analyse via un mécanisme d’in-
férence de profils, afin de limiter le travail d’annotation de I'utilisateur. Enfin, une intégration
plus importante aux outils basés sur la réécriture stratégique, et notamment au langage Tom, est
également une piste d’évolution importante.

Expressivité

La principale piste d’évolution de notre formalisme concerne son expressivité. Bien que l'ap-
proche proposée réponde parfaitement & la problématique initialement considérée, et est donc
particuliérement bien adaptée a I’étude de transformations de programmes, dans un contexte
plus général, elle peut étre limitée par le formalisme d’Exemption de Motif. Comme les annota-
tions des symboles sont définis sous la forme de profils exprimant des spécifications algébriques
basées sur des propriétés d’Exemption de Motif, notre approche ne peut ni exprimer, ni vérifier
des propriétés qui ne peuvent pas étre décrites via I’Exemption de Motif. C’est, par exemple, le
cas de la notion d’arbre ordonné, de propriétés arithmétiques des entiers comme la parité, ou
encore des contraintes de taille sur des listes.

En pratique, la notion de sémantique de motif utilisée et les différents mécanismes mis en
place pour implémenter la méthode d’analyse pourraient facilement étre adaptés & des formes
d’annotations plus générales. L’évolution envisagée consisterait donc a étendre notre formalisme
d’annotation pour utiliser des profils définis par des notions de sous-typage pouvant accepter
des propriétés algébriques plus générales que celle d’Exemption de Motif. Cette derniére serait
alors utilisée pour faciliter ’expression de ces sous-types, et ainsi permettre a l'utilisateur de
définir des profils exprimant des spécifications beaucoup plus générales que ’approche actuelle.
Des approches telles que la notion de sous-typage sémantique [FCB02] montrent en effet qu'une
telle évolution resterait compatible avec notre formalisme de sémantique de motif, facilitant ainsi
I’adaptation de la méthode d’analyse.

Une autre approche d’évolution possible, en termes d’expressivité, serait de permettre la dé-
finition de profils paramétriques. En utilisant des méta-variables dans la définition des profils,
a la fagon des types polymorphiques dans les langages fonctionnels, il serait ainsi possible de
définir des profils prenant arbitrairement certaines propriétés d’Exemption de Motif en entrée
et décrivant une spécification du comportement attendu en fonction du motif considéré. Cette
approche permettrait ’écriture de profils extrémement expressifs, mais, contrairement a la pro-
position précédente, ne permettrait pas d’exprimer des propriétés ne pouvant étre décrites par
Exemption de Motif.
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Ordre Supérieur

Hérité du formalisme de A—calcul, les langages de programmation fonctionnels se reposent sur
le concept de fonctions d’ordre supérieur, c’est & dire des fonctions pouvant prendre des fonc-
tions en argument et renvoyer des fonctions comme résultat. Parmi les approches de vérification
alternatives étudiées, une majorité d’entre elles proposent des solutions permettant 1’étude de
programmes utilisant ce type de fonctions. C’est en effet une pratique de programmation qui se
popularise de plus en plus, au point d’étre intégré maintenant dans des langages orientés objet
comme Java et C++.

Le formalisme présenté ici étant principalement congu pour ’étude de transformations de
programmes, on a fait le choix de considérer que des fonctions du premier ordre. Une évolution
naturelle serait donc d’étudier son application & ’étude de programmes utilisant des fonctions
d’ordre supérieur. En pratique, encoder de telle fonctions par un systéme de réécriture nécessite
de pouvoir exprimer une application partielle des fonctions. Une solution, proposée dans [Rey68],
et utilisée notamment par I'approche de complétion d’automates [Genl4|, consiste & introduire
un symbole encodant 'application d’une fonction sur son premier parameétre. Il est ainsi possible
d’exprimer par des régles de réécriture le comportement d’une telle application (partielle).

La complexité majeure du passage & ’ordre supérieur réside donc dans la définition d’anno-
tations utilisant des profils d’ordre supérieur. De nombreuses solutions, tels que les Refinement
types [FP91], ont montré que des formalismes similaires d’annotation s’adaptent assez bien au
typage de fonctions d’ordre supérieur. On peut notamment citer I’approche proposée par le lan-
gage CDuce [BCF03], qui repose sur une notion de typage sémantique assez proche du formalisme
de satisfaction de profil proposé ici.

Inférence de profils

Le formalisme d’annotation par Exemption de Motif proposée est, en général, assez peu intrusive
et relativement intuitive grace & sa dépendance a la notion de filtrage par motif. En effet cette
approche est largement inspirée de fonctionnalités du monde de la programmation fonctionnelle,
ce qui en permet une prise en main assez aisée. Elle nécessite néanmoins un travail d’annotation de
la part de 'utilisateur, qui peut sembler important par rapport a certaines solutions alternatives
qui proposent des approches beaucoup plus automatisées.

Afin de limiter le travail d’annotation de l'utilisateur, il serait intéressant de proposer une
automatisation de la méthode ’analyse basée sur un mécanisme d’inférence des profils. Un tel
mécanisme permettrait en théorie, a partir d’un systéme d’annotations réduits, de déduire ’en-
semble des profils nécessaires & la vérification de la spécification algébrique minimale désirée par
I'utilisateur. De nombreux scénarios utilisés comme cas d’étude présentent en effet un certain
nombre de profils qui pourraient facilement étre déduits par une telle approche d’inférence.

Une question importante liée & une telle évolution est la facon dont un tel mécanisme d’infé-
rence s’intégrerait aux autres évolutions proposées. Par exemple, les approches considérées pour
améliorer I’expressivité du formalisme serait d’autant plus intéressantes qu’il serait alors possible
d’inférer des profils non-triviaux décrivant des propriétés d’autant plus expressives. Néanmoins,
plus le formalisme sera expressif plus la complexité d’une telle approche d’inférence sera impor-
tante. Des observations similaires sont également évidentes pour le passage a ’ordre supérieur.

Réécriture stratégique et intégration

Enfin, le concept d’origine ayant inspiré les travaux présentés dans cette thése est principalement
celui proposé par Nanopass, dont le but premier n’est pas spécialement de fournir des garanties de
transformation de programmes, mais essentiellement de proposer un outil facilitant leur écriture.
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Le formalisme de réécriture choisi, ici, propose de définir les transformations de programmes
via une approche algébrique similaire, et on a notamment évoqué la notion de réécriture par
stratégie comme une alternative & 'approche de Nanopass pour faciliter ’écriture des systémes
de réécriture. Pour revenir & une comparaison avec Nanopass, il serait donc intéressant d’étudier
comment ’approche proposée s’intégre & ces notions de réécriture stratégique.

En premier approximation, on pourrait donc étudier I'application de la méthode d’analyse
sur des transformations utilisant certaines stratégies classiquement utilisées pour le parcours
d’arbres, tels que Bottom-up, Top-down ou Innermost. Pour une application plus compléte aux
concepts de réécriture stratégique, on pourrait utiliser 'encodage présenté dans [CLM15|, qui
propose d’exprimer les stratégies via un systéme de réécriture classique. Cet encodage générant
des symboles définis supplémentaires, un mécanisme d’inférence de profils, comme mentionné
ci-avant, devrait donc permettre de construire les profils de ces symboles, et ainsi d’appliquer la
méthode d’analyse au systéme généré.

En particulier, on a cité des outils tels que Stratego et Tom, qui proposent des langages de
stratégie permettant 'expression et I'implémentation de systémes de réécriture stratégiques. Une
perspective majeure d’application des travaux menés serait donc de proposer une intégration de
I’approche présentée dans I'un de ces langages.
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A

Preuves et lemmes intermédiaires

A.1 Preuves et lemmes du Chapitre
Lemme A.1. Soit un terme c(ti,...,t,) € T(F,X) avec c € C", on a :

ety .. tn)] € {c(vi,.-.yvn) | (v1,-..,00) € [t1] X - x[tn]}

Démonstration. Soit un terme linéaire ¢t = c(t1,...,t,) € T(F,X) avec ¢ € C, on procéde par
induction sur k, le nombre de symboles définis dans t.

On considére k = 0, i.e. t € T(C,X), et une valeur v € [[t]. Par définition de la séman-
tique close, il existe une substitution valeur ¢ telle que v = ¢(t) = ¢(s(t1),...,5(ty)). Donc
v = c(vg,...,v), avec v; = <(t;),Vi € [1,n], i.e. v; € [t;],Vi € [1,n]. On a donc bien
ve{c(vr,...,vn) | (vi,...,0,) € [t1] % -+ X[tn] }-

On suppose maintenant k& > 0 tel que Yu = c(uy,...,u,) € T(F,X) ayant moins de k
symboles définis, [u] C {c(w1,...,wy,) | (wi,...,wy) € [ui]x - x[uy]}. On considére v € [t] ;

par définition, il existe une position w € Pos(t) telle que t|,, = ©F(p1,...,pm) avec ¢ € D, et une
valeur w € T5(C) exempte de > (p1, ..., pp) telles que v € [t [w]_]. Comme t(€) = c € C,w # e et
on peut donc noter w = ¢.w’. Ainsi, par induction, v = ¢(v1, ..., vy,) avec vj € [t;],Vj #i et v; €

[ti [w],/]. De plus, par définition, on a [t; [w] ] C [t:], dot v € {c(vi,...,vn) | (v1,...,vn) €

[ta]>x - - <[tal}-

Ainsi, par induction, l'inclusion est vérifiée pour tout terme de la forme c(ty,...,t,) €

T(F,X) avec c € C™. O

Lemme 3.11. Soit t = ¢(t1,...,tn) € T(F,X) avec ¢ € C, pour tout i € [1,n], on a Vv € [t;],
Je(ws, ..., wy) € [t] tel que w; = v.

Démonstration. Soit t = c(t1,...,t,) € T(F,X) avec ¢ € C. On procéde par induction sur k,
le nombre de symboles définis dans ¢;. Si k = 0, on a t; € T(C,X), donc pour tout v € [t;] il
existe une substitution o telle que o(t;) € 7(C) et v = o(t;). De plus, comme o(t;) € T(C), par
définition de la sémantique close, on a, pour tout c(wy,...,w,) € [o(t)] avec w; = o(t;) = v.
Enfin, comme la sémantique close est conservée par substitution valeur, on a également w € [t].

On considére maintenant t; ayant k& > 0 tel que pour tout u; ayant moins de k symboles
définis, Yo € [u;], Fe(wi, ..., wy) € [t1,...,ui. .., t,] tel que w; = v. Soit v € [t;], i.e. il
existe une position w € Pos(t;) telle que t;), = ©F (p1,...,pm) avec o € D™, et une valeur
w € T5(C) exempte de b¥ (p1,...,pm) telle que v € [t;[w],]. Par induction, on peut donc
conclure qu'il existe c¢(wr,...,wy) € [t[w], ] tel que w; = v, et par définition de la sémantique
close, [t [w], ] € [t], donc w € [t].
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Par induction, on a donc bien pour tout i € [1,n] et v € [¢;], il existe c(wy,...,wy,) € [t] tel
que w; = v. O

Lemme 3.13. Soient un terme t € T(F,X)\ T(C,X) et une valeur u € T(C), u € [t] si et
seulement si il existe une position w € Std (t) = {w € Pos(t) | V' < w,t(w') € C} telle que
b = ©P(ty,...,ty) avec 0P € D", et une valeur v € T5(C) exempte de b7 (t1,...,t,), telles
que u € [t [v]].

Démonstration. La preuve de I'implication inverse est immédiate par définition de la sémantique.

On prouve maintenant I'implication directe par induction sur k le nombre de symboles définis
dans t. Si k = 1, la preuve est immédiate par définition de la sémantique.

On considére maintenant k > 1 tel que pour tout terme ¢ ayant strictement moins de k
symboles définis une valeur w € [q] si et seulement si il existe une position w € Std (q) telle que
Qo = ©F(qi,...,q,) avec P € D", et une valeur v € T5(C) exempte de b7 (qy,...,qn), telles
que u € [q[v],]. On considére u € [t], par définition de la sémantique, il existe une position
w € Pos(t) telle que t), = ©F(t1,...,t,) avec P € D", et une valeur v € T,;(C) exempte
de b7 (t1,...,t,), telles que u € [t[v],]. Si w € Std(t), la proposition est vérifiée, sinon, on
note ¢ := t[v], d’aprés 'hypothése d’induction, il existe une position w’ € Std(q) telle que
Qo' = wizy(qh ey Qm) avec zp!fl € D™, et une valeur v € Ty (C) exempte de P’ (q1,-- - qn),
telles que w € g [v'],/].

e Siw' <w,ilexiste j € [I,m] et w” tels que w = w'.j.w". On note t,, = w!f/(ul, ey Um)s
et on a donc ¢; = u; pour tout i # j et ¢j = u;[v],,. Par définition de la sémantique
on a donc [g;] C [u;], et par conséquent v’ est exempt de b7 (u1, ..., uy). Enfin, comme
q[v'], =t[],, on conclue que w € [t [v],].

, [v],, donc wt [v'],, [v],] C [t[v],]-

Par induction, I'implication directe est donc vérifiée. O

e Sinon, comme w’ € Std (t), ¢ V'], =t[v'],

Lemme 3.16. Soit un terme clos t € T(F), pour toute position w € Pos(t) et pour tout termes
clos u,v € To(F) avec ty, = s, si [u] € [v] alors [t[ul,] < [t[v],]-

Démonstration. Soit un terme clos t € T(F), on procéde induction sur la forme de ¢t. Sit =c €
CY, la propriété est clairement vérifiée.

On considére maintenant t = c(t1,...,t,) avec ¢ € C™ et t1,...,t, respectant la propriété
inductive. Si w = €, la propriété est clairement vérifiée. Sinon, on note w = i.w’ avec i € [1,n],
et par induction on a [t; [u]] C [t;[v],]. Enfin, on peut conclure avec Proposition que
It ful,] € [t ol

Enfin, on considére t = go!s?(tl, ..., ty) avec @ € D" et ty,...,t, respectant la propriété in-
ductive. Si w = €, la propriété est clairement vérifiée. Sinon, on note w = i.w’ avec i € [1,n],
et par induction on a [t; [u] ] C [t; [v],/]. De plus, par Proposition on a [t[u],] = [z,”]

avec py =7 (t1,... b [u] .. tn), et [t[u],] = [2,7°] avec py :=bP (t1,... ti [V] s, tn)-
On rappelle que b7 (t1,...,t;[ul /... tn) = quguq avec Q, = {r | 3l * -+ x l,—~r €
P t.q.t;[u],, est exempt de [;AVj # i,t; est exempt de L;} et b (t1, ..., t; [v] s tn) = > gco, 4

avec Q, = {r |3l *---*xlp—=>r € P tq t;[v], est exempt de [; AVj # i,t; est exempt de [;}.
Comme [t; [u]] C [t; [v],], Proposition garantit que pour tout profil Iy * -+ x [, —~7r € P,
si t; [v],, est exempt de [; alors ¢; [u] , est exempt de [;. Dot Q, C Q,, et par composition de
I’Exemption de Motif avec I'opérateur de disjonction de motif +, toute valeur exempte de p,, est
exempte de p,, donc [t [u] ] = [z,”] C [t [u], ] = [=,""].

Par induction, on a donc pour tout ¢ € 7 (F), pour toute position w € Pos(t) et pour tout
termes clos u,v € T(F) avec ty, : s, si [u] C [v] alors [t [u] ] € [t[v],]. O

162



A.2. Preuves et lemmes du Chapitre []]

A.2 Preuves et lemmes du Chapitre

Lemme 4.4. Etant donné G = (V, E) un graphe total, pour tout neeud u € V, il existe v € [u]
avec d(v) < n si et seulement u est instanciable avec dist(u) < n.

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe total, et un nceud u € V. On prouve le Lemme par
induction sur n.
Pour n=0:

e On suppose qu’il existe v € [u] avec d(v) = 0 avec v est une constante. Si u est un motif,
alors u est également une constante et est donc bien instanciable avec dist(u) = 0. Si u est
neceud variable, alors [v] C [u], donc par définition du graphe total, v est nceud du graphe
et (u,v) € E. Le nceud v est donc un instanciable et dist(v) = 0, donc u est également
instanciable avec dist(u) = 0.

e On suppose que u est instanciable avec dist(u) = 0. Si u est un motif, alors u est également
une constante et u € [u] est de profondeur 0. Si u est un nceud variable, alors il existe
nceud motif v € V' avec dist(v) = 0, donc v est une constante et par définition du graphe
total, [v] = {v} C [u].

On considére maintenant n > 0 tel que pour tout nceud w € V, il existe v/ € Jw] avec

d(v") < n si et seulement w est instanciable avec dist(w) < n.

e On suppose qu’il existe v € [u] avec d(v) < n. Si u = ¢(ui,...,uy), alors d’aprés la
Proposition v = ¢(vr,...,v,) avec v; € [u;] pour tout i € [1,n]. Comme chaque
d(v;) < n pour tout i € [1,n], par définition du graphe total et induction, chaque u; est
neeud instanciable du graphe avec dist(u;) < n et (u,u;) € E. Donc u est instanciable avec
dist(u) < n. Si u est un noeud variable x5 \ r, d’aprés 'Equation il existe ¢ € Cy et
q=1(q1,---,qn) € Qc(r+p) tels que v € [c(z15F \q1s- -+ 2ns )] W = (2158 \ Qs+ -5 Zns’)
est donc un noeud instanciable du graphe dist(w) < n et (u,w) € E. Donc u est instanciable
et dist(u) < n.

e On suppose que le nceud u est instanciable avec dist(u) < n. Si u = ¢(uq,...,uy,), alors,
par définition, chaque u; est noeud instanciable du graphe avec dist(u;) < n et (u,u;) € E.
Par induction, pour tout i € [1,n], il existe v; € [u;] avec d(v;) < m. Donc, d’aprés la
Proposition c(vy,...,v,) € [u] est de profondeur < n. Si u est nceud variable, alors
il existe nceud motif w € V instanciable avec dist(w) < n et (u,w) € E. Donc, il existe
v € [w] avec d(v) < n. Et comme, par définition du graphe total, [w] C [u], v € [u].

O
On montre la confluence locale du systéme R :
Lemme A.2. Le systéme R est confluent.

Démonstration. On prouve la confluence locale du systéme en montrant que chaque paire critique
induite des régles de réécriture converge. On remarque que la préservation de la sémantique
donnée par la Proposition [5.4] les conditions des régles P3-P7 restent satisfaites quand une de
ces régles est appliquée localement. De plus, les seules régles pouvant réduire un terme de la forme
f;ﬁ\f sont M1 et P7, qui convergent directement, et sont en contradiction avec la condition des
régles P3-P6.

On a donc les paires critiques suivantes :
(A1) — (A2) (qui converge directement),
(A1) — (S1) et (A2) — (S1) (qui convergent avec E1 et A1/A2),
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(M1) — (L3) (qui converge avec M1, L1),

(M2) — (M3') (qui converge avec 2 fois M1),

(M2) — (M5) (qui converge directement),

(M2) — (L3) (qui converge avec M2),

(T'1) — (T2) (qui converge directement),

(L1) — (L3) (qui converge avec M5 et M5, L1),

(L1) — (L4) (qui converge avec E2 et E2, L1),

(L1) — (L5) (qui converge avec E3 et E3, L1),

(L2) — (L3) (qui converge avec M3’ et M3, 2 fois L2),
(L2) — (L4) (qui converge avec S2 et S2, 2 fois L2),
(L2) — (L5) (qui converge avec S3 et S3, 2 fois L2),
(L5) — (P5) (qui converge avec P5, et L5, L3). n

Lemme 4.11. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p. On a :
1. Sit est quasi-symbolique, alors v :=1 |y est soit 1, soit un motif quasi-symbolique.

2. v:=t |y est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est linéaire,
v =1 si et seulement si [t] = 0.

3. v:= (t\p) Im est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est
linéaire, v = L si et seulement si [t \ p] = 0.

4. v:= (t X p) I, est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est
linéaire, v = L si et seulement si [t x p] = 0.

Démonstration. On prouve le Lemme par induction sur la forme de t.

Si t = 257, aucune régle ne s’applique a ¢, qui est donc sous forme normale. Si t = 257 \ u
avec v un motif quasi-additif, alors par confluence v = ¥ \ v/ | avec v/ = u |, qui est soit L
soit un motif quasi-additif. Si v’ = L, alors la régle M2 s’applique & x5 7\ L et le réduit & x5 ¥, qui
est en forme normale et un motif quasi-symbolique. Sinon, la seule régle pouvant s’appliquer a
x5 P\ v est P7. Si elle s’applique, elle réduit ¢ & L qui est en forme normale, et sinon, t = x5\ v/
est en forme normale et un motif quasi-symbolique.

Sit = x Qu avec u un motif quasi-symbolique, alors par induction sur ¢, v' = u |x est soit
L, soit un motif quasi-symbolique pattern. If v/ = L, alors L1 est I'unique pouvant s’appliquer
a t, qu’elle réduit & L. Sinon, x @ v’ est en forme normale et un motif quasi-symbolique.

Enfin, si t = ¢(t1,...,t,) avec t1,. .., t, des motifs quasi-symboliques, alors par induction sur
t, soit tous les v; = t; Joz sont des motifs quasi-symboliques, ou il existe ¢ € [1,n] tel que t; Jzy= L.
Dans le premier cas, on a par confluence v = ¢(v1,...,v,) qui est un motif quasi-symbolique.
Sinon, v = ¢(t1, ..., ti—1, L, tit1,...,tn) Im= L, avec la régle E1. dJ

Démonstration. D’aprés la Proposition on sait que la forme normale d’un motif quasi-additif
est un motif quasi-additif. De plus :

e si cette forme normale contient | en dessous de la racine alors une régle parmi Al, A2,
E1, M2 et L1 s’applique forcément ;

e si cette forme normale contient un symbole 4 sous un symbole constructeur, alors S1
s’applique forcément ;

e si cette forme normale contient un symbole + en dessous d’un symbole @, alors L2 s’ap-
plique forcément.
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Ainsi la forme normale d’un motif quasi-symbolique est soit L soit une somme de motifs quasi-
symboliques.

De plus, si t Jsz= L alors la Proposition garantit que [t] = [L] = 0. On note v =t |,
et de méme on a [t] = [v], on prouve maintenant que si [v] = @ alors v = L. On suppose pour
cela que v # L et on montre par induction que v n’est pas en forme normale.

Siv=uaxs"\uet[v] =0, alors la régle P7 s’applique, donc v n’est pas en forme normale.
Si v = v + vy, alors [v1] = [v2] = 0, donc par induction, soit v1 = vy = L et les régles
A1/A2 s’appliquent, soit v; ou ve n’est pas en forme normale. Dans les deux cas, v n’est pas
forme normale. Si v = 2 @ w, alors [w] = @, d’on par induction, soit w = L et la régle L1
s’applique, soit w n’est pas en forme normale. Enfin, si v = ¢(v1,...,v,), alors, par linéarité, il
existe i € [1,n] tel que [v;] = 0, et par induction, soit v; = L et la régle E1 s’applique, soit v;
n’est pas en forme normale. Dans les deux cas, v n’est pas en forme normale.

Par conséquent, si v # L est un motif quasi-additif tel que [v] = ), alors v n’est pas en forme
normale. Ainsi, si [t] = 0, alors ¢ {z= L. O

Démonstration. D’aprés la Proposition[d.7)et le Lemme[d.11.2] on peut considérer, par confluence,
que t and p sont en forme normale. On prouve maintenant, par induction sur la forme de p et ¢,
que v = (t\ p) Im est un motif quasi-additif.

Sip = 1, alors la régle M2 s’applique a ¢ \ u et le réduit a ¢, qui est en forme normale. Si

p= x;l, alors la regle M1 s’applique a ¢ \ u et le réduit a L.

Sip=c(p1,...,pn), on procéde par induction sur la forme de ¢ :

e Sit= 1, M5 est 'unique régle s’appliquant a t \ p qu’elle réduit a L.

o Sit =157 PT7 est I'unique régle pouvant s’appliquer a ¢ \ p, qu'elle réduit alors a v = L.
Si, elle ne s’applique pas, on a donc v = x5 7\ p qui est un motif quasi-symbolique.

o Sit=ux;7\p, comme t et p sont en forme normale, P6 est la seule régle s’appliquant &
t\ p, qu'elle réduit & x5 7\ (p’ + p). La régle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer, en
réduisant 257\ (p' +p) a L. Si elle ne s’applique pas, on a donc v = x5 7\ (p' + p) qui est
un motif quasi-symbolique.

e Dans le cas ou t = ¢/ (t1,...,tm), si ¢ # c, la régle M8 s’applique a t \ p, qu’elle réduit a .
Sinon, la régle M7 s’applique a ¢\ p, qu’elle réduit a Zie[l,n] c(tyy .., t; \ Piy---,tn), et par
induction sur la forme de p, Vi,v; = (¢; \ p;) d; est un motif quasi-additif. Par conséquent,
t\p =5 Zie[l,n] c(ty,...,viy...,tn). De plus, w = Zie[lvn] c(tyy ..., Viy. .. ty) est un
motif quasi-additif, donc d’aprés le Lemme [4.11.2] v = w Ji est un motif quasi-additif.
Ainsi, par confluence, v = (¢ \ p) .

e Sit=1x@¢t L3 est la seule régle s’appliquant a t \ p, qu’elle réduit a @ (¢ \ p). De plus,
par induction sur ¢, v = (¢’ \ p) Lo est un motif quasi-additif, et ¢\ p =5 2 Qu. Siv = 1,
alors L1 s’applique a x @ v, qu’elle réduit & L, sinon z @ v est forme normale.

e Sit =t +te, M3’ est la seule régle s’appliquant a t \ p, qu’elle réduit a (¢; \ p) + (t2 \ p).
De plus, par induction sur ¢, v1 = (t1 \ p) I et va = (t2 \ p) Jo sont des motifs quasi-
additifs. Par conséquent, t \ p =5, v1 + v2, et comme v + v2 est un motif quasi-additif,
le Lemme garantit que v = (v] + v2) Jy= (¢ \ p) Is est motif quasi-additif.

Enfin, si p = p1 + p2, on procéde par induction sur la forme de ¢ :

o Lapreuvedescast = 1, t =a; t =27\ p, t = 2Qt et t =t +t5 est identique & celle
ci-dessus.

e Sit=c(ty,..., t,), alors la régle M6’ s’applique a t \ p, qu’elle réduit a (¢ \ p1) \ p2. De
plus, par induction sur la forme de p, v' = (¢ \ p1) I et v = (V' \ p2) lsn sont des motifs
quasi-additifs, et par confluence, (t\ p) {n= v.
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Par induction, on a donc v = (¢ \ p) Jo un motif quasi-additif. De plus, d’aprés le Lemmel4.11.2]
v est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. Et, si t est linéaire, on a v = L si et
seulement si [t \ p] = 0. O

Démonstration. D’aprés la Proposition[d.7)et le Lemme[f.11.2] on peut considérer, par confluence,
que t et p sont en forme normale. On prouve maintenant, par induction sur la forme de p et t,
que v = (t X p) Jox est un motif quasi-additif.

Sit= 1, alors la régle E2 réduit t x p & L.

Sit= a:S_J' out= acs_L \ w, on procéde par induction sur la forme de p :

e Sip= 1, alors la régle E3 réduit ¢t x p a L.

e Sip=ysTett= xS_L, alors la régle T1 réduit ¢t x p & x @Qys ¢, qui est en forme normale. Si
t = x5+ \ w, alors la régle P5 réduit ¢ x p a (z7+ x ys 9) \ w, qui se réduit & x @ (y5 ¢\ w),
via les régles T1 et L3. La régle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer a ys ” \ w, qu’elle
réduit & L, d’on, avec la reégle L1, (¢ x p) ls= L. Et si elle ne s’applique pas, ys© \ w est
en forme normale.

o Sip=ys\rett=ux;"t alorslarégle P4 réduit txp a (z7+ xys ?)\r, qui est ensuite réduit
ax@(ys 7\ r), via les régles T1 et L3. La régle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer
ays 1\ w, quelle réduit a 1, Et si elle ne s’applique pas, ys ? \ w est en forme normale.
Sit = a1\ w, alors la régle P5 réduit a ¢t x p a (27 x (ys 2\ 7)) \ w, qui se réduit a
z@ (ys 1\ (r+w)), via les régles P4, T1, deux fois L3 et P6. La régle P7 est alors la seule
pouvant s’appliquer a ys 7\ (r+w), qu’elle réduit a L, d’ot, avec la régle L1, (t X p) lx= L.
Si elle ne s’applique pas, ys 7\ (7 + w) est en forme normale.

e Sip=c(p1,...,pn) et t = 27+, alors la régle P1 réduit ¢ x p :zc@(c(zl‘(),_ll XPlyens zn;f- X

pn) \ L). De plus, par induction sur on p, pour tout i € [1,n], v; = (zis_ij- X pi) doy est un
motif quasi-additif, d’out ¢(vy,...,v,) est un motif quasi-additif. Par conséquent, avec le
Lemme [£.11.2] par confluence (et via la régle M2), (t x p) lo= (z @ c(v1,...,v,)) I est
un motif quasi-additif. Si ¢ = x;+ \ w, alors la régle P5 réduit ¢t x p a (z;+ x p) \ w. On
a montré que v’ = (z7 x p) ln est un motif quasi-additif, et donc, avec le Lemme
par confluence, (t x p) In= (v \ w) lsn est un motif quasi-additif.

e Sip = yQr, alors larégle L5 s’applique a t X p, qu’elle réduit a y@ (¢ xr). D’ot, par induction
sur p, v' = (t x 1) Joz est un motif quasi-additif, et, par confluence, (t x r) {n= (y Q') |,
qui est un motif quasi-additif, d’aprés le Lemme

e Sip=pi+ po, alors la régle S3 réduit ¢t X p a4 t X p1 +t X pa. De plus, par induction sur p,
vy = (t X p1) I et va = (t X p2) Jo sont des motifs quasi-additifs. D’ot1, par confluence,
v = (txXp) lm= (v1 +v2) In, et comme v1 + vy est un motif quasi-additif, d’apres le
Lemme [£.11.2] v également.

Sit=c(t1,...,tn), on procéde par induction sur la forme de p :

e Sip= 1, alors la régle E3 réduit ¢t x p a L.

e Si p = ys? alors la régle P2 réduit tx a c(t1 X 2157, tn X zZnst) \ ¢. De plus, par
induction sur ¢, pour tout i € [1,n], v; = (t; X z;5,7) I est un motif quasi-additif, et
donc ¢(v1,...,vy,) est un motif quasi-additif. Par conséquent, d’apreés le Lemme [4.11.3| par
confluence, (t X p) = (c(vi,...,vn) \ ) I est un motif quasi-additif.

o Sip=ys?\r, alors larégle P5 réduit t xp a (t xys 7)\ 7. On a montré que v’ = (t x ys*) Io
est un motif quasi-additif pattern, d’ou, avec le Lemmel4.11.3] et par confluence, (t X p) Jm=
(v"\ 1) I est un motif quasi-additif.
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e Sip=c(p1,...,pn), alors soit ¢ # ¢ et la régle T4 réduit ¢ X p & L, soit ¢ = ¢ et la régle
T3 réduit ¢t x u a c(t; X p1,...,t, X p1). De plus, par induction sur ¢, pour tout i € [1,n],
v; = (t; X pi) I est un motif quasi-additif, d’ou ¢(vy,...,v,) est un motif quasi-additif.
Par conséquent, d’aprés le Lemme par confluence, (t x p) o= c(vi,...,vn) Ion est
un motif quasi-additif.

e Pour les cas inductifs p =y @Qr et p = p1 + p2, on procéde comme précédemment.

Sit = xQu, alors la régle L4 réduit ¢ x p & x @ (w x p), et par induction sur ¢, v' = (w X p) I,
est un motif quasi-additif. D’ou, par confluence, v = (¢t X p) Im= (y Q') |, et comme y Q o'
est un motif quasi-additif, d’apres le Lemme [£.11.2] v également.

Enfin, si t = t1 + t2, alors la régle S2 réduit ¢ x p & t1 X p+t2 X p. De plus, par induction sur
t, v1 = (t1 X p) I et va = (t1 X p) lsy sont des motifs quasi-additifs. D’ot, par confluence, v =
(t X p) Im= (v1 + v2) ls, et comme v + vy est un motif quasi-additif, d’aprés le Lemme
v également.

Par induction, on a donc v = (¢t X p) Lo un motif quasi-additif. De plus, d’aprés le Lemme
v est soit L, soit une somme de motifs quasi-symboliques. Et, si t est linéaire, on a v = L si et
seulement si [t x p] = 0. O

Lemme 4.14. Soient une version aliassée 7 d’un terme t € T(C,X) de sorte s et un motif
additif linéaire et régulier p. On a :

1. v:=7 |y est soit L, soit une verion aliassée de t ;

2. v = (T\p) In est soit L, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est
linéaire et v =11 + 72+ .- + 7™ alors pour toute substitution o telle que o(t) € T (F),
[e@®] C[r\p] < 3ke[l,m][o®)] C [7*];

3. v:i= (1 xxs7) [ est soit L, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, sit est

linéaire et v = 7' + 72 4+ .- + 7™, alors pour toute substitution o telle que o(t) € T(F),
[e®)] € [257]) <= 3k e [1,m],[o(®)] C [*].

Démonstration. On prouve le Lemme par induction sur la forme de 7 et ¢.

SiT=2xQ@Quett=ux, avec u un motif quasi-symbolique, alors par confluence v = z Q@ v’ |
avec v' = u |y, qui d’aprés le Lemme est soit L, soit un motif quasi-symbolique. Dans le
premier cas, la régle L1 s’applique & 2 @ L, qu’elle réduit & L. Sinon, v = x @ v’ est une version
aliassée de t.

SiT=c¢(r1,...,m)ett=c(t1,...,tn), avec 11,..., T, des versions aliassées de t1, ..., &, res-
pectivement. Par induction, pour chaque i € [1,n], v; = 7; |5 est soit L, soit une version aliassée
det;. S'il existe i € [1,n] tel que v; = L, alors par confluence, t J;w= c(t1,...,ti—1, L tiv1, ... tn) I,
d’ou, avec la régle E1, t lg= L. Sinon ¢(v1,...,v,) est en forme normale, et une version aliassée

de c(t1,...,tn). O

Démonstration. D’aprés le Lemme la forme normale de 7 est soit L (auquel cas, avec la
régle M5, on a (7 \ p) Jss= L) ou une version aliassée de ¢t. On considére donc que 7 et p (dont
la forme est preservé, d’aprés le Lemme en forme normale. On prouve ainsi le Lemme
par induction sur la forme de p.

On remarque que si v = (7\ p) lsn est une simple version aliassée de ¢, on a, d’apreés la
Proposition [v] = [7 \ p]. D’ou, pour toute substitution o, on a [o(t)] C [t \p] <=
[o()] < [v].

Sip= 1, alors la régle M2 s’applique a 7\ p qu’elle réduit & 7, qui est en forme normale. Si
p= x;l, alors la regle M1 s’applique a 7\ p, qu’elle réduit a L.

Sip=c(p1,...,pn), on procéde par induction sur la forme de ¢ et 7 :
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e SiT=2xQrett=uw, alorslarégle L3 s’applique a 7\ p, qu’elle réduit & x @ (r \ p). D’aprés
le Lemme la forme normale de (7 \ p) est soit L, soit une somme v! + - - - +v™, avec
chaque v* un motif quasi-symbolique. Si 7 \ p |sx= L, alors, par confluence, (7 \ p) {x= L,
via la régle L1. Sinon, par confluence, (7\ p) Ix= (z @ (v! +---+v™)) ln, et on peut
alors appliquer la régle L2 m — 1 fois pour réduire z @ (v! +- - - +v™) a x Qo +- ..+ 2 @Qv™
qui est en forme normale, et une somme de version aliassée de t. De plus, si 7 = y; ¢, alors
on a soit (7\p) = 2@ (ys 7\ p) ou (7\p) Im= L, et si » = ys 7\ w, alors on a soit
(7\p) b= @ (551 \ (1 + p)) ou {7\ ) bon= L.

e Sit=d(11,...,7m) et t = (t1,...,tn) avec chaque 7; une version aliassée de t;, alors soit
d # cetlarégle M8 s’applique a 7\ p, qu’elle réduit a 7, qui est en forme normale, soit ¢ = ¢'.
Dans ce cas, la régle M7 s’applique a 7 \ u, qu’elle réduit a Zie[l,n} AT1y ooy Ti \Piy v+ Tn)-
De plus, par induction sur la forme de p, pour tout i € [1,n], v; = (7 \ pi) Jsx est soit L,

soit vil + .- 40", avec chaque vf une forme aliassée de ¢;; on note m; = 0, si v; = L.
Ainsi, par confluence, on a 7\ p Jz= Zie[l’n] c(Tiy . Uiy ...y Ty) d;. D’ott, pour chaque
i € [1,n] tel que v; = L, on peut appliquer les régles E1 et A1/A2 pour éliminer le terme
(11, ..., Viy...,7) de la somme. Si v; = L pour tout i € [1,n], on a alors 7\ p ln=
L. Sinon, on peut alors appliquer S1 (Zie[l n] m;) — 1 fois, et on obtient (7\p) ln=
Zfee[[ll;:?i] e(ri,. .. ,vf, ...,Tn). De plus, si 7 est linéaire et pour tout = € Var(t),Tar =
Ys?V 1ar = ys 7\ w on a, par induction, pour toute substitution o telle que o(t) =
clo(tr),...,o(tn)) € T(F)
[o()] € [\ p]

— (Vjel,n][ot)] € [r]) A Eieln][ot)] N p] =0)

= (Vjel,n][o(t)] €[] A EFiel,n][ot)] € [m\p])

= (vje[L,n][o(t;)] C [ A Bie1,n],3k € [1mi], [o(t:)] € [vi])

< 3Fie[l,n],3ke[1,m],[c@®)] C [e(r,...,vF, ..., m)]

Enfin, si p = p1 + p2, on procéde par induction sur la forme de t et 7 :
e Pour le cas oit 7 =z @r, on procéde comme précédemment.

e SiT=c(r,...,7) et t = (t1,...,tm) avec chaque 7; une version aliassée de t;, M6’
s’applique a 7\ p, qu’elle réduit & (7 \ p1) \ p2. De plus, par induction sur la forme de p,
v/ = (7\ p1) In est soit L, soit une somme de versions aliassées de t. Dans le premier cas,
la régle M5 réduit v' \ p2 & L, d’on par confluence 7\ p Jw= L. Dans le deuxiéme cas,
v =wv1 4+ -+ + vy, et on peut appliquer la régle M3’ m — 1 fois sur (v1 + -+ + vp,) \ P2,
pour le réduire & vy \ p2 + - - - + vy, \ p2. De méme, par induction, on a, pour tout i € [1,n],
vl = (v; \ p2) s est soit L, soit une somme v} + - - + v;"" de forme aliassées de ¢ ; on note
m; = 0, si v, = L. On peut alors éliminer les termes v} = L de la somme via les régles
A1/A2, et par confluence, v = 7\ p }s est soit L, soit une somme de versions aliassées de
t. Enfin, si 7 est linéaire et pour toute variable z € Var(t),7az = ys * V Taz = ys © \ w,
on a, par induction, pour toute substitution o telle que o(t) € T(F) [o(¢)] C [r\ p] =
[P\ pl\ [l <= 3i € (L], [0(t)] C [w] \ [pa] = [vs \ po] <= 3i € [1,m],3k €
[1,mq), [o(®)] € [vf]

Par induction, on a donc v = (7 \ p) I, est soit L, soit une somme de versions aliassées de
t. De plus, si t est linéaire et v = 71 4+ 72 4 ... 4+ 7™, alors pour toute substitution o telle que
o(t) € T(F), [e®] S [r\p] = k€ [L,m],[o()] < [*]. .
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Démonstration. On prouve maintenant par induction sur la forme de t, que pour tout motif
additif linéaire et régulier p, v = (t x z57) |, est soit L, soit une somme 7' + --- + 7™ de
versions aliassées de t, telle que, si t est linéaire, on a :

o Vk € [1,m],Vz € Var(t), 75, =y, L Vol =y."\ v,
o Vo,[c(t)] C [t x x5 7] <= Ik € [1,n],[o)] C [o(F)]

On remarque que si v = (7 X x57) Jo est une simple version aliassée de ¢, on a, d’aprés la
Proposition [v] = [T x x5 7]. D’ow, pour toute substitution o, on a [o(t)] C [r x 257] <
[o(®)] < [v]-

Dans le cas t = x, T1 est la seule s’appliquant & t X x5 7, qu’elle réduit & x @ x5 ?, qui est une
version aliassée de ¢.

On considére maintenant le cas ot t = ¢(t1, ..., t,). Dans ce cas, P1 est la seule régle pouvant
s’appliquer a t x x5 7, qu'elle réduit & c(t; X 215), ..., tn X 2ns) \ p. De plus, par induction, on
a, pour tout i € [1,n], v; = (t; X z5,") Jo est soit L, soit une somme de versions aliassées de t;.
Par conséquent, on a ¢t x z57 =% c(v1,...,vn) \ p.

e S’il existe i tel que v; = L, alors la régle E1 s’applique a ¢(vy,...,v,) \ p, quelle réduit a
1\ p, qui peut ensuite étre réduit a L via la regle M5.

e Sinon, par induction, pour tout i, v; = > ", vf avec chaque vf une version aliassées de
ti. On peut alors appliquer les régles S1 et M3’ [[, m; — 1 fois, chacune, pour réduire
c(vi,... o)\ pa e, ... k) \ p. Pour chaque ¢(vf,...,vfn) \ p de cette somme,
c(v’fl, . ,vf{”) est une version aliassée de t. On sait donc, d’aprés le Lemme M, que
Uk, = (c(v’fl,...,vﬁ")) oy est soit L, soit v,il B R vzklknk", avec chaque
vk .k, une version aliassée de t; on note my, . x, = 0, si v; = L. D’ou, pour chaque
(k:l,...,k ) € [1,mq] x -+ x [1, mn] tel que v, k., = L, on peut appliquer les régles
A1/A2, pour éliminer ces termes de la somme. On a donc, par confluence, (t x x57) |x=
Z’;}i[,l Tkl)’é‘[’f’;il]x < [Lmn] ”kl, k- De plus, si t est lin¢aire, on a, par induction, ¥(ki, .. ., k) €
[1,m4] X -+ x [1,m,), Yz € Var( )y c(of vk ) ay = ys PV el o) a, = ys P\ w.
D’ou, d’apres le Lemme V(ki,...,kn) € [1,mq] x -+ x [1,my],Vk € [1,mp, . ko]

Va € Var(t), vy g = ys_p Vg . =Ys" \u De méme, on a, pour toute substitu-
tion o telle que o (t) = c(o(t1),...,0(tn)) € T(F) :

N

[o(O)] € [t x z,*]
[o(®)] C [e(ts X 21585 -y tn X 2nsE) \ P]
(Vi € [1,n], [o(pi)] € [ti x 2i5"]) A [[U(t)]] Np] =
(Vi € [1,n],3k; € [1,my], [o(t:)] C [v) ']]) Alo(t )]] N[p] =0
(Vi€ [1,n],3k; € [1,my], [o(t)] € [[0(1)1 oot vl Ale @] N p] =0
Vi€ [1,n],3k; € [1,my],[o(t)] C [e( 1)1 s vk ]
Vie [1,n],3k; € [1,m4], 3k € [L,my, k], [o(t:)] C [[v’lzl,...,kn]]

teeree

Par induction, on a donc v = (7 X z5") |n est soit L, soit une somme de versions aliassées
de t. De plus, si t est linéaire et v = 71 +72 4 .. 4 7™, alors pour toute substitution o telle que
a(t) € T(F), [o()] € [r x 257] <= 3k [1,m],[o(t)] C [7*]. O
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A.3 Preuves et lemmes du Chapitre

Lemme 5.5. Soient p et q des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires & droite d’une
conjonction, si p =>m q, alors pour toute valeur v € T(C), et pour toute substitution o, on a :

g g
p<Kv = q=<Kv
Démonstration. Soient p et g des motifs étendus. On commence par remarquer que, pour une
variable fraiche zs?, pour tout v € T5(C) exempt de p, pour toute substitution o, il existe une

substitution o', avec o(x) = o/(x) pour toute variable x € Dom(a), telle que z5 " X v. Par

— . ~ . — UI
simplification, on suppose par la suite que si z5 © est une variable fraiche, on a toujours z5 © << v
pour tout v € T4(C) exempt de p. De plus, comme on ne considére que des motifs conjonction-

g
linéaires dont le motif & droite de la conjonction est linéaire, on considére que p; X po K v <

g
p1 <XV Apy K.
On prouve par induction sur p que la propriété est monotone :

e Sip = p1 + p2, on considére g et ¢y tels que pour tout v € T(C) et pour toute substitution
o, on a p; j< vV ¢ <U< v, on montre que pour tout v € T(C) et pour toute substitution
o o
o,onap +p2 <KV << p1+q K0v:

g g ag
p1+p2 <<V <= p KvVpr <Kv
g g
<~ p1 <vVg KU
ag
<~ p1+tq@ <V

De méme, pour tout v € 7(C) et pour toute substitution o, on a p; + p %U< v =
q1 + p2 j< V.

e Sip = p;\p2, on considére gq; et g2 tels que pour tou v € T(C) et pour toute substitution o,
on a p; Lo = Qi X v, on montre que, pour tout v € T(C) et pour toute substitution
U,onapl\pgév — ql\pzév:

g o
@ \p2Kv = p1KvAp2Hv
(on
< q1 <XUVApy <L
o
<~ ql\pg—«v

De méme, en remarquant que po € v <= ¢o < v, pour tout v € T(C) et pour toute
substitution o, on a p; \ p2 j< v <= p1\ @ 5< V.
e Sip = pj X po, on considére q; et gy tels que pour tout v € T(C) et pour toute substitution o,
on a p; —Z< vV = @ —Z< v, on montre que, pour toute v € T(C) et pour toute substitution
g g

o,0napy Xpy<KLv <= pP1 Xqg2<LK0U:

o g o2
pP1LXp2 <KV <= p1 <XUvAp2 <KV
g ag
— p1 <UvAg@ <KV
ag
< pP1 XQq2 <V

g

De méme, pour tout v € T(C) et pour toute substitution o, on a p; X p2 K v <=
(o
g1 X p2 K.
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e De méme, pour p = 2 @p/, avec ¢ tel que pour tout v € T(C) et pour toute substitution
o,on ap <J< vV o= q <0< v, le méme raisonnement permet de montrer que pour tout
v € T(C) et pour toute substitution o, on a x @ p’ Xy = 7@ q X

e Sip=c(p1,...,pn), on considére qi, ..., g, tels que, pour tout v € T(C) et pour toute sub-
ag

stitution o, on a p; K v <= ¢; = v, on montre que, pour tout vy,...,v, € T(C) et pour
toute substitution o, on a c¢(p1, ..., pp) X c(v1y...,0p) <= c(P1y-- s Pk—1sQks Pk+1s---+Pn) X
(v, ..., vp) :
o o
c(p1,...,pn) <K c(vr,...,v,) <= A ipi <
<~ /\fz_llpi -Z< v; N Qg -Z< v A /\?:k—&-lpi -<U< V;
(Pl PRty Qe Pt -5 Pn) K (U1, U)

On montre que toutes les régles de R préservent le filtrage par substitution :

e Pour la plupart des régles, la preuve est immédiate par définition du filtrage par substitution
g
<.

(= 1) Pourlesregles (E1), (E2), (E3), (M5), (T4) et (L1), la preuve est immédiate en montrant
ar contradiction) que pour tout v € T(C),r v, avec r le membre droit des régles
(p ) que p ; ; g
considérés.

(M1) De méme, pour la régle (M1), on montre par contradiction que pour tout u € T(C),v \

ag
-1 < u. On suppose donc qu’il existe u € T(C) et une substitution o telle que T < u et
-1 # u. Comme on ne considére que des motifs bien sortés, on a ¥ : s, d’ott u : s, i.e.

T, 1+ < u ce qui est une contradiction. Donc, pour tout u € T(C),7\ T3+ < u.

| 8] 5

(M6’) Pour la régle (M6’), on montre que, pour tout u € 7(C) et pour toute substitution o, on

aa(vr, ..., o)\ (T+W) K u <= (a@r,...,00) \?) \ W =< u:
a(ﬂ,...,@)\(@—i—@)%u = a7, .,W)éu/\@—i—@%u
— o, .,%)-U«u/\ﬁ-ﬁéu/\ﬁ-%u
— o, .,W)\ﬁ%u/\@%u
= (..., )\ )\ T X u

(MT) Pour la régle (M7), on montre que, pour tout u € 7(C) et pour toute substitution o, on

S _ ag —_ PR g
aa(n...,op)\a(t,...,ty) <u <= a1\ t1,...,0n) + -+ a(v1,...,0, \ tn) K u:
a@, . )\, B Ru = o, KuAhalt,... ) Ku

g J—
= u=au,...,un) N AN (0 Kw) A (Viegt; £ uy)
g _
= u=aul,...up) A VIZ (AL (0 K ui) At K ouyg)
_ _ o
— oo\ t1,...,Op)+ -+ a(0,...,0, \ tn) < u

(T2) Pour la régle (T2), on montre que, pour tout u € 7(C) et pour toute substitution o, on a
TP X7, Ku = TQ7," X u.
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Sip=gq,
xsﬁxﬂs_q%u <= :Esﬁéu/\ys_p%u
< o(z) =uAupiree No(y) =uAu p-free
< o(r) =uAu L-free No(y) =uAu p-free
= L<U<u/\ys_ﬁ<g<u
— TQ7 " <Xu
Sig=1
fﬁxgﬁ%u <= xsﬁ%u/\ysﬂ-%u
< o(r) =uAupiree No(y) =uAu L-free
< o(z) =uAu L-free ANo(y) =uAu p-free
= Tt XuATP XKu
= 7Ta7’ Xu

(P1) Pour la régle (P1), on montre que, pour tout u € 7(C) et pour toute substitution o, on a

——D S _\ _ —p . . 0
Ts® X a(ty,...,0y) < u <= TQ (« (2:151 X UlyenvyZns, X Up)\P) <K u, avec 21,..., 2,
des variables fraiches :

[

——D — __ _—p (<) _ N

Ts' X a(01,...,Up) Ku <= Ts' Ku A a(U1,...,0,) < u

o(z) =uAupfree N u=a(u,...,uy)
AN (T )

ox) =u=auy,...,up) A\D<4u
A 1(E—U«ulAuZﬁfree)

A

!

(Ui < i A Zis, < U;)

<~ -1
A ()—u—a(ul,..., Un) AND 4 u
= A" (zis; xvl«uz)
A ()—U—a(ul,..., n) NP4 u
— o) =uArpHuialzns XT,... zngnpxm)-%u
g
— o(x) =uha(zs X, .. znsnvan)\ﬁ«u
— TQ (a(zs) xvl,...,zmsmxvn)\p)«u

(P2) Pour la regle (P2), on montre que, pour tout u € T(C) et pour toute substitution o, on

a a(ty,...,0,) X z. P Ky = a(zlslp X T1,... znsnp X Up) \ P X U, avec z1,. .., zp des
variables fraiches :

a(v*l,...,m)xfs_ﬁ%u a(ﬁ,...,ﬁ)%u/\@_ﬁ«u

]

u=o(u,...,up) A /\?:1(771"U<<U¢) A u p-free
u=aluy,...,u,) N p<4u

g
N Ny (U7 = ui A u; p-free)

11

o 5 C
/\?:1(’[)@' <K U N\ zis;, < UZ)
ANu=a(uy,...,up) Np<Ku

5 _C _
P (zisd x v L) A u=alut,...,up) AD4u

= = 0
PHLuUNa(z1s) XL, 2nst XVp) <K U

IIM !

_ . o
(215 X VL, Zmst X V) \ D <K u
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(P7) Pour la régle (P7), on montre par contradiction que, étant donné un motif 75" tel que

{zs?]} = 0, pour tout uw € T(C), on a Ty” 4 u. On suppose qu'il existe v € T(C) et
une substitution o telle que Zs” X v, on a alors v € [Zs7] € {z:"], ce qui est une
contradiction. Donc, pour tout u € T(C),Ts " 4 u.

O

Lemme 5.15. Soient un terme t € T(F,X?), pour toute position w € Pos(t) telle que t,, =
©P(ty,...,tn) avec 'F € D", on a [t [t‘w — Zs_p:|ﬂc C [t]e avec zs? une variable fraiche et
p=0l(t1,....ty).

Démonstration. Soient un terme t € T(F, X?) et w € Pos(t) telle que t|,, = ©P(ty,... t,) avec

P

©P € D", on note u =t [t‘w — zs_p} avec z; ’ une variable fraiche et p := o7 (t1,...,t,).

Siue T(C,X*), par définition, on a [u]. = Uve[[zs—p]] [t [t — v]] C [t]e-

Si w a k > 0 symboles définis, on suppose maintenant que pour tout ¢ € T(F,X?) tel
que u' =t [tlw 25 7 ] a strictement moins de k symboles définis, on a [u']. C [t']., et on
montre que [ul. C [t].. Soit w € [u]., par définition, il existe une position w’ € Pos(u) avec
Uy, = VT (1, ... um) ot 7 € D™ et une valeur v7y(C) exemple de bF (ug, ..., uy) telles
que w € [u [u, — v]].. Par hypothése d’induction, on a donc w € [t]ctjv et v exempt de
pP(th, ...t ), avec o = YT (th, ..., t,,). Donc w € [t]..

Par induction sur le nombre de symboles définis dans u, on a donc bien [u]. C [t].. O

Lemme 5.17. Etant donnés une régle de réécriture ls — 1s, avec ls = @Lp(lsl, ooy lsy) ot € DT,
préservant la sémantique substitutive []s, un terme t € T(F,X) et une substitution o' tels qu’il
existe une position w € Pos(t) avec t, = a'(ls), alors on a pour toute substitution valeur ¢ avec
Var(t) C Dom(s) :

It [o"(5) = o' ()] s < [l

Démonstration. Soient une régle Is — rs, avec Is = <p!sp(l1, ..., ly) ot p € D", préservant la
sémantique [[]s, un terme ¢t € T (F, X) et une substitution o tels que tels qu’il existe une position
w € Pos(t) avec t),, = ot(ls). On prouve par induction sur k le nombre de symboles définis dans
t,, que, pour toute substitution valeur ¢ avec Var(t) C Dom(c), on a [t [o"(Is) — o' (rs)]]c C [t]..

e Sik =1, alors ¢ est le seul symbole défini dans t|,, donc o(l;) € T(C, X') pour tout 4, et par
définition de la sémantique modulo ¢, on a [t]. = (J. [t [t|wz;p — ]]] avec ¢’ une substi-
gl

tution valeur telle que ¢’(z57) est une valeur exempte de p := 7 (s(0'(l1)),...,s(0'(ln)))
et ¢'(z) = ¢(x) pour tout = € Dom(s).

On note u :=t¢ [t‘w — zs_p} et o :={zs" = ol(rs)}, on a alors o(u) = t [o'(ls) — o' (rs)]
et d’apres le Lemme on a [o(u)]c € U [u]e avec ¢’ une substitution valeur telle que
¢'(z) = ¢(x) pour toute variable z € Dom(s) et ¢'(z57) € [o!(rs)].

Comme [o(rs)]c C [o"(rs)]c = [zs "], on peut conclure que [t [o*(ls) — ot (rs)]]c C [t]..
e On considére maintenant un terme ¢ et une subsitution o’ tels que k£ > 1 et on suppose
que pour tout terme r € T (F,X) et toute substitution valeur o” tels qu’il existe une po-

sition w" € Pos(r) avec |, = o (ls) ayant strictement moins de k symboles définis, on
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a, pour toute substitution valeur ¢ avec Var(r) C Dom(s), [r[o"(ls) — " (rs)]]c C [r]e-
Comme k > 1, il existe une position w’ € Pos(t), avec w < w' et t,, = VT (t, )
avec t; € T(C,X) pour tout i € [1,n], telle que [t] = [t [t|w/ — z;p]]]gl avec ¢’ une
substitution valeur telle que ¢’(z_") est une valeur exempte de p := b (G(t1), ... s(tm))
et ¢'(z) = ¢(x) pour tout = € Dom(s).

On note u :=t {t‘w/ — z;p} et o¥ = {z — o(x) [t‘w/ — z;p} }, et par construction on a

u), = o(ls), qui a strictement moins de k symboles définis. Donc, par hypothése d’in-

duction, on a [u[o*(ls) = o*(15)]]¢ € [u]. De plus, en notant o := {z,” +— t),s}, on a
o(ulo¥(ls) — o¥(rs)]) =t [at(ls) — at(rs)] et d’apreés le Lemme ona [o(ulo"(ls) — o"(rs)])]c €
Ug w0 (ls) = o*(rs)]]es avec " une substitution valeur telle que ¢'(z) = ¢(x) pour toute

variable x € Dom(s) et ¢'(2,") € [t]c = [z,"]-

On peut donc conclure que [t [o'(ls) — of(rs)]]c € [¢]c.

Par induction, la relation est donc vérifiée. O
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B

Méta-encodage de R

On donne ci-dessous un méta-encodage du systéme de régle R, présenté en Figure [4.8] Des
outils de vérification automatique de la terminaison, comme TTT2 ou AProVE ont été utilisés
pour montrer la terminaison de 1’encodage, et donc du systéme fR.

La plupart des régles du méta-encodage sont des traductions directes des régles du systéme
R, en ignorant les conditions dépendantes de ’algorithme getReachable. L’encodage des régles
M7, T3, P1 et P2 utilisent des symboles intermédiaires pour générer les différents sous-termes du
membre droit de la régle. Enfin, 'encodage combine les régles E1 et S1 qui necessitent d’examiner
les sous-termes du motif considéré pour déterminer si la régle peut étre appliquée. De plus, pour
éviter d’examiner infiniment les sous-termes, aprés ’application maximale de ces régles, les termes
générés sont localement gelés jusqu’a 'application d’une autre régle.

(VARuuluw2vviv2wfglulvnmipq)
(RULES

plus(bot,v) -> v
plus(v,bot) -> v

times(bot,v) -> bot
times(v,bot) -> bot

appl(f,lv) -> split(f,lv,nil)

split(f,cons(u,lu),1lv) -> split(f,lu,cons(u,lv))

split(f,cons(bot,lu),lv) -> bot

split(f,cons(plus(ul,u2),lu),lv) -> plus(appl(f,rest(lu,cons(ul,lv))),
appl(f,rest(lu,cons(u2,1v))))

split(f,nil,1lv) -> frozen(f,rest(nil,lv))

rest(lu,nil) -> lu

rest(lu,cons(u,1v)) -> rest(cons(u,lu),lv)

plus(u, plus(v, w)) -> plus(plus(u, v), w)
times (plus(ul,u2),v) -> plus(times(ul,v),times(u2,v))

times(v,plus(ul,u2)) -> plus(times(v,ul),times(v,u2))
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minus(v, var(n,bot)) -> bot
minus(v, bot) -> v
minus (plus(vl,v2), w) -> plus(minus(vl, w), minus(v2, w))

minus (bot, v) -> bot
minus (appl(f,lu), plus(v,w)) -> minus(minus(appl(f,lu),v),w)
minus (frozen(f,lu), plus(v,w)) -> minus(minus(appl(f,lu),v),w)

minus (appl(f,lu), appl(f,1lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
genm7 (f,1u,1lv,z) -> bot
genm7 (f,1lu,1lv,s(i)) -> plus(genm7(f,lu,lv,i), appl(f,diff(lu,lv,s(i))))
diff(nil,nil,i) -> nil
diff(cons(u,lu),cons(v,1lv),s(s(i))) -> cons(u,diff(lu,lv,s(i)))
diff (cons(u,lu),cons(v,1v),s(z)) -> cons(minus(u,v),lu)
len(nil) -> z
len(cons(u,lu)) -> s(len(lu))

minus (frozen(f,lu), appl(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
minus (appl(f,lu), frozen(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
minus (frozen(f,lu), frozen(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))

minus (appl(f,1lu), appl(g,lv)) -> appl(f,lu)

minus (frozen(f,lu), appl(g,lv)) -> appl(f,lu)
minus (appl(f,1lu), frozen(g,lv)) -> appl(f,lu)
minus(frozen(f,lu), frozen(g,lv)) -> appl(f,lu)

times(var(m,p), var(n,p)) -> alias(m, var(n, p))
times(var(m,p), var(m,bot)) -> alias(m, var(n, p))
times (var(m,bot), var(n,p)) -> alias(m, var(n, p))

times (appl(f,lu), appl(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
genprod(nil, nil) -> nil
genprod(cons(u,lu), cons(v,lv)) -> cons(times(u,v), genprod(lu,lv))

times(appl(f,lu), frozen(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
times(frozen(f,1lu), appl(f,1lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
times(frozen(f,lu), frozen(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
times(appl(f,lu), appl(g,lv)) -> bot

times(frozen(f,lu), appl(g,lv)) -> bot

times(appl(f,lu), frozen(g,lv)) -> bot

times(frozen(f,lu), frozen(g,lv)) -> bot
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alias(n, bot) -> bot
alias(n, plus(ul,u2)) -> plus(alias(n, ul), alias(n, u2))

minus(alias(n, v), u) -> alias(n, minus(v,u))

times(alias(n, v), u) -> alias(n, times(v,u))
times(v, alias(n, u)) -> alias(n, times(v,u))

times(var(n,p), appl(f,lv)) -> alias(n,minus(appl(f,genprodl(p, 1v)),p))

genprodl(p, nil) -> nil

genprodl (p, cons(v, 1lv)) -> cons(times(var(z, p), v), genprodl(p, 1lv))
times(var(n,p), frozen(f,lv)) -> alias(n,minus(appl(f,genprodl(p, 1v)),p))
times(appl(f,1lv), var(n,p)) -> minus(appl(f,genprodr(p, 1v)),p)

genprodr(p, nil) -> nil

genprodr (p, cons(v, 1lv)) -> cons(times(v, var(z, p)), genprodr(p, 1lv))
times(frozen(f,lv), var(n,p)) -> minus(appl(f,genprodr(p, 1v)),p)
times (appl(f,1lu), minus(var(m,p), v)) -> minus(times(appl(f,lu), var(m,p)), v)
times (frozen(f,lu), minus(var(m,p), v)) -> minus(times(appl(f,lu), var(m,p)), v)

times(var(n,p), minus(var(m,q), v)) -> minus(times(var(n,p), var(m,q)), v)

times (minus(var(n,p),u), v) -> minus(times(var(n,p),u), v)
minus (minus(var(n,p),u), v) -> minus(var(n,p),plus(u,v))

minus(var(n,p),v) -> bot

179



Annezre B. Méta-encodage de R

180



C

Cas d’étude

On définit des cas d’études utilisés comme exemple dans le mémoire et /ou disponibles comme
fichier de test dans I'implémentation [CL20].

C.1 Aplatissement de liste

On considére des expressions pouvant étre un entier ou une liste de telles expressions. Ce
langage d’expression peut étre représenté par l'algébre de termes définie par la signature ¥ =
(S,C WD) décrite par les types algébriques :

Expr := nt(Int) Int = 2 List = mnil
| Ist(List) | s(Int) | cons(Expr, List)

Le but est de proposer une fonction d’aplatissement flatten : List +— List. Le symbole
fatten'™t est donc annoté avec Py = { L = priar} ot prar = cons(lst(ly), l2).
On propose plusieurs versions.

C.1.1 flattenl

Une premiére version consiste simplement a utiliser une fonction de concaténation de liste
concat. On a donc les symboles définis suivant :

flatten'”* : List — List
concat'™? . List % List — List

avec Py = 0.
Le comportement des fonctions associées & ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

flatten(nil) —  nil
flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l))
flatten(cons(Ist(1),l")) — flatten(concat(l,1"))
concat(cons(e,l),l’ —  cons(e, concat(l,1"))
concat(nil, 1) —

1
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Annexze C. Cas d’étude

C.1.2 flatten2

Une deuxiéme version consiste & considérer la méme fonction concat en observant que la
concaténation de deux listes plates est une liste plate. On a donc les symboles définis suivant :

flatten”r : List — List
concat'P2 : List * List — List

avec Py = {pflat * Dflat pflat}ﬂ
Le comportement des fonctions associées & ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

flatten(nil) —  nil

flatten(cons(int(n),l)) — cons(int(n), flatten(l))
flatten(cons(lst(1),I')) — concat(flatten(l), flatten(l'))
concat(cons(e,l),l’) —  cons(e, concat(l,1"))
concat(nil, 1) —-

C.1.3 flatten3

Une derniére version consiste & considérer une fonction fconcat qui effectue a la fois une
concaténation de deux listes, et leur aplatissement. On a donc les symboles définis suivant :

flatten'”t . List — List
feoncatP? : List * List — List

avec Po = {L * L — Dot}
Le comportement des fonctions associées & ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :
nil
cons(int(n), flatten(l))
feoncat(l,1")
cons(int(n), feconcat(l,1"))
feoncat(ly, cons(Ist(l2),1))
flatten(1)

( flatten(nil)
flatten(cons(int(n),l))
flatten(cons(Ist(1),1"))
feoncat(cons(int(n),1),1")
feoncat(cons(lst(ly),12),1)
feoncat(nil, 1)

A

C.2 Formule logique

On considére des formules logiques représentées par les termes de ’'algébre définie par la
signature X ¢ormula = (S,C WD) décrite par les types algébriques :

Int = =z

Formula := predicate(Int, VarList
| s(int) | not(Formula) )
Var = wvar(Int) | and(Formula, Formula)
| skolem(VarList) ] Qr(FormuIa, Formula)
| #mpl(Formula, Formula)
Varlist = nil i exists(Var, Formula)

| cons(Var, VarList) forall(Var, Formula)

On consideére différentes transformations classiques des formules logiques.

1. le systéme ne préserve pas la sémantique sans cette annotation, comme défini et vérifié dans l’exemple
flatten fail fourni avec I'implémentation
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C.2. Formule logique

C.2.1 Forme normale négative

On considére une fonction nnf qui transforme une formule logique en sa forme normale
négative. On a donc le symbole défini :

|
nnf'" : Formula — Formula

avec P = {L — impl(f1, f2) + not(!predicate(i,l))}.
Le comportement de la fonction associée a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

predicate(s,t)
not(predicate(s,t))

or(nnf (not(pl)), nnf (not(p2)))
and(nnf (not(pl)), nnf (not(p2)))
forall(s, nnf(not(p)))

exists(s, nnf (not(p)))

nnf (p)

and (nnf (p1), nnf (not(p2))
or(nnf (not(p1)), nnf (p2))
and(nnf (p1), nnf (p2))

or(nnf (p1), nnf (p2))

exists(s, nnf (p))

forall(s, nnf(p))

nnf (predicate(s,t))

nnf (not(predicate(s,t)))
nnf (not(and(pl, p2)))
nnf (not(or(pl,p2)))
nnf (not(exists(s,p)))
nnf (not(forall(s,p)))
nnf (not(not(p)))

nnf (not(impl(pl, p2)))
nnf (impl(pl, p2))
nnf (and(pl, p2))
nnf (or(pl, p2))
nnf (exists(s, p))
| nnf (forall(s, p))

R A 2R 2R R R R

C.2.2 Skolémisation

On considére une fonction skolemize de skolémisation des formules logiques. Pour effectuer
la skolémisation, on introduit également des fonctions replaceVar et filterVar qui remplace la
variable skolémisée dans une formule, et dans une liste de variables, respectivement. On a donc
les symboles définis suivant :

skolemize'” Formula * VarList — Formula
replaceVar  : Formula x Var — Formula
filterVar : VarList * Var — VarList

avec P = {L — ezists(x,y)}.
Le comportement des fonctions associées a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

skolemize(predicate(s, xs), 1) —  predicate(s, s)

skolemize(and(p1, p2),1) — and(skolemize(p1,1), skolemize(pa, 1))
skolemize(or(p1,p2),1) —  or(skolemize(p1,1), skolemize(pa,1))
skolemize(exists(x,p), 1) —  skolemize(replace Var(p, skolem(x,1)))
skolemize(forall(x,p),1) —  forall(z, skolemize(p, cons(var(zx),l)))
replace Var(predicate(s, xs), skl) —  predicate(s, replace Var(zs, skl))

replace Var(and(p1, p2), skl) — and(replaceVar(p1, skl), replace Var(p2, skl))
replace Var(or(p1,p2), skl) —  or(replaceVar(p1, skl), replace Var(pa, skl))
replace Var(exists(x, p), skl) —  exists(x, replace Var(p, skl))

replace Var(forall(x, p), skl) —  forall(z, replace Var(p, skl))
filterVar(cons(z, xs), skolem(x,1)) — cons(skolem(zx,1), filterVar(xs, skolem(x,1)))
filterVar(cons(z, xs), skolem(2',1)) — cons(z, filterVar(xs, skolem(x',1)))

filter Var(nil, skl) —  nil
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C.3 Algeébre de Peano

On considére des entiers naturels représentés par des termes de ’algébre de Peano définie par
la signature de type suivante :

| s(iny

On considére différentes transformations dans 1’algébre de Peano.

C.3.1 Simplification d’addition

On considére un langage d’expression définie dans I’algébre de Peano par des additions d’en-
tiers ou de variables. Ces expressions peuvent donc étre décrits par des termes de sorte Expr,
décrite par la signature :

Expr := int(Int)
| war(Int)
| plus(Expr, Expr)

On considére dans ce langage d’expression, une fonction removePlus0 qui simplifie une ex-
pression en éliminant ’élément neutre de ’addition, i.e. I'entier 0 représenté par le constructeur
z. On a donc le symbole défini :

removePlus0'Pt . Expr — Expr

avec P; = {L — plus(int(z),e), L — plus(e,int(z))}
On peut vérifier que le CBTRS suivant ne préserve pas la sémantique :

removePlus0(int(n)) — int(n)

removePlus0(var(n)) —  wvar(n)

removePlus0(plus(int(z),e)) —  removePlus0(e)

removePlus0(plus(e, int(z))) —  removePlus0(e)

removePlusO(plus(ey \ int(z),e2 \ int(z))) — plus(removePlus0(e1), removePlus0(e2))

On considére donc une fonction intermédiaire add qui construit une addition simplifiée de
deux expressions. On a donc les symboles définis suivant :

removePlus0'F' Expr — Expr
add'P? . Expr % Expr — Expr

avec Py = {plus(int(z),e) * plus(int(z),e) — plus(int(z),e), plus(e, int(z)) * plus(e, int(z))
plus(e, int(z))}
Le comportement des fonctions associées a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

(- removePlus0(int(n)) — int(n)
removePlus0(var(n)) —  wvar(n)
removePlusO(plus(ei,e2)) — add(removePlus0(e1), removePlus0(e2))
add(int(z), e) — e
add(e, int(2))) — e
add(ey \ int(z),ea \ int(z)) — plus(er,ez)

184



C.4. Listes trices

C.3.2 Multiplication par 0

On considére des fonctions d’addition plus et de multiplication mult et on vérifie qu’une
multiplication par 0 vaut toujours 0. On a donc les symboles définis suivant :

plusP' : Int % Int — Int

mult'P2 Int * Int — Int

avec P1 = {s(i) * s(i) — s(i)} et Po = {s(i) x L — s(i), L x s(i) — s(i)}.

Le comportement des fonctions associées a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

plus(z,n) —- n

plus(s(i),n) — s(plus(i,n))
mult(z,n) -z

mult(s(i),n) — plus(n, mult(i,n))

C.4 Listes triées

On considére une algébre de listes abstraites définie par la signature Ygpreq = (S,C W D)
décrite par les types algébriques :

Expr = A List := nail
| B | cons(Expr, List)

ol les constructeur A et B représentent des valeurs telles que A < B.

On peut ainsi représenter les listes triées par les valeurs de sorte List exemptes du motif
Dsorted = cons(B, cons(A,l)).

On considére différentes transformations sur les listes triés.

C.4.1 Tri insertion

On considére une fonction sort effectuant un tri par insertion des listes via une fonction
insert. On utilise également des fonctions leq et ite qui correspondent & 'opérateur < et a la
construction if-then-else. On a donc les symboles définis suivant :

sort’Pr . List — List

insert'P2 . Expr x List — List
ite’Pir . Bool * List * List — List
leq!7>S Expr * Expr — Bool

avec P; = {J— = psorted}a Py = {J— * Psorted " psorted}a sz = {falSe * Psorted * 1 =
Dsorteds true * L % psorted ¥ Dsorted} €t P< = {L * A — false, B x L — false, A * B — true}.
Le comportement des fonctions associées a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

leq(x, B) —  true
leq(A,y) —  true
leq(B, A) —  false
ite(true,1,1") — 1
ite(false,1,1") —- [
insert(x, nil) —  cons(z, nil)
insert(x, cons(y,l)) — ite(leq(x,y), cons(z, cons(y,l)), cons(y, insert(x,1)))
sort(cons(x,1)) — insert(x, sort(l))
L sort(nil) — il
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Pour vérifier la préservation de la sémantique avec ’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la régle
insert(xz, cons(y,l)) — ite(leq(x,y), cons(x, cons(y,l)), cons(y, insert(x,1)))
par insert(z Q (A + B), cons(y Q (A + B),1)).

C.4.2 Tri fusion

On considére une fonction sort effectuant un tri fusion des listes. Pour se faire, on introduit
une sorte de paire de listes :

Pair := pair(List, List)

On utilise toujours des fonctions leq et ite qui correspondent & I'opérateur < et a la construction
if-then-else, ainsi que des split, sortP et merge, qui sépare une liste en une paire, trie une paire
de liste et fusionne une paire de listes triées. On a donc les symboles définis suivant :

sort'Pt . List — List
split  : List % List % List — Pair
sortP'P2 . Pair — Pair
merge'”s : Pair — List
ite'Pir . Bool x List x List — List
leg'P< Expr x Expr — Bool

avec P; = {J— — psorted}y Py = {J— — psorted}; P3 = {psorted = Dsorted> CO’/LS(A,Z)) =
COTLS(A,Z))}, sz - {false * DPsorted * 1L = Dsorted true * L x Psorted psortedafal‘se *
cons(A,1)) * L+ cons(A,1)} et P< ={L x A — false, B * L — false, A« B > true}.

Le comportement des fonctions associées a ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

leq(x, B) true
leq(A,y) true
leq(B, A) false
ite(true,1,1") l

l/

pair(ly,l2)

pair(cons(x,l1),l2)

split(l, cons(z,1y), cons(y, l2))

l

l

ite(leq(x,y), cons(x, merge(pair(ly, cons(y,l2)))),
cons(y, merge(pair(cons(z,ly),12))))

sortP(pair(ly,l2)) —  pair(sort(ly), sort(l2))

sort(l) — merge(sortP (split(l, nil, nil)))

ite(false,1,1")

split(nil, 11, 12)

split(cons(z, nil), 1y, 12)
split(cons(x, cons(y,1)),11,12)
merge(pair(nil, 1))

merge(pair(l, nil))
merge(pair(cons(x, 1), cons(y,12)))

R R IR

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec ’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la régle
merge(pair(cons(xz,ly), cons(y,l2))) — ite(leq(x,y), cons(xz, merge(pair(ly, cons(y,12)))),
cons(y, merge(pair(cons(z,ly),12))))
par merge(pair(cons(x @ (A + B),l1), cons(y @Q (A + B),l2))).
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C.4.3 Suppression

On considére une fonction delete supprimant la premiére occurrence d’un élément dans une
liste, et on vérifie qu’une liste reste triée par suppression. On utilise également des fonctions eq
et ite qui correspondent & 'opérateur = et a la construction if-then-else. On a donc les symboles
définis suivant :

delete'P . Expr « List — List
ite'Fis . Bool x List * List + List
eq¢'P= . Expr = Expr — Bool

avec P = {L * Dsorted "+ DPsorteds L * cons(A,l) — cons(A, 1)}, Pir = {false * psorted *
L Psorteds true * L % Dgorted F> Psorteds false * cons(A,l)) * L — cons(A,l), true * L x
cons(A, 1)) — cons(A, 1)} et P— ={A*x A — false,B x B — false, A x B — true,B * A —
true}.

Le comportement des fonctions associées & ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

eq(A, A) —  true

eq(B, B) —  true

eq(A, B) —  false

eq(B, A) —  false

ite(true,1,1") —-

ite(false,1,1") — [

delete(z, nil) — il

delete(x, cons(y, 1)) — ite(eq(x,y),l, cons(y, delete(x,1)))

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec I’approche par linéarisation, on peut rem-
placer le membre gauche de la régle
delete(z, cons(y,l)) — ite(eq(z,y),l, cons(y, delete(z,1)))
par delete(xz @ (A + B), cons(y @ (A + B),1)).

On peut également prouver que dans une liste quelconque, la suppression de toutes les oc-
currences d'un élément donné garantit son absence. On considére alors les annotations P = {A *
1l = B,Bx L — A} et Piy = {false x A x L — A,true x L x A — A, false x B x L —
B,true x L x B — B}.

Et le comportement des fonctions associées & ces symboles est alors décrit par le CBTRS
suivant :

(eq(A, A) —  true
eq(B, B) —  true
eq(A, B) —  false
eq(B, A) —  false
ite(true,l,1") —
ite(false,1,1") — I
delete(x, nil) — il
delete(z, cons(y,l)) — ite(eq(z,y), delete(x,l), cons(y, delete(x,1)))

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec ’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la régle
delete(x, cons(y,l)) — ite(eq(x,y), delete(x,l), cons(y, delete(x,1)))
par delete(z Q@ (A + B), cons(y @ (A + B),l)).
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C.4.4 Inversion

On considére une fonction reverse d’inversion des listes et on vérifie que I'inversion d’une liste
triée est inversement triée On a donc les symboles définis suivant :

reverse’” : List % List — List

avec P = {psorted * cons(B,l) — Diny, cons(A, 1) * Diny > Piny} OU Piny = cons(A, cons(B,1)).
Le comportement de la fonction associée est décrit par le CBTRS suivant :

{ reverse(nil, ) —

reverse(cons(x,l1),la) — reverse(ly, cons(z,l3))

On peut également vérifier que l'inversion d’une liste inversement triée est triée (et donc
qu'une inversion double raméne a une liste triée), en prenant annotation P = {psorteq *
cons(B,l) = Diny, cons(A, 1) * Piny = Pinvs Pinw * cons(A, 1) = Dsorted, cons(B, 1) * Dsorted —
Dsorted }

C.5 Non-linéaire

On considére dans cet exemple les termes de 'algeébre définie par la signature ¥,,; = (S,CwD)
décrite par les types algébriques :
51 S2 =

c(52,52) a

d1(S2,52)

N
| d2(S1)

On étudie un systéme non-linéaire avec différentes régles dont la satisfaction de profil peut
étre vérifiée, ou non, en fonction de la méthode d’analyse choisie (par linéarisation, par évaluation
stricte, ou via la sémantique substitutive).

On considére les symboles définis suivant :

fPr: S1%S2+— Sl
g : S1— S2

hRPr 1 S2%S2 +— Sl
©Pe . S2%S2 — S2

id'Fid . S2 s S2

avec Pr ={L x L — c(a,b)}, Pn={b* L — ¢(a,b),L xa — c(a,b)}, P, ={b* L —
b,Lxbwr— b}etPiyg={br b}
Le comportement de la fonction associée au symbole f est décrit par le CBTRS suivant :

fle(z,a),b) — c(z,z)
fle(z,b),a) — h(z,x)

fld(z),a)  — c(g(2),9(2))
fle(@,y),z) — clo(z,y), ¢y, 2)))
f(d(2),0)  — c(id(b),id(g(2)))

L’approche par linéarisation ne permet de prouver la préservation de sémantique d’aucune
régle. L’approche par évaluation stricte permet de prouver que la premiére régle préserve la
sémantique. L’approche par sémantique substitutive permet de prouver que les trois premiéres
régles préservent la sémantique.
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C.6 Réduction de motifs étendus

L’approche d’analyse statique permet également de vérifier la caractérisation des formes nor-
males des motifs obtenues suivant ’approche proposée dans [CM19].

Pour cela, on considére une algébre dont les termes représentent des motifs étendus avec les
opérations de disjonction et de complément, et ol les noms de variables et de symboles sont
encodés par des entiers de Peano. La signature ¥ = (S,C WD) de 'algeébre peut étre décrite par
les types algébriques suivant :

nt ::‘ z(|nt) Expr := bot
i | war(Int)
List := nil | apply(Int, List)
| |

| cons(Expr, List) plus(Expr, Expr)
Le complément est encodé par un symbole défini annoté du profil L *« L +— (cons(bot +
plus(ti,ta),1) + plus(bot,t) + plus(t, bot)) pour spécifier la caractérisation des formes normales

données par la Proposition [2.3]
Le systéme considéré est un encodage du systeme R\ présenté en Figure
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Index

Algebre de termes,
7(C).[
T(C,Xx),[f
T(F,X), 0
Constante, [0]
Symbole de téte, [6]
Terme clos, [f]
Terme constructeur, [6]
Valeur, [0]
Aliasing,
Version aliassée, [82]
Automate d’arbres,
Complétion d’automate, [20]

Confluence,
Contexte d’évaluation, [T18§]
Evaluation, m

Equivalent sémantique,
Exemption de Motif, [38]
Exemption modulo sémantique, [105)
Terme constructeur exempt, @
Valeur exempte,

Filtrage, [7]
Filtrage non-linéaire, [T00]
Filtrage étendu, 9]
Forme normale, [9]

Grammaire régulicre, [25]

Graphe d’atteignabilité,
Graphe total, [69]
Neeud instanciable, [70]

Higher order recursion scheme, HORS,

Linéarité
Linéarisation,
Motif linéaire,
Motif étendu linéaire,
Méta-variable,
Terme linéaire, [0]

Motif,

P(C, %)
P(C,X), [T

Alias, [A7]

Anti-motif, [0

Complément,
Conjonction, [A7]
Disjonction,

Motif régulier, [47]

Motif symbolique,
Motif additif, [47]

Motif quasi-additif,
Motif quasi-symbolique, [47]
Motif étendu, [A7]

Tuple,

Nanopass,

Position, [0]
Profil,

Préservation de sémantique, [55]

Préservation de sémantique substitutive,[I111
Préservation stricte, [I03]

Réécriture, [9]

Complétude,

Relation de réécriture, [9]

Regle de réécriture, 9]

Régle de réécriture a constructeurs, [J]

Réécriture stricte,

Systéme de réécriture, [9]

Systéme de réécriture ordonné,

Systéme de réécriture a constructeurs, CB-
TRS, [9

Satisfaction de profil,

Satisfaction par substitution, [I13]
Satisfaction stricte, [L03

Sémantique de motif, 49

191

Sémantique close,
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Index

Sémantique exacte, [106]
Sémantique généralisée,
Sémantique profonde,
Sémantique substitutive, [I06]
Sémantique substitutive étendue,
Sémantique étendue, [85]
Signature,
Constructeur, C, [0]
Signature multi-sortée,
Symbole défini, D, [0]
Stratego,
Stratégie, []
Stratégie stricte,
Substitution,
Substitution valeur, [7]

Terminaison, [9]
Terminaison faible,
Terminaison forte, [10]

Tom,

Variable annotée, [A7]
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Résumé

La transformation de programmes est une pratique trés courante dans le domaine des sciences
informatiques. De la compilation & la génération de test en passant par de nombreuses approches
d’analyse de codes et de vérification formelle des programmes, c¢’est un procédé qui est a la fois
omniprésent et crucial au bon fonctionnement des programmes et systémes informatiques. Cette
thése propose une étude formelle des procédures de transformation de programmes dans le but
d’exprimer et de garantir des propriétés syntaxiques sur le comportement et les résultats d’une
telle transformation.

Dans le contexte de la vérification formelle des programmes, il est en effet souvent nécessaire
de pouvoir caractériser la forme des termes obtenus par réduction suivant une telle transfor-
mation. En s’inspirant du modéle de passes de compilation, qui décrivent un séquencage de
la compilation d’un programme en étapes de transformation minimales n’affectant qu’un petit
nombre des constructions du langage, on introduit, dans cette thése, un formalisme basé sur les
notions de filtrage par motif et de réécriture permettant de décrire certaines propriétés couram-
ment induites par ce type de transformations.

Le formalisme proposé se repose sur un systéme d’annotations des symboles de fonction
décrivant une spécification du comportement attendu des fonctions associées. On présente alors
une méthode d’analyse statique permettant de vérifier que les transformations étudiées, exprimées
par un systéme de réécriture, satisfont en effet ces spécifications.

Mots-clés: analyse statique, filtrage par motif, réécriture, sémantique de motif, spécification
algébrique, transformation de programmes

Abstract

Program transformation is an extremely common practice in computer science. From
compilation to tests generation, through many approaches of code analysis and formal verification
of programs, it is a process that is both ubiquitous and critical to properly functioning programs
and information systems. This thesis proposes to study the program transformations mechanisms
in order to express and verify syntactical guarantees on the behaviour of these transformations
and on their results.

Giving a characterisation of the shape of terms returned by such a transformation is, indeed,
a common approach to the formal verification of programs. In order to express some properties
often used by this type of approaches, we propose in this thesis a formalism inspired by the
model of compilation passes, which are used to describe the general compilation of a program as
a sequence of minimal transformations, and based on the notions of pattern matching and term
rewriting.

This formalism relies on an annotation mechanism of function symbols in order to express
a set of specifications describing the behaviours of the associated functions. We then propose
a static analysis method in order to check that a transformation, expressed as a term rewrite
system, actually verifies its specifications.

Keywords: algebraic specifications, pattern matching, pattern semantics, program transforma-
tion, static analysis, rewriting
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