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RÉSUMÉ

Cette thèse traite de la problématique de la détection de rupture dans le cadre
séquentiel où le signal est supposé être observé en temps réel et le phénomène
passe de son état de départ "normal" à un état post-changement "anormal". Le défi
de la détection séquentielle est de minimiser le délai de détection, soumis à une
limite tolérable de fausse alarme. L’idée est de tester séquentiellement l’existence
d’une rupture par l’écriture récursive de la statistique de détection en fonction du
score, qui remplace le Log-Likelihood Ratio lorsque la distribution des données
est inconnue. La procédure de détection repose ainsi sur une statistique récursive,
un seuil de détection et une règle d’arrêt. Dans un premier travail, nous considé-
rons la statistique score-CUSUM et proposons d’évaluer la performance de détec-
tion de certains seuils de détection. Deux seuils sont issus de la littérature, et trois
nouveaux seuils sont construits par une méthode basée sur la simulation : le pre-
mier est constant, le second instantané et le troisième est une version dynamique
"data-driven" du précédent. Nous définissons rigoureusement chacun des seuils
en mettant en évidence les différentes notions du risque de fausse alarme contrôlé
suivant le seuil. Par ailleurs, nous proposons une nouvelle règle d’arrêt corrigée
pour réduire le taux de fausse alarme. Nous effectuons ensuite une étude de simu-
lation pour comparer les différents seuils et évaluer la règle d’arrêt corrigée. Nous
constatons que le seuil empirique conditionnel est le meilleur pour minimiser le
délai de détection tout en maintenant le risque toléré de fausse alarme. Cepen-
dant, sur des données réelles, nous recommandons d’utiliser le seuil data-driven
car c’est le plus simple à construire et à utiliser pour une implémentation pratique.
Dans la seconde partie, nous appliquons notre méthodologie de détection data-
driven sur des signaux physiologiques, à savoir des signaux temporels enregistrés
au niveau du faisceau supérieur du trapèze de 30 sujets effectuant différentes acti-
vités bureautiques. La méthodologie est sujet-activité dépendante ; elle inclut l’es-
timation on-line des paramètres du signal et la construction du seuil data-driven
sur le début du signal de chaque activité de chaque sujet. L’objectif était d’identi-
fier des changements de régimes au cours d’une activité afin d’évaluer le niveau
de sollicitation du muscle et la variabilité du signal EMG, qui sont liés à la fatigue
musculaire. Les résultats obtenus ont confirmé l’aisance de notre méthodologie et
la performance et praticité du seuil data-driven proposé. Par la suite, les résultats
ont permis la caractérisation de chaque type d’activité en utilisant des modèles
mixtes.

Mots-clés : Statistique CUSUM, Analyse séquentielle, Détection de rupture, Seuils
de détection, Simulation, Signal EMG du muscle.



ABSTRACT

This thesis deals the problem of change-point detection in the sequential fra-
mework where the signal is assumed to be observed in real time and the phenome-
non changes from its "normal" starting state to an "abnormal" post-change state.
The challenge of sequential detection is to minimize the detection delay, subject
to a tolerable false alarm limit. The idea is to sequentially test for the existence of
a change-point by recursively writing the detection statistic as a function of the
score, which replaces the Log-Likelihood Ratio when the data distribution is unk-
nown. The detection procedure is thus based on a recursive statistic, a detection
threshold and a stopping rule. In a first work, we consider the score-CUSUM sta-
tistic and propose to evaluate the detection performance of some detection thre-
sholds. Two thresholds come from the literature, and three new thresholds are
constructed by a method based on simulation : the first is constant, the second ins-
tantaneous and the third is a dynamic "data-driven" version of the previous one.
We rigorously define each of the thresholds by highlighting the different notions of
the controlled false alarm risk according to the threshold. Moreover, we propose
a new corrected stopping rule to reduce the false alarm rate. We then perform a
simulation study to compare the different thresholds and evaluate the corrected
stopping rule. We find that the conditional empirical threshold is the best to mi-
nimize the detection delay while maintaining the tolerated risk of false alarms.
However, on real data, we recommend using the data-driven threshold as it is the
easiest to build and use for practical implementation. In the second part, we apply
our data-driven detection methodology to physiological signals, namely temporal
signals recorded at the level of the upper trapezium beam of 30 subjects perfor-
ming different office activities. The methodology is subject-activity dependent ; it
includes the on-line estimation of the signal parameters and the construction of
the data-driven threshold on the start of the signal of each activity of each subject.
The objective was to identify regime changes during an activity in order to assess
the level of muscle solicitation and EMG signal variability, which are associated
with muscle fatigue. The results obtained confirmed the ease of our methodology
and the performance and practicality of the proposed data-driven threshold. Sub-
sequently, the results allowed the characterization of each type of activity using
mixed models.

Keywords : CUSUM statistic, Sequential analysis, Change-point detection, Detec-
tion thresholds, Simulation, Muscle EMG signal.
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Introduction générale

Le sujet de thèse initial "Détection de rupture dans des signaux multivariés
pour la prédiction d’événement redouté à partir de paramètres physiologiques re-
cueillis par capteurs connectés après greffe pulmonaire" était placé dans le cadre
d’une collaboration entre l’Inria Nancy Grand Est et l’AP-HP (Assistance Publique
des Hôpitaux de Paris). Il est lié à l’essai clinique EOLE VAL de l’hôpital Bichat
sur des patients transplantés pulmonaires. Le projet consiste à suivre l’évolution
temporelle de sept paramètres physiologiques (SpO2, température cutanée, fré-
quence cardiaque, fréquence respiratoire, activité physique, qualité du sommeil,
perfusion cutanée) enregistrés en temps réel par des capteurs connectés sur des
patients (faible nombre) venant de subir une greffe pulmonaire. L’objectif était de
mesurer l’intérêt de l’étude de ces signaux enregistrés par capteurs pour la prédic-
tion et l’anticipation d’événements redoutés comme l’infection ou le rejet. Ainsi
nous devions donc identifier l’état du patient greffé, à savoir : stable, en instance
d’infection ou de rejet.

Le contexte d’application nous place ainsi naturellement dans le cadre de la
détection « on-line » de rupture où il faut considérer simultanément le délai de
détection et le taux de fausse alarme. Nous rentrons alors directement dans le vif
de notre sujet et entamons notre premier travail méthodologique sur les méthodes
de détection on-line de rupture, basées sur des tests statistiques séquentiels. Ces
méthodes s’appuient sur une statistique de détection récursive, un seuil de détec-
tion et une règle d’arrêt pour signaler l’existence d’une rupture à un instant donné
sur une série séquentiellement observée. Dans notre méthodologie, nous utilisons
la statistique classique de CUSUM « Cumulative Sum », et nous proposons de
nouveaux seuils de détection et règle d’arrêt, qui ont des propriétés différentes
en termes de minimisation du délai de détection ou maintien du taux de fausse
alarme. Nous étudions ensuite les propriétés des seuils proposés par une étude de
simulation poussée pour évaluer la méthodologie proposée, étant donné que nous
n’avons pas eu accès aux données réelles de santé prévues pour la thèse.
Entre temps, le lancement du projet EOLE VAL et le recueil des données qui de-
vaient commencer à l’automne 2017, ont connu malheureusement un retard consi-
dérable à cause de problèmes logistique (problème de fonctionnement des cap-
teurs connectés), puis juridique (le contrat entre l’AP-HP et Docapost, le partenaire
privé de l’AP-HP pour l’hébergement et la transmission des données collectées
étant devenu caduque entre temps). Les premiers patients ont été inclus à l’été
2019. Par la suite, l’arrivée de la COVID-19 a stoppé l’essai clinique de l’AP-HP
et la possibilité de travailler sur ces données originales dans le cadre de la thèse.
Sachant que notre sujet est très appliqué, ce manque de données a été un handicap
certain pour l’avancement de la thèse et l’atteinte des objectifs soulignés.
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Pour y remédier, nous avons recherché d’autres données réelles. Ainsi, à l’oc-
casion du dernier CSI (Comité de Suivi Individuel) du 15 juin 2020, nous avons
réorienté le projet de thèse vers d’autres données physiologiques proposées par
Mr. Pascal WILD, membre du CSI que nous remercions chaleureusement. Les don-
nées concernent des signaux temporels EMG (électromyographiques) du muscle
de trapèze supérieur de 30 sujets effectuant différentes activités bureautiques au
cours d’une journée expérimentale. Les données ont été recueillies dans le cadre
d’une étude sur le risque de développement de la myalgie du muscle trapèze en
milieu de travail.

La thèse est organisée en deux parties :

• La première partie est un travail méthodologique s’adressant à la détection
de ruptures dans le cadre séquentiel (QCD "Quickest Change-point Detec-
tion") où on s’intéresse à la détection la plus rapide de rupture tout en res-
pectant un niveau donné de fausse alarme. Nous abordons les deux statis-
tiques classiques de la détection séquentielle : CUSUM et Shiryaev-Roberts,
qui proposent une écriture récursive en fonction du log du rapport de vrai-
semblance. La version semi-paramétrique est donnée en remplaçant le log
du rapport de vraisemblance par une fonction de score. La principale contri-
bution de ce travail est la proposition de trois nouveaux seuils de détection,
construits par une méthode empirique basée sur la simulation du régime
pré-changement (état normal du signal). Les seuils sont alors empiriques,
spécifiques à la distribution des données sous le régime pré-changement
et à l’objectif de détection souhaité. Nous proposons également une nou-
velle règle d’arrêt corrigée en modifiant la règle d’arrêt classique. Pour en-
fin évaluer l’efficacité de la règle d’arrêt et des seuils proposés, et comparer
ces derniers à certains seuils de la littérature, nous proposons une étude de
simulation poussée, incluant différents scénarios et situations qui peuvent
se présenter dans la pratique. La performance de la détection est évaluée
par l’estimation de certains critères, qui sont notamment le taux de fausse
alarme instantané, le temps moyen entre fausses alarmes ainsi que le délai
moyen de détection. Ce travail correspond à un article publié dans la revue
QREI (Quality and Reliability Engineering International).

• La deuxième partie concerne l’application de notre méthodologie sur les
données réelles EMG. La problématique liée à ce type de données ne né-
cessite pas forcément un traitement on-line, néanmoins, pour évaluer l’ap-
plication pratique de notre méthodologie, seuils de détection et règle d’ar-
rêt proposés, nous considérons que le signal EMG d’un sujet durant une
période d’activité donnée, est observé séquentiellement, point par point.
Par la suite, nous adaptons la méthodologie de la statistique score-CUSUM
pour la détection de ruptures dans l’activité musculaire du trapèze supé-
rieur de chaque sujet. La procédure de détection que nous proposons est
data-driven ; elle intègre l’estimation on-line des paramètres du signal et la
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construction du seuil empirique dynamique "data-driven" dont les perfor-
mances ont été démontrées dans la première partie. L’objectif de la détection
de ruptures sur les signaux EMG est en premier lieu d’identifier des chan-
gements de régimes dans l’activité musculaire du trapèze au cours de la
période d’activité. Ces changements de régimes correspondent à des chan-
gement de sollicitation du muscle que l’on peut considérer qui engendrent
donc plus ou moins de fatigue. En second lieu, nous utilisons les différents
paramètres issus de la détection de rupture (durée des régimes, intensité
du signal sur la période du régime, amplitude de changement entre les ré-
gimes, ...) dans l’objectif de caractériser les différentes activités. Pour cela,
nous les modélisons via des modèles mixtes en fonction des activités afin
de tenir compte du fort effet sujet.
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PREMIÈRE PARTIE

Détection de rupture dans le contexte séquentiel
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Introduction

Nous abordons dans cette partie le problème de la détection de rupture en po-
sant un test d’hypothèse séquentiel. Nous nous concentrons sur le cas on-line où
la série est supposée être observée de manière séquentielle, et nous considérons
que la rupture concerne soit la moyenne, soit la variance ou les deux en même
temps. La détection séquentielle repose sur le choix d’une statistique récursive et
du seuil qu’elle doit atteindre pour signaler une détection. L’instant de déclenche-
ment d’une alarme (temps d’arrêt) pour signaler qu’une rupture s’est produite est
défini par une règle d’arrêt.

Nous considérons la version on-line de la statistique de détection des sommes
cumulées (CUSUM) [48], définit récursivement par une fonction de score. Et nous
nous plaçons dans le cadre QCD "Quickest Changepoint Detection" où le défi est
la détection la plus rapide de rupture, tout en respectant un taux donné de fausses
alarmes. Nous proposons dans ce cadre de nouveaux seuils de détection construits
par une méthode empirique basée sur la simulation. La méthode consiste à simu-
ler la statistique de détection sous le régime pré-changement et construire le seuil
à partir de la distribution empirique de la statistique. Le premier seuil proposé est
constant comme celui de Tsiamyrtzis [45] et contrôle le risque global sur une plage
de temps donnée. Le second seuil est instantané, construit en contrôlant le taux
de fausse alarme non conditionnel à chaque instant. Le troisième est la version
dynamique du précédent : il consiste à utiliser le seuil instantané construit pré-
cédemment et à l’adapter au comportement de la statistique (seuil "data-driven").
Par ailleurs, nous proposons également une nouvelle règle d’arrêt par correction
de la règle d’arrêt utilisée classiquement par l’approche CUSUM, et cela dans le
but de réduire les fausses alarmes.

Notre objectif est d’étudier l’efficacité des seuils proposés (constant empirique,
instantané empirique et instantané empirique dynamique), et de les comparer avec
le seuil constant de Wald [48] et l’instantané empirique conditionnel de Marga-
vio [19] sur des données simulées. Pour ce faire, nous avons donc effectué une
étude de simulation pour évaluer les performances des différents seuils et de la
règle d’arrêt corrigée, mesurées principalement par le taux de détection instan-
tané conditionnel empirique, l’estimation du temps moyen entre fausses alarmes
(MTBFA "Mean Time Between False Alarm") et du délai moyen de détection (ADD
"Average Detection Delay"). L’évaluation est effectuée sur plusieurs scénarios, in-
cluant des données indépendantes ou autocorrélées, selon l’objectif de détection
et le niveau réel de la rupture sur les données.



6 Introduction

Cette partie, présente et complète les résultats présentés dans l’article [32] que
nous avons publié dans QREI. En effet, nous étudions ici les taux de détection
(ou fausse alarme) instantanés conditionnels empiriques qui ne sont pas présentés
dans [32] et nous discutons plus rigoureusement les différents risques associés au
seuil.
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Chapitre 1

Contexte de la détection de rupture

Dans la théorie de la détection de rupture dans un signal, la configuration des
approches diffère selon le contexte de l’analyse des données. Les deux principaux
sont le contexte "off-line" et le contexte "on-line". En 1931, Shewhart [36] est le pre-
mier à s’attaquer au problème de la détection de rupture dans le contexte général,
à la fois off-line et on-line. Dans le contexte off-line, qui est la configuration la plus
simple, l’ensemble des données est fixe, c’est-à-dire, il est observé et traité en une
fois. Dans ce cas, on s’intéresse à la détection de toutes les ruptures, le plus précisé-
ment possible. Neyman & Pearson [25] ont proposé en 1933 une solution optimale
qui maximise la probabilité de détection. Dans le contexte on-line, les données ar-
rivent en temps réel, soit par point, soit par lot. L’ajout et le traitement de données
sont effectués séquentiellement à l’arrivée de nouvelles données. Dans ce cas, on
s’intéresse à la détection la plus rapide de la plus récente rupture ; le délai de dé-
tection est la principale préoccupation.

Dans le contexte on-line, le problème de la détection de rupture se divise en
deux principaux cadres, selon le design de la problématique posée et le but visé
par la détection. Le premier cadre QCD "Quickest Change-point Detection" (ou
détection séquentielle de rupture) s’intéresse à la détection la plus rapide de rup-
ture, dans le cas où le phénomène passe de son état de départ "normal" à un état
post-changement "anormal". Ici, la durée de la rupture est illimitée et l’objectif de
la détection est de minimiser le délai moyen de détection, soumis à une limite to-
lérable du risque de fausse alarme. C’est-à-dire, pratiquement l’utilisateur choisit
un taux de fausse alarme toléré que l’on ne doit pas dépasser, et souhaite la détec-
tion la plus rapide. Dans le second cadre TCD "Transient Changepoint Detection",
on suppose que les ruptures sont transitoires, c’est-à-dire, la durée de la rupture
est limitée. Dans ce cas, l’utilisateur impose la contrainte sur le délai maximum
de détection. Les ruptures détectées après ce délai limité sont considérées comme
manquées. Le critère d’optimalité ici est de minimiser la probabilité de détection
manquée sous réserve d’un niveau acceptable de la probabilité de fausse alarme
dans une période de temps donnée [3, 7, 2].

Nous sommes intéressés par la détection la plus rapide de rupture (QCD "Qui-
ckest Changepoint Detection") qui minimise le délai moyen de détection tout en
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maintenant une probabilité donnée de fausse alarme. Un aperçu exhaustif du pro-
blème de la détection séquentielle de rupture (QCD) est donné par Basseville & Ni-
kiforov [3], Poor & Hadjiliadis [30], et Tartakovsky et al. [41]. La détection séquen-
tielle de rupture est largement appliquée dans différents domaines, notamment le
contrôle de la qualité industrielle [16], la sécurité des réseaux informatiques et de
l’information [16], la finance [27], la surveillance de l’intégrité des systèmes de na-
vigation par satellite [2, 6, 41], la santé et l’épidémiologie [39, 49].

L’analyse séquentielle est une méthode d’inférence statistique dont la caracté-
ristique est de résoudre des problèmes de test d’hypothèses lorsque la taille de
l’échantillon n’est pas déterminée avant l’expérience mais dépend des données
observées. La théorie de l’analyse séquentielle a été formulée pour la première
fois par Wald [48, 47] en 1945, où il présente le fameux test d’hypothèses statis-
tiques, dit test séquentiel de rapport de probabilité (SPRT "Sequential Probability
Ratio Test"). Une statistique de test est calculée à chaque instant pour décider si
une rupture s’est produite ou non. En 1954, Page [26], inspiré par l’algorithme de
Wald, a proposé la statistique populaire de CUSUM ("CUmulative SUM"). L’idée
est de tester séquentiellement l’occurrence d’une rupture par l’écriture récursive
de la statistique de détection en fonction du log du rapport de vraisemblance (LLR
"Log-Likelihood Ratio"). L’optimalité du CUSUM, donnée par la minimisation du
délai moyen de détection pour une borne donnée du taux de fausse alarme, est éta-
blie par Lorden [18] en 1971 pour le cas asymptotique, et par Moustakides [23] en
1986 pour le cas non-asymptotique. Dans ce contexte d’analyse séquentielle, une
autre procédure populaire connue sous le nom de Shiryaev - Roberts "SR" (Shi-
ryaev [38, 37] ; Roberts [31]) est également optimale. Une optimalité asymptotique
a été démontrée par Pollak [28] en 1985, et par la suite en 2010, une optimalité
stricte est proposée par Polunchenko & Tartakovsky [29].

Les statistiques de CUSUM et SR se basent sur le LLR pour le calcul des sta-
tistiques de détection lorsqu’on suppose que les données sont générées selon une
distribution particulière connue. Lorsqu’on ne pose aucune hypothèse sur la loi de
distribution des données (ce qui est généralement le cas dans la pratique), la ver-
sion semi-paramétrique des deux approches est donnée par la construction d’une
fonction de score qui remplace le log du rapport de vraisemblance, comme le sug-
gèrent Tartakovsky et al. [44, 43, 42].
Une rupture est signalée lorsque la statistique dépasse un seuil. Pour les statis-
tiques CUSUM et SR, la plupart des travaux de la littérature utilisent un seuil
constant basé sur les inégalités de Wald [48], en contrôlant le taux de fausses
alarmes tout au long de la trajectoire. L’inégalité de Wald utilisée lie le seuil au
risque instantané de fausse alarme. Récemment, Tsiamyrtzis & Hawkins [45] ont
proposé un seuil constant empirique construit à partir des simulations du régime
pré-changement (état normal sans rupture). Margavio et al. [19] en 1995, ont été les
premiers à utiliser un seuil de détection instantané dépendant du temps, en contrô-
lant à chaque instant le taux de fausse alarme conditionnel (c’est-à-dire la probabi-
lité que l’observation en cours déclenche une fausse alarme, sachant qu’elle est la
première depuis le début). Il a été utilisé par Hawkins et al. [11] en 2003, puis par
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Shen et al. [35] en 2013, et récemment en 2016 par Huang et al. [12].

Dans ce chapitre, nous commençons d’abord par donner une définition for-
melle de la rupture. Nous introduisons ensuite le contexte off-line de la détection
de rupture, et nous présentons rapidement la version rétrospective de la statis-
tique de CUSUM. La section 1.3 est consacrée au contexte de détection on-line, où
nous présentons les deux fameuses approches utilisées dans ce contexte : la sta-
tistique de CUSUM et celle de Shiryaev-Roberts. Nous présentons ensuite dans la
section 1.3.3, la fonction de score proposée pour remplacer le Log du rapport de
vraisemblance. Dans la section 1.3.4, nous définissons la règle d’arrêt utilisée dans
le cadre de la détection séquentielle. Par la suite, nous définissons les différents
paramètres de détections dans la section 1.3.5. Enfin, nous finirons par la présen-
tation de la méthode classique de Wald utilisée pour le choix du seuil de détection.

1.1 Rupture

Un point de rupture est un instant donné dans une séquence d’observations où
la distribution de probabilité des observations change. La notion de détection de
rupture est la question liée à l’estimation de l’emplacement de ce point de rupture
dans une série d’observations [14].

Nous considérons un phénomène aléatoire que nous observons à chaque ins-
tant. Au début, le comportement est supposé dans l’état normal. Mais un change-
ment qui affecte le comportement du phénomène se produit à un instant inconnu.
Mathématiquement, nous avons une série d’observations (séquence de données) :
{xt}t=1,..,n = {x1, ..., xn}, issues d’un échantillon de variables aléatoires X1, ..., Xn.
n est le nombre d’observations et t est l’instant d’arrivée de l’observation xt. On
admet qu’au début, dans l’état "normal" (avant la rupture), l’échantillon X1, ..., Xn
est identiquement distribué (pas nécessairement indépendant) selon la fonction
de densité f0(·). À un instant donné 1 < v ≤ n, supposé inconnu, une rupture
se produit et la distribution des Xi change pour satisfaire la distribution de post-
changement f1(·) 6= f0(·). Dans ce cas, l’échantillon X1, X2, ..., Xv−1 est identique-
ment distribué selon la densité de pré-changement f0(·), et l’échantillon Xv, Xv+1,
..., Xn est identiquement distribué selon une densité de post-changement f1(·).

Les changements qui se produisent dans une séquence d’observations peuvent
être divers et différents comme l’illustre la Figure 1.1. Néanmoins, dans ce ma-
nuscrit, ils sont principalement liés à deux caractéristiques statistiques, qui sont
la moyenne et/ou la variance de la séquence. C’est-à-dire, une rupture existe si la
moyenne et/ou la variance des deux segments {X1, ..., Xv−1} et {Xv, ..., Xn} sont
différentes.

Dans le cas d’existence de multiples ruptures, nous supposons qu’il existe un
certain nombre m de points de rupture, aux instants {v1, ..., vm}. Chaque instant
de rupture est un entier compris entre 2 et n. Les points de ruptures sont ordonnés
de telle sorte que vi < vj si i < j. Dans ce cas, la densité de distribution change à
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chaque instant de rupture {vi}i=1,..,m. Il y a alors (m + 1) "régimes" de distribution
correspondant aux intervalles [1, v1[, [v1, v2[, ..., [vm, n[, et aux paramètres µj−1 ou
σ2

j−1 qui sont respectivement la moyenne et la variance des observations du jème

segment [vj−1, vj[, avec j = 1, ..., (m + 1).

La Figure 1.1 montre dans (a) un exemple de rupture sur la moyenne à l’instant
v = 100, dans (b) un exemple de rupture sur la variance et dans (c) elle montre un
exemple de rupture sur la moyenne et sur la variance. Les exemples (a), (b) et
(c) représentent le cas où il existe deux états (régimes) : état normal (régime pré-
changement) et état anormal (régime post-changement). Et la rupture est l’instant
du passage de l’état normal à l’état anormal. Le cas (d) est particulier car il montre
un exemple de régression qui ne rentre pas dans le cadre précédent, il montre un
exemple de rupture de pente où le régime post-changement n’est pas stable et ne
représente pas un seul état mais plusieurs, avec un passage progressif entre les
états.

FIGURE 1.1 – Exemples de rupture.
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1.2 Contexte de détection off-line

Dans cette section, nous allons brièvement présenter le contexte de la détection
off-line, où on suppose que le nombre d’observations N est fixé, pour un échan-
tillon {Xt}t=1,..,N. La détection se fait donc rétrospectivement. Nous donnerons
également la statistique classique de CUSUM utilisée dans ce contexte.

Soit v l’instant de la rupture, la question de la détection de rupture est posée
comme un test statistique entre l’hypothèse nulle H0 : "aucune rupture ne s’est
produite, soit v = ∞" contre l’hypothèse alternative H1 : "Il existe un instant 1 <
v ≤ N où une rupture s’est produite". Le test statistique peut donc s’écrire comme
suit : 

H0 : v = ∞ Xt ∼ f0(·) ∀ t = 1, ..., N.

H1 : ∃ v ≤ N Xt ∼ f0(·) ∀ t = 1, ..., (v− 1) ;
Xt ∼ f1(·) ∀ t = v, ..., N,

(1.1)

où f0 est la distribution pré-changement, f1 est la distribution post-changement ;
f0 6= f1.

On définit le rapport de vraisemblance entre les distributions post-changement
et pré-changement à chaque instant t comme suit :

Λt =
f1(xt)

f0(xt)
, t ≥ 1.

Le log du rapport de vraisemblance instantané (LLR "Log-Likelihood Ratio") est
défini par :

Lt = ln(Λt) = ln
(

f1(xt)

f0(xt)

)
, t ≥ 1. (1.2)

Nous posons P0[.], P1[.] les probabilités sous le régime pré-changement et post-
changement respectivement. Et nous notons par µ0 = E0(Xt), σ2

0 = V0(Xt) res-
pectivement la moyenne et la variance dans le régime pré-changement, et par
µ1 = E1(Xt), σ2

1 = V1(Xt) respectivement la moyenne et la variance dans le
régime post-changement.

Lemme 1. (i) L’espérance du LLR sous le régime pré-changement P0 est négative ou nulle
(E0[Lt] ≤ 0) ; (ii) l’espérance du LLR sous le régime post-changement P1 est positive ou
nulle (E1[Lt] ≥ 0).

La démonstration du Lemme 1 est donnée dans l’annexe A.1. La statistique
de détection des sommes cumulées (CUSUM) est introduite par Page (1954) [26].
La détection rétrospective (off-line) de rupture se base sur la statistique liée au
rapport de vraisemblance Λj, elle est définie par :

VN = max
1≤k≤N

N

∏
j=k

Λj. (1.3)
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La rupture est donc l’instant v = k qui réalise la valeur de VN. Cela revient à

maximiser en k la somme cumulée ("CUmulative SUM") du LLR
N
∑

j=k
Lj, conduisant

à :

ln(VN) = max
1≤k≤N

N
∑

j=k
Lj.

On estime alors la position de la rupture par :

v̂ = arg max
1≤k≤N

N

∑
j=k

Lj. (1.4)

Nous notons que pour calculer le CUSUM du LLR
N
∑

j=k
Lj pour tout 1 ≤ k ≤ N

dans la formule (1.4), l’échantillon {X1, ..., XN} doit être complètement observé,
jusqu’au dernier instant N fixé. Nous donnons dans la Figure 1.2, un exemple
de détection off-line en utilisant cette statistique de CUSUM. Nous avons simulé
une série de N = 100 observations de loi gaussienne sous H1 avec une rupture
de moyenne à l’instant v = 50, tel que : {Xt}1≤t<v ∼ N (0, 1), et {Xt}v≤t≤N ∼
N (1, 1) (partie (A)). Nous avons calculé dans la partie (B), le CUSUM du LLR
N
∑

j=k
Lj en fonction de k, en supposant que les distributions du régime pré- et post-

changement ( f0 et f1) sont connues. Son maximum est atteint à la valeur 38.5. Donc
la détection est estimée à l’instant v̂ = 49. La procédure a identifié la rupture qui
existe réellement à l’instant v = 50, avec une imprécision d’un temps avant la
rupture (v̂ = 49).

Remarque 1.

• Pour l’utilisation de l’approche CUSUM basée sur le LLR, nous devons po-
ser une hypothèse sur les distributions pré-changement f0 et post- change-
ment f1.

• La statistique CUSUM est intuitive car avant la rupture v (resp. après la
rupture v), E0 [Lt] ≤ 0 (resp. E1 [Lt] ≥ 0) d’après le Lemme 1, de sorte

qu’en espérance la
N
∑

j=k
Lj est maximale pour k = v.



1.3. Contexte de détection on-line 13

FIGURE 1.2 – Exemple de détection off-line en utilisant la statistique
de CUSUM. (A) : simulation d’une série de N = 100 observations
sous H1 avec une rupture à l’instant v = 50 ; {Xt}1≤t<v ∼ N (0, 1),
et {Xt}v≤t≤N ∼ N (1, 1). (B) : le CUSUM du LLR avec les paramètres
(µ0 = 0 ; σ2

0 = 1) et (µ1 = 1 ; σ2
1 = 1) respectivement du régime

pré- et post-changement, supposés connus. Instant de détection de la
rupture : v̂ = 49.

1.3 Contexte de détection on-line

Dans le contexte on-line, la série d’observations {xt}t=1,..,n issue de l’échan-
tillon {Xt}t=1,..,n, est séquentiellement observée jusqu’à l’instant n, non fixé. xn est
le dernier point ajouté à l’ensemble des données.

Statistiquement, pour tout n ≥ 1, la question de détection de rupture consiste à
tester séquentiellement l’hypothèse nulle H0,n : "aucune rupture ne s’est produite
avant l’instant n" contre l’hypothèse alternative H1,n : "une rupture s’est produite
à un instant v ≤ n" (1.5).

H0,n : v > n, Xt ∼ f0(·) ∀ t = 1, ..., n.

H1,n : ∃ v ≤ n, Xt ∼ f0(·) ∀ t = 1, ..., (v− 1) ;
Xt ∼ f1(·) ∀ t = v, ..., n.

(1.5)

Il est clair qu’il existe deux types d’erreurs : la première consiste à rejeter H0,n
lorsqu’elle est vraie ; c’est une fausse alarme. La deuxième est de ne pas rejeter
H0,n, lorsque H1,n est vraie, c’est une détection manquée.

Dans ce qui suit, nous présentons la statistique CUSUM adaptée au contexte
on-line, en détaillant ses deux adaptations ; l’adaptation du test séquentiel de rap-
port de probabilité (SPRT) et l’adaptation de la statistique off-line. Nous présen-
tons également une autre statistique récursive connue sous le nom de Shiryaev-
Roberts (SR). En premier lieu, les statistiques sont données en fonction du LLR;
en deuxième lieu, nous définissons la fonction du score qui a été proposée dans la
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littérature pour remplacer le LLR lorsqu’il est inconnu. Par la suite, nous présen-
terons la règle de décision où la procédure de détection on-line est basée sur une
règle d’arrêt et le choix d’un seuil de détection.

1.3.1 Statistique de CUSUM

La version on-line de la statistique de CUSUM [26] s’écrit récursivement en
fonction du log du rapport de vraisemblance LLR à l’instant t, comme suit :

Wt = max{0, Wt−1 + Lt}, t ≥ 1, W0 = 0, (1.6)

avec Lt = ln
(

f1(xt)

f0(xt)

)
.

Dans le régime pré-changement, la somme cumulée des Lt jusqu’à l’instant t
est négative en espérance (d’après le Lemme 1), donc la statistique Wt vaut sou-
vent zéro. Dans le régime post-changement, à partir de l’instant de l’occurrence
de rupture, la somme cumulée des Lt croît en moyenne (Lemme 1). C’est pour-
quoi la règle d’arrêt, définie dans la section 1.3.4, propose de rejeter H0,t lorsque
Wt dépasse un certain seuil.

a) Adaptation du test séquentiel de rapport de probabilité (SPRT)

L’adaptation intuitive de la statistique CUSUM de Page [26] est basée sur l’uti-
lisation répétée du test séquentiel de rapport de probabilité (SPRT) de Wald [48],
en testant les deux hypothèses H0,n contre H1,n à chaque instant n ≥ 1. Définissons
d’abord ci-dessous une seule utilisation de l’algorithme SPRT.

Définition 1. Le test séquentiel de rapport de probabilité (SPRT) est défini à l’aide du
couple (d, T), où d est la décision et T est un temps d’arrêt (appelé aussi règle d’arrêt, voir
section 1.3.4) qui est un instant auquel la décision finale est prise et, par conséquence, où
l’observation est arrêtée. On dit que (d, T) est un test de rapport de probabilité séquentiel
(SPRT) pour tester entre deux hypothèses simples H0,n et H1,n, si nous observons séquen-
tiellement des données {Xt}t=1,..,n, et si à l’instant n, nous prenons l’une des décisions
suivantes :

• arrêter et accepter H0,n si
n
∑

t=1
Lt ≤ −ε ;

• arrêter et accepter H1,n si
n
∑

t=1
Lt ≥ h ;

• continuer d’observer et de tester si −ε <
n
∑

t=1
Lt < h,

où
n
∑

t=1
Lt est la somme cumulée du LLR jusqu’à l’instant n, et −ε, h sont respecti-

vement le seuil de détection inférieur et supérieur du test SPRT, tels que ε ≥ 0, h > 0
(−∞ < −ε ≤ 0 < h < +∞).
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La définition de SPRT peut être formulée comme suit :

dn =



1 si
n
∑

t=1
Lt ≥ h ;

0 si
n
∑

t=1
Lt ≤ −ε ;

∅ si −ε <
n
∑

t=1
Lt < h.

(1.7)

Et le temps de sortie est défini par la règle d’arrêt suivante :

T = T−ε,h =


∞ si −ε <

n
∑

t=1
Lt < h ;

min{n ≥ 1 : (
n
∑

t=1
Lt ≥ h) ∪ (

n
∑

t=1
Lt ≤ −ε)} sinon,

(1.8)
avec la convention min ∅ = ∞.

Définition 2. Soit (d, T) un test SPRT. Lorsque le test s’arrête au temps T, deux proba-
bilités d’erreur associées à la décision prise d sont possibles ;
• la probabilité d’accepter H1,n alors qu’aucune rupture ne s’est produite avant l’ins-

tant n. Elle est définie par

αn = P0 [dn = 1] = P0

[
n

∑
t=1

Lt ≥ h

]
. (1.9)

• la probabilité d’accepter H0,n alors qu’une rupture s’est produite avant l’instant n.
Elle est définie par

βn = P1 [dn = 0] = P1

[
n

∑
t=1

Lt ≤ −ε

]
. (1.10)

L’idée clé de Page était de répéter l’utilisation du test SPRT jusqu’à ce que la
décision d = 1 soit prise. C’est-à-dire, de redémarrer l’algorithme SPRT tant que
la décision prise précédemment est d = 0. La première fois que d = 1, Page arrête
l’observation et ne redémarre pas un nouveau cycle du SPRT. Ce temps est alors
l’instant d’alarme auquel la rupture est détectée. Nous présentons ci-dessous dans

la Figure 1.3, un exemple de calcul de la somme cumulée du LLR
n
∑

t=1
Lt sur une

série simulée sous H1 (utilisation de la même série de l’exemple de la Figure 1.2 en
la traitant de façon on-line "point par point"), en considérant que les distributions
pré- et post-changements sont connus. Nous pouvons voir respectivement les ré-
gions d’acceptation H1,n et H0,n pour un choix arbitraire des seuils supérieur h = 3
et inférieur ε = 4. Notons que dans cet exemple, la procédure SPRT s’arrêterait à

l’instant n = 15 lorsque le CUSUM
n
∑

t=1
Lt passe sous le seuil −ε avec dn = 0 (H0,n).
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FIGURE 1.3 – (A) : série simulée sous H1 avec une rupture sur la
moyenne à l’instant v = 50 ; {Xt}t<v ∼ N (0, 1), et {Xt}t≥v ∼ N (1, 1).

(B) : calcul de la somme cumulée du LLR
n
∑

t=1
Lt pour tout n ≥ 1, avec

les paramètres (µ0 = 0 ; σ2
0 = 1) et (µ1 = 1 ; σ2

1 = 1) respectivement du
régime pré- et post-changement, supposés connus. Le choix arbitraire
de h = 3 et de ε = 4 délimite respectivement la région d’acceptation

de H1,n et de H0,n.

Pour définir enfin la statistique de CUSUM, Page suggère intuitivement de
prendre la valeur zéro pour le seuil inférieur (ε = 0). Cette proposition a été for-
mellement démontrée optimale (critère d’optimalité dans le cadre séquentiel, i.e.
minimisation du délai de détection en maintenant un taux donné de fausse alarme)
par la suite par Shiryaev [38], Lorden [18], Moustakides [23] et Basseville et al. [3].
En utilisant alors un SPRT répété avec la valeur de seuil inférieur ε = 0, la sta-
tistique de CUSUM basée sur le LLR peut être écrite récursivement à l’instant t
comme suit :

Wt =

{
Wt−1 + Lt si Wt−1 + Lt > −ε = 0 ;
−ε = 0 si Wt−1 + Lt ≤ −ε = 0. W0 = −ε = 0. (1.11)

Nous présenterons ultérieurement dans la Figure 1.4, le résultat de la détection
en appliquant la statistique de CUSUM Wt (1.11) sur la même série simulée dans
(A)- Figure 1.3.

Remarque 2.

• Si on définit deux statistiques de CUSUM W
′
t , W”

t respectivement pour les
deux valeurs du seuil inférieur −ε

′
,−ε” ; tel que −ε

′ ≥ −ε”, il est clair que
W
′
t ≥ W”

t . Par conséquent, W
′
t peut détecter plus rapidement que W”

t , car
W
′
t peut atteindre le même seuil supérieur h avant W”

t .
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• La statistique de CUSUM est définie pour détecter H1,n. Elle ne s’intéresse
pas à H0,n. C’est-à-dire, la décision d = 0 ne va jamais être prise dans le cas
de CUSUM. C’est pourquoi Page suggère que βn = 0 (voir section 1.3.6).

b) Adaptation de la statistique off-line

L’idée de cette adaptation est d’écrire la statistique de CUSUM off-line Vt [26]
donnée par (1.3), d’une façon récursive. Nous rappelons que ln(Vt) est le maxi-
mum de la somme cumulée du LLR; alors l’écriture récursive de la statistique de
CUSUM est définie à l’instant t par :

Wt = max{0, ln(Vt)}; (1.12)
= max{0, Wt−1 + Lt}, W0 = 0.

Une démonstration de l’égalité (1.12) est donnée dans l’annexe A.2.

1.3.2 Statistique de Shiryaev-Roberts

L’approche Shiryaev - Roberts est introduite en 1961 par Shiryaev [38, 37] pour
la détection de changement dans le mouvement brownien, et reprise par Roberts
en 1966 pour le temps discret [31]. La statistique de détection SR est introduite
spécialement pour la détection séquentielle de rupture. Elle est définie par :

Rt =
t

∑
k=1

t

∏
j=k

Λj t ≥ 1. (1.13)

La statistique Rt peut être écrite à l’instant t sous sa forme récursive par :

Rt = (1 + Rt−1) · eLt , t ≥ 1; R0 = 0. (1.14)

La démonstration de la récursivité de Rt est donnée dans l’annexe A.3. Comme
le CUSUM, la statistique récursive de SR s’écrit en fonction de Lt. Tartakovsky [40]
a montré que le comportement du log(Rt) pour l’approche SR est comparable à
celui de la statistique Wt du CUSUM.

1.3.3 Statistiques CUSUM et SR basées sur le score

Lorsque les deux distributions f0 (pré-changement) et f1 (post-changement)
sont connues, il est naturel d’utiliser le LLR pour construire les statistiques Wt
de CUSUM et Rt de SR. Toutefois, dans la pratique, f0 et f1 ne sont pas toujours
connues. Dans ce cas, toute approche basée sur la vraisemblance est inutile. Tarta-
kovsky et al. proposent de remplacer le LLR défini par Lt dans (1.2) par une fonc-
tion de score calculée en fonction des observations St = St(X1, ..., Xt). Dans un
premier temps, ils proposent une fonction de score pour une détection de rupture
sur la moyenne dans [44, 43]. Par la suite, une généralisation pour une détection
pour la moyenne et/ou pour la variance a été donnée dans [42]. Ils suggèrent de
définir un score St qui doit évoluer avec le même comportement que Lt dans les
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régimes pré- et post-changement. Avant qu’une rupture ne se produise, Lt a une
espérance négative (Lemme 1). Après l’instant de rupture, le cumul des Lt croît en
espérance (St a une espérance positive). La fonction de score St doit donc respecter
ce comportement : E0(St) ≤ 0 et E1(St) ≥ 0.

Définition 3. La fonction de score St est définie dans [42] pour une détection de rupture
sur la moyenne et/ou sur la variance par :

St(δ, q) = C1 ·Yt + C2 ·Y2
n − C3 (1.15)

avec Yt = (Xt − µ0)/σ0 version centrée réduite de Xt à l’instant t sous P0, et

C1 = δ · q2, C2 = 1−q2

2 , C3 = δ2·q2

2 − log(q),

δ = (µ1 − µ0)/σ0 et q = σ0/σ1.

Les paramètres de détection δ et q sont fixés en fonction de l’objectif de détec-
tion qui concerne la moyenne et/ou la variance. C’est-à-dire, dans la pratique, on
doit connaître le type et le niveau de la rupture attendues pour pouvoir fixer ces
paramètres :

• δ est la différence de moyenne entre le régime pré- et post-changement nor-
malisée par l’écart-type pré-changement. Il est considéré comme le niveau
minimum de changement sur la moyenne que l’on voudrait détecter. Si la
rupture que l’on cherche ne concerne que la variance (pas de détection sur
la moyenne) : µ1 = µ0 ⇒ δ = 0, alors C1 = 0. Dans le cas où δ > 0 (resp.
δ < 0), on parle d’une rupture d’augmentation (resp. de diminution) de la
moyenne.

• q est le rapport de variances entre le régime pré- et post-changement. Il
est considéré comme le niveau minimum de changement de variance que
l’on voudrait détecter. Si la rupture que l’on cherche ne concerne que la
moyenne (pas de détection sur la variance) : σ1 = σ0 ⇒ q = 1, alors C2 = 0.
Dans le cas où q < 1 (resp. q > 1), on parle d’une rupture d’augmentation
(resp. de diminution) de la variance.

Remarque 3.

• Dans le cas où les distributions pré-changement et post-changement des
données ( f0 et f1) sont gaussiennes avec des paramètres µ1, σ2

1 et µ0, σ2
0

connus, alors St ≡ Lt. Autrement dit, sous l’hypothèse gaussienne, les sta-
tistiques basées sur St et Lt sont les mêmes. La démonstration de cette éga-
lité est donnée dans l’annexe A.5.
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• La fonction de score St remplace le log du rapport de vraisemblance Lt
lorsque les distributions pré- et post-changement sont inconnues. Cepen-
dant, la statistique basée sur le score St ne peut être définie qu’à la connais-
sance des paramètres de moyenne et de variance des données dans le ré-
gime pré-changement (µ0, σ2

0 ) et l’objectif de détection (δ et q). Dans la pra-
tique, il est nécessaire d’estimer µ0 et σ2

0 à partir des données d’apprentis-
sage sous le régime P0. À ce stade, nous les supposons connus. Ensuite,
selon le type de détection de moyenne et/ou de variance, et le niveau de
détection attendu, on fixe δ et q. Ce qui revient à fixer la moyenne et la va-
riance du régime post-changement (µ1, σ2

1 ) que l’on voudrait détecter.

• Dans le cas où µ1 = µ0 et σ2
1 = σ2

0 alors δ = 0 et q = 1, et St ≡ 0, ∀ t, ce qui
correspond bien au cas sans détection.

Lemme 2. L’espérance de la fonction de score St(δ, q) sous les régimes pré-changement
P0 et post-changement P1 est donnée par les deux expressions suivantes :

(i) E0[St(δ, q)] = ln(q) +
1
2

(
1− q2 − δ2q2

)
≤ 0, ∀ δ ∈ R, ∀ q > 0.

(ii) E1[St(δ, q)] = ln(q) +
1
2

(
δ2 +

1
q2 − 1

)
> 0, ∀ δ ∈ R, ∀ q > 0.

La démonstration du Lemme est donnée dans l’annexe A.4.

Définition 4. En remplaçant le LLR Lt par la fonction de score St(δ, q) donnée par 1.15,
les statistiques Wt(δ, q) de CUSUM et Rt(δ, q) de SR basées sur le score sont définies
récursivement à l’instant t par :

Wt(δ, q) = max{0, Wt−1(δ, q) + St(δ, q)}, t ≥ 1, W0 = 0. (1.16)

Rt(δ, q) = (1 + Rt−1(δ, q)) · eSt(δ,q), t ≥ 1, R0 = 0. (1.17)

1.3.4 Règle d’arrêt

Sous le régime post-changement P1, la W- statistique de CUSUM (respective-
ment la R- statistique de SR) a tendance à croître (Lemme 1). Il est alors naturel de
rejeter l’hypothèse H0,t lorsque la statistique Wt (respectivement Rt) dépasse un
seuil de détection. Ce seuil doit être choisi en fonction d’un objectif de risque de
fausse alarme ou de délai de détection.

La règle d’arrêt consiste à déclencher une alarme (temps d’arrêt) pour signaler
qu’une rupture s’est produite avant l’instant t lorsque Wt(δ, q) (respectivement
Rt(δ, q)) dépasse le seuil de détection h (respectivement h̃), fixé à l’avance. Pour la
procédure de CUSUM, une alarme se déclenche à un instant T défini par la règle
d’arrêt suivante :

T = min{t ≥ 1 : Wt(δ, q) ≥ h}. (1.18)
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On note que le choix d’une statistique et d’une règle d’arrêt définit une procé-
dure de détection qui peut être évaluée sous les régimes pré- et post-changement.
L’évènement {T ≤ t} ne dépend que de l’échantillon (X1, X2, ..., Xt). T est une va-
riable aléatoire qui a les propriétés d’un temps d’arrêt pour la filtration générée
par (Wt)t≥1 (ou (Rt)t≥1 respectivement). Le temps d’arrêt T est l’estimateur de
l’instant réel de la rupture v. Après un test de détection, trois cas sont possibles :

• T > v, la rupture v est détectée avec un délai (T − v),
• T < v, la rupture v ne s’est pas encore produite à l’instant T. On dit que la

procédure a déclenché une fausse alarme,
• v < +∞, T = +∞, la rupture v n’est pas détectée. On parle de détection

manquée.

Nous présentons dans la Figure 1.4, un exemple de la détection on-line en uti-
lisant la statistique de CUSUM basée sur le score Wt(δ, q) et la règle d’arrêt définie
par (1.18). Dans la partie (A), nous présentons la série simulée sous H1 avec une
rupture sur la moyenne à l’instant v = 50 (la même série de l’exemple de la Figure
1.2 en observant les données de façon on-line) ; {Xt}t<v ∼ N (µ0 = 0, σ2

0 = 1),
et {Xt}t≥v ∼ N (µ1 = 1, σ2

1 = 1). Dans la partie (B), nous présentons la statis-
tique Wt(δ, q) calculée séquentiellement à chaque instant t ≥ 1, pour un objectif
de détection sur la moyenne δ = 1, q = 1 (i.e. les distributions du régime pré-
et post-changement sont supposées connues). En utilisant un seuil de détection
h = 3, le temps d’arrêt signale une alarme à l’instant T = 52. Alors la rupture
v = 50 est détectée avec un délai T − v = 2.

FIGURE 1.4 – Exemple de simulation pour la détection on-line de rup-
ture en utilisant le statistique de CUSUM. (A) : série simulée sous
H1 avec une rupture sur la moyenne à l’instant v = 50 ; {Xt}t<v ∼
N (µ0 = 0, σ2

0 = 1), et {Xt}t≥v ∼ N (µ1 = 1, σ2
1 = 1). (B) : statistique

de CUSUM Wt(δ, q) calculée pour tout t ≥ 1, pour l’objectif de détec-
tion sur la moyenne (δ = 1, q = 1) en supposant que les distributions
du régime pré- et post-changement sont connues. Pour le choix du
seuil h = 3, le temps d’arrêt T = 52. La rupture v = 50 est donc

détectée avec un délai T − v = 2.
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1.3.5 Paramètres de détection

Dans cette section, nous présentons les définitions théoriques des principaux
paramètres de détection utilisés dans le contexte on-line pour évaluer la procédure
de détection.

Soit T la variable aléatoire positive représentant l’instant de la première alarme.

• Temps moyen entre fausses alarmes

Page [26] et Lorden [18] proposent un paramètre pour évaluer le nombre moyen
d’observations avant le déclenchement d’une fausse alarme. Il est donné par l’es-
pérance sous P0 du premier instant d’alarme.

Définition 5. le Mean Time Between False Alarm est défini par

MTBFA = E0 [T] . (1.19)

Plus le MTBFA est élevé, plus le risque réel de fausse alarme est faible.

• Taux de fausse alarme instantané conditionnel

Il est évalué sous le régime pré-changement P0, et est défini comme dans le
cadre de l’analyse de la survie comme suit :

Définition 6. Le taux (ou risque) de fausse alarme instantané conditionnel est la probabi-
lité conditionnelle qu’une fausse alarme ait lieu dans un petit intervalle de temps ∆t après
l’instant t, sachant qu’aucune fausse alarme n’est signalée jusqu’à t. Pour un t ≥ 1 fixé,
le taux de fausse alarme instantané conditionnel, noté λ0

t , est défini dans le cas discret par

λ0
t = P0 [T = t|T ≥ t] . (1.20)

Dans le cas continu, il est défini par :

λ0
t = lim

∆t→0

P0 [t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t]
∆t

. (1.21)

Remarque 4. Si la variable aléatoire des instants d’alarme T admet une densité de
probabilité g0, le taux de fausse alarme instantané conditionnel est égal au taux de
saut, soit le rapport entre la densité et la fonction de survie.

λ0
t =

g0(t)
S̃0(t)

= − ln(S̃0(t))′, (1.22)

où S̃0(t) est la fonction de survie correspondante au temps t. Elle donne la
probabilité qu’aucune fausse alarme ne se produise avant t. Pour n ≥ 1, on peut
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calculer

S̃0(n) = P0 [T > n]

= P0

[
n⋂

t=1

(T 6= t)

]
= P0 [T 6= 1]×P0 [T 6= 2|T 6= 1]× ...×P0 [T 6= n|T 6= t, ∀ t < n]

=
n

∏
t=1

(1− λ0
t ).

Alors dans le cas où nS̃0(n) tend vers l’infini quand n tend vers l’infini, le temps
moyen entre fausses alarmes MTBFA peut être calculé en fonction du taux condi-
tionnel λ0

t , dans le cas discret pour n ≥ 1, comme suit :

MTBFA = 1 +
∞

∑
n=1

S̃0(n)

= 1 +
∞

∑
n=1

n

∏
t=1

(1− λ0
t ).

Dans le cas continu, MTBFA =
∫ ∞

0 S̃0(x)dx, avec S̃0(x) = P0 [T ≥ x], et xS̃0(x)
tend vers l’infini quand x tend vers l’infini.

Supposons maintenant que le risque instantané de fausse alarme est constant
dans le temps, c’est-à-dire que le taux conditionnel de fausse alarme est le même
quelque soit l’instant t ≥ 1, i.e. λ0

t = λ0 (cas sans mémoire). Dans ce cas, la variable
instant d’alarme T est distribuée selon la loi géométrique Géom(λ0) dans le cas
discret (dans le cas continu, selon la loi exponentielle Exp(λ0)).
Par conséquent, la fonction de survie au temps n vaut S̃0(n) = (1 − λ0)n. Et le
MTBFA est donnée par :

MTBFA = 1 +
∞

∑
n=1

(1− λ0)n

= lim
u→∞

1− (1− λ0)u−1

λ0 =
1

λ0 .

Dans ce cas, le rapport 1/MTBFA est égal au taux de fausse alarme instantané
conditionnel.

Nous devons noter que la quantité λ0
t est à distinguer de la densité discrète αt

de la variable T, qui dans le cas géométrique (i.e. λ0
t constant), s’écrit comme suit :

αt = P0 [T = t] (1.23)

= λ0(1− λ0)t−1, t ≥ 1.
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• Taux de détection instantané conditionnel

L’équivalent du taux de fausse alarme sous P1, qu’il soit conditionnel ou non,
est le taux de détection.

Définition 7. Le taux de détection instantané conditionnel (CIDR "Conditional Instanta-
neous Detection Rate"), noté λ1

t , est défini dans le cas discret, pour un t ≥ 1 fixé par

λ1
t = P1 [T = t|T ≥ t] . (1.24)

Et dans le cas continu, il est donné par :

λ1
t = lim

∆t→0

P1 [t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t]
∆t

. (1.25)

• Délai moyen de détection

Le délai moyen de détection est évalué sous le régime post-changement pour
quantifier le délai de détection (rapidité d’une détection) selon Pollak [28]. Il est
donné par l’espérance sous P1 du temps d’alarme T.

Définition 8. l’ Average Detection Delay est défini par

ADD = E1 [T] . (1.26)

Remarque 5. La fonction ARL (Average Run Length) de la variable instant d’alarme
T est utilisée dans le cadre séquentiel pour unifier les deux critères MTBFA et ADD
[3, 44, 24]. Elle définit sous le régime pré-changement P0, le MTBFA, et sous le
régime post-changement P1, l’ADD.

1.3.6 Choix de seuil pour la statistique de CUSUM

Nous avons vu dans la section 1.3.1 que Page [26] s’inspire du test SPRT de
Wald [48] pour définir le test de CUSUM. Dans le cas du SPRT, Wald introduit
deux inégalités et une approximation pour sélectionner les seuils de détection in-
férieur −ε et supérieur h (définition 1). Sachant que la statistique de CUSUM est
une adaptation du test SPRT avec −ε = 0 et βt = 0 (section 1.3.1), Page propose
alors de réadapter les inégalités et l’approximation de Wald pour fixer le seuil de
détection h dans le cas du CUSUM. Ce seuil classique [18, 30, 3, 41, 6, 43, 42] est
donc fixé en utilisant l’inégalité et/ou l’approximation de Wald suivantes :
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1. L’inégalité de Wald :
Le seuil de détection h est fixé pour contrôler la probabilité de fausse alarme
αt, en respectant

h ≤ ln
(

1
αt

)
(1.27)

2. L’approximation de Wald :
Le seuil de détection h est fixé pour contrôler le délai moyen de détection
ADD, en respectant l’inégalité suivante qui résulte de l’approximation de
Wald :

h ≥ ADD · K( f1, f0). (1.28)

où K( f1, f0) est la divergence de Kullback-Leibler entre les deux distribu-
tions de probabilité f1 et f0. Elle est égale à l’espérance sous P1 du LLR
(E1[Lt]), et mesure la différence (dissimilarité) entre les deux distributions.

Remarque 6.

• Dans le cas où on remplace le LLR Lt par le score St défini par (1.15),
c’est-à-dire pour le modèle gaussien, K( f1, f0) est calculée explicitement

comme suit : K( f1, f0) = E1[St] = ln(q) +
1
2

(
δ2 +

1
q2 − 1

)
.

• Dans le cas de la détection de rupture sur la moyenne (q = 1) :

K( f1, f0) = E1[St] =
δ2

2
.
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Chapitre 2

Construction de seuils et règle d’arrêt

Nous nous plaçons ici dans le cadre séquentiel, où nous considérons que la
série est observée d’une manière instantanée : l’arrivée des données est effectuée
point par point.

La procédure de détection séquentielle de rupture requiert le choix d’une sta-
tistique de test récursive, d’un seuil de détection que la statistique doit atteindre
pour signaler une détection, et d’une règle d’arrêt. Dans la suite, nous choisissons
d’utiliser la statistique de CUSUM basée sur le score Wt(δ, q) donnée dans (1.16),
avec sa règle d’arrêt classique Th(α) correspondante, définie dans (1.18) pour un
seuil de détection donné h(α).

Dans ce chapitre, nous commençons tout d’abord par une brève analyse du
comportement de la W- statistique sous le régime pré-changement. Par la suite,
nous présentons les différents seuils de détection empiriques proposés et les étapes
de leur construction. Et nous finissons enfin par la proposition d’une règle d’arrêt
corrigée pour la procédure de détection séquentielle.

2.1 Comportement de la statistique

Afin d’étudier le comportement de la W- statistique de CUSUM sous le régime
pré-changement P0, nous avons calculé la statistique de détection Wt(δ, q) sur des
séries simulées sans rupture (dans leur état normal). Pour ce faire, nous suppo-
sons connaître les paramètres µ0 et σ0 (sous P0), et nous fixons les paramètres δ
et q pour un objectif de détection donné. Les paramètres µ1 et σ1 (sous P1) seront
automatiquement connus en fixant respectivement δ et q. De ce fait, la statistique
Wt(δ, q) peut être facilement calculée pour tout t ≥ 1.

La Figure 2.1 montre un exemple de la statistique Wt(δ, q) calculée sur la même
série {Xt}t=1,..,200 simulée sous P0, de distribution gaussienne i.i.d avec µ0 = 0
et σ0 = 1 (Xt ∼ N (0, 1)). Dans la Partie (A) (resp. Partie (B)) de la Figure 2.1,
la statistique est calculée pour trois différents objectifs (niveaux) de détection sur
la moyenne δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ0 = σ1 = 1 (resp. de détection sur la variance
q ∈ {0.15, 0.25, 0.5}, avec µ0 = µ1 = 0).

Il faut d’abord remarquer que la statistique de détection Wt(δ, q) est par défi-
nition toujours positive (voir (1.16)). Et que les trajectoires calculées différent en
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FIGURE 2.1 – Trajectoire de la statistique Wt(δ, q) de CUSUM calculée
sous P0 (Xt ∼ N (0, 1), t = 1.., 200). Partie (A) (resp. Partie (B)), la
statistique calculée pour les objectifs de détection sur la moyenne δ ∈
{0.5, 1, 2}, avec σ0 = σ1 = 1 (resp. de détection sur la variance q ∈

{0.15, 0.25, 0.5}, avec µ0 = µ1 = 0)

terme de nombre, longueur et maximum de l’excursion 1 sur un intervalle donné.
Dans le cas de la recherche de rupture sur la moyenne (i.e. q = 1), la partie (A)
de la Figure 2.1 montre que lorsque δ est petit, les excursions de la statistique sont
plus longues mais moins hautes. Et lorsque δ est grand, les excursions sont bien en-
tendu moins langues mais atteignent des niveaux plus élevés quand elles montent.
Dans le cas de la recherche de rupture sur la variance (i.e. δ = 0), la partie (B) de la
Figure 2.1 montre que lorsque q est petit, on a très peu d’excursions, très courtes
et peu élevées, mais passent beaucoup de temps en zéro. Et quand q est grand, on
a plus d’excursions, plus longues et plus élevées.

Cet exemple de simulation montre que le comportement de la statistique (va-
riabilité et amplitude) dépend du niveau de changement de moyenne δ ou de va-
riance q que l’on cherche à détecter.

De ce fait, il est donc clair qu’un seuil de détection doit dépendre de l’objectif
de détection souhaité (δ, q).

1. On appelle une excursion une partie de trajectoire comprise entre deux passages consécutifs
en zéro.
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2.2 Seuils de détection

Nous présentons dans cette section différents seuils de détection que nous al-
lons évaluer dans le cadre de la détection séquentielle. Nous présentons d’abord
le seuil constant analytique de Wald [48] provenant de la littérature, puis quatre
seuils empiriques construits par une méthode basée sur la simulation : le premier
seuil empirique est constant comme celui de Tsiamyrtzis [45]. Le second est l’ins-
tantané conditionnel de Margavio [19], construit par une nouvelle procédure de
simulation, comparable à celle de Shen et al. [35], mais plus générale. Le troisième
est un nouveau seuil instantané non-conditionnel, et le quatrième est une version
data-driven de ce dernier : instantané non-conditionnel dynamique.

Notre méthode de construction de seuil consiste à effectuer un grand nombre
de simulations de la statistique de test sous le régime pré-changement "état normal
sans rupture", et à construire le seuil à partir de la distribution empirique de la
statistique Wt(δ, q), afin de contrôler un certain risque mesuré. La méthode de la
construction empirique diffère d’un seuil à l’autre. Nous donnerons ci-dessous les
détails de la construction de chaque seuil proposé de manière empirique.

2.2.1 Seuil Constant de Wald (CW)

Dans le contexte séquentiel (QCD) de la détection la plus rapide de rupture, le
seuil conventionnel [18, 30, 3, 41, 6, 43, 42] se base sur l’inégalité de Wald (1.27).
Il est déterminé dans le but de contrôler le risque de fausse alarme tout au long
de la détection. Dans ce manuscrit, nous utilisons cette méthode conventionnelle
pour fixer le seuil constant de Wald (Seuil-CW) hW , après le choix d’une probabilité
tolérée de fausse alarme α,

hW(α) = − ln(α). (2.1)

La probabilité tolérée α est imposée par l’utilisateur. Elle doit être respectée,
c’est-à-dire, aucun αt (défini en (1.23)) ne dépasse α. En d’autres termes, par l’in-
égalité de Wald, on a le contrôle de la densité discrète

αt = P0 [T = t] ≤ P0

[
Wt(δ, q) ≥ hW(α)

]
≤ α, t ≥ 1. (2.2)

2.2.2 Seuil Constant Empirique (CE)

Ce premier seuil empirique proposé est constant, tout comme le Seuil-CW, mais
basé sur la simulation sous P0. Notre but est donc de contrôler la probabilité de
fausse alarme sur toute la trajectoire simulée de n observations (X1, ..., Xn)n≥1.
En effet, nous cherchons à déterminer un seuil constant empirique (Seuil-CE) hE,
après le choix d’une probabilité tolérée α, pour contrôler le risque de signaler une
fausse alarme sur la trajectoire de longueur n, de sorte que

P0

[
Mn(δ, q) ≥ hE(α, δ, q)

]
≤ n · α, (2.3)
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où Mn(δ, q) est le maximum de la statistique de CUSUM (W j
t (δ, q))1≤t≤n sur les n

points observés (Mn(δ, q) = max
1≤t≤n

Wt(δ, q)). Nous suggérons alors ici de contrôler

le risque de signaler une fausse alarme sur la trajectoire de n observations par n · α.

L’idée de la construction du Seuil-CE hE(α, δ, q) est d’effectuer B simulations de
la trajectoire de n observations {(X j

t)1≤t≤n}j=1,..,B sous le régime pré-changement
P0 ; de calculer séquentiellement, pour chacune des trajectoires simulées j, la sta-
tistique de CUSUM (W j

t (δ, q))1≤t≤n correspondante ; puis de calculer pour chaque
W-statistique, son maximum (Mj

n(δ, q))1≤t≤n sur les n observations simulées. Et
nous déterminons enfin le Seuil-CE hE(α, δ, q) à partir de la distribution empirique
des B valeurs maximales Mj

n(δ, q) obtenues, plus précisément, à partir du quantile
empirique d’ordre (1− nα)

(
q(1−nα) [·]

)
, comme suit :

hE(α, δ, q) = q(1−nα)

[
{Mj

n(δ, q)}1≤j≤B

]
, (2.4)

où α est la probabilité tolérée de fausse alarme, fixée par l’utilisateur. Les étapes de
construction du Seuil-CE hE sont résumées dans l’Algorithme 1 et la Figure 2.2.

Le maximum Mn(δ, q) est appelé le score local de la statistique de CUSUM
{Wt(δ, q)}1≤t≤n. Il a été introduit par Karlin & Altschul en 1990 [13] pour l’ana-
lyse des séquences biologiques et moléculaires, où les données sont globalement
observées sur une longueur n fixe (off-line). La distribution du score local a été étu-
diée en premier lieu pour le processus de Lindley [17], un processus comparable
à celui du CUSUM, défini en 1952 pour la théorie des files d’attente (une étude
exhaustive est donnée par Lagnoux et. al [15]). En 2001, Mercier & Daudin en 2001
[22] donnent une définition équivalente du score local basé sur le processus de
Lindley, pour étudier sa distribution. Récemment en 2020, Mercier [21] propose
une étude de la distribution exacte du maximum partiel du processus de Lind-
ley adapté pour la surveillance on-line, dans le cas i.i.d (variables indépendantes
et identiquement distribuées). L’auteur conclut que le calcul de la distribution du
score local nécessite la connaissance de la distribution des données.

Remarque 7.

• Notons que le maximum Mj
n(δ, q) dépend de la taille n de l’échantillon si-

mulé. Par conséquent, le Seuil-CE dépend de n, de α et de l’objectif de dé-
tection (δ, q), contrairement au Seuil-CW qui, lui ne dépend que de α.

• Il convient de noter que l’ordre du quantile empirique (1− nα) doit appar-
tenir à [0, 1], ainsi si n est grand, α doit être très petit pour pouvoir calculer
le quantile. Par exemple, pour n = 50, le α toléré que l’on va fixer, ne doit
pas dépasser 0.02 (α ≤ 0.02).

• Notre méthode de simulation est comparable à celle de Tsiamyrtzis & Haw-
kins [45], qui utilisent aussi un seuil constant empirique construit en si-
mulant la somme cumulative (CUSUM) d’un processus de poisson sous
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Algorithm 1 Procédure de simulation pour la construction du Seuil-CE hE(α, δ, q)

Require: Paramètres du régime pré-changement µ0, σ0, objectif de détection q et
δ, probabilité tolérée de fausse alarme α, nombre de séries simulées B, nombre
d’observations n.

1: Initialization : W0 = 0.

2: for j = 1 to B do
3: for t = 1 to n do
4: Générer xj

t : la tème observation de la jème série simulée, sous le régime
pré-changement P0(xj

t|x
j
t−1, ..., xj

1) ;

5: Calculer le score sj
t(δ, q) ;

6: Calculer wj
t(δ, q) = max

(
0, wj

t−1(δ, q) + sj
t(δ, q)

)
: la statistique corres-

pondante ;
7: end for

8: Calculer mj
n(δ, q) = max

1≤t≤n
wj

t(δ, q) : le maximum de la statistique ;

9: end for

10: Construire le Seuil-CE en prenant le quantile empirique d’ordre (1− nα) des
B maximums calculés :

hE(α, δ, q) = q(1−nα)

[
{mj

n(δ, q)}1≤j≤B

]

FIGURE 2.2 – Principe de construction du Seuil-CE hE(α, δ, q) pour
α = 0.01, δ = 1, q = 1 et n = 50. (A) : trajectoire de la sta-
tistique w1

t (1, 1) et son maximum m1(1, 1). (B) : calcul des B maxi-
mums {mj

n(1, 1)}1≤j≤B. (C) : hE(0.01, 1, 1) quantile empirique d’ordre
(1− nα).

le régime pré-changement. La spécificité de notre méthode réside dans le
calcul du maximum de la statistique Mn(δ, q) sur l’intervalle [1, n] et dans
notre suggestion de contrôler le risque de signaler une fausse alarme sur
une trajectoire de n observations par la quantité nα. En d’autres termes, de
considérer lors des simulations, le quantile d’ordre (1− nα). Nous sommes
conscients que cette proposition est un choix naïf ; des investigations com-
plémentaires seraient intéressantes sur ce sujet.
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2.2.3 Seuil Instantané Empirique Conditionnel (IEC)

Les premiers à utiliser un seuil de détection instantané sont Margavio et al.
[19]. Ils proposent un seuil dépendant du temps ht dans le but de contrôler le taux
de fausse alarme conditionnel λ0

t à chaque instant t :
λ0

1 = P0
[
W1(δ, q) ≥ h1(λ

0
1)
]

λ0
2 = P0

[
W2(δ, q) ≥ h2(λ

0
2)|W1(δ, q) < h1(λ

0
1)
]

...

λ0
t = P0

[
Wt(δ, q) ≥ ht(λ0

t )|Wi(δ, q) < hi(λ
0
i ), ∀ i < t

]
, t ≥ 1

(2.5)

Dans ce cas, le seuil instantané conditionnel est déterminé de manière itérative.
A un instant donné t, pour déterminer le seuil ht(λ0

t ), nous devons connaître les
taux instantanés de fausses alarmes conditionnels jusqu’au temps t (i.e. (λ0

1, λ0
2, ..., λ0

t )
∈]0; 1[), ainsi que les seuils jusqu’au temps (t− 1) (i.e. (h1(λ

0
1), h2(λ

0
2), ..., ht−1(λ

0
t−1))).

Pour simplifier, Margavio et al. supposent que λ0
t est constant dans le temps (cas

géométrique) : λ0
t = λ0, ∀ t ≥ 1. Dans ce cas, le taux conditionnel de signaler une

fausse alarme au temps t est donné par

λ0 = P0

[
Wt(δ, q) ≥ ht(λ

0)|Wi(δ, q) < hi(λ
0), ∀ i < t

]
, t ≥ 1 (2.6)

Nous déterminons alors le seuil instantané empirique conditionnel (Seuil-IEC)
hC

t en contrôlant le taux conditionnel de signaler une fausse alarme à un instant t,
par le choix d’un risque toléré de fausse alarme α, de sorte que

P0

[
Wt(δ, q) ≥ hC

t (α, δ, q)|Wi(δ, q) < hC
i (α, δ, q), ∀ i < t

]
≤ α, t ≥ 1 (2.7)

Le Seuil-IEC hC
t (α, δ, q) doit être construit de manière récursive. Pour ce faire,

nous proposons la procédure de simulation suivante : soit la série de la statistique
CUSUM {W j

t (δ, q)}j∈Jt simulée sous P0 au temps t ≥ 1, où Jt est l’ensemble des
trajectoires qui n’ont pas signalé de fausse alarme avant t, parmi les B trajectoires
simulées au départ ;

Jt =

{ {1, .., B} si t = 1 ;
{j ∈ Jt−1|W

j
i (δ, q) < hC

i (α, δ, q), ∀ i < t} si t ≥ 2.

Nous construisons enfin hC
t (α, δ, q) à chaque instant t par le quantile empirique

d’ordre (1− α)
(

q(1−α) [·]
)

de la série {W j
t (δ, q)}j∈Jt , comme suit :

hC
t (α, δ, q) = q(1−α)

[
{W j

t (δ, q)}j∈Jt

]
. (2.8)

Les étapes de construction du Seuil-IEC hC
t sont résumées dans l’Algorithme 2.
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Algorithm 2 Procédure de simulation pour la construction du Seuil-IEC hC
t (α, δ, q).

Require: Paramètres du régime pré-changement µ0, σ0, objectif de détection q et
δ, probabilité tolérée de fausse alarme α, nombre de séries simulées B.

1: Initialization : W0 = 0, t = 1, J1 = {1, 2, ..., B}.
2: repeat
3: for j ∈ Jt do
4: Générer xj

t : la jème observation à l’instant t, sous le régime pré-changement
P0(xj

t|x
j
t−1, ..., xj

1) ;

5: Calculer le score sj
t(δ, q) ;

6: Calculer wj
t(δ, q) = max

(
0, wj

t−1(δ, q) + sj
t(δ, q)

)
: la statistique corres-

pondante ;
7: end for

8: Construire le Seuil-IEC à l’instant t par le quantile empirique d’ordre (1−
α) :

hC
t (α, δ, q) = q(1−α)

[
{wj

t(δ, q)}j∈Jt

]
9: Poser Jt+1 = {j ∈ Jt; wj

t(δ, q) < hC
t (α, δ, q)} ;

10: Poser t = t + 1
11: until Arrêter le test ;

Hawkins et al. [11] sont les premiers à utiliser une méthode de simulation pour
construire le seuil instantané conditionnel de Margavio, dans le but de compa-
rer trois cartes de contrôle : Shewhart, Exponentially Weighted Moving Average
(EWMA) et CUSUM. Dans leur étude, les variables sont supposées i.i.d de dis-
tribution gaussienne. Par la suite, en 2013, Shen et al. [35] propose un autre al-
gorithme de simulation pour déterminer le seuil de Margavio pour la carte de
contrôle Poisson-CUSUM. Cet algorithme a été repris récemment en 2016, par
Huang et al. [12] pour la carte de CUSUM généralisée appelée GLR-CUSUM.

Notre procédure de simulation est comparable à celle de Shen et al. [35] et
Huang et al. [12]. Cependant, la notre est plus générale car elle inclut le cas où
les données {xj

t}t≥1,j∈Jt ne sont pas indépendantes, ce qui n’est pas le cas de [35]

ou [12]. Par exemple, la loi de xj
t peut dépendre des valeurs passées {xj

s}1≤s≤t−1,
comme dans le modèle 2 "données autocorrélées" que l’on présentera dans la sec-
tion 3.1.3.

Remarque 8.

• Le Seuil-IEC hC
t (α, δ, q) dépend non seulement du risque toléré α et de l’ob-

jectif de détection (δ, q), mais aussi du temps t de l’arrivée de chaque obser-
vation.

• Il est clair que l’ensemble Jt diminue avec t car |Jt+1| = b|Jt(1 − α)c ≈
(1 − α)tB. C’est la raison pour laquelle B doit être assez grand, lors des
simulations pour construire le Seuil-IEC.
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2.2.4 Seuil Instantané Empirique (IE)

Nous proposons ici un nouveau seuil instantané dépendant du temps t : Seuil
Instantané Empirique (Seuil-IE) hI

t . L’idée est de déterminer hI
t (α, δ, q) en contrô-

lant le taux de fausse alarme non conditionnel P0
[
Wt(δ, q) ≥ hI

t (α, δ, q)
]

à chaque
instant t, après la fixation de la probabilité tolérée α que l’on ne doit pas dépasser ;

P0

[
Wt(δ, q) ≥ hI

t (α, δ, q)
]
≤ α, t ≥ 1. (2.9)

Contrairement au Seuil-IEC, le Seuil-IE peut être construit de manière récursive ou
non-récursive. Notre procédure de simulation non-récursive consiste à effecteur B
simulations de la statistique de n observations chacune {(W j

t (δ, q))1≤t≤n}j=1,..,B

sous P0 ; et construire ensuite le Seuil-IE hI
t (α, δ, q) hI

t (α, δ, q) à l’instant t à partir
de la distribution empirique des B valeurs de la statistique W j

t (δ, q), comme suit

hI
t (α, δ, q) = q(1−α)

[
{W j

t (δ, q)}1≤j≤B

]
, t = 1, ..., n (2.10)

où q(1−α) [·] est le quantile empirique d’ordre (1− α). Les étapes de la construction
non-récursive du Seuil-IE sont résumées dans l’Algorithme 3 et la Figure 2.3. La
version récursive est détaillée dans l’Algorithme 4.

Algorithm 3 Procédure de simulation pour la construction non-récursive du Seuil-
IE
Require: Paramètres du régime pré-changement µ0, σ0, objectif de détection q et

δ, probabilité tolérée de fausse alarme α, nombre de séries simulées B, nombre
d’observations n.

1: Initialization : W0 = 0.

2: for j = 1 to B do
3: for t = 1 to n do
4: Générer xj

t : la tème observation de la jème série simulée, sous le régime
pré-changement P0(xj

t|x
j
t−1, ..., xj

1) ;

5: Calculer le score sj
t(δ, q) ;

6: Calculer wj
t(δ, q) = max

(
0, wj

t−1(δ, q) + sj
t(δ, q)

)
: la statistique corres-

pondante ;
7: end for
8: end for

9: Construire le Seuil-IE à chaque instant t en prenant le quantile empirique
d’ordre (1− α) des B valeurs de la statistique :

hI
t (α, δ, q) = q(1−α)

[
{wj

t(δ, q)}1≤j≤B

]
, t = 1, 2, ..., n
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FIGURE 2.3 – Principe de construction du Seuil-IE hI
t (α, δ, q) jusqu’à

l’instant n = 100, pour α = 0.01, δ = 1, q = 1. (A) : trajectoire
de la statistique w1

t (1, 1). (B) : calcul des B = 100000 statistiques
{wj

t(1, 1)}1≤j≤B. (C) : hI
t (α, 1, 1) quantile empirique d’ordre (1− α) à

chaque instant t.

Algorithm 4 Procédure de simulation pour la construction récursive du Seuil-IE

Require: Paramètres du régime pré-changement µ0, σ0, objectif de détection q et
δ, probabilité tolérée de fausse alarme α, nombre de séries simulées B.

1: Initialization : W0 = 0, t = 1.

2: repeat
3: for j = 1 to B do
4: Générer xj

t : la jème observation à l’instant t, sous le régime pré-changement
P0(xj

t|x
j
t−1, ..., xj

1) ;

5: Calculer le score sj
t(δ, q) ;

6: Calculer wj
t(δ, q) = max

(
0, wj

t−1(δ, q) + sj
t(δ, q)

)
: la statistique corres-

pondante ;
7: end for

8: Construire le Seuil-IE à l’instant t par le quantile empirique d’ordre (1− α) :

hI
t (α, δ, q) = q(1−α)

[
{wj

t(δ, q)}1≤j≤B

]
9: Poser t = t + 1

10: until Arrêter le test ;

2.2.5 Seuil Instantané Empirique Dynamique (IED)

Nous proposons ici de rendre le Seuil-IE dynamique, c’est-à-dire, de l’adapter
au comportement de la statistique. Le principe est de réinitialiser la procédure de
détection en déplaçant le seuil à chaque fois que la statistique revient à zéro (sa
valeur initiale). Par conséquent, le Seuil Instantané Empirique Dynamique (Seuil-
IED) noté hD est basé sur le seuil hI , mais dépend à chaque instant des données,
en d’autres termes, il est "data-driven". Cette idée est inspirée du principe de la
statistique de Page [26] qui consiste à redémarrer l’algorithme SPRT de Wald [48]
à chaque fois que la statistique est inférieure au seuil inférieur fixé (qui est suggéré
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comme étant zéro dans la statistique CUSUM).

Supposons que la série {Xt}t≥1 est séquentiellement observée jusqu’au temps
t. La statistique correspondante Wt(δ, q) est calculée récursivement pour chaque

nouvelle observation. Nous définissons par Nt =
t

∑
i=1

1{Wi(δ,q)=0} le nombre de fois

que la W- statistique est revenue à zéro au temps t. Alors le dernier instant auquel
la statistique est revenue à zéro peut être calculé à chaque temps t par le processus
de renouvellement

ZNt = inf{i > ZNt−1; Wi(δ, q) = 0}.

Maintenant, nous partons du Seuil-IE, et nous définissons le Seuil-IED à chaque
instant t par

hD
t (α, δ, q, (Xi)i≤t) = hI

t−ZNt
(α, δ, q), t ≥ 1, (2.11)

avec N0 = 0 et ZN0 = 0. Le temps d’arrêt correspondant est défini par ThD
t

=

min{t ≥ 1 : Wt(δ, q) ≥ hI
t−ZNt

(α, δ, q)}.

La procédure de détection à l’aide du Seuil-IED hD
t (α, δ, q, (Xi)i≤t) est résumée

dans l’Algorithme 5 et la Figure 2.4.

Algorithm 5 Pseudocode pour la procédure de détection utilisant le Seuil-IED

Require: Paramètres du régime pré-changement µ0, σ0, objectif de détection q et
δ, probabilité tolérée de fausse alarme α, Seuil-IE hI

t (α, δ, q).

1: Initialization : Z = 0, T = ∞, w0(δ, q) = 0, hD
1 (α, δ, q) = hI

1(α, δ, q), t = 1.

2: while il y a une nouvelle observation xt do
3: Calculer st(δ, q; xt) ;
4: Calculer wt(δ, q) = max (0, wt−1(δ, q) + st(δ, q)) ;
5: if wt(δ, q) = 0 then
6: Z = t ;
7: end if
8: if wt(δ, q) ≥ hD

t (α, δ, q, xt) then
9: Alarme pour signaler une détection à l’instant T = t ;

10: Aller à l’étape 1 : Initialization ;
11: else
12: Poser t = t + 1, et hD

t (α, δ, q, xt) = hI
t−Z(α, δ, q) ;

13: end if
14: end while
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FIGURE 2.4 – Exemple de calcul de la statistique wt(0.5, 1) sur une
série simulée sous le régime post-changement P1, avec une rupture à
l’instant v = 50 pour un niveau de différence de 0.5 sur la moyenne.
(A) : détection en utilisant le Seuil-IE hI

t (α, 0.5, 1) avec α = 0.02 (confi-
guration sans réinitialisation). (B) : détection en utilisant le Seuil-IED

hD
t (α, 0.5, 1) (configuration data-driven avec réinitialisation).

Remarque 9.

Notons que les seuils de détection : CW, CE, IEC et IE ont été tous déterminés
en contrôlant un risque de fausse alarme. Cependant, la signification du risque
contrôlé n’est pas la même pour tous les seuils. Nous avons observé que ce risque
de fausse alarme n’est pas toujours clairement défini dans la littérature.

Nous résumons ci-dessous la signification du risque de fausse alarme contrôlé
pour chacun des différents seuils :

Seuil-CW hW . Il est déterminé en contrôlant la densité discrète αt de la va-
riable instant d’alarme T (définie dans (1.23)) :

αt = P0 [T = t] ≤ P0

[
Wt(δ, q) ≥ hW(α)

]
≤ α,

où α est le risque toléré de fausse alarme, fixé par l’utilisateur.
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Seuil-CE hE. Il est déterminé en contrôlant le score local Mn(δ, q) (maximum
de la W-statistique) sur l’intervalle [1, n] :

1
n
·P0

[
Mn(δ, q) ≥ hE(α, δ, q)

]
≤ α.

Seuil-IEC hC. Il est déterminé en contrôlant le taux conditionnel de fausse
alarme λ0

t (défini dans (1.20)) à chaque instant t ≥ 1 :

λ0
t ≤ α.

Seuil-IE hI . Il est déterminé en contrôlant le taux non conditionnel de fausse
alarme à chaque instant t ≥ 1 :

αt = P0 [T = t] ≤ P0

[
Wt(δ, q) ≥ hI

t (α, δ, q)
]
≤ α.

2.3 Comparaison des seuils de détection

Dans la Figure 2.5, nous représentons les différents seuils de détection, ana-
lytique : Seuil-CW hW et empiriques : Seuil-IEC hC, Seuil-CE hE, Seuil-IE hI . Les
seuils sont déterminés pour un risque toléré de fausse alarme α = 0.02, et pour
trois exemples de l’objectif de détection sur la moyenne (σ0 · δ) ∈ {0.5, 1, 2}, q = 1,
avec σ2

0 = 4
3 . Dans la partie (A)- Figure 2.5, les seuils empiriques sont construits à

partir de données indépendantes de distribution gaussienne avec µ0 = 0 et σ2
0 = 4

3 .
Dans la partie (B)- Figure 2.5, les seuils empiriques sont construits à partir de don-
nées autocorrélées du processus autorégressif d’ordre 1 AR(1). Nous avons choisi
ces paramètres afin d’avoir les mêmes valeurs de moyenne et de variance dans les
deux modèles.

Premièrement, il faut noter que le Seuil-CW ne dépend pas de la nature des
données, ni du temps et qu’il reste le même quel que soit le niveau de changement
attendu δ (hW(α) = 3.91). Deuxièmement, nous pouvons clairement voir que les
seuils empiriques construits par le modèle autorégressif (B) sont considérablement
plus élevés que ceux construits par le modèle gaussien indépendant (A), quels que
soient δ et le seuil, en particulier, le Seuil-EI qui est d’ailleurs le seul à dépasser le
Seuil-CW.

Concentrons nous maintenant sur la partie (A)- Figure 2.5. Nous pouvons consta-
ter que la différence entre les seuils n’est pas négligeable. Le Seuil-CW est supé-
rieur aux seuils empiriques dans ce cas, donc il détectera moins rapidement, mais
avec moins de fausses alarmes. Le Seuil-CE dépend du niveau de δ (hE(α, 0.5, 1) =
1.30, hE(α, 1, 1) = 1.85, hE(α, 2, 1) = 2.10). Il est plus élevé lorsque δ est grand.

Cela peut être expliqué par le comportement de la statistique que nous avons
constaté précédemment en Figure 2.1 : elle reste plus en zéro lorsque δ est grand
et est plus variable en intensité lorsque δ est petit. Les seuils instantanés IE et
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FIGURE 2.5 – Comparaison de différents seuils pour α = 0.02, (σ0δ) ∈
{0.5, 1, 2}, q = 1, avec σ2

0 = 4
3 . Dans la partie (A) (resp. (B)) les

seuils empiriques sont construits à partir de données gaussiennes i.i.d
N (0, σ2

0 ) (resp. à partir de données autocorrélées du processus auto-
régressif AR(1)).

IEC, dépendent fortement du temps au début : on observe une croissance progres-
sive jusqu’à un certain moment, puis les seuils se stabilisent à un certain niveau.
L’instant et le niveau de stationnarité sont spécifiques à chaque type de seuil et à
chaque objectif de détection δ. Le Seuil-IE est toujours plus élevé que le Seuil-IEC,
et contrairement à ce dernier, il est plus faible lorsque δ est grand.

2.4 Règle d’arrêt corrigée

Nous proposons ici une nouvelle règle d’arrêt par la modification de la règle
d’arrêt classique utilisée dans le contexte de détection séquentiel.
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Supposons que l’on a calculé récursivement la statistique de CUSUM Wt(δ, q)
jusqu’à l’instant t pour un objectif de détection (δ, q) (formule (1.16)), sur une sé-
rie d’observation {xt}t≥1 séquentiellement observée. Pour tester l’existence d’une
rupture à chaque instant donné t ≥ 1, pour tout seuil h, la procédure de détection
vérifie l’une des deux règles d’arrêt suivantes :

• Règle d’arrêt classique : la procédure signale l’existence d’une rupture à
l’instant où la statistique de détection dépasse le seuil de détection choisi,

Th = min
t≥1
{t; Wt(δ, q) ≥ h}.

• Règle d’arrêt corrigée : la procédure corrigée signale l’existence d’une rup-
ture lorsque la statistique de détection dépasse le seuil de détection pendant
un temps c ≥ 1, c étant un paramètre à fixer à l’avance (c = 1⇔ règle d’ar-
rêt classique),

Tc
h = min

t≥1
{t + c− 1;

t+c−1⋂
i=t

(Wi(δ, q) ≥ h)}.

Dans la Figure 2.6, nous montrons un exemple de calcul de la W- statistique
sur une série simulée sous P1 avec n = 100 et une rupture en v = 50. La détection
est faite en utilisant en premier cas, la règle d’arrêt classique c = 1 (partie (A)), et
dans le deuxième cas, la règle d’arrêt corrigée avec c = 3 (partie (B)). Le Seuil-IE
hI

t (α, δ, q) utilisé a été construit à partir de données gaussiennes i.i.d N (0, 1) pour
α = 0.01, δ = 1, q = 1.
Cet exemple montre que l’utilisation de la règle d’arrêt corrigée avec c = 3, a
permis d’éviter une fausse alarme qui aurait été commise si la règle classique (c =
1) avait été utilisée.

FIGURE 2.6 – Exemple de détection dans le cas de l’utilisation des
règles d’arrêt (A) : classique (c = 1) et (B) : corrigée avec c = 3, sur la
même série simulée sous H1,n, avec n = 100, v = 50. Le seuil utilisé

est hI
t (α, δ, q) avec α = 0.01, δ = 1, q = 1, σ2

0 = 1.
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Chapitre 3

Procédure d’évaluation

Nous proposons d’évaluer les différents seuils de détection et la règle d’arrêt
corrigée présentés dans le chapitre précédent sur des données de simulation. Pour
ce faire, nous générons des séries sous les régimes pré-changement P0 et post-
changement P1, et estimons pour différents cadres de simulation les paramètres
de détection correspondants, qui sont essentiellement le temps moyen entre les
fausses alarmes MTBFA et son inverse, les taux instantanés conditionnels de fausse
alarme et de détection λ0

t , λ1
t respectivement, et le délai moyen de détection ADD.

Dans ce qui suit, nous présentons notre design général de la simulation de deux
types de données : des données simulées sous P0 qui vont servir à la construction
des seuils ; et des données simulées sous P0 et P1 qui vont servir à l’évaluation des
seuils. Le design comprend le choix d’un modèle pour la distribution des deux
types de données, et le choix d’un objectif de détection. Nous présenterons ensuite
la procédure utilisée pour estimer les paramètres de détection.

3.1 Design de la simulation

Dans cette section, nous détaillons la conception de notre simulation pour l’éva-
luation des performances des seuils proposés. À part le Seuil-CW de Wald, les
seuils empiriques sont construits grâce à des simulations. Ils dépendent de l’objec-
tif de détection choisi et du "modèle supposé" pour les données. Le modèle sup-
posé peut être différent de celui des données utilisées pour évaluer la performance
"modèle réel".

3.1.1 Paramètres pour les données de l’évaluation

a. Données. Pour effectuer nos simulations de xt nécessaires à l’évaluation,
nous devons fixer les paramètres suivants :

• Le choix de la distribution réelle du régime pré-changement PR
0 , en par-

ticulier le choix de la vraie moyenne µR
0 et variance σ2,R

0 des données
sous le régime pré-changement ;
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• Le choix de la distribution réelle post-changement PR
1 , en particulier le

choix de la vraie moyenne µR
1 et variance σ2,R

1 des données sous le ré-
gime post-changement, qui donnent le niveau réel de changement sur
la moyenne δR et/ou sur la variance qR ;

• Le choix du nombre n d’observations simulées pour chaque trajectoire ;

• Le choix de l’instant réel de la rupture 1 < v ≤ n sous PR
1 .

b. Nombre de répétitions. Pour l’estimation empirique des paramètres (MTBFA,
λ0

t , λ1
t , ADD), il faut aussi fixer B le nombre de répétitions sous H0 et sous

H1.

3.1.2 Paramètres pour la construction des seuils empiriques

a. Données. Pour la construction des seuils, nous devons simuler des données
sous H0 ; nous avons besoin de choisir la distribution P0 pour laquelle nous
notons µ0, σ2

0 l’espérance et la variance. En pratique, P0 pourrait être in-
connu et déterminé par avis d’expert ou par estimation. Il pourrait donc
être différent de la distribution des données évaluées PR

0 (définie dans la
section précédente 3.1.1).

b. Longueur et nombre de répétitions. Comme nous l’avons vu dans les dif-
férents algorithmes de construction des seuils empiriques (section 2.2), lors
des simulations, nous avons besoin de fixer le nombre de répétitions B. Et
spécialement pour les seuils construits non-récursivement : Seuil-CE (Algo-
rithme 1) et Seuil-IE (Algorithme 3), nous avons également besoin de fixer la
longueur n de la série xt. Pour la version récursive du Seuil-IE (Algorithme
4) et le Seuil-IEC, nous n’avons pas besoin de fixer n.

c. Probabilité tolérée de fausse alarme. Que ce soit pour construire les seuils
empiriques ou fixer le seuil analytique de Wald, nous devons choisir le
risque α à ne pas dépasser. Nous rappelons que ce risque n’a pas toujours
la même signification suivant les seuils (voir remarque 9).

d. Paramètres pour le calcul de la statistique et objectif de détection. Pour le
calcul de la statistique de détection St par l’équation (1.15) lors de la construc-
tion de seuils empiriques, en plus de µ0, σ2

0 (utile pour calculer Yt =
Xt−µ0

σ0
),

nous avons besoin de connaître les paramètres de l’objectif de détection
δ = µ1−µ0

σ0
et q = σ0

σ1
. Alors, nous devons fixer δ et q pour spécifier le type et

le niveau de changement que nous souhaitons détecter.

Une fois les seuils construits, nous utilisons lors de l’évaluation ces mêmes
paramètres µ0, σ2

0 supposés du régime pré-changement et le même objectif
de détection δ, q choisis ; ils peuvent bien entendu être différents de µR

0 , σ2,R
0

et δR et qR (définis dans la section 3.1.1).
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3.1.3 Modèles pour les simulations

Nous proposons trois modèles différents pour les données.

•Modèle 1 : données gaussiennes i.i.d

• Pour la construction du seuil avec ce modèle, nous avons utilisé

↪→ Régime pré-changement P0 : Xt ∼ N
(
µ0 ; σ2

0
)
.

• Pour l’évaluation des seuils,

↪→ Régime pré-changement PR
0 : Xt ∼ N

(
µR

0 ; σ2,R
0

)
;

↪→ Régime post-changement PR
1 : Xt ∼ N

(
µR

1 ; σ2,R
1

)
.

•Modèle 2 : données autocorrélées

Nous simulons un processus autorégressif d’ordre 1, avec ϕ = 1
2 .

• Pour la construction du seuil avec ce modèle, nous avons utilisé

↪→ Régime pré-changement P0 défini par : Xt =
1
2 Xt−1 + εt, εt ∼ N (0, 1).

On note que E0[Xt] = 0, et V0[Xt] =
1

1−ϕ2 = 4
3 .

• Pour l’évaluation des seuils,

↪→ Régime pré-changement PR
0 défini par : Xt =

1
2 Xt−1 + εt, εt ∼ N (0, 1);

↪→ Régime post-changement PR
1 défini par : Xt = Zt + σR

0 δR, εt ∼ N (0, 1),
avec Zt =

1
2 Zt−1 + εt, pour t ≥ v.

Nous devons noter qu’ici E0,R[Xt] = 0 = µR
0 ; E1,R[Xt] = σR

0 δR = µR
1 .

Et σ2,R
0 = σ2,R

1 = 1
1−ϕ2 = 4

3 .

•Modèle 3 : données Gamma i.i.d

Nous simulons des donnés Gamma avec k = 2 (shape) et β = 2 (rate).

• Pour la construction du seuil avec ce modèle, nous avons utilisé

↪→ Régime pré-changement P0 : Xt ∼ Γ (k = 2 ; β = 2).

On note que E0[Xt] =
k
β = 1 , et V0[Xt] =

k−1
β = 1

2 .

• Pour l’évaluation des seuils,

↪→ Régime pré-changement PR
0 : Xt ∼ Γ (k = 2 ; β = 2) ;

↪→ Régime post-changement PR
1 : Xt ∼ Γ (k = 2 ; β = 2) + σR

0 δR.

Nous devons noter qu’ici E0,R[Xt] = 1 = µR
0 ; E1,R[Xt] = 1 + σR

0 δR = µR
1 .

Et σ2,R
0 = σ2,R

1 = 1
2 .
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Remarque 10.

• Dans ce qui suit, nous étudions trois cas : (a) le cas où les données utilisées
pour construire les seuils et celles pour les évaluer proviennent du modèle
1, (b) le cas où les données utilisées pour construire les seuils et celles pour
les évaluer proviennent du modèle 2, et (c) le cas où les données utilisées
pour construire les seuils proviennent du modèle 1 alors que les données
pour les évaluer proviennent soit du modèle 2 ou soit du modèle 3. Ces cas
de figure ont été proposés dans le but d’évaluer les seuils et la règle d’arrêt
proposés sous différentes situations qui peuvent se présenter dans la pra-
tique. Dans les cas (a) et (b), nous voulons traiter la situation où les données
sont respectivement gaussiennes i.i.d et autocorrélées. Et dans le cas (c),
nous voulons traiter deux éventuels scénarios d’erreur dans la considéra-
tion de la distribution des données : le premier concerne le cas de violation
de l’hypothèse d’indépendance des données et le second le cas de violation
de l’hypothèse de normalité des données.

• Pour le cas de détection sur la moyenne, les paramètres de pré-changement
µ0 et σ2

0 dans le modèle 1 ont été choisis de manière à avoir un signal de
la même espérance et de la même variance dans le régime prè-changement
pour les modèles 2 et 3. Pour cela, nous avons choisi µ0 = 0 et σ2

0 = 4
3

(respectivement µ0 = 1 et σ2
0 = 1

2 ) avec le paramètre ϕ = 1
2 dans le modèle

2 (respectivement k = 2 et β = 2 dans le modèle 3).

• Nous avons choisi de traiter deux types d’objectif de détection : détecter un
changement sur la moyenne (q = 1) de niveau (σ0δ) ∈ {0.5, 1, 2} ; ou détec-
ter un changement sur la variance (δ = 0) de niveau q ∈ {0.15, 0.25, 0.50}.
La vraie rupture sur la moyenne est de niveau réel (σR

0 δR) ∈ {1, 2} ou sur la
variance de niveau réel qR ∈ {0.15, 0.25}. Nous traitons bien entendu tous
les croisements de ces cas (i.e. (σ0δ) avec (σR

0 δR) et q avec qR).

• Nous avons choisi n = 100 et B = B0 = B1 = 100000. La rupture est
toujours fixée au temps v = 50.

3.2 Estimation des paramètres

Le taux de fausse alarme instantané conditionnel λ0
t et le temps moyen entre

fausses alarmes MTBFA sont des paramètres de détection à évaluer sous PR
0 , tandis

que le taux de détection instantané conditionnel λ1
t et le délai moyen de détection

ADD sont des paramètres à évaluer sous PR
1 . Ils sont estimés à partir de la simu-

lation de B trajectoires indépendantes (X j
t)1≤t≤n, j = 1, ..., B sur lesquelles nous

appliquons séquentiellement notre procédure de détection.
Soit Tj, j = 1, .., B, le temps de la première alarme signalée sur la jème trajectoire. T
est donc une variable aléatoire positive de caractère discret. La procédure de dé-
tection teste récursivement l’existence d’une rupture jusqu’à l’instant n. A chaque
sortie de test j sur la trajectoire X j

t, soit la procédure n’a pas signalé de détection
(Tj > n), soit elle s’est arrêtée à la première détection (Tj ∈ {1, ..., n}). Dans le
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premier cas, le temps d’alarme Tj est censurée par n, alors que dans le second cas,
le temps d’alarme Tj est observé.

En premier lieu, nous voudrions estimer à chaque instant t ≥ 1, le taux de
fausse alarme instantané conditionnel λ0

t (resp. le taux de détection instantané
conditionnel λ1

t ). λ0
t et λ1

t sont définis de la même manière, dans le premier cas
(t < v), on détecte une fausse alarme, dans le second (t ≥ v), on détecte une vraie
rupture. Dans le cas discret, λk

t , k ∈ {0, 1}, défini théoriquement dans la section
1.3.5, peut être estimé empiriquement à chaque instant t par

λ̂k
t =

B
∑

j=1
1{Tj=t}

B
∑

j=1
1{Tj≥t}

=

B
∑

j=1
1{Tj=t}

B−
B
∑

j=1
1{Tj<t}

=

B
∑

j=1
1{Tj=t}

B−
t−1
∑

i=1

B
∑

j=1
1{Tj=i}

, t = 1, 2, ... (3.1)

où B est le nombre de trajectoires simulées.

En deuxième lieu, nous voudrions estimer le temps moyen entre fausses alarmes
MTBFA, qui est défini dans l’équation (1.19) par l’espérance du temps d’alarme T.
Il devrait donc être facile de l’estimer par la moyenne empirique des temps Tj.
Mais nous avons vu que les données sont censurées à droite au même instant
n. Par conséquent, pour une estimation correcte du paramètre, nous proposons
d’appliquer une analyse de survie [33]. Pour cela, nous introduisons les notations
suivantes :

Pour n ≥ 1, l’échantillon d’informations éventuellement censuré est alors donné
par le couple

(
Zj, Dj

)
, j = 1, .., B, avec :

Zj = min{Tj, n}

Dj =

{
1 si Tj ≤ n : alarme signalée à l’instant Tj, "pas de censure" ;
0 si Tj > n : aucune alarme signalée, "censure".

Pour pouvoir estimer le MTBFA en tenant compte des données censurées, nous
posons l’hypothèse que le taux de fausse alarme instantané conditionnel est constant
dans le temps i.e. λ0

t = λ0, t ≥ 1. Et comme nous l’avons déjà évoqué dans la
section 1.3.5, la distribution latente des temps d’alarme discrets dans ce cas est
géométrique de paramètre λ0 (T ∼ Géom(λ0)), avec λ0 = 1/MTBFA. La densité
de probabilité latente est donnée alors par gλ0(z) = λ0 · (1− λ0)z−1, et la fonction
de survie associée par S̃λ0(z) = (1− λ0)z. Alors la vraisemblance du modèle asso-
ciée avec des observations indépendantes (z1, d1), ..., (zB, dB) s’écrit sous la forme
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suivante :

Lλ0,n(zj, dj) =
B

∏
j=1

(
λ0 · (1− λ0)zj−1

)dj ·
(
(1− λ0)zj

)1−dj
(3.2)

=

(
λ0

1− λ0

) B
∑

j=1
dj

· (1− λ0)

B
∑

j=1
zj

.

L’estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) du paramètre λ0 est donné
par

λ̂0 =

B
∑

j=1
dj

B
∑

j=1
zj

. (3.3)

L’estimateur λ̂0 est donc le rapport entre le nombre d’alarmes observées et l’ex-
position totale au risque. On peut déduire immédiatement l’estimateur de MTBFA
par M̂TBFA = 1/λ̂0.

Remarques :

• Nous observons que dans un modèle non-censuré, l’estimateur de MTBFA

est donné par l’estimateur empirique de l’espérance : M̂TBFA = T̄ = 1
B

B
∑

j=1
tj.

• Dans le cas continu avec distribution latente exponentielle de paramètre λ0,

l’estimateur de λ0 est aussi donné par : λ̂0 =
B
∑

j=1
dj/

B
∑

j=1
zj.

Enfin, nous présentons l’estimateur du délai moyen de détection ADD qui est
donné par l’espérance des temps d’alarme sous HR

1,n. En pratique, lors des simu-
lations, chaque série simulée de n observations a une seule rupture à un instant
donné v ≤ n. Il y a deux cas, soit il y a une détection à l’instant Tj avec un délai
de (Tj − v), soit il n’y a pas de détection et le délai est censuré par (n− v). Dans
ce cas, l’estimateur de l’ADD en utilisant le modèle de survie paramétrique avec
distribution géométrique latente est donné comme suit :

ÂDD =

B
∑

j=1
(zj − v) · 1{zj≥v}

B
∑

j=1
dj · 1{zj≥v}

(3.4)

avec zj = min{tj, n} et dj ∈ {0, 1}.
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Chapitre 4

Résultats

4.1 Évaluation des taux instantanés λ0
t et λ1

t

Dans cette section, nous utilisons des simulations avec ou sans rupture pour
estimer empiriquement le taux de fausse alarme instantané conditionnel λ0

t pour
tout t < v (resp. taux de détection instantané conditionnel λ1

t pour tout t ≥ v) par
la formule (3.1) donnée dans la section 3.2, où v est le réel instant de la rupture pré-
sente sur les séries simulées. Les résultats sont obtenus en utilisant les différents
seuils de détection présentés dans la section 2.2 : Seuil-CW (Constant de Wald),
Seuil-CE (Constant Empirique), Seuil-IE (Instantané Empirique), Seuil-IED (Ins-
tantané Empirique Dynamique) et Seuil-IEC (Instantané Empirique Conditionnel),
fixés pour une probabilité tolérée de fausse alarme α = 0.02.

Dans la section 4.1.1 (resp. la section 4.1.2), nous présentons les résultats de
la simulation en utilisant des données gaussiennes indépendantes i.i.d. (modèle
1) (resp. des données autocorrélées (modèle 2)) à la fois pour la construction des
seuils empiriques et la génération des données de test.

4.1.1 Modèle 1

Ici, nous considérons des variables gaussiennes indépendantes i.i.d. (modèle
1, section 3.1.3) pour la construction de seuils pour une probabilité tolérée de
fausse alarme α = 0.02 et aussi pour la simulation des données d’évaluation. Nous
présentons dans la Figure 4.1, les résultats d’estimation de λ0

t à chaque instant
t < v = 50 (sous le régime pré-changement) et de λ1

t à chaque instant t ≥ v = 50
(sous le régime post-changement), pour trois objectifs de détection sur la moyenne
(σ0.δ) ∈ {0.5, 1, 2}, en supposant que la variance est connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3. No-

tons que le réel changement de moyenne a lieu à l’instant v = 50 et est de niveau
σR

0 δR = 1.

Sous le régime pré-changement i.e. t < v = 50, pour (σ0.δ) fixé, le taux de
fausse alarme instantané conditionnel estimé en utilisant le Seuil-CW (λ̂0,CW

t ) est
presque constant après une faible croissance en tout début de test, mais il reste de
valeur inférieure à tous les autres risques instantanés, ce qui est cohérent avec la
Figure 2.5 - partie A (section 2.3) où le Seuil-CW était le plus élevé. A l’opposé,
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FIGURE 4.1 – Résultats d’estimation de λ0
t sous le régime pré-

changement, puis de λ1
t sous le régime post-changement. Les don-

nées ont été simulées sous le modèle 1 à la fois pour la construction
des seuils avec α = 0.02 et pour l’évaluation. Les résultats ont été
obtenus selon trois objectifs de détection sur la moyenne (σ0.δ) ∈
{0.5, 1, 2}, avec variance connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3. La vraie rupture

de moyenne à l’instant v = 50, de niveau σR
0 δR = 1.



4.1. Évaluation des taux instantanés λ0
t et λ1

t 47

celui estimé par le Seuil-CE (λ̂0,CE
t ) croit très fortement en début de test pour de-

venir le risque le plus élevé, ce qui est aussi cohérent avec la Figure 2.5 - partie
A. Au contraire, le taux λ̂0,IE

t décroit progressivement pour passer au dessous de
α et se stabilise à un niveau proche de λ̂0,CW

t . Les taux estimés λ̂0,IEC
t et λ̂0,IED

t se
stabilisent dès le début du test à un niveau de fausse alarme homogène (ils sont
stationnaires). λ̂0,IEC

t est exactement autour de α, ce qui est attendu car le risque
estimé est exactement le α qui a servi à construire le Seuil-IEC. Ce qui n’est pas
le cas pour tous les autres seuils. λ̂0,IED

t est autour d’un niveau de fausse alarme
plus faible que le α fixé. Le taux instantané qu’une fausse alarme survienne à un
instant t < 50, est en moyenne de (0.002; 0.012; 0.016; 0.02; 0.027) respectivement
pour les seuils (CW; EI ; IED; IEC; CE) lorsque σ0.δ = 1. Nous observons que
λ̂0,IEC

t n’est pas sensible à l’objectif de détection σ0.δ. Pour les Seuils -CW, -EI et -
IED (resp. pour le Seuil-CE), λ̂0

t estimé est légèrement plus important (resp. moins
important) quand σ0.δ est grand.

Sous le régime post-changement i.e. t ≥ v = 50, pour (σ0.δ) fixé, le taux de
détection instantané conditionnel estimé λ̂1

t croît rapidement à partir de l’instant
de rupture t = 50 pour atteindre un niveau de détection spécifique à chaque seuil
et se stabiliser autour de ce niveau. L’ordre du niveau stabilisé des seuils pour
λ̂1

t est le même que pour λ̂0
t . La courbe des λ̂1,CE

t estimée en utilisant le Seuil-CE
est la plus élevée. La plus faible correspond au Seuil-CW (λ̂1,CW

t ). Notons que le
taux de détection estimé du Seuil-IEC λ̂1,IEC

t est le plus important parmi les seuils
qui respectent en moyenne le α toléré sous le régime pré-changement. Le taux
instantané qu’une détection soit rapportée à un instant t ≥ 50, est en moyenne de
(0.15; 0.16; 0.17; 0.23; 0.28) respectivement pour les seuils (CW; EI ; IED; IEC; CE)
lorsque σ0.δ = 1. En fonction de l’objectif de détection, pour tous les seuils, λ̂1

t est
plus faible lorsque σ0.δ est grand.

4.1.2 Modèle 2

Dans ce modèle 2, nous considérons des variables autocorrélées (voir la section
3.1.3) pour la construction de seuils pour α = 0.02 et aussi pour la simulation des
données de test. Dans la Figure 4.2, nous présentons les résultats d’estimation de
λ0

t à chaque instant t < v = 50 (sous le régime pré-changement) et de λ1
t à chaque

instant t ≥ v = 50 (sous le régime post-changement), pour trois objectifs de détec-
tion sur la moyenne (σ0.δ) ∈ {0.5, 1, 2}, en supposant que la variance est connue
σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3. Notons que le réel changement de moyenne est à l’instant v = 50

et de niveau σR
0 δR = 1.

Sous le régime pré-changement, i.e. t < v = 50, le comportement des résul-
tats et la tendance des seuils sont les mêmes que ceux obtenus dans le modèle 1,
sauf le Seuil-CW pour lequel l’estimation de λ0

t est plus élevée que pour le Seuil-
IE, quel que soit σ0.δ. Cela est aussi cohérent avec la partie B de la Figure 2.5 où
le Seuil-IE devient le plus élevé de tous les seuils. Nous observons aussi que la
courbe du risque estimé du Seuil-IED λ̂0,IED

t dépasse le risque toléré α lorsque
σ0.δ = 2. Le taux instantané qu’une fausse alarme survienne à un instant t < 50,
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FIGURE 4.2 – Résultats d’estimation de λ0
t sous le régime pré-

changement, puis de λ1
t sous le régime post-changement. Les don-

nées ont été simulées sous le modèle 2 à la fois pour la construction
des seuils avec α = 0.02 et pour l’évaluation. Les résultats ont été
obtenus selon trois objectifs de détection sur la moyenne (σ0.δ) ∈
{0.5, 1, 2}, avec variance connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3. La vraie rupture

de moyenne se situe à l’instant v = 50 de niveau σR
0 δR = 1.
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est en moyenne de (0.005; 0.013; 0.023; 0.019; 0.028) respectivement pour les seuils
(EI ; CW; IED; IEC; CE) lorsque σ0.δ = 1.

Sous le régime post-changement, t ≥ v = 50, contrairement au modèle 1, ici le
Seuil-CW devient concurrent, sa courbe du taux de détection estimé λ̂1,CW

t est très
proche de celle du Seuil-IEC. C’est logique car dans la partie B de la Figure 2.5,
le Seuil-CW est juste au dessus du Seuil-IEC. Le taux instantané qu’une détection
soit rapportée à un instant t ≥ 50, est en moyenne de (0.11; 0.05; 0.08; 0.13; 0.15)
respectivement pour les seuils (CW; EI ; IED; IEC; CE) lorsque σ0.δ = 1. Pour tous
les seuils, l’estimation de λ1

t est légèrement plus faible quand σ0.δ est grand.

4.2 Évaluation de MTBFA et ADD

Dans cette section, nous voudrions évaluer la performance de chaque seuil de
détection, en présentant le délai moyen de détection estimé ÂDD en fonction de
λ̂0 = 1/M̂TBFA estimé pour différents modèles et scénarios de simulation. λ0 et
ADD sont donc estimés respectivement par les formules (3.3) et (3.4) en utilisant
l’analyse de survie présentée dans la section 3.2.

Dans la section 4.2.1, nous présentons les résultats obtenus en utilisant le mo-
dèle 1 à la fois pour la construction des seuils empiriques et la génération des don-
nées. Nous présentons tout d’abord le cas de la détection sur la moyenne lorsque la
variance est connue ou correctement estimée, puis lorsqu’elle est mal estimée. Par
la suite, nous présentons le cas de la détection sur la variance avec une moyenne
connue. Dans la section 4.2.2, nous présentons les résultats en utilisant le modèle
2 pour la construction des seuils et les données de leur évaluation. Enfin, dans la
section 4.2.3, nous présentons deux scénarios éventuels d’erreur dans l’estimation
de la distribution des données. Le premier concerne le cas de violation de l’hypo-
thèse d’indépendance des données et le second le cas de violation de l’hypothèse
de normalité des données.

4.2.1 Modèle 1

Les résultats de cette section se réfèrent au modèle 1 (Section 3.1.3) de variables
gaussiennes indépendantes i.i.d. Nous étudions successivement la performance
des seuils (1) pour un changement de la moyenne avec une variance connue, (2)
pour un changement de la moyenne avec une variance mal estimée et (3) pour un
changement de la variance.

• Détection sur la moyenne

Nous considérons le modèle 1 de variables gaussiennes i.i.d avec une variance
connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3. Nous donnons en Figure 4.3, les résultats d’estima-

tion de ÂDD en fonction de λ̂0 obtenus pour chacun des seuils précédemment
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décrits et pour une détection sur la moyenne uniquement. Les résultats sont don-
nés selon trois valeurs de risque toléré de fausse alarme α ∈ {0.01, 0.02, 0.03} et
pour différents objectifs de détection (σ0.δ) ∈ {0.5, 1, 2}. Les parties (A) et (B)
de la Figure 4.3 montrent les résultats d’estimation ADD obtenus sous le régime
post-changement, lorsque le changement réel de la moyenne est respectivement
σ0.δR = 1 et σ0.δR = 2.

FIGURE 4.3 – Résultats d’estimation ÂDD vs λ̂0 obtenus par les dif-
férents seuils pour trois valeurs données de α ∈ {0.01, 0.02, 0.03}
pour le Modèle 1 (Gaussien i.i.d.) et selon σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec
σ2

0 = σ2,R
0 = 4

3 . Dans la partie (A) (resp. (B)), les ÂDDs ont été es-
timés sous H1 avec un changement réel sur la moyenne de niveau

σ0δR = 1 (resp. σ0δR = 2).
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Les résultats montrent tout d’abord que la rupture est détectée plus rapidement
lorsque le niveau réel de changement σ0.δR est grand, quel que soit le seuil utilisé,
le α toléré ou l’objectif de détection σ0.δ. Concernant les performances des seuils,
on observe généralement le même comportement des résultats quelle que soit la
valeur fixée de α. Si on se concentre sur le cas σ0δR = 1 et α fixé à 0.02 (Figure
4.3, (A), graphique central). Nous nous intéressons à la conformité du seuil à α ; on
observe ainsi que :

• Le Seuil-CE donne le délai de détection le plus bas, mais il dépasse toujours
le α toléré ;

• Le Seuil-IEC suit parfaitement le α fixé, et présente le meilleur délai de dé-
tection parmi ceux qui respectent α, ÂDDhC = {4.36, 4.91, 6.11} respective-
ment quand σ0δ = {0.5, 1, 2} ;

• Parmi les seuils respectant le α toléré (i.e. λ̂0 < α), le Seuil-IED détecte plus
rapidement : ÂDDhD = {6.28, 6.0, 6.86}, avec λ̂0 proche du risque fixé α :
λ̂0

hD = {0.012, 0.015, 0.016}, respectivement quand σ0δ = {0.5, 1, 2}. Le dé-
lai de détection le plus important est donné par le Seuil-CW : ÂDDhW =
{12.27, 9.40, 11.25}, logiquement avec le taux de fausse alarme le plus faible :
λ̂0

hW = {0.001, 0.002, 0.004}.

Considérons maintenant la détection selon différentes valeurs de δ. Nous re-
marquons que, sauf pour le Seuil-CE et le Seuil-IEC, la détection est plus rapide
lorsque nous demandons de détecter le niveau exact de changement qui existe sur
la série, c’est-à-dire δ = δR. Comme on peut le voir dans la partie (A)- Figure 4.3
quand σ0δR = 1, on détecte plus rapidement pour σ0δ = 1 que pour σ0δ = 0.5 ;
et dans la partie (B)- Figure 4.3 quand σ0δR = 2, on détecte plus rapidement pour
σ0δ = 2 que pour σ0δ = 0.5 et σ0δ = 1. Ce comportement est valable pour le Seuil-
CW, le Seuil-IE et le Seuil-IED. Pour ces seuils, nous avons également observé un
comportement inattendu du taux de fausse alarme conditionnel estimé λ̂0 : plus δ
est grand, plus nous avons de fausses alarmes. C’est le contraire pour le Seuil-IEC
et le Seuil-CE, pour lesquels la détection est généralement plus rapide tant que le
niveau de changement souhaité est inférieur au niveau réel ; et généralement λ̂0

est similaire quel que soit δ.

A partir de ces résultats, on peut déduire différents faits, le premier est général
et presque évident, les autres concernent la sensibilité des paramètres en fonction,
soit de l’objectif de détection δ, soit du niveau réel post-changement δR.

• Lorsque δ et δR sont fixés, nous voyons que l’ADD- estimé est une fonction
décroissante de λ0- estimé. La pente est très élevée pour les α proches de 0.
Ce résultat est intuitif car il faut faire un compromis entre le taux de fausse
alarme conditionnel λ0 et le délai moyen de détection ADD.

• Sous H0, le Seuil-IE hI n’est pas consistant dans le sens où le taux estimé



52 Chapitre 4. Résultats

λ̂0
hI dépend fortement de l’objectif de détection δ. En revanche, cette non

consistance des résultats devient réduite lorsque le seuil est rendu dyna-
mique avec le Seuil-IED hD.

• Sous H1, et en particulier lorsque δR est grand, les Seuils -CW et -IE donnent
des ADD qui dépendent fortement de l’objectif de détection δ. Avec les
autres seuils, les paramètres estimés ne sont pas aussi fluctuants.

Dans tous les cas, nous avons vu que le Seuil-IEC a les meilleures performances
car il estime exactement et atteint donc le risque de fausse alarme souhaité. Ses
performances ne dépendent pas des valeurs de l’objectif de détection δ et du réel
changement sur la moyenne δR. En comparaison avec les autres seuils, le Seuil-
IED donne ainsi des résultats intéressants. Il respecte en effet le risque de fausse
alarme toléré et réalise un délai de détection relativement proche du Seuil-IEC.

• Détection sur la moyenne, avec une variance mal-estimée

Nous considérons toujours le Modèle 1 de variables gaussiennes i.i.d. pour la
détection d’un changement de la moyenne uniquement. On suppose que les para-
mètres σ0 = σ1 utilisés pour le calcul de la statistique St(δ, q), sont différents des
σR

0 et σR
1 réels.

FIGURE 4.4 – Résultats d’estimation de ÂDD vs λ̂0 obtenus par les dif-
férents seuils pour la valeur de α = 0.02, pour le Modèle 1 (Gaussien
i.i.d.) et selon σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec q = 1 et σ2

0 = 4
3 . Nous comparons

les résultats pour trois cas (A) : σ2,R
0 = 1

2 < σ2
0 ; (B) : σ2,R

0 = 4
3 = σ2

0 ;
(C) : σ2,R

0 = 2 > σ2
0 . Les ÂDDs ont été estimés avec un changement

réel sur la moyenne de niveau σR
0 δR = 1.

Dans la Figure 4.4, on compare les résultats d’estimation obtenus par les diffé-
rents seuils pour une détection sur la moyenne de trois situations différentes : (A)
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la variance réelle des signaux est inférieure à celle supposée
(

σ2,R
0 = 1

2 < σ2
0 = 4

3

)
,

(B) la variance réelle des signaux est égale à celle supposée
(

σ2,R
0 = σ2

0 = 4
3

)
, (C) la

variance réelle des signaux est supérieure à celle supposée
(

σ2,R
0 = 2 > σ2

0 = 4
3

)
.

Nous avons donné les résultats pour la probabilité tolérée de fausse alarme α =
0, 02, et différents objectifs de détection σ0δ ∈ {0, 5, 1, 2}. Sous H1, le changement
réel sur la moyenne est de niveau σR

0 δR = 1.

Les résultats montrent qu’une mauvaise estimation du paramètre de variance,
avec ces niveaux observés, n’affecte pas trop la détection et ne change pas la ten-
dance des résultats pour les différents seuils. Avec une sous-estimation de la va-
riance, nous pouvons obtenir plus de fausses alarmes et potentiellement dépasser
le risque toléré, comme observé pour les Seuils -IE, -IEC et -IED, mais avec une
détection un peu plus rapide pour tous les seuils. Avec une sur-estimation de la
variance, on peut détecter la rupture un peu plus lentement pour chaque seuil,
mais dans ce cas on aura beaucoup moins de fausses alarmes, et tous les seuils
respectent le risque toléré.

• Détection sur la variance

Dans la Figure 4.5, nous présentons les résultats d’estimation de ÂDD en fonc-
tion de λ̂0 obtenus par chaque seuil pour une détection de changement sur la va-
riance, fixée à µR

0 = µ0 = µR
1 = µ1 = 0, et estimé selon trois valeurs de la proba-

bilité tolérée de fausse alarme α ∈ {0, 01, 0, 02, 0, 03} et pour différents objectifs de
détection q ∈ {0, 15, 0, 25, 0, 50}. La partie (A) (resp. (B)) de la Figure 4.5 donne les
résultats d’estimation ADD obtenus sous le régime post-changement H1, lorsque
le changement réel sur la variance est de niveau qR = 0.25 (resp. qR = 0.15). La
rupture est toujours à l’instant v = 50.

A des fins de comparaison de performance de chacun des seuils, nous avons
observé globalement le même comportement que la détection sur la moyenne, bien
que l’on puisse remarquer quelques légères différences en fonction du niveau de
changement sur la variance que l’on demande de détecter :

• La rupture est détectée plus rapidement si le niveau de changement de-
mandé est inférieur ou égal au changement réel (q ≥ qR), sauf pour les
Seuils -IE et -IED.

• Pour le Seuil-IE, le délai de détection est important lorsque q est grand (le
niveau de changement demandé est plus petit que le réel dans les signaux).
En revanche, lors de l’utilisation de la configuration dynamique du Seuil-
IE, le délai de détection ne dépend pas de l’objectif de détection demandé
q. Les résultats ÂDD du Seuil-IED sont consistants.
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FIGURE 4.5 – Résultats d’estimation ÂDD vs λ̂0 obtenus par les dif-
férents seuils pour des données gaussiennes i.i.d (Modèle 1), trois
valeurs données α ∈ {0.01, 0.02, 0.03}, et q ∈ {0.15, 0.25, 0.50}, avec
δ = 0 et µ0 = µR

0 = 0. Dans la partie (A) (resp. (B)), les ÂDDs ont été
estimés avec un changement réel sur la variance de niveau qR = 0.25

(resp. qR = 0.15).

4.2.2 Modèle 2

Dans cette section, nous évaluons les seuils à l’aide des données autocorrélées
simulées à partir d’un processus autorégressif. Ici, nous supposons que la distri-
bution des données est connue ou correctement estimée. Nous avons également
utilisé ce type de données autocorrélées pour construire les seuils empiriques.
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FIGURE 4.6 – Résultats d’estimation ÂDD vs λ̂0 obtenus par les diffé-
rents seuils pour des données autocorrélées (Modèle 2), trois valeurs
données α ∈ {0.01, 0.02, 0.03}, σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, et σ2

0 = 4
3 . Dans la par-

tie (A) (resp. (B)), les ÂDD estimés respectivement avec changement
réel de niveau de σ0δR = 1 (resp. σ0δR = 2).

Nous montrons dans la Figure 4.6 les résultats d’estimation ÂDD en fonction de
λ̂0 obtenus par les différents seuils pour une détection sur la moyenne, i.e. q = 1
avec σ2

0 = σ2,R
0 = 4

3 . Les résultats sont donnés selon trois valeurs de la probabilité
tolérée de fausse alarme α ∈ {0.01, 0.02, 0.03} et pour différents objectifs de détec-
tion σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}. Dans la partie (A) (resp. (B)) de la Figure 4.6, les estimations
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de l’ADD sous le régime post-changement sont obtenues lorsque le changement
réel sur la moyenne est respectivement σ0δR = 1 (resp. σ0δR = 2).

Pour un risque toléré de fausse alarme α fixe et le changement réel σ0δR, la
comparaison des résultats du modèle 1 (Figure 4.3) et du modèle 2 (Figure 4.6)
montre que :

• Le délai de détection estimé pour chaque seuil et chaque valeur de σ0δ, est
plus grand dans le modèle 2 que dans le modèle 1, en particulier pour le
Seuil-IE, et à l’exception du Seuil-CW qui est légèrement plus rapide dans le
modèle 2, ceci est logique car ce dernier est le même dans les deux modèles.
Il n’est pas empirique.

• La tendance des performances des seuils est généralement la même dans
les deux modèles, sauf que le Seuil-CW donne de meilleurs résultats dans
le modèle 2, relativement proches de ceux du Seuil-IEC.

• En général, nous avons le même comportement selon σ0δ, sauf pour le Seuil-
IED qui dépasse le α toléré lorsque σ0δ = 2.

4.2.3 Erreur sur la distribution présumée

Dans cette section, nous présentons les performances des seuils obtenues dans
deux situations où la distribution des données est mal évaluée pour la construc-
tion des seuils : (1) le cas où l’hypothèse d’indépendance des données est violée,
c’est-à-dire que les seuils empiriques ont été construits selon le modèle 1, alors
que les données d’évaluation ont été simulées à partir du modèle 2, (2) le cas où
l’hypothèse de normalité (symétrie) des données est violée, c’est-à-dire, les seuils
empiriques ont été toujours construits selon le modèle 1, mais les données d’éva-
luation ont été simulées à partir du modèle 3.

• Violation de l’hypothèse d’indépendance des données

Dans la Figure 4.7, nous donnons les résultats d’estimation ÂDD en fonction
de λ̂0 obtenus par chaque seuil pour une détection sur la moyenne i.e. q = 1 avec
σ2

0 = σ2,R
0 = 4

3 . Les résultats sont donnés selon trois valeurs de de la probabilité
tolérée de fausse alarme α ∈ {0.01, 0.02, 0.03} et pour différents objectifs de détec-
tion σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}. Les ADDs ont été estimés sous le régime post-changement
lorsque le changement réel de la moyenne est de σ0δR = 1.

La Figure 4.7 montre les résultats de performance pour une mauvaise évalua-
tion de la distribution des données, c’est-à-dire si nous supposons l’indépendance
des données et construisons les seuils empiriques sous une distribution gaussienne
i.i.d, tandis que les données sont autocorrélées. Dans ce cas, nous constatons que
nous avons plus de fausses alarmes , mais logiquement une détection un peu plus
rapide, pour chaque seuil. Cela conduit à un taux de fausse alarme supérieur au
risque toléré, en particulier lorsque α est petit.
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FIGURE 4.7 – Résultats d’estimation ÂDD vs λ̂0 obtenus par les dif-
férents seuils construits à partir de données gaussiennes i.i.d. (Mo-
dèle 1), appliqués sur des données autocorrélées (Modèle 2), pour
trois valeurs données α ∈ {0.01, 0.02, 0.03}, et σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec
σ2

0 = 4
3 . Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de changement

σ0δR = 1.

Pour un objectif de détection δ fixé, l’ordre des performances des différents
seuils reste le même. On note également, en particulier pour les Seuils -CE, -IED et
-IEC, que lorsque σ0δ = 2, nous avons significativement moins de fausses alarmes
que pour σ0δ = 0, 5 et σ0δ = 1.

• Violation de l’hypothèse de normalité des données

Dans la Figure 4.8, nous donnons les résultats d’estimation ÂDD en fonction
de λ̂0 obtenus par chaque seuil pour une détection sur la moyenne i.e. q = 1 avec
σ2

0 = σ2,R
0 = 1

2 . Les résultats sont donnés selon trois valeurs de la probabilité tolé-
rée de fausse alarme α ∈ {0.01, 0.02, 0.03} et pour différents objectifs de détection
σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}. Les ADDs ont été estimés sous le régime post-changement avec
un niveau réel de changement sur la moyenne de σ0δR = 1. Dans la partie (A)
(resp. (B)), les données de l’évaluation ont été simulées à partir du modèle 1, i.e.
distribution gaussienne symétrique N (µ0 = 1, σ2

0 = 0.5) (resp. à partir du modèle
3, i.e. distribution gamma asymétrique Γ(k = 2, β = 2)).

La Figure 4.8 montre les résultats de performance des différents seuils pour
une mauvaise évaluation de la distribution des données. Ici, nous supposons la
normalité des données pour construire les seuils empiriques, alors que les données
de test sont asymétriques de distribution Gamma (Partie B). Dans ce cas, nous
observons que le délai de détection n’est pas vraiment affecté, nous constatons
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FIGURE 4.8 – Résultats d’estimation ÂDD vs λ̂0 obtenus par les diffé-
rents seuils construits à partir des données gaussiennes i.i.d. N (µ0 =
1, σ2

0 = 0.5), pour trois valeurs de α ∈ {0.01, 0.02, 0.03}, et selon
σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, q = 1. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel
de changement σ0δR = 1. Dans la partie (A) (resp. (B)), les données de
l’évaluation ont été simulées à partir du modèle 1, i.e.N (µ0 = 1, σ2

0 =
0.5) (resp. à partir du modèle 3, i.e. Γ(shape = 2, rate = 2).

juste une légère augmentation quand δ = 2. Par contre, par rapport au modèle
bien évalué (Partie A), nous avons plus de fausses alarmes pour tous les seuils, ce
qui entraine le dépassement du risque toléré de fausse alarme, notamment lorsque
δ est grand ou/et α est petit. Il ne reste que le Seuil-CW qui en général respecte le
α toléré. Les Seuils -IEC et -IED ne vérifient plus cette propriété ici.
Nous remarquons que plus δ est grand, plus le taux de fausse alarme estimé est
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important. Les résultats sont moins consistants pour les seuils. En revanche, en
comparant les performances des seuils pour un δ fixé, la tendance des résultats
reste la même.

4.3 Évaluation de la règle d’arrêt corrigée

Dans cette section, nous présentons les résultats de l’évaluation de la règle d’ar-
rêt corrigée que nous avons proposé dans la section 2.4. Pour ce faire, nous allons
comparer les performances données par les différents seuils de détection dans le
cas de l’utilisation de la règle d’arrêt classique (c = 1) et le cas de l’utilisation de
la règle d’arrêt corrigée pour c ∈ {2, 3, 4, ...}. Nous rappelons que le paramètre "c"
est le temps durant lequel la statistique doit rester au dessus du seuil pour que la
procédure signale une détection.

4.3.1 Modèle 1

Ici, l’évaluation de la règle d’arrêt corrigée est effectuée sous le modèle le plus
simple, c’est-à-dire, nous utilisons des données gaussiennes i.i.d, à la fois pour la
construction des seuils et la génération des données de test. Nous considérons le
cas de détection sur la moyenne (q = 1) avec variance connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3.

FIGURE 4.9 – Comparaison des résultats de l’ÂDD vs λ̂0 obtenus en
utilisant la règle d’arrêt classique c = 1 et corrigée pour c ∈ {2, 3}.
Les résultats ont été obtenus sous le Modèle 1 pour α = 0.02 et selon
l’objectif de détection sur la moyenne σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ2

0 = 4
3 .

Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de changement
σ0δR = 1.
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Nous représentons sur la Figure 4.9, les résultats d’estimation de l’ÂDD ver-
sus λ̂0 obtenus par chaque seuil construit sous le Modèle 1, pour un risque toléré
α = 0.02 et selon trois objectifs de détection sur la moyenne σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}. Les
données d’évaluation ont été générées également à partir du Modèle 1, et les ÂDDs
ont été estimés avec un niveau réel de changement sous H1 de σ0δR = 1. De gauche
à droite, les trois graphiques de la Figure 4.9 montrent les résultats obtenus en uti-
lisant respectivement les règles d’arrêts suivantes : la règle classique c = 1, la règle
corrigée avec c = 2 et corrigée avec c = 3.

Les résultats montrent que, quels que soient le seuil et l’objectif δ choisis (no-
tamment quand δ est grand), l’utilisation de la règle d’arrêt corrigée permet de
minimiser considérablement le taux de fausse alarme, mais à l’inverse augmente
légèrement le délai de détection. Cette augmentation est engendrée logiquement
par l’attente supplémentaire au dessus du seuil qu’impose la règle corrigée.
Par exemple, le Seuil-CE, en utilisant la règle classique, ne respectait pas le α toléré
(λ̂0

hE = {0.028, 0.027, 0.027}, avec un ÂDDhE = {3.44, 4.14, 5.23} respectivement
pour σ0δ = {0.5, 1, 2}). Mais en utilisant la règle corrigée, par exemple avec c = 2,
le Seuil-CE ne dépasse plus le risque toléré α et estime un délai de détection rela-
tivement bon par comparaison avec les autres seuils (λ̂0

hE = {0.019, 0.015, 0.01},
avec un ÂDDhE = {4.78, 5.83, 8.63} respectivement pour σ0δ = {0.5, 1, 2}).
Pour les autres seuils qui, en utilisant la règle classique, respectaient déjà le α to-
léré, l’utilisation de la règle corrigée n’est pas très bénéfique au sens de l’optimi-
sation dans le cadre de la détection séquentielle (QCD) : rechercher un seuil qui
minimise l’ADD tout en respectant le α toléré, car cela rajoute un délai de détec-
tion inutile.

Nous observons aussi globalement que pour un objectif δ fixé, la tendance des
performances des seuils ne change pas à l’utilisation de la règle corrigée.

4.3.2 Erreur sur la distribution présumée

Dans cette section, nous voudrions évaluer l’efficacité de la règle d’arrêt corri-
gée à réduire le taux élevé de fausse alarme rapporté par les différents seuils dans
les deux situations (présentées dans la section 4.2.3) où la distribution des don-
nées est mal choisie : violation de l’hypothèse d’indépendance ou de normalité
des données.

• Violation de l’hypothèse d’indépendance des données

Nous reprenons ici les résultats du graphique central de la Figure 4.7 (α = 0.02),
où nous avons utilisé la règle d’arrêt classique pour la détection de rupture de
moyenne (q = 1) avec variance connue σ2

0 = σ2,R
0 = 4/3, sur des données géné-

rées sous le modèle 2, alors que les seuils sont construits sous le modèle 1. Pour
la comparaison, nous avons repris les même conditions mais en utilisant la règle
d’arrêt corrigée avec un temps d’attente c ∈ {2, 3, 4, 5, 6}.
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FIGURE 4.10 – Comparaison des résultats de l’ÂDD vs λ̂0 obtenus
en utilisant la règle classique c = 1 et la règle corrigée pour c ∈
{2, 3, 4, 5, 6}. Les résultats ont été obtenus par des seuils construits
sous le Modèle 1 avec α = 0.02, appliqués pour une détection de rup-
ture de moyenne σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ2

0 = 4
3 , sur des données gé-

nérées à partir du Modèle 2. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau
réel de changement σ0δR = 1.

La Figure 4.10 présente les résultats d’estimation ÂDD versus λ̂0 obtenus par
les différents seuils construits sous le Modèle 1, avec un risque toléré α = 0.02 et
selon trois objectifs de détection σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, sur des données générées à partir
du Modèle 2. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de changement sous
H1 de σ0δR = 1. Les six graphiques de la Figure 4.10 montrent les résultats obtenus
en utilisant la règle classique c = 1 et la règle corrigée avec c ∈ {2, 3, 4, 5, 6} .



62 Chapitre 4. Résultats

Les résultats montrent qu’en général, l’utilisation de la règle d’arrêt corrigée
dans cette situation permet de réduire les fausses alarmes mais en rajoutant un
faible délai de détection quelque soit le seuil utilisé et le δ choisi, notamment
quand σ0δ = 2 où les résultats sont plus sensibles à l’utilisation de la règle cor-
rigée (lorsque c est grand, on estime le délai le plus élevé avec le taux de fausse
alarme le plus faible pour σ0δ = 2).

Les résultats montrent aussi que la règle d’arrêt corrigée est efficace pour remé-
dier au problème de dépassement du risque toléré de fausse alarme par certains
seuils lorsque l’hypothèse d’indépendance des données est violée. Par exemple,
pour ce cas de figure de α = 0.02, lorsque l’hypothèse d’indépendance des don-
nées est violée, les Seuils -IED et -IEC ne respectent plus le α toléré avec l’utilisation
de la règle d’arrêt classique. Mais l’utilisation de la règle corrigée avec un c = 2 ou
3 pour le Seuil-IED et avec un c = 4 ou 5 pour le Seuil-IEC permet de maintenir le
risque toléré α et d’estimer un délai de détection raisonnable. Quant au Seuil-CE,
dans cette situation il faut utiliser la règle corrigée avec c = 5 ou 6 pour permettre
au seuil de respecter le α toléré.

• Violation de l’hypothèse de normalité des données

Pour évaluer la règle d’arrêt corrigée dans cette situation, nous reprenons les
résultats du graphique central de la partie (B)- Figure 4.8 (α = 0.02), où nous avons
utilisé la règle d’arrêt classique pour la détection de rupture de moyenne (q = 1)
avec variance connue σ2

0 = σ2,R
0 = 1/2, sur des données générées sous le modèle

3, tandis que les seuils sont construits sous le modèle 1. Pour la comparaison, nous
avons repris les mêmes conditions mais en utilisant la règle d’arrêt corrigée avec
un temps d’attente c ∈ {2, 3}.

La Figure 4.11 présente les résultats d’estimation ÂDD versus λ̂0 obtenus par
les différents seuils construits sous le Modèle 1, pour un risque toléré α = 0.02
et selon trois objectifs de détection σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, sur des données générées à
partir du Modèle 3. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de changement
sous H1 de σ0δR = 1. Les trois graphiques de la Figure 4.11 montrent les résultats
obtenus en utilisant la règle classique c = 1 et la règle corrigée avec c ∈ {2, 3} .

Comme dans le cas précédent, l’utilisation de la règle d’arrêt corrigée dans cette
situation où l’hypothèse de normalité des données est violée, permet de réduire
considérablement le taux de fausse alarme et corriger les Seuils -IE, -IED et -IEC
qui dépassent le α toléré en utilisant la règle d’arrêt classique (c = 1). Ici, il suffit
d’utiliser la règle corrigée avec c = 2 pour permettre à ces Seuils -IE, -IED et -IEC
de maintenir le α toléré en rajoutant un délai de détection négligeable. Pour que le
Seuil-CE respecte le α toléré, il faut utiliser la règle corrigée avec c = 3.
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FIGURE 4.11 – Comparaison des résultats ÂDD vs λ̂0 obtenus en uti-
lisant la règle classique c = 1 et la règle corrigée pour c ∈ {2, 3}. Les
résultats ont été obtenus par des seuils construits sous le Modèle 1
avec α = 0.02, appliqués pour une détection de rupture de moyenne
σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ2

0 = 1
2 , sur des données générées à partir du

Modèle 3. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de change-
ment σ0δR = 1.
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Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous avons traité le cas de la détection de rupture dans le
contexte séquentiel où l’enjeu est de détecter un changement le plus rapidement
possible tout en respectant un risque donné de fausse alarme. Nous avons consi-
déré la statistique récursive CUSUM basée sur une fonction de score.

L’objectif est en premier lieu de comparer les performances de différents seuils
de détection, et en deuxième lieu, d’évaluer la nouvelle règle d’arrêt corrigée que
nous suggérons dans le but de réduire les fausses alarmes.
Certains seuils de détection sont issus de la littérature (Constant analytique de
Wald (CW) et l’Instantané Empirique Conditionnel de Margavio (IEC)), et les autres
construits par une procédure basée sur la simulation (Constant Empirique (CE),
Instantané Empirique (IE) et Instantané Empirique Dynamique (IED)) qui sont la
principale contribution de ce travail. Notons que le Seuil-IEC de Margavio a été
construit dans notre cas par une nouvelle procédure plus générale, qui permet
d’inclure le cas où les données ne sont pas indépendantes.
Chaque seuil a été déterminé dans le but de contrôler un risque de fausse alarme
sous le régime pré-changement, par la fixation d’une probabilité tolérée α. La dé-
finition du risque contrôlé diffère suivant le seuil :

• Pour le Seuil-CW, le risque est lié à la densité discrète αt de la variable ins-
tant d’alarme T ;
• Pour le Seuil-CE, le risque est lié au score local Mn(δ, q) de la W-statistique

de CUSUM sur l’intervalle [1, n] ;
• Pour le Seuil-IEC, le risque est lié au taux instantané conditionnel de fausse

alarme λ0
t (taux de saut de T) ;

• Pour le Seuil-IE, le risque est lié au quantile empirique de la W-statistique
de CUSUM; et ainsi majore la densité αt de T.

Les performances de détection ont été évaluées sur des données simulées en
estimant, dans un premier temps, les taux instantanés conditionnels de fausse
alarme λ0

t et de détection λ1
t . Et dans un second temps, en estimant sous H1, le

délai moyen de détection ADD en fonction du temps moyen entre fausses alarmes
MTBFA = 1/λ0 estimé sous H0. Pour une estimation correcte de l’ADD et de la
MTBFA, nous avons utilisé une analyse de survie car les observations sont censu-
rées par la limite d’observation. Et le modèle de survie est construit sous l’hypo-
thèse d’un taux d’alarme conditionnel constant λ0.

Les différents seuils de détection ont été évalués sous trois principaux modèles
de simulation. Dans le premier, les données sont indépendantes de distribution
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gaussienne. Dans le second, les données sont autocorrélées de processus autoré-
gressif. Dans le troisième, les données sont indépendantes de distribution gamma.
Nous avons examiné la détection de rupture sur la moyenne et sur la variance.
Nous avons également évalué la sensibilité des résultats dans le cas où le para-
mètre de variance du signal n’est pas spécifié avec précision (mal-estimé). Enfin,
nous avons proposé d’évaluer l’impact d’une erreur dans le choix de la distribu-
tion des données pour deux différents scénarios : violation de l’indépendance ou
de la normalité des données.

Les résultats ont montré que :

• Les performances des différents seuils de détection sur la moyenne et sur la
variance sont comparables. Nous avons le même comportement et la même
tendance des résultats.

• Les seuils empiriques sont plus efficaces (délai plus petit) dans le premier
modèle où les données sont indépendantes que dans le second où ils ne
le sont pas. En revanche, le Seuil-CW non empirique est relativement plus
efficace et compétitif dans le second modèle.

• En ce qui concerne la détection, les performances des seuils sont peu sen-
sibles à une mis-estimation du paramètre de variance car le délai de détec-
tion n’est pas vraiment affecté. En revanche, nous risquons une augmenta-
tion (respectivement une diminution) des fausses alarmes en cas de sous-
estimation (respectivement surestimation).

• La performance des seuils semble être robuste même si une erreur est com-
mise dans le choix de la distribution des données, pour le cas de violation
de l’indépendance des données, comme pour le cas de violation de leur
normalité.

• Le taux de fausse alarme estimé à chaque fois par le Seuil-IEC est exacte-
ment le risque α qui a servi à sa construction. Le Seuil-IEC ainsi construit
permet de contrôler la distribution de la variable T par le contrôle de son
taux de saut λ0. En perspective, il est intéressant d’étudier le cas où le taux
de saut de T est non constant.

• Le Seuil-IEC et le Seuil-IED donnent les meilleures performances sur les
données simulées. Ils établissent un compromis entre le délai de détection
et le niveau de fausse alarme. Le Seuil-IEC est plus performant que le Seuil-
IED car il minimise le délai moyen de détection ADD.

• La règle d’arrêt corrigée est efficace pour réduire le taux de fausse alarme.
Elle peut être utilisée pour la correction des seuils qui ne respectent pas le
risque toléré α, comme le Seuil-CE dans le modèle 1. Voir la Figure 4.12 ci-
après où nous présentons l’exemple de la correction du Seuil-CE en utilisant
la règle d’arrêt corrigée avec c = 2 (Seuil-CE/c2) dans le modèle 1 et pour
α = 0.02. Le Seuil-CE/c2 devient concurrent des Seuils IEC et IED. Il ne
dépasse plus le α toléré et estime un délai moyen de détection comparable
à ceux de IEC et IED.
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FIGURE 4.12 – Résultats de l’ÂDD vs λ̂0 obtenus en utilisant le Seuil-
CE corrigé avec c = 2 (Seuil-CE/c2) et les autres seuils non corrigés
(utilisant la règle d’arrêt classique c = 1). Les résultats ont été obtenus
sous le Modèle 1 pour α = 0.02 et selon l’objectif de détection sur la
moyenne σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ2

0 = 4
3 . Les ÂDDs ont été estimés avec

un niveau réel de changement σ0δR = 1.

Si nous analysons les résultats de cette étude dans la perspective d’appliquer
les Seuils -IEC ou -IED basés sur la simulation à des données réelles, nous devons
garder à l’esprit que pour générer des seuils basés sur la simulation, il faut déter-
miner la distribution de pré-changement. Cela doit être fait à partir des données.
Notez que dans le cas réel, la série d’observations n’est probablement pas une sé-
quence de variables indépendantes.

D’un point de vue pratique, le Seuil-IEC n’est pas applicable ; sa construc-
tion inéluctablement récursive est très contraignante. Nous avons vu lors de sa
construction (section 2.2.3) que d’une part, nous devons effectuer un grand nombre
de simulations à chaque instant t pour déterminer le Seuil-IEC au temps t ; pour
un traitement de données en temps réel (on-line), cela est difficilement réalisable.
D’autre part, même pour un B initial très grand le nombre de trajectoires à dis-
ponibles pour l’estimation diminue avec t, cela rend le seuil caduque pour une
utilisation de longue surveillance dans le temps.
En effet, nous recommandons d’utiliser le Seuil-IED car il est beaucoup plus fa-
cile/rapide à déterminer et à utiliser ; comme nous l’avons vu dans la Figure 2.4, il
n’utilise que le début de la trajectoire du Seuil-IE. Il est donc très facile à calculer
et à mettre à jour avec de nouvelles informations.
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DEUXIÈME PARTIE

Détection de ruptures dans les signaux EMG de
l’activité musculaire du trapèze supérieur
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons une méthodologie data-driven de détection
de ruptures pour l’analyse de données réelles de santé. Notre méthodologie s’ap-
plique à des signaux temporels observés séquentiellement et qui présentent les
caractéristiques suivantes : (1) nombre de sujets "faible" ; (2) définition d’un état
stable et d’une variabilité du signal qui dépend du sujet, en conséquence un fort
effet sujet qui limite la base d’apprentissage.
Nous l’appliquons ici sur les données du laboratoire Sensory Motors Systems Lab,
Dept of Health Sciences and Technology, Institute of Robotics and Intelligent Sys-
tems, ETH Zurich, Switzerland. Elles concernent les signaux temporels recueillis
par électromyographie de surface (EMG) en mode bipolaire de l’activité muscu-
laire du faisceau supérieur du trapèze de 30 sujets en bonne santé, sans cervicalgie
chronique, à qui on a demandé d’effectuer des tâches bureautiques au cours d’une
journée expérimentale. Le recueil des données s’inscrit dans le cadre d’une étude
sur le risque de développement de la myalgie du muscle trapèze en milieu de
travail [46, 10, 20]. Nous remercions vivement le Dr. Thomas Laeubli (Institute of
Robotics and Intelligent Systems, ETH Zurich) pour nous avoir autorisés à utiliser
les données de son étude et Mr. Pascal Wild (Institut de recherche INRS, France)
pour leur mise à disposition.

Dans le but d’identifier les changements d’état musculaire dans l’activité du
trapèze sur une période donnée, nous nous plaçons dans le contexte on-line où
l’on admet que le signal EMG arrive point par point, en temps réel. La métho-
dologie de la détection séquentielle requiert le choix d’une statistique récursive,
d’un seuil de détection et d’une règle d’arrêt. Nous allons utiliser la version semi-
paramétrique de la statistique classique des sommes cumulées (CUSUM) basée
sur la fonction de score (W-statistique donnée dans (1.16)) et le seuil instantané
empirique dynamique (Seuil-IED) que nous avons recommandé pour les applica-
tions pratiques (voir section 2.2.5). Nous utilisons la règle d’arrêt corrigée (voir la
section 2.4) dans le but de minimiser le taux de fausses alarmes. Le calcul de la
statistique de score-CUSUM exige la connaissance des paramètres de moyenne µ0
et de variance σ2

0 du régime pré-changement, et la définition d’un objectif de dé-
tection (type et niveau de la rupture que l’on souhaite détecter).

Nous proposons dans ce travail, une procédure data-driven de détection de
ruptures permettant l’estimation des paramètres du régime pré-changement (µ0,
σ2

0 ) d’une façon on-line sur le signal EMG. À chaque instant, l’algorithme permet
de détecter une rupture d’augmentation ou de diminution pour le l’objectif de
détection fixé. La procédure inclut également la construction du Seuil-IED sur le
début du signal et son utilisation sur tout le signal de l’activité.
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Notre objectif est en premier lieu la détection de changements de régime dans
l’activité musculaire du trapèze sur le signal de chaque activité, et par la suite
l’utilisation des résultats de détection obtenus pour donner une caractérisation de
chaque type d’activité. Par ailleurs, nous allons comparer la performance de la
méthodologie proposée en utilisant le Seuil-IED avec celle en utilisant le Seuil-CW
(Constant de Wald).
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Chapitre 5

Données électromyographiques -
EMG

Ce chapitre est consacré à la présentation des données électromyographiques
(EMG). Nous présentons d’abord dans la section 5.1, le contexte général de l’étude
qui a permis le recueil des données. Ensuite, dans la section 5.2 nous présentons le
signal EMG et le traitement de signal effectué avant son analyse. Par la suite, nous
effectuons une analyse descriptive préliminaire des signaux recueillis. Enfin, nous
terminons par la section 5.3 en posant la problématique et le plan d’analyse.

5.1 Contexte de recueil des données

Les données recueillies proviennent d’une étude sur la fatigue induite par le
travail bureautique, plus précisément sur le faisceau supérieur du muscle trapèze.
Toutes les expériences ont été réalisées au laboratoire Sensory Motors Systems
Lab, Dept of Health Sciences and Technology, Institute of Robotics and Intelli-
gent Systems, ETH Zurich, Switzerland. L’étude a été soutenue par la subvention
32003B_149645 du Swiss National Science Foundation (SNF) et a été approuvée
par le comité d’éthique de l’ETH Zurich.

Trente jeunes participants (15 hommes, âge : 28,4 ± 6,7 ans et 15 femmes, âge :
29,7± 9,1 ans) en bonne santé, sans cervicalgie chronique ont participé à une étude
en laboratoire simulant une journée de travail sur ordinateur.

Dans la session expérimentale, comme l’illustre la Figure 5.1, les participants
ont effectué cinq activités de travail (Act) d’une durée de 50 minutes (périodes
vertes), chacune séparée de l’autre par une pause de 10 minutes pour permettre
un repos musculaire avant l’activité suivante. Les cinq activités étaient : "Puzzle",
"Solitaire", "Stroop Test", "Typing task", "Typing task-elevated desk". Chacun des
participants a effectué ces cinq activités dans un ordre aléatoire. La description dé-
taillée de chaque activité est fournie dans l’annexe B.1. Les périodes TB (Test Bat-
tery), notées en bleu sur la Figure 5.1, ont été planifiées à des intervalles de temps
spécifiques. Par exemple, sur les périodes "TB MO" du matin, les participants ont
effectué les contractions de référence sous-maximales : tenir les bras en abduction
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à 90o pendant 20s. Cette procédure a été répétée trois fois, les occurrences sépa-
rées par une pause de 40s. Le "TB MO" de chaque participant a été utilisé pour
normaliser le signal EMG enregistré sur la journée expérimentale.

FIGURE 5.1 – Périodes d’activités et mesures effectuées pendant la
journée expérimentale. Act : working Activity ; TB : Test Battery.

5.2 Signal EMG

L’activité du faisceau supérieur du muscle trapèze a été enregistrée par électro-
myographie de surface en mode bipolaire. Des électrodes sans fil ont été placées
sur la peau en regard de ce muscle. L’enregistrement du signal a été effectué tout
au long de la journée expérimentale, déjeuner inclus. Le signal a été traité par RMS
(Root Mean Square) et étalonné par rapport au signal enregistré lors de la période
"TB MO".

5.2.1 Traitement du signal

Phase 1

Cette première phase de traitement du signal a été effectuée par le laboratoire
qui a réalisé l’étude et collecté les données. Dans cette partie, le signal EMG brut a
été traité de la façon suivante selon quatre phases :
• Initialement, dans le but de supprimer les bruits de résonance captés par

les électrodes, les signaux bruts ont été filtrés passe-bande avec un filtre de
deuxième ordre, et les interférences sur les lignes électriques ont été suppri-
mées avec la technique d’interpolation spectrale.
• Le RMS (Root Mean Square) a été calculé par la moyenne quadratique du

signal EMG, comme donné par la formule (5.1), sur des intervalles de temps
de T = 250 ms (millisecondes). Le RMS permet de détecter les irrégularités
d’aspects du signal EMG (variation rapide de l’activité musculaire).

RMS =

√
1
T
·
∫ t+ T

2

t− T
2

x2(t) · dt (5.1)
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• Les RMS obtenus précédemment ont été normalisés par rapport à l’activa-
tion Electrique Volontaire de Référence (RVE) correspondant aux contrac-
tions de référence sous-maximales. La valeur RVE a été calculée comme la
RMS moyenne sur des fenêtres de 10 secondes de l’enveloppe EMG stable
sur les trois contractions de référence effectuées dans la période "TB MO".

C’est le signal RMS normalisé par le RVE qui nous a été fourni comme la va-
riable reflétant l’activité musculaire.

Nous donnons à titre d’exemple le signal du sujet 1 dans la Figure 5.2. L’ordre
des cinq activités effectuées par ce sujet est le suivant : "Puzzle, Solitaire, Typing
task-elevated desk, Typing task, Stroop Test". Les parties (A) et (B) montrent res-
pectivement le signal longitudinal RMS-RVE du sujet sur toute la journée expéri-
mentale et un zoom sur la première activité.

Une période d’activité dure 50 minutes, ce qui correspond à 12000 points (elle
est délimitée par des lignes noires pleines). Après chaque activité, on retrouve une
pause de 10 minutes, ce qui correspond à 2400 points. Nous donnons ci-dessous
dans le Tableau 5.1, le calcul de quelques statistiques descriptives sur les deux
signaux. Nous observons comme sur toute la journée expérimentale, le signal de
la première activité possède une étendue de mesure (Max - Min) très large et une
forte variabilité. La moyenne ne bouge pas trop entre les deux signaux de ce sujet.

TABLE 5.1 – Statistiques descriptives du signal calculées sur la jour-
née expérimentale et sur la première activité du sujet 1.

Signal Min. 1st Qu. Median Mean 3st Qu. Max. Var

Toute la journée 0.11 3.13 6.84 8.8 10.53 158.37 109.75
Première activité (Puzzle) 0.21 4.86 7.96 8.06 10.91 34.77 18.60

Phase 2

La variable RMS-RVE normalisée du signal EMG qui nous a été transmise
couvre une longue période (12000 points pour toute activité de 50 mn), avec une
forte variabilité (voir la Figure 5.2 et le Tableau 5.1). Dans le but de faciliter le pro-
cessus de détection de ruptures, nous avons effectué un deuxième traitement du
signal, qui comprend les deux transformations suivantes :

Transformation Logarithmique : nous avons appliqué la fonction Log sur le
signal RMS-RVE de chaque sujet, dans le but de se libérer des unités de
mesure relatives à chaque sujet. C’est aussi utile pour réduire la variabilité
des données en rapprochant les valeurs extrêmes pour obtenir un signal de
distribution moins étendue.

Lissage : nous avons appliqué un lissage en calculant la moyenne par lots suc-
cessifs de R = 4 points (lissage sur 1 seconde). A la fin du lissage, l’activité
de 50 minutes correspond à 3000 points.

Nous présentons sur la Figure 5.3, le signal RMS-RVE de la première activité du
sujet 1 avec la transformation logarithmique. (A) et (B) montrent respectivement
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FIGURE 5.2 – Signal RMS-RVE du sujet 1. (A) : sur toute la journée
expérimentale, activités, pauses et déjeuner inclus. (B) : focus sur la
première activité (Puzzle). Les périodes d’activité sont délimitées par

des lignes noires.

le signal sans le lissage et avec le lissage sur 1 seconde. Nous donnons dans le Ta-
bleau 5.2 quelques statistiques descriptives calculées respectivement sur les deux
signaux de la partie (A) et (B). Nous observons que le lissage permet d’atténuer
les valeurs extrêmes, mais les autres paramètres sont presque identiques. Notons
aussi que les ruptures que l’on semblait distinguer dans (A), restent présentes dans
(B). Pour cela, nous allons dorénavant travailler sur le signal lissé.
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TABLE 5.2 – Statistiques descriptives calculées sur le signal de la pre-
mière activité du sujet 1, Log-transformée non-lissée et lissée sur 1s.

Signal Min. 1st Qu. Median Mean 3st Qu. Max. Var

Act 1 Log-transformée non-lissée -1.55 1.58 2.07 1.86 2.39 3.55 0.64
Act 1 Log-transformée lissée sur 1s -1.34 1.60 2.08 1.86 2.37 3.23 0.57

FIGURE 5.3 – Signal RMS-RVE Log-transformé de la première activité
du sujet 1. (A) : signal non-lissé. (B) : signal lissé- 1s.

5.2.2 Description du signal

Nous présentons ici quelques statistiques descriptives calculées sur le signal
EMG obtenu après le traitement, c’est-à-dire le signal RMS-RVE Log-transformé
et lissé sur 1 seconde, noté dorénavant par X. Nous nous intéressons aux signaux
des cinq activités, données avec leurs abréviations respectives dans le Tableau 5.3.
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TABLE 5.3 – Activités et leurs abréviations respectives.

Activité Abréviation

Typing task elevated desk TextH
Typing task Text
Puzzle Puzl
Solitaire Sol
Stroop Test Str

Le Tableau 5.4 et la Figure 5.4 présentent respectivement des statistiques des-
criptives et boxplots calculés par activité sur les signaux de 29 sujets. Le sujet 13 a
été exclu de l’étude pour manque d’informations sur le déroulement de la journée.

TABLE 5.4 – Statistiques descriptives des cinq activités calculées sur
29 sujets.

Act Min. 1st Qu. Median Mean 3st Qu. Max. Var

TextH -1.52 2.71 3.39 3.12 3.83 6.22 1.42
Text -1.35 1.86 3.21 2.72 3.72 6.61 2.11
Puzl -1.34 1.28 2.59 2.37 3.51 6.38 2.17
Sol -1.50 1.26 2.60 2.29 3.36 5.89 1.84
Str -1.44 0.84 2.40 2.11 3.37 6.72 2.39

FIGURE 5.4 – Boxplots des signaux de 29 sujets, donnés par activité.

Une observation rapide du Tableau 5.4 et de la Figure 5.4 permet de constater
un effet activité sur le signal EMG. En effet, nous pouvons distinguer deux activi-
tés se démarquant statistiquement des autres et donnant des valeurs différentes :
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l’activité "TextH" donnant la moyenne la plus élevée, avec la plus faible variabilité
par rapport aux autres, et l’activité "Str" qui donne la moyenne la plus faible, avec
la plus importante variabilité. Les trois autres activités donnent des valeurs inter-
médiaires. Nous pouvons voir dans la Figure 5.5, la différence entre les signaux
des deux activités "TextH" et "Str" du sujet 1. Les ruptures semblent plus nettes,
avec de fortes amplitudes de changement (saut) dans le signal de l’activité "Str"
par rapport à "TextH".

FIGURE 5.5 – Signaux des activités "TextH" et "Str" du premier sujet.
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La Figure 5.6 présentant les boxplots par sujet, à titre d’exemple des deux acti-
vités "TextH" et "Str", montre qu’il y a également un effet sujet. Par exemple, nous
pouvons clairement voir que le sujet 3 (resp. 8) a un signal moins (resp. plus) élevé

FIGURE 5.6 – Boxplots des activités "TextH" et "Str" donnés par sujet.

que les autres sujets. Le signal du sujet 16 a un niveau élevé avec peu de variabi-
lité dans les deux types d’activité, alors que le sujet 24 présente un niveau faible
mais avec une forte variabilité. Dans la Figure 5.7 ci-dessous, nous pouvons effec-
tivement voir que les signaux du sujet 3, soit dans "TextH" ou dans "Str", ont des
niveaux plus bas par rapport aux signaux du sujet 8 respectivement dans les deux
activités.

Cette analyse préliminaire du signal EMG montre une variabilité inter-sujet
importante quelle que soit l’activité. Par conséquent, l’état normal "régime pré-
changement" du muscle de trapèze est relatif à chaque sujet et à chaque type d’ac-
tivité. En effet, dans l’objectif de détecter des ruptures dans le signal EMG, le trai-
tement doit être effectué par sujet et par activité.
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FIGURE 5.7 – Signaux des sujets 3 et 8 sur l’activité "TextH" et "Str".

5.3 Problématiques

Le contexte de notre étude est basé sur l’hypothèse suivante : un niveau de
sollicitation musculaire moindre (niveau bas du signal EMG) associé à une varia-
bilité élevée contribuerait à réduire l’apparition d’une fatigue musculaire et donc
diminuerait le risque d’apparition de trouble musculo-squelettique (TMS) [1, 9,
34].

L’analyse effectuée dans la section précédente 5.2.2 nous amène à dire que l’ac-
tivité "TextH" est l’activité qui peut engendrer le plus de fatigue musculaire. À
l’opposé, dans l’activité "Str", on peut distinguer des changements de régime qui
peuvent être interprétés comme des changements de niveau d’activité musculaire ;
les régimes les plus bas étant les périodes où le muscle de trapèze est le moins sol-
licité, favorisant ainsi un repos musculaire. Notons également que le nombre de
changements dans l’activité musculaire peut être interprété comme la variabilité
du signal EMG.

D’autre part, la question de la caractérisation de chacune des cinq activités nous
a aussi été posée.
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Plan d’analyse

Dans un premier temps, notre objectif est la détection de changements d’état
musculaire au sein d’une activité. C’est-à-dire, nous allons chercher sur le signal
de chaque activité d’un participant, des ruptures de diminution qui évoqueraient
une réduction de la sollicitation ou des ruptures d’augmentation qui évoqueraient
au contraire une augmentation de la sollicitation. C’est l’objet du chapitre 6.

Dans un second temps, nous utiliserons les résultats de détection obtenus dans
chaque activité de chaque sujet pour donner une caractérisation de chaque type
d’activité. C’est l’objet du chapitre 7.

Remarque 11. L’analyse du signal EMG de cette partie a été effectuée en discus-
sion avec Mr. Pascal Wild et Mme. Clarisse Gaudez, respectivement statisticien et
médecin spécialiste des troubles musculo–squelettiques à l’INRS.
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Chapitre 6

Détection de changements d’état
musculaire

Dans ce chapitre, nous allons traiter séparément et de manière on-line le signal
de chaque activité, et allons adapter la méthodologie de détection séquentielle,
présentée dans la première partie, pour détecter les ruptures d’augmentation et de
diminution présentes dans le signal.

La méthodologie de détection séquentielle requiert le choix d’une statistique
récursive, d’un seuil de détection et d’une règle d’arrêt. Nous allons utiliser la sta-
tistique de CUSUM basée sur le score et le seuil instantané empirique dynamique
(Seuil-IED) que nous avons recommandé pour les applications pratiques (voir sec-
tion 2.2.5). Quant à la règle d’arrêt, nous utilisons la règle corrigée (i.e. une rupture
est détectée si seulement si la W-statistique dépasse le seuil pendant un temps c
prédéterminé) que nous avons également proposé pour réduire le taux de fausses
alarmes (voir section 2.4).
Nous avons vu précédemment que par définition, l’utilisation de la W-statistique
de CUSUM basée sur le score exige la connaissance des paramètres de moyenne µ0
et de variance σ2

0 du régime pré-changement, et la définition d’un objectif de dé-
tection (q, δ) : type et niveau de la rupture recherchée. Par ailleurs, la construction
du Seuil-IED par simulation exige la connaissance de la distribution du régime
pré-changement du signal, en particulier, des paramètres µ0 et σ2

0 de ce régime
considéré comme l’état normal du sujet dans l’activité.

Dans ce qui suit, nous présentons dans la section 6.1 la procédure de détection
data-driven que nous proposons pour détecter des changements de régime dans
l’activité musculaire du trapèze des participants. La procédure permet l’estimation
on-line des paramètres de pré-changement (µ0, σ2

0 ) sur le signal. À savoir, les para-
mètres sont estimés sur une partie des données au début du signal et ré-estimés à
chaque détection. La procédure inclut également la construction du Seuil-IED sur
le début du signal (première période d’estimation) et son utilisation tout au long
de l’activité. L’idée est de considérer que le début de chaque activité, après les 10
minutes de repos et détente musculaire, est l’état normal du muscle, relatif au sujet
et au type d’activité effectuée. Nous détaillons d’abord dans la section 6.1.1 l’algo-
rithme de détection data-driven en utilisant un seuil donné (ht)t≥1. Puis dans la
section 6.1.2, nous détaillons la construction du Seuil-IED (instantané empirique
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dynamique). Dans la section 6.2, nous présentons en détail les résultats de détec-
tion obtenus sur les cinq activités du sujet 1 en utilisant le Seuil-IED. Enfin, nous
terminons par la comparaison de la détection du Seuil-IED avec celle du Seuil-CW
(Constant de Wald).

6.1 Procédure de détection data-driven

6.1.1 Estimation des paramètres

L’algorithme de détection que nous proposons peut détecter des ruptures d’aug-
mentation ou de diminution pour un objectif de détection fixé (rupture de moyenne
et/ou de variance). L’algorithme intègre la période d’estimation des paramètres de
pré-changement (µ0, σ2

0 ) au début du traitement et après chaque changement de
régime (ou détection) : au départ ou à chaque détection, on ré-estime µ0 et σ2

0 sur
une partie de données d’une longueur L définie à priori.

Dans chaque régime, la moyenne µ0 est estimée par la moyenne empirique
calculée sur les L premiers points (secondes) du régime. En ce qui concerne la
variance σ2

0 , elle est estimée par une méthode qui tient compte des estimations
antérieures à un régime donné. Au début du signal, elle est estimée par la va-
riance empirique ŝ2[0] sur les L premières secondes du premier régime. À la kème

détection, on calcule l’estimateur empirique ŝ2[k] sur les L premières secondes du
régime et la variance sur le régime k est estimée par

σ̂2
0 [0] = ŝ2[0]

σ̂2
0 [k] =

σ̂2
0 [k− 1] + ŝ2[k]

2
, k ≥ 1

Nous détaillons ci-dessous dans l’Algorithme 6, la procédure de détection de
ruptures avec ré-estimation des paramètres sur le signal EMG, en utilisant un seuil
(ht)t≥1 donné.

Dans la pratique, nous devons donc fixer, a priori, un ensemble de paramètres
pour pouvoir appliquer l’algorithme de détection. Cet ensemble comprend le choix
de :
• La longueur des données d’estimation (L) ;
• L’objectif de détection (q, δ) ;
• Le temps d’attente de la règle d’arrêt corrigée (c).

À chaque transition, l’algorithme de détection comprend d’abord une période
d’estimation de longueur L, puis la procédure de détection de rupture reprend
sur la suite du signal. Lorsque la statistique dépasse le seuil et que la rupture est
signalée, au temps T, nous considérons a posteriori que le régime a changé en
T − c, de sorte que nous estimons les paramètres (µ0 et σ2

0 ) de ce nouveau régime
à partir de T − c.



82 Chapitre 6. Détection de changements d’état musculaire

Algorithm 6 Pseudo-code détaillant la procédure de détection data-driven

Require: smoothed signal x = smoothing [ log(RMS-RVE) ], level of requested
change (q, δ), length of estimation data L, waiting time c, detection threshold
(ht)t≥1.

1: Initialization : Cpt = [ ], Currentµ0 = [ ], Currentσ2
0
= [ ], t = 1, w0 = 0,

Time = 0.
2: Estimation : empirical estimation of pre-change parameters
3: while there is new observation xt do
4: if t = L then

5: Estimate µ̂0 = xL = 1
L

L
∑

i=1
xi ; and s2 = 1

L

L
∑

i=1
(xi − xL)

2 ;

6: if Time = 0 then σ̂2
0 = s2 ;

7: else σ̂2
0 = (Currentσ2

0
[size(Currentσ2

0
)] + s2)/2 ;

8: end if
9: Save Currentσ2

0
= (Currentσ2

0
, σ̂2

0 ) ; and Currentµ0 = (Currentµ0 , µ̂0) ;

10: Let Time = Time + t, t = 1 and go to 15 : Detection ;
11: else
12: Let t = t + 1 ;
13: end if
14: end while

15: Detection : testing the existence of change-point
16: while there is new observation xt do
17: Compute score function st(δ, q; xt) ;
18: Compute statistics wt(δ, q) = max (0, wt−1(δ, q) + st(δ, q)) ;

19: if [wt(δ, q) ≥ ht] then
20: Let j = 1 ;
21: while there is new observation xt+j do
22: Compute score function st+j(δ, q; xt+j) ;
23: Compute statistics wt+j(δ, q) = max

(
0, wt+j−1(δ, q) + st+j(δ, q)

)
;

24: if
[
wt+j(δ, q) < ht+j

]
then

25: Let t = t + j + 1 and Break ;
26: else
27: if j = c then
28: Detection at Time = Time + t ;
29: Save the change-point Cpt = (Cpt, Time) ;
30: Initialization t = 1 and go to 2 : Estimation ;
31: end if
32: end if
33: Let j = j + 1 ;
34: end while
35: else
36: Let t = t + 1 ;
37: end if
38: end while
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Nous montrons dans la Figure 6.1, un exemple de détection sur la moyenne de
niveau σ0δ = 0.69 (2% rve), q = 1. Dans celui-ci, L = 90, c = 60, avec le Seuil-
CW fixé pour α = 0.01 (hW = 4.6). On signale l’alarme au temps T = 306, ce qui
correspond à un changement de régime au temps Cpt = 246.

FIGURE 6.1 – Exemple de détection sur le signal EMG d’une activité.
L’objectif de détection est sur la moyenne pour un niveau σ0δ = 0.69
(2% rve), q = 1. (A) : le signal dans le premier régime avec la première
période d’estimation L = 90. La moyenne estimée dans le premier
régime est donnée par le segment vert (µ̂0 = 2), et la variance estimée
par σ̂2

0 = 0.05. (B) : W-statistique calculée dans le premier régime
(ligne bleue), et signalement de la rupture produite à l’instant Cpt =

246 au temps d’arrêt T = 306.

6.1.2 Construction du Seuil-IED

Nous rappelons tout d’abord que le Seuil-IED (Instantané Empirique Dyna-
mique) est un Seuil-IE (Instantané Empirique) qui se déplace dans le temps lorsque
la statistique revient à sa valeur initiale zéro (voir section 2.2.5).
Pour construire le Seuil-IE par simulation, nous devons :

(i) Poser l’hypothèse de la distribution du signal dans le régime pré-changement
(état normal du muscle) ;

(ii) Choisir la longueur du Seuil-IE à simuler.

En ce qui concerne le point (i), d’une part, nous avons constaté dans la section
4.2.3 de la première partie qu’en cas de présence de violation de l’hypothèse d’in-
dépendance ou de normalité des données (données autocorrélées ou de distribu-
tion Gamma), le Seuil-IED construit avec des données gaussiennes indépendantes
n’affecte pas la performance de la détection. Nous choisissons donc d’utiliser des
variables gaussiennes i.i.d, dont il faut estimer la moyenne et la variance dans le
régime pré-changement. D’autre part, sachant que chaque activité est précédée
d’une pause de 10 minutes (repos et détente musculaire), il est donc raisonnable
de considérer le signal au début de l’activité comme l’état normal du muscle de
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chaque sujet. Par conséquent, nous allons utiliser la moyenne µ̂0[0] et la variance
σ̂2

0 [0] estimées sur le début du premier régime pendant une longueur L. Notons
que la longueur L a été fixée à 90 secondes (soit 1.5 minutes) en discussion avec les
spécialistes.

Quant au point (ii), le Seuil-IE est aussi simulé sur une longueur L (ainsi nous
avons simulé des séries de L points {Xt}1≤t≤L ∼ N (µ̂0[0], σ̂2

0 [0])). Pour justifier
que le seuil est suffisamment long, nous avons étudié le temps de retour à 0 de la
statistique du CUSUM sous le régime pré-changement (ici sur les L=90 premières
secondes des cinq activités de chacun des sujets).
Nous donnons dans le Tableau 6.1, la description par activité de la variable "temps
de retour à 0 de la statistique" calculée sur les signaux de tous les sujets.
Les résultats montrent que sous le régime pré-changement, la durée la plus longue
sans revenir à 0 est de 72 secondes. Par conséquent, le Seuil-IE construit de L = 90
secondes est suffisamment long pour une utilisation dynamique (data-driven) sur
tout le signal d’une activité (car 90 est supérieur à 72, la longueur maximale des
excursions de la statistique sous le régime pré-changement).

TABLE 6.1 – Description du temps de retour à 0 de la statistique CU-
SUM sous le régime pré-changement (L=90 premières secondes de
chaque activité). Le calcul a été effectué sur les signaux des 29 sujets
de chaque activité. La statistique a été calculée pour un objectif de

détection sur la moyenne de niveau σ0δ = 0.69 (2% rve), q = 1.

Act Count Min. P.1 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. P.99 Max.

TextH 2011 1 1 1 1 1.26 1 7 55
Text 1890 1 1 1 1 1.32 1 7.1 56
Puzl 2060 1 1 1 1 1.20 1 5.4 60
Sol 1858 1 1 1 1 1.32 1 9.4 72
Str 1811 1 1 1 1 1.35 1 8 69

Par les points suivants, nous résumons la construction du Seuil-IED sur le si-
gnal d’une activité,

• Estimer les paramètres de moyenne et de variance (µ̂0[0], σ̂2
0 [0]) sur la pre-

mière période d’estimation de longueur L, supposée comme état normal du
muscle (régime pré-changement) ;
• Simuler des données gaussiennes i.i.d {Xt}1≤t≤L ∼ N (µ̂0, σ̂2

0 ) ;
• Construire le Seuil-IE de longueur L (voir la construction non-récursive :

algorithme 3, section 2.2.4) ;
• Appliquer le Seuil-IED sur le reste du signal de l’activité (voir l’algorithme

5, section 2.2.5).
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Remarque 12.

• Notons que le paramètre de départ µ0 (moyenne du régime pré-changement)
n’a pas d’impact sur la construction du seuil car la statistique du score uti-
lise la variable centrée réduite par µ0 et σ0 (voir section 1.3.3). Le paramètre
σ2

0 (variance du régime pré-changement) quant à lui impacte le seuil. Le
Seuil-IE dépend donc de δ, q et σ2

0 .
• Le temps d’attente de la règle d’arrêt corrigée c doit obligatoirement être

inférieur à la longueur du Seuil-IE (c < L = 90).

Nous présentons dans la Figure 6.2, un exemple de la construction du Seuil-IE
sur les données de la première période d’estimation L = 90 de l’activité "Puzl" du
premier sujet, pour α = 0.02. En comparaison avec le Seuil-CW, fixé analytique-
ment pour le même α : hW = − ln(0.02) = 3.91, le Seuil-IE est beaucoup moins
élevé. Par conséquent, lors de l’utilisation des deux seuils pour la détection de
ruptures sur le signal de l’activité "Puzl", nous nous attendons logiquement à une
détection plus rapide du Seuil-IED.

FIGURE 6.2 – Valeur du Seuil-IE construit sur les données de la pre-
mière activité du sujet 1. (A) : signal de la première période d’estima-
tion L = 90, avec les paramètres du régime pré-changement estimés
µ̂0[0] = 2 et σ̂2

0 [0] = 0.05. (B) : Seuil-IE construit pour α = 0.02, et
pour un l’objectif de détection sur la moyenne de niveau σ0δ = 0.69

(2% rve), q = 1.

6.2 Résultats

Dans la section suivante 6.2.1, nous présentons les résultats de détection obte-
nus sur les signaux des cinq activités du sujet 1, traités séparément. Nous utilisons
le Seuil-IED construit dans chaque activité et la procédure de détection data-driven
proposée dans la section précédente 6.1, en choisissant le paramétrage suivant :
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• La longueur des données d’estimation : L = 90 secondes (i.e. 1.5 minutes).
• L’objectif de détection : sur la moyenne de niveau σ0δ = 0.69 (2% rve), q = 1.
• Le temps d’attente de la règle d’arrêt : c = 60 secondes (i.e. 1 minute).
• Le risque toléré de fausse alarme α = 0.02.

Cet ensemble de paramètres a été fixé en discussion avec les spécialistes de l’étude.
Dorénavant, nous utiliserons toujours ce paramétrage. À la section 6.2.2, nous
comparons les résultats de détection obtenus par le Seuil-IED avec ceux obtenus
par le Seuil-CW (i.e. hW(0.02) = 3.91).

6.2.1 Détection avec le Seuil-IED

Les activités ont été effectuées par le premier sujet dans l’ordre suivant : "Puzl ;
Sol ; TextH; Text ; Str". Dans ce qui suit, nous présentons dans chaque figure les
ruptures d’augmentation (resp. de diminution) détectées par des lignes verticales
bleues (resp. grises). La moyenne estimée µ̂0 dans chaque régime est représentée
par une ligne horizontale verte.

- Activité 1 (Puzl)

La Figure 6.3 montre les ruptures de moyenne détectées sur l’activité 1 (Puzl).
Nous détectons 16 changements d’activité musculaire (9 d’augmentation, 7 de di-
minution). Les instants de ruptures et les paramètres µ̂0 et σ̂2

0 dans chaque régime
sont donnés dans le Tableau 6.2. Le Seuil-IE construit et appliqué sur cette activité
est celui présenté à la Figure 6.2.

FIGURE 6.3 – Résultats de détection sur l’activité "Puzl" : 16 change-
ments d’activité musculaire (9 d’augmentation, 7 de diminution).
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TABLE 6.2 – Caractéristiques des changements d’activité musculaire
détectés : instants de ruptures, moyennes et variances estimées dans

chaque régime de l’activité "Puzl".

Ruptures
détectées

↑ 413 507 998 1093 1362 2167 2260 2432 2890

↓ 145 271 898 1271 1982 2074 2730

Paramètres
courants
estimés

µ̂0 2.00 1.70 1.35 1.76 2.44 0.51 1.54 2.13 1.32 2.36 1.54 -0.12 1.06 1.34 2.20 1.71 2.10

σ̂2
0 0.05 0.04 0.04 0.03 0.03 0.30 0.47 0.26 0.31 0.17 0.64 0.76 0.60 0.45 0.25 0.18 0.12

- Activité 2 (Sol)

Le Seuil-IE construit et appliqué sur l’activité "Sol" est donné dans la Figure
6.4. Nous constatons qu’il est très différent de celui calculé pour l’activité "Puzl"
(Figure 6.2). La Figure 6.5 montre les ruptures de moyenne détectées sur l’activité
"Sol". Nous détectons 18 changements d’activité musculaire (9 d’augmentation, 9
de diminution). Les instants de ruptures et les paramètres µ̂0 et σ̂2

0 dans chaque
régime sont donnés dans le Tableau 6.3.

FIGURE 6.4 – Seuil-IE construit dans l’activité "Sol". Les paramètres
du pré-changement sont estimés par µ̂0[0] = 2.47 et σ̂2

0 [0] = 0.03.

TABLE 6.3 – Caractéristiques des changements d’activité musculaire
détectés : instants de ruptures, moyennes et variances estimées dans

chaque régime de l’activité "Sol".

Ruptures
détectées

↑ 726 1033 1130 1462 1700 1976 2431 2614 2855

↓ 608 835 1338 1609 1793 1884 2339 2522 2764

Paramètres
courants
estimés

µ̂0 2.47 1.67 2.27 0.84 1.43 2.25 1.18 1.87 1.48 1.82 1.10 0.53 1.86 0.72 1.65 1.36 1.95 1.35 2.20

σ̂2
0 0.03 0.06 0.07 0.18 0.31 0.24 0.30 0.20 0.35 0.43 0.40 0.64 0.49 0.86 0.66 0.75 0.46 0.50 0.30
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FIGURE 6.5 – Résultats de détection sur l’activité "Sol" : 18 change-
ments d’activité musculaire (9 d’augmentation, 9 de diminution).

- Activité 3 (TextH)

Le Seuil-IE construit et appliqué sur l’activité "TextH" est donné à la Figure 6.6.

FIGURE 6.6 – Seuil-IE construit dans l’activité "TextH". Les para-
mètres sont estimés par µ̂0[0] = 2.59 et σ̂2

0 [0] = 0.05.

La Figure 6.7 montre les ruptures de moyenne détectées sur l’activité "TextH".
Nous détectons 8 changements d’activité musculaire (3 d’augmentation, 5 de di-
minution). Les instants de ruptures et les paramètres µ̂0 et σ̂2

0 dans chaque régime
sont donnés dans le tableau 6.4.
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FIGURE 6.7 – Résultats de détection sur l’activité "TextH" : 8 change-
ments d’activité musculaire (3 d’augmentation, 5 de diminution).

TABLE 6.4 – Caractéristiques des changements d’activité musculaire
détectés : instants de ruptures, moyennes et variances estimées dans

chaque régime de l’activité "TextH".

Ruptures
détectées

↑ 821 1660 2524

↓ 353 678 1028 1236 1470

Paramètres
courants
estimés

µ̂0 2.59 2.21 1.87 2.36 2.02 1.71 1.35 1.91 2.28

σ̂2
0 0.05 0.05 0.18 0.12 0.11 0.08 0.34 0.24 0.19

- Activité 4 (Text)

Le Seuil-IE construit et appliqué sur l’activité "Text" est donné à la Figure 6.8.
La Figure 6.9 montre les ruptures de moyenne détectées sur l’activité "Text". Nous
détectons 8 changements d’activité musculaire (5 d’augmentation, 3 de diminu-
tion). Les instants de ruptures et les paramètres µ̂0 et σ̂2

0 dans chaque régime sont
donnés dans le Tableau 6.5.
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FIGURE 6.8 – Seuil-IE construit dans l’activité "Text". Les paramètres
sont estimés par µ̂0[0] = 1.64 et σ̂2

0 [0] = 0.19.

FIGURE 6.9 – Résultats de détection sur l’activité "Text" : 8 change-
ments d’activité musculaire (5 d’augmentation, 3 de diminution).

TABLE 6.5 – Caractéristiques des changements d’activité musculaire
détectés : instants de ruptures, moyennes et variances estimées dans

chaque régime de l’activité "Text".

Ruptures
détectées

↑ 318 761 1520 2206 2490

↓ 91 1929 2849

Paramètres
courants
estimés

µ̂0 1.64 0.81 1.47 1.88 2.45 0.88 1.83 2.43 1.66

σ̂2
0 0.19 0.13 0.11 0.10 0.17 0.21 0.14 0.08 0.24
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- Activité 5 (Str)

Le Seuil-IE construit et appliqué sur l’activité "Str" est donné à la Figure 6.10.
La Figure 6.11 montre les ruptures de moyenne détectées sur l’activité "Str" du
sujet 1. Nous détectons 19 changements d’activité musculaire (9 d’augmentation,
10 de diminution). Les instants de ruptures et les paramètres µ̂0 et σ̂2

0 dans chaque
régime sont donnés dans le Tableau 6.6.

FIGURE 6.10 – Seuil-IE construit dans l’activité "Str". Les paramètres
sont estimés par µ̂0[0] = 2.31 et σ̂2

0 [0] = 0.01.

FIGURE 6.11 – Résultats de détection sur l’activité "Str" : 19 change-
ments d’activité musculaire (9 d’augmentation, 10 de diminution).
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TABLE 6.6 – Caractéristiques des changements d’activité musculaire
détectés : instants de ruptures, moyennes et variances estimées dans

chaque régime de l’activité "Str".

Ruptures
détectées

↑ 357 794 1303 1599 1825 2051 2281 2627 2965

↓ 154 602 980 1077 1203 1400 1734 2372 2536 2756

Paramètres
courants
estimés

µ̂0 2.31 1.25 1.67 1.16 2.18 0.93 0.72 -0.13 1.20 0.60 1.59 -0.38 1.12 1.78 2.12 1.11 0.60 1.19 -0.81 0.48

σ̂2
0 0.01 0.04 0.03 0.04 0.07 0.18 0.37 0.34 0.59 0.40 0.21 0.26 0.21 0.20 0.14 0.41 0.34 0.23 0.20 0.16

Analyse et synthèse

Concernant le Seuil-IE construit dans chaque activité pour un objectif de détec-
tion fixé (σ0δ = 0.69, q = 1), nous pouvons voir que le niveau du seuil est croissant
en fonction de la variabilité estimée sur le premier régime σ̂2

0 [0]. Le Seuil-IE de
l’activité "Str" (voir Figure 6.10) a le niveau le plus bas, ce qui correspond à la va-
riabilité estimée la plus faible (σ̂2

0 [0] = 0.01) par rapport aux autres activités (voir
par exemple la Figure 6.8).

Concernant les résultats de détection, nous remarquons d’abord qu’il n’y a pas
systématiquement d’alternance entre les ruptures d’augmentation et de diminu-
tion : plusieurs montées (resp. descentes) peuvent se succéder dans une activité.

Maintenant, en se focalisant particulièrement sur les résultats de détection des
deux activités "TextH" et "Str" que nous avons distinguées dans la section 5.2.2
et en les comparant aux autres activités, nous remarquons que l’activité "TextH"
donne très peu de ruptures (8 ruptures), avec des niveaux élevés de moyennes es-
timées et des amplitudes de sauts très faibles ; contrairement à l’activité "Str" qui
présente beaucoup de ruptures (19 ruptures), des niveaux bas de moyennes et de
fortes amplitudes de sauts.
En ce qui concerne les autres activités, on observe que "Text" donne le même
nombre de rupture que "TextH", et avec des résultats de détection comparables,
sauf pour les amplitudes de sauts qui sont un peu plus fortes sur "Text". On ob-
serve aussi que les résultats de l’activité "Sol" se rapprochent plutôt de "Str", en
donnant le même nombre de rupture mais avec des nivaux de moyennes un peu
plus élevés. L’activité "Puzl" donne beaucoup de ruptures (16 ruptures), avec des
amplitudes de sauts importantes.

Nous avons réalisé le même travail de détection sur tous les sujets et observé
les mêmes tendances dans chaque activité (voir les résultats dans l’annexe B.2).

Cette analyse nous amène à utiliser les résultats de détection sur une activité, à
savoir, le nombre de ruptures qui est relatif à la variabilité du signal, la moyenne
estimée dans chaque régime qui est relative à la sollicitation et l’amplitude de saut
qui est relative à la variabilité et à la sollicitation, pour répondre à la question de
la caractérisation des activités. C’est l’objet du chapitre 3.
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6.2.2 Comparaison de la détection des Seuils IED et CW

Rappelons que nous ne possédons pas de gold-standard sur les signaux EMG
de muscle que nous avons reçus, i.e. nous ne connaissons pas les vrais instants
de rupture (changement d’activité musculaire). Ainsi, nous allons comparer la
détection obtenue par le Seuil-IED avec celle du seuil de Wald (Seuil-CW, hW =
− ln(0.02) = 3.91), le plus facile et rapide à déterminer.

La comparaison des seuils IED et CW consiste à calculer la différence de délais
de détection (DDD "Detection Delay Difference") des ruptures détectées par les
deux seuils : DDD = DTCW - DTIED, où DT "Detection Times" sont les instants de
ruptures détectées.

En revanche, les deux seuils ne conduisent pas forcément au même nombre de
détections de ruptures. Ainsi nous devons définir dans quel cas les deux détec-
tions correspondent à la même rupture. Nous rappelons que dans la règle d’arrêt
utilisée, une rupture est détectée si la statistique dépasse le seuil de détection (pas-
sage dans un autre régime) pendant un temps c = 60 secondes. Il est donc cohérent
de considérer qu’une rupture est détectée par les deux seuils si l’écart entre les
deux détections est inférieur à 60 secondes. Pratiquement, lorsque l’un des seuils
détecte une rupture à l’instant T, alors si le second seuil détecte une rupture dans
un intervalle de temps T + 60, nous considérons que c’est la même rupture et nous
calculons la différence de délai entre les deux détections. Sinon, nous considérons
que la rupture a été manquée et nous nous arrêtons sans étudier le délai sur la
suite du signal. Par exemple, dans le Tableau 6.7 ci-dessous donnant les instants
de détection des deux seuils dans l’activité "Puzl" du sujet 1, nous pouvons voir
que le Seuil-CW a détecté 15 ruptures, alors que le Seuil-IED en a détecté 16. C’est
la détection No 13 du Seuil-IED à l’instant 2260 qui n’a pas été détectée par le Seuil-
CW (2431 - 2260 > 60). Par conséquent, à partir de la 13ème détection, les détections
qui suivent sont toutes décalées. Dans ce cas, nous arrêtons le calcul de la DDD à
la 12ème détection.

TABLE 6.7 – Exemple de la détection des seuils IED et CW sur l’acti-
vité 1 "Puzl".

No 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

DTCW 146 271 415 507 898 1001 1112 1271 1364 1982 2075 2170 2431 2730 2891 -

DTIED 145 271 413 507 898 998 1093 1271 1362 1982 2074 2167 2260 2432 2730 2890

Lorsque nous aurons calculé les DDDs entre les deux seuils sur une activité,
nous pouvons finalement calculer la moyenne de la différence de délais de détec-
tion (ADDD "Average Detection Delay Difference").

Nous présentons ci-dessous, à titre d’exemple, les résultats de comparaison
obtenus sur les cinq activités du sujet 1, dans l’ordre d’exécution.
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- Activité 1 (Puzl)

Nous donnons dans le Tableau 6.8, les paramètres de comparaison (DDD et
ADDD) entre les seuils IED et CW sur l’activité "Puzl". Les DDDs calculées sont
toutes positives ou nulles ; le Seuil-IED détecte les ruptures soit plus rapidement,
soit aux mêmes instants que le Seuil-CW. Ainsi, en moyenne, le Seuil-IED détecte
plus rapidement que le Seuil-CW (ADDD = 2.58 secondes).

TABLE 6.8 – Instants de ruptures détectées (DT) des seuils IED et
CW sur l’activité "Puzl" et les paramètres de comparaison (DDD et

ADDD).

DTCW 146 271 415 507 898 1001 1112 1271 1364 1982 2075 2170 2431

DTIED 145 271 413 507 898 998 1093 1271 1362 1982 2074 2167 2260

DDD 1 0 2 0 0 3 19 0 2 0 1 3 NA

ADDD 2.58

- Activité 2 (Sol)

Le Tableau 6.9 donne les paramètres de comparaison (DDD et ADDD) calculés
dans l’activité "Sol". Ici, nous calculons la DDD sur les 8 premières détections ; un
décalage est observé à partir de la 9ème détection. Les DDDs sont toutes supérieures
ou égales à zéro. Le Seuil-IED détecte en moyenne plus rapidement que le Seuil-
CW (ADDD = 1.25 secondes).

TABLE 6.9 – Instants de ruptures détectées (DT) des seuils IED et CW
sur l’activité "Sol" et les paramètres de comparaison (DDD et ADDD).

DTCW 610 729 835 1034 1132 1339 1462 1610 1860

DTIED 608 726 835 1033 1130 1338 1462 1609 1700

DDD 2 3 0 1 2 1 0 1 NA

ADDD 1.25

- Activité 3 (TextH)

Le Tableau 6.10 présente les paramètres de comparaison sur l’activité "TextH".
Ici, les seuils IED et CW détectent les mêmes ruptures. Et la DDD calculée à chaque
détection est positive ou nulle. Sur cette activité aussi le Seuil-IED détecte en moyenne
plus rapidement que le Seuil-CW (ADDD = 4.25 secondes).
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TABLE 6.10 – Instants de ruptures détectées (DT) des seuils IED et
CW sur l’activité "TextH" et les paramètres de comparaison (DDD et

ADDD).

DTCW 353 678 830 1029 1236 1470 1683 2525

DTIED 353 678 821 1028 1236 1470 1660 2524

DDD 0 0 9 1 0 0 23 1

ADDD 4.25

- Activité 4 (Text)

Le Tableau 6.11 présente les paramètres de comparaison sur l’activité "Text",
où les deux seuils détectent les mêmes ruptures. Nous remarquons qu’à la 7ème

détection, le Seuil-CW détecte une seconde avant le Seuil-IED (DDD = -1). Sachant
que le Seuil-IED construit et utilisé sur cette activité (Figure 6.8) est plus bas que
le Seuil-CW (hW = 3.91), ce retard particulier du Seuil-IED sur cette détection
doit donc venir de l’estimation des paramètres du pré-changement (µ0, σ2

0 ) dans
ce régime. À savoir, lors de l’utilisation du Seuil-CW (resp. du Seuil-IED), les pa-
ramètres ont été estimés sur les 90 premières secondes suivant la 6ème détection au
temps 2207 (resp. 2206). Cette seconde de différence a conduit à des estimations
différentes dans les deux cas : µ̂0[6] = 1.81, σ̂2

0 [6] = 0.13 (resp. µ̂0[6] = 1.83, σ̂2
0 [6] =

0.14) lors de l’utilisation du Seuil-CW (resp. du Seuil-IED). Par conséquent, cela
donne des valeurs de la statistique score-CUSUM différentes dans ce régime (car
la statistique dépend des paramètres µ0 et σ2

0 estimés à chaque régime).
Malgré tout, sur toute l’activité le Seuil-IED détecte en moyenne plus rapide-

ment que le Seuil-CW (ADDD = 0.62 secondes).

TABLE 6.11 – Instants de ruptures détectées (DT) des seuils IED et
CW sur l’activité "Text" et les paramètres de comparaison (DDD et

ADDD).

DTCW 92 319 762 1521 1930 2207 2489 2849

DTIED 91 318 761 1520 1929 2206 2490 2849

DDD 1 1 1 1 1 1 -1 0

ADDD 0.62

- Activité 5 (Str)

Le Tableau 6.12 présente les paramètres de comparaison sur l’activité "Str", où
les deux seuils détectent les mêmes ruptures. Nous pouvons voir qu’à la 10ème dé-
tection, le Seuil-CW détecte plus rapidement que le Seuil-IED (DDD = -2). Sur cette
activité aussi, le Seuil-IED (voir Figure 6.10) est plus bas que le Seuil-CW, alors ce
retard de détection du Seuil-IED est dû aux paramètres µ0 et σ2

0 estimés dans ce
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régime. Le décalage de 23 secondes entre les deux détections a engendré deux es-
timations différentes : µ̂0[10] = 0.50, σ̂2

0 [10] = 0.31 (resp. µ̂0[10] = 0.60, σ̂2
0 [10] =

0.40) lors de l’utilisation du Seuil-CW (resp. du Seuil-IED).
Par contre, sur les 18 autres détections, le Seuil-IED détecte généralement (13

cas sur 18) plus rapidement que le Seuil-CW, avec une avance qui peut atteindre
39 secondes. Et les deux seuils détectent 5 ruptures aux mêmes instants. Par consé-
quent, en moyenne le Seuil-IED détecte plus rapidement que le Seuil-CW (ADDD
= 7.79 secondes).

TABLE 6.12 – Instants de ruptures détectées (DT) des seuils IED et
CW sur l’activité "Str" et les paramètres de comparaison (DDD et

ADDD).

DTCW 154 357 602 794 980 1080 1211 1317 1423 1597 1735 1827 2056 2295 2411 2539 2660 2760 2966

DTIED 154 357 602 794 980 1077 1203 1303 1400 1599 1734 1825 2051 2281 2372 2536 2627 2756 2965

DDD 0 0 0 0 0 3 8 14 23 -2 1 2 5 14 39 3 33 4 1

ADDD 7.79

Analyse et synthèse

Les résultats sur le sujet 1 montrent que les seuils IED et CW détectent générale-
ment les mêmes ruptures sur une activité donnée. La comparaison de la détection
en utilisant les deux seuils montre que la DDD est souvent positive ou nulle, sauf
sur deux détections respectivement dans l’activité "Text" et "Str". Cela est expliqué
par les valeurs des paramètres µ0 et σ2

0 estimés dans le régime en question ; à sa-
voir des estimations différentes des paramètres engendrent des valeurs différentes
de la statistique de détection.

Notons que sur tout le signal d’une activité, même dans le cas de "Text" ou "Str",
le Seuil-IED détecte plus rapidement que le Seuil-CW. Sur l’activité "Text", le Seuil-
CW détecte une fois avant le Seuil-IED avec un gain d’une seconde. Alors que le
Seuil-IED détecte six fois avant le Seuil-CW avec un gain total de 6 secondes. Et sur
"Str", le Seuil-CW détecte une fois avant le Seuil-IED avec un gain de 2 secondes.
Par contre, le Seuil-IED détecte 13 fois avant le Seuil-CW avec un gain total de 150
secondes. Sur une détection, le Seuil-IED peut détecter jusqu’à 39 secondes avant
le Seuil-CW.

Enfin, la différence de délais de détection moyenne (ADDD) calculée dans
chaque activité du sujet 1 montre également que le Seuil-IED détecte en moyenne
plus rapidement que le Seuil-CW.

Au préalable de la comparaison de la détection des seuils IED et CW sur les
autres sujets, nous présentons d’abord dans le Tableau 6.13 une synthèse sur le
nombre de détections obtenu par chacun des seuils sur les 29 signaux (correspon-
dants aux sujets) de chaque activité. Nous pouvons voir que pour chacune des
cinq activités, le nombre de détections donné par le Seuil-IED sur les 29 signaux
traités est légèrement supérieur à celui donné par le Seuil-CW. Au total, sur 145
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signaux traités (toutes les activités et sujets confondus), le Seuil-IED a détecté 1777
ruptures, et le Seuil-CW en a détecté 1724 (une différence de 53 détections).

Notons que parmi les 145 signaux, les deux seuils ont donné les mêmes détec-
tions sur 80 signaux, et ils n’ont donné aucune détection sur 4 signaux. Sur le reste
des signaux où les deux seuils ont donné des détections différentes, sur 53 signaux,
le seuil-CW a manqué au moins une détection qui a été signalée par le Seuil-IED;
et sur 8 signaux, c’est le Seuil-IED qui a manqué au moins une détection signalée
par le Seuil-CW.

TABLE 6.13 – Nombre de détections des seuils IED et CW sur les
signaux des 29 sujets, donné par activité.

Act size(DTIED) size(DTCW)

TextH 266 254
Text 253 252
Puzl 388 374
Sol 453 437
Str 417 407

Total 1777 1724

Nous avons réalisé par la suite le travail de comparaison de la détection des
deux seuils sur tous les sujets, pour analyser globalement le délai de détection.
Nous présentons dans la Figure 6.12 ci-dessous, une synthèse des résultats obtenus
par type d’activité, à savoir les différences de délais DDDs et leur moyenne ADDD
calculées pour chaque sujet.

Tout d’abord, nous remarquons que les quatre signaux sur lesquels nous n’avons
pas observé de détection par les deux seuils sont les signaux des activités "TextH",
"Str" du sujet 16, "TextH" du sujet 10 et "Text" du sujet 21. Sur ces signaux, nous ne
pouvons pas calculer bien entendu les critères de comparaison (DDD et ADDD).

Nous pouvons voir que quelque soit le type d’activité effectué, le paramètre de
comparaison DDD obtenu est souvent positif ou nul. Il est négatif sur très peu de
détections. Globalement, sur toutes les activités et sujets confondus, nous avons
1322 ruptures détectées par les deux seuils ; la DDD est strictement positive (i.e.
le Seuil-IED détecte plus rapidement que le Seuil-CW) sur 875 détections (66%),
elle est nulle (i.e. les seuils IED et CW détectent avec la même vitesse) sur 420
détections (32%), et est négative (i.e. le Seuil-CW détecte plus rapidement que le
Seuil-IED) sur 27 détections (2%).
Nous remarquons également que lorsque le Seuil-IED détecte avant le Seuil-CW
(DDD > 0), la différence de délais DDD peut atteindre des valeurs élevées, allant
jusqu’à 46 secondes. Par contre, lorsque le Seuil-CW détecte avant le Seuil-IED
(DDD < 0), la différence de délais DDD ne dépasse pas 5 secondes, elle vaut dans
la majorité des cas -1 ou -2 (23 cas sur 27).

L’ADDD tracée par une ligne dans chaque activité est toujours strictement posi-
tive. Cela veut dire que pour tout signal d’un participant enregistré dans n’importe
quelle activité, constamment le Seuil-IED détecte en moyenne avant le Seuil-CW.
En calculant la moyenne sur tous les sujets, l’ADDD vaut 3.7, 3.7, 2.6, 3.2 et 2.7
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secondes respectivement sur les activités "TextH", "Text", "Puzl", "Sol" et "Str".

Au final, dans le cadre de la détection la plus rapide (QCD), le Seuil-IED four-
nit des performances de détection meilleures que celles du Seuil-CW car il détecte
les ruptures plus rapidement. D’autre part, les deux seuils donnent des nombres
de détections de ruptures comparables sur un signal donné.

FIGURE 6.12 – Résultats de comparaison (DDDs et ADDDs caclulés)
entre la détection du Seuil-IED et celle du Seuil-CW obtenus sur les

29 sujets, par activité.
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Chapitre 7

Caractérisation des activités

Ce chapitre est consacré à la caractérisation des cinq types d’activités. L’objec-
tif est de mettre en évidence les activités qui se ressemblent en se basant sur les
résultats de détection obtenus dans chaque activité. Nous utilisons les résultats de
détection présentés dans le chapitre précédent, obtenus en utilisant la procédure
de détection data-driven et le Seuil-IED.

Nous présentons d’abord dans la section suivante 7.1, les variables de caractéri-
sation que nous avons définies et calculées sur chaque activité de chaque sujet. Par
la suite, nous présentons dans la section 7.2 le modèle mixte à effet aléatoire utilisé
pour comparer les différents types d’activités en prenant en compte l’effet sujet.
Enfin à la dernière section 7.3, nous présentons les résultats obtenus par chacune
des variables de caractérisation.

7.1 Variables de caractérisation

Les variables de caractérisation choisies sont : Nombre de ruptures, Durée du
régime, Moyenne du signal, Variance du signal et Amplitude de saut. Chaque va-
riable, donnée avec son abréviation dans le Tableau 7.1, doit être calculée pour
toute activité j ∈ {TextH, Text, Puzl, Sol, Str} de chaque sujet i ∈ {1, .., 29}.

TABLE 7.1 – Variables de caractérisation et leurs abréviations respec-
tives.

Variables de caractérisation Abréviation

Nombre de ruptures N.Rup
Durée du régime Durée
Moyenne du signal Mu
Variance du signal Var
Amplitude de saut Ampli

Prenons l’exemple de détection sur le signal de la première activité "Puzl" du
sujet 1 (voir la Figure 6.3 dans la section 6.2.1). Le calcul des variables de caracté-
risation peut être expliqué comme suit :
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• N.Rup : nombre de détections de ruptures d’augmentation et de diminution
observées dans chaque activité.
Exemple : le nombre de ruptures dans l’activité j = Puzl du sujet i = 1 est :
N.Rup1,Puzl = 16.

• Durée : durée entre deux ruptures.
Exemple : la durée du régime de l’activité j = Puzl du sujet i = 1 est :
Durée1,Puzl = (126 ; 142 ; 94 ; 391 ; 100 ; 95 ; 178 ; 91 ; 620 ; 92 ; 93 ; 93 ; 172 ; 298 ;
160).

• Mu : moyenne empirique estimée sur le signal entre deux ruptures.
Exemple : la moyenne du signal de l’activité j = Puzl du sujet i = 1 est :
Mu1,Puzl = (1.90 ; 1.68 ; 1.41 ; 1.76 ; 2.38 ; 0.46 ; 1.56 ; 2.21 ; 1.31 ; 2.44 ; 1.52 ;
-0.09 ; 1.08 ; 1.20 ; 2.21 ; 1.66 ; 2.12).

• Ampli : différence entre les valeurs de la variable Mu en valeur absolue.
Exemple : l’amplitude de saut pour l’activité j = Puzl du sujet i = 1 est :
Ampli1,Puzl = (0.22 ; 0.27 ; 0.36 ; 0.62 ; 1.92 ;1.10 ; 0.65 ; 0.90 ; 1.12 ; 0.92 ; 1.62 ;
1.18 ; 0.12 ; 1.01 ; 0.56 ; 0.47).

• Var : variance empirique estimée sur le signal entre deux ruptures.
Exemple : la variance du signal de l’activité j = Puzl du sujet i = 1 est :
Var1,Puzl = (0.05 ; 0.04 ; 0.04 ; 0.02 ; 0.02 ; 0.62 ; 0.62 ; 0.05 ; 0.36 ; 0.04 ; 1.12 ;
0.87 ; 0.44 ; 0.35 ; 0.11 ; 0.31 ; 0.05).

Remarque 13. Pour tout sujet i ∈ {1, .., 29}, la variable nombre de ruptures est de
dimension 1 dans chaque activité j, contrairement aux autres variables qui sont
des vecteurs de dimension (N.Rupij + 1) dans chaque activité j.

7.2 Modèle de comparaison

Pour comparer entre les cinq types d’activités {TextH, Text, Puzl, Sol, Str}, nous
appliquons un modèle mixte : test d’ANOVA à effet aléatoire afin de prendre en
compte la variation due aux sujets, c’est-à-dire, incorporer dans notre modèle l’ef-
fet spécifique de chacun des sujets.

Dans le test d’ANOVA, la comparaison des activités s’appuie sur les moyennes.
Les résidus des variables d’intérêt sont supposés gaussiens de moyenne zéro. Le
modèle mixte peut être écrit selon la variable d’intérêt comme suit :

• Modèle mixte à deux niveaux : ce modèle est utilisé pour la variable N.Rup
qui est de dimension 1 dans chaque activité. Soit N.Rupij le nombre de rup-
tures observées dans l’activité j pour le ième sujet,

N.Rupij = µ + Sujeti + Actj + εij, εij ∼ N (0, σ2
ε ),

i ∈ {1, ..., 29}, j ∈ {Puzl, Sol, TextH, Text, Str}.
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• Modèle mixte à trois niveaux : ce modèle est utilisé pour les variables Du-
rée, Mu, Ampli et Var qui sont des vecteurs de dimension aléatoire (N.Rupij +
1) dans chaque activité. Soit Yijk la mesure de l’une des variables {Durée,
Mu, Ampli ou Var} sur le kème régime dans l’activité j pour le ième sujet,

Yijk = µ + Sujeti + Actj + εijk, εijk ∼ N (0, σ2
ε ),

i ∈ {1, ..., 29}, j ∈ {Puzl, Sol, TextH, Text, Str}, k = 1, ..., (N.Rupij + 1).

Dans les deux types de modèle, Actj spécifie l’effet fixe de l’activité j, non aléa-
toire (c’est l’effet général entrant dans ce modèle). Sujeti spécifie l’effet aléatoire
du sujet i. Sujeti ∼ N (0, σ2

S) supposées gaussiennes i.i.d, centrées et de même va-
riance inconnue σ2

S. εij ∼ N (0, σ2
ε ) étant également gaussiennes i.i.d, centrées et

de même variance inconnue σ2
ε ). Nous supposons que Sujeti est indépendante de

εij (resp. de εijk) dans le premier modèle (resp. dans le second modèle). À savoir,
nous faisons l’hypothèse d’homoscédasticité.

L’inclusion de termes aléatoires sujet-spécifique permet de modéliser la corré-
lation intra-sujet au niveau de la variable réponse. Prenons l’exemple simple du
modèle à deux niveaux, la corrélation entre des mesures prises successivement
chez le même sujet est calculée comme suit :

Cor(N.Rupij, N.Rupij′) =
Cov(N.Rupij, N.Rupij′)√

Var(N.Rupij)
√

Var(N.Rupij′)
.

Sachant que µ et Actj sont fixes, et que Sujeti et εij sont indépendants alors :

• Cov(N.Rupij, N.Rupij′) = Cov(Sujeti + εij, Sujeti + εij′) = Cov(Sujeti, Sujeti) =

Var(Sujeti) = σ2
S.

• Var(N.Rupij) = Var(N.Rupij′) = Var(Sujeti) + Var(εij) = σ2
S + σ2

ε .

La corrélation entre deux mesures j et j′ prises chez le même sujet i :

Cor(N.Rupij, N.Rupij′) =
σ2

S
σ2

S+σ2
ε
= ρS.

Remarque 14. ρS reflète la proportion de la variance totale qui est due aux sujets
eux-mêmes (corrélation intra-sujet). Elle permet de quantifier le degré de proxi-
mité entre les observations de différents sujets.

7.3 Résultats

Nous présentons d’abord pour chaque variable de caractérisation, une descrip-
tion préliminaire des résultats obtenus sur tous les sujets. Puis nous présentons les
résultats du test d’ANOVA à effet aléatoire en comparant l’activité "TextH", posée
comme intercept, avec les quatre autres activités ("Text", "Puzl", "Sol", "Str").
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Nous rappelons que les variables de caractérisation ont été calculées sur les
résultats de détection obtenus en choisissant le paramétrage suivant : la longueur
des données d’estimation : L = 90 secondes ; l’objectif de détection sur la moyenne
de niveau σ0δ = 0.69 (2% rve), q = 1 ; le temps d’attente de la règle d’arrêt corri-
gée : c = 60 secondes et le seuil de détection utilisé est le Seuil-IED construit pour
α = 0.02.

7.3.1 Variable Nombre de ruptures

a) Description

Nous donnons dans le Tableau 7.2 quelques statistiques descriptives et la Fi-
gure 7.1 des boxplots, calculés par activité sur les résultats des 29 sujets.

Les résultats montrent que les activités "Str", "Puzl" et "Sol" présentent plus de
ruptures que les activités "Text" et "TextH". Il existe au moins un cas où l’on ne
détecte aucune rupture sur les activités "TextH", "Text" et "Str".

TABLE 7.2 – Statistiques descriptives calculées par activité sur la va-
riable N.Rup.

Act Count Min. 1st Qu. Median Mean Var 3st Qu. Max.

TextH 29 0 6 8 9.17 31 13 22
Text 29 0 4 9 8.72 30.6 12 24
Puzl 29 1 11 15 13.4 33.6 16 24
Sol 29 2 14 16 15.6 34 19 24
Str 29 0 11 13 14.4 33 20 22

b) Test d’ANOVA à effet aléatoire

Dans le Tableau 7.3, nous donnons les paramètres de sortie estimés par le mo-
dèle mixte à effet aléatoire : variable N.Rup en fonction des cinq activités. Pour
chaque activité (TextH en intercept), le modèle estime le coefficient du nombre de
ruptures associé, son intervalle de confiance à 95% et sa Pvalue correspondante.
Nous donnons ainsi dans le tableau la variance résiduelle et celle due aux sujets
estimées par le modèle.

Le modèle estime pour l’activité "TextH" un nombre de ruptures moyen de
9.17. La différence de moyenne entre l’activité "Text" et "TextH" n’est pas signi-
ficative (Pvalue = 0.67), elle est estimée à −0.45. La différence entre le nombre
moyen de ruptures des activités ("Puzl", "Sol", "Str") et celui de l’activité "TextH"
est estimée respectivement à (4.21, 6.45, 5.21). Elles sont toutes les trois significa-
tives ; à savoir, ces trois activités présentent significativement plus de ruptures que
l’activité "TextH".
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FIGURE 7.1 – Boxplots par activités de la variable N.Rup sur tous
sujets confondus.

TABLE 7.3 – Résultats du modèle mixte à effet aléatoire : Nombre de
ruptures en fonction des activités. Le tableau du haut donne à chaque
activité, le coefficient (nombre de ruptures) estimé avec son intervalle
de confiance 95 % associé, l’écart-type d’erreur, le degré de liberté, la
valeur de la statistique et la Pvalue correspondante. Le tableau du bas
donne l’estimation de la variance résiduelle et celle de l’effet aléatoire

du aux sujets.

Act Estimate (95% IC) Std.Error DF t-value P-value

TextH (Intercept) 9.17 (7.08 ; 11.27) 1.06 112 8.68 -
Text -0.45 (-2.51 ; 1.62) 1.04 112 -0.43 0.67
Puzl 4.21 (2.14 ; 6.27) 1.04 112 4.04 <0.001
Sol 6.45 (4.38 ; 8.51) 1.04 112 6.19 <0.001
Str 5.21 (3.14 ; 7.27) 1.04 112 4.99 <0.001

Random_Effects (subject-specific) Residual

Variance 16.64 15.75

La variance résiduelle au sein des activités est estimée à 15.75. La variance due
aux sujets (effet aléatoire intra-groupes) expliquée par le modèle est estimée à
16.64. La proportion de la variance totale qui est due aux sujets eux-mêmes est
égale à 0.51. Elle représente la corrélation entre sujets estimée par le modèle mixte.

Dans la Figure 7.2, nous présentons à gauche (resp. à droite) le nombre de rup-
tures observées (resp. prédits par le modèle) dans chaque activité de chaque su-
jet. Les valeurs prédites dans chaque activité montrent que les activités "Text" et
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"TextH" se ressemblent et donnent le plus faible nombre de ruptures. À l’opposé,
les activités "Str" et "Sol" donnent à chaque fois le plus important nombre de rup-
tures. L’activité "Puzl" est toujours entre les deux groupes mais se rapproche plutôt
des activités "Str" et "Sol".

FIGURE 7.2 – Valeurs observées (figure à gauche) et prédites (figure
à droite) par le modèle mixte pour la variable Nombre de ruptures

pour chacun des sujets.

7.3.2 Variable Durée du régime

a) Description

Notons d’abord que cette variable est corrélée négativement avec la précédente
(N.Rup) puisque la durée d’une activité est fixe. Le Tableau 7.4 et la Figure 7.3 pré-
sentent respectivement quelques statistiques descriptives et boxplots par activité,
calculés sur les résultats obtenus des 29 sujets.
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TABLE 7.4 – Statistiques descriptives calculées sur les 29 sujets pour
la variable Durée dans chacune des activités.

Act Count Min. 1st Qu. Median Mean Var 3st Qu. Max.

TextH 241 91 108 159 267 122754 265 3000
Text 226 91 105 171 275 97152 318 3000
Puzl 359 91 97 139 189 21994 208 1115
Sol 424 91 97 125 172 19285 191 1244
Str 390 91 98.2 130 193 46881 204 3000

FIGURE 7.3 – Boxplots par activités de la variable Durée sur tous su-
jets confondus.

Nous pouvons voir dans la Figure 7.4, la distribution par boxplots de la va-
riable Durée du régime en fonction des 29 sujets et des cinq activités. Nous re-
marquons que les mesures données par les deux activités "TextH" et "Text" sont
proches, et ce sont les mesures de durées de régimes les plus importantes. Ce qui
est cohérent avec un nombre de ruptures faible. Et les activités "Str", "Sol" et "Puzl"
présentent les durées les plus faibles. Les boxplots par sujet montrent clairement
que l’effet sujet n’est pas négligeable. Nous pouvons voir par exemple la différence
entre le sujet 4 et 20.

b) Test d’ANOVA à effet aléatoire

Le test d’ANOVA à effet aléatoire estime pour l’activité "TextH", une durée
moyenne de 324.12. La différence de moyenne entre l’activité "Text" et "TextH"
n’est pas significative (Pvalue = 0.31). Elle est estimée à 20.15. La différence entre
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la durée moyenne de ("Puzl", "Sol", "Str") et celui de "TextH" est estimée respecti-
vement à (−77.3,−100.88,−81.04), et elles sont toutes les trois significatives.

La variance résiduelle au sein des activités est estimée à 45111. La variance
due aux sujets (effet aléatoire intra-groupes) expliquée par le modèle est estimée à
47834. La proportion de la variance totale qui est due aux sujets eux-mêmes égale
à 0.51.

FIGURE 7.4 – Boxplots par sujets de la variable Durée, en fonction de
l’activité.

Dans la Figure 7.5, nous présentons à gauche (resp. à droite) les durées ob-
servées (resp. prédites par le modèle) dans chaque activité de chaque sujet. Les
données de prédiction montrent que les activités "TextH" et "Text" se ressemblent,
elles donnent les durées les plus longues des activités. Par contre, les activités "Str",
"Sol" et "Puzl" présentent les durées les plus courtes.

Ces résultats concordent avec les résultats obtenus pour la variable Nombre
de ruptures dans la section précédente où le groupe "TextH" et "Text" obtenait le
plus faible nombre de ruptures et le groupe de "Str", "Puzl" et "Sol" obtenait le plus
grand nombre de ruptures.
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TABLE 7.5 – Résultats du modèle mixte à effet aléatoire : Durée du ré-
gime en fonction des activités. Le tableau du haut donne à chaque ac-
tivité, le coefficient estimé avec son intervalle de confiance 95 % asso-
cié, l’écart-type d’erreur, le degré de liberté, la valeur de la statistique
et la Pvalue correspondante. Le tableau du bas donne l’estimation de

la variance résiduelle et celle de l’effet aléatoire du aux sujets.

Act Estimate (95% IC) Std.Error DF t-value P-value

TextH (Intercept) 324.12 (239.65 ; 408.6) 43.07 1607 7.53 -
Text 20.15 (-18.88 ; 59.18) 19.9 1607 1.01 0.31
Puzl -77.3 (-112.5 ; -42.11) 17.94 1607 -4.31 <0.001
Sol -100.88 (-135.21 ; -66.55) 17.5 1607 -5.76 <0.001
Str -81.04 (-115.68 ; -46.39) 17.66 1607 -4.59 <0.001

Random_Effects (subject-specific) Residual

Variance 47834 45111

FIGURE 7.5 – Valeurs observées (figure à gauche) et prédites (figure
à droite) par le modèle mixte pour la variable Durée du régime pour

chacun des sujets.
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7.3.3 Variable Moyenne du signal

a) Description

Le Tableau 7.6 et la Figure 7.6 présentent respectivement quelques statistiques
descriptives et boxplots par activité de la variable Moyenne du signal. La Figure
7.7 donne la distribution par boxplots de la variable Moyenne du signal en fonc-
tion des 29 sujets et des cinq activités.

TABLE 7.6 – Statistiques descriptives calculées sur les 29 sujets pour
la variable Mu dans chacune des activités.

Act Count Min. 1st Qu. Median Mean Var 3st Qu. Max.

TextH 295 -0.42 2.16 2.99 2.81 1.34 3.54 5.31
Text 282 -1.02 1.76 2.79 2.52 1.66 3.44 5.38
Puzl 417 -1.02 1.27 2.16 2.18 1.60 3.00 5.39
Sol 482 -0.90 1.32 2.14 2.10 1.27 2.96 5.11
Str 446 -1.20 0.91 2.00 1.95 1.81 2.95 5.50

FIGURE 7.6 – Boxplots par activités de la variable Mu sur tous sujets
confondus.

Les deux activités "TextH" et "Text" sont assez proches et donnent les moyennes
les plus élevées. Et les activités "Str", "Sol" donnent les moyennes les plus faibles.
L’activité "Puzl" est entre les deux niveaux de groupes.

L’effet sujet peut être observé dans la Figure 7.7, où on peut voir l’exemple
du sujet 8 qui donne des valeurs élevées de la moyenne quelque soit l’activité,
contrairement par exemple au sujet 24.
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FIGURE 7.7 – Boxplots par sujets de la variable Mu, en fonction de
l’activité.

b) Test d’ANOVA à effet aléatoire

Le modèle estime pour l’activité "TextH" un coefficient de 2.95. La différence
de moyenne entre les activités ("Text", "Puzl", "Sol", "Str") et "TextH" sont toutes
significatives. La variance résiduelle au sein des activités est estimée à 0.79. La
variance due aux sujets expliquée par le modèle est estimée à 0.82. La proportion
de la variance totale qui est due aux sujets eux-mêmes égale à 0.51.

Dans la Figure 7.8, nous présentons à gauche (resp. à droite) les moyennes ob-
servées (resp. prédites par le modèle) dans chaque activité pour chaque sujet. La
prédiction par le modèle estimé montre que les cinq activités dans l’ordre suivant :
"TextH", "Text", "Puzl", "Sol", "Str", présentent du niveau le plus élevé au niveau le
plus bas de la moyenne.
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TABLE 7.7 – Résultats du modèle mixte à effet aléatoire : Mu en fonc-
tion des activités. Le tableau du haut donne à chaque activité, le co-
efficient estimé avec son intervalle de confiance 95 % associé, l’écart-
type d’erreur, le degré de liberté, la valeur de la statistique et la Pvalue
correspondante. Le tableau du bas donne l’estimation de la variance

résiduelle et celle de l’effet aléatoire du aux sujets.

Act Estimate (95% IC) Std.Error DF t-value P-value

TextH (Intercept) 2.95 (2.6 ; 3.29) 0.18 1889 16.66 -
Text -0.31 (-0.45 ; -0.16) 0.07 1889 -4.1 <0.001
Puzl -0.66 (-0.79 ; -0.52) 0.07 1889 -9.64 <0.001
Sol -0.76 (-0.89 ; -0.63) 0.07 1889 -11.43 <0.001
Str -0.93 (-1.07 ; -0.8) 0.07 1889 -13.86 <0.001

Random_Effects (subject-specific) Residual

Variance 0.82 0.79

FIGURE 7.8 – Valeurs observées (figure à gauche) et prédites (figure
à droite) par le modèle mixte pour la variable Mu pour chacun des

sujets.
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7.3.4 Variable Amplitude de saut

a) Description

Les statistiques descriptives du Tableau 7.8 et les boxplots de la Figure 7.9
montrent que les deux activités "TextH" et "Text" donnent les amplitudes de saut
les plus faibles. Et les activités "Str", "Sol" donnent les amplitudes les plus élevés.
Les valeurs de l’activité "Puzl" indiquent qu’elle se rapproche plus du groupe d’ac-
tivités "Str" et "Sol".

TABLE 7.8 – Statistiques descriptives calculées sur les 29 sujets pour
la variable Ampli dans chacune des activités.

Act Count Min. 1st Qu. Median Mean Var 3st Qu. Max.

TextH 266 0.038 0.33 0.49 0.69 0.30 0.90 2.94
Text 253 0.006 0.33 0.54 0.73 0.33 0.97 3.40
Puzl 388 0.014 0.41 0.71 0.89 0.40 1.25 3.57
Sol 453 0.004 0.47 0.83 0.93 0.35 1.25 3.11
Str 417 0.030 0.46 0.81 1.02 0.50 1.46 3.67

FIGURE 7.9 – Boxplots par activités de la variable Ampli sur tous su-
jets confondus.

Dans la Figure 7.10, nous pouvons voir que les amplitudes données par le sujet
9 et 23 sont très différentes ; l’effet sujet est visible.
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FIGURE 7.10 – Boxplots par sujets de la variable Ampli, en fonction
de l’activité.

b) Test d’ANOVA à effet aléatoire

La différence de moyenne entre l’activité "Text" et "TextH" n’est pas significa-
tive. La différence de moyenne entre les activités ("Puzl", "Sol", "Str") et "TextH"
sont toutes significatives. La variance résiduelle au sein des activités est estimée
à 0.36. La variance due aux sujets expliquée par le modèle est estimée à 0.03. La
proportion de la variance totale qui est due aux sujets est égale à 0.07.

Dans la Figure 7.11, nous présentons à gauche (resp. à droite) les amplitudes
observées (resp. prédites par le modèle) dans chaque activité de chaque sujet. Les
données de prédiction montrent que les activités "TextH" et "Text" se ressemblent
et présentent les amplitudes les plus faibles, contrairement aux activités "Str", "Sol"
et "Puzl" qui présentent les amplitudes les plus élevés.
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TABLE 7.9 – Résultats du modèle mixte à effet aléatoire : Ampli en
fonction des activités. Le tableau du haut donne à chaque activité,
le coefficient estimé avec son intervalle de confiance 95 % associé,
l’écart-type d’erreur, le degré de liberté, la valeur de la statistique et
la Pvalue correspondante. Le tableau du bas donne l’estimation de la

variance résiduelle et celle de l’effet aléatoire du aux sujets.

Act Estimate (95% IC) Std.Error DF t-value P-value

TextH (Intercept) 0.65 (0.55 ; 0.75) 0.05 1744 13.31 -
Text 0.03 (-0.08 ; 0.13) 0.05 1744 0.54 0.59
Puzl 0.21 (0.11 ; 0.31) 0.05 1744 4.32 <0.001
Sol 0.26 (0.17 ; 0.36) 0.05 1744 5.58 <0.001
Str 0.34 (0.25 ; 0.44) 0.05 1744 7.13 <0.001

Random_Effects (subject-specific) Residual

Variance 0.03 0.36

FIGURE 7.11 – Valeurs observées (figure à gauche) et prédites (figure
à droite) par le modèle mixte pour la variable Ampli pour chacun des

sujets.
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7.3.5 Variable Variance du signal

a) Description

Pour cette variable, les activités "Str", "Sol" donnent les valeurs de variance les
plus élevés. Et les activités "Puzl", "Text" et "TextH" donnent les valeurs de variance
les plus faibles.

L’effet sujet peut être observé dans la Figure 7.13, considérons par exemple les
sujets 4 et 16 qui présentent des valeurs différentes pour une même activité.

TABLE 7.10 – Statistiques descriptives calculées sur les 29 sujets pour
la variable Var dans chacune des activités.

Act Count Min. 1st Qu. Median Mean Var 3st Qu. Max.

TextH 295 0.011 0.06 0.13 0.32 0.23 0.23 0.23
Text 282 0.007 0.08 0.17 0.39 0.21 0.21 0.21
Puzl 417 0.007 0.05 0.14 0.30 0.17 0.17 0.17
Sol 482 0.012 0.09 0.24 0.42 0.21 0.21 0.21
Str 446 0.005 0.07 0.23 0.45 0.31 0.31 0.31

FIGURE 7.12 – Boxplots par activité de la variable Var sur tous sujets
confondus.
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FIGURE 7.13 – Boxplots par sujets de la variable Var, en fonction de
l’activité.

b) Test d’ANOVA à effet aléatoire

La différence de moyenne entre les variances du signal des activités ("Text",
"Puzl") et "TextH" ne sont pas significatives. La différence de moyenne entre les
activités ("Str", "Sol") et "TextH" sont significatives. La variance résiduelle au sein
des activités est estimée à 0.19. La variance due aux sujets expliquée par le modèle
est estimée à 0.03. La proportion de la variance totale qui est due aux sujets est
égale à 0.17.

Dans la Figure 7.14, nous présentons à gauche (resp. à droite) les variances
observées (resp. prédites par le modèle) dans chaque activité pour chaque sujet.
Les données de prédiction montrent que l’activité "Puzl" se rapproche du groupe
("Text" et "TextH") qui présente les variances les plus faibles. Les deux activités
"Str" et "Sol" se ressemblent encore une fois et présentent les variances les plus
élevées.
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TABLE 7.11 – Résultats du modèle mixte à effet aléatoire : Var en
fonction des activités. Le tableau du haut donne à chaque activité,
le coefficient estimé avec son intervalle de confiance 95 % associé,
l’écart-type d’erreur, le degré de liberté, la valeur de la statistique et
la Pvalue correspondante. Le tableau du bas donne l’estimation de la

variance résiduelle et celle de l’effet aléatoire du aux sujets.

Act Estimate (95% IC) Std.Error DF t-value P-value

TextH (Intercept) 0.28 (0.19 ; 0.37) 0.04 1889 6.26 -
Text 0.06 (-0.01 ; 0.13) 0.04 1889 1.61 0.11
Puzl -0.02 (-0.09 ; 0.04) 0.03 1889 -0.74 0.46
Sol 0.11 (0.05 ; 0.18) 0.03 1889 3.4 <0.001
Str 0.14 (0.07 ; 0.2) 0.03 1889 4.12 <0.001

Random_Effects (subject-specific) Residual

Variance 0.03 0.19

FIGURE 7.14 – Valeurs observées (figure à gauche) et prédites (figure
à droite) par le modèle mixte pour la variable Var pour chacun des

sujets.
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7.3.6 Analyse et synthèse

Dans le but de caractériser les cinq activités : "TextH", "Text", "Puzl", "Sol" et
"Str", nous avons analysé l’effet de l’activité sur les variables de caractérisation
(N.Rup, Durée, Mu, Ampli, Var) en considérant l’effet aléatoire dû aux sujets.

L’analyse des résultats présentés dans la section précédente montre que le type
d’activité effectué influence les valeurs obtenues quelque soit la variable de ca-
ractérisation observée. La comparaison entre les activités montre également qu’il
existe deux principaux groupes d’activités telles que, au sein du même groupe
(intra-groupe), les activités donnent des résultats semblables, et entre les groupes
(inter-groupes), les activités donnent des résultats significativement différents. Le
premier groupe est formé par les activités utilisant le clavier : "TextH" et "Text", qui
présentent le moins de ruptures, des longues durées de régime, des niveaux élevés
de la moyenne du signal, les plus faibles variances du signal et amplitudes de saut.
Le deuxième groupe est formé par deux activités utilisant la souris informatique :
"Str" et "Sol" qui, contrairement aux activités utilisant le clavier, présentent le plus
de ruptures, des courtes durées de régime, des niveaux bas de la moyenne du
signal, les plus importantes variances du signal et amplitudes de saut. L’activité
"Puzl", qui est une activité où la souris informatique est utilisée, donne générale-
ment des résultats situés entre les deux groupes précédemment évoqués mais en
se rapprochant souvent du groupe souris ("Str", "Sol"), et cela sur toutes les va-
riables de caractérisation sauf sur la variable variance des segments où l’activité
"Puzl" ressemble plus au groupe clavier ("TextH", "Text").

Dans les résultats présentés précédemment, les modèles mixtes ont été appli-
qués en posant à chaque fois l’activité "TextH" à l’intercept (i.e. comme activité de
référence). Nous en avons constaté que l’activité "TextH" ressemble 4 fois à "Text",
une seule fois à "Puzl" et aucune fois aux deux activités "Sol" et "Str". Pour af-
firmer cette répartition des activités, notamment l’activité "Puzl" qui est la moins
claire, nous avons refait les modèles mixtes en posant à chaque fois une autre ac-
tivité à l’intercept. Le Tableau 7.12 donne une synthèse des résultats obtenus sur
les tests d’ANOVA à effet aléatoire liés aux cinq variables de caractérisation. Nous
donnons à chaque fois le nombre de fois où l’activité i se trouve dans le même
groupe que l’activité j (nombre de fois où les activités i et j ne présente pas de
différence significative). En se focalisant sur l’activité "Puzl", nous pouvons voir
qu’elle ressemble une fois à "TextH", aucune fois à "Text", 3 fois à "Sol" et 2 fois
à "Str". Cela confirme son appartenance au groupe "Sol" et "Str", et affirme finale-
ment la répartition des activités en deux principaux groupes : activités utilisant le
clavier ("TextH" et "Text") et activités utilisant la souris informatique ("Puzl", "Sol"
et "Str").
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TABLE 7.12 – Nombre de fois où le couple d’activité (i,j) ne présente
pas de différence significative sur les tests d’ANOVA à effet aléatoire

liés aux cinq variables de caractérisation.

Text Puzl Sol Str

TextH 4 1 0 0
Text 0 1 0
Puzl 3 2
Sol 4
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons proposé une méthodologie data-driven de détec-
tion de ruptures pour des signaux physiologiques sujets dépendants, à savoir, des
signaux EMG temporels enregistrés au niveau du faisceau supérieur du trapèze de
29 participants effectuant différentes activités bureautiques. La méthodologie est
sujet-activité dépendante ; elle est adaptée au signal de chaque activité de chaque
sujet pour détecter les changements d’état musculaire présents au sein d’une ac-
tivité, afin d’évaluer la sollicitation et la variabilité du signal EMG contribuant à
l’apparition d’une fatigue musculaire et donc au risque de trouble musculosque-
lettique.

Notre méthodologie inclut l’estimation des paramètres du régime pré- chan-
gement (µ0, σ2

0 ) sur le signal à chaque nouveau cycle de détection (après la ré-
initialisation de la procédure). Elle comprend également la construction du Seuil-
IED sur le début du signal de l’activité, considéré comme l’état normal du muscle ;
le Seuil-IED est lui aussi sujet-activité dépendant.

La méthodologie proposée est appliquée aux signaux des cinq activités de tous
les sujets. Les résultats obtenus en utilisant le Seuil-IED ont été comparés avec ceux
du seuil classique de Wald (Seuil-CW). Les résultats de comparaison montrent que
le Seuil-IED est plus performant que le Seuil-CW dans le cadre QCD "Quickest
Change-point Detection" où le délai de détection est la principale préoccupation ;
car le Seuil-IED permet de minimiser le délai de détection et donne un nombre de
détections légèrement supérieur à celui du Seuil-CW.

Les résultats de détection obtenus ont permis également la caractérisation de
chaque type d’activité. Nous avons appliqué les modèles mixtes pour analyser
l’effet activité sur chaque variable de caractérisation en prenant en considération
l’effet sujet. Les résultats montrent qu’il existe deux principaux groupes d’activi-
tés : le groupe d’activité utilisant le clavier ("TextH" et "Text") donne des niveaux
élevés du signal EMG avec une faible variabilité, et le groupe d’activité utilisant la
souris informatique ("Puzl", "Sol" et "Str") donne des niveaux bas du signal EMG
avec une forte variabilité. Par conséquent, pendant un travail bureautique, les ac-
tivités utilisant le clavier sont susceptibles d’engendrer plus de fatigue du muscle
de trapèze que les activités utilisant la souris. Plus précisément, le classement des
activités de la plus à la moins à risque de fatigue musculaire est donné par cet
ordre : "TextH", "Text", "Puzl", "Sol", "Str".
Ces résultats corroborent ceux de la littérature [4, 5], où les auteurs ont montré
que les activités utilisant le clavier génèrent une sollicitation du muscle trapèze
supérieur aux activités utilisant la souris. Notre travail montre que l’analyse de la
variabilité du signal, qui n’a pas été étudiée par ces auteurs, confirme ces résultats.
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La méthodologie data-driven que nous avons proposée peut être appliquée à
tout signal observé séquentiellement pour la détection de ruptures. L’utilisation de
la méthodologie ne nécessite pas la connaissance de la distribution des données.
Par contre, nous devons supposer que le comportement du phénomène étudié est
dans son état normal au début du signal et que les ruptures arrivent ultérieure-
ment.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce manuscrit, nous avons abordé le problème de détection de change-
ment d’état (régime) dans un signal observé séquentiellement, en temps réel. Ce
changement d’état est supposé traduit par un point de rupture de moyenne et/ou
de variance à un instant donné inconnu sur le signal. L’enjeu central de ce type de
détection est de pouvoir à la fois minimiser le délai de détection et maintenir un
taux donné de fausse alarme.

Nous avons proposé une méthodologie de détection dépendante des caracté-
ristiques du signal et des objectifs de détection. Elle utilise la statistique récursive
CUSUM basée sur le score et deux éléments originaux proposés dans cette thèse, à
savoir un seuil de détection empirique dynamique "data-driven" et une règle d’ar-
rêt corrigée. Notre méthodologie est souple dans le sens où plusieurs éléments
peuvent être modifiés :
• La statistique peut être remplacée par n’importe quelle statistique de test

admettant une écriture récursive ;
• Le seuil de détection peut être choisi parmi les cinq seuils abordés dans la

thèse ou tout autre seuil ;
• La règle d’arrêt peut aussi être modifiée ;
• La détection peut se faire soit sur la moyenne, soit sur la variance ou les

deux en même temps, suivant l’objectif souhaité.

Dans un premier travail, nous avons suggéré et défini rigoureusement cinq
seuils de détection : deux venant de la littérature et trois que nous proposons
construits par simulation du régime pré-changement, qui sont la principale contri-
bution de ce travail. Chaque seuil a été déterminé en contrôlant un risque de fausse
alarme spécifique sous le régime pré-changement. Nous avons défini et discuté at-
tentivement les différentes notions du risque contrôlé suivant le seuil, dans un
contexte de littérature souvent peu précise.
Nous avons effectué une étude de simulation soigneuse pour comparer les per-
formances des différents seuils de détection et évaluer la règle d’arrêt corrigée.
Les résultats ont montré que la performance des seuils s’avère robuste lorsqu’un
paramètre du régime de pré-changement est mal estimé ou lorsque l’hypothèse
d’indépendance ou de normalité des données est violée. Nous avons également
constaté que le seuil empirique conditionnel (IEC) est le meilleur pour minimiser
le délai de détection tout en maintenant le taux de fausse alarme donné. Cepen-
dant, pour une implémentation pratique, nous recommandons d’utiliser le seuil
empirique dynamique (IED) car il est le plus facile/rapide à construire et à utili-
ser. Le seuil dynamique peut être estimé à partir des données du régime normal
avant rupture et utilisé tout au long du processus de détection.
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Les résultats ont montré également que la règle d’arrêt corrigée est efficace pour
réduire le taux de fausse alarme, et utile pour corriger un seuil qui ne respecte pas
le risque toléré de fausse alarme.

Dans la seconde partie, nous avons appliqué notre méthodologie sur des don-
nées physiologiques sujet-activité dépendantes. Les résultats de comparaison étaient
très cohérents avec ceux de l’étude de simulation de la première partie, ce qui
confirme la performance et la praticité du Seuil-IED "data-driven".
Ce travail a montré toute la souplesse et l’aisance de la méthode pour une applica-
tion sur des données réelles, et son intérêt pour l’étude des signaux de muscle de
trapèze. Cette étude nous a permis d’étudier la succession et les caractéristiques
des différents régimes de sollicitation du muscle et de caractériser les activités sui-
vant les paramètres des ruptures et de la sollicitation dans chaque régime.

Les travaux effectués autour de cette thèse ouvrent des perspectives intéres-
santes à développer ; nous en citons quelques unes dans les points ci-dessous :

Théorie
• Il serait intéressant de réaliser une étude théorique de la distribution exacte

de la variable temps d’alarme T, en s’appuyant par exemple sur les travaux
de Mercier [21].
• Le seuil constant empirique (CE) proposé a été déterminé en contrôlant le

score local (maximum de la statistique score-CUSUM) sur une trajectoire de
n observations par la quantité nα, où α est la probabilité tolérée de fausse
alarme. Nous sommes conscients que ce choix est perfectible ; des investi-
gations complémentaires sur ce sujet seraient intéressantes afin d’améliorer
le Seuil-CE ; dans le sens où il respecterait le risque α fixé.
• Afin d’estimer le temps moyen entre fausses alarmes MTBFA, nous avons

considéré que le taux instantané conditionnel de fausse alarme (taux de
saut) est constant dans le temps (i.e. λ0

t = λ0, t ≥ 1), et nous avons utilisé
l’analyse de survie avec la distribution latente de T supposée géométrique
de paramètre λ0. Il serait très intéressant d’étudier le cas où le taux de saut
est non constant.
• Nous avons observé un comportement inexpliqué des seuils empiriques, à

savoir de la statistique score-CUSUM, en fonction de la variance du régime
pré-changement et de l’objectif de détection (voir sections 2.1, 4 et 6.2.1).
Pour le justifier, il serait nécessaire d’effectuer une étude théorique de la loi
de la statistique score-CUSUM sous le régime pré-changement.

Méthodologie
• Remplacement de la statistique CUSUM par une autre statistique récursive

(par exemple, celle de Shiryaev-Roberts) et étude des performances.
• Comparaison de notre méthodologie data-driven avec d’autres approches,

comme les cartes de contrôle Shewhart ou EWMA.
• Adaptation de notre méthodologie data-driven pour le cas multivarié, en

se référant par exemple aux travaux de [8] ; combiner les décisions des tests
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univariés indépendants en distribuant un poids "par ordre d’importance et
de priorité" pour chaque variable.

Pratique
• D’un point de vue pratique, nous souhaiterions toujours appliquer notre

méthodologie data-driven dans le contexte de la e-santé pour des patients
suivis par des capteurs connectés.
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4.4 Résultats d’estimation de ÂDD vs λ̂0 obtenus par les différents seuils
pour la valeur de α = 0.02, pour le Modèle 1 (Gaussien i.i.d.) et
selon σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec q = 1 et σ2

0 = 4
3 . Nous comparons les

résultats pour trois cas (A) : σ2,R
0 = 1

2 < σ2
0 ; (B) : σ2,R

0 = 4
3 = σ2

0 ; (C) :
σ2,R

0 = 2 > σ2
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du Modèle 3. Les ÂDDs ont été estimés avec un niveau réel de chan-
gement σ0δR = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



Table des figures 131

4.12 Résultats de l’ÂDD vs λ̂0 obtenus en utilisant le Seuil-CE corrigé
avec c = 2 (Seuil-CE/c2) et les autres seuils non corrigés (utilisant
la règle d’arrêt classique c = 1). Les résultats ont été obtenus sous
le Modèle 1 pour α = 0.02 et selon l’objectif de détection sur la
moyenne σ0δ ∈ {0.5, 1, 2}, avec σ2

0 = 4
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Annexe A

Calculs

A.1 Démonstration du Lemme 1

(i) L’espérance du LLR sous le régime pré-changement P0 :

E0[Lt] = E0

[
ln
(

f1(xt)

f0(xt)

)]
≤ ln

(
E0

[
f1(xt)

f0(xt)

])
d’après l’inégalité de Jensen avec

la fonction Ln concave sur R+.

≤ ln
(∫

R

f1(xt)

f0(xt)
· f0(xt)dx

)
≤ ln

(∫
R

f1(xt)dx
)

≤ ln (1) = 0.

(ii) L’espérance du LLR sous le régime post-changement P1 :

On a E1[Lt] = E1

[
ln
(

f1(xt)

f0(xt)

)]
= −E1

[
ln
(

f0(xt)

f1(xt)

)]
.

E1

[
ln
(

f0(xt)

f1(xt)

)]
≤ ln

(
E0

[
f0(xt)

f1(xt)

])
d’après Jensen

≤ ln
(∫

R

f0(xt)

f1(xt)
· f1(xt)dx

)
≤ ln

(∫
R

f0(xt)dx
)

≤ ln (1) = 0.

Alors E1[Lt] = −E1

[
ln
(

f0(xt)

f1(xt)

)]
≥ 0.
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A.2 Récursivité de la statistique de CUSUM

La version on-line de statistique de CUSUM s’écrit comme suit : Wt = max {0, ln(Vt)}.
On va démontrer que la statistique Wt peut être écrite en fonction de Wt−1 + Lt,
où Lt = ln

(
f1(xt)
f0(xt)

)
.

ln(Vt) = max
1<k≤t

t

∑
j=k

Lj

= max

{
t

∑
j=2

Lj,
t

∑
j=3

Lj, ...,
t

∑
j=t−1

Lj, Lt

}

= max

{
t−1

∑
j=2

Lj + Lt,
t−1

∑
j=3

Lj + Lt, ..., Lt−1 + Lt, Lt

}

= max

{
t−1

∑
j=2

Lj,
t−1

∑
j=3

Lj, ..., Lt−1, 0

}
+ Lt

= max

{
max

1<k≤t−1

t−1

∑
j=k

Lj, 0

}
+ Lt

= max {ln(Vt−1), 0}+ Lt

On en déduit que Wt = max {0, ln(Vt)} = max {0, Wt−1 + Lt}.

A.3 Récursivité de la statistique SR

On va démontrer que la version on-line de la statistique SR : Rt =
t

∑
k=1

t
∏
j=k

Λj

peut être écrite récursivement en fonction de Lt.

Rt =
t

∑
k=1

t

∏
j=k

Λj

=
t

∏
j=1

Λj +
t

∏
j=2

Λj + ... +
t

∏
j=t−1

Λj + Λt

=

(
t−1

∏
j=1

Λj +
t−1

∏
j=2

Λj + ... + Λt−1 + 1

)
·Λt

=

(
t−1

∑
k=1

t−1

∏
j=k

Λj + 1

)
·Λt

= (Rt−1 + 1) · eLt



A.4. Démonstration du Lemme 2 137

A.4 Démonstration du Lemme 2

On a St(δ, q) = q2δ(Xt−µ0)
σ0

+ (1−q2)(Xt−µ0)
2

2σ2
0

− q2δ2

2 + ln(q).

(i) Sous P0 : E0

(
Xt−µ0

σ0

)
= 0 et E0

(
Xt−µ0

σ0

)2
= 1.

On a alors E0 [St(δ, q)] = ln(q) + 1
2

(
1− q2 − δ2q2) = Φ0(δ, q).

On pose Φ′0(q) =
∂ (E0 [St(δ, q)])

∂q
= −q

(
1 + δ2

)
+

1
q

.

Φ′0(q) = 0⇔ q =

√
1

1 + δ2 .

- Si q =

√
1

1 + δ2 , on a E0

[
St(δ,

√
1

1 + δ2 )

]
=

1
2

ln
(

1
1 + δ2

)
≤ 0, ∀δ ∈ R.

- Si q 6=
√

1
1 + δ2 , on a E0 [St(δ, q)] <

1
2

ln
(

1
1 + δ2

)
≤ 0, ∀δ ∈ R, car Φ0(δ, q)

est une fonction croissante sur l’intervalle
]
0; 1

2 ln
(

1
1+δ2

)[
, et décroissante

sur l’intervalle
]

1
2 ln

(
1

1+δ2

)
; +∞

[
.

(ii) Sous P1 : E1

(
Xt−µ0

σ0

)
= µ1−µ0

σ0
et E1

(
Xt−µ0

σ0

)2
=

σ2
1+(µ1−µ0)

2

σ2
0

.

On a alors E1[St(δ, q)] = ln(q) + 1
2

(
δ2 + 1

q2 − 1
)
= Φ1(δ, q).

on pose Φ′1(δ, q) =
∂(E1[St(δ, q)])

∂q
=

1
q

(
1− 1

q2

)
.

Φ′1(δ, q) = 0⇔ q = 1.

- Si q = 1, on a E1[St(δ, 1)] = δ2

2 ≥ 0, ∀δ ∈ R.

- Si q 6= 1, on a E1[St(δ, q)] > δ2

2 ≥ 0, ∀δ ∈ R, car Φ1(δ, q) est une fonction

décroissante sur l’intervalle
]
0; δ2

2

[
, et croissante sur l’intervalle

]
δ2

2 ; +∞
[

.

A.5 Démonstration de l’équivalence St ≡ Lt dans le
cas gaussien

Dans le cas gaussien, on a Lt = ln
(

f1(xt)

f0(xt)

)
=

(Xt − µ0)
2

2σ2
0

− (Xt − µ1)
2

2σ2
1

+ ln
(

σ0

σ1

)
.

On remplace δ = µ1−µ0
σ0

, q = σ0
σ1

et Yt =
Xt−µ0

σ0
dans St donnée dans la définition 3,

et on développe pour avoir :
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St(δ, q) =
q2δ(Xt − µ0)

σ0
+

(1− q2)(Xt − µ0)
2

2σ2
0

− q2δ2

2
+ ln(q)

=
(Xt − µ0)(µ1 − µ0)

σ2
1

+
(Xt − µ0)

2

2σ2
0

− (Xt − µ0)
2

2σ2
1

− (µ1 − µ0)
2

2σ2
1

+ ln
(

σ0

σ1

)
=

(Xt − µ0)
2

2σ2
0

− (Xt − µ0)
2 − 2(Xt − µ0)(µ1 − µ0) + (µ1 − µ0)

2

2σ2
1

+ ln
(

σ0

σ1

)
=

(Xt − µ0)
2

2σ2
0

− (Xt − µ1)
2

2σ2
1

+ ln
(

σ0

σ1

)
= Lt
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Annexe B

Description et résultats

B.1 Description des cinq activités

Typing task : Les participants ont été invités à utiliser un clavier d’ordinateur
pour taper un texte présenté sur un document pdf sur le côté gauche de
l’écran. La hauteur du bureau supportant le clavier a été initialement ajus-
tée à la hauteur sol-coude de chaque participant (REF). Cette hauteur est
restée la même pour toutes les autres activités effectuées, à l’exception de la
condition « elevated desk ».

Typing task-elevated desk : La «Typing task» décrite ci-dessus a été effectuée
avec la hauteur du bureau réglée à 10 cm au-dessus de la hauteur des
coudes.

Solitaire : Les sujets devaient jouer au jeu d’ordinateur Spider Solitaire implé-
menté sous Windows, avec la pression du temps. Cette activité doit être
effectuée avec une souris informatique où le sujet doit sélectionner un ob-
jet, le déplacer puis le déposer. Afin d’accroître la motivation des partici-
pants, une récompense de 20 CHF était offert au participant ayant réalisé le
meilleur score.

Stroop Test : Ce test consiste à lire le nom d’une couleur dont le texte est dans
une couleur différente du nom (c’est-à-dire que la couleur du texte ne cor-
respond pas au nom écrit de la couleur). En utilisant une souris informa-
tique, le nom de la couleur doit être sélectionné à partir d’un panneau à
choix multiples affichant les noms de couleur. Un nouveau mot de couleur
s’affichait toutes les 2 secondes et le nombre de réponses correctes a été
compté sur la période de 50 minutes.

Puzzle : le même puzzle en ligne a été présenté à tous les participants. L’as-
semblage du puzzle a été réalisé par des actions de glisser-déposer effec-
tuées avec une souris informatique.
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B.2 Résultats de détection obtenus sur tous les sujets
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