N

N

Cycles dans les graphes et G-configurations

Jean-Claude Bermond

» To cite this version:

Jean-Claude Bermond. Cycles dans les graphes et G-configurations. Mathématique discréte [cs.DM].
University Paris 11, 1975. tel-02376958

HAL Id: tel-02376958
https://inria.hal.science/tel-02376958

Submitted on 22 Nov 2019

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/tel-02376958
https://hal.archives-ouvertes.fr




J'exprime toute ma reconnaissance 3 :

Monsieur le Professeur H. DELANGE qui a bien voulu présider le jury

de cette thése .
Monsieur le Professeur P. CARTIER qui a accepté d'en &tre le rapporteur .

tionsieur le Professeur J-P, KAHANE qui m'a proposé un intéressant sujet

de seconde thase .

Je tiens particuli@rement 3 remercier Monsieur le Professeur P. ERDOS

pour le grand honneur qu'il m’a fait en acceptant d'&tre membre du jury .

Il m'est €galement trés agréable de remercier Messieurs les Professeurs
C. BERGE et P. ROSENSTIEHL pour les conseils et encouragements amicaux,

u'ils n'ont cessé de me prodiguer au cours de 1'élaboration de cette thése.
q p gu

Je ne saurais oublier nos réunions hebdomadaires de travail, tenues au
C.M.S, ; j'y ai trouvé une atmosphére tré&s favorable i ma recherche et je

tiens 3 en remercier tous les participants .



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION.

CHAPITRE 1  : Décomposition de K; en k-circuits et G-configurations.
I.1  Introduction I.1
I.2 Héthode des différences { orientd@es ). I.5
1.3 Méthode de composition avec les graphes bipartis. 1,19
1.4 Méthode de composition avec les produits lexicographiques. 1.38
1.5 Décomposition de K; en 3-eircuits. 1.51
1.6 Problémes de recouvrement et de pavage. I1.52

Bibdliographie . I1.61-63

CHAPITRE IT : Cycles hamiltoniens et généralisations.

11.1 Rappels sur 1l'existence de cycles hamiltoniens. 1I.1

I1.2 Cycles €lémentaires de longueur > c. 11,2

I1.3 Cycles pseudo~hamiltoniens. 11.10
II.4 Arbres maximaux ayant au plus h sommets pendants. IT.14
I1.5 Graphes fortement (p,q)-hamiltoniens. IT1.18
I1.6 Cas oricnté, II.21
11.7 Hamiltonisme de G et L(G). I11.25

Bibliographie. 11,29-31

CHAPITRE III : Hypergraphe des circuits d'un graphe.

II1.I ( Annexe B ). III.1

I1Y1.2 ( Annexe C ), I11.2

ITI.3 Nouveaux résultats. I1I.3-6
CHAPITRE IV : Nombres de Ramsey pour les graphes orient&s. IV.1

CHAPITRE V  : Hypergraphes r-parti h-complet .

V.l  Isomorphisme des hypergraphes h-parti complet. V.1
V.2  Graphe représentatif de 1'hypergraphe h-parti complet. V.5
V.3 Nombre chromatique total du graphe r-parti complet. V.5

Bibliographie, V.6




Armnexe A

Annexe

Annexe

Arnneze

Anneze

Annere

Annere

B

e

CANNEXES

Graphe représentatif des ar&tes d'un multigraphe

Ordres & distance minimum d’un tournoi et graphes

partiels sans circuits maximaux,

The circuit hypergraph of a tournament.

Some Ramsey numbers for directed graphs.

Graphe représentatif de l'hypergraphe h-parti complet.
Nombre chreomatique total du graphe r-parti complet.

l1~graphes réguliers minimaux de girth donné.

Al

Bl

Cl

D1

El

Fl

Gl

- AlQ

- B2l

- Cl6

~ 20

- Gl11




0-1

INTRODUCTION

La premiére partie de cette thése (chap.I) traite d'une extension graphique de la
théorie des configurations combinatoires. La théorie classique des configurations
combinatoires (en anglais designs) fut élaborée vers 1925 pour les besoins de la
statistique (plans d'expérience) avec les travaux de R.A. Fisher, puis s'est
développée pour elle-mBme avec les travaux de R.C. Bose, R,H. Bruck, M. Hal],

H. Hanmani, D.K. Ray-Chaudhuri, H.J. Ryser, R.M. Wilson ... , qui utilisent la

théorie des groupes, les géométries finies et la théorie des nombres.

:% Une configuration combinatoire classique, plus précisément une (n,k,A)zconfiguration
est définie comme une famille de parties 3 k &léments, d'un ensemble fini X 3 n

<

éléments, telle que toute paire d'éléments de X appartienne 3 exactement A parties.

Le point de wue adopté ici est différent : plutdt que de considérer des parties de

X, nous considérons des parties de PZ(X) ou de XxX. (On note par PZ(X) 1'ensemble

des parties 3 2 £léments de X). Plus exactement notons par AKn le multigraphe
complet (non orienté) , de multiplicité A, 3 n sommets : pour toute paire de
sommets il existe A arftes ayant ces deux sommets comme extrémités (dans le cas
A=] nous écrirons, suivant l'usage, Kn au lieu de }Kn) ; alors une (n,k,A)-
configuration est une partition des arétes de kKn en sous—graphes partiels complets
a k sommets (graphes isomorphes a Kk)' Plus généralement, G &tant un graphe simple
3 k sommets, nous définissons une (n,k,x) G-configuration comme une partitiom des
arétes de RKn en sous-—graphes partiels isomorphes & G. Dans le cas oi G est le
graphe complet Kk’ on retrouve les configurations classiques. On a une définition
analogue dans le cas ol G est un l-graphe (graphe orienté), une (u,k,r) G-configu-
ration est une partition des arcs de AK; en sous—graphes partiels isomorphes
aG; AK: désigne le A-graphe complet symétrique orienté (pour tout couple de

sommets (x,y) il existe » arcs d'extrémité initiale x et terminale y).

Nous &tudions ici le probléme de l'existence des G-configurations ; exactement G
€tant donné ou la structure de G &tant donnée (par exemple G est un cycle, circuit..)
nous cherchons pour quelles valeurs de n,k,% il existe une {n,k,x) G-configuration.
Par exemple nous montrons que si G est un circuit (orienté) de longueur 3, il

existe une (n,3,1) G-configuration pour n £ 0 ou | (mod.3) et n # 6, répondant ainsi
& une conjecture de C. Berge. Nous développons diverses méthodes, pour établir
1'existence d'une G-configuration, certaines généralisant des méthodes utilisées
dans la théorie des configurations classiques, d'autres nouvelles. Nous appliquons

ces méthodes surtout au cas ol G est un circuit.
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pans une deuxiéme partie (chap. II,I11,IV) nous considérons divers problémes
concernant les cycles dans les graphes, certains problémes ont &té imaginés par
aous-mémes, d'autres posés en conjectures dans la littérature mathématique. Un
probléme non résolu de la rhéorie des graphes, dd 3 Hamilton (1859) est de
trouver une condition nécessaire et suffisante d'existence d'un cycle hamiltonien
(cycle qui passe une fois et une seule par chaque sommet du graphe) dans un graphe.
Nous étudions dans le chapitre II diverses généralisations de la notion de cycles
hamiltoniens, résolvant en particulier des conjectures de J.L. Jolivet (1974) et
M. Las Vergnas (1972). Nous dtudions aussi les cycles familtoniens du graphe
représentatif des arétes d'un graphe G {graphe dont les sommets représentent les
arétes de G, deux sommets &aat adjacents, si les arftes qu'ils représentent ont
une extrémité commune), et nous caractérisons le graphe représentatif des arétes

d*un multigraphe (Annexe aA).

Un autre problZme, qui se pose 2 la fois en théorie des comparaisons par paires
{iantroduit par P. Slater) et en théorie des tournois (introduit par P. Erdos et
J.W. Moon) est de déterminer le nombre minimum dfarcs qu'il faut supprimer dans un
tournoi {ou dans un 1-graphe antisymétrique) pour obtenir un {~graphe sans
circuits. Nous considérons ce probléme d'un point de vue "hypergraphe” et résolvons
une conjecture de A.Kotzig (1972) en utilisant une méthode analogue a celle

développée au chapitre I.
PP P

Wous résolvons aussi partiellement une conjecture de M. Behzad, G. Chartrand et

C.E. Wall concermant les citcuits de longueur minimum d'un graphe (Annexe G).

Dans une troisiéme partie (chap. V) nous &tudions divers problémes sur les
hypergraphes g parti h—complet : hypergraphes dont 1'ensemble des sommets X est
1Tunion de q ensembles deux a deux disjoints, X, (1 § 1 & q) de meme cardinalité
et dont les ardtes sont les parties E, 2 h él3ments, de X, telles que }E n XiE < !
pour 1 & 1 g q- Ces hypergraches généralisent les graphes complets et biparti=~
complets. En particulier nous caractérisons les graphes représentatifs de ces
hypergraphes dans le cas q = h, répondant ainsi a un probléme de B. Grunbaum (1969)

et nous résoivons une conjecture de R. Laskar et W. Hare (1972) concernant le

nombre chromatique total du graphe g-parti complet.
Dans un article récent avec J.C. Meyer, ious avons montré que l'existence des

configurations classiques (étudides au chap. I) était reliée 3 la détermination

de certains paramétres ces hypergraphes g-parti n-complets {141,
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Formellement, cette thése comporte cing chapitres. Les deux premiers sont formés
essentiellement de résultats non publiés ou juste soumis pour publicatioms et les
rrois derniers d'articles parus ou 4 paraitre. Nous avens indiqué dans ces chapirres
juste les résultats essentiels et éventuellement des compléments . Nous avons
regroupé les articles en fin de la thése sous forme d'annexes {(4,8,C,D,E,F,G), de

maniére & Etre complet,

Nous indiquons maintenant les résultats principaux nouveaux, avec s'il y a lien
référence des articles ol figurent ces résultats. Nous joignons & cet effet-une

jiste de nos articles.

RESULTATS PRINCIPAUX NOUVEAUX

CHAP. 1 : Décomposition de K; en k-circuits et G-configurations

Nous développons 3 wéthodes pour résoudre le probléme de 1'existence dfune

G~configuration :

. la premiére : "méthode des différences (orientédes)" généralise la notion de
familles & différences de la théorie des configuratioms classiques (I1.2). Comme
application nous montrons l'existence d'une (n+i,n,1) Cn*COnfiguration [11] et

o

-
dfune (Z2n,n,1) Cn—configuration. Cn désigne le circuit orienté de longueur o.

. la deuxidme méthode (paragraphe I.3) est une méthode de composition avec les
graphes bipartis. Cette méthode est trés efficace mais re s'applique pas pour tous
les graphes G. Elle nous permet de résoudre le probléme de l'existence des

(n,k,)) G-configurations lorsque G est un circuit (ou cycle) de longueur paire,

{Une partie des résultats figure dans {iiu, ou lorsque G est une chaine {ou chemin).
Dans ce dernier cas nous retrouvons des résultats dé€ja comnnus dans la littérature
concernant 1'existence de G-configurations ol G est unme chaine (cornu en anglais
sous le nom d' "handcuffed designs'), nos preuves &tant nettement plus courtes

que celles connues et nous permetrent d'obtenir de nouveaux résultats,
P

. la troisiéme méthode {paragraphe 1.4) est une méthode de composition avec les
produits lexjcographiques (les résultats sont a paraitre dans [131). Nous obtencns
ainsi une preuve de l'existence des (n,3,1) E;“configurations pour n = 0 ou 1
(mod.3) et n # 6. Ce résultat qui démontre une conjecture de C. Berge (1972) a ére
gontré indépendamment par R.H. Bruck d'une part et N.S. Mendelsohn d'autre part.
Nous avions donné dans [7] ume premigre preuve. (Nous la rappelons dans le
paragraphe 1.5). La preuve donnée en I.4. est la plus courre des quatre preuves

. . - 3 - il o~ B +
existantes. Yous démontrons aussi qu'il existe une (n,5,!) C.-confilguration si
-

n 2 0ou } (mod.5).

Enfin dans (1.6) nous &tendous les méthodes zux problidces de recouvrement et

de “packings",
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cHAP. IT : Cycles hamiltoniens et généralisations

En (II.2)nous améliorons des conditions suffisantes d'existence d'un cycle

slémentaire de longueur » ¢, dues a L. Posa et J.A. Bondy .

ces améliorations nous permettent en IT.3 de résoudre une counjecrure de J.L.

Jolivet (1974) sur l'existence de cycles pseudo~hamiltoniens (cycles non £lémentalres

passant une fois au moins par chaque sommet). -

En I1.%4 nous résclvons ume conjecture ce M. Las Vergnas (1972) sur l'existence

*

d'arbres maximaux ayant au plus h sommets pendants (résultat publié dans (3.

En IL1.6 nous donnons des résultats pour le cas des graphes orientés (une partie

*

de ces résultats est parue dans [1]).

£n II.7 nous montrous que le carré du graphe représentatif des ar@tes d'un

»

multigraphe admet des cycles de toute longueur (résultat obtenu avec P. Rosenstiehl
(51)-

. Ceci nous a amenéd 3 caractériser les graphes représentatifs des arétes d'un
multigraphe. Dans 1'article [4] {que nous donnons en annexe A), nous donnens avec
J.C. Meyer des caractérisations en termes de cliques maximales et d'exclusion de

sous-—graphes.

CHAP. TIIT : Hypergraphe des circuits d'un graphe

Les résultats de ce chapitre sont parus dans les articles (2] et [10]

et constituent les annexes B et C respectivement,

Appelons 1{G) le nombre minimum d’'arcs gqu'il faut supprimer dans un t-graphe G
antisymétrique pour obtenir un graphe sans circuits et soit f(n) = max ©(G) le
maximum &tant pris sur les l-graphes antisymétriques 2 n sommets. Nous donnons
divers résultats sur f(n) et en particuller prouvons (dans l'annexe C) le théoréme
suivant conjecturé par A. Kotzig (1972} : pour n 2 10, f(n) » =(n) ol

n! n-i . - - < s
ﬂ(n): [?]{T]} est le nombre maximum de cycles deux a deux avétes disjoints
‘ J

de K .
n

CHAP. IV : Nombres de Ramsey pour les graphes orientés

Les résultats sont parus dans [9] et sent donnés en Annexe D.
G!"“'Gk étant k graphes orientés, on appelle nombre de Rausey R(G},...GP) le

plus petit entier n tel que pour toute partition (U}""’Uk) des arcs de K;, il
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existe un entier i tel que le graphe partiel engendré par Ui contienne Gi comme
gous-graphe. Nous prouvons qu'un rel nombre est fini si au plus un G, contient un

circuit et dans ce cas nous donnons une borme supérieure. Nous déterminons

R(F; R 1

— - - s
,G) ou Pn désigne un chemin 2 n, arétes et ou G est un !-graphe
-1 . .1 . .
gqui ;dmet un circuit hamiftonien.

CHAP. V : Hypergraphes g-parti hvcomplet;

> Ld
En V.! nous donnons une condition suffisante pour qu'un hypergraphe H'
p q ¥p

goit fortement isomorphe 3 un hypergraphe h-parti complet (q=h).

les résultats de V.2 sont parus dans [6] et sont donnés en annexe E. Nous
caractérisons les graphes représentatifs des arétes d'un hypergraphe h-parti
complet. Ces caractérisations généralisent des résultats antérieurs de A.J. Hoffmar,
J.W. Moon et 5.5, Shrikhande dans le cas h=2 et des résultats de R. Laskar,

M. Aigner et A.R. Rao dans le cas h=3 ("cubic lattice graphs"). L'existence de

caractérisation du type que nous donnons répond i une demande de Grunbaum (1969).

Les résultats de V.3 sont parus dans [8] et sont donnés en Annexe F. Nous
détemminons le nombre chromatique total du graphe r-parti complet, résolvant ainsi

une conjecture de R. Laskar et W. Hare (1972).

Enfin en annexe G (résultats parus dans [12]) nous prouvons certains cas d'une
conjecture de M. Behzad, G. Charrrand et C.E. Wall (1970). Soit £(r,g) le nombre
minimum de sommets que peut avoir un l-graphe G, r-régulier, de "maille™ g

(la maille est la longueur du plus petit circuit} Nous montrons que si r=2 et r=3

f{r,g) = r(g~I)+1.
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CHAPITRE I

DECOMPOSITION DE K; EN k-CIRCUITS ET G = CONFIGURATIONS

1.1. Introduction

Kh désigne le graphe simple complet 4 n sommets : deux sommets quel~-
conques sont joints par une aréte et une seule.

K; désigne le 1 graphe complet symétrique 3 n sommets :
deux sommets gueleconques sont joints par un arc et un geul,

Un k-cyele (resp. k-cireuit) est un cycle (circuit) &€lémentaire de longueur

k. Nous noterons un k-cycle (k-ecircuit) par la suite de s2s sommets :

(xl, Xypeoss X xl) avec X, #xj si i 4 j.

Dans ee chapitre nous &tudions essentiellement le probléme suivant :

pour quelles valeurs de n peut-on partitionner les arcs de K; en k-circuits,

c¢'est-d-dire pour quelles valeurs de n, Y; est-il décomposable en k-circuits

2 3 2 disjoints au sens des arcs, Dans la suite, lorsque nous emploierons

1'expression : " K;uest décomposable en k-circuits" il sera sous entendu
qu'ils sont 2 & 2 arc-disjoints. Une condition necessaire est que le nombre
d'arcs de K; : n({n~1) soit multiple de k, et que n > k.

(I. 1.1) si K; est decomposable en k-circuits, alors n > k et

ni{n-1)

131

0 (mod. k).

Dans la suite nous montrerons que, pour les cas résolus, cette condition
est presque toujours suffisante. Nous conjecturons que @

(I. 1.2) Conjecture. ' K; {n > k) est décomposable en k-circuits si et seu-

lement 8i n(n-1) = Q (mod k) excepté pour n =6, k=3 ; n = 4=k ;

n=§= ki,
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Remarque : La conjecture I1.1.2, dans le cas k = 3.a &té proposée par C, Berge.
Notre intér&t dans ce probléme a pour origine cette conjecture et une fois
que NOus avons pu la résoudre {I1.4 et I1.5), des discussions avec V. Faber,
qui g¢'intéressait au cas k = 4 pour des problémes de graphes planaires et
surfaces de genre plus &levé. Une partie des résultats ci-dessous a &t€ obte~

nue en collaboration avec V, Faber ils seront signalés par la référence [B6]

Decomposition de K.n en k-cycles,

Le probléme analogue concernant la décowposition de K en k-cycles
{2 2 2 ar@tes-disjoints) a &té &rudié par A. Rotzig {K2] et A. Rosa R3 ,R4],
Les conditions nécessaires dans ce cas sont que :
i) n soit impair : le degré de chaque sommet devant Etre pair.
{i) n{n-1)z 0 (mod. 2k) le nombre d'ar@tes Etant multiple de k.
A. Rotzig [K2] a montré que la condition est suffisante si k = 0 (mod 4)
et n = 2 pk+l ; A. Rosa a montré qu'elle &tait suffisante si k 2 2 (mod 4)

et n =2 pk + 1dans [R4) ; et si k impair et n =2 pk +1 ou n 2 pk + k dens [R3].

G- configurations

Le probléme de la décomposition de K; (Kh) en k-circuits (k-cycles)est
un cas particulier du probléme de 1'existence d'une G-configuration. (Nous
donnons ici la définition en termes de graphes). A I(_n (2 K:) désigne le mul~
tigraphe complet (A-graphe complet symétrique) & n sommets : deux sommets
quelconques sont joints par A arétes (arcs). G désignant un graphe simple

(l-graphe) & k sommets, une (n, k, A} G- configuration consiste en une parti-

tion des arétes {arcs) de X Kn {x K*ﬁ) en sous graphes partiels isomorphes
2 G. 5i de plus chaque sommet appartient au mémé nombre de sous graphes partiels

nous dirons qu'on a une (n, k, A,) G-configuration Equilibrée. Dans le cas

ol G est un graphe simple cette définition a &t& introduite par P. Hell et A.

Rosa [H3] scus le nom de “balanced G- configuration".
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{h cas important et trés &tudié est ¢ = Kk, dans ce cas une (n,k,)\) Kk-confi—

. . - 3 1
guration ntest autre qu'une (n,k,A\)-configuration (voir le cours de 1'auteur
W

{p4]) appelée aussi plan équilibré ou B,I,.B.D (Balanced incomplete block designs)

ef. M. RHall {H1]. Tne définition équivalente d'une (n,k,A)-configuration est :
;*5ﬂ¢!est un systéme de parties &4 k éléments d'un ensemble 3 n éléments telle que
toute paire d'é&léments appartienne 3 exactement A parties. .
- A s . Y s ma
" Notre probléme correspond au cas oud G Ek(k cirguit). D'autre cas ont &t€ &tu
*
digs dans la littérature en plus de G=C_ (k~cycele).

1 1"
~G est une k-chaine (chaIne ayant k sommets) sous le nom d'handcuffed designs

_par P. Hell et A, Kosa [H3] ; 5.H.Y Hung et N.5. Mendelsohn [H8] ; J.F. Lavless
..[Ll, L2].

- ¢ est un graphe biparti : C, Huang et A. Rosa [H5] et ¢, Huang [H6].

- G est le tournoi transitif & 3 sommets S.H.Y Hung et N,S. Mendelsohn [H9]
Remarque : 1 dans les cas oi G = Kk ou G est un k~circuit (k-cycle) ou d'une
maniére générale si G est régulier (d(x) = cte) ou si G est un l-graphe forte-
ment régulier (d+(x) = dh(x) =cte) alors ume (n,k,}) G-configuration est &quili-
brée. Le paramétre r nombre de sous graphes partiels isomorphes 3 G, qui contien-

- bent un sommet quelconque x est domné par r= A(n-1)/d o d est le degré (ou
demi degré extérieur) d'un point quelconque de G.
2. G étant un graphe simple soit gf le l-graphe symétrique obtenu
& partir de G en associant i chaque ar@te de G. {x,y} les 2 arcs opposés (x,¥)
C - et (y,x). On a alors

(I.1.3) : L'existence d'une (n,k,\) G-configuration (équilibrée) est &quivalen-

13
te 3 1'existence d'une (n,k,A) G -configuration(dquilibrée).

Démonstration :- Il suffit d'associer & chaque sous graphe partiel de la décom-

*®
position de AKn, isomorphe & G, le sous graphe partiel, de lKn, symétrique,

, *
1somorphe 4 G et réciprogquement.

%

[ - .
D'autres résultats concernant le cas G = Ck apparaissent dans [H7]
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. . = . I
De méme G étant un graphe simple, soit G un l~graphe antisymétrique obtenu

B + - = £ -
g partir de G en orientant les ar@tes de G d'une certaine manidre.

{i.l.&} Si ¢ est isomorphe 3 son opposé & , alors Y'existence d'une (n,k,A)~-

ration (8quilibrée) entrafne 1'existence d'ume {n,k,A} G-configuration

(Bquilibrée).

gi @ est l-graphe antisymétrique, soit G le graphe simple sous jacent c'est-

1 btenu en associant & l'arc (x,y) de G 1'arGte {x,v}.
ire o y

{1.1.5) L'existence d'une (n,k,}) ¢ —configuration (équilihrée) entraine 1l'exis-

g&ﬁﬁa d'une (n,k,2)x) G-coniiguration (équilibrée).

" pémonstration : A chaque sous graphe partiel de AK: ; isomorphe 3 E, associons
. fi3 sous graphe partiel sous jacent, isomorphe i G, de EAKn (car aux A arcs oppo-
3 §§3 (xy) et (yx) de AK: sont associés 2X arites {xy} de AKn).

| La réciproque dc¢ la proposition I.1.5 est fausse comme le montre 1'exemple
suivant : il existe une (6,3,2) G-configuration avec G = C3 = K3 (résultat
¢lassique voir M.Hall [H1] P 291 n® 4), mais comme nous le verrons au 1.2.22

il n'existe pas de (6,3,1) E“configuration avec G = ¢ (3=circuit).

3

Signalons enfin la proposition suivante évidente.

 §;*1f6) : l'existence d'une (n,k,Al) G-configuration (€quilibrée) et d'une

{n,k,2,) G-configuration (équilibrée) 1'existence 4'une (n,k,ph,+qA.) G-confi-
- 2 q 1720

.-gg:ation (8quilibrée).

'.Hous allons développer 3 méthodes pour résoudre notre probléme. Ces méthodes
#’appliquent aussi aux autres cas et nous permettrons de trouver de nouveaux théo-
rémes ou d'obtenir de maniére plus courte et plus unifiée des résultats connus.
Pour ne pas alourdir 1'exposé nous donnerons les démonstrations complétes pour les

R-circuits et simplement les résultats (lorsque les démonstrations sont identi-

Ques) dans les autres cas.



I.5

1.2 Méthode des différences (orientées)

Nous allons donner un certain nombre de lemmeg, basés sur la méme idée. Ces

lemmes nous permettrons de construire des (n,k,A) G-configurations ;nous

appliquerons ces constructions essentiellement au cas ol G est un k-circult.

pans ce paragraphe I désigne un groupe, mon nécessairement abélien,

noté additivement. Dans les exemples T sera z/ nZ .le groupe des entiers

T

relatifs modulo n. Si G est un l-graphe ayant pour sommets les &lEéments
de T : G= (T,U) et 8i g€ I' , G+g désigne le l-graphe ayant pour sommets
leg &léments de T et pour arcs les couples (x+g, ytg) avec (x,y) arc de

G, On définit de méme G+g pour un graphe simple.

(1.2.1) Lemme : Soit [ un groupe d'ordre n, et soit Gi = (r, Ui)

(i € 1) une famille de l-praphes ayant pour sommets les &léments de 7. A

chagque arc u = (X,y) de Ui (i € 1), associons 1'élément de P : d (u) = y~x,

I1 y a équivalence entre :

(i) 1la famille { d (u) : u € Ui’ i € T} contient exactement A éléments

Sgaux A 6 ol 6 est un &lément de T - {¢}.

(ii) Tout arec (x,y) de T x I' wérifiant y~x = & apparait exactement

A fois dans la famille {Gi+g : g €I, 1 €1},

Démonstration : Soit (x,y) un arc de T x T, tel que y-x = §., Il y a équivalence

entre {X,y¥) est un arc de Gi+ g et 1l existe un arc u de Gi verifiant d(u)=§,

d'ot 1'équivalence du lemme,

{1.2.2) Avec les notations du lemme il y a équivalence entre :

(1) 1les éléments de {d(u) : u € Ui’i € I} sont tous distincts.

(i1} les l-graphes {Gi+g : g €T, 1 € I} sont 2 & 2 arc disjoints.

C'est une conséquence du lemme avec A = 1 et § prenant successivement cha-
que valeur de 1'ensemble {d(u) : u E Ui, i€ 11,
Convention : dans la suite nous supposerons que G est un graphe sans points

isolés et nous dirons par abus de langage que Gi est isomorphe 3 G, Ei.Gi moing

8¢5 points isclés est isowmorphe & G.
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(1.2.3) Avec les notations du lemme il y a Equivalence entre :

{i) les 1-graphes Gi sont tous isomorphes & un 1*graphe G diordre k et

la famille ( d(u) @ u € Ui, i € T } contient tout &lément de I'-{0}

—

exactement A fois.

i

(ii) les l-graphes {G. + g : g € T, i € I} forment une (n,k,})

G-configuration &quilibrée,

[ (ii) signifie qu'il existe une (n,k,}) Gnconfigurétion consistant en la parti-
tion des arcs de AK;, en sous graphes partiels, qui sont les
{Gi+g:gET‘,i€I}*]

La proposition (I.2.3) s'obtient en appliquant le lemme 3 chaque é&lément

de I'-{0}. La configuration est &quilibrée par comstruction,

(1.2.4) Théoréme : si n est impair, n > 5, K; est décomposable en (n~1)~circuit.

clest-a-dire il existe une (n,n~1, 1) 8;“ -~ configuration.
La S s Sbme Amt

1

[ ce théoréme figure dazs [Eg], mais la construction donnée ici est diffé-

rente. ]

. . . - . .
Démonstration : Soit I = zZ/nZ et Fo 12 (n=1)-circuit :

60 = (bevy 0y 0=1-q, ..., A,.n=2-2 ./.,.,0) avec a et B entiers tels

que 0 <u ﬁv[%i -1 2t [E& < B‘i_[gl -1, Par [x] on désigne la partie
entiére de x. On vérifie que E; ect bien (n~1)=circuit et que
{d(u) : u arc de EO}= I {0}, On en déduit d'aprés (I.2.3) l'existence d'une
(n, n—-1, 1) 3n”1“configuration.
Exemples : n = 5 Eo (0,4,1,2,0) et la (5,4,1) anconfiguration est formée
par les 5 4-circuits Eo+i = (1, 4+i, 1+i, 2+i, i) oll 1 € Z/5%.

n=7 € =(0,6,1,4, 2,3, 0.

o]

Cas non orienté.

On obtient des résultats analogues au cas orienté, A condition d'associer

& chaque aréte e = {x,v}, les deux Zléments de I' : * d(e) = t(y-x). A titre

1
d'exemple, nous donnons l'aralornz de (I.2.3) ; la démonstration est identi-

que 4 (1.2.3).
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(1.2.5). Soit I un groupe d'ordre p, soit Gi = (T, Ei) (1 € 1) une famil-

1e de graphes simples, ayant pour sommets les éléments de I', et isomorphes
et

3 un graphe simple G d'ordre k. Il y a &quivalence entre :

(i) La famille { + d(e) : e € E. , i €1 ) contient tout &lément de

r - {0} exactement X fopis,

(ii) Les graphes simples{ Gi *g:g€Trl,1i€11} forment une (n,k,A) G-

Remarques i 1. Dans le cas ol G = Kk, on peut définir Gi par le sous
< s i i
engemble de T', formé des sommets nonm isolés de G, : 4, = {al...ak}.

On a alors F.= {a;, a;,}, }#iv1<3, <k}, La famille

{+d (&) : e € Ei’ i € I} s'éerit alors {a?—a?t i i, 1 <j,jr< k} et la
condition (i) de (I.2.5) exprime que la famille de parties Ai est une
{n,k,2) famille 4 différences et (I.2.5) traduit 1'équivalence entre 1'exis-
tence d'une (n,k,)) famille 2 différences et 1'existence d'une (n,k,A)=~
configuration (ou B.I.B.D) . La notion de famille & différences et 1'équi~
valence sont dues A4 R.C, Bose [g7] (voir par exemple les propositions 5.2

et 5.3 de [B4) ou M. Hall [g1]Th 11.1.2 et 15.3.1 et exemples des chapi~-

tres 11 et 15),

2. Dans le cas ol G = Pk’ la proposition (1,2.5) donne le
théordme 1 de J.F. Lawlege [L1]). Dans cet article 1'utilisation de cette
méthode permet de résoudre le probléme de 1'éxistence des (n,k,A)Pk~configura~
tion pour A =1 et 2, (voir 1.3.39, 45,48).

Adjonction "d'un sommet = ",

Dang certains cas on peut avoir bescin de laisser un (ou plusieursy élé-

mente invariants par I, Par exemple une décomposition de K; en 4 S-cimuits

est C; = (5, g, 3+g, l+g, 2+g, 5) ol g €T = 2/4 2.
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Chaque circuit peut s‘écrire'ﬁo + g 4 condition cde supposer 5 + g = 5,
c'est A direl invariant par 1'action de T, Un tel élément sera noté = et
on suppose que * + g = @, pour tout g €T, 012 :

(1.2.6) Lemme : Soit I' un groupe d'ordre n et ® un &lément tel que

w4+ g == (g€ . Soit G, = (r U=}, u), L €T, une famille de 1-graphes

ayant pour sommets les Eléents de T' 4 {=}, Il v a &quivalence entre :

(i) La famille { d{u) : u € Ui N(TxTI), i €1} contient X Eléments

égaux 2 8, le nombre d'arcs (=,x) ol x € I' est égal 8 p, le nombre d'arcs

(x',=), x' €T est égél aT.

(ii) Dans la famille {Gi+g : g€, 1i€T1} tout arc (x,y) de ' x T

vérifiant y-x = § apparait X fois, tout arc («,g) avec g ET u fois et

tout arc (g,») avec g € T y fois.

Démonstration : Elle est identique 3 celle du lemme (I.2.1) en remarquant

que 81 {=,x) ou (x',») est un arc de G, + g, il existe un arc (=, x~g)

ou (x'~g, =} dans Ui et réniproquemenf.

(I.2.7) Exemple ZKE est décomposable en 4 -circuits,

Nous appliquons le lemme avec TI' = Z/ 57 et les l-graphes :
C
2= (0, 1,3,2,0 " & =(w0,1,3% ° &=(041m

-+ -+
Ona {d (u) : u € (C0 U ¢, v 32) na2(rxr)=2(r-{o}), 2 arcs (»,0), un arc
(3,2)et (2, =). D'aprés (I.2.6) tout are dUZR%. construit sur T U {=} appa-
ralt dans exactement deux des graphes : { Ei +g:pg€2Z/52,1i=0,1, 2},

(I.2,8) Théordme [Bgl. Pour % > 4, K{+1 est décomposable en k-circuits

o jv

{ou i1 &xiste une (k + 1, k, 1) -configuration).

k

Démonstration : Nous donnons ici la démonstration de [B6). Dans le cas k

Pa31r, en posant k= n~1, on retrouve 1: thioréme (1.2.4) avec une construc~

tion différente.

Cas 1: kpair > 4. Soit T = z/kz et le k-circuit C_




. ares ude T X T vérifiant 4 (u) # 0,1, les arcs (=, g) et (g, =) ol

a = (m,.gs, CI, k"l“u; sy "‘5'
o 2
k

o< a < 3~ 2.0na {d (u) : u arc de 6; n(rxrT) =71~ {0}~ {1}

—

_1’m)

_ an arc (»,0) et un arc (% -~ 1, =). D'aprés le lerme (1.2.6) dans les

:1-graphes (EO +g, 8 € 7/kZ) apparaissent exactement une fois tous les

g € I', Les seuls arcs du Kk 1 construit sur T U {= } non utilisés sont

peux de T X T vérifiant d (u) = 1. Or ces arcs forment le k-circuit
2= (0, 1, 2... k-1, 0). On vérifie qu'on a bien en tout k + 1 k~cireuits.

: k impair > 5. it T = z/kZ et le k-circui :
cas 2 : k impair > 5. 5ol r /kZ et le k-circuilt '(fo

2 L (ereens oy kLo, By k27 Byuns @) 00 0 <o < F1-1et
; <oz

[ 7 k] <p<l -] - 1. On a un arc (=, 0) ; un arc ( [%], w ) et

{(d () :u€ E; n{rxr)t=r=~{oy-{I —-] + 1}, D'aprés (1.2.6)
'dans les l-graphes { ? + g, g €2/x2} apparaissent exactement une fois
tous les arcs u de I x 1 vérifiant 4 (u) 4o, [ = k } + 1 ; les at¥s

(=,g) et (g,=). Les arcs du K;+1, construit sur [ U {=} non utilisés sont
ceux de ' x T vérifiant d (uw) = [ %—] + 1 et ces arcs forment le k-cir-

_— . K . k
cult C“(nat,],['ﬁ"]"’l"’],so-) avec Oiji[il

On peut domner aussi les propositions analogues 3 (1.2.2) (1.2.3) et

(1.2.5). A titre d'exemple donnons celle analogue a (1.2.5) :

(1.2.9). Soit T un groupe d'ordre n, @ un élément tel que @ *+ g ° 7 et

soient G, = { T U {=}, E; } une famille de graphes simples isomorphes &

un graphe simple G d'ordre k. Il y a équivalence entre :

(i) La famille { + d (e) : e € E n(rxr),i€1} contient tout glé~

ment de I~ {0} exactement A fois et la famille { Ei : 1 €71} contient A

arétes [o,x}.
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(ii) les graphes simples { G, + g : g €T, i € 1} forment une (m+l, k,A)

Gnconfiguration (pas forcément &quilibrée).

Remarque : Dans le cas G = Kk on retrouve la prop. 5.5 de {B4}, voir aussi

: M, Hall [Hl: chap. 15].

(1.2.10) Théoréme : pour k > 3, il existe une (k, k, 2) Gk~configuration.

pémonstration : posons o = k=1, soit T = Z/n Z et

&4i u pair : %*(m““,mnﬂm”hw)éwcOiuﬁ%—l

gi n impair : C = (=,..4y B, n-1-8,..., [ %»], © ) avec 0 < B < [ %~] -1;
1es hypoth2ses de (i) de (I.2.9) sont vérifides avet X = 2, d'ofi le résultat.
Dans le casn pair (k impair) le lemme (I1.2.6) avec

. .
r = Z/nZ et CO = ( ®,,,, ¢, nl-a,,., = ) oli O <o 5‘%,_ 1 donne :

€1.2.11) Théoréme : si k est impair >3, il cxiste une (k, k, 1) ak“

~configuration. ( Ce théoréme est une conséquence par (I,1.4) de 1'existence

d'une (k, k, 1) Ck—configuration pour k impair : voir C. Berge [B2, chap 11
Th. 3 ]. Nous reviendrons sur le probléme de 1'existence des (k, k, 1)

3Lwconfiguration55 la fin du paragraphe ; 1.2.24.)

‘"Sous groupes fixant G",

‘Nous diruns qu'un l-graphe G = (T, U) est fixé par 1'élément g de T

81 G + g est identique & & {(en tant que l-graphe). Nous dirsns que €
- est fixé& par un sous groupe de T, s'il est fixé par tout €lément de ce sous

groupe. Nous noterons par I (G), 1'ensemble des &l8ments de TI' fixant G ;T (G)

est aussi le plus grand sous groupe de T fixant G.
Exemple : Soit I =,2/10% et G le 6-circuit C = (0, 1, 9, 5, 6, 4, 0).

C=C+5=(5,6,4,0,1,9, 5)et C+g#Copourgt 0,5 Donc I (C) ={0,5}.
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{1‘3;12) Lemme : soit T un_groupe d'ordre m, G, = (T, U,) une famille

de 1-graphes et goit l F(Gi) 1 1'ordre du plus grand sous groupe figant Gi'

-

1Ly a8 équivalence etitfe :
(i) 1'élémedt & de r- {0} apparait A, EF(Gi)l fols dans 1a famille

{d (u :u€ Hi},

(ii) fout arc (x,y) de I' x T vérifiant y-x = & apparalt hi fois dans

* R
l;g&é&gélgﬂ Gy formé des l-graphes distincts de la famille {G.+g : 8 €T},

_ pémonstration : Soit (x,y) un arc de I x T vérifiant y-x = 6, si ( x,¥)

st un arc de Gi + g, (x,y) est sussi un arc de Gi + g + h pour tout

h apparlenant ar (Gi) et réciproquement, Il y a donc &quivalence entte :
- (%, ¥) apparait A fois dans 1l'ensenble G: et -~ (x,y) epparait
A Ir ( G, ) | fois dans la famille { G, + g : g €T } ou encore - i1
existe A, {r (Gi) | arcs de Ui vérifiant 4 (u) = 6.
Rgmargues : S1 T (Gi) se réduit au 0 de T on retrouve le lemme 1.2.1.
Dans le cas non orienté@ et Gi isomorphe 3 Kk on retrouve la proposition 5.4
de [34) ol le thBordme 15.3.1 de M. Hall [411.

{1.2.13} Théoréme : Il existe une ( 6p + 4, 4 p + 2, 1 )'t ~configuration.

4p+2
Démonstration : Soit I = Z/ (6p+4) Z et soient les (4p+2)-circuits :

. E' = (bye,a, 6Bp+ 3 =-d , ... , 0) 030 <a<12p;
E @ (Oyuee, By, 6p *+ 4 = Byuuey 3P+ 2,000, Yy 6P + 4 -~ v5..., 0) ol
1<B<p et 3p+3_<_75_4p+2.0nar(é'0)={0};r(61)={0,3p+2}.

" Les éléments de T de la forme :

-

]

2k : 1<k < 2 p apparaissent une fois comme d (u) : u € E;.

-2k

..

2p + 1 <k < 3p +1 deux fois ccrme d(u) : u El'

€
| -2%k+1:0 <k <p -1 deux fois comme d (u) : u € 61,

=."2k+1:p<k <3 p+1 une fois come d (u) : u € E;.
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D'aprés (1.2.12) on conclut que tout arc de T x I' apparait une fois exac-
tement dans 1'un des ensembles : { Eo +g:g€ET i ou l'ensemble des gra-
phes distincts de la famille { 61 +gtg€Tl}. (On peut ici noter que cet
ensemble est égal & { 61 + havec h=0,1,... 3p +1°}.)

Exemple : p = 1 ; T = Z/10 Z EO =(0, 9,1, 8, 2, 7,00 ;

El = (0, 1,9, 5, 6, 4 0).

"
(1,2.14) : K ,. est décomposable en 10-circuits.

Démonstration : Soit I' » Z/15 Z et les lO0-circuits :

-

¢ = (0, 14, 1, 13, 2, 12, 3, 11, 5, 8, 0) T (30) « {0}
-

¢, ~ (0, 1,6, 7,12, 13,3, 4, 9,10, 0 T @) = {0, 3, 6, 9, 12}

¢, = (0,11, 9,5, 3,14, 12, 8,6,2,0 T @) = {0, 3, 6, 9, 12}

{d:u €C )=1{23,4, 6, 7,8, 9 10,12, 14} ;

{d@:u € Ei }={,5,1, 5,1, 51,5, 1, 5}

fa @ :u €8, )={11,13, 11, 13, 11, 13, 11, 1311, 13 }.
On conclut d'asprés le lemme (I,2.12).

(1.2.15) : K¥%,, est déccmposable en 14-circuits.

21

DEmonstration : on applique (I1.2.12) avec T = 72/21 7 et les l4-circuits :

2 =¢o, 3,9, 18, 19, 10, 4, 1, 5, 13, 11, 16, 15, 7, 0) 3 T (Eo) = {0},
2. = (o, 2, 9, 11, 18, 20, &, B, 15, 17, 3, 5, 12, 14, 0)
= (o0, 10, 6, 16, 12, 1, 18, 7, 3, 13, 9, 19, 15, 4, 0}
= (0, 11, 6, 17, 12, 2, 18, 8, 3, 14, 9, 20, 15, 5, 0)

r @)

#

r@y=r@)=10,26,9,12,15, 13},

Remarque : Le lemme (1.2,12) ne peut s'appliquer pour la construction d'une
&

décomposition de Kg

existe (voir I.3.14). Ceci suggére donc la conjecture suivante,

» . - s -+ a -
en 6-circuits., Méanmoins une (9, 6, 1) 06~conflgurat10n
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(1.2.16) Conjacture : il existe une (6 p + 3, 4 p + 2, 1} E& p 4 zwconfiguration.

On peut aussi donner des gdnéralisations de (1.2.6) et (1.2.12) et des pro-

- .. 4oy . € ¥ 1
positions analogues, en considérant & la fois des 'sous groupes fixant Gii

et "r'adjonction d'un point = " Nous nous contenterons d'illustrer ceci sur un

exemple, les &noncés &tant analogues 3 ceux de (I.2.6) et (I.2.12).
*
Klﬁ

. =2 -
Soit T'= Z/ 15 Z Co; (0, 1, 6, 13, 7, 0y C

(1.2.17) Exemple : est décomposable en S-circuits.

= (0, 10, 6, 3, 1, 0)

1
¢, = (=, 0, 2,6, 12, = ES = (0, 3, 6, 9, 12, 0). On a
r (&) = {0} pour i =0, 1,2 etT ) =10,3,6,9, 12},
{d(u):uedzoz.s"(’:lu"&z)ntrxr)}ur-{o,a}.
{d(u) :u E-EB } contient | T (EB) | = 5 fois 1'élément 3 de T, enfin on a
-

un arc ( =, o) et un arc (12, «) dans C Ceci entraine que 1'ensemble des

9°
. . L3 + . —’ » ’ '
circuits distinects des { Gi +g:i=0,1, 2,3 : g€T } forme une

(16, 5, 1) C - configuration,

Adjonction de plusieurs "sommets =" et décompesition de K;k en k-circuilts,

Au lieu d'ajouter comme en (I.2.6) un sommet =, nous allons ajouter un en-
semble de sommets A_ = { mj, j €J }. Nous avons le lemme suivant, de démons-
tration identique 3 (I.2.6), qui nous permettra de prouver la conjecture
(1.1.2) pour n = 2k.

(I.2.18) Lemme : Soit [ un groupe d'ordre n, A_= { = ] €J } un ensem-

ble de sommets tel que mj + g = mj (g €T ). Soient Gi = (I 1T A Ui ),

o

i1 € I, une famille de l-graphes ayant pour sommets les &léments de T U A_

I1 y a équivalence entre :
(1) la famille { d (u) : u E Ui N (TxT), i€ 11} contient
A €léments Egaux 4 § ; le nombre dtarcs ( mj, X)), oi x €T, eat &gal & uj

-~

et le nombre d'arcs ( x, mj ), o8 x €T, est égal 3a Yj'
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(ii) Dans la famille { G, +gtg €Tr, i €71}, tout arc ( x, y ) de
I x T vérifiant y -~ x = § apparait A fois, tout arc ( mj, g), avec g €T,

¥ fois et tout arc ( g, wj ), g €71, Yj fois.

*
(1.2.19) Pour p > 1, K

est décomposable en 2 p + 1~ circuits.

4p+2
Démonstration : Nous allons appliquer (1.2.1B) avec I'= Z/2 p Z ; les som~
w®
mets de K 4p+ 2 seront indexés 0, 1,... 2 p -~ 1 (&léments de T') et

5 ﬂl""m2p+1 » €léments de A . Les 2 p + 2 gommets de A engendrent

un sous graphe isomorphe & K*Z P+ 2 ,qui peut &tre décomposé en 2 p + 1-
circuits d'aprés le théordme 1.2.8. Les arcs trestants de A x T, T x A et

T x I', peuvent &tre partitionnés dans les circuits C + g, C'+ g, C'' + g avec
g €ET et :

T (25 0, =, 2p 1, couy A, 2p-1°350ee, P = 1, =),

a

oi A=1,2, ..., p ~ 2 ( ce qui suppose donc p > 2 ).

g = ( Oeeey U, uu+1,,r., 0},

e,' (0"00) ZP’us” phery 0)’

pHl+u
ol pu=1, 2...p .
ona:{d@ :v€C N(TI'xT)Yar-{0,1,2p~11};
{d () :u€E Tt 0 (TxT)}Y={1} s {d @ :uvweT'N(TxT)}t={2p-~-1 }
don¢ d'aprés (T1.2.18) tout arc de I x T apparait exactement 1 fois, On a exac-
temént un arc ( ®i . X Y et ( x*, @y ) dans CUC U

-~ . -+, . -
(Cpour j =0, 1 ;C'pour j=2,,.p+1;C'" " pour j=p+2,...,2p+1)

3 -~
donc d’aprés (I.2.18) tout arc de A x T et I x A_ spparatt exactement une fois.
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*

Exemple : p =2 T = 7/ 4 Z, La décomposition de KlO en 5-circults est donnée

par les circuits suivants

—p .
E = mo s 0, mls 3, 1, mo ) » C+ 1= ( m0: 1, ml’ o, 2, mo )
-> -5
C+2m=( ©or Zr ®ys 1. 3, @ ) iCr3=d ®or 3 ®pp 2, 0, "o )
- . "
q‘ = ( 0| 1) mz! 2) m3, 0 ) * C +1= ( 1! 2! wzi 3! m3’ 1 ) L]
'E' + 2= (2,3, =, 0, = 2) : E' +3=(3,0, = 1, =., 3
» * 2 ¥ 3! » * ’ 27 L] 3’ H

Tt =(0,3, @, 2 ©,0) LCTT A1 (1,0, =, 3, 2, 1) ;

1 ¥ 4, 1 5’ ’ ¥ 4) 3 5) *
-+ - .
C'' + 2 = ( 2, 1, “4’ 0, NS! 2) H C't + 3 = ( 3, 2, MQ’ 1, w5’ 3.

* + +
(1.2.20) ¢+ Pour p > 2, K& est décomposable en 2 p - circuits.
2o p

Démonstration : Nous allons appliquér (I.2.18) avec

r=2z/Qp-Dnz et A= { @0 @y “2p }. Le sous graphe partiel engendr@
*
par les sommets de A est isomorphe & K et peut~ 8tre décomposé en 2 p=-
o 2p+1

circuits d'aprés (71.2.8). Les arcs restants de A_ x I, T x A_ et I x I peuvent
~ . . . p rx riE

étre partionnés dans les circults C+g,C' +g, C + g, avec g € T :

Y

cC = ( mo’ 0, wl’ 2P = 2,000y Ay 2P =2 7 A0, U, 2D "3 " Uy mo) avec
Lere B -nee (B cusp-2,

(Dans les cas p =3 et p = 4 le paramétre X n'intervient pas, le cas p = 2

ne rentre pes dans cette construction),

-
C'“(O, 2?"'2; p—l’ wz, '1‘) ml'+2 AL | 0)!
avec 1< A" <p - 2,

-.Vl

C = (.‘_, u"mp+1+uss:--.’0),

avec O<yu' <p-~-1,
- F 3 _. * * * r * .
On vérifie que ¢, C', C'' sont bien des 2 p-circuits (&lémentaires). De plus
-
{d :w€cnN(rxr) }y=r1r-1{0,2p -2, p} et
-
{d(w) ru€C'N(IxT) }={2p=~-2,plavec2p=~24¢#p, pourp>2;

donc d'aprés (I.2.18) tout arc de T x T apparalt exactement une fois dans

-+ >
C+getC' +g, pg€T,
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Enfin on a exactement un arc (mj, x) et un arc (x, mj) dans U T vl
I * ” 4 r
(CTpour 3 =0,1;C" pour j =2,,.., p; " pour j = p + 1,.,., 2 p et

done d'aprés (1.2.18) tout arc de A x T et I x£_ apparalt exactement une

fois,
- .

Exemple : p=3; TwZzZ /52 ;C=( =1 0, = 4, 1, 2, = )

C' = (0, 4,2, ©,1,®,0)et C'"'=(0,,1, o, 2, ,0)

14 ¥ ¥ 2! 3 3? 3 49 ] 5’ ’ 6’ +
—p
P25 TT=2 /92 ;C=( mo, a, Wl, 8,1, 7, 2, 5, 3, 4, mo)

* .

¢t =1(0, 8, 4, mza 1, “"3’ 2, “’4, 3, “’5: 0) et

.

¢t (0, mﬁ’ 1, °°7: 2, °°83 3, mgs 4, mlO’ 0).

Nous allons &tudier directement ce qui se passe pour les deux cas ( k =.3 et
k = 4 ) non couwerts par (I1.2,19) et (I.2.20).

*x
(1.2.21) ((B6]) : K

Démonstration : Nous donnons directement les 14 4-circuits de la décomposi~

est décomposable en 4 ~ circuits.

tion, les sommets &tant indexés de 1 & B8,
(15 2) 3’ 4, 1)’ (1, 43 3’ 29 1)1 (59 65 73 8! 5), (5! 8’ 7! 6’ 5)9 (1"35 7! 53 1)

(2, 4, 8,6, 2), (1, 6, 8, 3, 1), (5,7, 4, 2,5, (1, 5, 2, 6, 1), (3, B, 4, 7, 3)

(1, 7, 2,8, 1), (1, 8, 2, 7, 1), (3, 5, 4, 6, 3), (3, 6, 4, 5, 3).

*
(I.2.22) (IB3l]) : Ke n'est pas décomposable en 3-circuits,

Démonstration : Supposons que les gommets soient indexés 1, 2, 3, 4, 5, 6 et

- * I3 +
qu'il existe une partition des arcs de X, en 3-circuits. Le sommet 1 appar-
]

-~

tient 3 5 3-circuits. On a deux possibilités.

Cas 1 : Aucun des 3-circuits contenant 1 n'est le symétrique (circuit obtenu en

renvergant l'orientation des arcs) d'un autre ; et & une indexation prés des
gsommets 2, 3, 4, 5, 6, les 3-circuits contenant 1 sont : (1, 2, 3), (1, 3, &),
(1, 4, 5), (1, 5, 6), (1, 6, 2). Parmi les arcs contenant 2 et non rencontrég -
dans un des 3-circuits ci-dessus l’arc (2, 4) doit apparaitre dans le 3I~circuit
{2, 4, 3) les arcs (4, 5) et (6, 2) ayant été rencontrés ; (2, 5) dans le

3-circuit (2, 5, 4) les arcs (5, 6) et (3, 2) ayant &té& rencontrés et (2, 6)
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dans le 3-circuit (2, 6, 5). Il reste alors les & arcs (3, 5), (5, 3) ;
(3, 6), (b, 3) et (4, 6), (6, 4) ne pouvant pas former deux 3I~circuits,

Cas 2 : Il existe deux 3-circuits contenant i,symétriques 1'un de l'autre
(i1 ne peut pas exister 4 3-circuita 2 & 2 symétriques contenent 1, simon
il resterait 2 arcs opposés d'extrémit@ 1 ne pouvant pas appartenir & un
3~circuit élémentaire par définition). A une indexation prés des sommets

2, 3, 4, 5, 6, les 3~¢ircuits contenant 1 sont (1, 2, 3), (1, 3, 2),

(1, 4, 5), (1, 5, 6) et (1, &, 4). Parmi les arcs contenant 2 et non rencon-
trés (2, 4) doit apparaltre dans le 3~circuit (2, &4, 6), les arcs (4, 5)

et (3,2) ayant &té rencontrés ; (2, 5) dans le 3-circuit (2, 5, 4), les arcs
(5, 6) et (3, 2) ayant été rencontrés et (2, 6) dans le 3-~circuit (2, 6, 5).
Il reste alors les b arcs (3,4); (4, 3) ; (3, 5), (5, 3) et (3, 6), (5, 3)

ne pouvant pas former deux 3I-circuits,

X
On pe’ t résumer l'existence d'une décomposition de K2 K P k~circuits dans

le théoréme suivant, qui prouve la conjecture (I.1.2) pour n = 2 k

(1.2.23) Théoréme : Il existe une (2k, k, 1) Bk_ configuration si et

seulement si k » 3,

*
(I.2.24): Décomposition de kK en circuita hamiltoniens,

Le probléme de 1'existence d'une décomposition de K.n en cycles hamiltoniens
(existence d'une (n, n, 1) Cn— configuration) est classique et il est bien
connu (voir C. Berge [B2 chap. 11, Th. 3] qu' une telle décomposition existe
8i et seulement si n est impair. Dans le cas orientd, on peut se demander
pour gquelles valeurs de n, il existe une (n, n, 1) E;-configuration, clest-
3 dire une déccmposition de K: en circuits hamiltoniens ( un circuit hamil-
tonien est un circuit &lémentaire passant une fois et une seule seule par

chaque sommet : voir chap, II ). D'aprés (I.2.11) une telle décomposition
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£i n est iwmpair, Four m = 4 et 2 = & up emamen de rous les cas pos-

les genrre quiume telle décompesition n'axiste pss. Ceci expligue que
Sl i
dans 1A conjecture (I.1.2) nous avons Elimind n = 4 = k et n = 6 = k.
&
[§1 ] a &crit un programme pour ordinateur, qui a confirmé ce

5, panire®

&
£sultat €t exhibé pour Tia 8, 10, 12, 14 une décomposition de K en circuits
résul .

sjroniens. (Gans DM{1]) 11 Etair affirmé par evveur, que pour o = & ung
-4
relle gécomposition n'existait pas). Une décomposition de KB est donnée par

lea 7 E*Circuits : (ls 2: 3, "4; 5: 5: 75 8, l)n (13 3: 2: [*’ 6? 55 8’ ?9 1)’

(1, s 2+ s, 7, 3, 8,6, 1) (1, 5,2,6,8,3, 7,41 (1,6,4,7,2, 85 3, L
$ ¥

(1, 7 6, 3, 5, &4, 8, 2, 1) (1, 8, 4, 3,6, 2, 7, 5, 1). Avec une version

améliorée de ce programme V. Faber (voir [R&) a prouvé 1l'existence d'une telle

déaompoﬁi“ian pour 1 = 16 et 18,

vy probleme dquivalent i celui~ci est un probléme du 3 E.G. Strauss : pour

b3
quelles valeurs de k, peut—on décomposer K en chemins hamiltoniens (existen—

rune (K, k, 1) ? ~confipuration), probléme Etudié par N.S Mendelsohn
ce d ¥ k

fui ), J. Denes et E. Torok [p1]). En effet 1l'existence d'une décomposition

* - . - = - . . . -
de ¥ €D circuits hamiltoniens est &guivalente & l'existence d'une décompo-
|

x

sition de Kn 1 en chenins hzmiltoniens, dont les extrémités initiales sont

routes différentes ainsi que les extrémités terminales (il suffic d'enlever

ou d'ajouter un sommet). Dans M1 ] N.S. Hendelsohn a montré qu'unme décompo-

-3
gition de K en chemins hamiltoniens existait, s'il existait un groupe fini

g'ordre ¥, goté multiplicativement, doot les &éléments pouvaient étre rangés

N

5,0 B &, de porte que les k produlcs partiels Brswv-s By BoeroBrocesBy BoereBy

sojent  Lous distincts. B. Gorden iG1] appelle de tels groupes “sequenceablé”

mont re qu'un groupe abélien est "sequenceable" si et seulement si il conte-

najt un élfment d'ordre Z. N.S. Mendelsohn 1] 2 montré que le groupe non
; abelien d'ordre 21 8tait “sequenceable” et L.L Weng [Wi] a moptré, avec

grAWEL: pour ordinateur qu’il en &tait d¢ mime pour k = 39, 55, 57,

un pre
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»
Ceci donne que Kn est décomposable en circuits hamiltoniens pour
n = 22, 40, 56, 58 et nous permet d'énconcer la conjecture suivantg cas par-

ticulier de la conjecture (I.1.2) :

~ *
(1.2.25 Conjecture, Pour n # 4 et n # 6 Kn est décomposable en circuits ha-

miltoniens, (La conjecture est vérifie pour n impair, n pair < 18 et

n = 22,40,56,58) .

I.3 Méthode de composition avec les graphes bipartis,

K a désigne le graphe simple biparti-complet ayant pour ensemble de som-

m,n

mets X Y Y, avec !K} = m, |Y] = n et pour arétes les paires {x, y} avec

x€X,yey,

»*
K. n désigne le l-graphe biparti~complet symétrique ayant pour ensemble
b J

de sommets X U Y, avec |X| = m, |Y] = n et pour arcs les couples (x, y) et

(v, X) avec x € X, y € Y,

*
X Km’ n (X Km! n) désigne le multigraphe biparti~complet

(A —graphe biparti-complet symétrique) ayant pour ensemble de sommets X U Y,
avec IX[ = m ]YI = n et ol deux sommets x et y sont reliée par A arétes
(X arcs de x vers y et de y vers x) si et seulement 8i x £ X et y € Y.

G désignant un graphe simple (l-graphe) & k sommets, une

( {my, n}, k, A ) G-configuration c¢-=siste en une partition des ar@tes (arcs)

*
de A Km (A Km n) en sous graphes partiels isomorphes 4 G. S5i de plus
]

chaque sommet appartient au méme nombre de sous graphes partielg, nous dirons

qu'on a une ( {m, n}, k, A ) G- configuration équilibrée,

Remarque : Uge ( {m, n}, k, A ) G-configuration ne peut exister que si Km

* *
(Km n) admet & comme sBous graphe partiel. Par exemple 5i G = Kk (Kk) ousgi G
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est un cycle (circuit) impair 1l'existence d'une telle configuration est impos~
gible. La méthode que nous allons développer (lemmes (I.3.1) et (I.3.2)) ne
s'appliquera donc que dans certains cas, mais dans ces cas elle est trés ef-

ficace.

(I.3.1) Lemme ; §'il existe une (m, k, )\) G-configuration (&quilibrée),

vae (n, k, A) G-configuration (Equilibrée) et upe ( {m, n}, k, A ) G-configuration

(8quilibrée), alors il e-iste une (m + n, k, A) G-configuration (Equilibrée).

*
- r . - i
Démonstration : Décomposons l'ensemble des sotmets de A Km + 0 (A Km + n)
en X UYavee [} =m et || = n. Le lemme résulte du faite
%
K A Tuni i 3 rét
A 0+ n (A l(,m ‘0 ) est 1l'union des scus graphes partiels 2 3 2 arete

(arc)- disjoints suivants : le multigraphe complet ( A~ graphe complet sy-
métrique) sur X, isomorphe 3 A Km (A K;) ; celul sur ¥, isomocrphe & A Kn { A K:)
et le multi~graphe biparti-complet (A-graphe biparti-complet symétrique) sur

X et Y, isomorphe 3 A Km (A K ).

, 1 m, a

(1,3.2) Lemme :5'i]1 existe une (m + i, k, A) G-configuration (équilﬂprée),

une {n +1, k, 1) G~ configuration (équilibrée) et une ( { m, n }, k, X )

G- configuration (“quilibrée) alors il existe une (m + n + 1, k, A) G- con-

figuration (équilibrée).

Démonstration : Décomposons 1l'ensemble des sommets de X Km e+ 1

*
({ A K

o+ 4+ 1 ) en XU YlJ{xo} avec |X| = m et |[Y| = n, Le lemme résul-

*
( A K ) est l'union des sous graphes

te du fait aue A K
v 2 m m+n+1

+ o0+ 1

partiels 2 & 2 ar€te (arc)-disjoints suivants : le multigraphe complet

*
( A=-graphe complet symétrique) sur X U {xo} isomorphe & A K_ (AR, ) 3

*
( A K

S ) et l2 multigraphe

celui sur Y U {xo}, isomorphe & A K o+ 1

biparti-complet ( A-graphe biparti complet symétrique ) sur X et Y, isomor-

%
phe & X Km n (A Km n ).

3 ?
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*
Décomposition de K, o en 2pcircuits,
14

¥
(1.3.3) Théordme [B6] : si m >p, n>petpdivise m ou n, alors Kn
i H

peut-gtre d8composé en 2p~circuits (c'est-a~dire il existe une

({m,n}, 2p, 1) Ezpmconfiguration.

Démonstration : Nous supposerons que p divise m,
*

P,¥

note les sommets de Kp ¢ PAr X, 10 < i<p~-1et yj ro<j<r~-11a
R 1tz -

i) Pour p £r<2p -1, K peut~&tre décomposé en 2p-circuits ; 8l on

.

décomposition est donnée par les r Zp~circuits

C. o<j<r~-1) o @ ) a
. (o<j<r ot I ( xo, yj,.‘.xi, yi+j""’xpm1’yp~1+j’xo avec

<p ~ 1. (Les nombres qui apparaissent comme indices des y &tant &

o
A
[ %1%
A

prendre modulo ).

*
Kp n peut~-8tre décomposé en Zp-circuits pour tout n > P. En effet soit
, el
: "
n=gqgp +ravecp<r<2 -1, K est l'union disjointe au sens des arcs

de ¢ graphes isomorphes a K:’p et d'un graphe isomorphe i K;,r et tous ces
graphes sont décomposables en 2p~circuits d'aprés i).

iii) K;,n peut~étre décomposé en 2p-circuits pour m = Ap et n > p, En
effet K:p,n est 1'union disjointe au sens des arcs de A graphes isomorphes
a K*p,n et donc décomposables en 2p-circuits d'aprés ii).

¥
Remarque ! Une condition necessaire pour décomposer Km,n en 2p~circuits,

*
(pour m > p et n > p) est que le nombre d'arcs de K n soit un multiple de
- B
2p, soit mn multiple de p. On peut donc poser la conjecture suivante, qui

est vérifiée d'aprés 1.3.3 si p est premier et que nous avons vérifi& pour

P = 4,6,

*
(1.3.4) Conjecture [B6) : K, peut étre décomposé en Zp-circuits si et
3

seulement i m > p, n > p, et p divise mn.
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*
Décomposition de Kn en 2p—circuits,

) ,
(I.3.5) Théordme [B6] : Kqu+1 est décomposable en 2p~circuits pour gq en-

tirr > 1, (Il existe une (2pgq+l, 2p, 1) Ezp"coﬂfiguration.

Démonstration : (par induction). Le théor&me est vrai pour q = 1 d'aprés

1.2.4 (ou I.2.8). Supposons le vrail pour q et appliquons le lemme (I.3.2)

avec m = 2pg, n = 2p et G = EZp i il existe bien une (2pgq+l, 2p, 1) 82p-con~

figuration (hypothd&se d'induction) une (2p+l1, 2p, 1) Ezpnconfiguration

(I.2.4) et une ({2pq, 2p}, 2p, 1) Ezp~configuration d'aprés 1.3.3 car p

divise m = 2pq. Donc d'aprés (I.3.2) il existe une (2p(q+1)+1, 2p, 1) Ezp"

configuration,

*
(I.3.6) Corollaire [B6] : Si g est un nombre premier, n > 2p alors Kn est

décomposable en 2p-circuits si et seulement si n(n-1) = 0 (mod, 2p).

Démonstration : La condition est necessaire d'aprés I.}.l ;comme n est premier

et impair car n # 2, 2p divise n-1 et donc n = 2pgq+l et la condition est suf-
fisante d'aprés I1.3.5.

(I.3.7) Remarque : Ce corollaire est un cas particulier de la proposition

suivante due i B. Hartnell et M, Milgram {H2] : si n est une puissance de

. 4
nombre premier et si k divise (n-1) alors Xn est décomposable en k-circuits,

*
(1,3.8 ) Théoréme [B6} : si K~ est décomposable en 2p-circuits, alors
)

L

K

a4 est décomposabl -circuits ier > o,
i 30+2Pq t p e en Zp-cir pour gq entier >

Démonstration : On applique le lemme (I.3,2) avec m = 2pgq ; n = no—l et

-
G = C2p

(2pgq+l, 2p, 1) Ezpucqnfiguration d'aprés I1.3.5 et une {({2pq, noﬂl}, 2p, 1)

- * -» - » -
; 11 existe une (no 2p, 1) C, ~configuration par hypothése, une
3

2p

82p~configuration d'aprés I1.3.3.

*

(I.3.9) Théoréme : Kqu est décomposable en 2p-circuits pour g entier > 2,

Démonstration : Le théoréme est vérifié pour q = 2 d'apraés 1.2.23, Pour

q > 2 il se déduit de (I,3.8) avec no= 4p.
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(1.3.10) : Si k = 2% (a entier >2), sin>ketnmnl) 0 (mod. k)

* —— s s s a
alors Kn est décomposable en k~circuits. (ceci signifie que pour k=2

la conjecture 1.1.2 est vérifiée excepté peut-8tre pour n = K.)

0 (mod. 2%)

EH]

. . o P
Démonstration : En effet si k = 2= , la condition n(n-D

ge réduit 3 n £ Oou 1 (mod. 2“) soit en posant 2% 2p 4 o = 2pq ou

n = 2pgq+ 1 et (1.2.10) se dé&duit de (I.3.5) et (I.3.9).

Remarque : Le cas n = k a &té £tudié en I1,2.24,25. Le fait qu'il n'exis-

te pas de décomposition de K: en circuits hamiltoniens et qu'il existe une
* *

décomposition de KB et K16 en circuits hamiltoniens nous donne d'aprés

I1.3.10 la proposition.

*
(I.3.11) [B6] : K~ est décomposable en :

4=circuits si et seulement si n(n-l) =0 (mod.4) et n > 4,

8~circuits si et seulement si n(n-l)_E() (mod. 8) et n > B,

l6-circuits si et seulement si n(n~1) =0 (mod.16) et n > 16.

(1.3.12) Remarque : Le théoréme (I.3.8) montre que pour vérifier la

conjecture I.3.2 pour k = 2p et n >0, il suffit de la vérifier pour
tout n, n_<n < o +2p, et tel que n(n-1) = 0 (mod. 2p). Nous allons
appliquer ceei pour 2p = 6,10,12,lk;

* *
(1.3.13) [Bf] : K est décomosable en 6-circuits si et seulement si

n(o-1) = 0 (mod,6) et n > 6.

Démonstration : Pour m = 6 une telle décomposition n'existe pas. Pour

montrer (I.3.13), il faut donc dtapré&s la remarque ci-dessus montrer

que K; est décomposable en 6-circuits pour n = 7,9,10,12. Pour n = 7
c'est une conséquence de (I.2.4), pour n = 10 de (I.2.13), pour n = 12 de
(I.2.20), Dans le cas n = 9 une décomposition a &té exhibée dans [ BE).

Nous allons déduire ce cas du lemme suivant d'aprés I.l.4.

A
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(1 3,14) Lemme : Kg est décomposable en 6-cycles.

gémoustration : Les sommets étant labellés de O & 8 la décomposition est don-
née par les © g~cycles : (0,1,5,2,4,3,0) ; (0,2,1,3,5,4,0) ; (0,5,6,7,1,8,0)
(0,6:1,6,8,7,0) 3 (2,3,6,8,5,7,2) (2,6,4,7,3,8,2).

#*
(1.3.15) @ Pour k = 10, 12, 14 X est décomposable en k-circuits si et seuler
(L.2.227 0

it

ment 81 n(n-1) 0 (mod.k) et n > ¥,
ment 2. =~

pémonstration :  Dlaprés la remarque 1.312 il suffit de vérifier le thforéme

i

pour ! (nous indiquons entre parenthéses le lemme utilisé).
w k=10 :n =10 (1.2.24,25 ; n =11 (1,2.4) ; n = 15 (I.2.14) n = 16 (I.2.13)
~k = 14 1 n = 14 (1.2,24,25 s no= 15 (1.2.4) ; n =21 (I.2.15) n = 22 (1.2.13)
-~k =12 : n = 12 (1.2.24,25 ; o =13 (1.2.4) ; n= 16 et n & 21.

pour n = 16 la décomposition s'obtient en appliquant les lemmes I.2.6& et 1.2.12

avec I = Z/15 Z et :

EO= 0,1,3,2,5,6,8,7,10,11,13,12,0) F(ED) = {0,5,10},

-

e (m,O,d,2,7,3,9,6,13,8,1,10,m).

Ona{d(w) : u€C_ N (rxM} = 5 fois {1,2,3,14}. On a

{d(u) : u € El n (rxn} =r -{0,1,2,3,14}, un arc (*,0) et un arc (10,®).
L'ensemble des circuits distincts de {6i+g :i=0,1;g€2/15 2} forme bien

une (16,12,1) 61 ~configuration.

2
Pour n = 21 on applique (I.2,12) avec T = Z/21 Z et

¢ = (0,1,3,6,14,15,17,20,7,8,10,13,0) F(EO) = (0,7,14)

El= (0,4,9,15,7,11,16,1,14,18,2,8,0) r(El) = (0,7,14)

32= (0,9,16,5,17,7,1,15,10,6,3,2,0)
{d(u) : u € (EO CT) N (TxD)} = 3 fois {1,2,3,4,5,6,8,13}
{d(u) : u € Ez 0 (rx0)} = 1-{0,1,2,3,4,5,6,8,13}. L'ensemble des circuits dis-
tincts de {Ei+g :i=0,1,2 ; g €2/21 z} forme donc une (21,12,1) Elzmcon*

figuration.
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En résumé la conjecture 1.1.2 est vérifiée pour k pair 4 < k < 16,

(3:3:16) 2

pxistence des (n,2p,A) ¢ —~configurations.

* .
La méthode utilisée pour décomposer Kh en 2p~circuits s'étend aisément au cas

i .
de AKn , Nous nous contenterons d'illustrer cette méthode pour 2p = 4,6,8 (avec

A » 2).

o

(1.3.17) Théoréme : Pour A > 2 et 2p = 4,6,8 il existe une (n,2p,A) Ezp"con

figuration gi et seulement si An(n-l) E 0 (mod. 2p), excepté pour A impair, Zp=n=4.

gémonstratiou : D'aprés I.1,6, d n fixg, il suffit d'établir le théoréme pour
la plus petite valeur de » telle que An(n~1) =0 (mod. 2p). D'autre part om a

*® *
comme en I1.3.8 que 31_}Kno %FF %gcomposable en 2p-circuits, alors AKnd+2pq

ost décomposable en 2p-circuits pour g entier > 0. On peut dopc se limiter & A

fixé sux valeurs de n_ telles que 2p £n_ < 4p et Ano(no*l) £ 0 (med. 2p).

En utilisant les résultats obtenus pour A= 1 il reste a vérifier : (nous in-
i

diquons entre parenthéses le lemme utilisé).

Cag 2p = &4 3 A=2,n= 4 3+ (I.2,10) ; A= 2mn= 6 : (1,2,7) i A=2n=7:

(1.2.3) avec T = 2/7 Z ED=(0,1,3,6,0), ?:'1 =(0,4,2,1,0), 32=(0,2,5,3,0) ou
(1.3.2) avec m+l = 4 = nfl et en remarquant que ZK% 3 @ast l'union de 3 graphes
»

K§’3 . Le cas n=h, A impair est un corollaire de 1.3.32.

Cas 2p = 6:3=2,n=6 (1.2,17) ; A =3 n= 8 : (1.2.6) avec T =2/ 71Z

2 = (0,6,1,6,2,3,0) Gy =(=,0,6,1,4,2,%) 8, =(=,2,3,0,6,1,%)

_(:'3=(°°,1,f4,2,3,0,w) . A=3n=1l: (1.3.2) avec ml = 6 = n+l et en remar™

quant que 3K§ 5 est 1*union de 5 graphes Kg 5 et donc décomposable en 6-circuits
¥ ¥

A =3, n=6:(1.2.6) avec T = 2/5Z, ¢, = (=,0,1,3,4,2,%) 8= (=,0,1,3,2,4,)

'<!2=(w,o,3,2,1,4,m) .
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cas 2p =8 : XA =2n=12: (1,2.6) avec I' = 7Z/11 Z,
Cas P = ©

Eo =(0,10,1,9,2,3,6,4,0) El=(m,o,5,5,8,4,7,2,m) Ez=(m,o,5,4,8,3,1,9,m);

A=2n=13: (1.2.3) avec I' = 2/ 13 2 Eow(0,1,12,2,11,4,8,3,0)
31=(o,1z,1,11,297,3,5,0) Ez=(o,1,8,3,5,1o,9,7,o) ;

y» = 4n= 10 : {I.2.6) avec f =2/92 603(0,8’1’792151314)0)

-

Elg(ﬂ,0,8,1,7,2,5,3,m) c, =(~,3,4,0,8,1,7,2,=) 63¢(m,2,5’3,4’0,8’1,m)

2
Eam(m’1!732)5,3,4,0’m) ;

A= 4n=11 :(I,2.3) avec T' = Z/ 11 Z et 3 fois 653(0,10,1,9,293,6,4,0)

¢,=(0,1,8,6,9,4,10,5,0) ,=(0,5,10,4,9,6,8,7,0) :

A= 4n=14 1 (I.2.6) avec I' = 2/13 Z et Eo=(o,1,12,2,11,4,3,3,o)
813(0112’1311!2,753’610) 62=(0s138:335,10,9:7’0)
-+ -
c3=(m,o,1,12,2,11,4,8,m) c4=(m,8,3,0,12,1,11,2,w)
= -
Co=(=;2,7,3,6,0,1,8,=) C¢=(<,8,3,5,10,9,7,0,=) 3

A=4mn =15 :(I.3.2) avec m+l = 8 = n+l et en remarquant gue Agﬁ 7 est

1'union de 7 graphes Kz 5 et donc est ddcomposable en B-circuits,
3

Existence des (n,2p,)A) Czpﬁconfigurations.

La méthode s'applique aussi au cas des cycles (non orientés) de longueur
paire. Une condition necessaire d'existence est que le nombre d'arEtes de
RKn soit un multiple de 2p et que le depré d'un sommet de AKn soit pair
soit

(1) X n(n-1) = o (mod.4p)

(ii) A (n~1) = o ﬁmod.Z).
Nous nous limiterons aux cas 2p = 4,6,8, pour lesquels nous montrercns queé ces
conditions sont aussi suffiszntes. (les cas 2p = 4 et 2p = 6 ont &té &tablis

aussi dans [H5] et [H7], maie avec des méthodes du type 1.2 et les preuves
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dJonnées ici sont plus courtes). Néanmoins nous donnerons les lemmes dans le

cas général,

(1.3.18) Lemme : Si p est pair R? » est décompoéable en 2p-cycles pour
¥

2r > p.

Démonstration : S5i on note les sommets de Kp . Tegpectivement par X ¢

- E

0<ix<p- 1 et yj : 0<j<2r-1, la décomposition est donnée par les

r 2p~cycles Cj (0<j=<r- 1)} ol :

- = 2 . L 2R & - * . e » i < -
Cj = ( 3 xl’ Y21+1’ e 5 o+ 2 % s a* xo) avec 0 .S- 1 mp 1 et
ofi les indices des y sont & prendre modulo 2r.

(1.3.19) Lemme : Si p est impair K est dbcomposable en 2p-cycles pour

2p, 4T

4r > p.

Démonstration Si on note les sommets de K par x, et x', avec 0 < i<p-l
p,4r i i -

d'une part et yj, 0 <j<4r-1 d'autre part, la décomposition est donnée par

les 4r 2p~cycles : C

5 , CE, Cg” oi 0<j<r-letol

Cj = (xo, yt}j" « * 3 xi, yl}j"'i’ P T T xp-'.l, Yl}j"'z’ xO’

| I H H Yy
Cj (xo, y[}j‘f‘l’ 13 » [3 ] xi 5 ?Aj'f‘i"'l, ] = * 3 X p-—]_’ Ajwl’ xo)

tr ' Yy Y
Cj (x o’ yhj'i'Z’ R xi’ Y4j+i+2’ « st xp"l’ l,j’ X 0)
RN '

Cj (x 0’?454_3"" ¥
avec 1 < 1 < p-2 et of les indices des y sont a prendre modulo 4 T.

t 1
e Vo, tas e . X
ﬁl,y41+1+3, » X p~—1’Y43+1’ 0)
Remarque : La construction donnée en I.3.19 est assez compliquée il serait
interessant d'en avoir une plus simple, en particulier une qui donnerait une
décomposition de sz gy 8VEC 2r > p et p impair. Plus généralement on peut
5

poser la conjecture suivante

(I.3.20) Conjecture : Km n peut—g8tre décomposé en 2p-cycles si m et n sont
H

pairs, m > p,n > p et si 2p divise mn.

(I.3.21) Théoréme (k2.r4] : Kqu+1 est découmposable en 2p-cyc1és .
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Démonstration : Nous renvoyons & [K2,R4] en remarquant que les démonstra-

tions peuvent €tre simplififes : en effet il suffit de prouver le théoréme
pour q =1, le cas général s'en déduit par induction et application des lem-
wes I1.3,2, I1.3.18, 1.,3.19.

est dé~-

(1.2.22) : 81 Kno+1 est décomposable en 2p-cycles, alors Kno+&pq+1

composable en 2p-cycles.

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme I[.3.2 avec m+l = 4pg+l ;

= : & - ' é
n+l = 0 +1 3 K&pq+1 est décomposable en 2p-cycles d'aprés 1.3.21, Kn0+1 par

comme union (aréte disjointe) de K décomposables

4pq, n, 2p, n

d'aprés I.3.18 ou I.3.19 et parce que no+1 vérifie (i) et (ii) soit (n0+1) n

hypothése et K
(mod, 4p) et D pair denc n  est multiple de 4.

1.3.23 Théoréme : Pour 2p = 4, 6, 8 il existe une (n,2p,A) Czp~configuratiqn

8i et seulement si n >2p et (1) A n (n-1) = O (mod. 4p).

(ii) A (n-1) = 0 (mod.2).

Démonstration : Nous utiliserons les 3 résultats suivants :

-~ d'aprés I.1.6, & n fixé il suffit d'établir le théoréme pour la plus
petite valeur de A vérifiant (i) et (ii).

- d'aprés I1.3.22, a A fixé, on peut se limiter aux valeurs de n vérifiant
(1) et (ii) et 2p < n < ép.

~d'aprés I,1.5 s'il existe une {n,2p,A) 62p~c0nfiguration, il existe une
(n,2p,23) Czp—configuration. Nous utiliserons donc les résultats de I1.3.16
et 1.3,17,
Il reste donc 3 vérifier :
2p =4, A =1, n=9: (I.3.21).
2p = 4, x = 2, n = 4 (cas d'exception de I.3.11) : (I.2.10).
2p =6, A=1, n=9 (I.3.14).

2p =6, A =1, n=13 (I.3.21).

0
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gp = 6, AT 2, n = 6 (cas d'exception de 1.3.13) : (I1.2.10).

7p = 6, A =3, n=17, (1.3,2) avec m+l = 9 =n +]1 et en remarquant gue

3K est l'union (aréte disjointe) de quatre K é décomposables en 6-cycles

¥

d'aprés 1.3,19,

2P==8 A=‘1, ne=17 (I;3r21);

Existence des (n, k, A) ?g“configurations (équilibrées)

Rappelons que ?k désigne un chemin (orienté&) ayant k sommets donc de longueur

k-1,

—

(1.3.24) : S'il existe une (n, k, ) Pkwconfiguration alors n > k et An (n~1) =0

(mod. k-1), S§'il existe une (n, k, }) ?kmconfiguration équilibrée alors

A (n-1) £ 0 (mod.k-1) et n > k.

*
Démonstration S§'il existe une décomposition de x K_ en chemins ayant k som-
P n

mets, le nombre de ces chemins b = An (n-1) /(k-1) doit &tre entier d'oi la
congruence. 8i de plus la 3k~configuration est équilibrée, chaque sommet de

A K: appartient au méme nombre de chemins r =b k/n = Ak{n-1) /{k-1) qui

doit 8tre un entier., Or k-1 est premier avec k (car k > 3) d'ol la deuxiéme
congruence.

Les lemmes suivants nous montrent que la méthode de composition avec les
graphes bipartis s'applique tr&s bien et permettent d'étudier dans quels cas
les conditions nécessaires de 1.3.24 sont suffisantes pour 1'existence d'une
P ~configuration (équilibrée).

k

(1.3.25) Lemme : Sim>k-1, n> k-1 et k-1 divise m il existe unme

-

({m,n}, k, 1) Pkuconfiguration.

Démonstration D'aprés 1.3.3, il existe avec les hypothéses ci~dessus une

({m,n}, 2(k-1),1) ¢ -configuration, En coupant chaque circuit de longueur

2(k-1)

2(k-1) en deux chemins arc-disjoints de longueur k-1, on obtient le lemme ci-

dessus,
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(1.3.26) Lemme : il existe wme ({k-1, k-1} k,1) fk“ggﬂﬁigyration équilibrée

pémonstration : L'idée consiste aussi a utiliser la décomposition obtenue
et i S b
en 1.3.3, mais i1 faut couper les circuits de longueur 2(k~1) de maniére

régulidre. Ure autre méthode de construction sera développée en 1.3.42
*
2p, 2p
*

mins suivants de longueur 2p et tels que chaque sommet de KZ

Cas 1 : k=1 = 2p : La décomposition de K est donnée par les 4p che-

a ar—
P, 2P PP

tienne au méme nombre de chemins:

P., P ., Pi, P’p+i avec O ﬁ_i <p-1et ot

1 Pl

Pi = (. v, xi"‘j’ Y2i+j, . .y xp+i) Oi.] =p - 1
Pp+i = (., . ., xp+i+j’ y pb2i+j’ * C xi) 0<j<p-1
t, o= . 3 o
P i (o * L yi+1+j’ xj; . * L3 » yi+p+1) OEJ ip 1
! = PR . ¥ + i e s 3 < -
%H-i ( 5 Y1+p+1+3, xp+]’ s ¥ l+1) 0<j=<p 1

(les indices sont & considérer modulo 2p).

*
t k=1 = 2p=1 : é iti donné -2
Cas 2 k-1 2p~1 la décomposition de KZp“l, 2p-1 ast donnée par les 4p

chemins Pi et P; avec 0 € 1 < 2p-2 et ol

P.= (« « « X4y Y g4t * <) 0<j<p-1

| - - ] -
Prm G Yoga3s ®ia14§? ) prlzizzp=e

(les indices sont 3 considérer modulo 2 p ~1).

1.3.27 Théoréme S'il existe une (k, k, 1) ﬁk-configuration équilibrée, alors

I il existe une (q(k-1)}+1, k, 1) 3k¢configuration équilibrée,

Démonstration : (par induction). Supposons le théoréne vral pour q, alors

d'aprés 1.3.2 appliqué avec G = ?k, m+l = k, n+l = q (k~1)+1, il existe une
{{gq+1) (k-1) +1, k, 1) 3k-configuration. Pour moutrer qu'elle est équilibrée
i1 nous faut revenir 4 la démonstraetion de I.3.2. Soit m+l = k, n+l = q (k-1 + 1

. . *
et soilt X i Yﬁ{xo} 1'ensenble des sommets de K avec [Xi =m, |Y| = n.
mtn+l

D'aprés les hypothéses il existe une (k, k, 1) ?k*configuration sur X'f{xo}

-+ . . * =
et une (n+l, k, 1} Pk*conflgurat1on sur ij{xo}. Km 0 est décomposable en che-
iy

2 - . . - v * - -
mins 3 k somsets comme union arc disjolnte de q Kk*l k-1 décomposables d'aprés
¥

]

1.3,26, On obtient ainsi une décomposition de Kn+n+1 en chemins 3 k sommeLs
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> - . 4 . <
vérifiant : un sommet X de ¥ appartient 3 k chemins de la Pp~conf1gurat10n sur
. L. &
¥ (x } et i gk chuemins de la décomposition de K a donc en tout 4 {g+1)k che-
0 1,

- . . ., . =3 . .
mins. De méme un sommet y de ¥ appartient a gk chenine de la Pkﬂconflguratlon
sur Y {xo} 2t a k chenins de la décomposition de K 0 done 3 {q+1) k chemins,

Y

4y

rofin X appartient aussi 3 (g+l) k chemins., La configuration est donc bien équi~

librée.
=+ . . . : .
(1.3.28) Toute (k, k, 1) Pkwconflguratlon est équilibrée et existe s1 et seu-
. . . - . .
lement si il existe une (k+1, k+l, 1) Ck+1mconf1gurat10n.
*

Démonstration : Dans une décomposition. de 1(1'r en chemins hamiltoniens tout som~

. -~ - ~ . = Il I3
met appartient au méme nombre de chemins, d savoir k. La (k, ¥, 1) Pk“conflguratlon

est donc &quilibrée. Enfin 1'équivalence n'est qu'une reformulation de 1'équiva-

¥

*
lence entre l'existence d'une décomposition de Lk en chemins hamiltoniens et de
* - 3 3 r 3
Ke,p ©0 circuits hamiltoniens (voir 1.2.24, 1,2.25.)

En utilisant les résultats de I1.2.24,25 nous avons.

(I.3.29) : Pour k pair ou k impair vérifiant k = 7,9,11,13,15,17,21,39,55,57,

. B -¥ . . - R - - .
il existe une {(n,k,1) Pk“conflguratlon Zquilitrée si et seulement si

n_= q(k-1}) +1 avec q > 1.

(1.3.30): Pour k = 3,5 il existe une (n, k, 1) ?k"configuration si et seulement

sin = q(k-1) +1 avec q > 2. (Il en existe en particulier une écuilibrie).

Démonstration : Pour n = k une telle configuration n'existe pas commeé nous 1Tavons

vy en 1.2.24, Pour n = 2k-1 on obtient une (2k-1, k, 1) Fk"configuration en

coupant les circuits en deux chemins arc-disjoints d'une (2k-1, 2k-2, 1) Ezk_zwcon_
figuration qui existe d4'aprés 1.2.4 : on a ainsi pour k = 3, n = 5 les 10 chemins
3 3 sommets : (i, 4+i, 1+i) et (l+i, 2+i, i) avec 0 €1 <5 et pour k = 5, n = 9
les chemins (i, 8+i, 1+i, 7+i, 2+i) (2+i, 5+i, 3+i, 4+i, 1) avez O <i<9et
les confipurations sont bien équilibrées. Pour k = 3, u = 7 on obtient une
(7, 3, 1) 33*c0nfigurati0n équilibrée en appliquant I1.2.3 avec I' = Z/ 7 Z, 30 = (0,1,3
e g :
Pl2 (0,3,1) $?= (0,4,3). Pour k = 5, n = 13 on a une (13,5,1) P5 configuration
- -+ -
avec 1.2.3 et T =27 /132 F = (2,1,3,6,10) P;= (0,5,11,6,2) F, = (9,7,4,2,1).

Le cas général n = q(k-1)+1l, a > 2, se rontre par induction, comme 1,3.27, sauf

que supposant la proposition vrale pour g on montre gu'elle est wvrale pour a+2

avec 1.3.2 et m+l = 21-1, n+l =q(k-1)+1.
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- . -+ + + - - . -
rta meéme méthode s'applique au cas des Pk_conflguratlons non forcément &quili-~

S

brées et au cas A > 2, Nous laissons au lecteur le soin d'établir les résultats
correspondants, 4 titre d'exemple nous donnons les lgmmes utiles pour l'existence
des (n, k, A) ﬁk-configurations équilibrées avec A > 2 et résolvons les cas
k=3, 4, 5, 6.

(I.3.31) Lemme : Pour A > 2, il existe une (k, k, A) 3L~configuration équi-

1ibrée si k X est pair.

. P . =+ . “ - PR - .
Démonstration : Si k est pair une (k, k, X) Pk*conflguratlon équilibrée existe

pour A = 1 (1.3.29) et donc d'aprés I.1.6 pour tout A . Si k est impair et A
pair, il suffit d'aprds I.1.6 de le montrer pour A = 2 et ceci est une consé-

quence de I.3.48.

(I.3.32) : Pour X impair il n'existe pas de (3, 3, A) 33—configuration.
*®
Déronstration : Soit 0, 1, 2 les sommets de A K3' L'arc 01 ne peut apparal-

tte que dans les chemins (0l2) et (201) : supposons gu'il apparaisse Alfois

dans (0,1,2) et AZ fois dans (2,9,1) on a A1+ A2 = A. L'arc 12 apparait alors
Az fois dans (120) et l'arc 20 apparait donc Zli fois nombre différent de A

2

b

mpair d'ol la contradiction,

{I.3.33) : Pour A > 2, k= 3,4,5,6 i1 existe une (n,k,A) 3£“c0nfiguration équilibrée s

el senlement si A(n-1l) = O (mod. k-1) excepté k = 3 = n,d impair,

Dimonstration @ Pour k = 4,6 la proposition est un corollaire de I1.3.40.

pour k = 3,5 nous indiquons seulement les congryctions pour les valeutrs wini-
rales de A et n, non &tudiées en I.3.30 ou 1.3.31. Le cas général se déduit

par application de I.1.6 ou par induction comme I1.3.27. Kous indiquons les che-
mins de bases, le lemme utilisé &tant 1.2.3 avec T = Z/ nZ.

4 ¢ (0,1,2) : 2 fois (0,2,1)

r‘
i
L
.
bl
i
>
o
1

k=5, A=2,n=7 (0,4,3,2,6) ; 2 fois (0,1,3,6,4)

e

A= 3, n=25 + (0,1,3,4,2) ; (0,2,4,3,1) ; (0,1,4,3,2),
A= 4, n=6 : (0,5,4,3,2) ; 4 fois (0,2,5,3,4)

n=§ i 4 fols (0,2,6,4.1) ; (0,1,2,3,4) ; (0,3,6,1,4) ; (0,7,6,5,4).
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gxistence des (n,k,A) P ~configurations (Equilibrées).
Sapcim k..
Rappelons que Pk désigne une chaine (non orientée) ayant k sommets, donc de

~confipuratipns équilibrées : les ré-

longueur k-1, Nous nous limiterons aux Pk

sultats s'dtendent aisément au cas des Pk"configurations non équilibrées. Les
Pkﬂconfiguraticns Equilibrées ont &té étudiées sous le nom d " handcuffed designs”

({H3,HBLL L2 D).

(1.3.34) S'il existe une (n,k,}) P ~configuration équilibrée alors X k(n-1) = 0

k

(mod, 2(k-1)) et n > k.

Démonstration : Le nombre de chaines dans une décomposition de MK en chalnes

de longueur k-1 : bt = An(n-1}/2 (k-1) doit Stre un entier. D'autre part la com-
figuraticn étant équilibrée le nombre r de chaines auxcuelles appartient un som-
met de A Kn doit 8tre entier : orh k = nr d'od r = Ak{(n-1)/ 2(k-1). Supposons
Ak(n-1) # 0 (mod. 2(k~1)) alors r est entier, 8i k est pair, k-1 &tant premier
avec k, (k > 3) la condition se raduit a A(n-1) = 0 (mod. k-1) et b est entier,
car n(n-1) est pair. Si k est impair 2(k-1) est premier avec k et divise donc
A(n-1) et b est entier.

(1.3.35) Conjecture [Lt] : La condition Ak(n-1) 2 O (mod,2(k-1)) est suffisan-

te pour l'existence d'une (n,k,X) Pk"canfiguration équilibrée.

Dans {118,Li,L2] la conjecture est prouvéepour A = 1,2 k = 3,4 , o= pu,(p pre=

. - N X P - . . B
mier. impair) et pour:n = 2 et A(ti~1)/ k-1 pair;. Les démonstrations utilisent

surtout les méthodes de construction développées en 1.2. Nous allons montrer

que la méthode de comwposition avec les graphes bipartis simplifie les dénons~

trations et nous puermet de résoudre de nouvoaux cas.

0 (mod. (k-1))
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(1.3.36) Si k est pair, si m > k/2 et Am

alors il existe une cdécomposition de  AK k-1 &0 chaines 3 k sommets. De plus

plvindoth el Y ik m, k-

si X '+ Y est l'ensentble des sommets de AK | | Avee ixf = m, iY] = k-1, tout
m, k-1 SV Lout

sormet de X appartiont & Ak/2 chaines et tout sormet de Y i Amk/2(k-1) chalnes.
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La décomposition cherchée de le -1 est donnée par les Am

7

Démonstration
ol s

tnes, P,y 0 €1 < Am=1l, & k sormetsol P.=(..., X, ., ¥ ...) avec
cha H I, i

143 i-3°

0<j< k/2 ~1 et o2 les indices des x sant 3 considérer module m et ceux des y

modulo k-1. Les vérifications des propriétés énoncées 3¢ font en remarquant que

le sommet X, est relié a y,

{0 < g « A-1) dans P, et aux sommets
i+om T 1+om

dans P. {avec O < a <A-loul <o <A sulvant

¥ -2h~1+am et ¥{~2h+om i+h+am

que i-h > 0 ou < 0},

(1.3.37) Si k est pair, il existe une (k,k,X) Pk“configuration gquilibriée.

Ceci n'est qu'une reformulation pour A=l du fait que pour k pair, K, est décom-
posable en chaines hamiltoniennes (I.2.11 ou {w2, chap 11]). Le cas X quelcon-

que se déduit par application de 1,1.6. Remarquons que toute (kgk;A)Pkwconfigu~

ration est équilibrée, un sommet appartenant i toutes les chalnes,

(1.3.38) Théoréme : S§1 k est pair et s'il existe une (no,k,l) Pk"configura“

tion équilibrée, alors il existe une (n0+q(k*1),k,A) Pknconfiguration équilibrée,

Démonstration {par induction sur q). Supposons le théoré&me vrai pour q. Soit

m=n =-l+q(k-1) et soit X 'Y {x } une partition des sommets de AK avec

0 o} otk
[X] = m et |Y! = k=1, D'aprés.I.3.37 il existe une (k,k,A) Pk"configuration
équilibrée sur le AKk engendré par Y.-{xo}. D'aprés 1'hypothé&se d’induction, il
existe une (m+1,k,A)Pk~configuration gquilibrée sur le th+1engendré par X © {xo] 3
done d'aprés I.3.34 on a Akm = 0 (mod. 2Z(k-1)), soit comme k est pair m = O
(mod. k~-1). Les hypothéses de 1.3.36 sont satisfaites et il existe une décomposi~

v ¥

tion du AKn ko1 Sur X i Y en chaines 3 k sommets., D'aprés T1.3.2 on a donc une
Ny K™

(m+k,k,\) Pk“configuration. 11 reste & vérifier que cette configuration est équi-

librée : «ceci résulte du fait que tout sormet appartient & Ak(m+k-1}/2 (k-1)

chaines : en effet un sommet de X appartient a4 Akm/2(k-1) chaines du Km+1 sur

X {xo} et 3 Ak/? chalnes du Km k-1 d'aprés 1.3.36 ; de méme un soumet de Y
thy

appartient & Ak/2 chaines du K, sur Y {xo} et 3 Akm/2(k~1) chaines du Km -1
3

k
et X appartient & Akm/2(k~1) chaInes du Km+1 et Ak/2 chatnes du Kk'
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é;léggfporollaire ([He,L1}) : Si k est palr et A = 2% (¢ entier > 0) il existe

yne (n,k,A) Pk~configuration équilibrée si et seulement si n-l ¥ 0 (mod.k~1).

1.3.40 : Pour k = 4,6 il existe une (n,k,2) Pk—configuration gGquilibrée si et

Posimme

14

0 (mod. k-1).

gseulement si A (n-1)

pémonstration :  La condition est nécessaire d'aprés 1.3.34, Pour montrer
PRETEE e

qu'elle est suffisante, i1 suffit de le montrer pour les valeurs de X minimales
dfaprés I.1.6 et de n comprises entre k et 2k-2 d'aprés 1.3.38, Compte tenu de
1.3.39 il reste :

k=4, A=3, n=252: (I1.2,5) avec T = 7/ 52 et (0,1,3,2) (0,2,3,1) ; n~= 6 : (1.2.9)

avee T = 2/52 et (0,1,2,3) (»,0,2,4) (0,2,2,4).

[

k = 6, A =5, n=7: (1.2.5) avec T = 72/ 7Z et (0,1,2,3,4,5) (0,2,6,1,5,3)

(0,3,1,4,2,5) ; n =8 (1.2.9) avec T' = Z/ 72 et (0,1,2,3,4,5) (»,0,2,6,1,5)
(0,2,4,2,5,1) (0,#,5,3,1,4) in=9 (1.2,5) avec I' = Z/ 92 et
(0,1,2,3,4,5), (0,4,8,3,7,2), (0,3,1,4,2,5), (0,2,8,6,3,1) ;: n = 10 (1.2.9)

avee T = 2/ 92 et (0,1,2,3,4,5) (0,4,8,3,7,2) (=,0,3,1,4,2) (0,».2,8,6,3) (0,9,3,6,8,1
Remarque @ On peut résoudre sans diffieulté les valeurs suivantes paires de k,

-

on peut comparer la démonstration avec celle de [L2] concernant k = 4.

(I1,3.41) : Si k est impair, si m > (k+1)/2 et dm = 0 (mod.(k-1)) alors il existe

une décomposition de 2 K2m,2(k~1) en chaines i k sommets. De plus si X~ Y est

1

t ) 9 - had
1'ensemble des sommets de A K2m$2(k*l) avec ixl 2m, ‘Y‘ 2(k-1), tout sommet

de X appartient & 3k chaines et tout sommet de Y 3 Amk/(k-1) chalnes.

Démonstration : L'idée consiste & utiliser la mome décomposition qu'en 1.3.36, mals

les chaines commengant et finissant dans le réme ensemble (soit X, soit ¥) il faut
en choisir la moitié commengant dans X et l'autre moitié dans Y.

Labellons les points de X:xi et x'i avec 0 € 1 < m-l et ceux de Y:yj et y'j avec

1] i_j < k-2. La décomposition cherchée est donnée par les 4 im chaines ; Pi’ Pi .

Pi' ’ Pi" avec 0 < i < Am-1 et ol les indices des x sont 5 considérer modulo m et

ceux des y modulo k-1:
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1

Piﬂ(. L xi_'_ji Yiuj‘; A+ e T3 xi+(k°’1)/2) 0 i ] i (kMB)/z
2 .1 k] 3 -
Pfs(. * “ ¥ X i+j1 }" i_j& * * * ¥ X i+(k'l)/2) 5_ _] f_ (k 3)/2

0 < i< (k-3)/2

{

Pi*"“(- . vy yi“'_"}, X i."j’ L T T yl+(k_l)/2)

LR Yoo g x4 v, i - .
Pi (' 3 - ¥ y i+Jf xl"_’}, ¥ y 1+(k"1)/2) O .f_ J f_ (k 3)/2

itt

0 (mod. k=1) il existe une décomposition de

1.3.42) :5im > (k+1)/2 et Am

2 2 K en chatnes 3 k sommets et de plus tout scrmet de 2 A K agzartient
o e— m,kﬁ_l m,k"“l

a A Kk (m+k~1) /k-1ychalnes. (k est supposé impair).
T SRS -

pémonstration : La décomposition cherchée est donnée par les 2 Am chaines P.1 et
et
P'. avec D < 1 < dm -1 et ou

i 2z

Pis P xi+j’ Yiogr t " Ki+(k~1)/2) n<ij f_(k*B)/?

Pr= (oo s Yiggr et yi+(k«1)/2) 0 < j < (k=3)/2

(les indices des x sont 3 considérer modulo m et ceux des y modulo k-1). On aurait

pu aussi obtenir une décomposition & partir de 1.3.26.

Remarque : Si k est pair, on peut par 1a méme méthcde trouver une décomposition
de 2AKm_k~1 . on peut aussi déduire une telle décomposition de 1.3.26.
ki

(1.3.43) : Il existe une (2k=1,k,}) Pbmconfiguration équilibrée,

pémonstration @ i k est pair, une telle configuration existe d'aprés (1.3.37.,38).
g s

si k impair il suffit de la construire pour A = 1, le cas général se déduisant
par I.1.6. Pour A = 1 on l'obtient par application de 1.2.5 avec
P=(0, « « -, i, 2k1-1, . . ,) avec 1 €1 < (k=1)/2 et T= z/(2L-1) Z.

(I.3.44) : §'il existe une (no,k,l) Pk~configuration gquilibrée il exite une

(n0+ 2q (k~1),k,)) Pk-configuration équilibrée.

Démonstration : Le cas k& pair ecst résolu en 1.3.38 - pour le cas k impair la

démonstration se fait par induction sur g exactenent comme en 1.3.38 avec
m = n0—1+2q {k-1) et n = 2k~1 et en utilisant 1.3.41. On montre que tout sommet
de X K apparti ® (m¥k= - Ines.

e2k-1 2PP rtient a A x{(m+k=1)/(k~1) chaine

(I.3.45) Corollaire [B8,L1] : I1 existe une (n,k,1) Pk~configuration équilibrée,

avec k impair, si et seulement si n-1 £ O (mod, 2{k-1).
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1.3.46 Pour kX = 3.5 1] existe une (n,k,A) Pkwconfiguration éguilibrée si et

Lt

0 (mod.2{k-1).

geulement si A(n-1)
| B e T
Démonscration : 81 A est impair la condition se réduic pour k = 3,5 a (n-1) = 0
Mw

(mod.2(k-1) et une (n,k,l)?k“configuration existe d'aprés I1.3.44 et I.1.6, Si X

2 gst palr on déduit l'existence d'une (n,k,X\)P, -configuration de celle d'une

k
(n,k,A/Z) gkwconfiguration d'aprés 1.1.5 et I.3.33.

~configuration équilibrée il existe une

(1.3.47) S$'il existe une (n ,k,2A) P
0 'd

(n0+q(kw1),k,ZA)Pkwconfiguration géquilibrée.

pémonstration : Elle se fait par induction sur ¢ comme en I1.3.38 (ou 1.3.27)
Demonstrat-bh -
en utilisant la décomposition de 2AKm k-1 de T.3.42.

¥

(1.3.48) Corollaire {HB8,L1] : Il existe une (n,k,Z)Pk-configuration équilibrée si

ot seulement si n-1 = 0 (mod. k~1)

pémonstration : Le cas k pair est traité en I.3.39., 5i k impair il suffit d‘aprés

1.1.6 et 1.3.47 d'exhiber une (k,k,Z)Pk=configuration équilibrée : on 1'obtient en

appliquant I1.2.5 avec T = Z/ kZ et P = (0,. . . , 1, k=i,. . .) avec 1 f_i f»(k-l)/Z.

Remarque : Nous avons appliqué la mithode de composition avec les graphes bipartis

au cas des circuits (cycles) de longueur paire, au cas des chalnes (chemins}. Nous
laissons an lecteur le soin de 1'appliquer i d'autres graphes G par exemple &toiles,

graphes bipartis.....
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1.4 Méthode de composition avec les produits lexicopraphiques.

Nous développons dans ce paragraphe upe autre mé};:hode de composition utili-
sant les produits lexicographiques, moins efficace que celle developpée en
1.3, mais qui a 1'avantage de 8'appliquer pour toutes les G-configurations.
Nous domnons les lemnes dans le cas général et &tudions plus particulidrement
les cas G = K, et surtout G = Ek' La méthode nous permettra de démontrer la

conjecture 1.1.2 pour k = 3 et k = 5, (Les résultats de ce paragraphe parai-

tront en anglais dans [B7],

(1.4.1) Définition : Produit lexicographique :

Soient B = (31’31) et H, = (32,32} deux graphes (resp. graphes orientéd
on appelle produit lexicographique de Hl par Hz' et on note E1@H » le gra-
phe (graphe orient&) ayant pour ensemble de sommets le produit cartdsisn
gl X x2 et ol (xl,xz) est relié 3 (yl,yz) §l et seulement si :

- §olt {xl,yl} est upe aréte (arc) de Hl.

- goit x,=y, et {xz,yzl est une aréte (arc) de H .

HI (-] 32 est aussi appelé& composition de H1 par Hz. On peut considérer qua

H.l B H2 est obtenu en remplagant chaque sammet de H.l par une copie de H2

(1.4,2) Exemple :

Rlnc3n

(1.4.3) Notations : Nous diroms qu'un graphe H peut~Etre décomposé em scits

graphes _partiels isomorphes 3 G, si on peut partitiouner les ar@tes {arcs)

de H en sous graphes partiels isomorphes 3 G. Sn d3signe le graphe (l-grerhz)

formé de n sommets isolés.
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1.4.4) Lemme * S1i H., H, et G %X S (oli n désigne le nombre de sommets de H,)
- 1 2 n ' ' 2

peuvent &tre décomposés en sous graphes partiels isomorphes A G, alors Hl %:Hz

peut-8tre décomposé en sous graphes partiels isomorphes a G.

Démonstration : Soit m le nombre de sommets de Hl et n celui de B,. Hl;j,Hz est

1’union aréte (arc)~disjointe de Hl g;sr et de Sm.ﬁﬁﬂz. Smiiiﬂz est 1'union de m

i
coples de HZ’ deux i deux aréte (arc)-disjointes et peut donc Etre décomposé en

sous grapﬁes partiels isomorphes 4 G (car Hz est décqmposable). Hligksn peut etre
décomposé en sous graphes partiels isomorphes i G x.Sn (d'apréds 1'hypothése de décom-
position de Hl) et chacun de ces sous graphes partiels iscmorphes 4 G’g’c}Sn est décom~

posable en sous graphes partiels isomorphes a G.

(I.4.5) : S'il existe une (m,k,A) G-configuration, une (n,k,\) G-configuration et
B

si G % S_ peut étre décomposé en sSous graphes partiels isomorphes & G, alors il
n .

existe une (rn . k,A)G-configuration.

*
Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 1 avec Hlﬂ RKm {ou Hl = AKm) et

k-3

H, = X K AK ).

2 n(ou n)

Pour pouvoir appliquer I.4.4 ou I.4.5 i1 faut donc &tudier sous quelles conditions

G Sn est décomposable en sous graphes partiels isomorphes & G. Nous allons montrer
- . *

K’ 3k’ Ck Ck’ cette décomposition est toujours possible : par comtre

dans le cas G = Kk cette décomposition est liée a4 1l'existence de tableaurorthogonaux

que pour G = P

(I.4.6) Définition : ([Hl’ chap 13] ou [B4]). Un tableau orthogonal {orthogonal

n
array) OA (n,k) est un tableau 4 k lignes, n_ colonnes,dont les &lérents notés

. . 2 . N
a. . (1<1i<k, 1<) n ) appartiennent 4 un cnsembie E, avec 151,’ n et tel

i

1,]
.. . Vi .
que : Vi, i’ {(ai,j , ai’,j) :1<j<n }=ExEF.
(comme |EXE| = n2s pour vérifier la condition d'orthogonalité ci dessus i1 suffit

de vérifier que pour 2 lignes guelconques i, 1’ les couples (ai i’ a.4 j) sont tous
3 3

distincts ou que tout &lément de ExE apparait au moins qune fois comme couple

a, - a. .
(1s 1. 1l&.]
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(I.4.7) « @ Remarque Il est bien connu qu'un tableau orthogonal 0A (n,k) existe

si et seulement si il existe k-2 carrés latins orthogonaux d'ordre n. On peut

donc utiliser tous les résultats connus sur les carrés latins orthogonaux (voir

wilson [ w3l par exemple).

(1.4.8) Kk(i)S peut étre décomposé en sous graphes partiels isomorphes 3 Lo
: T, : !

si et seulement si il existe un tableau orthogonal DA (n,k).

e

pémonstration : (Elle est voisine de la démonstration de 1'Equivalence des ta-

bleaux orthogomaux et des ‘'transversal designs“*(voir [B 10] ou [W2,W3], les
"blocs des transversal designs’ jouant le rdle des sous graphes de la décomposi-
tion).

supposons qu'il existe un tableau orthogonal OA(n,k) et identifions les €l&ments
de Sn et ceux de £ (éléments du DA{(n,k)}. Les sommets de Kk{gﬁsn sont donc label-
lés (i,e) avec 1 <1 <k et 1 € e <n ; les arites de Kkﬁgysn sont les paires
{(i,e), (i',e")} avec i # i'. A chaque colonne j du tableau orthogonal associons
le sous graphe complet Gj de Kk @}Sn, construit sur les sommets (i’ai,j,) avec

1 <1i<k. Gj est bien lsomorphe & Kk' Soit {(i,e), (i', e')} avec 1 # i', une

argte de K{@;S : glle appartient A G, si a. . = e et a., .= ¢' ; or d'aprés la
7 n 3 1,] 1,]

condition d'orthogonalité de la définition de OA (n,k) ces équations admettent

une solution unique en j. Deonc toute aréte de Kk b Sn appartient 4 un et un

seul G., c'est-d-dire K ¥ 5  est déconmposable en K .

] k n X
Réciproquement supposons qu'ill existe une décomposition de Kk % Sn en 1 sous gra-
3 phes partiels Gj isomerphes A K, - S8i (i,e) et (i', e') sont deux sommets d'un Gj
alors i # i', 1l'ardte {(i, e), (1', e')} devant &tre dans Gj. Conme Gj i k sommets,
on peut écrire ses sonmets (i,ai j) avee 1 <1 < k. A la décomposition de

, Stz
- . N . Z R -

Kk.bg Sn associons le tableau 4 k lignes et n coloanes, ol 1'élément de la ligne
i et de la colonne j est a; j défini ci dessus. Toute aréte de K, % Sn apparais-

¥

sant dans un et un seul G, on a bien la condition d'orthogonalité du tableau.

*
Pour une étude récente des transversal designs voir Henani [H 10}.
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1.4.9 @ Théoréme (R.C. Bose et 5.5. Shrikhande [B9) : §'il existe une (m,k, 1)K, -

configuration, unc (n,k,A)Kkonnfiguration et un tableau orthogonal CA (n,k)

alors il existe une (mn,k,}) Kk“configuration 3

pémonstration : Corollaire immédiat de T.4.5 et T1.4.8.
e R e

.10) : T dé&signant un tournol & k sommets : s'il existe une {m,k,}} T, -con-~
(1 - g _ Kk

figuration, une (n,k,A)Tk~configuration et un tableau orthogonal OA{n,k) ; alors

iR

j1 existe une (mn,k,A)T -configuration.

Rt k

pémonstration : Il suffit de montrer que Tk b e Sn 2st décomposable en sous graphes
Demonsiratlon :

partiels isomorphes # Tk. La démonstration est identique 3 I.4.8 Tk s'obtenant A

partir de Kk en fixant une certaine orientation aux artes de Kk'

o
(1.4.11) = Ck;x-Sn (resp. C

Démonstration : La proposition est prouvée dans [B5] (voir chap.3d) pour les k-cir-

K w}Sn) est décomposable en k-cycles {resp. k-circuits).

cuits. La démonstration est identique pour les cycles ct les eircuits (un k-circuit
s'obtenant & partir d'un k=cycle c¢n orientant correctement les artes). Nous donnons
. . NP ) z o, .
ici celle pour les cycles, Comme le nombre d'ardtes de Ck fon est k n, 11 suffit
. 2 - - Lo s : g e
d'exhiber n” k-cycles 2 & 2 arétes disjoints. Considéreons les éléments de €, comme
k
. . 2
ceux de Z/kZ et ceux de Sn comme ceux de Z/nZ., On viérifie gue les n k-cycles
C. de Ckzxrsn oi j € Z/nZ et a € Z/nZ sont bien 2 & 2 arttes disjoints :

¥

Cj M (o o o, (4, 3+ia), . . ., (k~l,s), (0,3)) ou 0 <1< k-2,
¥ .

(I.4.12) : Si Hl ot HZ sont décomposgbles en k-cycles (resp. k-circuits) alors

Hl X H2 est aussi décomposable en k-cycles (resp. l-circuits), En particulier

s'il existe une (m,k,A) C, ~configuration et une (n,k,X) Ckmconfiguration alors il

k

- - . - - » . . =3 . »
existe une {(mn,k,A)C -configuration. $'il existe une {(m,k,A) Ck=conf1gurat10n et

k

_’ * - L v . . -
une (n,k,A) Ckuconflguratlon; alors il existe une (mn,k,}} C -configuratien.

Démonstration Corollaire immédiat de 1.4.5 et T.4.11,
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(1,4113) 3 Pk x,Sn {resp. Pk.g Sn) est décomposable en k-chalnes (resp. k—che-

nins) -

.—-—'—'m._

Démonstration . La démonstration est identiqut pour los chaines et chemins. Nous
W

g ici celle pour les chaines. Si on considére 1cs Eléments de Pk(Sn) comme ceux de

donnon
7/kZ (Z/nZ) la décomposition de Pk x Sq est donnéc par les n'2 k-chaines
C. o j € Z/nZ et o € Z/nd : C. = (L . ., (1, JHiad,. . .) avec 0 < i < k-1.
JsQ ], — ind
(1.4.14) ¢ G'il existe une (m,k,}) Pk~configuration (ﬁk-configuration) et une
. - = e . Pl - +
(ma, k,A) Pk“COHflguratlon (Pkﬂconflguratlon)5 il existe une {rm,k,A) P{tonfiguration

(?R”C(Jnfigui'ﬂti-()ﬂf Corollair’e de 1.4.5 et I.L\.13.

(1.&.15) . (P. Hell et A. Rosa [H3] ; J.F Lavless [L2] : S'il existe une (m,k,l)Pk“

configuration équilibrée, une (n,k,\) Pkwconfiguration équilibrée, alors il existe

une (mn,k,A) Pk~configuration équilibrée,

pémonstration : Il suffit dans la construction de I.4.4 ou 1.4.5 de montrer que tout

sommet de AKm K;AKR apparalt dans le mbne nombre de k-chaines. Soit (u,B) un sommet
quelconque : d'aprés la construction de I.4,13 si a appartient a un’ k-chaline Pk de
la décomposition de AKm, (a,8) appartient 5 n k-chaines de Pk i;Sn. Comme o Appar-
tient a Ak (m~1)/2 (k-1) chaines . (a,B) appartient & Akn (m~1)/2 (k~1) chaines de
la découposition de Axm,g.sn. D’autre part (a,B) appartient 2 Ak (n~1)/2(k~1) chdines du %
graphe cngendré par les (a,1) avec 0 <€ 1 < n-l, isomorphe & lKn. Donc (a,B) appartient

en tout au nombre constant Ak (mn-1)/2 (k-1 chaines de AKN $ AK = AK
: n mn

Nous allons maintenant considérer une généralisation du produit lexicographigque, que
nous avons introdulte dans [85] et qui va nous permettre d7cbtenir de mouveaux théo~
rémes de composition. Cette généralisation consiste 3 identifier dans H1 i,Hz, h

points de chaque copie de HZ' La définition exacte est




1.43

(I.4.16) : Définition : soient m,n,h trois entiers. Soient H1=(X1,El)

et Hzﬂ(XE ) Xé‘, Ez) deux graphes (graphes orientés) avec fxli = m,
IXE] = n et }x;} = b. Soient H) et H) les sous graphes de H, engendrés

respectivement par Xé et X.. On définit un graphe (graphe orienté)
H; (H,, Hg) ayant pour sommets les &léments de (xl X x;) v xy,

a A 16
un sommet (xl, xz) de xl X X2 étant relié au sommet (yl, yz) de

X, x X5 si et seulement si : soit {xl, yl} est une argte (arc) de B,

soit X = ¥, et {xz,yz} est une argte (arc) de Hé.

1
- un somEnet (xl,xz) de Xl x Xi étant relié au sommet z de X; si et seulemeunt

si {xz,z} est uvne aréte (arc) de HZ'

- deux sopmets Z et Z' de X! &tant reliés si et seulement si {z,z'} est une

2
aréte (arc) de HE.
Exemple :
H =C, = \ &
3 4 -
By =¢C, = > B}
2

1 "o (1’2) B i

Hl = H2 L ]
2 3 4
2

(X.4.17) : Remarques : Dans le cas h = O on retrouve le produit lexicogra-

re

phique. Dans le cas géméral HZ (HZ’ H;) est l'union des graphes aréte
(arc)~disjoints : H = Sn’ p copies de H, - H“z (graphe obtepu 3 partir

de H2 en enlevant les arétes (arcs) de H“z) et HY ; dans le cas h = 1, H

se véduit 3 1 somser x et H; (HZ,{X}) est 1'union de H) x Sn et de p copies

de Hz arétes (arc)~disjoints.

En utiligant la remarque 1.4.17 on obtient exactement comme dans le lemme

I.4.4 :
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(1.4.18) Lemme : Si Hl’ H;, G,')g,Sn (ol m est le nombre de sommets de Hé) et

H,™ H; (graphe partiel obtenu en enlevant de H, les aretes ou zrcs de H“z) peu-
o peu~

vent étre décomposiés en sous graphes partiels isomorphes a G, alors H; (HZ’ H;)

peut aussi etre décomposé eun sous praphes partiels isomorphes i G.

(I.4.19) Lenme : 51 H

1» s G‘X'Sn (ot n+l est le nombre de sommets de HZ) peu-

vent etre décomposés en sous graphes partiels isomorphes a G, alors H; (HZ’ {xh

est aussi décomposable en sous graphes partiels isomorphes & G.

= ) ®) . = * BY o AK i %
En prenant H1 Km (ou AKm) ; HZ AKn+h (AKn+h)s 92 Ahn (AKn) et donc

H; o A Kh (AK*¥ ) et en désignant par lKn+h »Axh (AKg;h“ sz) le graphe obtenu. en Otantg

* = ¥ - *
de AKn+ (AKn+h) les arftes (arcs) dTun AKh (AKh) cn obtient

h

(I.4.20) : 5711 existe une (m,k.,A) G-configuration, une (h,k,)\) G-configuration et
s 8 g

- .-; r " ] — A.* . -~ » -
si G x.Sn et Ahn+h AKh (ou Ahn+h l) peuvent étre décomposés en sous graphes

partiels isomorphes & G alors il existe une (mn+h,k,A) G-configuration.

(I.4.21): $'i1 existe une (m,k,*) G-configuration, une (n+l,k,x) G-confipuration

et si G ‘ig:Sn peut—8tre décomposé en sous graphes partiels isomorphes 4 G, alors

il existe une (mn+l.k,A) G-configuration.

Dans le cas G = Kk nous obtenons avec I.4.8 des résultats sur les (n,k,A)-confi-
gurations (ou 5,I.H.D).

(I.4.22 ) ¢ 8'il existe une (m,k%,A)-configuration, une (h.k,\)~configuration
g

un tableau orthogonal OA (n,k) et si AKh+h - lKh est décomposable en sous

graphes partiels isomorphes A Kk’ alors il existe une (mn+h,k,X)-configuration.

(I1.4.23)(7.C.Bose et 5.5 Shrikhande [B9} : s'il existe une {(m,k,A)-configura-

tion, une (n+l,k,\)-configuration et un tableau orthogonsl OA (n,k), alors il

existe une (mn+1,k,A)-configuration.

(I.4,24) + §'il existe une (m,k,r)-configuration, une (n+k,k,*) configuration,

un tableau orthogonal 0A (n,k), alors il existe une (mn+ k,k, \)-configuration¥

Ce résultat apparalt aussi dans Wiison [W4]
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pémonstration : Il suffit d'appliquer 1.4.22 avec h =k ; il existe toujours

R

une (k,k,A) configuration et l'existence d'une décomposition de Kn+k - Kk en

b

sOUB graphes partiels isomorphes & Kk est équivalente i l’existence d‘'une
(n+k,k,A) configuration &n prenant pour Kk une des partiéa {blocs) de la con-
figuration.

Exemples : On obtient ainsi les configurations suivantes, connues par les tra-
vaux d'Hanani (veir M, Hall [Hl ; 15.5]), mais qui n'&talent pas obtenues dans
(B9] : il existe une (232,4,1)-configuration avec m = 4, n = 57, k = 4 ; et une
(285,5,1)-configuration avec m = 5, n = 56, k = 5,

DPana les cas G = Ck’ Ek’ Pk’ 3# nous obtenons en utilisant T1.4.12 et 1.4,13 :

(I.5.25) :+ Soit G = Ck’ ou Ek’ Pk’ 3k $7il existe une (m,k,)) G-configuration,

une (h,k,\) G-configuration et si AR n T A (ou AK:+h = AK¥) peut-etre dé-

composé en sousgraphes partiels isomorphes & G, alors il existe une (mn+h,k,A)

G—configuration.

(I.4.26) : Soit G = Ck’ ou G , ou Pk’ ou ?L. §'il existe une (m,k,)) G-configu-

ration et une (=+1,k,A)G-configuration, alors il existe une (mn+l,k,A)}G-confi-

guration.

Décomposition de K; en 3-circuits,

-

Nous sopmes maintenant en mesure de prouver le cas k = 3 de la conjecture I.1.2 3
c’est-&-dire de résoudre le probléme de la décomposition de K: en 3-circuits. Hous
avons donné une solution complétement différente dans {B3] (voir 1.5) ; ce problé-

me a &td résolu auSsi indépendamment par N.S. Mendelsohn [M2] et par R,H. Bruck
[B11} ., La preuve donnée ici est la plus simple des quatre preuves existantes. Pour
les besoins de 1'induction, nous prouvons un théoréme un peu plus fort,

Remarque : Dans {21! G.Pingel et W.T. Younps ont montré que pour n = 0,3,4,7 (mod '
il existe un. plongement de Kn dans une surface de genre (p-3) (n=4)/12, ol chaque

face est un triangle, Le théoréme est donc prouvé par ce résultat pour

n = 0,3,4,7 (mod.12).
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{1,4,27) . Soit n un entier n 2 0 ou 1 (mod.3) et n # 4,6. Il existe une décompo
LI

gition de K; en 3-circuits, contenant deux 3-circuits opposés (c'est-d~dire un
B )

sous graphe partiel isomorphe 3 K%*). Pour n = 4 il existe une décomposition de K¥
; 3 - 4

en 3-circuits et pour n = 6, il n'existe pas de décomposition de Kg en J-circuits.

pémonstration : ( par induction sur n). Le théoréme est vrai pour n = 3, n = &4

R

(analogue de 1.2.8 avec les circuits : (3,0,1,3) ; (3,1,2,3) 3 (3,2,0,3) ; (0,2,1,0)).

Pour n = 6 il n'existe pas de décomposition (I.2.22). Pour n = 13, on obtient une

telle décomposition A partir d'une (13,3,1)~configuration et de I.1.6. Pour n = 16
et 18 on peut vérifier le théoréme soit par construction directe, soit en utilisant
1a démonstration de I.5.3 avec la solution du probléme de Kirkman seulement pour 15
(pour n = 16, c'est aussi un corollaire d'un résultat de B. Hartnell et M, Milgram

[u2).)

Supposons n_ entier, n 2 0 oul (mod.3) et supposons le thBoréme démontré pour

3]
o]

n< n (n # 4,6) et n = ou 1 (mod.3).

Cas 1 : n = 3t avec t £ 0oul (mod.3) et n # 18 , Le théoréme résulte de 1.4.12

*

avec m = 3, n = t et en remarquant que si K; contient un Kg, alors K;n aussi contient

*
un K3'

Cas 2 : n = 3t+l avec t = 0 ou 1 (mod 3) et n # 13. Le th&oréme résulte pour

n¢# 19de I.4.26 avec m=¢t, n = 3 (n+l = 4), Si n = 19 (t = 6) le théoréme résulte
de I.4.26 avec m = 9, n = 2 (n+l = 3),

Cas 3 : n = 9 k+7 = 3 (3k+2)+1 et n # 16 : Le théoréme résulte de I1.4.26 avec
m= 3 et n = Jk+2 (n+l = 3k+3}).

Cas 4 : n = 9k+6 = 3 (3k+1)+3 et n_ # 6 : Le théoréme résulte de I1.4.25 avec

m= 3, h=3, n=s 3kt+l, nth = 3k+4,

(1.4.28) remarques : Une méthode analogue a &té utilisée par A.J.W Hilton [H4] pour

obtenir une démonstration de 1'existence des (n,3,1)-configurationcu triplets de
Steiner. Le théordme donne en corollaire unme nouvelle classe de (n,3,2)-configu~
rations. S§i on veut prouver seulement 1l'existence de (n,3,2)-configuration, ou

1'existence de (n,3,1) TT.-configuration, ol TT3 désignele tournoi transitif

3
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3 3 sonmets la méthode de démonstration est identique i celle de 1.4.27 mais plus

gimple car de telles configurations existent pour m = 6 (voir I1.4.29). On peut aussi
-

appliquer la méthode pour 1'existence de (n,3,1) P3~conﬁigurations ou (n,3,1)P3~

configurations.

(1.4.29) (S.H.Y. Hung et N.S. Mendelsohn [H9] : 11 existe une (n,B,I)TTB*confi-
P e

guration_si et seulement si n £ 0 ou 1 (med.3).

pémonstration : (par induction). Le théoréme se vérifie facilement pour n = 3,4,6.

Pt

Soit n entier n 2 0 oul {mod.3). Supposons le théoréme vrai pour n < a_, avec

az0oul (med.3).

~n, = 3t, t = 0oul (mod.3) : I.4.10 avecm= 3, n = t-

- n = 3t+l, t = 0 oul (mod.3) : I.4.21 avec m = t, n = 3(n+l = 4),
o= 9k+7 =3(3k+2)+1 : I.4.21 avec m=3, n = 3k+2 (n+l = 3k+3).
-n = 18p+6 = 6(3p+1) : I1.4.10 avec m = 6, n = 3p+l.

-n, = 18p+15 = 2(9+7) +1 : I.4.21 avec m = 9p+7, n = 2, n+l = 3,

(I1 faut remarquer qu'il existe un tableau orthogonal OA(n,3) pour n > 2).

Décomposition de K; en 5-circuits.

(1.4.30) : Théoréme : K; peut-8tre décomposé en S-circuits (c'est-d-dire il existe

une (n,5,1) Es*configuration) si et seulement 81 n £ 0 ou 1 (mod.5).

Démonstration : Pour démontrer ce théor@me on utilise les propositions 1.4.12,

1.4.26, 1.4.25, réenoncés ci-dessous : A,B,C et certains lemmes notés Di dont les

preuves utilisent les méthodes de I1.2.

A Si K; et K; sont décomposables en S5-circuits, K* 1'est aussi.
mn
B : Si X* et K* sont décomposables en 5-circuits, K* 1'est aussi,
T n+l mmn+1

€ : Si K*, K*¥ et K¥  ~K* sont décomposables en 5-circuits, K* 1'est aussi.
ot K e Kn+h Kh t mpos 5 cuits, mn+h
D : Il existe une décomposition en 5-circuits de :

-K¥;D, ¢+ R¥ ~Kf ;D :K’i‘l-'l("’

: K¥E . « K¥ - f x

Dy : Ko s Dy s Kg i Dyt Ky = Rg 5 Byt %07 % 7 Y 5
. * o K¥ . . KR, . * o WE . v TR .. KE .

Dg ¢ Ky ~ KE 5 Dyt Kfg 5 Dyt Kig ~ Kjg 3 Dg = Kjg = Kg
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. = - » : . * - #* - . R - *
Do * Ko ™ Ko P11 Kio " Koo b P12 7 Rius Kis.

pémonstration des lemmes Diui

Dl est un cas particulier de 1.2.11, D2 de 1.2.8 et Da de 1.2.19 (donné en exenple).

Pour démontrer les autres lemmes nous labellerons les éléments de K; : mk oti 0 < k < h~1 ?

et les sommets restants de K;+h avec les @éléments d'un groupe T'. Pour D3 la décompo~

.

gition est donnée par les 14 circuits : (i,i-l,e | f+1, © i) avec 0 < i < &4
o SR
(0!3’134’2’0), (0,19m2 92’4’0), (192)m3 ,O,G:’[‘ ,1)9 (2’3’m'3’[‘,w4!2)’ (3943‘”2 ’0’033..’3)’

(1,3, 45510 (3:0,%,1,5,3), (41, 205,80 (02,0, 3, =, 0).

43

Pour D5, D6’ Dsfles décompositions cherchées de K:+h - K; s'obtiennent en appliquant

le lemme I1.2.18 avec A_ = {wk :0<k<h-~- 1} et T = Z/ nZ et les circuits de

base @
pour D5 r (h = 59 n = 6) : (0’1,0\:0,5?230) g (O,Z,ml,l,mz,o) H (0#5!“)3:1:@[‘)0)

pour D, : (h = 6, n = 5) (0’1$m@’29m130) 3 (Osasmz’l’m3:0) H (Oaz’m411am5,0)

6
et (0,3,1,4,2,0) invariant pour T.
pour Dy : (h,= 10, n = &) : (O,l,mo,Z,ml,O) ; (0,2,°°2,1,°°3,0) : (0,3,°°4,1,°°5,O)
(034’m6?1!m7’0) ; (OSS)mB’]"mg!O)’

D7 peut de démontrer par construction directe ou en répartissant les sommets de

KTS en 3 sous ensembles disjoints X,Y,Z avec IXE = [Y‘ = IZ] =5 3 KIS est alors
1'union des sous graphes arc~disjoints, isomorphes i KTO . Kg et donec décomposables

en 5-circuits d'aprés D3, engendrés par (XUY) X : (YuZ) -¥Y - (Z uX) -Z.

D. se dédduit de D_ et D_.

9 8 6

Pour D,y Dyys Dyy latellons les sommete de K; par A, = {mk : 0 <k < h-1} et ceux

restants comme &éléments de T = Z/pZ x Z/5Z avec n = 5p. Les p sous-graphes engendrés

par les sommets {(io9 3) avec j € Z/5Z} sont isomorphes & Fg ¢t donc décomposables

en 5-circuits. Les arcs restants de K;+h -~ Kﬁ peuvent 2tre décomposés en S-circuits

en appliquant 1.2.18 avec 4 , T = Z/pZ % Z/5Z et les circuits de base pour

pour DIO 3(P=2) : ( (090), (190)’Q2G,(0’l), m2a+1, (090) ) avec a0 = 0#1,2’3‘4.

pour D]_]_ 3( P=4) : ((Q!n)’(l!o)’ 000_3 (3:0)3 (2,_0)f (O!G)}

((0,0)5 (151), m11(3;3); (2,4); (Oyo)) : et les 9“Circuit5

( (0,0), (a«,8), m2a+6(8‘2)’(031)’ s 146 (8-2) * (0,0) avec a=1,2,3 et B=2,3,4.
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(p=6) : ( (9,0) (1,0),%,,(3,0),(2,2)(0,0) ) avec a=0,1,2,3,4
€ (€,0),(2,0), =¢,(2,2),(4,3),(0,0) ) ¢ ( (0,0),(2,3);,,(1,1),
(3,00 (0,0) ) et ( (0,0),(3,8), = »y (O0,1),m 04,(0,0) ) avee

8 =1,2,3,4.

gémonstration du théoréme (par induction).

1e théordme est vrai pour n = 5 (Dl) =6 (Dz) cno= 10 ( 4 0u Db) =11 (D5 ou

= 15 (DT)’ n =16 (D8 ou Dg’ voir aussi 1.2.17) n= 20 (D Soit n_ un entier,

Dgy» ™ 10
avec T 2 0 oy 1 (mod.5) et supposons le thépréme vrai pour tout n < nO avee n = 0
~ou 1 (mod.S). Nous distinguons divers cas suivant la valeur de n et dépendant des
congruences modulo 300. Nous indiquons dans chaque cas les lemmes utilisés avec les

- yaleurs de m et n,

'_Caslzno=10t+1 t > 2,

l.a t=2p (p2>1) n = 20 p+l B P =% , n = 4
1.b t =3p (p > 1) n, = 30 p+l B : m=6, n = 5p.
l.e t = 3p+l (p > 1) n = 30 p+l11 C,D5 : m=5p+l, n =6, heS5,

1.d il reste t 5 (mod.6)

t = 30k + 5 n = 300 k+ 51 B :m = 60 k+10, n=5,
£t = 30k +11 n_ = 300 k+111 B :m= 30k+ll, n = 10.
t = 30k +17 n_ = 300k+ 171 E:m=25, n= 60k + 34,
t = 30k + 23 n = 300k + 231 B:m= 60k + 46, n =5,
t = 30k + 29 n, o= 300k + 291 B :m 10, n = 30k+ 29.
Cas 2 : n,.= 10 t+5 t > 2.
2.,a t=2p (p>1) n, = 20p+5 R tm= 5p+l, n =4
2,b t=3p (p>1) n_ = 30p+5 C,D5 :m = 5p, n =h, h=5
2.c t = 3p+2 n_ = 30p+25 B t o= A, n= S5p+h,
2,d 1l reste t = 1 (mod.6)
t = 30k+1 n_ = 300k+15 A :m =15, n = 20k+1,
t = 30 k+7 n, o= 300k+7%Y A :m = 15, n = 20k+5.
t = 30k+13 n_= 300k+135 C,D3 ' m = 60k+26, n=5,h=),
t = 30k+19 o 300k+195 C,D12 » m=10k+6, n=30, h=15,

t 30k+25 n =300k+255 A m=5, n=60k+51,
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%ﬂo = 10t + 6 t > 2.

3.a t = QP ('[3 ?_1) no = 20p+6 C,DA T m % 50, n =4, h = 6
3.b t = 3p (p > 1) n o= 30p+6 A tm= 6, n = optl

3.¢c t = 3p+l (p > 1) n = 30p+16 C’DB cnm= 5+1, n = 6, h=l0,

3.4 il Teste t 25 (mod.6).

t = 30k+5 n = 300k +56 B : m=60k+11, n=5,
t = 30k+11 n = 300k+116 C,D9 im=30k+11, n=10, h=6,
t = 30k+17 n, = 300k+176 B : m=h0k+35, n=5,
t = 30k+23 B, = 300k+236 C,D6 tm=060k+46, n=5, h=6,
t = 30k+29 n = 300L+296 B :m=h, n=h0k+59.
Cas 4 : no= 10 t + 10 t> 2,
b.d t=2p (p>1) n, = 20p+10 C,D4 : m=5p+l, n=4, h=8
4. t = 3p (p > 1) n,o= 30p+10 C’DB ! m=5p, n =6, h=ln,
4,C t = 3p+2 n, = 30p+30 A : m=6, n=5p+5
4.d 1l reste t = 1 (mod.6)
t = 30k+1 n =300+ 20 2 : m=20 n=15k+1,
t = 30k+7 n =300k+80 A : =5 n=60k+16,
t = 30k+13 n_ =300k+140 C,Dy, m=15k+6, n=20, h=20.
t = 30k+19 n0¢300k+200 A T om=5 n=60k+40.
==30k+25 n0m300k+260 A ;m=10 n=30k+26

(I.4.31) : Remarque : On peut aussi songer & une méthode de composition qui utilise

non pas les graphes bipartis, ni les produits lexicographiques (avec graphes k-parti),
mais les graphes tripartis. Dans le cas des circuits de longueur impaire une telle
unéthode est possible ct est plus efficace que celle de composition avec les produits
lexicographiques. On peut ainsi rontrer cue Y: est décomposable en k-circuits si

n = 0 oul (mod.k) avec k impair (si k est ifipair et prenier, la conjecture I.1.2

est ainsi résolue) Les résultats et démonstrations paraitront dans un article de

D. Sotteau, Pour n assez grand ceci est un corollaire d'un théordme de [V2] qui dit

que sin = 0 oul (mod.k) et n > C (k) alors K.n peut-Ztre décomposé en sous graphe dis-

joints isomershes 3 K, ou K1 1

o
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o . scomposition de ¥* en 3-circuits.
(.9) o Do ~'n SR :

jous DOUS proposons ici de

ans [n3] et qui utilise les définitions et résultats suivants.

donnar une autre preuve de 7.4.27, preuve qui est paruc

5,1) : Définition : Une (n,k,2) Gconfiguration est dite résoluble si on peut

jonner l'ensemble des sous graphes partiels isomorphes & G (de la partition

artit

des arétes de K ou arcs de K;) en classes de sorte que tout sommet deK tK:)apparaisse
‘A

dans exactement un sous graphe partiel de chaaue classe. Dans le cas G = KB,

= plame de 1'existence d'une (n,3,1)~configuration résoluble (coanue aussi  sous le nom

" de "probléme des seolieres” de ¥irkman) a &té résolu par D.¥. Ray-Chaudhuri et

R.M. Wilsom [R1].

(1.5.2) Théoréme [r1]. 11 existe ume (n,3,1)~configuration résoluble ei et seulenent

¢ins= 3 (mod.b),

(1.5.3) Théoréme : Eﬁ peut-8tre décormposé en 3-circuits si et seulement si

sttt

n=0oul (med.3) et n # 6.

1 ou 3 (mod.6) le théordme est une conséquence de 1'existence

Dénonstration : Sin =

de (n,3,1)-configuration (ou triples de Steinmer). Sin = Ht+3 d'aprés 1.5.2 il existe

une partition des arcs de K} en 2(3t+l) classesformées de (2e+1) 3-circuits 2782
- 6t+3

disjoints au sens des sormets.5i n= 6t+4, soit X, un sormet guelconque de X* le 1l-graphe
n .

K*-{x } est, isom: i K* i 43 * . . i~
*-{x .isomcrphe & KP ., scit ume partition des arcs de K {XO} du type ci

dessus et soient Ci :(Xi’yi’zi)’ 1 «ig 2 t+l, les Jecircuits dunc classe de 1a

L

partition. On obtient une partition de K: en considérant :

i.) les 3(2t+1) 3""Ci1’CUitS de la forme (xoy xi, Yi)y (KO,Y-l, zi) et (KO’ zis xi)

pour 1 < i < 2t +l.

ii) les (2t+1) (6t+1) 3~circuits de la partition des arcs de K; “{xo} autres que les

Ci(l <ix<?2 t+1Y.

Si n = 6t+h avec t > 1. Soient X Y z trois sommets distincts de K:; le l-graphe

- 5 i he & KX
K; {xo, ¥ zo} obtenu en enlevant les sommets X . ¥ .. z, est isomorphe fee3
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goit une partition des arcs de K; ‘{XDs Y. %, } (chtenu dans le cas 6Ht+3) et

soit Ci = (xif) ¥es Z.) C‘

TRIURS = (fo9 v'.. z‘j) et C = (XL, y;L ZF) oft 1 < 1 < 2t+l,

J
1< j <2t+l, 1 <k < 2t+l les Jecircuits de 3 classes de la partition. (La par-
rition comprend au moing 3 classes si 2(3t+l) > 3 soit t EAI). On obtient une par—
tition de K: en considérant :
oy 1 il <
(i) les 2 3-circuits (xog Yo zo) et ( o' %o yo)

(ii) les 3(2t+l) 3-circults de la forme (x_, X, Yi), (xo,yi, zi) et (xo, 255 xi)

pour O < i< 2t+l

(iii) 1les 3(2t+1) 3~circuits de la forme (yo, x’j, y'j) (yO, y%, z',) et (yOs zj,x.)
(1v) les 3(2t+1) 3~circuits de la forme (z09 x, y;), (zo, v, ZE) (zo, zg, xﬁ),

(V) les (6t-1) (2t+1) 3-circuits de la partiticn des arcs de K; "{xo,yo,zo] autres
que les C.. C!j’ C; (1 < i< 2e4l, 1 <j<2t+l, 1 <k < 2e+l.)

pans le cas n = 6 on a vu (1.2.22) que ?2 n'était pas décomposable.

pemarque : On pourrait par la mére méthode établir le cas m = 6t+/ (t > 1), sans

atiliser 1'existence d'une (6t+7,3,1)vconfiguration,

(I.6) : Problémes de recouvrement et de pavage.

Dans ce paragraphe nous 10us proposons de montrer qu'on peut généraliser les métho-

des précédentes pour tudier les

1.6.1 problémes de recouvrement (coverings) des arétes de lKn (cu arcs de AY:)

par des graphes isomorrhes % ¢ - le probléme est de déterminer le nombre de recou-

vrement P (AKnsG) ou Q(AK;sG)CiQSt”ﬁ"dirC tels que : toute aréte de lKn (arc de

AK;) appartient & au moins up graphe du recouvrement.

(1.6.2) : problémes de pavage (packings} des arCtes de AKn {ou arcs de AK:) avec

des graphes isomcrphes 4 G : le probléme est de déterminer le nombre de pavape

v(AKn,G) ou v(AH:gG) norbre maximum de grapbes isomorphes 3G, 2 a2 arétes (arcs)

disjoints c'est-A~dire tels que toute aréte de AKn(arc de AK;) appartient a au plus

un graphe du pavage.

N S
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i

(1.6.3) - _Ona_ p(a¥ , %)

u(AFn, £) si et sculerent si il existe une (m,k.A) £

configuration.

Déronstration © En cffet dans une (n.k,A)¢ confipuration, toute aréte de AKn

i A

(arc de AK;) appartient i exactenent un graphe isomorphe aG.

(1.6.4) @ Dans le cas C= KP’ ces probldmes ont &té trés £tudiés dans la littéra-
ture (voir par exemrple pour les problémes de recouvrement 1'article de W.H, Mills

[#3]. Un cas entiérement résolu est celui ou ¢ = K, (voir [Fl, €2, ¥1, S1, S2].

{1.6,5) * G étant donné, considérons 1'hypergraphe simple ¥(G) dont les sommets

représentent les arftes de Kn (on arcs de F:) et dont les hyper-arétes sont les

gous graphes partiels de Kn (K:) isomorphes i G. p(KnP G) n'est autre que le nom-
bre de recouvtement de B(G) (nombre minimum d*hyperarétes de V{G) ogui recouvrent
les sormets de B(G) et v (Kn, 6) n'est autre que la cardinalité maxirmum d'un cou-

plage de H(G) (nowbre maximum d'hyperarites 2 a 2 disjointes de H(G)).

Les lermes et propositions obtenues dans les naragraphes précédents se généralisent
nous allons en donner quelques exerples ot appliquer ceci au cas oti G est un k-cir-
cuit (une étude différente de 1'hypergraphe des circuits d'un graphe, la longueur
n'étant plus fixée, sera faite au chapitre TII de la thése).

(1,6.6) : La généralisation de I.1.6, s'écrit

D(kKn, G) < Ap(Kn, G) et v (KKn, G) > A V(Fn, )

On n'a pas toujours épalité, on a vu en 1.3.23 ou 1,2.10 qu'il existe une (4,4,2) Caw

configuration, soit D(2K4, Ch) = \1(21((‘ii 04) = 3 mais D(K&’ 04) = 2 {un recouvre=

ment est donné par les 4-cycles {0,1,2,3,0) et (0,2,1,3,0)) et v(Kh, Ca) = 1,

Les généralisations de 1.3.T et I.3.2 s'8crivent :
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(1.6.7) ¢ Soit G = (X,E) un graphe ; s'il existe une ({m,n},k,3) G-confipuration
alors p QK ,6) < p(A¥ , G) +p (XK, G) + rmn/|g|

*

P (AKm+n, G)

v (AKm+

f_p (AY‘:’ G) +p ()\1{;, G) + 2 lm/hg]i

n, @ 2V OKRL 6+ v Ok, @)+ /]

&
v K 5 6) 2 v (K%, G) + v (AKX, 6) + 2 rm/ R,

n

-~ (1.6,8) & Soit G= (X,E) un graphe s'il existe une ({m,n},k,A) G-configuration,

alors p OK 1 6 < 7 OK ;5 O+ OK ., € + ien/|E]
o (AK;+n+1’ G) <p (AK;+1, G) +p (AK;+1, G) + ZAmn/!E{
v (le+n+1, G) 2 v (MK 15 &) + v OK o, 0) + mn/]E|
v ORY s ) 2 OR: 15 G + v (ARE L, G) + 2 en/ | EL.

Remarque : On peut aussi généraliser en utilisant des recouvrements ou pavages

du graphe biparti complet.

Nous allons comme application d&terminer p(H;, Cd)’ v (K;, C4) puis
p (Kn, CA) et v'(Kn, C&)' Nous laissons au lecteur le soin d'établir les résultats

analogues pour A > 1, et t ouc

2p 2n°
{1.6.9) : Théoréme : p (KZ, 64) = 4 ot p (Kg, Ea)ﬂ[n(n—l)fdl* pour n > 4

*
([x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal & x). v (K*, 84) = 2 et
v (Kzs 64) = [n{n-1)/4] pour n > 4.

Démonstration : On a toujours p (K;, Ek) > [n(n-1)/k)* et u(K:, 3&) < [n(n-1)/¥].

Sin=4onawvuenI.2.24 qu'il n'existe pas de (4,4,1) -C'Amconfigurations donc

- . .
p (FZ, CA) > 4 et v (K*, 64) < 2. p (X¥, EA) = 4 d'aprés 1.6.6 et p (K4’ Cé) = 2
de méme v (KZ, EA) = 2 d'aprés I.6.6 et v (K&, Cé) =1,

0 oul (vod.4), n # 4, le théoréme est un cas particulier de T.3.11.

i

Sin

13

Sinmz 2 o0u3 (rod.4) (n > 4), on montre le théorgme par induction par exerple

2
supposons p (qu+2, Eé) = [(4q+2) (4q+1)/4)* = 4q” + 3q +1 ; d'aprés 1.6.8 avec
m SAq+1, (m+l = 4q+2) et n = 4, n+l =5,

p (quw’ f:'&) <p (quﬁ’, _C't.) + o (KT, '-C',' + 2(4gq+l)

= 4a™+11a% = 4(a+1)2¥ 3(q+1)r1= [ (4q+6) (4q+5)/4]%
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on traite de méme le cas n = 3 (mod.4) et la détermination de v (K;, 3a)‘ I1
reste juste d vérifier la preciére valeur de 1l'induction g = 1. Pour n = 6 un

recouvrement de Kz est donné par les 8 4-circuits : {~,i,i+1l, i+4, @) avec

{ € 2/5Z et (0,2,4,1,0), (0,4,3,2,0) et (0,2,1,3,0), Pour n = 7 un recouvrement de

E* est donné par les 11 4~circuits : (=, i, 3+i, 1+i, =) avec i € 2/6Z et

7
(O’IlSFalo) (1, 2;415’1) (2-’3359092)5 (0:59[%3»0) et (3,2,1,0,3). Pour n = 6

un pavage de Kg est donné pay les 7 4~circuits : (0,1,3,2,0) (0,2,4,3,0)

(0,3,1,5,0) (0,4,2,1,0) (0,5,1,4,0) (1,2,5,4,1) §2,3,4,5,2) et pour n = 7 on a
un pavage de K% avec les 10 4-circuits : (0,1,3,4,0) (1,2,4,5,1) (2,3,5,0,2)
(0,5,4,3,0), (3,2,1,0,3), (6,3,1,4,6) (6,0,4,2,6) (6,2,5,3,6) (6,5,2,0,6),(6,4,1,5,6)

(1,6.10) Théordme : Si n est pair : p (Kn, Ca) = [nRIB}* et v(Kn, C&) = n(n-2)/8.

it

3(mod.8)

si n est impair (Kn, Ca) = [n(n-1)/81*% + ¢ (n) avec € () =1 sin

et £ (n) = 0 sinon * v (Kn, Cé) = {n{n-1)/8] -~ €'(n) avec ¢'{(n) = 1 sin =5 ou?
(pod.8) et ¢'(n) = O sinon.

Démonstration : Si n est pair, un sommet guelconque appartient & au rwing n/2

cycles d'un recouvrenent et 3 au plus (n-2)/2 cycles d'un pavage. Cn a donc

P (Kn, CA) 3‘[n2/8]* et v (Kn, CA) < n(n-2)/8, qui est un entier. On montre les

ggalités par induction en utilisant I.6.7. Par exemple on vérifie que

v (Kq' CA) = 1 et v (K6, Ca) = 3 (on a les trois 4—cycles aréte disjoints
(0,1,2,3,0), (0,2,4,5,0) et (1,4,3,5,1)). Supposons oue U(Kn, CA) = n{n-2)/8
alors dtaprés 1.6.7 :

v (K Cd) > v (Kn, CA)+ U(KA, CA) + n = ua(n=2)/8+1l4n = (n+4) (n+2)/8. .

n+4’

51 n est impair remarquons que si les cycles d'un recouvrenent contiennent deux

fois la m@me aréte, alers soit ils la contiennent trois fois, soit ils contiennent
deux fois deux autres arCtes : en effet un sormet appartient & un nombre pair
d'arétes dans le recouvrement. Donc &(Q(Kn, CQ) - n(nul)/é}% 1 et donc si

nz3 {mod. 8). alors p (Kh’ CA) > [n(n-1)/8]*+1. Dc méme si une ar@te n'est pas
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gtilisée dans les cycles d'un pavage, au moins deux autres arétes ne sont pas
gtilisées donc b(ﬁ(nwl)/ﬂ -y (Kn, Cai) # 1,2 et donc si n £ 5 ou 7 (rnod.8)

v (K s c,) 5_[n(n—1)/8];1. On montre les &galités en utilieant I.6.8 avec m+l =9,

on vérife le théoréme pour n = 3,5,7,5 : pour n = 3 on a p(K Cé) = 7 et

33
Y (KB' CA) =0 : pour n = 5 p (KS, CA) = 3 : on a un recouvrement avec (0,1,2,3,0)
(0,2,3;4}0) (193:2,411) 3V (Kss CA) = 1 pour n ¥ 7 p (‘{7, CQ) = f : On AUun recouvyre
ment avec: (4.0,2,5,&},(6,0,1,3,6), (6,1,2,4,6), (6,2,3,5,6), (3,4,5,0,3), (4,1,5,0,4)

i ] -
v (KT’ CA) > v (KS’ Cé) + v (KA’ C4)+3 d'aprés 1.6.7 donc v (K?, Cﬂ) > 4 et

v (K?, C,) = 4, Pour n =9 on a p (Kg’ CA) = 9 d'aprésg 1.3.2t.

4
On peut aussi 8tendre les méthodes développées en L.4 et I.5. On obtient par exemple
les généralisations suivantes de I.4.5 et I.4.21.

(I.6.11) : sic;qasln peut~8tre décomposé en sous graphes partiels isomorphes a G

alors :

2
o (Kmn;’G) < mop (Kn, G) +n p(Km, )

2
p (K G) +n p (Km; G)

mn+1 6 cme (K

n+l’

2
v (Kmn, G) >m v (Kn, G) +n v (Km} G)

v (Kmn+1

Remarque : On peut dans les deuxiémes membres des in€galités intervertir m et n et

O 2mv (K, 6 +a’v (K, 6.

n+l?

choisir le ' me¢illeur majorant (ou minorant). On a les mémes résultats en orienté.

(1.6.12) : Si G&® Sn peut-&tre décomposé en sous graphes partiels isomorphes 3 G

alors : G) + h2 ) (Km, ).

alors : p (K ., 6) < mp (K

n+2’

Démonstration : Analogue i celle de 1.4.21 en considérant le graphe Kmn+2 comme

Km (Kh’ Kz) (voir la définition en 1.4.16).

(I.6.13) : Si G&S_ peut-Etre décomposé en sous graphes partiels isomorphes #
n Peuretre cecomp g P _

o {v (k%,,, C) sous-

G, et s'il existe un pavage de K e

(K, avec v (K

n+2 n+2’

praphes isomorphes & G et tel qu'une aréte n'appartienne d aucun des sous graphes

~

oo . , _ 2
dg_pavage(ou 2 arcs opposés) alors \)(Kan G) >mv (Kn¥2 sG) + n v(KmfG)'

+2*

T
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péEmonstration Considérons Kmn+2 comme K a (Kn’ KZ) ou H 5= k2 est formé

de 1'aréte non utilisée dans | A 4
e éte no isée dans un pavage de 2 Alors on a un pavage de an+2
en congidérant les m pavages des sous graphes engendré par Hz o Kn+2 et les

n2 v (Km, G) sous graphes isomorphes & G d'un pavage de Km(gjsn.

Nous allons appliquer ces résultats au cas G = 33

(1.6.14) Théordme : Sin # 6, v (K, "0’3) = [n(n-1)/3] et v (X, '(53) -8, '
sin#6, 0 (K, ¢ = In(@-1)/31* + ¢ () ol e (@) =1sinz2 (mod.3) et
e (n) = 0 sinon ! p (Kg, CB) = 12,

Démonstration : Nous poserons pour simplifier 1%écriture p (n) =p (K:, 33) et

[

v (n) = v (K, ?:’3).

0 oul (mod. 3) et n# 6 on a d'aprés I1.4.27 ou 1.5.3 p(n) = v(n) = n(n~1)/3.

L)

Si n
On a v(n) f-[n(n-l)/3].

Suppospcns qu’'il existe un arc (x,y) appartenant 3 au moins deux 3~circuits d'un
recouvrement, alors soit cet arc appartient 3 au moing trois 3-circuits du recou-
vrement, soit il existe au moins deux autres arcs appartenant 3 au moins deux
3—circuits du recouvrement : en effet on doit avoir dans le multigraphe engendré
par les 3-circuits du recouvrement d+(x) =d (x). On g done *z(p(n)-n(n*l)/@ ¢ 1/3
et donc si n = 2 {(mod.3) p(n) > [a(n-1)/3}* = n(n-1)/3 + 1/3. De méme on a d'aprés
1.2.22 p (6) ¢ 10. On ne peut avoir p(6) = 11, sinon on aurait {pour respecter

1'égalité des demi-degrés dans le multigraphe engendré par les 3-circuits d'un

recouvrement de Kg) trois arcs utilisés dans le recouvrement, formant un 3-circuit ;
f; en enlevant ce 3-circuit on obtiendrait une décomposition de Kg en 3-circuits
contrairement & I.2.22, Donc p (6) > 12. On montre de méme que v (6) < B, On a

v (6) = 8 en considérant les 8 3-circuits disjoints de Kg : (0,1,2,0), (0,2,3,0),
(0,3,4,0), (0,4,5,0), (0,5,1,0), (1,3,2,1), (1,4,3,1), (1,5,4,1) et p (6) = 12

en considérant un recouvrement de K¥ formé des 8 circuits précédents plus les

6
4 3-cireuits (2,4,5,2) (2,5,3,2) (3,5,0,3), (4,2,0,4).
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Nous allons montrer que s1 n £ 2 (mod.3) : o = 3t+2 alors

3t2+ 3t.

1]

o(n) = [n(a-1)/3)% +1 = 3t%+ 3c+42 et v(n) = [n(a-1)/3]
D'aprés 1.6.12 en orienté avec G = 33 on a :p (3t+2) < 3 p(t+2)+t2p(3)

Sit=1ou?l (rod.3) avec t ¥ 4, d'aprés 1.4.27, comme £t+2 = 0 ou 1 {(mod.3)

avec t+2 # 6 on a p(t+2) = (t+2) (t+1)/3 ; p(3) = 2 doinc

2 - 3t2+ 3t +2. Nous allons montrer gque dans ce cas

p(3t+2) < (£+2) (r+l) +2t
(t 21 ou 2 (mod.3), t # 4) on peut dBduire du recouvrement un pavage de K;
avec [n(a-1)/3] 3-circuits. En effet dans la démonstration de I1.6.12 soit
KE ., = By (H,, H) ol H, = 63' H, = K¥, , et H) = K¥. D'aprés 1.4.27, si
t+2 ¢ 4, 32 contient un K; ; soit x, y, z, les sommets de de K§.Prenons
pour Hg la K; ergendré par (x,y). Dans le recouvrement de K§t*2 les arcs
(x,y) et (y,x) apparaissent dans les 3~circuits (x,y,zl,x), (y,x,zl,y),
(x,y.zz,x), (Y.X,Zz,y), (x.y,ZB,x), (y,x,zB.y) en notant par z, le point
(z,1i) de HI (HZ’ H;) (voir figure) et seul les ercs (x,y) et (y,x) sout
utilis&s deux fois. Om peut supposer gque (21,22,33,21) et (21’33’22’21)

sont deux 3-circuits de ld décomposition de.aBépSnf Enlevons du recouvre-

went de K* les 6 3-circuits contenant (x,y) et (y,x) et les 2 3-circuits

3c+2
(zl,zz,z3,zl) et (21,23,22,21) et rajoutons les 6 3-circuits (x,zl,zz,x),
(xnzziZB’x) (X,ZB,ZI,X.), (Ytzl:z3:y) (YsZanzsy) (Yazzyzlsy)*

On obtient ainsi un pavage de K§t+2 avec p(n)-2 3-circuits soit [n(u~1)/3]

3=circuits. On a donc bien v(mn) = [n(n~1)/3].

Q 3 o =
H1 (H2,H2) avec Hl CB,
a ©¥
z HZ K(;+2’

i)

o,
- (.2 .o
:::::““%:“ H; K; sur X,y.




1.59
5i t+2 = 4 on obtient v(B) = p(B)-2 = 18 de la wime manidre en considérant

que (x,y) apparait dans les 3-circuits (xsy,zl,x) (x,v,2,,%) (x,y,zg,x) et

2
(v,x) apparait dans les 3-circuits (st.tl,y) (y,x,tzﬁy) (y,x,tg,y), Le pava~

e de K¥* est donné alors par les 3-circuits : (x,z,,.t,,x), (v,t.,z.,y) puis
& 1 1 1 1 P

8

(x,ti,zi+1,x) et (y, z,t ' avec 1 = 1,2,3 puis (zl,zz,z3,z1), (zl,ZB,zz,zl),

i+l?
(zl,t3,t2,z1), (tl,tz,ts,tl), (t1,23,t2,t1) et (tl,ta,zz,tl).

I1 reste donc les cas t £ O (mod.3) et t =4, Nous allons montrer qu'alors
2

v (3t+2) = 3t"+ 3t. Dans un pavage avec v (3t+2) 3~circuits on aura seulement
2 ares opposés n'appartenant 3 aucun 3 —circuit. Om recouvre aisément ces 2

arcs par deux 3-circuits d'oi p(n) < v (n)+ 2 dans ce cas. On a v(5) = 6

un pavage de K; est donhné par les 6 circuits : (0,2,3,0) (0,3,4,0) (0,4,2,0)
(1,3,2,) (1,4,3,) (1,2,4,1). D'aprés ¥.6,13 appliqué avecm = 4 et n = 3

et C = 33 (le pavage de Kg ne contenant pas 2 arcs opposés (01) et (10) ) on a
v (14) >4 v (5) + 9 v (4) = 60, Donc “W14) = 60 et p (l4) = 62, Supposons
maintenant t £ O (mod.3) c'est-3-dire t+2 = 2 {mod.3) : d'aprés 1.6.13 appliqué
avec G= 63 y m=3, n=t, v(3t+2) >u+2) + t2 v(3) : si on suppose par induction
le résultat vrai pour t+2 (le résultat est vrai pour 5) on a

v(3e+2) > 3 [(t+2) (t+1)/3] + 2t2 = 3t2 + 3t, et donc v(3t+2) = 3t2+3t.

(I.6.15) : Remarques : I. On peut montrer le théoréme I.6.14 par la méthode

de I.5.3 en enlevant de K; 2 ou 5 points pour se ramener & Kzt+3 (excepté si

n = B)., La démonstration est plus simple, maisa 1'inconvénient d'utiliser
1 le théoréme I.5.2,

2. Le théoréme donne pour n ¥ 6 les valeurs de
p(ZKn, 03) et U(ZKn, CB) ; pour n = 6 1'existence d'une (6,3,2) Ca~configura“
tion enttaine p(2K6,03) =y (2K6,C3) = 10. Les valeurs de u(ZKn,C ) ont &té
obtenues par R.K.Guy [G2].

3. La wméme méthode permet de retrouver les résul-
tats connus sur p(Kn,K3) : [Fl] et v(Kn,K3) [¥K1,51,52]. Nous donnons ici une

démonstration plus courte de :




1.60

(1.6.16) Théorgme :[K1,51,52] : v (K, Ka) = [%[-»‘—‘%l]]-ecn) ol €(n) =1
ginz 5 (mod.6) et €(n)= O sinon,

Pémonstration : Sin 1 ou 3l (mod,6) ceci est une conséquence de 1'existence

des {n,3,1) configurations(ou triplets de Steiner) . Si n 2 0 ou 2 (mod.6)

on obtient un pavage de l(.n en enlevant un somet de Kn+1 et les triplets ~~n—
tenant ce sommet dans une (n+1,3.1) ccofiguration. J.Spencer [52] a montré
que le cas n £ 5 (mod.6) se déduisait du cas n = & (mod.8)., Supposons donc
ns 4 (wod.6) : n = 6t+h 3 d'aprés I‘ﬁll"U(K6t+h’K3) >3 v (K2t+z.K3)+(2t+l)2.
on vérifie en supposant le thZorEme vrai pour 2t+2 que le théoréme est vrai
pour 6t+4.

(1.6,17) Remarque : Par la mBme mithade nous avons obtenu un ceriain nom-

bre de résultats cur V(Kn’Kq)*

Conc®-sion : Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés exclusivement a

des problémes d'existence de G-confipurations. Loxsque le probléme d'existence
est résolu, on peut s'intéresser & savoir, pour des paramdtres donnfee ~oniELl”
il y a de telles configurations non isomorphes et 8'il existe des congrrunricug

permettant de les obtenir les unes 4 partir des autres.
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CHAPITRE II

CYCLES HAMILTONIENS ET GENERALISATIONS.

11.1. Rappels sur 1'existence de cycles hamiltoniens.

-

Dans la suite G = (X,E) désigne un graphs simple (sans boucles, ni ar@tes

multiples), ayant n sommets [X] =n , avec n 2 3 . Un cycle (chaine) ha-

miltonien de G est un cycle £lémentaire (chaine élémentaire) de longueur n,

c'est 3 dire un cycle (chaine) passant une fois et une seule par chaque sommet.

De nombreuses conditions suffisantes d'existence d‘un cycle hamiltonien
ont &té &tablies (voir [B1J. Nous en rappeloms ici certaines, portant essentiel-
lement sur les degrés des sommets du graphe. Nous notons par d(x)le degré du

sommet X.

G = (X,E) admet wn cycle hamiltonien si

(11.1.1) : (Dirae [D11) : diz) 2321 pour tout z de X .

(11.1.2) : (ore [011) : d(x) + d(y) z »n pour tous sommets I
et y de X non adjacents {c'est & dire {z,y} ¢ E)
n.u'!

jg pour J < e

< ——-J-L-.

2

(11.1.4) : (Bomdy (B6)) : les sowmmets de G étant indexé&s de sorte que

dlz,) s dlz,) s....% d(.‘zn) on a 1

(11.1.3) : (Posa (P11 : |{x : d(x) < ]}
|

et (pour n impair) [{e : dlz) = **w}

J <k, d(xj) < g d(mk) < k-1 = d(xj) + d{:k) 2n .
(11.1.8) : (Chvatal [£2)) : les sommets de G &tant indexés de sorte que
dlz,) < dlx,)< ...s d(rn) on a :

- A . = -

a(:j) <J <3 d(xn»j) =g .
(11.1.6) (Las Vergnas (L1]1) - {xl,xz,...,xn} étant ure indexatior quelconque
des sommets de & on a :

J<k , kzmn-j, {xj,:r:k} £ E

d(z;) s j . dlm) s k-1 T dlzg) +dlz) 2 n




I1.2.
Remgrque : Les conditions II.1.0 sont rangées de sorte que si G wérifie
IT.1.a, il vérifie II.1.B pour 1 Sa <856,

Tous ces théorémes se déduisent du résultat suivant du & Bondy et Chvatal

[B3] pour lequel nous avons besoin d'uue définition :

G &tant un graphe & n sommets, on appelle Xk~fermeture de G , notés Ck(G),
le graphe H, 3 » sommets, ayant le plus petit nombre d’ar@tes, contenant

6 comme graphe partiel et tel que dH(zﬁ + dy(y) < k pour tous sommets I

et ¥ non adjaceuts dans H .

(13.1.7) (Bondy et Chvatal [B91) : Soit G un graphe 3 »n somnets, si la
n-fermeture Cn(GJ admet uvn cycle hamiltonien, alors 6 adwmet un eycle hamil-

tonien.
Signalons enfin une dernidre condition :

(11.1.8) (Erdss~Chvatal [C3)) : 8i G est un graphe h~connexe, dont le nom-
bre de stabilité a(G) vérifie a(G) < , alors & admet un cycle hamiltonien.

Dans la suite nous nous proposons :

a) d'obtenir, en affaiblissant les hypothéses ci~dessus, des conditions
suffisantes d’existence d'un cyle &lémentaire de longueur = ¢ (11.2), d'un
cycle non élémentaire de longueur = (I1.3), d'une chaine &lémentaire de lon-

gueur 2 ¢ (11.2), d'arbres ayant au plus h sommets pendants (11.4).

b} d'obtenir avec des hypothéses plus fortes, des conditions gssurant l'exis-
tencede cycles hamiltoniens ayant des propriétés supplémentaires (I1.5 et II1.6
en orienté).

¢) d'Etudier les propriétés d'hamiltonisme de L(G), graphe représentatif
des arétes de G,(Il.7), dont nous donnons diverses caractérisations obtenues

avec Meyer [Bu] (11.8) .

I1.2. Cycles &lémentaires de longueur 2 ¢ .

{11.2.1.) Théoréme : Spit {xx,_x_e,.‘.,zn} wne tndexation queleonque des sommets
de G et soit c <n . Supposons que :

<k, {z., 2} fE 7
J = maw(d(zy) ; dlzm)) 2 e

dﬂgj) $J7, diz,) < k-1




Alors G contient wn cycle élémertaire de longueur 2 ¢ + 1 .

Démemstration : Supposons que le théoréme soit faux pour une valeur n et

i

somnets, vérifiant 1'hypothése et pas la con~
G n'est pas com-

soit G = [X,E) un graphe 3 =n
clusion, et ayant le plus grand nombre d'argétes pessible.

plet. Sojent x; et =z deux sommets unon adjacents de G avec J < k tels
W

que :

2} il existe eutre xj et =z une chalne ayant la plus grande longueur

2

possible < .

72) J + k% ait la plus grande valeur possible parmi les couples de points

vérifiant ).

-

Le graphe obtenu en ajoutant 3 G 1'aréte {:rj,xk1 vérifie les hypothéses

du théordme et d'aprés la maximalité de £ contient un cycle de longueur

et =, vérifie £z ¢ .

2z ¢ + 1. Denc la loogueur de la chaine entre Ij %

Soit P(xj,zk) = {xj T Yy sl Yiaeeilp T mi} la chalne entre z; et

{yi Ty e P(mj,xk) et {Ij’yi+lf e Er ,

&
| )
(23
.
K

{yi Ty e P{xj,xk) et {yi-l’xk} e E} .

m

T
o
1]

On a |J! = d(xji : en effet zj ne peut pas &tre relié & un point

z 4 P(Ij’xk) , Sincn on aurait entre 2z et x, une chaine de longueur > £

et {3,$k} ¢ E (sinon on aurait un cycle de longueur > £+ 1 2 ¢ + 1) d'ot

-

une contradiction avec ). D'autre part si Yy € J o

{yi:yiwi:--*ayx = Tis¥igysorrreealp qaty = xk} est une chalne de longueur
£ ; dome {y, , xk} £ E sipon on aurait un cycle de longuevr £+1 2 o+l ; donc
Fd +k (ii) on a indice de Y % J (1'&égalité ayant

lieu seulement pour y,) et donc {J| points d'indice < j , d'oli 3= d(xj)ﬁj*

De méme (K| = diz;) et les points de K , ainsi que x., ont un indice £ X,

d'aprés la maximalité de

J
d'ot [K|+ 1 = d(xk) +# 1 < k . Les conditions de 1'hypothdse sont vérifiges ;

-

d'ou soit d(x,) soit d(xk) z e xj(resp.xk) Etant relifs aux Seuls points

de P(z;,mk) on obtient dans chacun des cas un cycle d¢ longueur 2 ¢ + 1 d'od

unie contradiction.

(I11.2.2Y Corollaive {Posa (P2]) : Soit G wun gravhe tel que :
G contient un cycle

Hz : dix) s g1l<j powr 0 <4 <e=1(c22), alors

élémentatre da longueur = ¢ + 1.

Démonstration : Todexons les sommets de sorte que : d(z ) < d(z,)...< dﬂxn) .




) 2 J+1 pour psjse~1

aire signifie que d($j¢l

5 condition du corell
jJ 2 d(zc) 2 ¢ . Les hypothéses de 11.2.1. sant donc

L
ot done pOUT jze dl=
pien yérifiées.

xn} wne indexation quelcongue des scrmets de G

(11.2.3) : Soit {x,.%as--1o
ot 80t _E < n. Supposcns que !

j <k » {:rj N xk} f E = d(.}'-)+ d(xk) > m‘in(Qc‘-‘l ,ﬂ) .
diz;) <3 s dlzy) < k-1 J _

ntient wn cycle &lémentaire _de longuewr 2 c * 1.

Alors G _¢¢
roposition est un corollaire de 11.1.6

2a=1 < nm , la proposition
Jze -

e-1 2 M , 13 P

DQWWMWﬁmi: $i
amiltonien) . 51

(6 admet dans ce cas un cycle h

11.2.1, car d(xj) + d(ka > 2e-1 = max (d(xj),d(:k)

est un corollaire de

Soit 6 wn grophe 4 1 sommets et sott
) vour tous sommets T et Y non adjacents,

= afl.

(11.2.4) Copollaive (Woodall [W21)-

e <n. Si_dlz) ? dly) = min(2e-1,%

alors G contient 1n eyele S1smentaire de longueut

11 existe des graphes vérifiant les hypothéses de T1.2.4

as celles de T1.2.2.% exemple

e tout graphe comnexe vérifian

(11.2.5) Remarques :

(et done I1.2.3.), mais p

contre on peut montrer qu

G1 avec ¢ = 2 . Par

t les hypothéses de

&

1.2.2. 11 existe des graphes connexes vérifiant les

11.2.4 vérifie celles de T
I1.2.2 : exemple G, avec

g celles de 11.2.1 =ni
hypothéses de 11.2.1 avec

hes vérifiant les hypothéses d
e = 3 . Enfin, il existe

de 11.2.3.:

es conditions

hypoth&ses de 11.2.3 mais pa
e=u (G, vérifie aussi les
de 11.2.2). Il existe des grap
celles de 11.2.2. ni de 11.2.3

des graphes vérifiant les hypothé
e = 3 [Pour d'autres imp

e = 3 , mais pas celles
e 11.2,). mais pas

i exemple G, avec
ses de I1.2.2. mais pas celles

exemple 05, avec 1ijcations entre divers

du meme type, voir Skupien [511.




IT.5.

Il serait intéressant d'améliorer les thdcrémes II.2.1. et II.2.3. pour
obtenir des théoré&mes analogues & TI.1.6. Nous proposcns la conjeciure suivan-—

te 3

(11.2.6.) Conjecture : Soit {xl,mz,...xh} wie_indezation gqueleongue des som~
mets de G et soit ¢ < n . Suppusons que

J<k, kzmn(e-1,n) -~ 7,
“‘mﬂz(ﬁ(xj),d(rk)) ze.

{xj,xk} £ZE, d(zj) s 5, a(xk) s k-1

Alors G contient un cycle élémentatre de longuewr 2 ¢ + 1 .

Si elle est vraie la conjecture II.2.6. entrainerait la conjecture II.2.7,

qui généralise II.1.6. et 11.2.3.

(11.2.7) Conjecture : Soit {xl,xz,...xn} wne indexatior quelcorngue dee sonmets
de G et scit ¢ < n . Supposons que

i<k, kz2mnlzeel ;n)= 3,
“d(xj)ﬁ(:ck) > mgl2e~1,n)

{xj,xk} £ E . d(xﬁﬁ $ g, dlz) s k1

Alors G econtient un eycle €lémentaire de longueur 2 c + 1 .

(11.2.8) Remarques : On peut songer 3 d'autres conjectures possibles, par

exemple dans II.2.6 mettre : kX 2z n ~ 7 : une telle conjecture est fausse

it

2 le graphe G5 . On peut aussi

songer A mettre d(xj) < jJ-n+e+1 et d(xk) <k -n-¢ au lieu de

comme le montre par exemple pour ¢

d(gj) 54 et d(xk) £ k -1 : cette conjecture est aussi fausse comme

le montre le graphe G, pour ¢ = 2 .

Gs

Par contre la conjecture suivante serait intéréssante pour 1I1.3.9.




(11.2.9) Comiecture : Soit {xz,$2,$.,xh} wie indexation gueleongue des som-

mets de G er soit ¢ <n . SUpposons gque

J <k, {xj,xk} £E

v

#’d(xj) + d(mk) min{2e-1,n)

d(z:) 5§ =1, diz,) < k-2

[ s
.

Alors G contient un cyele Elémentaire de longquewr = e+

Cas G 2-conneze.

-~

Nous nous proposons ici de domner un théoréme analogue 3 11.2.3. » qui généralise
les théor&mes suivants :
(I1.2.10) Dirac (D311 - Soit n22e2u - Soit G wun graphe 2-connexe, 3 n som~

mets, tel que di(x) 2 ¢ pour tout sommet x.

Alors G contient un cycle élémentaire de longueur 2 2¢ .,

(11.2.11) Posa [F2]. Soit n 2 20 2 4. Soit G un graphe 2-comnexe, 3 # som-

mets, tel que powr i <4 < e-1 om ait Hx : diz) s JHs -1, Alors & con-

tient un cycle &lémentaire de longueur = 2¢ .,

(I1.2.12) Bondy [B7] : Soir & un graphe 2-connexe, dont les sommets sont in-

dexés de sorte que : diz ) s dlz,)s.. . d(xn) .

Si d(xj) £F ,dlz) <k (§F%k) =“'.fz"(.:c,}-) + d(zk) z e,

Alors & contient un cycle &lémentaire de longueur 2 o .

(¢ est supposé = n) .

(11.2.13) Théoréme : Soit G un graphe 2-connsxe et soit {rl,xz,l..,mh} une

tndexation guelcongue des scmmets de G et soit e < on. Supposons que :

J <k, {x.,rk} «E
J "‘d(:rj) + d(xk) ze .

d(xj) €7, d{Ik) Tk -1

Alors G contiemt wn cycle élémentaire de longueur > o .

Démonstration : Elle est trés volsine de celle de Bondy[B7]. Nous utiliserons

le lemme suivant démontré implicitement dans Bondy :

Lemme (Bondy (B7] : Soit 6 wn graphe 2-comneze, s'il cxiste wne chafne P




IT.7.

entre s et 2 de longueur £ 2z ¢ -1 et si‘:d Czj) + dp(zk) xe,

alors G contient un cycle &lémentaire de longuewr 2 ©- [db(m) gignifie

le degré de z dans le sous graphe engendré par Pl .

Supposons le théoréme T11.2.13 faux pour une valeur de n et soit G=(X,E)
un graphe 2-connexe, & 7# SOWNeLS, vérifiant 1'hypothése, mais pas la con~
clusion et ayant le plus grand nombre d'ar8tes possible. G n'est pas complet.

1

Soient %2 et I deux sommets mon adjacents de G, avec i<k, tels

que @

4) 1l existe entre 5 et x; une chaine ayant la plus gramde longueur

possible £ .

£2) j + k ait la plus grande valeur possible parmi les couples de points

vérifiant 1) .

Le graphe obtemu en ajoutant & G 1l'aréte {xj,rk} , vérifie les hypothéses
et d'aprés la maximalité de £ 11 contient un cycle de longueur 2 ¢ , donc

£z -1 .

Soit P = {x; = Y aYyseeealgareealy T } 1a chaine entre . et Ty - Eo uti-
lisant les ensembles J et K définis dans 1a démonstration de II1.2.1. on
montre exaciement comme en 1I.2.1. que d(xj) £ 4, d(xk) $ k~1 et que

dp(xJJ = d(x.) et d (xk) = dlzy). On 2 donc par 1'hypothése

dp(m ) o+ 4 (xk) = d(w T d(xk) et - donc 4'aprés le lemme un cycle de lon=

gueur 2 ¢ , d'ol une contradlctlon.

(11.2.14) Corollaire : Scit 6 un graphe 2-commexe d 1. sommete et soit
¢ sn. 8t diz) +dly) 2 e, pour tous sommets x et y rom adjacents,

alors G contient wn cycle élémentaire de tongueur 2 ¢ -

(11.2.15) Remarque : Contrairement 3 ce qui se passe pour les cycles hamilto~
niens, il existe des graphes G vérifiant les hypothéses de IL.2.14, mais ne
vérifiant pas celles de 11.2.11. Une famille est dcnonde par les graphes fér*
més d'un graphe complet & J sommets K{ , d'un graphe complet & 7 = J

L5

soumets Kn—j et de J§ arBtes reliant les j sommets de Kj a J sommets
de K g Ces graphes vérifiant II.2.14 pour =2 2 ¢ ¥ 1 , mais pas II.Z.11

pour t-} . Le graphe G, correspond au cas j=2 =6,




4
ot
f=3)
N

La conjecture suivante est une gépéralisation possible de II.1.6.

(I1.2.16) Conjecture : Soit 5 un draphe f-comnexe, soit {xl,xz,...rn} une

indexation quelconque des sommets de G et soit ¢ 2 n . Supposons que :

J<k,kee~-g, {lz.,x

i
]
.

} = dlz.) + dlz,)
dlz;) s 5, dlzm) sk ~1 J

Alors G contient wun cycle élémentaire de longueur 2 c .

(11.2.17) Remarques : On ne peut pas mettre l'hypothése k 2 »n -~ j comme
femarques yP

le montre le graphe G8 » POUr ¢ = 6 , (les sommets étant indexés par la

suite de leurs degrés). Woodall [W2] a conjecturé que si G est 2 connexe et

si f{z :rd(x) <5} sj+n=-c=-1 pour j< E%i, et si

i{x P dlx) s E%i Hsn- E%l- alors G contient un eycle &lémentaire de

longueur 2 ¢ . Cette conjecture généraliserait le résultat de Posa I1I.2.11.

.

On peut songer 3 une conjecture plus forte avec par exemple comme hypothése :
G 2-connexe et : j < k , d(xj) < JHe-n , d(:k) sk+o-n~1 {xj,xk} fE =
dﬁxj) + dka) z ¢ . Le graphe G, o0 les sowmmets sont indexés par la suite

des degrés montre qu'une telle généralisation est fausse avec n =8 , ¢ = 7

Le théoréme suivant est un rafinement du théordme I1.2.1., ses corollaires

nous seront utiles en IX.3.

(11.2.18) Théoréme : Soit G' un graphe &-commexe, & n+l sommets et soit G
le graphe obtenu en enlevant wn sommet de G' . Soic {xl,xz,,..xn} une indera~
tion quelconque des sommets de G et soit ¢ < n . Supposons que :

J<k, {z., xk} £E
J = man(d(z) , dlz)) z e

d(z ;) <3, dlz,) <k - 1

(les degrés sont ceux dans le graphe G) .




Lodow s

cieps 5 contient wn eycle Eldmentaive de lomgurenr =z o + 2.
Eay - : : .

Pt

pémomstraticn ¢ Le débur est identique & I3.2.1. Supposoas l2 thécréme faux
bemonab o re

-

'} gn graphe 3 » + 1 sommetls

T

pour ume valeur #n et spirt G' = (Mo a,
vérifiant 1'hypothése <t pas la conclusion et avant le plus grand nombre d'a-
rétes peossibles. Soit G le sous graphe cbtenu en enlevant le sommet d de
G'{et les ardres incidentes 3 ). G n'est pas complat, sinon G' é&tant
secopnexe, ¢ serait relié A deux soumets de 6 et G' contiendrait wn oy~
cle hamiltorien de lomgueur n + 1 2 e + 2 . Scient Ij at I, deux SomEELS BOL
adjacents de G choisis comme en T1.2.1. Comme em I¥:2.1. on montre que Z;

.

et o, vérifient les conditioms de 1'hypothése et donc maz(d(mjj,d(mk)) 2 2.,

51 mawfafwg},u(x, ) = ¢ + 1 , on obtient un ryele de longueur ¢ + 2 . Sup~
o

posons denc que ce maximum vaut o et est atteint par . soit d(xj) =z,
tf

©. est alors relid aux points y, : 2<Z se¢+ 1 de Plz 20 sinon on
L&

surait un cycle de longueur = ¢

wﬁﬁ

1 exisLe darns 6

4y

2 . G' &tant 2-compexe,

deux chaines disjointes au scens des sommels reliant les ensembles i

1sd seler {y. e f2s RS

2

s

PR )
i

nt de

. (Remarquons ¥y, 5 X Erant diffi-
K

5y . le deuxiéme ensemble n'est pas vide). L'une de cas chalnes

Fapq P

zu moins ne contieat pas le summet ¥ . Seit P‘(r ) la scus chaine

gt J

d'extrémintés %5y q o 1 spsSc et e F235qF% E et oti les sommeirs in-

té&rieurs n'appartiennent pas 3 P(u‘,xk,. Alors

xylayz.,.,yp"

f,.,P (Jp,ya),qul,ﬁ.. p+1J93) est un cycle élémentaire de lon-
gueur 2 ¢ + 2 , d'ol la contradiction.

fa obrient comme corollaires les théordmes analogues 3 11.2.2, 11.2.3,

1I.2.4. Nous donaerns el ceux quil mous seront utiles en TL.3.

T
b

et

.2.19) Coroliaire : Soit G' wn graphe 2-conmeze 4 nil sommets et Solt

i

cmhe shrewu en enievant wn somnet, et scit ¢ <n . St [{z:dlzisi<d

€ _gr
pour 0 £ j % e-i , (les degrés Erant pris dans G) , glors G' comtient wn
&1

eyele 4ldmentatre de longueur 2 e + 2 .

(11.2.20) Corollaire : Seit G un graphe I-commexe, 4 n+i  somels et soit

G le graphe cbtemu en enlevent un sommet et soit ¢ < n . SL dfx)+dly)z 2 el

pour tous sommets x et y non adiacents de G {(les degrés &tant pris dans

Gy alors G' contient wn eycle élémentaire de lomgueur 2 ¢ + 2 .

-,

(11.2.21) Conjecture : Fosa

,..

"P2] a montré que si G est un graphe tel que
[{z:dfx) s j{+j pour 1 53 % 5§- alors les sommets de G peovent &tre

couverts par moins de n + 1 - 2k cycles &lémentaires 2 & 2 disjoincs (au

sens des someefs). On peut donc conjecturer qu'avee les hypothéses de 11.2.3,




les sommets de & peuvent Stre couverts par moins de n + 1 =(2p=1) cycles
Elémentiires 2 3 2 disjolnts au sens des sommets. (la copjecture est yraie

i G est Z-connexe dlaprés I7.2.13). Le probléme analogue de couverture

Z T

i

T 7

des sommets par des chaines a été résolu sar Skupien (511 .
F I h

Chaines de longueur » <.

Les thiorimes obtenus sur les cycles nous permettent d'8tablir des résul-
tats sur les chaines de longusur = ¢ en appiiquant le type de raisonnement
suivant : Soit & npn graphe et G' le graphe obtenu & partir de G en ajou-
tant un sommer adjacent i tous les sommets de G. Si les hypothéses fazites

sur G impliquent que G' vérifient les hypoth&ses d'un théoréme IT.2.7

avec o+2 | alors &' contient un tycle de longueur 2z 2 + 2 et done G con-
tient une chaine de longueur = ¢ . Remarquons de plus que si B est connexe

G' est 2-conmexe. On obtient ainsi & partir de I1.2.13 le théoréme :

(I1.2.22) Théoréme : Soit {ml,:z...xﬁ} wne indexation guelcongue des sommets
de G et goit e <p -1 . g5

J<x, £x.,xk} £ E

J @dlx) +dlz) z o .
dnxj) £ J~1, é{zk; < k=2 v
dlors G cortient wune chaine glémeniaire de longueur = ¢ .

I11.3. Cycles pseudo-hamiltoniens.

(I1.3.1.) Jéfinitions : Suivant Jolivet [J1 et J2] on appelle cycle pseudo-

hamiltonien dtun graphke G comrere, unm cucite de G pessant wne fois par

cragque sommet. Si ce cycle n'est pas hamiltoniern, alors il n'est pas élé-

mentaire.

G _rossédz un cyele pseudo-

“+
&
Tt
o
N
A5

On note $(G) le plus petit entter X

7,

homiltonien de longuewr n + k

— ™

$1 G admet un cycle hamiltonien, alors 4(GJ = o

Le bur de ce paragraphe est d'étendre aux cycles pseudo~hariltoniens les
théordwes d'0re (I1.1.2) et de Pasa (I1.1.3), démontrant ainsi des conjectures

de Jolivet [J1]. Dans la suite G désigre wn gravhe commexze. Nous utiliserons




les deux lemmes guivants dus & Jolivet [J17.

e e

(II,3.2) s Lemme : 51 G admet un _cycle Elémentaire de longueul C, alorse

(11.3.3) Lemmz ! 5¢ G cdmet dewx cycles Elgmentaires, de longuenl &, et ¢,

ayant @ plus wn sommel en commiii, alors : &(G) £7n 2 - {e* a,) -

(Dans [J1) ce lemme est démontré pour 2 cycles disjoints, la méme démonstra~

fion montrent que si les 2 cycles ont un somuet commuf, aloxs

4(G) s n+ 1 -(e? cz}.)

(11.3.4) : Soit G wn graphe 2-connexe et 8oLt {xi,xi,...,xn} une indexation

a

quelceonque_des sormets de G el goit ¢ £ . 51

<k, {z., Ik} ¢ E
J fad d(mj) + d(xk) e .

d(zj) s g, dlxy) < x~1

Alors 8(G) sn — ¢ .

Démonstration : Clest une conséquence de 11.2.13 et 11.3.2.

(11.3.5) : péfinitions : Un bloc d'un graphe G est um S0us graphe 2-connexe,

*

maximal, de G . Un point d'articulation d'un graphe G coonexe est un SOm~

met dont la suppression disconnecte G . Un bloe terminal de G est un bloc

contenant un seul peint dtarticulation de G . i G n'est pas d-conners,

i1 est connu que G posséde au moing o bloes termindul,

(11.3.6) Théoréme : Soit G wun graphe connexe d n sommets et goit c© S .

*y

Supposons gue

4

l{x-'df:r)ﬁ,j}if:,j"l pour ng.:_?_:_l;mt et
{{z ¢ dlz) é%}l < %—3 (si ¢ impair) -

Alors &(G) =0 — ¢ -

Démonstraticr @ Si G est 2 connexe, le théoréme est un corollaire de

11.3.4. Supposons donc queé G n'est pas 2-connexe.

Cas 1 : ¢ = 2p -

{) Tout bloc termnal a au moins p * 1 éléments.
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En effet, soit B un bloc termimnal, b 1'unique point d'articulation de
G appartenant 3 B. Supposons B sp, |Bl=j+1avecjsp-1.5i
zeB -0,z a'est relié 3 aucun point de G - B , (B étant bloc terminal),
done om a : dlx) = dplx) < i et comme |B-b| xJ oma He ¢ diz) < gz J

. w1 . . N
pour J = p~1< 02 , coantralrement a 1'hypothése.

ii) Tout bloc termingl contient wn cycle glémeniaire de longuewr 2 p + 1.

En effet si z ¢ B~ Db, dB_b(x} > dfx) - 1 car & est relié en dehors
de B ~5b , au plus & b. Le sous graphe engendré par E - b vérifie donc :
Hz - dB_b(z) s M s 4 pour 0 <p -2, d'aprés 1’hypochése. On peut
appliquer (I1.2.19.) avec G’ =B, G~ B-b et ¢ =p-1; on en conclut
qu'il existe dans B un cycle de longueur 2 p*l . G avant au moins 2
blocs terminaux (qui ont au plus un point commun), G contient donc deux
cycles ayant au plus un point commun de longueurzp ¥ 1 . D'aprés (11.3.3)

A(G) snm+2-2p+1)=n=-2pEn-c.,

Cag 2 2 ¢ = 2p — 1 .

Comme dans le cas 1, on montre que tout bloc terminal a au moins p é&lé-
ments (on peut avoir un bloc terminal 2 p éléments car He ¢ dlz)sp=~1}{=p=-1).
Le graphe G vérifie [{z : dfx) < JY 4 pour 0= jsp=~1, donc d'aprés
11.2.2., G contient ur cycle &lémentaire C de longueur 2z p + 1 . Ce cycle
est inclus dans un bloc. Soit B un bloc terminal ne contenant pas C (il en
d(z) pour

H]

existe au moins un, G contenant 2 blocs terminsux). Comme dB(x)
tout z de B , excepté b, on a |{z: dg(x) % jil =j pour 0 54 sp-~- 2.
Donc d'aprés 1I.2.2. B contient un cycle longueur =z . (Remarquons que

si |B| = p + 1, on aurait comme dans le cas 1 avec 1I1.2.19 un cycle de lon-
gueur 2 p + 1 inclus dans B) . G contient donc 2 eycles € et L', ayant
au plus un point commun et de longueur ¢ zp ¥ 1 et ¢'=2p . Dlaprés II.3.3

8(G) sn+2~-(2p+1) =n~-(2p~1) =n{2p-1) =n-=-c.

i

{11.3.7) Théoréme : Soit G un graphe conneze & 1 sommets et Soit ¢ % n.

St dlz) + dly) = ¢ pour tous sommets =z et Yy non adiacents, alors

5(G) sn~¢ .

Démemstration + Si G est 2-connexe, le th@oreéme est un corollaire de 1I.3.4.

Supposons donc que G n'est pas Z-connexe.

Supposons le théoréme faux et soit ¢ la plus petite valeur pour laguelle

1l est faur. Parmi les graphes ne vérifiant pas le théoréme pour <, soit G




:
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un graphe ayant le minimum de sommets n. (Ona »n z ¢ + 1 , le théoréme

étant vrai pour n = ¢ II.12). Supposons que G contienne un blee terminagl B,

qui soit hamiltonien ; soit b 1'unique point d'articulation de G dans B
et soit P =B - h . Ona |Bl< e, simem G aurait un cycle de longuweur 2 o

et dlaprés IT.3.2. : 4(G)s n~c . On a 4(G) =8(G-P}+ 1 : en effet soit C un

cycle pseudo-hamiltonien de G-P de longueur [G-P{+ §(G~P) et soit C’' un

cycle hamiltonien de B , alors C v U’ est un cycle pseudo~hamiltonien de

G .de longueur EG|+ 1+ 8(G~P) d'on arG) =2 4{G-P}) + 1 . Posons ]Pl: K,

done |B] =k +1<e. 51 x¢?P s d(z) = dglz=) < & (B &tant bloc terminal).
Si xeP et yelG~-B,xety sont non adjacents, car B est bloc termi-
nal ; donc d'apré@s 1'hypothése diz) + d(y) 2 ¢. Donc dadp(y) = dly) 2 e~k . Si
yetzelb=-B,onaz:dyply +dypia) 2 20e-k). Eafin, G étant counnexe,
dG«P(b) 2 1 et par suite si y ¢ G~ B, deP(y) + dG~P{bJ z2e+1 -k,
Comme < » X + 1 on déduit que 2{(c-k) > ¢ +1 - k et par suite :

de.plys * dc-pfz) > ¢ +1 -k pour tous sommers y et z de G - P. Le sous-
graphe engendré par G =P vérifie donc les hypothéses du théoréme avec
¢'zett=k < ¢ et n' = |6-P! = n -k <n . D'aprés la minimalité de ¢ et

den, &(G-P) s n'-a! = n~c~1 . Donc comme <4{G) £ &4(G=P)+ 1 ca a 4(G)< n-e,

d'ol une contradiction-

Soit B wun bloc terminal, P = B-b ne peut pas 8tre un sous graphe complet,
sinon B serait hamiltonien. Il existe donc dans P deux points non adjacents
Si =z« P, dplx)> dlzj-1
+

v

* et y et d'aprgs l'hypothése diz) + d{y)

o
(z est reli® au plus 3 b dans G-P) ; donc dpfm} ﬂpfy) > -2 . Soit

p=14 . ona [P

v

p+i : en effet si {P| € p on aurait dp(y) € p-2 car
¥ et y ne sont pas adjacents et donc dplx) + dpfy) < 2p~4 < e -2, ce qui

est impossible. La soug graphe engendré par P vérifie donc les hypothéses de

JI.2.20 avec G =P , G' =B ¢t ¢ #p-1. G contenant au moins 2 blocs ter-
minaux, contient 2 cycles (élémentaires) de longueur z p + 1 , aysnt au plus
un point en commun donc d'aprés 11.3.3. 8(8) =n ~ 2-2(p*1)= n~2p € n~e .
(Remarquons que 1'hypoth3se de minimalité de ¢ et de n (induction dé&guisée)
ne sert que pour éliminer le cas oiu B &tant bloc terminal, =B ~->b est

un sous graphe complet avec (Pl < )

(I1.3.8) Remarque : Comme nous 1'avons vu en 11.2.15 on peut trouver des fa-
milles de graphes vérifiant les hypothises de 1I1.3.7 et pas celles de 11.3.6
dés que ¢ < »n . Il est bien connu que pour e = m , il existe des graphes
vérifiant les hypothéses de I1.3,6 (alias II.1.3), mais pas celles de II.3.7

(alias I7.1.2), T1 est facile d'exhiber des familles de graphes vérifiant les




ot
[
.

’—J

s

les hypothéses de I1.3.6 mais pas celles de II.3.7 pour 5 < ¢ < n ! par exem=
ple les graphes formés d'un graphe complet & n — 2 sommers et de deux som~
mets non adjacents de degré 2 er 3. Il serait donc intereésant de trouver un

théoréme contenant 3 la fois I11.3.6 et II.3.7 d'eli la conjecture

(11.3.9) Conjecture : Soit {xl,mz...mn} wne_indexation gueleonque des sommets

de G et soit ¢ <n . Supposons gque

{zj,mk} £t }
d(xj) <7, d(xk) < k-1

J <k

™3

="d(:'j) *dlzy) 2 o

Alors 4(G) s n - ¢ .

Remgrque : On peut montrer par des méthodes analogues i II.3.6 et 11.3.7

que la conjecture est vérifiéde, si la conjecture IX.2.9 l'est.

II.4 - Arbres maximaux ayant au plus h sommets pendants.

Les résultats de ce paragraphe sont parus dapns {B2] . Dans ce qui suit,
on suppose que ( est comexe et l'on s'interesse aux arbres maximaux du gra-
phe G , ayant au plus k gommets pendante (sommets de degré 1) avec h en-
tier h 2 2. Dens le cas h = 2 un arbre maximal 4 deux sommets pendants est

une chaine hamiltonienne du graphe. On a donc une généralisation des chaines

hamiltoniennes. Les résultats que nous allons donner sont valables pour h 2 2.

Néanmoins ils sont valables pour le ~as h = 1 3 condition d'interpréter

"un arbre maximal 3 | sommet pendant” comme un cycle hamiltonien.

Dans la suite nous supposerons que les sommets de G sont indexés de sorts

que dlx ) s d(x,) £...< d(x ) et nous poserons d; = d(z;)

Nous utiliserons le théoréme suivant du & Las Vergnas (voir chap. 4, §2 de
{Z1] ou proposition 2 de [L2). Dans le cas % = 1 , on retrouve avec 1l'inter~

prétation ci~dessus II.1.4.

(11.4.1) Thégréme (Las Vergnas) : Soit di , 1<% <n, la suite des degrés
rengés par ordre non décrotssant d'un graphe G . 5L :

j<k,djsj+1—h,dksk-k **dj+dkzn+1—h

Alors G admet wn arbre maximal ayant au plus h _ sommets pendants.
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(11.4.2) Graphe G{n,p,A) : Nous désignerons par G(n,p,h) le graphe dont

1'ensemble des soumets X est 1'union de trois ensembles A , B , C , non
vides, deux 3 deux disjoints avec [Al =n~-2p+h-1,Bl=p~-h+1,
|C] = p et oG une arBte appartient 3 G(wu,p,h) si elle a ay moins une ex-
crémitd dans B ou ses deux extrémités dans A. On peut dire aussi que
G{n,p,h) est formé d'un graphe complet & n - p sommeés, dont p -h +1
sont reliés 3 tous les Eléments d'un stable &8 p éléments. On 2 : .
dlz) =n—-p=-1 si ze¢hA;dlx) =n~1 si zeB;idz)=p-h+1

si e C . La suite des degrés de G(m,p,h) est donc di‘: p-h+l pour
1sisp;d.#=n~p=-1 pour p+1x i<n=-p+h-1;d. =n-1
pour n=p+ hsi$n-1.Enfin G(n,p,h) a un nombre d'ar@tes

E(n,p,h) = plp-h#1) + (*,F) = 1/2(n*~(2p+1)n + p(3p = 2k43)) .

Exemple : 6(7,3,2) :

(11.4.3) Remarques : A A0 ,BF® , L #D entrainent que :-
h $p < 1/? (nth~2) et donc enm particulier = 2 h + 2 . Enfin, G(n,p,h) est
le seul graphe ayant la suite de degrés ci~dessus, et cette suite de degrés

ne vérifie pas les hypothéses de II.4.1. On a de plus que :

(11.4.4) : Gin,p,kh) ne contient pas d'arbres maximaur ayant moins de H + 1

sommet8 pendants.

Démonstraticn : Dans un arbre maximal de G(n,p,h), on a au plus |B]| = 1

sommets de C , qui sont de degré > 1 , donc au moins # sommets de [ qui
sont pendants. $'il existe un arbre maximal avec exactement h sommets de C ,
qui scient pendants, alors deux sommets quelconques de B sont reliés par

une chatne de 1'arbye incluse dams B u C. Il existe alors un sommet de A ,
qui est pendant dans 1'arbre, sinon il existerait deux sommets de B reliés
par une chaine de 1'arbre incluse dans A u B et contenant au meins un som-
met de A , cette chalne formerait avec celle incluse dans B u € un cycle

ce qui est impossible dans un arbre. Tout arbre maximal de G(n,p,h) a donc

au moins % + 1 sommets pendants ; on peut d'ailleurs aisement en construire

un ayant A + 1 commets pendants.

(I11.4.5) Remarque : Les graphes G(»,p,s) sont maximaux en ce sens que l'ad-

jonction d'une aréte quelconque entraine 4£' existence d'un arbre maximal 3 A

sommets pendants dans le graphe obtenu.
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Dans la suite nous nous proposons de démontrer une conjecture de Las Vergnas
[Li,p.115]) concernant le nombre maximum d'arétes que peut avoir un graphe G
ne conténant pas d'arbre maximal a moins de A + 1  sommets pendants ou ce
qui revient au m@me déterminer la meilleure fonction 4(n,kh) tel que tout gra-~
phe avec m arétes, m > {(n,k/ admette un arbre maximal ayant au plus X
sommets pendants. Nous nous proposons de plus de caractériser les graphes

extrémaux.

(I11.4.6) Tout graphe connexe d n_sommets n'ayant pas d'arbre marimal d
moing de h + 1 sommets pendants (n z h + 2) a un nombre d'arétes

En,p,h)

m = sup
heps(n+h=2) /2

oti Efm,p,h) = plp~h+1) + (n;pj , et ceite borne est la meilleure possible.

Démonstration : S1 G n'a pas d'arbre maximal 3 moins de h + 1 sowmmets

pendants, il existe d'aprés II.4.] deux indices J et k , jJ < k , tels que

dj sJg+1-h, d k=% et dj + dk <n ~h . Soit p 1le plus petit inm-
dice J tel que dﬁ €Jg+1-h, alors dp =p+ 1~ h(caxr p » 1). G @Etant
connexe dp z 1, soit p 2 h. Enfin dp < dp et dp + dy < n-h “’dp < (n-h)/2,
solt p s (n+n-2)/2 .Le graphe G a au plus p(p-ha+l) + (n;p) = Em,p,h)

arétes car on a p sommets de degré sp - h + 1 . La borne E(n,p,h) est

atteinte pour les graphes G(nm,p,k).

(11.4.7) Remargue : Parmi les graphes vérifiant dp =p+1~h etgyant le
nombre meximom d’arétas : Ein,p,h), seul G(n,p,h) n'admet pas d'arbre maxi-
mal d moins de h + 1 sonmets pendants. En effet, un tel graphe est formé

-

d'un stable & p &lé&ments et d'un graphe complet 3 n - p &léments avec

p(p+l~h) arEces entre ; ce graphe admet un arbre maximal 3 moins de h som-
mets pendants, sauf si les aretes entre le stable et le sous graphe complet
relient les p sommets du stable 3 p + 1 - A scmmets du sous graphe com-—

plet ; c'est a dire si le graphe est isomorphe & G(n,p,h) .

(11.4.8) Théoréme : Tout graphe comneze G = (X,E) avee {Xi =n et |[E] = m

agmet wun arbre mazimal ayant au plus  h  sommets pendants si m > {(n,h) ou

d(n,h) = n ~ 2 pour n £ A + 1
§in, k) = E (n, [(neh=22/21,0) pour k + 2 £ n < 5k -2
§(n,n) = E (n,h,h) pour n > S5h -2

ot Efn,p,h) = plp-heij+ (1.7




Démonsgtration : Si n € h + 1, tout graphe connexe admet un arbre maximal

3 au plus n - 1 sopmets pendants et donc m>n -2 . 81 nzh+2,0na

dfapreés II.4.4. et 11.4.6 :

§(n,k) = sup E(n,p,#). Les valeurs dounées dans le théorgme s'ob-

< - . - x
heps (n+h=2)/2 tiennent en déterminant les valeurs de p pour
lesquelles le maximum est atteint. Nous renvoyons le lecteur & [82] pour le

détail des calculs. )

(I11.4.9) Théoréme : ILa fonction 4(n,h) de II.4.8 est la meilleure po88L=

ble, en ce sens que pour tout n et pour tout h, il existe au moins wn gra-

phe ayant 4(n,h) arétes et pas d’arbre maximal & moing de h+l sommets

pendants. Pour n 2 h + 2 les graphes extremguzr sont :

~ pour h + 2 £n £ 5k -2 : les seuls Gin, [ (n+h~2)/21,h) ;

avec pour n = 5h =3 en plus G(Sh- 3,h,h} .

~ pour n > Sk -2 : les seuls G(n,h,h) ; avee vour n = 5h
: >

en plus G(5h, 3h-1 ,h) .

Démonstration : Nous renvoyons le lecteur & [B2] en remarquant que dtaprés

(11.4.7.) les graphes extrémaux sont & rechercher parmi les graphes G(m,p,7).

11.4.10) Corolluire (Ore [011) : §i G a m axétes avec m > (n’-3n +4)/2
alors G admet wn cycle hamiltonien .

11.4.11. Corollaire (Bondy [B81) : Les seuls graphes nom hamiltoniens ayant
(n?-~3n+4) /2 arétes sont les B(n,1,1) agvec pour n = 5 en plus G(5,2,1) .

Démonstration : 11.4.10 et 1Y.4.11 se déduisent de II.4.8 et I1.4.9,

en premant A = 1 (et en appliquant l'interprétation du début de ce paragra-

phe) et en remarquant que n z 3 correspond au cas n > Sh -2 .

-

Dans le cas h = 2 , ou obtient les résultats suivants : II.4.12 apparait

sous la forme II1.4.6 daus Erdos {F11 .

11.4.12 : (FErdss (E11) : S2 G a n somets, n > 4 et m aorétes, m > gin)
od gin) = (n%=5n#10)/2 61 n = 4,5 et m29 ; g(B) =9 ; g(7) =12 3

g(8) = 18:. Alers G admet wne chaine huniltonienne.
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11.4.13 : Les seuls graphes ayant g(n) arétes et sana chaine hamiltonnienne
11 : G(n,2,2) ;

sont pour n = 5,3,9 et n =

sont
pour n = & : 6(6,3,2) ; pour n =7 i G(7,3,2) et G(7,2,2)
pour n = & : G(B,4,2) ; pour n = 10 : 6G{16,2,2) et G(10,5,2) .

11.4.14 : Remarque : Si on impose gque dans le graphe G, tous les points
aient un degré 2 k , les résultats ci~dessus demeurent valables, & condition

de supposer p 2z h + k = 1 (au lieu de p 2 k) . Dans le cas h=1 et h=2

on retrouve des résultats d'Erdas [F1] .

11.5 - Graphes fortement (p,q)-hamiltoniens.

De nombreuses géudralisations concernant les graphes hamiltoniens ayant
des propriétés supplémentaires ont éré introduites. Elles se trouvent rassem=
blées dans la notion de graphe fortement (p,q/-hamiltoniens, due a Skupien et

Wojda [53]. Nous nous proposons ici d'&tudier les généralisations de II1.1.8.

(11.5.1) Définitions : (Skupten et Wojdaz [531) : Soit G = (X,E) un graphe
simple, G est dit fortemenmt g~ aréte ham ltonten, si pour tout systéme

S de chatnes &lémentaires du graphe complet conmstruit sur X , 2 &2 dis~
G" = (X,EuS)

jointes (au sens des sommets), de longueur totaie ¢ , le graphe

admet un cycle hamiltonien contemant S .

Si § est inclus dans E , on retrouve la notion de graphe g-aréte hegri L=

tonien (Posa LP21) ; si S est une chaine élémentaire de G , la notiom de

graphe q-chatne hamiltonien (Kronk [K¥1]) . Enfin la notion de graphe forte-

ment }-ar@te hamiltonien coincide avec celle de graphe hamlion connecté (Ore

toz2l) .

G est dit Ffortement (p,q) hamiltomien, si le graphe obtenu en supprimant

n points de G , 0 5 & <£p, est fortement g~aréte hamiltonien. Dans le

cas q = 0 , on retrouve la notionm de graphe p~hamltonien (Chartrand,

Kapoor, Lick [C1]. Dans le cas q = 1 on retrouve la notion de graphe (p+i)-

hamilton connecté (de Lick [L31) .

(11.5.2) Remarques : Pour une &tude plus détaillée, nous remvoyons a l'arti-
cle de Skupien et Wojda [53] et Wojda (W1l . En particulier, il y est prouvé
les généralisations des théordmes I1.1.1. 3 I1.1.6. Signalons deux remarques

concernant les relations entre ces diverses généralisatioms @ il est clair

AT
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que tout graphe fortement gq-ar&te hamiltonien est q-aréte hamiltonien et tout
'graphe q-arBte hamiltonien est g=chalne hamiltonien. Par contre, il existe deg

graphes g~aréte hamiltoniens non fortement l-ardte hanmiltomiens : par exenmple

le cycle Cq+1 « Il existe aussi des graphes 2q-chaine hamiltoniens (avac

g 2 1), nor 2 -ar@te hamiltenien : par exemple le graphe GiD peur g > 1

ou sa généralisarion en remplagant les arftes par des chalnes de longueur ¢ ;
Gzo n'admer pas de cycle hamiltonien contenant les arétes {aq,b} et {c,d}i
(Voir aussi Krenk [x11). 11 existe des graphes fortement q-aréte hamiltonién,
non ¢-hamiltoniens (Wojda [K1]). D'autre part L.Danzer et T.Zamfirescu ant
exhibé des graphes !~hamiltonien non hamilton-connectd (fortement l-ardte hami}l-
tonien) : le graphe G,, ,dua Zarfirescu, ne contient pas de chaine hamil~-
tonienne entre a et b s le graphe G11 + l'ar8te {¢»} n'est pas l-aréte

hamiltonien.

Uy

Dans la suite nous nous proposons d'étudier 1a conjecture suivante, géné~
ralisation de II.1.8 ; «(G) désigne le nombre de stabilité du graphe G ,

nombre maximum de sommets de G, 2 &2 nan adjacents.

(I11.5.3) Conjecture : Sotent A trois entiers tels que tqg 2 h+1.
W 2E: s r+yq

St G _est un graphe A-commers, et si a(B) < ki - Pp~-g, alors G est fop-

tement (p,q) hamiltonien. La conjecture est démontrée pour p= q=0 :II.1.8,
théoréme de Chvatal et Erdds [C31 ; pour P=U,q=1,2, Berge [F1l &di~

tion anglaise] .

(11.5.4) 5T la conjecture 17.5.3 est vrate pour {(0,q,, alors elle egt vrale

pour (p.q).

Démonstration ; I1 suffit de remarquer que si 6 est h~cennexe, et si

alG) s A ~p - 9, le graphe G’ obtenu en enlevant points, 0 s 2 < p ,

€8t (h-1) connexe et a(G') < # - P~qh~-nr-g

(I1.5.5) Corollaotre - <t G est h-connexe et alG) < h=-p, alors G est
p-hemiltonien.




(11.5.6) : 5i & est he-conmexe et o(G) S h — g , alors tout systéme S
de chaines élémantaires, du graphe complet construit sur X . 2 4 2 sommets

disjointes, de longuewr totale g, tnclus dans W oyele lémentaire de

G' = (X,EuS) est inclus dans wn cycle hamiltonien de G’ .

pémonstration ; Elle est identique 3 celle de Chvatal et Erdos {C3] ou &

celle de Berge {81 édition anglaisel .

(11.5.7) : Pour démomtrer la conjecture 11.5.3 Il suffit de démontrer :

(11.5.8) : Conjecture : Si_G__est h-econnexe ev afG) < h ~ g, alors tout
couplage de cardinal qlensemble de g arétes 2 4 2 digjointes)est inclus

dans un cyele élémentaire de G .

Démonstration (de IT1.5.7) : D'aprés I1.5.4 on peut supposer p = 0 : s50it

S un systdme de q'(g’ < ¢) chaines €lémentaires, du graphe complet sur X &

2 & 2 sommet~disjointes, de longueur totala g . Soit G” le graphe obtenu

a partir de G’ = (X,EuS) en remplagant chaque chalne de S par une aréte,
c'est 3 dire en supprimant dans G’ les g-q' points intérieurs des chalnes

de S. G est (A~g+q') connexe et vérifie afG') £ - g ; si la conjec~
ture (I1.5.8) est vérifide, le couplage S’ formé des ¢’ arEtes remplagant
les chafnes de S est inclus dans un cycle élémentaire de G” et par suite
& est inclus dans un cycle &lémentaire de G’ et domc d'aprés 11.5.6. dans

un cycle hamiltonien.

(11.5.9) Pemarque : La démonstration ci~dessus montre (avec q' = 1) que si
G est connexe et afG) < h - g alors G est g chatne hawiltonten.

La conjecture 11.5.8. est impliquée par la conjecture suivante due a

Lovdsz [L%] .

(11.5.10) Conjecture : (Lovdsz[L4l) : St G o2st h-cornexe et h+l aréte

connexe, alors tout couplage de cardinal h est inelus dans wn cycle glé-

mentaire de G . Lovdsz a prowvé cette conjecture pour h = 3 , donc la con~

jecture 1I1.5.3 est vraie pour ¢ = 3 . On en dé&dult aussi

(11.5,11) : 5¢ G ast h~conneze et s1_ a(G) < 3 , tout couplage de cardinai
q, avee g < (h + 2)/2 est inclus dans wn cycle Elémentaire de G .
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z@monsﬁration . Soit S un ensemble de g arEtes 2 a 2 disjointes ; coume
MW
al6) 53 {1 existe dans G trois chafnes ne contenant gque les extrémités

-3 . En appliquant le ré-

)

jes arétes de S et donc de lopgueur totale < 2

I - . s . - - .
gultat e Lovasz, une démonstratrion identigue & I11.5.7, montre que 3 chaines

longueur totale £ sont incluses dans un cycle &lémentaire d'un graphe
de £ ¥ grap

_p-connexe si L s Ao+ 1. Done ici si 2 -3 € B+ 1 soit g3 (n+2)/2 les

' 3 chaines et donc S , sont incluses dans un cycle §lémentaire de G -

b

1
r o

(11.5.12) . Copollatre : La conjecture II.5.3. est prouvée pour p

g % (he2)/2 et afG) = 3 soit par exemple p = 0 et h=6,49

g =4 =8 g=5 .

Aemarque : En rassemblant les résultats précédents et en érudiant directe~-

ment le cas A =7 g = 5 , DOuUs pouvons prouver la conjecture 11.5.3 si

hs 7.

11.6.~ Cas orienté :

. +
Dans ce paragraphe G=(X,U)} désigne un l-graphe ; on note par d {(z)
{resp. & (z)) le demi-degré extérieur (intérieur) de = .

G = (X,U) admet un circutt hami Ltontien 8t !

(11.6.1) : (Meyniel rM21): G est fortement connexe et pour toute paire

de sormets non adjacents et H ((x,y) £ v _et {y,x) £ ou)

on a s dim) + diz) +d(y) +d (y) 22 1.

» ol

z_ et tels que

(11.6.2) : (Woodall (H21): pour tout couple de sommets
(z,y) £ v oena: dtx) +d (g 271 .

(11.6.3): (Ghowtla Fowri (611 : G est fortement connete et pour tout

+ -
sommet = ona d(x) +d(x}zn.

(11.6.4) : (énoncé par Mash Willicme [(¥11): powr tout sommet I 91 4 :

d+(m) > n/? et d {x) =2 n/2 .

Les théorémes ci-~dessus correspondent aux généralisations de 11.1.7. 2t

I1.1.2. . En ce qui concerne l'existence de circuits (orientés) élémentaires
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de longueur Z ¢, oo a les résultats suivants.

. . _ .
(11*5*5) P (Woodallin2]) @ St d (x) 2 ¢ pour tout sommet zx de G , alors

§ eontient wi ctrcuit élémenteire de longueur ¢ ¥ 1

b

.1.6.6} : (Moodalli#w2]) : 51 d+C$J +d (y) 2
{1

éammzts r , ¥ tel gue (x,y) £ v ; alors G contient un cirewit élémen-

2 -1 , pour tout couple de

raire de longuewr 2 c + 1 .

j(II.6.7) ! (Ghouila-Hourt [G1)) : Powr tout c 2 & il existe des I-graphes

PR + -
"G fortement &2~comnsxes, vérifiant d (x) + d (z) =

it)

pour tout sommet X

de G et ne coniernant pas de circuits de longuewr 2 7 .

Les théorémes ci-dessus et les résultats obtenus dans le cas non orientd

avec G 2-conmexe (I1.2.10 et II1.2.14) suggérent les conjectures suivantes 3

(11.6.8) Conjecture : St G = (X,U) est wn l-graphe & n sommets, fortement

. -
S-commexe et st d (z) +d (y) 2 ¢, (avec c < n) , pour tout couple de

sommets = et y tels que : (x,y) £ U , alors G contient un civeuit

£lémentatre de longueur = c .

(11.6.9) Congecture : S5i_ G = (X,U) est un I-graphe & n  sommets, fortement

. . ,
g-comnexe et et 4 (x) 2 ¢ pour tout sormer z de G , {avec ¢ € n) alors

G contient wn eircuit élémentaire de longueur = Ze,

(I1.6.10) Remarque : Rappelons qu'un l-graphe est dit fortement k-conneze

(k < iX}) , s8'il est fortement comnexe et 5'il le reste aprés suppression
de &% -~ 1 sommets quelconques. Dans [B3] nous avons obrenu le théoréme sui-

vant, qui a été& généralisé depuls par Las Vergnas [L1] .

(I11.6.11): Théoreme : Soit G = (X,U) wn I-graphe & n  sommets, dont les

demi~degrés sont rangés de sorte que :

+ + + - - - . .
d,<sd,...<d et 4 <d,...sd .50t k unentiter : k <n .
2 n 1 2 n

s ¥ . . -
St d .= +k -1 pour 1 £ 7 5 n-1-d

J

al

Lin-x+2) /2]

d 3 g+ k-1 pour 1

in
Y
A

+
nl=d r o ke2) /2]




ators, G est fortement k-cornexe.

pémonstration . La démonsiration utilise le lemme suivant : 8i G’ est
un 1-graphe, mon fortement connexe, il existe dsems G’ deux composantes
fortement connexes Cu et Ca {avec Ca # CS} telles gue : d+(x)lea§— 1
pour tout & de Ca et d (y) = ECﬁiw 1 pour tout Yy de CB . En effet,
considérons le t-graphe G¥ associé 3 G' dont les sommets représentent
les composantes fortement connexes de G’ et ol il y a un arc de ¢ vers’
c. dans 6" , s'il existe dans G' un arc entre Ci et C (ci est le som-
met représentant la composante Ci)' $i G' n'est pas foitement connexe

* - . . . -
alors G est sans circuits et contient donc un sommet & de demi degrée

extérieur 0 et un sommet og de demi degré intérieur 0.
~

Nous allons montrer que tout ensemble $ dtarticulation de G (ensem-
ble de sommets dont la suppression disconmecte fortement G) vérifie |S{z k .
Soit G’ le graphe obtenu en enlevant les scmuets de S , G' n'est pas for~
tement connexe ; solent Ca et C8 les composantes fortement connexes de G’

>

définies dans le lemme ci-dessus. Posons J = min([Cal,iCB{) et supposons

‘ el

par exemple'que J = !Ca{ .0Ona J s (n-4)/2 . Pour tout sommel = de
Ca : d+(xJ g j~1+4 . Comme {Cai = j on er déduit dfg $ j-1+4 . Donc d'aprés
1 - . . . 1 e i - T
1'hypothése on 8 solt & 2 k ; soit g » n-1-d Cin=kt2) /23 Supposcons qu ' on
soit dans le deuxilme cas. Les n—4-j points de X-S-Ca ont un demi-degré im-
so1it

s st - 1t " a < d‘" : .
térieur < n-1-j, domec d b= s n-1-j et dooc d n-dF {n-r+2) /2]

n-d=j < (n-k)/2 . Comme J €(n-4)/2 il vient & 2 X .

(11.6.12) Remarques : Le théoréme II.6.11. est analogue 3 un résultat de
Bondy [B6) qui a &té généralisé par Las Vergnas [Z:1. Ou obtient comme corol-
laires du théoreéme I11.6.11. divers résultats (voir [23]), en particulier que
si @ vérifie [{x : i@ st £4-1 et Ha:d(z)<] s -1 pour
J s (n-1)/2 (hypothéses de la conjecture de Nash Williams [N1, par exemplel
concernant 1'extensionr du thdor#me de Posa : IX.1.3 au cas orienté), G est

fortement 2-connexe.

(11.6.13) Définitions : Généralisant 11.5 nous diroas qu'un l-graphe

G = (X,U) est fortement g—arc hamiltonien, si pour tout systéme S de che-

mins 6lémentaires du l-graphe complet symétrique copstruit sur X, 2 3 2 som~
met-disjoints, de longueur totale q , le graphe 6’ = (X,UuS) admer un circuit
hamiltonien contenant 9. Dans le cas ol 5 est inclus dans U , on retrouve

la notion de graphe g-arc hamtiltonien introduite dans (53], Enfin G est dit

fortement (p,q) hamiltonien, si le l-graphe obtenu en supprimant XA points

de 6, 0 s4sp, est fortement q-arc hamiltonien.




(11.5.14) . 5ottt G = (X,U) wun l-graphe, 4 n_ SomUZLS. 5% pour tout couple

L+ -
de sormets x , y tel que (ey) £V ona : d (z) +d (y) = ntptq alors
ae oc

G est fortement (p,a) hemmi Ltonten.

Pl

Démonmstration ! Nous allons montrer le théoréme pour p = ¢ ; le cas géné~
ral s'en déduit en remarquant que &i on enléve 2 points de G,0=%r=sp,
le i-graphe obrtenu G' a nt = n - L points et vérifie : pour tout couple
de sommets & , y avec (z,y) £ U d+G,(x) + d*G,(y) z n+3+q~21 >n’ + g

et est bien fortement g-arc hamiltonien, si le théoréme est démontré pour

p = 0 . Supposons donc p = 0 et nous allons montrer le théoréme par in=
duction sur g ; le théoréeme est vrai pour q = 0 d'aprés 11.6.2. Sup-
posons le vrai pour ¢’ <gq et soit S un systéme de chemins élémentaires
comme défini en I1I.6.13. Soit W, = (Gy,Qysesesy) un chemin de ce systéme

de longueur k ; soit A = {ao,al,...ak} et soit P le i-graphe obtenu &
partir de G’ = (X,UuS/ en supprimant A , en rajoutant un sommet auxiliaire

a et un arc {x,a) si x € X-A avec {w,a,} arc de G' et un are (a,y} si

y ¢ X = A, avec (ay,y) arc de G’. H contient n-% sommets. Si x¥a on a :
& tx) 2 & (z)-k et dy(z) = d (@)-k. Enfin &' yla) = day)-k et

dy fa) = dﬂ(a°)~k . Done si x et y sont deux sommets de H , et si
{(z,y) n'est pas un arc de H , (x,y) n'est pas arc de G' si = #Fa et

-

y#a ; si z=a (ay) n'est pas arc de H si (ak,y) nfest pas arc
de G' sl y=a (z,a) n'est pas arc de H si (z,a,) n'est pas arc
de G' . D'aprés l'hypothése du théoréme on a d+H(x) + d_H(y) z n+g=2k
pour tout couple de sommets I,y de ¥ , avec (z,y) n'est pas un arc de

H. H vérifie donc l'hypothEse du théoréme avec n' < m - k et g’ =gk ;

i d'aprés 1'hypothése d'induction H admet un circuit hamiltomien contemant

g - Vo (de longueur g’ = n~k) et donc G’ admet un circuit hamiltonien

contenant S .

(11.6.15) Corollaire [B3] : Soit & = (X,U) un i-graphe 3 n sommets. si
pour tout sommet I df(z) = (n+q)/2 et d (z) 2{n+q)/2 alors G est

fortement g-arc hamiltonien.

(11.6.16) Remargue : 1l n'est pas possible d'étendre de la méme maniere les
théorémes I1.6.1 et 11.6.3 ; comme 1'a montré Chouila~Houri(G1,p.324) : en
effet il existe des l-graphes G fortement 2-counexe, vérifiant

@ (z) + 4 (x) > n+l et contenant des arcs n'appartenant 3 aucun circuit

hamiltonien.
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11.7. Hamiltonisme de G at L{G)

11.7.1. Définttion : G &trant up multigraphe, on appelle graphe représentc-
tif des ardtes de 5 et on note L{G) le graphe simple dont les sommets re-

présentent les ar@tes de G, deux sommets étant adjacents s5'ils représentent

des arétes de G adjacentes.

11.7.2. Dans {B4) nous avons caractérisé avec J.C.Meyer les L(G)lorsque G
est un multigraphe (veir la démonstration en aunexe de ce chapitre). Cette
caractérisation a &té obtenue indépendamment par Hewminger [H2]. Pour des
caractérisations d'autres types de graphes représentatifs des ar@tes d'un

multigraphe voir 1'article de Marczyk et Skupien [Af1].

11.7.3. Définition : G étant un graphe simple, on gppelle carré de G

et on note G2 , le graphe simple dont les sommets sont ceus de G et ol
deux sommets sont adjacents si leur distance dans 6 est £ 2 . Le pro-
bléme de caractériser les graphes dont le carré est hamiltonien semble dif-
ficile. Neuman (N3] a caractérisé les arbres dont le carré est hamiltonien,
Fleischner [(F1)] a prouvé que si § est Z2-connexe, son carré est hamiltonien.
Rosenstiehl [R1 ou R2] a prouvé que si 6 est un wultigraphe connexe, il
existe une permutation circulaire de ses artes telle gque toute aréte et

son image dans la permutation y ont, soit une extrémité commune, soit une

>t

extrémité cowmune avec une wmime Croisiéme : dfod :

11.7.4. (Rosenatichl (voir [BS] : i & est wn multigraphe conneze, [L(G)]1?

est hamiltonien.

IT.7.5. Remarque : La démonstration montre que [L(GJ1* est t-arite hamilto-

nien et aussi l-hamiltonien. Dans [BS5] nous avons prouvé avec Rosenstiehl

que I

11.7.6. [B5] : S G est un multigraphe commexe, alors [L(G)})? est pareyeli~

gue (admet des cycles élémentaires de toute longueur).

Démonstration : Nous renvoyons le lecteur a [551].

11.7.7. Bemarque : Lle fait que [L(G)]® est hamiltonien a &té trouvé indé-

pendamment. par Nebesky L{¥2] qui a aussi prouvé que L{G?) est hamiltonien.
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(11,7.8) Dans la suite G désigne un graphe simple ; il est connu que si G
est namiltonien, alors L{G) est hamiltonien (voir par exemple Sedlacek [51))
zanfirescu rz4] a prouvé que si G est hamiltonien, alors L{G) est l-aréte
hamiltonien. par contve Zamfirescu 3 exhibé des graphes J~aréte hamiltonien
et tel que L(G} ne soit pas 2 aréte hamiltonien : par exemple G,,

Gyz

Nous nous Proposons d'érudier la comjecture !

(11.7.9) Conjecture ! 5i G est k-hamiltonven, alors L(G) est k~hamiltonien.

(11.7.10) Théorame : La conjecture est vrate pour K = 0,1,2,3.

Démenstretion : Dire que L(G} est k-hamiltomien revient 3@ dire gque pour

tout ensemble F d'ar@tes de G, avec |F] €k, le graphe L(G') cb

G’ = (X,E~F) est hamiltonien. Nous utilisercns les lemmes suivants 3

Lemmz 1 : sort G = (X, E) un graphe, Fun ensemble dlarftes de G,

6! = (X, E~F) 5 L(G') est homiltonien si (et seulement si) i1 existe dons

G un eyele simple U (les sommets peuvent etre répétés mais pas les arétes),
ne contenant aucune aréte de F (|Che}s 1 pour tout @ de F) et tel que

toute aréte de £ - F  rencontre ce eyele en au moIns un point (lCne‘z 1

pour tout e de E~-F).

Démonstration : Soit G = (xl,..,,xi,...,xp) le cycle simple défini dans le
lemme }. Répartissons l'arite & de E-F-C en classe Si si elle admer X,
conme extrémité et si elle n'a pas Eté classée dans 5£, avee 1! < i . Alors
le cycle : (52,{I132},....5' s lzo,me ) RPN 50,{£p,x£}) est un cycle hamil-
tonien de L(G'). On peut démontrer que 1a condition est nécessaire exacter

ment cowmne dans Harary ot Nash-Williams [H1,p.706]

Lomme 2 @ Soit G =(X,E) un graphe  k-hamiltonizn, F un ensemble d'arétes

de G, et soit G' = (L E-F) . 811 existe dans G’ un stable S rengon”

trant toutes les ardtes de F (iSneiz 1 si e« F), alors LI(G') est hamtl-

e

tonten.
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Démonstraiion ¢ Choisissons un ensemble stable ayant la propriétd ci-dessus,

de cardinal winimum, alors |[Si< X . Le graphe G obtenu ¢n enlevant § ad-
met un cycle hamiltonien, car G est k-~hamiltonien. 5 rencontrant toute
arBte de T , L ne cencient aucune arBte de F . Toute ardte de E-F  a au
plus une extréwmité dans S (car S stable) et donc zu moins une extrémité

dans X-S5 soit dans (. Le lemme 2 vésulte du lerme ©.

Lemme 3 : Soit C wn cycle sinmle d'wn grovhe G = (X,E) ne rencontrant

aucuneg ardte d'un ensemble F  dlardtes. Scit e = {z,y} une ardte de L.
: 1%,

5’21 existe un sormet g de X, avec {z,zle E-F-C et {y,z} ¢ E~F-C ;

o

alors le cyele (' obtenu or supprimant deme C 1'ardte {z.y) et en ra—
. " 3,

Y,21 e3t un cycle stmple ne rencontrant au=

P

Joutant les qrizes f{z,z} 2t

cune arére de F u e .

Démonstration du théoréme : Scir F = {ei} 12+ £ X un ensemble de k

argtes de G 4 avec O € k 5 3 . Nous allcns montrer que dans chaque cas
L(G") olt G’ = (X,E~F, est hamiltonien : nous indiquercns le lemme utilisd
avec indication du cycle simple C pour le lemme 1, du stable S peour le
lecme 2, du cycle simple ( , de 1'ar@te e , et du sommet 2z pour le
lewme 3 : daps ce cas le cycle simple C' obtenu satisfait les hyporhéses

du lemme 1.

¥ = 0 (résultat classique) : lerme 1 avee { cycle hamilconien de G
X = 1 : lemme 2 avec S forwé d'une extrémité de . .

k=2:~¢ ne,= {2} ¢ lemme 2 avec = .

—e ne, = F;osoit ey ¥ {x,y et e :‘{xi,yl} . Le graphe obte-
nu en enlevant le sommet z, de G admet un cycle hawiltomien C. Si e, £ ¢
leme 1 avee C . Soit e, ¢ C :

[

w

i {xl,xz} £E (oudz,y,} ¢/ E) : lemme 2 avec S = leyom, b (ouw S = Lo,y b);

. or i .
Tz, e B oer{z,y,} ¢ E o leome 3 avec C, ¢

%23

27 3

kK = 2 3 ~e ce, ne; = {r} : lemme 2 avec = .
~ & “"‘r‘?' e S8 {v}‘l; 2 'rmzv}
; e, = iwl, e ne, = {y) o lemme 2 avee g,y
-e ne, =iz} , e » e, = £, e, N e, = @ : raisonnement. identi-

que au cas % T 2 appliqué 3 G-z .

Les autras cas ol au meoins 2 arétes s'intersectent se raménent 3 ceux—~13

par réindexation des arétes. Supposons donc :

e, f e, = g pour 1 €7 <7 <3 et posons £; = {xi,yi}
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1}

o

5i {z. ,z.} ekl et {zl,yz} e £ : soit 67 = (K E-e -2 d'aprés le

*
i

.
cas k = 2 L{G?) est hamiltonien, soit C 1le cycle simple de G associé

LAY

ne contenant pas &, et ¢, &b rencontrant toute aréte de E-z,-e; 5 om
S

conclut dfaprés le lemme 3 avec C,ez,:l, On traite de maniére analogue (a-

{x;z:0 e B et {x;,y.} ¢ £ ainsi que
-

vec réindexation) les cas 2 ;
L

-

o
{z.,y. b e £ et {x., ¥} e £
- v J v
Kous supposerons dans la suite de tel cas exclus. Quitte & réindexer

les sommets NOUS SUpPPOSETOnNs qQue {e ,z,} £ E et {m,=, £ E -

i

231 {szxa} ¢f E @ lemme 2 avec {x1lxz’$3}‘ Done suppuscns {$§JI3} e £

ce qui entralne que {Iz’ya} /€ et {x,y,} FE.
2

-
- EN
- hadt
oy
2

$i {z,,y,} £ £ [(resp. {r 4.} £ E} : lemme 2 avec {xl,zﬁ,yg} (resp.

z.,u.teE et {xyte b ,ce qui entralne

si {y,.z,tr E (resp. i{y,,z,} £ E) i lemme 2 avec {;1,12,3,} {resp.

w
N Y -
{yl,yz,rag. Suppesons done {y,,%,’ € £ et {yl,xaf e £ .

Mais alors G -{z,,x,,r;} Etaat hamiltonien il existe dams G ua cycle
ne contenant pas €,,8,,8; ¢f repcoutrant toute aréte de E-F sauf z,x,. Le

cycele ' =C u(yl,xé,zpyjsatisfait aux bypothises Au lemse 1.
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CHAPTIRE 111 ITI.1.

HYPERGRAPHE DES CIRCUITS DYUN GRAPHE.

I1I.1. ( Annexe B)
Les résultats de ce paragraphe sont dans L'article donné en Annexe B :"Ordres d
distance minimum d'un tourmnoi et graphes partiels sans ctrouits maxtimaux', Math.

Sci. Hum. 37, 1972, 5-25.

IIT.1l.1.Le probléme considéré intervient & la fois en théorie des comparaisons
par paires (introduit par P.Slater) et en thZorie des tournois (introduit par
P.Erdos et J.W.Moon) : ils'agit de determiner dans un tournci et plus généralement
dans un l—graphe antisymetrique, le nombre minimum T(G)* d'arcs qu'il faut suppri-
mer (ou dont il faut changer l'orientatiom) pour obtenir un l-graphe sans circuits.
Considérons 1’hypergraphe des circuits de G, hypergraphe dont les sommets représen~

tent les arétes de G et dont les arétes représentent les circuits (Elémentaires) de

G; le probléme consiste alors 4 determiner le nombre de transversalité de cet

Ed

hypergraphe (rappelons quz le nombre d» transversalité d'un hypergraphe est la

cardinalité& minimum d'un ensemble de sommets qui rencontre toutes les ar@tes de 1°

hypergraphe}.Nous nous interessons surtout 3 la determination de f(n) ol :

f(n) = max 1(G), le maximum etant pris sur les graphes antisymétriques G & n A0

sommets (on peut se limiter aux tournois 4 n sommets). Dans l'article donné en
Annexe B , nous faisons une synthé&se des résultats connus en 1972 sur f(n) ct

donnons de nouveiximajorants et minorants de f(n) ainsi que les valeurs de f£(10)

et de £({11). En particulier nous montrons :

I11.1.2 : f(n} > n{n) ol w(n) = [ g;il}] est le nombre maximum de cycles deux &

deux arétes—~disjoints de K .
n

I11.1.3 ¢ f£(10) =15 ; £(11) = 20 .

b
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'111,2. ( Annexe C )

. Les résultats de ce paragraphe sont dans 1'apticle donné en Annaxe C : "The circuit
hypergraph of a tournament” Proc. Inmternational Collegium on finite and infinite sets
Kesathely, Juin 1873, Colloquia Math. Soc. Jinos Bolyai, iD, 165-180.

. pans cet article nous donnons divers résultats sur 1(G), lorsque G est le produit

' . jexicographique de deux l-graphes ( ou unc généralisation de ce produit ).Nous en
.déduisons de nouveaux minorants pour f{n) et en particulier nous résolvons dans cet
article presque complétement une conjecture de A.Kotzig ; depuis la rédaction de cet
article nous avong achevé de prouver cette conjecture, d'od :

I111.2.1 Théoréme : Si n> 10, £(n) > v{n) ol n(n) = [g[ﬂ%&]]

pémonstration : Dans ltarticle (Annexe C nous avons montré en utilisant des métho~
5

des de composition avec les produits lexicographiques et leurs généralisations
(méthodes analogues & celles utilisées au chapitre I.4.), que pour prouver le théoré-
me, il suffit de vérifier que pou 10 < n < 29 , f(n) > n(n) , avec de plus si

n = 4 (mod.6) f£(n) > n{n) + 1 {voir proposition 10 et corollaire, Annexe C 11~12].
Dans l'article, nous avons fait cette vérification pour 10 < n < 19 et 26 < n < 29

( pour 13 < n <19, ceci a été fait & 1'aide d'un programme pour ordinateur écrit

par Y. Kodratoff). Depuis nous avons fini la vérification en utilisant un programme

différent qui donne seulement un encadrement de 1(G). [Les méthodes utilisées et

résultat font l'objet d'un article &crit avec Y. Kodrattof : "Une heuristique pour

le calcul de 1'indice de transitivité d'un tournoi", 3 paraitre].Nous donnons ici
les tournois utilis@s et les résultats obtenus.

Désignons par Q(n) le tournoci 3 n sommets des résidus quadratiques : le sommet i
est relié au sommet j par un arc de i vers j, si et seulement si j-i est congru &
un carré modulo n. Un tel tournoi existe si n = pa oli p est un nombre premier
congru & 3 modulo 4. Dans un tel tournoi tous les sommets(et paires de sommets)
jouent le méme role ( c.a.d. les tourncis obtenus en enlevant 1 (resp. 2) sommets
sont isomorphes). Soit Q(23) et soient T22 (resp. T21) le¢ tournol obtenu en
enlevant 1 (resp. 2)sommets de Q(23). Nous avons obtenu : 69 < T(T21) <71 ;dfol
79 §_T(T22) < Bl et 90 < 7(Q(23)) < 92. Donc £(22) > 79 > 74 = w(22)+1. et

£(23) > 90 > 84 = m(23).
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08 g(43), considérons le sous tourmoi & 21 sommets, engendré par les somnets

;iég au sommet 1 par un drc d'extrémité terminale 1. Soit T21 ce tournoi, nous

;@%ns obtenu T(T21) =72 ; donc £(21) > 72 > 70 = w(21) .

gafin pour n = 25, nous avons utilisé le tournoi suivant.du i A.Astié [Al], ayant
H.grgupe d'automorphisme de rang maximum. L'ensemble des sommets est formd des cou-
tes (i,j) avec 0 <i <4 ;0<j <4 ; le sommet (i,j) est relié au sommet (i',i")

gr un arc d'extrémité initiale (i,j) si et seulement si (i-i',j=j') appartient 4 §,

.S = { (0,1), (0,2), (1,0), (2,0), (2,1}, (3,1), (3,2), (3,3), {4,1), (4,2),(4,3),(4,4))
-éait T25 ce tournoi; tous les sommets jouent le méme réle; soit T24 le tournoi

hbfenu en enlevant un sommet quelconque de T25, Nous avons obtenu : 91 f-T(Tzﬁ) < 103
‘et done 103 < T(Tzs) < 115 . Donc £(25) > 103 > 100 = n(25) et £(24) > 91 > 88 = w(24).

(résultat meilleur que le corollaire du théoréme 8 sAnnexe C, p. C 12).

III.2.2. Remarque : Le théoréme IIL.2.1, dit que pour n » 10 , il existe un tournoi
dont 1'hypergraphe des circuits H vérifie T(H) > v(H). Ce résultat est & rapprocher
du résultat suivant du a , Lughessi et D.H.Younget [L1) :1'hypergraphe H' des

cocircuits d'un l-graphe vérifie T(H'Y = v(H') .( Le probléme de l'egalit& ou non de
1(H) -et v(H) pour 1'hypergraphe des circuits d'un tournoi, auquel répond le th&ordme

III.2.1., a &€té aussi posé par D.H.Younger).

II1.3. Nouveaux résultats .

~J.Hardouin Duparc [Hl] a prouvé que :

I1I.3.1.(J.Hardouin Duparc): f£(12) = 22 s £(13) = 28 ; 31 < £(14) < 32 ;

382 £(15) <39 5 £(18) <58 ; £(19) < 67 ; £(20) < 73 ; £(21) < 83 ; £(22) < 91 ;

2 ’

£(23) <102 . 11 a aussi déterminé 1la structure des tournois d' indice f(mn) pour 8 <n <11

- C.Thomassen [T1l] a prouvé 1a conjecture 2 de l'article donnd en Annexe C p. C5 ou 169,

(conjecture donnde pour les tournois dans l'article donné en annexe B p.Bl2 ou 16) 3

ITI1.3.2, ( C.Thomassen) : 1(GxH) = pr(4d) + qzr(G) oG p est le nombre de sommets de G

et q celui de H .
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Avec I1I1.3.2. on obtient au lieu des théorémes 1,3,4,6,8,de 1'annexe C, de nouveaux
théorémes en remplagant 7(p) par f£(p) : par exemple les théorémes 1 et 4 s'd@crivent:
I11.3.3. @ £(pq) > pf(Q) + q°£(p)
II1.3.4. 1 £(pa+l) > pf(g+l) + q2£(p).
Exemples: Avec p =11 et q = 2 on obtient £(22) > 80 et £(23) > 91 (résulcats
meilleurs que ceux obtenus en IYI.2.1.). Avec p = 13 ( en utilisant £(13) = 28,
voir IIX.3.1.) et q = 2 on cbtient £(26) > 112 et £(27) > 125 ( résultats
meilleurs que ceux donnés dams l'article en Annexe C p.Cll et C12 ).
IXI.3.5. : C.Thomassen [T2]) 2 montré que pour n > 5 ,f(3n) > 3f(n) + n2 + 1,
ce qui entraine d'aprés le tableau p. C7 (ou 171) Annexe C que f(3n) > n(3m)
pour n > 5 et n & 0,1,2,3 (wod.6) . Un raisonmnement analogue & celui de C.
Themassen montre que pour n > 5,£(3n+l) > 3f(u+l) + n2 + 1 et donc d'aprés le
tableau p C10 (ou 174) Annexe C on a £(3m+l) > w(3n+l) pour n > 5 et
o = 0,1,2,5 (mod.6&) . Ces résultats permettent de prouver III.2.l1. pour
n = 16,18,19,21,22,24,25,... .
JII.3.6. : F.Sterboul [S1]) a montré que la conjecture 3 ,Annexe C, p C5 (ou 169)
était fausse avec le coutre exemple suivant g =2 et G = Gy (voir figure). Nous avions

auparavant montré que v(GxR) #* qzv(G) + pv(H) pour B = ; et G = Gz(voir figure).
L]

Dans le tableau suivant nous rassemblons les résultats obtenus en III.2 et I1I1I.3
concernant £{n) pour 12 < m < 25 ; ce tableau remplace le 2°™® tableau de 17

Annexe B ,p. Bl9(ou 23). Pour n < 1l voir les valeurs de f(n) dans 1'apnexe B.




II1.5

w{x) 20 126 (28 |35 137 |45 ;48 {57 (60 {70 |73 (84 (88 100

minorant de £{n) {22 [28 {31 {36 |40 {47 [55 |64 |64 |72 {80 |91 {91 {103

majorant de £{(m) 122 {28 32 |39 {44 |52 |58 |67 {73 {83 191 {102 110 jl22
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CEAPTTRE 1V

NOMBRES DE RAMSEY POUR LES GRAPHES ORIENTES

Les résultats de ce paragraphe cont parus dans l'article downé en Anneme D :"Some

-ﬁhmggy numbers for directed graphs" , Discrete Math. 9 , 1974 , 313-321.

ytant donnés k l-graphes GI’GZ""’Gk ;1le nombre de Ramsey généralisé R(GI’GZ""’Gk)
est le plus petit entier n tel que pour toute partition (Ul’UZ""’Uk) des arcs de K; ,
il existe un entier i , tel que le graphe partiel engendré par Uicontienne Gicomme soug

graphe. Nous prouvons essentiellement les deux théorémes suivants :

Théoréme : Soient Gi (1 < i < k) des l-graphes, R(GI’GZ""’Gk) existe si et sculement
51 au plus un Gi contient un circuit. (tous les graphes, sauf peut~&tre un doivent

étre sans circuit ).

1 Théoréme : Soit G un l-graphe hamiltonien & p sommets et soit ?n le chemin de- longueur ni*
i i

b 4 .
glors : R(P ,3 g..,,? ,G) = nlnzz..nk_l(p~l) + 1,

iy -1

1

¥ Remarque : dans le chap. I on note par Pn le chemin & n,sommets {de longueur ni“I ).

.

1




CRAPITRE V

HYPERGRAPHES r-parti h-complet.

'.1, isomorphisme des hypergraphes h-parti complet.

;1’1, péfinitions : On appelle hypergraphe h~parti complet et on note K; o m s
——————— — 1* LIS

nﬂ:hypergraphe simple formé en considérant h ensembles X, (1 < k < h), deux 3 deux

istintss avec !Xkl = nk ; les sommets de K:1""’nh sont les &lements de X = U Xk

ot les arétes les parties E, de X vérifiant {Eil = h et lEi n Xkl = 1 pour tout k.
gpient h = (Ei/i EM) et H' = (Fi/iEM) deux hypergraphes notés par leur famille 4

grétes ; on dit que H et H' sont isomorphes et on note H # H' g'il existe une bijection

de K= U E, sur Y =UF, qui envoie biunivoquement la famille des arétes de H sur

celle de H'. On dit que H et H' sont fortement isomorphes et on note H = H*' s'il existe
une bijection f de X sur Y telle que f(Ei) = Fi pour tout i de M ( cette bijection

préserve 1'indice des arétes).

Nous nous proposons de donner une condition suffisante pour qu'un hypergraphe soit

fortement isomorphe i K . Ce théoréme est une conséquence d'un résultat plus

A

fort concernant les hypergraphes dont les arétes sont les bases d'un matroide, établi

par W.H.Cunningham [C3,C4] , C.A. Holzmann, P.G. Norton et M.D, Tobey {H1] , et S.B,
Maurer {M1] , Nous donnons ici une preuve directe indépendante du résultat ci-dessus,
ot suivant les idées développées dans [Bl] et {F1] . Pour d'autres résultats sur les

“f hypergraphes fortement isomorphes voir [B2] et [F21 .

' ¢.1.2, Théoréme : Scit H = ( E./i€M) un hypergraphe isomorphe ixK et soit a
me————— 1 . LIERTRFEN 1

le nombre des n, &gaux & 1., Supposons gue :
1 »
(1) mm{ni’l“i>2}> ay + 2.

Soit H' = (Fi/iEM) un hypergraphe vérifiant : (2) lEi n Ej! = lFi n Fj1 pour tous i,j de M.

Alors H' est fortement isomorphe & H .
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. Sojent H et H' deux hypergraphes vérifiant les hypothéses du théoréme,

K

~§£i£ﬁt E, et E; deux arétes de H, telles que si A=E, NE, {Al = h-1 . Soit
1 2 1 2
n¥E., . Alors on a : () F,. oA =T, 28,
i i i
2

1 » 1tE LI i - £l o * =

¢§E22§££E££EE : Pour la commodité de l'écriture posons Eil El A+x1 ;Eiz = E2 A+x2
; . = - :

avec %y € Xl et X, € Xl . Donc AN Kl g et AN Xk, 1 pour 2 < k < h, Soit

= By, et F2 = Bty, - On va raisonner par l'absurde en supposant qu'il existe

= A avec Fj # B , Posons E3 = A+x3 avec ¥4 € Xl.

goit 1 ={1:1>2 et Ei oA}

n a lIOi = inimZ et comme $X.1 >3 (X

'z 1 contient xl’xZ’XB) on a d'aprés (1) :

' o
EKlf > oy + 2 d'oll iIoi >a; .

Nous allons monfrer que I i €a d'ofi 1a contradiction.

o 1’

- p'abord montrons que si 1 € Io , Fi $ B . En effet si i € I0 , d'aprés (2) :

P o= ! = - I Pl o= = -
iFi n Fli *Ei n Els h 1 et 1ri nF iEi ft EE} h 1 . Comme F3 8,

!
2
F3 = B - b3 * Y +y, avec b3 € B . Supposons qu'il existe un indice i de I0 tel que

. | = - : . = .
F, 2 B lFi n Fl. h - 1 entraine que F, ? vy de méme F. ? Y, donc

iF, NF_ | =h=-2en contradiction avec |F, N F, i = iE. N E.] =h - 1 d'aprés (2).
i 3 i 3 i 3

Done Fi # B pour tout i de IO et F. = B-b, +y, *7Y, avec b, €B.

~D'aprés la définition de ay il existe une partie A' , vérifiant fA'l s h -1,
1 = 1 at = . 1 - : 1
A' DX ¢ et A" N in 1 pour 2 < k < h et telle que lA' N A}l =0, . Soit Eq

1'ar@te de H définie par Ei = AT+ x On a : EEi N Eli =a, ¢ 1 et 1Ei n Eit = 0y

pour i =2et 1€ Io .51 1€ I0 , alors bi € Fi . en effet s'il existe un indice

i de I0 avec bi g F! , comme Fi + bi o Fl i1 vient en utilisant (2) :

= ! = 1 ". = 1 i 1
ay 1F1 N Fii EFl n (Fi + bi)i 3_1F1 n Fl% oy * 1 ce qui est impossible .

- v, s . . _ .
Y1 € F1 : sinon sy, ¢ F! , comme F1 Y1 c F2 on aurailt :

= ' = I '
ay + 1 lFl n Fli 'Fl

- Comme ¥y, € Fi et y, ¢B : !Fi n B} = G Or Fi N B contient les bi pour i € IO

o ¥ i = 5 1
N (F1 yl)i f_iFl N Fol =0y impossible.

donc IF' N Bl >1 , soit II | < a..
1 -0 o — 1
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Lemme 2 : Soient H et H' deux hypergraphes vérifiant les hypothéses du théoréme :

alorsd D Bl o= D gy Byl =ap

pémonstration : Soit C = iEM E; » d'aprés la défimition de o ICl = a, et sauf le

1’ 1
cas trivial oli H est réduit & ume aréte, il existe deux arétes Ei et Ei telles
1 2
C=E, NE, . Supposons pour la commodité d'Bcriture E, = E et E, = E, : soit
1, 1, 11 1 1y 2

- * = R 1 -~ o=
¢ =E N E, . Soit .D F, n F, ; d'aprés (2) ipi al.Supposons que | iQM Fi! ¢ oy

comme {F, N F2§ = o, ona [ By Fi! <ay et iEM F. 2D .

une aréte telle que :

Parmi les aré@tes de F. ne contenant pas D , soit F

3
iF3 n Fli + IF3 n th 501t maximum . Posons 3F3 Nol=acx< a Nous allons montrer
que .E3 & E; UE, : en effet supposons que E3 < El U E2 , alors :
E + = N ! o= } -
!E3 n 1§ 3E3 n EZE b+ al Or Fjl F3 ﬂF1§ + iFB n le §F3 N Di

= !E3 N Eli + iE3 n Ezi - : soit :

h = §F3 = h + ¢ "o >h , ce qui est impossible . Il existe donc x, avec x3 3 E3

] = — LI ! 5
et x4 ¢ El 4 E2 . Posons A E3 . g et E1 A+ X et E2 A+ x, ol xlE El et

4 = ¥ ¥ 3 = t ¥
X, € E2 . 51 on pose B Fl n F2 le lemme 1 appliqué& avec E1 ot E2 donne B o F3 .

= LI . 1 = i = .
Posons F3 B + yq et Fl B+ .y, ; d'aprés (2) iFl n Flé EF3 n Fli +1

tpt a nIE B ' = |
;Fl n in tFj n in 3 1F2 n Fli ir

2 y ¥ ¥ 3. kg
¥y ¢ F2 : en effet supposons Yy € F2 » comme y, ¢ F22( car F2 # F, )} on en déduit

¥ =
3 N Fli et !FZ n F2! iF3 n in +1 .,

' ; , . .
iF2 n th g_iF3 N FZ' ce qui est impossible .

. : . LI - . fot - R
¥, ¢ F2 : sinon de F1 F3 Y3 * y; on tire {F) N in iFB n F23 + 1, ce qui

est impossible . Donc ¥y € D et comme F3 0, Fi $ D . Mais

! F + ¥ = 7 ir i - . .
iFl n l! !Fl n in §F3 n Fli + 15y n in + 1 et on aboutit 3 une contradiction

avec la maximalité de tFB n Fll + 2r3 N in .

Démonstration du théoréme : Nous allons exhiber la bijection f qui va réaliser

1'isomorphisme fort . D'aprés le lemme 2 nous pouvons définir une bijection fl de
- - . _ . . ~ ' 1
c iEM Ei sur D iEM Fi . Soit x € X -~ C , 1l existe deux ar@tes qu'on appelle

= . = + 1
E, et E2 telles que El N E2 C+x.0na Fl N F2 2D et iFl n in ay
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(d'aprés {2) ) ; soit donc y défini par y = {Fl n Fz} - D . Nous allons montrer que ;

(4 : si x € E, alots y € Fi : en effet supposons qu'il existe E, avec x € By

g F. . Soit x' un point appartenant au méme ensemble que X et x' ¢ x { un
et ¥ 3

tel x' existe car x € C ) et soit Eé = E3 -~ % + x' , D'aprés (2) :

L] = = ! = e 2 3
§F3 n Fll !F3 n Fli 1 et 1F3 n le 1F3 nF,l 1 ; soit y, € FB NF et
¥ -1 f LI ¥
¥, ¢ F et soit y, € F3 n F2 et ¥, ¢ F2 . Cowmme F nF,n ?3 D et que D « F! ,

1 - : 5 Y o 1] o - 1
2 # ¥, et donc !F3 n F3! < h =~ 2 contrairement & iF3 nF3{ EE3 n ESi h - 1 d'aprés 2:

On peut donc définir une application f2 de X~ C sur Y - D par fy(x) = y . Soit

f 1'application définie par £, sur C et par f, sur X ~ C .
P _ P 1 % 2

f est injective : en effet fiest injective ; il suffit de montrer due fzest injective .

Soient x et x' deux points de X ~ C ; il existe deux ardtes Ex et Ex' telles que :

f = > - - T ¢ T o i ¥ =~ 0 -
Ex n Ex’ C : x¢€ Ex o x' € Ex. . D'apres (4) f(x) € Fx D et f(x') € Yx. o .

0t in n Fx,i = iEx n Ex,! = {C{ = {D! et Fx N§F ,»Dm, donc Fx n Fx' = D et

x

donc f(x) # £{x') .

f est bijective : soit y € ¥ = U F. et y § £( E, } = £(X) . y appartient 2 au

moins un Fi , mais ce Fi contient déja les h éléments de f(Ei) d'asprés (4) . On aurait

iFil > h , contrairement 3 ?Fii = SEi‘ = h d'aprés (2) .

Enfin Fi > f(Ei) et eFii = lEii

if(Ei): , denc Fi = f(Ei) et f est bien un

isomorphisme fort . C.Q.F.D,

V.1.3. Remarques : les lemmes 1 et 2 ne servent que si a; > 0 ; si a; = 0 on retrouve

un résultat de C. Berge [Bl1] .
le théoréme V.1.2. est le meilleur possible en ce sens que pour tout a et tout

» 1l existe un hypergraphe H isomorphe z KD

ne vérifiant pas (1) et
L yseeesBy

b ~ g

un hypergraphe H' vérifiant (2) et non fortement isomorphe 8 H .

Ss = A 3 [ - Cl.l"'l =
ih o ¢+ 1 il suffit de considérer H0 Kl,...,l,u1+2 » avec donc o 1 pour
< - = - . o ay+l " s
l<k<hl (=a;) etn =oa +2;et U Ku1+2 9 hypergraphe formé des parties

a u1+1 81éments d'un ensemble 3 a1+2 Zlements., On a bien lFi n ij =h~1= iEi n Eji

or H; nfest pas isomorphe & HO .
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pans le cas général, h > g, + 1 , soit K = ( I, / i€¥) avec H = Kh od
1 1 l’119.¢a,nh
nk =1 pour 1 < k < ay et na1+1 =y + 2 et n est quelconque pour k > ay + 2.

. W . ,
Soit XO = k<a+1 Xk et Xl = X - XD . Le sous hypergraphg simple de H construit

sur X en ne gardant quc les arltes distinctes est isomorphe & H_ ; soit E, 1'
o i
o

aréte associée & Ei n Xo . On définit un hypergraphe H' = ( Fi { iEM) comstruit
sur Y U Y, avec (Y | = a
4] 1 o

1 + 2 et ini = §K1§de la maniére suivante : & 1'ardte

E.de H on associe l'arSte F, de H' : F, =F, U F, ol F, est l'arite de 1'

i i i i, i i,
hypergraphe Hé associé 3 HO comme dans le cas h = a; + 1l et od F.
i

= . N ¥
! f(Ex Xl) ol
f est une bijection de Xl suyp Yl . H' vérifie bien (2) et n'est pas isomorphe 4 H .

V.2. Graphe représentatif de 1' hypergraphe h-parti complet .

Les résultats de ce paragraphe sont dans l'article donnd en annexe E : " Graphe
représentatif de l'hypergraphe h-parti complet " Hypergraph Seminar (ede. C.Berge
et D.K. Ray~Chaudhuri }, Lecture Notes 411, Springer Verlag, 1974, 34-53 .

h -
ou

Dans cet article nous donnons diverses caractérisations de Lh 1 ( Rxxn
- i

Lh~1 (4) , H &tant un hypergraphe , désigne le graphe simple dont les sommets
représentent les arétes de H , deux sommets étant reliés si et seulement si les
arétes qu'ils représentent ont une intersction de cardinalité > h - 1 ; K:nn
désigne 1'hypergraphe h-parti complet défini en V.l lorsque n, = n pour tout k .
Pour les résultats nous renvoyons le lecteur a l'article donné en Annexe E . Deux
références sont i ajouter & la liste donnée : C.R.Cook [c1,c2] ; dans le premier
article 1'auteur donne une construction analogue au théoréme D de 1tannexe E ,dans

le cas h = 3 ; dans le deuxiéme article 1'auteur donne une caractérisation de

h R
Lhwl { Khxn) différente des notres .

V.3. Nombre chromatique total du graphe r-parti complet.

Les résultats de ce paragraphe sont dans 1'article donné en Annexe F : "Nombre

chromatique total du graphe r-parti complet" J. London Math. Soc., 9, 1974, 273-285 .
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pans cet article nous montrons que si ern désigne le graphe r—parti complet
(abréviation pour Kixn ) , son nombre chromatique total ( nombre minimum d'

ensmbles indé&pensants de sommets et d'ar@tes) vérifie :

t (ern) = n{r-1) + 2 i r = 2 ou 81 r est pair et n impair .

t (Krln) = n(r=1) + 1 si r est impair ou si r est pair, r # 2, et n pair .

Nous répondons ainsi & ume conjecture de R. Laskar et W.Hare .
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