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RÉSUMÉ

L’objectif de cette thèse est d’étudier, à l’aide de modèles mathématiques, le méca-
nisme de régulation qui permet au corps de maintenir une quantité optimale de plaquettes
sanguines. La dangerosité d’un nombre trop faible ou trop important de plaquettes im-
plique la nécessité pour la mégacaryopoïèse, le processus de production associé, de s’ajuster
en fonction du nombre de plaquettes. Bien que les acteurs de ce mécanisme de régulation
soient précisément identifiés depuis le milieu des années 90, des questions restent ouvertes
quant à la répartition des rôles. À travers trois travaux, cette thèse explore les questions
mathématiques qui émergent des hypothèses formulées par les biologistes, ainsi que la
manière dont leur résolution permet de renforcer de potentielles pistes d’étude biologique.

Dans un premier temps, nous présentons une introduction succincte sur le contexte
biologique, l’état de l’art de la modélisation et quelques outils mathématiques. Dans la
seconde partie, un modèle pour la mégacaryopoïèse est introduit qui suppose une régula-
tion ponctuelle par le nombre de plaquettes du taux de différentiation des cellules souches
vers la lignée mégacaryocytaire et du nombre de plaquettes produites par mégacaryocyte.
Nous montrons que la dynamique de ce modèle est régie par une équation différentielle
à retard x′(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − τ)), une généralisation d’équations à retard que
l’on retrouve entre autres dans la littérature consacrée à la modélisation de la production
de cellules sanguines. Nous obtenons ensuite de nouvelles conditions suffisantes pour la
stabilité et l’oscillation des solutions de cette équation ainsi qu’un résultat sur l’influence
des conditions à t = 0 sur ces propriétés. En fournissant des résultats testables expéri-
mentalement (tel qu’une relation entre la vitesse de maturation des mégacaryocytes et
l’apparition d’oscillations), la transposition de ces résultats mathématiques en des termes
biologiques souligne le rôle de l’augmentation du taux de mort des plaquettes dans l’ap-
parition d’oscillations tout en proposant également d’autres acteurs possibles.

La nécessité d’une régulation via une action sur les mégacaryocytes a été remise en
question par des résultats biologiques récents. Ainsi, la troisième partie s’attache à l’ana-
lyse d’un second modèle pour la mégacaryopoïèse qui considère cette fois-ci une régulation
opérée en continu uniquement via la vitesse de maturation des mégacaryoblastes. Nous
montrons que cette hypothèse peut se traduire par un système d’équations à retard dé-
pendant de l’état. Pour évaluer la pertinence de cette hypothèse, nous testons la capacité
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du modèle à produire des dynamiques convergentes et oscillatoires dans les espaces des
paramètres indiqués par les observations cliniques. Pour cela, nous procédons à l’analyse
de stabilité. Cette analyse repose sur une équation caractéristique du 3ème degré avec un
autre paramètre de bifurcation que le retard, il est donc nécessaire d’adapter un cadre
pré-existant aux problèmes avec un retard fixe. L’application de ce cadre d’analyse à notre
modèle pour la mégacaryopoïèse permet de montrer que l’augmentation du taux de mort
des mégacaryoblastes conduit à l’apparition de solutions périodiques, en accord avec les
observations cliniques de la thrombopénie cyclique amégacaryocytaire. Cela renforce l’hy-
pothèse selon laquelle l’impact du nombre de plaquettes sur les mégacaryocytes n’est pas
essentiel dans le mécanisme de régulation de la mégacaryopoïèse.

La dernière partie est consacrée à l’étude de de la stabilité d’une équation différentielle
à deux retards. Le cas particulier d’une équation linéaire y′(t) = −Ay(t) + B(y(t − 1) −
e−τAy(t − 1 − τ)) est étudié et la méthode de D-décomposition est utilisée pour tracer
les régions de stabilité dans les plans (A, B) et (τ, B). L’étude de la condition de trans-
versalité révèle que la stabilité peut être perdue en augmentant A, en diminuant τ ou en
augmentant |B|, et que lorsque A est petit des intersections d’une courbe de stabilité avec
elle-même ont lieu. Nous analysons la variété centre associée à la bifurcation “steady-
state”. Puis l’analyse de la variété centre associée aux bifurcations de Hopf permet de
vérifier si celles-ci coïncident ou non avec l’apparition d’une solution périodique. De plus,
l’analyse de la variété centre associée aux doubles bifurcations de Hopf permet de montrer
l’existence de solutions prenant la forme de tores dans l’espace de pseudo-phase. Enfin,
les résultats pour la bifurcation de Hopf simple sont appliqués à une version simplifiée du
modèle présenté dans le chapitre 3 dans lequel les plaquettes ont une durée de vie limité
τ2. Cela permet d’évaluer le rôle que jouent cette durée de vie et le taux de mort des
plaquettes γ dans l’apparition d’oscillations, dans le cadre de l’étude de la thrombopénie
cyclique auto-immune. En particulier, on observe que la stabilité peut être perdue à la
suite d’une diminution légère du temps de survie (de 8.4 jours à 7 jours), ou par une forte
augmentation du taux de mort (de 0.05 à 0.625 jour−1).

Mots-clés : mégacaryopoïèse, plaquettes, thrombopénie cyclique, analyse
de stabilité, oscillations, retard, équation transcendante, bifurcation de Hopf,
deux retards.
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SUMMARY

The object of this thesis is the study, using mathematical models, of the regulation
mechanism maintaining an optimal quantity of blood platelets. The danger of platelet
count too low or too high implies the necessity for megakaryopoiesis, the correspond-
ing production process, to adjust in reaction to the amount of platelets. Although the
components of this mechanism are precisely identified since the 90s, there are still open
questions about the exact role of each component. In the three chapters of this thesis,
we explore the mathematical questions raised by different biological hypothesis regard-
ing megakaryopoiesis, as well the way answering these questions allows to give weight to
certain biological and therapeutic approaches.

First, we present a short introduction regarding the biological context, the state of the
art regarding modelling of megakaryopoiesis and mathematical tools to study long term
dynamics. In the second chapter, we introduce a model for megakaryopoiesis assuming
a regulation by the platelet quantity of both the differentiation rate of stem cells to
the platelet cell line and the amount of platelets produced by each megakaryocyte. We
show that the dynamic of this model corresponds to a delay differential equation x′(t) =
−γx(t) + f(x(t))g(x(t − τ)), a form including existing models for modelling blood cells
production. We obtain for this equation new sufficient conditions for stability and for the
oscillation of solutions, and we study the influence of the conditions at t = 0 on these
properties. The transposition of these mathematical results in biological terms provides
results that can be tested experimentally (such as a relation between the maturation speed
of megakaryocytes and the onset of oscillations), emphasizing the role of the death rate of
platelets in the onset of oscillations while suggesting other possible drivers for this onset.

The necessity of a regulation via an action on megakaryocytes have been questioned
by recent biological results. Therefore, the third chapter presents the analysis of a second
model for megakaryopoiesis in which the regulation is continuous via the maturation
speed of megakaryocyte progenitors. We show that this hypothesis leads to a system of
two delay differential equation with a state-dependent delay. To assess the relevance of
this hypothesis, we study the ability of the model to produce both stable and periodic
dynamics for parameters consistent with clinical observations, through stability analysis.
This analysis is based upon a transcendental characteristic equation of third degree with
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a bifurcation parameter which is not the delay. It is therefore necessary to adapt a pre-
existing framework to problems with fixed delay. Applying this new framework to our
model, we show that increasing the death rate of megakaryocyte progenitors leads to
the onset of periodic solutions, in agreement with clinical observation of amegakaryocytic
cyclic thrombocytopenia. This reinforces the hypothesis according to which the regulation
mechanism of megakaryopoiesis relies mostly on the impact of the platelet quantity on
progenitors rather than on megakaryocytes.

In the fourth chapter, we study the stability of a differential equation with two delays.
The linear equation y′(t) = −Ay(t) + B(y(t − 1) − e−τAy(t − 1 − τ)) is studied and the
D-decomposition method is used to obtain the regions of stability in the planes (A, B)
and (τ, B). Studying the transversality condition, we show that stability can be lost
through an increase in A, a decrease in τ or an increase in |B|, and when A is small
we observe that a stability curve intersects itself. Using analysis of centre manifold, we
study first the steady-state bifurcation. Then the centre manifold analysis is applied on
the simple Hopf bifurcations so as to evaluate whether these bifurcations imply the onset
of periodic solutions. Then, we perform a centre manifold analysis on the double Hopf
bifurcation existing for small A, and we identify a subspace of parameters associated
with stable tori in the pseudo-phase plane. Finally, the results for the simple Hopf are
applied on a modified version of the model presented in Chapter 3, as the regulation
of megakaryocyte production is simplified and the platelets have a limited survival time
τ2. This last modification gives the possibility to evaluate the role played by both this
survival time and the death rate γ of platelets in the onset of oscillations, in the context
of auto-immune cyclic thrombocytopenia. In particular, we show that the stability can
be lost through a small decrease of survival time (from 8.4 to 7 days), or through an
important increase of the death rate (from 0.05 to 0.625 days−1). Finally,

Keywords: Megakaryopoiesis, platelet, cyclic thrombocytopenia, stability
analysis, oscillations, delay, transcendental equation, Hopf bifurcation, two
delays.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1. Introduction à la mégacaryopoïèse

Les plaquettes sont de petites cellules (environ 3 μm de diamètre) dépourvues de
noyau, et qui constituent moins de 1% du contenu du sang chez les mammifères, au
côté des cellules plus grosses que sont les globules rouges et les globules blancs (qui
respectivement représentent 45% et moins de 1% du contenu sang, et mesurent 6 μm et
15 μm) [99]. Les plaquettes sont un acteur principal de l’hémostase primaire, le processus
grâce auquel un saignement est interrompu par la formation d’un agrégat de plaquettes
nommé “clou hémostatique”.

Le déroulement de l’hémostase primaire

En temps normal, l’agrégation des plaquettes aux parois sanguines est limitée par des
inhibiteurs situés sur la couche superficielle des vaisseaux sanguins (l’endothélium). Cette
couche se charge aussi de dissimuler deux protéines adhésives, le collagène et le facteur de
Von Willebrand (VWF). Lorsque l’endothélium est endommagé (saignement), ces deux
protéines sont exposées au flux sanguin, ce qui déclenche la première phase de l’hémostase
primaire, l’adhésion. En effet, une plaquette passant à proximité peut maintenant adhérer
à la paroi sanguine grâce à des récepteurs sur sa surface qui se lient à ces protéines
adhésives (les récepteurs GPIb se lient avec le VWF, et les récepteurs α2β1 et GPVI se lient
avec le collagène). Cette liaison déclenche la seconde phase, l’activation. Elle se manifeste
par la production de signaux à l’intérieur de la plaquette qui activent les récepteurs
GPIIb/IIIa, récepteurs qui acquièrent alors une forme à forte affinité avec la fibrinogène,
le VWF et d’autres protéines adhésives. Simultanément, la plaquette activée libère deux
protéines (ADP and TXA2) qui à leur tour déclenchent l’activation d’autres plaquettes à
proximité. Partant de là, une protéine adhésive peut se lier simultanément à la plaquette en
adhésion et à une plaquette activée voisine, de telle sorte que la seconde est recrutée pour



l’hémostase. La répétition de cette séquence d’activation suivie de recrutement constitue
la troisième phase de l’hémostase, l’agrégation (voir Figure 1.1), qui mène à la formation
d’un clou hémostatique. Le saignement est alors interrompu, et la prochaine phase de la
cicatrisation peut commencer [132].

Figure 1.1. Une première plaquette a été recrutée au niveau d’une rupture dans l’endothélium par
les protéines adhésives se trouvant sous la surface de celui-ci. Une fois activée, elle a libéré des protéines
qui sont allées activer d’autres plaquettes. Les récepteurs des plaquettes activées ont une structure qui
leur permettent de se lier avec le VWF et la fibrinogène, permettant de former un agrégat de plaquettes
(adapté de Smyth et al. [132] avec la permission de l’auteur).

L’hémostase repose sur les mécanismes cellulaires de recrutement, mais aussi sur la
constante disponibilité dans l’ensemble du système sanguin d’un nombre de plaquettes
suffisant pour former un clou hémostatique efficace. Le système de production des pla-
quettes se charge de cette disponibilité.

Comment sont produites les plaquettes ? Explication de la mégacaryo-

poïèse

Tout comme les globules blancs et rouges, les plaquettes sont issues des cellules
souches hématopoïétiques (CSH) situées dans la moelle osseuse. Bien que, tout comme
les globules rouges, les plaquettes soient dépourvues de noyau, cette absence ne fait pas
suite à l’exclusion de ce noyau comme c’est le cas pour les globules rouges. En effet, les
plaquettes sont des fragments de cellules hématopoïétiques dont le cytoplasme s’est frag-
menté dans le sang après avoir subi d’importants changements structurels, un processus
connu sous le nom de “mégacaryopoïèse”. À leur naissance, les CSH sont pluripotentes,
dans le sens qu’elles peuvent à l’issue de divisions donner naissance à n’importe quelle
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cellule sanguine (globule rouge, blanc ou plaquettes). Au fur et à mesure des divisions, il
est possible qu’elles perdent leur capacité à s’auto-renouveler et qu’elles se différencient en
s’engageant dans la lignée mégacaryocytaire (voir Woolthuis et al. [150] pour une revue
des trajets possibles de différentiation). Une fois différenciées ces cellules deviennent des
progéniteurs mégacaryocytaires ou mégacaryoblastes (qui forment des groupes de cellules
portant le nom de CFU-MK pour Colony Forming Unit-MegaKaryocytic, ou Meg-CFC ).
Les mégacaryoblastes continuent à proliférer en se divisant, jusqu’à finalement rentrer en
phase d’endomitose. Au cours de cette variante de la mitose cellulaire, le noyau dédouble
sa double copie d’ADN pour obtenir quatre copies, mais sans division du cytoplasme.
On conserve donc une seule cellule, mais contenant deux fois plus d’ADN, un état nom-
mée “polyploïdie 4N” (voir [116, 156] pour une revue des connaissances sur la ploïdie et
l’endomitose). La répétition de ce processus aboutit à la création d’un mégacaryocyte de
ploïdie jusqu’à 128N, d’un diamètre de 50 à 100μm, i.e. 10 à 15 fois plus grand qu’un
globule rouge [139, 140]. Cette grande taille s’explique par le fait que les endomitoses ré-
pétées s’accompagnent d’une augmentation de la taille du cytoplasme. Simultanément, le
cytoplasme acquière un riche réseau de microfilaments et de microtubules qui joueront un
rôle vitale dans les dernières étapes de la formation des plaquettes [69]. En effet, une fois
que le mégacaryocyte est complètement mature, il se rapproche des parois de la moelle
osseuse de manière à procéder à la fragmentation du cytoplasme [87] : aidée par la force de
cisaillement du flot sanguin [68], la masse cytoplasmique s’étend dans les vaisseaux san-
guins et libère des ramifications nommées proplaquettes (voir Figure 1.2), qui se divisent
ensuite pour devenir des plaquettes (voir [38, 39, 137] pour une revue sur le processus de
fragmentation).

Les maladies liées au nombre de plaquettes

Le taux de production des plaquettes est d’environ 1011 par jour, et peut être mul-
tiplié 10 à 20 fois si nécessaire pour garder la concentration de plaquettes à un niveau
sain (entre 150 et 400 × 109/L chez les humains). Lorsque la concentration de plaquettes
est en dehors de cet intervalle, on distingue deux types d’anomalie. La thrombocytose
correspond à une concentration de plaquettes dépassant 600×109/L [111]. La plupart des
cas peuvent être classés dans une des deux catégories suivantes. Les thrombocytoses de
type clonal sont dues à des syndromes myéloproliferatives, un groupe de maladies caracté-
risées par une production excessive de cellules dans la moelle osseuse. La thrombocytémie
essentielle est une maladie de ce type-là, habituellement associée à une mutation acquise
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Figure 1.2. Un mégacaryocyte de souris in vitro sur lequel on peut observer la formation de propla-
quettes. Coloration artificielle, vert pour la tubuline, rouge pour l’actine et bleue pour l’ADN (Image de
Geddis et al. [45] reproduite avec la permission de l’auteur).

parmi les gènes CALR, JAK2 ou MPL : la stimulation hormonale de la mégacaryopoïèse
est exacerbée, et le surplus de plaquettes peut entraîner des complications vasculaires
(thrombose), et aussi, étonnamment, des saignements gastro-intestinaux dus à une agré-
gation anormale des plaquettes. Une deuxième catégorie, la thrombocytose secondaire,
correspond à une élévation anormale de la concentration de plaquettes à la suite d’une
maladie ou d’une opération. Par exemple, il a été observé que 80% des cas de thrombo-
cytoses sont secondaires à une maladie inflammatoire : la production des cytokines IL-6
et IFN-γ augmente au cours de la réponse inflammatoire, provoquant au final une aug-
mentation dangereuse du nombre de plaquettes, respectivement via l’augmentation de la
production d’une hormone stimulant la mégacaryopoïèse par le foie, et en stimulant la
croissance et la maturation des mégacaryocytes [69].

La thrombopénie correspond à une concentration de plaquettes en dessous de
150 × 109/L, bien qu’elle soit considérée comme légère pour des concentrations au-dessus
de 70 × 109/L. Les cas préoccupants sont principalement associés à d’autres maladies :
une thrombopénie aiguë (moins de 30 × 109 plaquettes/L) associée à des maladies telles
que le cancer, la cirrhose ou l’hépatite C peut compliquer les traitements médicaux et
aggraver les symptômes [4]. La diminution du nombre de plaquettes sans autre symptôme
peut être due à une thrombopénie immune, caractérisée par une production réduite des
plaquettes et par une destruction auto-immune des plaquettes, et qui peut présenter un
risque vital pour les patients atteints de thrombopénie aiguë et qui ne répondent pas aux

4



traitements. Dans les cas bénins, une thrombopénie peut tout de même être le signe d’une
déficience nutritionnelle (vitamine B12, fer, etc.) ou d’une intoxication à l’alcool [41].

Une forme très rare de thrombopénie, la thrombopénie cyclique (TC), est caractérisée
par une diminution périodique du nombre de plaquettes entraînant une concentration en
dessous du seuil sain. Une revue récente rapportait des événements hémorragiques chez
13 patients parmi 48 diagnostiqués de TC [47]. Ces cycles durent entre 15 et 45 jours,
et sont parfois suivis d’une période de thrombocytose réactive (i.e. n’étant due à aucune
intervention médicale), de telle sorte que les traitements classiques destinés à prévenir la
thrombopénie risquent d’aggraver l’éventuelle thrombocytose à venir. Il n’existe pas de
certitudes quant à l’origine de la TC, mais les cliniciens ont déterminé deux phénomènes
sous-jacents qui répartissent les cas dans deux catégories. La thrombopénie cyclique auto-
immune est caractérisée par la présence dans le sang d’une quantité importante d’anticorps
anti-plaquettes, impliquant une destruction des plaquettes plus importante, et la quantité
de mégacaryocytes observée est habituel [102]. À notre connaissance, la présence d’anti-
corps anti-plaquettes peut affecter la mégacaryopoïèse de deux manières différentes. Une
première via les récepteurs Fcγ, présents sur les plaquettes, qui interagissent avec les anti-
corps de type Ab et entraînent une destruction des plaquettes par les macrophages [101].
Une seconde via le processus de désialylation qui se produit au fur et à mesure qu’une
plaquette vieillit : les plaquettes “désialylées” sont détruites par les hépatocytes [54], et
les anticorps de type anti-GPIbα sont capables d’accélérer la désialylation des plaquettes
[86]. La thrombopénie cyclique de type “amégacaryocytaire” est caractérisée par l’absence
d’anticorps anti-plaquettes et la présence d’anticorps ciblant les mégacaryoblastes et/ou
les jeunes mégacaryocytes [34, 155]. En raison de la proximité des symptômes, la plu-
part des patients reçoivent d’abord un mauvais diagnostique de purpura thrombopénique
immunologique, qui s’accompagne de traitements lourds et très rarement efficaces (tels
qu’une splénectomie ou la prise de corticoïdes) [47]. La figure 1.3 présente un cas d’os-
cillations dans la quantité de plaquettes, dans lequel le patient a reçu une splénectomie
inefficace, et a été déterminé comme étant positif aux anticorps anti-plaquettes [117].

Enfin, on notera que bien que l’on ait uniquement présenté des maladies n’impli-
quant que la quantité de plaquettes, il existe des maladies affectant simultanément les
trois lignées hématopoïétiques, dont certaines entraînant des oscillations du nombre de
plaquettes (par exemple, la leucémie myéloblastique).

Par quel mécanisme la mégacaryopoïèse est-elle régulée ?
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Figure 1.3. (a) Oscillations de la quantité de plaquettes sur 160 jours telles que rapportées par Rocha
et al. [117]. La ligne en pointillés représente la concentration moyenne de plaquettes 284 × 103/μL. (b)
Le périodogramme de Lomb normalisé correspondant associe des périodes potentielles à un score P (t)
(en bleue). En utilisant p = NeP (T ) (en rouge) où N est le nombre d’observations comme approximation
du niveau de significativité [43], on voit que la période T = 21 jours est significative (p ≤ 0.01, ligne en
pointillés rouge).

De même qu’il maintient la quantité de plaquettes dans un intervalle sain en temps
normal, le processus de production des plaquettes doit aussi être capable de réagir lors
de pertes occasionnelles ou d’utilisation des plaquettes à la suite d’une blessure ou d’une
prise de médicament, ce qui suggère un mécanisme de régulation fin. Inspiré par des tra-
vaux précédents sur l’érythropoïèse, Kelemen et al. sont parvenus en 1958 à montrer que
le sang de patients avec une grande quantité de plaquettes contenait une substance aug-
mentant l’activité mégacaryocytaire de souris saines, donnant à cette substance le nom de
“thrombopoïétine” (TPO) [72]. Malgré cette découverte, peu de progrès furent accomplis
pendant les 30 ans qui suivirent, puisque les tentatives pour franchir une étape cruciale
pour étudier la régulation, la purification de la dite substance, se révélèrent infructueuses.
Il fallut attendre la découverte du proto-oncogène cellulaire du virus de la leucémie myé-
loproliférative murine (c-Mpl), dans des travaux sans lien avec les plaquettes, et dont
la description révéla des similarités avec les récepteurs des autres cytokines hématopoïé-
tiques. Une fois que le ligand de ce récepteur fut cloné, des travaux montrèrent que le
niveau de ce ligand suit à l’inverse les différences de quantité de plaquettes, et que sa
transfusion entraine une forte augmentation de la production de plaquettes. Le ligand du
récepteur c-Mpl reçut donc le nom de thrombopoïétine (pour une revue chronologique de
la période descriptive de la recherche portant sur la mégacaryopoïèse, voir [79]).

À partir de la purification de la TPO, des expériences ont pu être menées pour
étudier précisément son effet sur la lignée mégacaryocytaire. L’effet pro-quiescence ou
pro-prolifération de la TPO sur les CSH en fonction de leur environnement fut rapide-
ment remarqué et confirmé [35]. L’effet de la TPO sur la différenciation des CSH est
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moins clairement établi. En s’appuyant sur l’observation d’une augmentation du nombre
de jeunes mégacaryoblastes en réaction à une injection de TPO, Kaushanksy et al. ont
suggéré que la TPO augmente la proportion de CSH qui s’engagent dans la lignée mé-
gacaryocytaire [71]. Cependant, des travaux plus récents par Sitnicka et al. remettent en
cause cette hypothèse, en montrant que cette augmentation dépend fortement de la pré-
sence d’autres protéines telles que IL-3 ou SCF [129]. La TPO augmente la prolifération
des mégacaryoblastes : des cultures cellulaires de mégacaryoblastes ont montré une aug-
mentation de la prolifération corrélée à la concentration en TPO [71]. En ce qui concerne
les mégacaryocytes, l’une des premières études identifiant la TPO a montré qu’une po-
pulation de cellules souches exposées à la cytokine génère des mégacaryocytes de ploïdie
plus élevée qu’une population non exposée à la TPO [71]. De plus, les mégacaryocytes
matures montrent une croissance de leur noyau plus importante s’ils sont exposés à la
TPO [136]. Puisque le volume d’un mégacaryocyte augmente avec la ploïdie [138] et que
les plaquettes sont issues du cytoplasme, une augmentation de la ploïdie en réaction à
la TPO a été proposée comme un mécanisme essentiel de la régulation du nombre de
plaquettes.

Cependant, des éléments cruciaux de cette hypothèse sont remis en cause par des
travaux plus récents. Il a été observé que chez les souris de la souche C3H, les mégaca-
ryocytes ont une ploïdie de valeur dominante 32N, au lieu de 16N chez les souris de type
sauvage, mais un examen par Jackson et al. n’a pas pu montrer de différence au niveau
du diamètre des mégacaryocytes [66]. Les mêmes travaux n’ont pas non plus pu montrer
une différence entre les différentes ploïdies dans la quantité de plaquettes produite, un
résultat corroboré par ceux de Zimmet et al. . Effectivement, bien que des souris trans-
gènes chez qui la cycline D3 est sur-exprimée montrent une augmentation de la ploïdie, les
auteurs n’ont pas observés dans la quantité de plaquettes de différence significative d’avec
les souris de type sauvage : la membrane de démarcation dont sont issues les plaquettes
n’était pas pleinement développée chez les souris transgènes [156]. De manière similaire,
des cultures de mégacaryoblastes traitées à la nicotinamide produisent des mégacaryo-
cytes de plus grande ploïdie mais produisant moins de proplaquettes [83]. On peut donc
supposer que la différence observée au niveau de la production de plaquettes en fonction
des différentes ploïdies [100] s’explique par des processus ayant lieu pendant la maturation
plutôt que par la ploïdie en elle-même.
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Enfin, deux études par Ng et al. [105] et Meyer et al. [103] furent menées pour évaluer
la possibilité que la charge d’augmenter la production de plaquettes en cas de besoin
reposent principalement sur les mégacaryoblastes. Après avoir empêché la TPO d’interagir
avec les mégacaryocytes et les plaquettes (en affectant respectivement la production des
récepteurs c-Mpl [105] et l’expression de la kinase Jak2 [103]), les deux équipes ont observé
une augmentation significative du nombre de plaquettes. Cela indique que l’impact de la
TPO sur l’endomitose n’est pas indispensable.

Les interactions entre TPO et cellules mégacaryocytaires

Pour qu’une régulation de la mégacaryopoïèse par la TPO soit effective, il est néces-
saire que l’augmentation de la production de plaquettes en réaction à la TPO soit accom-
pagnée d’une diminution de la concentration de TPO en réaction au taux de plaquettes
élevées. À cause des points communs entre la TPO et l’érythropoïétine, il a d’abord été
supposé que la concentration de TPO était régulé au niveau de l’ARN. Toutefois, Stoffel et
al. ont montré que la TPO est produite de manière constante par le foie et les reins, sans
qu’une concentration sous-optimale de plaquettes n’ait d’effet au niveau transcriptionnel
[134]. Les mêmes auteurs ont observé une corrélation inverse entre la concentration de
TPO et la quantité de plaquettes injectées à des souris, établissant ainsi la liaison avec les
récepteurs (et la destruction qui s’en suit) comme le principal mécanisme de régulation
de la concentration de TPO [134]. Le récepteur étant présent sur toute la lignée méga-
caryocytaire [37], il a été conclu que la concentration de TPO dans le sang est régulée
négativement par la quantité de mégacaryoblastes, de mégacaryocytes et de plaquettes
(voir Figure 1.4).

Figure 1.4. Lorsque le nombre de plaquettes chute, une plus grande partie de la TPO produite par
le foie peut être captée par les mégacaryoblastes, les mégacaryocytes et les plaquettes, entraînant une
augmentation de la production de plaquettes, puis un retour à la normale de la quantité de TPO libre
(adapté de Schafer et al. [122] avec la permission de l’auteur).
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En raison des obstacles techniques à l’étude de certaines caractéristiques de la méga-
caryopoïèse, des modèles mathématiques ont été proposés dès 1980 pour explorer et tester
différentes hypothèses, en tentant de reproduire qualitativement et/ou quantitativement
les dynamiques observées par les biologiques.

1.2. La modélisation de la mégacaryopoïèse jusqu’à aujour-

d’hui

Une caractéristique importante de la régulation de la mégacaryopoïèse est sa tempo-
ralité : alors que la quantité d’intérêt du système est le nombre de plaquettes, la rétroaction
via la TPO se joue au niveau des mégacaryoblastes et des mégacaryocytes. Une fois que
l’environnement de ceux-ci est perturbé, les étapes intermédiaires (division, endomitose,
fragmentation) doivent être franchies avant d’affecter le nombre de plaquettes : la trans-
mission du signal de régulation n’est pas instantanée et dépend de la “durée de passage”
(transit time).

En 1979, Wichmann et al. [149] proposent, à notre connaissance, le premier modèle
pour la mégacaryopoïèse, qui est représentée à l’aide de cinq quantités : S le nombre de
cellules souches hématopoïétiques, M la masse de mégacaryocytes et MN leur nombre,
P le nombre de plaquettes et T la quantité de TPO. Elles sont représentées sur la Figure
1.5. Les auteurs associent deux outils pour prendre en compte la durée de passage des
cellules. Pour les cellules souches et les mégacaryocytes, la durée de passage est considérée
comme aléatoire et distribuée selon une loi exponentielle de moyenne τ , de telle sorte que
le nombre de cellules S dans chacun de ces compartiments suit une équation de la forme

S ′(t) = taux d’entrée au temps t − S(t)/τ.

Pour les plaquettes, la durée de passage (après laquelle les plaquettes sont détruites) est
déterministe de valeur τP , de telle sorte que la dynamique est donnée par une équation
de la forme

P ′(t) = taux d’entrée au temps t − taux d’entrée au temps (t − τP ).

Le modèle proposé par Wichmann et al. est donc composé d’une équation différentielle
à retard et de quatre équations différentielles ordinaires (pour S, M, MN et T ), et est
capable de reproduire les dynamiques du nombre de plaquettes observées chez le rat à la
suite d’une perturbation (transfusion ou destruction de plaquettes). Les auteurs n’évaluent
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cependant pas la réaction du système à la destruction d’autres cellules mégacaryocytaires
ni l’effet d’un changement de paramètre sur la dynamique.

Figure 1.5. Le modèle de Wichmann et al. [149] est le premier modèle pour la mégacaryopoïèse, et
considère deux durées de passage aléatoires (pour les cellules souches et les mégacaryocytes) et une durée
de passage déterministe (pour les plaquettes).

De plus, cette combinaison de durées de passage aléatoires et fixes n’est pas réuti-
lisée dans les modèles qui ont suivi. D’une part, Kodym introduit en 1994 des sous-
compartiments, de manière à contrôler le coefficient de variation de la durée de passage
[73]. D’autre part, von Schulthess et Gessner proposent en 1986 un modèle composé
d’une équation différentielle à retard (avec deux durées de passage déterministes) [142],
pour pouvoir étudier précisément les conséquences d’un changement de paramètre sur la
dynamique du système. Cette distinction a été conservée jusqu’à aujourd’hui, avec une
polarisation suivant le thème abordé :

• les équations différentielles ordinaires, ou EDO, simulant une distribution aléatoire
des durées de passage sont utilisées pour l’étude des changements quantitatifs en
réaction à des traitements médicaux (injections de TPO, chimiothérapie, ...) ainsi
qu’à des radiations ;

• les équations différentielles à retard, ou EDR (et les équations aux dérivées par-
tielles, ou EDP) sont utilisées pour l’étude des changements qualitatifs en réaction
à des modifications internes au système, en particulier pour l’étude de la throm-
bopénie cyclique.

Les deux sections suivantes présentent pour chaque catégorie les caractéristiques princi-
pales des modèles et leur évolution.
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1.2.1. Modèles d’EDO à compartiments subdivisés et perturbations externes

Comme expliqué au-dessus, Kodym [73] a étudié les variations de durées de passage
observées expérimentalement, et a conclu que ni une distribution exponentielle négative
ni un système d’EDR ne permettait de reproduire ces variations. Il a donc proposé de
représenter chaque population de cellules par un enchaînement de compartiments suc-
cessifs dont la durée de passage est donnée par une distribution exponentielle négative.
Le nombre de sous-compartiments est alors choisi de manière à ce que le coefficient de
variation de la distribution gamma résultant de la concaténation (voir Figure 1.6) corres-
ponde aux valeurs expérimentales (jusqu’à 126 sous-compartiments pour les plaquettes).
En plus de cela, Kodym et al. [73] se distingue de Wichmann et al. [149] par l’ajout de
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Figure 1.6. La concaténation de compartiments dont les durées de passage sont distribuées selon une
loi exponentielle négative produit une durée de passage totale distribuée selon une loi gamma. Ce graphe
représente la quantité de cellules sortantes au temps t en fonction du nombre n de compartiments (lorsque
la moyenne de chaque compartiment est ajustée pour conserver la durée de passage moyenne globale de
3 heures).

deux populations de progéniteurs (BFUmk et CFUmk), une prise en compte du volume
des mégacaryocytes de manière discrète à l’aide de classes de ploïdie, et une rétroaction
ne dépendant pas explicitement de la TPO. Lorsque le modèle de Kodym et al. [73] est
utilisé pour reproduire les données déjà utilisées par Wichmann et al. [149], les perfor-
mances de deux modèles sont comparables. Mais la prise en considération des progéniteurs
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permet à Kodym et al. d’étudier l’effet qu’auraient sur ces cellules les médicaments cyto-
toxiques (i.e. toxique pour les cellules), plutôt que de se restreindre à l’effet sur les CSH.
Ainsi les auteurs reproduisent l’évolution du nombre de plaquettes après l’injection de
5-fluorouracile, un médicament utilisé dans le traitement de certains cancers.

Si la multiplication des compartiments (210 en tout) facilite la reproduction de don-
nées expérimentales, elle a pour inconvénient de rendre pratiquement impossible une ana-
lyse formelle de la dynamique du modèle, et notamment de l’influence des paramètres.
Par conséquent, cette méthode n’est pas adaptée à l’exploration mathématique des consé-
quences long terme faisant suite à des changements internes (telle qu’une réduction de la
prolifération ou une réaction auto-immune) ni à l’analyse de la sensibilité aux conditions
initiales. Elle a en revanche été privilégiée pour l’étude de la réaction à court terme du
système aux perturbations extérieurs.

Les modèles à sous-compartiments ont par exemple été choisis pour modéliser la
réaction du système mégacaryocytaire à l’injection de substances stimulantes. Harker
et al. [63] reproduisent l’effet du facteur de croissance PEG-rHuMGDF à l’aide d’un
modèle à deux compartiments (mégacaryocytes et plaquettes) subdivisés en un total de
25 sous-compartiments (l’interpolation de relevés successifs de concentration de PEG-
rHuMGDF chez le patient est employée comme une variable du modèle). Un modèle bien
plus complexe est utilisé par Skomorovski et al. en 2003 [130], puisque qu’il contient un
compartiment pour chacune des 7 classes de ploïdie, en plus d’un compartiment pour
les mégacaryoblastes, un pour les CSH, un pour les plaquettes ainsi qu’une équation
pour le niveau de TPO. Les auteurs se servent des équations aux différences à retard
pour modéliser la dynamique de chacun des 77 sous-compartiments, et sont capables de
reproduire la dynamique du nombre de plaquettes observée chez des singes rhésus recevant
des injections répétées de TPO selon différents protocoles.

On trouve également des modèles destinés à reproduire la dynamique du nombre de
plaquettes chez des patients irradiés. Dans ce but-là, D. H. Grassle propose dans sa thèse
de 2000 [53] de prendre en compte la dynamique de renouvellement des cellules souches en
rajoutant par rapport à Kodym [73] un compartiment pour celles-ci ainsi qu’une substance
régulatrice distincte de celle régulant la maturation des mégacaryocytes. La division en
sous-compartiments est conservée, de telle sorte que le modèle final se compose de 55
EDO. À partir de ce modèle, Grassle est capable de reproduire les dynamiques observées
expérimentalement après exposition à des radiations (chez le rat, l’humain et le chien). La
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subdivision du compartiment des cellules souches entre cellules saines et cellules irradiées
permet de reproduire l’effet de fortes de doses de radiation, et l’ajout pour chaque com-
partiment d’un terme de dégradation aléatoire supplémentaire rend compte de la repro-
duction de l’effet de doses plus faibles mais répétées. En particulier, l’existence de quatre
compartiments distincts pour représenter les cellules en prolifération autorise l’auteur à
modéliser fidèlement l’effet des radiations en fonction de la maturité des cellules. Wentz
et al. [147] ont aussi proposé en 2015 un modèle pour reproduire l’effet de fortes doses
d’irradiation sur le nombre de plaquettes, avec cette fois-ci seulement quatre types de cel-
lules (progéniteurs, mégacaryocytes immatures, mégacaryocytes matures et plaquettes).
À nouveau, deux régulateurs sont considérés et chaque compartiment possède un double
correspondant aux cellules irradiées. Avec un total de 23 sous-compartiments, les auteurs
reproduisent de manière fidèle les données expérimentales issues du singe rhésus et de l’hu-
main, de telle sorte que le modèle peut par exemple être utilisé pour prévoir les besoins
en soin à la suite d’un accident nucléaire.

Enfin, Scholz et al. [126] ont proposé un modèle de la mégacaryopoïèse afin de pré-
venir les cas de thrombopénie dus aux chimiothérapies. Il est composé d’un comparti-
ment pour les CSH, un pour les mégacaryoblastes, un pour les mégacaryocytes et deux
pour les plaquettes (en circulation et retenues dans la rate). La concaténation de sous-
compartiments est à nouveau utilisée pour reproduire la distribution du temps de survie
des plaquettes proche d’une loi Gamma, et la durée de passage dans les autres comparti-
ments est donnée par une loi exponentielle négative, pour un total de 18 compartiments
et sous-compartiments. La méthode de l’amplification scindée (amplification splitting) est
employée pour modéliser un taux d’amplification variable le long de la maturation des
mégacaryocytes en dépit du fait que ceux-ci ne sont pas modélisés par une structure
en âge. Les auteurs sont capables de reproduire quantitativement les fluctuations de la
quantité de plaquettes observées chez les patients traités par chimiothérapie. Ce modèle
constitue donc un outil permettant de prédire l’impact des nouveaux protocoles de traite-
ment par chimiothérapie sur le système mégacaryocytaire, et notamment l’apparition de
thrombopénie.

On peut donc voir que la multiplication de sous-compartiments est privilégiée pour
modéliser la réaction du système mégacaryocytaire à des perturbations extérieures d’in-
tensité variable et mesurable (concentration des produits injectés, niveau d’irradiation).
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L’attention n’est portée ni sur la dynamique long terme ni sur une caractérisation quali-
tative de la dynamique sous-jacente.

1.2.2. Modèles d’EDR/EDP et dynamiques à long terme

Le premier modèle ne faisant appel qu’à des durées de passage déterministes, présenté
par von Schulthess et Gessner en 1986 [142], est de façon caractéristique motivé par la
reproduction de phénomènes d’oscillations à long terme à l’aide d’un modèle simple. Les
auteurs justifient ce critère de simplicité par la clarté que cela confère aux mécanismes
sous-jacents susceptibles d’expliquer les oscillations observées dans les cas de thrombo-
pénie cyclique. Le modèle se base sur deux hypothèses : celle qu’un écart par rapport
à la quantité normale de plaquettes implique un écart proportionnel inverse du taux de
production des plaquettes après un temps de maturation des mégacaryocytes τM ; et celle
d’une durée de vie τP des plaquettes fixe. Les auteurs aboutissent à une équation à retard
pour la population de plaquettes P (t) de la forme

P ′(t) = −β0[P (t − τM) − P (t − τM − τP )], t ≥ τM + τP ,

et parviennent à montrer qu’une augmentation de β0, représentant l’intensité de la rétro-
action, entraîne l’apparition d’oscillations de période proche de celles observées expéri-
mentalement.

Figure 1.7. Dans le modèle que J. Bélair et M. C. Mackey proposent en 1987 [10], les plaquettes
régulent le taux de création des mégacaryocytes (en gras), via l’action implicite de la TPO sur le taux
d’engagement des cellules souches dans la lignée mégacaryocytaire (en transparence).

Un modèle légèrement plus complexe a été proposé parallèlement par Bélair et Mac-
key [10]. Comme on peut le voir sur la Figure 1.7, un taux de mort aléatoire γ est ajouté,
et la production de plaquettes au temps t est donnée par β(P ) = β0σ

nP/(σn + P n),
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aboutissant à une équation à retard de la forme

P ′(t) = −γP (t) + β(P (t − τM)) − β(P (t − τM − τP ))e−γτP , t ≥ τM + τP .

Cette fois-ci, les auteurs montrent que c’est l’augmentation du paramètre de mort aléatoire
γ qui entraîne l’apparition d’oscillations.

L’utilisation d’équations de la forme x′(t) = f(x(t), x(t − τ1), . . . , x(t − τn)) est perti-
nente lorsque l’on considère que la rétroaction a eu lieu à des étapes du système réparties
de manière discrète. Mais si l’on veut modéliser une rétroaction en temps continu (par
exemple, l’effet de la TPO tout le long de la maturation d’un mégacaryocyte), il est néces-
saire de faire appel à un outil plus complexe : les équations aux dérivés partielles (EDP).
Les EDP apparaissent très tôt dans les travaux de modélisation de la mégacaryopoïèse,
lorsque Wichmann et al. [148] analysent en 1981 la dynamique de survie des plaquettes en
représentant celles-ci comme une population structurée en âge, ce qui correspond à suivre
non plus P (t) le nombre de plaquettes au temps t, mais p(t, a) le nombre de plaquettes
d’âge a au temps t. L’équation de survie devient alors

∂p(t, a)
∂t

+ ∂p(t, a)
∂a

= −γp(t, a), 0 ≤ a ≤ τP , t ≥ 0. (1.1)

Cependant, le coefficient γ étant constant, ce modèle reste proche de ceux proposés plus
tard par von Schulthess et al. et Bélair et al.. Des coefficients variables ont été utilisés
pour représenter deux hypothèses distinctes quant à l’influence de la TPO sur la mégaca-
ryopoïèse : celle d’une influence sur la dynamique de transition des mégacaryocytes entre
classes de ploïdie, et celle d’une influence sur la vitesse de prolifération et/ou croissance
des mégacaryocytes.

Santillan et al. ont construit en 2000 un modèle basé sur la première hypothèse [121] :
ils considèrent trois compartiments m0, m1, m2 représentant respectivement les mégaca-
ryocytes de ploïdie 1, 2 et 4, 8, 16 et 32, et 64 et 128, et dont les taux de transition de
l’un à l’autre k0(T ) et k1(T ) augmentent avec T la concentration de TPO. Avec les hypo-
thèses additionnelles d’une production de plaquettes par mégacaryocyte croissante avec
la ploïdie, et une production de TPO régulée à la baisse par les plaquettes, les auteurs
identifient un jeu de paramètres permettant de reproduire la réaction du système mégaca-
ryocytaire à l’injection de TPO. De plus, ils sont capables de montrer numériquement que
l’augmentation du taux de mort des plaquettes entraîne l’apparition d’oscillations dans la
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concentration de plaquettes, conformément à la pathogenèse de la thrombopénie cyclique
auto-immune.

La seconde hypothèse a été utilisée pour la première fois par Eller et al. dans un
article de 1987 [42] : la population de mégacaryocytes est structurée en âge, et son taux
de croissance varie en fonction de la TPO, ce qui correspond à l’équation

∂m(t, a)
∂t

+ ∂m(t, a)
∂a

= μ(T (t))m(t, a), 0 ≤ a ≤ τM , t ≥ 0.

Le modèle est complété par une équation similaire pour les cellules souches, ainsi qu’une
équation similaire à (1.1) pour les plaquettes. Il est donc plus complet que le modèle
proposé plus tôt par Wichmann et al. [149], mais ses auteurs ne proposent ni de reproduire
quantitativement des données cliniques, ni une analyse mathématique approfondie du
modèle. On y trouve cependant une esquisse de la méthode des caractéristiques, qui
permet d’obtenir pour m(t, τM), i.e. la quantité de mégacaryocytes libérant des plaquettes
au temps t, une expression explicite de la forme

m(t, τM) = m(t − τM , 0)e
∫ t

t−τM
μ(T (s)) ds

, t ≥ τM .

Cette méthode offre l’opportunité de comprendre que le modèle proposé en 2007 par
Apostu et al. [6], représenté par la Figure 1.8, repose également sur l’hypothèse d’une
rétroaction de la TPO sur la croissance des mégacaryocytes. En effet, la variation du
nombre de plaquettes au temps t, P (t) =

∫ τP
0 p(t, a) da, est donnée par

P ′(t) = −γP+A0κP

(
e

μ0
∫ t

t−τM
TPO(s) ds

Q(t−τM)−e
−γSτP +μ0

∫ t−τP
t−τM −τP

TPO(s) ds
Q(t−τM−τP )

)
,

pour t ≥ τM +τP où Q(t) correspond à la population de cellules souches, ce qui est obtenu
implicitement à partir du système suivant pour t ≥ 0 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂
∂t

m(t, a) + ∂
∂a

m(t, a) = μ0 TPO(t)m(t, a), 0 ≤ a ≤ τM ,

m(t, 0) = κP Q(t),
∂p(t,a)

∂t
+ ∂p(t,a)

∂a
= −γp(t, a), 0 ≤ a ≤ τP ,

p(t, 0) = A0m(t, τM).

À partir de cette formulation qui s’intègre dans une modélisation de l’hématopoïèse
dans son ensemble, Apostu et al. parviennent à établir que l’augmentation du taux de
mort des plaquettes γ entraîne l’apparition d’oscillations et la durée de vie des plaquettes
τP est déterminante pour la période des oscillations. De plus, les auteurs parviennent à
reproduire qualitativement les variations dans la quantité de plaquettes observées chez des
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Figure 1.8. Le modèle proposé par Apostu et al. [5] prend en compte la dynamique de division cellulaire
des cellules souches, et considère implicitement que le taux de croissance dynamique des mégacaryocytes
augmente avec la concentration de TPO.

patients atteints de TC. Enfin, la première auteure a initié dans sa thèse de Master une
analyse de stabilité du modèle complet [5]. Celle-ci repose sur l’analyse d’une équation
transcendante du 4ème degré comportant neuf retards distincts, elle a donc été limitée à
des résultats préliminaires.

Le modèle récemment présenté par Langlois et al. [82] résout partiellement ce pro-
blème en considérant la quantité de cellules souches comme fixée à Q∗, de telle sorte que la
lignée mégacaryocytaire est indépendante des deux autres lignées hématopoïétiques. Les
auteurs rajoutent un compartiment de mégacaryoblastes structuré en âge pour a ∈ [0, τMb]
dont le taux de prolifération dépend de la TPO, ce qui mène à une équation transcen-
dante de degré 4 avec “seulement” trois retards. Toutefois, l’utilisation de cette équation
transcendante se fait a posteriori. En effet, les auteurs obtiennent d’abord numérique-
ment des estimations de paramètres permettant de reproduire les oscillations du nombre
de plaquettes observées chez des patients atteints de TC, et s’appuient ensuite sur l’équa-
tion transcendante pour étudier la nature mathématique du changement de stabilité que
l’on observe lorsque l’on translate les paramètres de valeurs correspondant à un patient
sain aux valeurs associées à la TC (à l’aide de la théorie des bifurcations de Hopf). Une
telle méthode complique une éventuelle étude précise de l’effet de chaque paramètre sur
l’apparition des oscillations caractéristiques de la TC.

C’est dans ce contexte que nous proposons trois modèles plus simples de la méga-
caryopoïèse, chacun basé sur différentes hypothèses biologiques prises pour expliquer les
phénomènes étudiés.

17



1.3. L’étude de la stabilité, de l’existence de solutions oscil-

lantes ou périodiques pour les EDR autonomes

Comme expliqué ci-dessus, des modèles dédiés aux interventions médicales ont été
construits dans l’objectif de simuler et comprendre la dynamique à court terme de la
production des plaquettes en réaction à des perturbations ponctuelles (par exemple une
intervention chirurgicale) ou chroniques (chimiothérapie et radiothérapie). La mission que
se donnent les chercheurs est alors celle de calibrer les modèles de manière à pouvoir prédire
fidèlement des données n’ayant pas servi à la calibration ; et dans ce cas-là, l’utilisation de
compartiments ou de rétroactions complexes type intégro-différentielle n’est pas un pro-
blème. En revanche, la complexité et la dépendance vis-à-vis des outils numériques sont
des obstacles à l’étude du comportement en temps long de la mégacaryopoïèse. Des carac-
téristiques du système telles qu’un retour systématique à un état d’équilibre, l’existence
d’oscillations dans le nombre de plaquettes ou la présence de dynamiques périodiques (la
deuxième étant compatible avec la première et la troisième) deviennent difficiles à déter-
miner quand la complexité du modèle augmente. Il est donc pertinent de faire appel à
des modèles plus simples reposant sur les équations à retard, pour lesquels une gamme
d’outils a été développée afin d’étudier chacun des trois comportements décrits ci-avant.

1.3.1. Stabilités locale et globale pour les EDR autonomes

Dans le chapitre 2, un modèle pour la mégacaryopoïèse est formulé dont la dynamique
est régie par l’équation sur t ≥ τ suivante :

x′(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − τ)). (1.2)

Pour vérifier que le modèle reproduit la capacité du système hématopoïétique à maintenir
la concentration de plaquettes dans un intervalle sain, nous étudions la stabilité locale
et globale du point d’équilibre. Dans cette partie, nous introduisons le cadre théorique
nécessaire à une telle étude (reprenant la formulation de Oliveira [109]), à la suite de quoi
nous présentons les méthodes déjà existantes pour les cas linéaires et non-linéaires.

1.3.1.1. Cadre théorique pour l’analyse de stabilité d’équations différentielles à retard au-
tonomes

Pour n ∈ N, Rn est l’espace réel de dimension n avec la norme |.|, et pour a, b ∈
R, a < b, C([a, b];Rn) est l’espace de Banach des fonctions continues de [a, b] dans Rn
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avec la norme de φ ∈ C([a, b];Rn) définie par ||φ|| = supθ∈[a,b] |φ(θ)|. Pour τ > 0 fixé, on
note Cn := C([−τ, 0];Rn). Pour t0 ∈ R, α ≥ 0, x ∈ C([t0 − τ, t0 + α];Rn) et t ∈ [t0, t0 + α],
on définit xt ∈ Cn comme

xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0].

Si D est un sous-ensemble de Cn et f : D → Rn une fonction, alors on définie une équation
différentielle fonctionnelle avec retard (EDR) autonome comme la relation

x′(t) = f(xt), t ≥ 0. (1.3)

On a alors la définition suivante :

Définition 1.1. Soit t0 ∈ R et α > 0. Une fonction x ∈ C([t0 − τ, t0 + α);Rn) est dite
solution de (1.3) sur [t0 −τ, t0 +α) si xt ∈ D et x(t) satisfait (1.3) pour tout t ∈ [t0, t0 +α).

Pour un t0 ∈ R donné et φ ∈ Cn, on dit que x(t) est une solution de (1.3) de valeur
initial φ en t0, ou simplement une solution passant par (t0, φ), s’il existe un α > 0 tel que
x(t) est solution de (1.3) sur [t0 − τ, t0 + α) et xt0 = φ. Si la solution x(t) de (1.3) passant
par (t0, φ) est unique, on écrit x(t) = x(t, t0, φ) et xt = xt(t0, φ). Quoi qu’il en soit, on
supposera le plus souvent que (t0, φ) est fixé et on écrira simplement x(t) à la place de
x(t, t0, φ).

Enfin, un point x0 ∈ Rn est appelé un point d’équilibre, ou une solution stationnaire,
de (1.3) si f(x0) = 0, où x0 désigne la fonction constante sur Cn, x0(θ) = x0, θ ∈ [−τ, 0].

À présent, on considère l’équation (1.3) avec f : Cn → Rn, α ∈ R, continue et
suffisamment lisse pour garantir que la solution x(t, t0, φ) passant par (t0, φ) ∈ [τ, +∞) ×
Cn soit unique et définie sur [t0, +∞). On peut alors donner les définitions suivantes :

Définition 1.2. Supposons que f(0) = 0. On dit que la solution x ≡ 0 de (1.3) est :
1. stable si pour tout t0 ≥ α, ε > 0, il existe un δ = δ(t0, ε) > 0 tel que pour tout

φ ∈ Cn,
||φ|| < δ ⇒ ||xt(t0, φ)|| < ε, pour t ≥ t0;

2. uniformément stable si pour tout ε > 0, il existe un δ = δ(ε) > 0 tel que, pour tout
φ ∈ Cn,

||φ|| < δ ⇒ ||xt(t0, φ)|| < ε, pour tout t ≥ t0 ≥ α;
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3. localement asymptotiquement stable si elle est stable et que pour tout t0 ≥ α, il
existe b = b(t0) > 0 tel que, pour tout φ ∈ Cn,

||φ|| < b ⇒ |x(t, t0, φ)| → 0 quand t → +∞;

4. globalement attractive si toutes les solutions de (1.3) tendent vers zéro quand
t → +∞ ;

5. globalement asymptotiquement stable si elle est stable et globalement attractive ;
6. instable si elle n’est pas stable.

Si y(t) est une solution de (1.3), alors y(t) est dite stable si la solution z(t) = 0 de
l’équation

z′(t) = f(zt + yt) − f(yt)

est stable. Les autres types de stabilité sont définies de la même manière.
Dans l’étude des systèmes à rétroaction, on s’intéresse aux conditions nécessaires pour

que le système puisse revenir à un état “normal” après une perturbation, ce qui correspond
à montrer qu’un des états d’équilibre est globalement asymptotiquement stable (GAS).
Il est parfois possible d’obtenir une condition suffisante pour la stabilité asymptotique
globale (SAG) simplement en étudiant les conséquences du contraire. C’est le cas de
l’étude que Kuang [75] propose pour l’équation

x′(t) = f
( ∫ −σ

−τ
x(t + s)dμ(s)

)
− g(x(t)),

avec τ > σ > 0, μ croissant, f strictement décroissant et g strictement croissant. En
effet, Kuang utilise le fait que si l’unique équilibre x∗ n’est pas stable, alors la quantité
u = lim sup

t→+∞
|x(t) − x∗| est strictement positive, pour aboutir à une contradiction. Cela

permet à l’auteur d’obtenir deux conditions suffisantes pour la SAG, l’une indépendante
du retard,

|g−1(f(y)) − x∗| < |y − x∗|, y > 0, y 	= x∗,

et l’autre dépendante du retard.
Plus généralement, Yorke [151] a étudié les conséquences de la non-stabilité des so-

lutions de l’équation non-autonome

x′(t) = f(t, xt), f : R × C0([−τ, 0],R),
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dans les cas où il existe α, β > 0 tels que pour tout φ ∈ C0([−τ, 0],R) tel que ||φ|| < β,

−α sup{0, sup
s∈[−τ,0]

φ(s)} ≤ f(t, φ) ≤ α sup{0, sup
s∈[−τ,0]

−φ(s)}.

Il utilise ensuite ces conséquences nécessaires pour en faire (en les inversant) des conditions
suffisantes pour la stabilité asymptotique de la solution nulle x(t) ≡ 0.

Pour explorer des intermédiaires entre l’équation relativement simple de Kuang [75]
et les conditions complexes de Yorke [151], on peut faire appel à des outils déjà existants
que nous présentons ici ainsi que quelques-unes de leurs applications. Nous présentons les
outils pour les équations linéaires puis ceux pour les équations non-linéaires.

1.3.1.2. Équations caractéristiques et stabilité globale d’EDR linéaires

On donne le résultat fondamental suivant :

Théorème 1.1 ([12], Théorème 4.5). Une condition nécessaire et suffisante pour que la
solution nulle de l’équation

u′(t) + Au(t) + Bu(t − τ) = 0 (1.4)

soit globalement asymptotiquement stable est que toutes les racines de l’équation caracté-
ristique

λ + A + Be−τλ = 0 (1.5)

soient à partie réelle négative.

Ce résultat est basé (voir [12], Théorème 4.3) sur le fait que si {λn}n∈N sont les racines
de (1.5), alors il existe un coefficient K > 0 tel que pour tout c ∈ R\{Re(λn)}n∈N on ait

|u(t) − ∑
Re(λn>c)

eλnτtpn(t)| ≤ Kect,

où {pn}n∈N est une famille de polynômes, de telle sorte que s’il existe ε > 0 tel que pour
tout n ∈ N, Re(λn) < −ε, alors

lim
t→+∞ |u(t)| = lim

t→+∞ u(t)Ke−εt = 0.

La recherche de conditions pour la stabilité de la solution triviale de (1.4) est donc
équivalente à la recherche de conditions pour que toutes les racines de (1.5) soient dans
la moitié gauche du plan complexe. Ainsi, Crauste [32] reproduit le résultat suivant pour
l’équation (1.4) :
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Théorème 1.2 ([32], Théorème 8.6). La stabilité de la solution triviale de (1.4) est donnée
comme suit :

• Si B ≤ 0, la solution triviale de (1.4) est GAS pour tout τ ≥ 0 si A + B > 0 et
instable pour tout τ ≥ 0 si A + B < 0 ;

• Si B > 0, la solution triviale de (1.4) est GAS pour tout τ ≥ 0 si A > B et instable
pour tout τ ≥ 0 si A + B < 0 ;

• Si B > 0 et B > |A|, la solution triviale de (1.4) est GAS pour τ ∈ [0, τ ∗) et
instable pour τ ≥ τ ∗ avec

τ ∗ = arccos(−A/B)√
B2 − A2

.

De plus, le Théorème 1.1 se généralise à la relation entre l’EDR linéaire

x′(t) = L(xt), (1.6)

où L : C → Rn est un opérateur linéaire et la position sur le plan complexe des racines
de l’équation caractéristique

det Δ(λ) = 0, avec Δ(λ) := λI − Lλ·I . (1.7)

Les racines de (1.7) sont alors appelées les valeurs propres de (1.6). Ainsi, Bellman &
Cooke [12] utilisent un résultat sur les solutions de H(z) := h(z, ez) = 0, avec h : C2 → C

un polynôme, pour obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité globale
des EDR linéaires associées aux équations caractéristiques suivantes :

λ2 + pλ + q + rλne−λ = 0 pour n = 0, 1, 2,

et
λ2 + (pλ + q)e−λ = 0.

Le même résultat sur H(z) = 0 est utilisé par Cahlon et Schmidt pour obtenir des
tests algébriques dans le cas où l’équation caractéristique est donnée par

λ3 − Aλ2 − Bλ − C − (Dλ2 + Eλ + M)e−λ = 0, (1.8)

pour C = E = 0 [22] et C 	= 0, E 	= 0 ([23], Théorème 3.8).
Enfin, notons qu’il est possible d’étendre les résultats sur les EDR linéaires aux EDR

non-linéaires du type (1.3) à partir de l’idée de linéarisation :
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Définition 1.3. Considérons l’équation

x′(t) = f(xt), (1.9)

avec 0 comme point d’équilibre, et supposons que f s’écrit f(φ) = L(φ) + F (φ) avec L un
opérateur linéaire continue et F tel que F (0) = dF (φ)

dφ
|φ≡0 = 0. Le système

x′(t) = L(xt) (1.10)

est appelé la linéarisation de (1.3) autour de la solution triviale x = 0.

On a alors le résultat suivant :

Théorème 1.3 (adapté de [75], théorème 4.2). Supposons que la solution triviale de
(1.10) est uniformément asymptotiquement stable. Alors la solution triviale de (1.9) est
aussi uniformément asymptotiquement stable.

S’il existe une solution de det Δ(λ) = 0, Δ défini par (1.7), telle que Re(λ) > 0,
alors la solution triviale de (1.9) est instable.

Nous présentons à présent les outils existants pour étudier la stabilité globale des
équations non-linéaires.

1.3.1.3. Stabilité globale pour les EDR non-linéaires

Une première méthode pour étudier la stabilité asymptotique globale d’EDR non-
linéaires consiste à utiliser des transformations successives et le théorème des valeurs
intermédiaires pour obtenir une EDR linéaire non-autonome, puis de traiter de la SAG
de cette dernière. Par exemple, Gopalsamy, Kulenovic et Ladas [49, 50] montrent que la
SAG des équations

x′(t) = a − b
xn(t − τ)x(t)
1 + xn(t − τ) , et x′(t) = β

1 + xn(t − τ) − γx(t),

est équivalente pour l’une et pour l’autre à la SAG de deux EDR distinctes de la forme

z′(t) + P (t)z(t) + Q′(t)z(t − τ) = 0,

qui elle-même est obtenue à l’aide du lemme de Barbalat ([48], Lemme 1.2.3). De la même
manière, Saker [119] montre qu’il existe une fonction F (t), t ≥ 0 telle que la SAG du point
d’équilibre non-trivial de l’équation

x′(t) = βxm(t − τ)
1 + xn(t − τ) − γx(t),
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est équivalente à celle de l’équation

y′(t) + F (t)y(t − τ) = 0, t ≥ 0,

et il utilise la théorie des équations différentielles non-autonomes pour obtenir une condi-
tion suffisante pour la SAG du point d’équilibre non-trivial. On note aussi la théorie des
fonctions de Liapunov [74], utilisée par Mackey et al. [92] puis par Adimy et al. [2] pour
étudier la stabilité globale d’un modèle pour la production de cellules sanguines avec une
structure en maturité.

Pour étudier des équations de forme plus générale, la démarche la plus courante
consiste à faire appel aux quantités m = lim inf

t→+∞ x(t) et M = lim sup
t→+∞

x(t), puisque la
SAG est alors équivalente à m = M = 0. Plus généralement, on peut montrer la SAG
en trouvant quatre suites (t1

n)n∈N, (t2
n)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N dans R telles que yn ≤ x(t1

n),
x(t2

n) ≤ zn pour tout n ∈ N, et
⎧⎪⎨
⎪⎩

lim
n→+∞ t1

n = lim
n→+∞ t2

n = +∞
lim

n→+∞ yn = lim
n→+∞ zn = 0.

Contrairement aux techniques présentées jusque-là, ce type de raisonnement permet d’étu-
dier des équations plus générales, comme nous allons le montrer tout de suite à travers
deux exemples.

Oliveira propose dans sa thèse [109] d’améliorer le résultat de Yorke présenté en
section 1.3.1.1, en identifiant des conditions telles que si m = lim inf

t→+∞ x(t) < 0, alors
u = lim sup

t→+∞
x(t) < u, ce qui par contradiction implique la SAG du point d’équilibre

x(t) ≡ 0. Il l’applique entre autres à l’EDR non-autonome

N ′(t) = ρ(t)N(t)
[

K − aN(t − τ)
K + λ(t)N(t − τ)

]α

, t ≥ 0,

où ρ, λ : R+ → R+ sont continus, a, K, τ > 0 et α ≥ 1 est un quotient de deux entiers
impairs.

Plus spécifiquement, Ivanov et al. [65] étudient la stabilité des solutions de l’équation

x′(t) = f1(x(t − h))g2(x(t)) − f2(x(t − h))g1(x(t))

pour des fonctions fi, gi, i = 1, 2 respectant des hypothèses que nous ne détaillerons pas
ici, et montrent qu’il existe deux fonctions implicites φ+ et φ− de R2 dans R de telle sorte
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que si lim inf
t→+∞ x(t) = m < x∗ < M = lim sup

t→+∞
x(t), alors φ+(m, M) ≥ M et φ−(m, M) ≤ m.

Ainsi, une condition suffisante pour la stabilité globale est :

Il n’existe aucune pair (a, b) avec 0 < a < x∗ < b telle que

φ+(a, b) ≥ b, φ−(a, b) ≤ a,

et Ivanov et al. appliquent leur résultat à l’équation x′(t) = 1 − x(t)φ(x(t − τ)) avec
φ : R+ → R+ croissante et Sφ = φ′′′

f ′ − 3
2

(
φ′′
f ′

)2
< 0, pour conclure que l’unique point

d’équilibre de cette équation x∗ est GAS si

x∗2(1 − e−τ/x∗)φ′(x∗) < 1.

1.3.1.4. Conclusion

Dans le chapitre 2, nous étudions d’abord la stabilité locale du point d’équilibre de
l’équation (1.2) à l’aide du Théorème 1.2, puis la stabilité asymptotique globale à partir
de la construction de deux suites convergentes comme mentionné dans la section 1.3.1.3.

De plus, bien que l’étude de stabilité présentée dans le chapitre 3 repose sur une
équation caractéristique de même forme que (1.8), la complexité du test algébrique proposé
par Cahlon & Schmidt nous amène à proposer un nouveau résultat pour cette équation.

1.3.2. Oscillations

Une partie du chapitre 2 est consacrée à la recherche de conditions suffisantes pour
l’oscillation des solutions de (1.2). Nous présentons donc ici les outils et méthodes exis-
tantes pour l’étude de l’oscillation des solutions d’une EDR.

Rappelons qu’on dit qu’une solution x de (1.3) oscille autour de x∗ si pour tout
T ≥ 0 il existe un t ≥ T tel que x(t) = x∗. Comme pour la partie précédente, l’étude de
l’influence des paramètres sur l’apparition de solutions oscillantes repose sur un résultat
fondamental à propos le lien entre l’EDR linéaire (1.6) et la position sur le plan complexe
des racines de l’équation (1.7). Ce résultat est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.4 ([58], Théorème 2.1.1). Les deux affirmations suivantes sont équivalents :
1. Toute solution de (1.6) oscille.
2. L’équation (1.7) n’a pas de racine réelle.

Si λ0 est une racine réelle, eλ0 est une solution non-oscillante, i.e. (i) ⇒ (ii). La
preuve de (ii) ⇒ (i) fait intervenir la transformée de Laplace X(s) =

∫+∞
0 e−stx(t) dt et

est donnée dans [58].
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En dépit du caractère général du Théorème 1.4, la plupart des résultats sur les
oscillations repose sur le cas particulier suivant :

Théorème 1.5 ([58], Théorème 2.2.3). On considère l’équation

x′(t) + px(t − τ) = 0, (1.11)

pour t ≥ 0 avec p, τ ∈ R. Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
1. Toute solution de (1.11) oscille.
2. pτ > 1/e.

En effet, de nombreux résultats d’équivalence entre différentes équations différentielles,
comme le fait que si u(t) := e−p0tv(t) où v est solution de (1.11) avec p = p1e

p0τ alors u

est solution de
u′(t) + p0u(t) + p1u(t − τ) = 0, t ≥ 0, (1.12)

permettent de ramener la plupart des recherches de solutions non-oscillantes à l’étude des
solutions de l’équation (1.11). Par exemple, Kulenovic et al. [77] et Golpasamy et al. [51]
proposent des conditions nécessaires et/ou suffisantes sur les Qj, fj, j = 1, . . . , n, pour que
l’existence ou non de solutions positives de l’équation

x′(t) + Q0(t)f0(x(t)) + Q1(t)f1(x(t − τ)) = 0, t ≥ 0, (1.13)

soit donnée par la même (non-)existence pour l’équation linéaire “limite” (1.12) avec
pi = lim

t→+∞ Qi(t), i = 0, 1. La non-existence de solutions positives d’une équation peut
alors être étudiée en utilisant des transformations menant à une formulation du type
(1.13). Ainsi, des résultats ont été obtenus sur les équations suivantes :

• x′(t) = −βx(t − 1)[1 − x2(t)] pour β > 0 [77] ;

• N ′(t) = −μN(t) + ρe−γN(t−τ), avec μ, γ, τ ≥ 0 qui décrit la dynamique du nombre
de globules rouges dans le sang [78] ;

• N ′(t) = −δN(t) + PN(t − τ)e−aN(t−τ), avec δ, τ, a ≥ 0, qui décrit la dynamique
d’une population de mouches à viande [78] ;

• N ′(t) = rN(t)
[

K−N(t−τ)
K+crN(t−τ)

]
pour r, K > 0 et τ, c ≥ 0, qui décrit la dynamique

d’une population dont la croissance dépend d’une ressource limitée [51] ;

• x′(t) = r − βVmx(t)xn(t−τ)
θn+xn(t−τ) , avec r, β, θ, Vm > 0 et τ ≥ 0, qui décrit la dynamique

de la concentration artérielle en CO2 avec Vm le taux maximum de ventilation du
CO2 [50] ;
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• P ′(t) = β0θn

θn+[P (t−τ)]n − γP (t) et P ′(t) = β0θnP (t−τ)
θn+[P (t−τ)]n − γP (t), avec β0, θ, τ ≥ 0, deux

modèles pour la production des cellules sanguines [49].

Enfin, on trouve dans Gyori ([58], Théorème 3.2.1 et Corollaire 3.2.2), des résultats de
comparaison pour les solutions positives entre l’équation (1.12) et l’inéquation différen-
tielle

u′(t) ± (p0u(t) + p1u(t − τ)) ≥ 0, t ≥ 0.

Conclusion : dans le chapitre 2, l’oscillation des solutions de l’équation (1.2) est
obtenue à l’aide de ces résultats de comparaison et du théorème 1.4.

1.3.3. Solutions périodiques

Dans les chapitres 3 et 4, la capacité d’un modèle pour la mégacaryopoïèse à re-
produire le comportement périodique observé chez des patients atteints de thrombopénie
cyclique est évaluée. Pour cela, le modèle du chapitre 3 est mis en équation, puis trans-
formé d’abord en un système de deux EDR à retard dépendant de l’état, puis en un
système de deux EDR à retard fixe. Le modèle du chapitre 4 correspond à une équation
différentielle à deux retards. L’existence de solutions périodiques est étudiée à l’aide de la
théorie des bifurcations de Hopf, que nous présentons ici.

Rappelons qu’une solution périodique de l’équation (1.3) est une fonction
p(t) = p(t + ω), t ≥ 0 qui satisfait l’équation (1.3) pour t ≥ 0. Plusieurs méthodes
existent pour étudier la présence de solutions périodiques, comme les théorèmes de points
fixes, utilisés sur une EDR pour la première fois par Nussbaum [108] pour l’équation
y′(t) = −f(y(t−1)) (voir aussi [7, 75, 93]). Nous nous concentrons dans cette introduction
sur les méthodes faisant usage des bifurcations de Hopf, qui permettent d’étudier l’effet
de la modification d’un paramètre ν sur la stabilité asymptotique locale d’un point
d’équilibre.

Pour énoncer le théorème fondamentale sur les bifurcations de Hopf, nous reprenons
la formulation de Crauste [32]. Considérons une équation différentielle à retard avec le
paramètre de bifurcation ν :

x′(t) = f(xt, ν), t > 0, (1.14)

avec f : Cn × R → Rn, f(0, ν) = 0 pour tout ν ∈ R, et où les premières et deuxièmes
dérivées de f en φ ∈ Cn et en ν ∈ R sont continues. On écrit

y′(t) = L(yt, ν), (1.15)
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la linéarisation de (1.14) autour de 0 selon la définition 1.3. Si pour une valeur propre λ

de (1.15), on note Re(λ) et Im(λ) les parties réelles et imaginaires, respectivement, de λ,
on a alors le théorème suivant :

Théorème 1.6 (Bifurcation de Hopf pour les EDRs, Hale [60]). Supposons que l’équation
caractéristique (1.15) possède une racine non-nulle simple imaginaire pure λ0 = iω0 pour
ν = 0, et que toutes les autres valeurs propres ne sont pas des multiples entiers de λ0.
De plus, supposons que la branche de valeurs propres λ(ν) qui satisfait λ(0) = λ0 est telle
que Re(λ′(0)) 	= 0.

Alors, pour ν proche de zero, l’équation (1.14) possède des solutions périodiques non-
triviales, de période proche de 2π/ ω0.

L’hypothèse selon laquelle Re(λ′(0)) 	= 0 se nomme la condition de transversalité.
Dans les cas où les conditions du Théorème 1.6 sont vérifiées, on dit que pour l’équation
(1.14) une bifurcation de Hopf se produit pour ν = 0. Ainsi, alors que l’étude de la stabi-
lité locale repose sur la non-existence de valeurs propres à partie réelle positive (section
1.3.1.2) et l’étude des solutions oscillantes sur la non-existence de valeurs propres réelles,
l’étude de l’apparition de solutions périodiques par modification d’un paramètre repose
sur l’existence d’une valeur propre imaginaire pure.

Comme nous le présentons dans les sections qui suivent, la nature des méthodes pour
évaluer cette existence dépend de la complexité de l’équation caractéristique (1.7) qui
dans le cas à un retard s’écrit

D(λ, ν) := P (λ, ν) + Q(λ, ν)e−τλ,

avec soit ν = τ soit τ = 1. On peut aussi écrire h(λ, e−τλ) = 0, où h est un polynôme à
deux variables éventuellement complexes donné par

h(z, w) =
∑

m∈N,n∈{0,1}
amnzmwn.

On dit que ars est le terme principal de h si ars 	= 0 et si pour tout autre terme amn 	= 0
on a soit r > m, s ≥ n ou r = m, s > n. Le résultat suivant limite alors le sous-ensemble
des équations caractéristiques h(λ, e−τλ) = 0 pour lesquelles il est pertinent de chercher
une bifurcation de Hopf :

Théorème 1.7 (Bellman & Cooke [12]). Si le polynôme h(z, w) n’a pas de terme principal,
la fonction H(z) = h(z, ez) possède un nombre infini de racines à partie réelle positive
arbitrairement grandes.
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Ainsi, si P (·, ν) est un polynôme de degré k, on se limite aux fonctions cas où Q(·, ν) est
de degré k − 1.

1.3.3.1. Méthodes de calcul direct

Par “méthodes de calcul direct”, nous entendons les méthodes qui proposent de cal-
culer directement la valeur ν0 à laquelle se produit la bifurcation de Hopf. On considère
d’abord les cas où P (·, ν) est de degré 1, avec deux résultats reproduits par Crauste [32].
Pour le cas λ + νe−λ = 0 avec ν > 0, il est facile de calculer que λ = iω implique ν = π/2,
et en vérifiant que toutes les racines λ sont à partie réelle négative pour 0 < ν < π/2 et
d Re(λ(ν))

dν

∣∣∣
ν=π/2

	= 0, on obtient qu’une bifurcation de Hopf se produit pour ν0 = π/2. Cela
nous donne par exemple la stabilité de l’équilibre trivial de l’EDR

y′(t) = −ν
y(t − 1)

1 + y(t − 1) , t > 0.

L’équation caractéristique λ + A + Be−τλ = 0 correspond à l’équation (1.4) donnée
par x′(t) = −Ax(t) − Bx(t − τ), et il est possible de montrer que dans le cas donné par
le Théorème 1.2 où la solution triviale de (1.4) est stable pour τ ∈ [0, τ ∗) et instable pour
τ ≥ τ ∗ avec

τ ∗ = arccos(−A/B)√
B2 − A2

,

il se produit une bifurcation de Hopf lorsque τ = τ ∗. On retrouve des applications de ce
résultat pour les modèles pour l’hématopoïèse suivants :

• Bernard et al. [15] identifient des conditions pour que des solutions périodiques
apparaissent dans un modèle pour la production des neutrophiles considérant en
plus la population de cellules souches avec auto-renouvellement ;

• Pujo-Menjouet et al. [115] identifient des conditions pour que des solutions pério-
diques apparaissent dans un modèle pour la quantité de cellules souches hémato-
poïétiques réparties entre une population au repos et une population en proliféra-
tion ;

• Wei et al. [145] pour l’équation de Mackey-Glass qui décrit avec une seule équation
la production de cellules sanguines.

Dans le cas où P (·, ν) est un polynôme de degré 2, Cooke & Grossman [28] donnent
des conditions pour que se produise une bifurcation de Hopf dans chacun des sous-cas
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suivants. Pour l’équation caractéristique

λ2 + aλ + b + cλe−τλ = 0,

dans le cas où 0 ≤ a < b, une première bifurcation de Hopf se produit pour

τ0,1 = arccos(−a/c)
(b2 − a2)1/2/2 + (c2 − a2 + 4b)1/2/2 .

De plus, il existe un k ∈ N∗ et des valeurs

τ0,1 < τ0,2 < τ1,1 < τ1,2 < · · · < τk−1,1 < τk−1,2 < τk,1

telles que τi,1 < τ < τi,2, i = 1, . . . , k − 1 implique l’instabilité, τi,2 < τ < τi+1,1, i =
1, . . . , k − 1 la stabilité, et τ > τk,1 l’instabilité.

Des résultats de nature similaire sont donnés dans [28] pour l’équation caractéristique

λ2 + aλ + b + de−τλ = 0,

selon le signe de b2 − d2 et celui de 2b − a2, ainsi que pour la forme générale

λ2 + aλ + b + (cλ + d)e−τλ = 0,

selon le signe de b2 − d2. On trouve également des résultats pour des cas particuliers, tels
que celui proposé par Crauste et al. [33] pour l’équation

λ2 + aλ + b − be−λτ = 0,

dans le cadre de l’étude d’un modèle de production des globules rouges.
Enfin, Ruan & Wei [118] ont proposé un résultat pour l’existence d’une bifurcation

de Hopf pour l’équation caractéristique

λ3 + aλ2 + bλ + c + de−λτ = 0,

lorsque τ augmente. Les auteurs appliquent ce résultat à un modèle de production de la
testostérone, en montrant que l’augmentation du temps nécessaire à l’hormone associée
LH pour se diffuser dans le corps peut entraîner l’apparition de solutions périodiques pour
le système.

Dans les cas où l’on considère un autre paramètre de bifurcation que le retard ou
bien que les paramètres du modèle dépendent eux-aussi du paramètre de bifurcation,
il est parfois compliqué d’obtenir une expression explicite de la valeur pour laquelle la
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bifurcation de Hopf se produit. On peut alors essayer de trouver le point de bifurcation
de manière implicite, comme nous allons le présenter maintenant.

1.3.3.2. Méthodes géométriques

Nous nommons “méthodes géométriques explicites” les résultats qui associent l’oc-
currence d’une bifurcation de Hopf au point ν = ν0 à des propriétés d’une fonction
G : ν �→ G(ν) au point ν = ν0. Un premier exemple concerne l’étude proposée par
Smith [131] d’un modèle composé d’un groupe d’individus immatures structuré en ma-
turité et d’un compartiment d’individus matures, avec une vitesse de maturation pour
les immatures dépendant de la quantité d’individus matures. L’équation caractéristique
correspondante est donnée par

λ2 + aλ + b − (aλ + b)e−λ = 0, (1.16)

et l’auteur montre que si b0 est une racine de G, où G est définie sur ]0, π2[ par

G(b) = a +
√

2b sin
√

2b

2(1 − cos
√

2b)
,

alors (i) pour 0 < b < b0, l’unique point d’équilibre est stable, (ii) pour b > b0, l’unique
point d’équilibre est instable et (iii) une bifurcation de Hopf se produit pour b = b0.

Les autres exemples sont basés sur un article de Beretta & Kuang [13] qui proposent
un cadre d’analyse lorsque le retard est choisi comme paramètre de bifurcation, i.e. dont
l’équation caractéristique se formule

P (λ, τ) + Q(λ, τ)e−τλ = 0, (1.17)

avec la décomposition en partie réelle et partie imaginaire suivante :

P (λ, τ) = PR(λ, τ) + iPI(λ, τ), Q(λ, τ) = QR(λ, τ) + iQI(λ, τ).

En particulier, les auteurs montrent que si on définit

• F (ω, τ) = |P (iω, τ)|2 − |Q(iω, τ)|2 et I l’ensemble tel que si τ ∈ I alors F (·, τ)
possède une racine positive ω(τ) ;
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• l’angle ζ(τ) ∈ [0, 2π] comme la solution pour τ ∈ I de
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin(ζ(τ)) = −PR(iω(τ), τ)QI(iω(τ), τ) + PI(iω(τ), τ)QR(iω(τ), τ)
|Q(iω(τ), τ)|2 ,

cos(ζ(τ)) = −PR(iω(τ), τ)QR(iω(τ), τ) + PI(iω(τ), τ)QI(iω(τ), τ)
|Q(iω(τ), τ)|2 .

(pour laquelle il existe une expression explicite par morceaux) ;

• et Sn la fonction qui pour tout n ∈ N est définie par

Sn(τ) := τ − ζ(τ) + 2nπ

ω(τ) , n ∈ N, τ ∈ I,

alors on a le théorème suivant :

Théorème 1.8. Supposons que ω(τ) est une racine positive de F (·, τ) définie pour τ ∈
I, I ⊂ R+, et qu’il existe τ ∗ ∈ I et n ∈ N tels que

Sn(τ ∗) = 0.

Alors il existe une paire de racines imaginaires pures λ±(τ ∗) = ±iω(τ ∗) de (1.17) qui
traverse l’axe des imaginaires de gauche à droite si σ(τ ∗) > 0 et de droite à gauche si
σ(τ ∗) < 0, avec

σ(ν∗) = sign
{d Re λ

dτ

∣∣∣∣
λ=iω(τ∗)

}
= sign

{
F ′

ω(ω(τ ∗), τ ∗)
}

sign
{dSn(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=τ∗

}
. (1.18)

Les auteurs appliquent eux-même leur résultat dans le cas où

D(λ, τ) := a(τ)λ + b(τ) + c(τ)e−λτ ,

et retrouvent cette équation caractéristique pour un modèle de population d’invertébrés
immobiles répartis entre une population adulte qui meurt aléatoirement et une population
de juvéniles dont l’apparition est régulée par l’espace laissé disponible par les adultes. Ils
localisent une bifurcation de Hopf lorsque le temps entre l’apparition d’un juvénile et son
passage à l’âge adulte.

Les auteurs proposent également une application du Théorème 1.8 dans le cas où

D(λ, τ) := λ2 + a(τ)λ + b(τ) + (λc(τ) + d(τ))e−λτ ,

et l’appliquent à un modèle de population d’invertébrés immobiles proche du précédent
si ce n’est que dans l’espace occupé par les juvéniles est à présent pris en compte lors du
calcul du taux d’apparition de nouveaux juvéniles.
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Le cadre d’analyse proposé par Beretta & Kuang est utilisé par Crauste [31] pour
un modèle de production des cellules sanguines associé à une équation caractéristique de
la forme λ + A(τ) − B(τ)e−λτ = 0. On retrouve une utilisation similaire du Théorème 1.8
par Adimy et al. [1] pour un modèle de prolifération de cellules souches avec cette fois-ci
un nombre n de compartiments, et autant de retards. Enfin on retrouve, dans un article
de Adimy et al. [3] consacré à nouveau à un modèle pour les cellules hématopoïétiques,
un résultat géométrique pour l’analyse de stabilité d’un modèle à retard dépendant de
l’état. En effet, les auteurs parviennent à montrer que si le retard dépendant de l’état est
donné par τ(x) = μτ̃(x), il existe une valeur μc telle que le point d’équilibre du système
est stable pour μ ∈ [0, μc) et une bifurcation de Hopf se produit pour μ = μc.

On présente enfin un résultat issu d’une “méthode géométrique implicite”, dans le
sens où la valeur ν0 à laquelle une bifurcation se produit est obtenue à partir d’un critère
géométrique sur des fonctions de ω dans le cas où les valeurs propres imaginaires pures
s’écrivent λ = iω. Cette méthode porte le nom de “D-décomposition”. Un exemple d’uti-
lisation de cette méthode est donné par Mahaffy, Bélair et Mackey [96], qui proposent
d’analyser les changements de stabilité d’un modèle de production des globules rouges
en cas d’augmentation du taux de mort des globules rouges. Ils montrent que l’équation
caractéristique correspondante est donnée par

(λ + γ)(λ + k) = −A(γ)e−λT .

Les auteurs observent que si λ = iω est solution de (λ + γ)(λ + k) = −Ae−λT , alors γ et
A sont donnés par

A(ω) = (ω2 + k2)/D et γ(ω) = (ω sin ωT − k cos ωT )/D.

Les auteurs parviennent ensuite à montrer que si ω0 est la valeur telle que A(γ(ω)) = A(ω)
et γ0 = γ(ω0), alors le point d’équilibre du système est stable pour γ ∈ [0, γ0), une
bifurcation de Hopf se produit pour γ = γ0 et le point d’équilibre est instable pour
γ ≥ γ0. Ils reproduisent ainsi les oscillations observées dans la quantité de globules rouges
chez des lapins atteints de anémie hémolytique auto-immune. On notera que bien qu’un
déplacement de gauche à droite dans le plan (γ, A) peut entrainer une entrée dans la
région de stabilité, la dépendance de A en γ implique que l’augmentation de γ a une
conséquence inverse, puisqu’elle entraine une sortie de la zone de stabilité.
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1.3.3.3. Conclusion

Dans le chapitre 3, nous étudions la stabilité d’un système de deux équations à retard
pour la production de plaquettes, et l’équation caractéristique correspondante est donnée
par

λ3 + a(ν)λ2 + b(ν)λ + c(ν) + (d(ν)λ2 + g(ν)λ − c(ν))e−λ = 0. (1.19)

L’équation caractéristique la plus proche pour laquelle il existe une méthode explicite est

λ3 + aλ2 + bλ + c + de−λτ = 0,

étudiée par Ruan & Wei [118], mais cette méthode repose sur le degré 0 du polynôme
Q(·, ν). Il est cependant possible d’adapter le Théorème 1.8 aux cas dans lesquels τ = 1 et
le paramètre de bifurcation ν est différent du retard. C’est ce que nous proposons dans le
chapitre 3 pour un cas particulier de (1.19), ainsi qu’une application à l’étude des maladies
caractérisées par la présence d’oscillations du nombre de plaquettes.

Le tableau ci-dessous présente les différents résultats existants en fonction du type de
méthode (explicite, géométrique explicite ou géométrique implicite), ainsi qu’en fonction
du “degré” de l’équation caractéristique correspondante

P (λ, ν) + Q(λ, ν)e−τλ = 0,

terme par lequel nous désignons le couple d’entiers (m, n) tels que P (·, ν) : C → C est un
polynôme de degré m et Q(·, ν) : C → C est un polynôme de degré n.

Enfin, le chapitre 4 est dédié à l’analyse d’une équation différentielle à deux retards
dont la linéarisation est de la forme y′(t) = −Aγy(t) + B(y(t − 1) + e−τAy(t − 1 − τ)).
L’analyse de stabilité se fait alors à l’aide de la méthode de “D-décomposition” présentée
plus haut. On observe alors le même résultat contre-intuitif présenté au-dessus, avec une
contradiction entre l’effet sur la stabilité d’un déplacement de gauche à droite et celui
d’une augmentation du paramètre associé à l’axe des abscisses.

1.4. Plan détaillé de la thèse

Les modèles les plus récents, tels qu’on les trouve dans [5] et [82], ne font qu’un
usage limité des outils mentionnés au-dessus en raison de leur complexité. Nous souhai-
tons dans ce manuscrit explorer des hypothèses biologiques menant à des modèles et des
équations plus simples, afin d’obtenir des outils permettant d’analyser précisément le rôle
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Degré Équation Paramètre Source Type de résultat
(1,0)

λ + a + be−λτ = 0 τ [32] Explicite
a(τ)λ + b(τ)λ + c(λ)e−λτ = 0 τ [13] Géométrique explicite

λ + νe−λ = 0 ν [32] Explicite
(2,0)

λ2 + aλ + b + de−λτ = 0 τ [28] Explicite
λ2 + aλ + b + be−λτ = 0 τ [33] Explicit

(λ + γ)(λ + k) + A(γ)e−λT = 0 γ [96] D-décomposition
(2,1)

λ2 + aλ + b + (cλ + d)e−λτ = 0 τ [28] Explicite
λ2 + aλ + b − (aλ + b)e−λ = 0 b [131] Géométrique explicite

λ2 + a(τ)λ + b(τ) + (c(τ)λ + d(τ))e−τλ = 0 τ [13] Géométrique explicite
(3,0)

λ3 + aλ2 + bλ + c + de−λτ = 0 τ [118] Explicite
(3,1)

∅
(3,2)

λ3 + a(ν)λ2 + b(ν)λ + c(ν)+ ν Ch. 3 Géométrique explicite
(d(ν)λ2 + g(ν)λ − c(ν))e−λ = 0

Tableau 1. I. Récapitulatif des résultats de bifurcation de Hopf existants en fonction de
l’équation. Pour rappel, “explicite” signifie que la valeur du paramètre pour laquelle une bifurcation
se produit est exprimée explicitemement ; “géométrique explicite” signifie que l’occurrence d’une bifur-
cation de Hopf au point ν = ν0 est associée à des propriétés d’une fonction G au point ν = ν0 ; et
“D-décomposition” signifie que la valeur de ν pour laquelle une bifurcation se produit est donnée par
ν0 = ν(ω0) où ω0 est exprimé implicitement comme la solution d’une équation.

de chaque paramètre dans les comportements en temps long. Toutefois, certaines proprié-
tés des équations issues des modèles que nous proposons n’ont pas été étudiées, il est donc
nécessaire de produire des nouveaux résultats mathématiques que nous détaillerons dans
les chapitres 2, 3 et 4 de cette thèse.

1.4.1. Oscillations et stabilité d’une équation à retard pour la mégacaryopoïèse

Dans le chapitre 2, nous proposons un modèle pour la mégacaryopoïèse constitué de
4 compartiments :

— le compartiment des cellules souches (HSC), que l’on considère de quantité
constante ;

— le compartiment des mégacaryoblastes, divisés en n sous-compartiments structurés
en âge correspondant aux divisions successives nécessaires avant l’apparition de
mégacaryocytes, le premier sous-compartiment étant alimenté par le compartiment
HSC ;
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— le compartiment des mégacaryocytes, structuré en âge et alimenté par le compar-
timent des mégacaryoblastes ;

— et le compartiment des plaquettes, structuré en âge et alimenté par le compartiment
des mégacaryocytes avec un coefficient d’expansion A.

Le nombre de cellules C(a, t) d’âge a au temps t de chaque compartiment structuré en
âge est décrit à l’aide d’une équation aux dérivés partielles de la forme

∂

∂t
C(t, a) + ∂

∂a
C(t, a) = −δCC(t, a), 0 ≤ t, 0 ≤ a ≤ τC . (1.20)

δC correspond au taux de mort, et τC correspond au temps que chaque cellule passe dans
le compartiment (éventuellement infini). La régulation est assurée par la TPO de façon
ponctuelle de la manière suivante :

— au temps t, la proportion de HSC s’engageant dans la lignée mégacaryocytaire est
donnée par κ(TPO(t)), i.e. mp1(t, 0) = κ(TPO(t)) HSC, où mt(t, a) est le nombre
de mégacaryoblastes d’âge a au temps t ;

— au temps t, le nombre de plaquettes produites par un mégacaryocyte qui sort de
son compartiment est donné par A(TPO(t)), i.e. p(t, 0) = A(TPO(t))m(t, τMk),
où p(t, a), m(t, a) sont respectivement le nombre de plaquettes et le nombre de
mégacaryocytes d’âge a au temps t.

En utilisant la méthode des caractéristiques, il est possible d’obtenir une expression
m(t, τMk) en fonction de mp1(t− τMk −nτ, 0), donc en fonction de κ(TPO(t− τMk −nτ)),
ce qui mène à une équation différentielle à retard pour la population totale de plaquettes
P (t) =

∫+∞
0 p(t, a) da en fonction de TPO(t − τMk − nτ) et TPO(t). Enfin, l’hypothèse

selon laquelle au temps t la concentration de TPO dépend du nombre de plaquettes, i.e.
TPO(t) = TPO(P (t)) est introduite. La dynamique du nombre de plaquettes est alors
décrite par l’EDR suivante pour t ≥ r :

d

dt
x(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − r)), (1.21)

avec r := τMk + nτ , γ le taux de mort des plaquettes et

f := A ◦ TPO and g := 2ne−δnτ e−δMkτMkHSCκ ◦ TPO.
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Après avoir montré l’existence d’un unique point fixe x∗ pour (1.21), nous étudions la
stabilité locale de ce point fixe à partir de l’équation caractéristique qui lui est associée :

λ + γ − g(x∗)f ′(x∗) − g′(x∗)f(x∗)e−λr = 0.

Pour étudier le comportement global des solutions de (1.21), il est nécessaire de faire appel
aux outils présentés plus haut. Ainsi, les résultats de transformation et de correspondance
entre équations et inéquations différentielles présentées dans la partie 1.3.2 sont utilisés
pour montrer que si

rqe(γ+p)r >
1
e

, (1.22)

avec ⎧⎪⎨
⎪⎩

p = −f ′ (x∗) g (x∗) > 0,

q = −f (x∗) g′ (x∗) > 0,

alors toutes les solutions de (1.21) sont oscillantes. Une condition additionnelle est éga-
lement donnée de manière à ce que la condition (1.22) soit nécessaire et suffisante. Nous
montrons finalement que chacun de ces deux résultats est équivalent respectivement à une
condition suffisante et à une condition nécessaire et suffisante chacune déjà établie dans
la littérature pour des cas particuliers de (1.21).

Nous commençons l’étude de la stabilité globale des solutions de (1.21) en prouvant
la convergence asymptotique des solutions non-oscillantes. Pour prouver la convergence
asymptotique des solutions oscillantes de (1.21), nous introduisons la suite (t∗

n)n∈N des
temps t > 0 tels que x′(t∗

i ) = 0 pour i ∈ N. Comme mentionné dans la partie 1.3.1.3,
nous construisons ensuite deux suites (yn)n∈N et (zn)n∈N de R telles que yn ≤ x(t∗

2n) et
x(t∗

2n+1) ≤ zn pour tout n ∈ N. Nous parvenons ensuite à montrer que si

x(t) 	= x∗ pour t ∈ [0, r), γr ≤ 1, et rf(x∗) sup
x∈R+

|g′(x)| < 1,

alors limn→+∞ yn = x∗ et limn→+∞ zn = x∗. Ainsi, nous avons identifié des conditions
suffisantes pour la convergence asymptotique de toutes les solutions de (1.21) vers le
point fixe x∗. La dernière partie du chapitre 2 est consacrée à l’étude de l’impact des
conditions initiales d’une version simplifiée de notre modèle pour la mégacaryopoïèse sur
la première partie de la condition suffisante, x(t) 	= x∗ pour t ∈ [0, r).
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1.4.2. Étude de stabilité pour un modèle de la mégacaryopoïèse avec vitesse

de maturation variable

Dans le chapitre 3, nous proposons d’évaluer la pertinence d’une hypothèse biolo-
gique pour la mégacaryopoïèse en étudiant sa capacité à reproduire les dynamiques saines
et pathologiques observées dans le nombre de plaquettes. En effet, nous construisons un
modèle basé sur les observations mentionnées plus haut [103, 105] qui remettent en ques-
tion la nécessité d’une régulation via une action sur les mégacaryocytes. Le modèle est
composé de deux populations, structurés différemment. La première, la population des
mégacaryoblastes, est structurée en maturité, et sa vitesse de maturation V (T (t)) est une
fonction croissante de T (t) la concentration en TPO. La dynamique du nombre m(t, x)
de mégacaryoblastes de maturité x au temps t est donc décrite à l’aide de l’EDP suivante

∂

∂t
m(t, x) + V (T (t)) ∂

∂x
m(t, x) = −δm(t, x), t ≥ 0, 0 ≥ x ≥ 1. (1.23)

La population de plaquettes est structurée en âge, et décrite par une équation similaire à
(1.20). Nous considérons que lorsqu’un mégacaryoblaste arrive à maturité, celui-ci se divise
en deux mégacaryocytes qui libèrent directement A plaquettes, i.e. p(t, 0) = 2Am(t, 1).
Une telle simplification permet d’explorer le potentiel d’une vitesse de maturité régulée
par la TPO, de manière à adapter ensuite la complexification aux limites observées dans
ce premier modèle.

La méthode des caractéristiques permet d’obtenir deux équations à retard pour les
populations totales M(t) =

∫ 1

0
m(t, x) dx et P (t) =

∫ +∞

0
p(t, a) da, dont le retard τ(t) au

temps t est défini de manière implicite comme la solution de
∫ t

t−τ(t)
V (T (s)) ds = 1, (1.24)

où V est la vitesse de maturation. Nous avons donc un retard dépendant de l’état. Enfin,
nous introduisons une équation pour la dynamique de la concentration T (t) de TPO
en fonction de M(t) et P (t), qui à l’aide de l’approximation de quasi-état-d’équilibre
(quasi-steady-state) permet d’exprimer la quantité de TPO en fonction de M(t) et P (t),
i.e. T (t) = T (M(t), P (t)). Nous obtenons alors un système de deux équations à retard
dépendant de l’état pour la mégacaryopoïèse.

La première étape de l’analyse de ce système consiste à identifier des conditions
pour que les solutions soient bornées et positives. Pour simplifier les étapes suivantes,
nous introduisons une nouvelle variable temporelle ajustée par rapport à la vitesse de
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maturation, de telle sorte que le système correspondant à cette variable est composée de
deux équations à retard fixe. Ce système à retard fixe est utilisé pour montrer l’existence
et l’unicité des solutions.

Ensuite, nous établissons des conditions de manière à ce que notre système ne possède
qu’un seul point fixe non-trivial. La stabilité de ce point fixe est étudiée en linéarisant le
système autour de celui-ci, et nous établissons que l’équation caractéristique associée est
donnée par

λ3 + aλ2 + bλ + c + (dλ2 + gλ − c)e−λ = 0, (1.25)

où les paramètres a, b, c, d et g dépendent des paramètres du modèle. Comme indiqué dans
la partie 1.3.3, cette équation caractéristique n’est couverte par aucun résultat existant.
Plus généralement les résultats pour des cas où le paramètre de bifurcation n’est pas le
retard sont rares. Nous proposons donc une adaptation d’un résultat de Beretta et al. [13]
aux équations caractéristiques de la forme :

P (ν, λ) + Q(ν, λ)e−λ = 0.

Ce résultat appartient à la catégorie décrite précédemment des méthodes “géométriques
explicites”, puisqu’il relie l’apparition d’une valeur propre imaginaire pure au point ν = ν0

à des propriétés d’une fonction G : ν �→ G(ν) au point ν = ν0. Ce résultat est ensuite
appliqué à notre modèle via l’équation (1.25), de telle sorte que l’évolution de la stabilité
du point fixe de notre système lorsqu’un paramètre est modifié peut être évaluée.

Enfin, nous présentons une application de ce résultat à l’effet de l’augmentation du
taux de mort des mégacaryoblastes δ sur l’existence de solutions périodiques. Pour cela,
les paramètres du modèle sont évalués à partir de la littérature lorsque cela est possible,
et dans le cas contraire à partir de l’état d’équilibre du système (pour trois paramètres
sur dix). Nous sommes alors capables de montrer que l’augmentation du taux de mort
δ des mégacaryoblastes conduit à l’apparition de solutions périodiques, en accord avec
les observations cliniques de la thrombopénie cyclique amégacaryocytaire. Cela renforce
l’hypothèse selon laquelle l’impact du nombre de plaquettes sur les mégacaryocytes n’est
pas essentiel dans le mécanisme de régulation de la mégacaryopoïèse.
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1.4.3. Étude d’un modèle à deux retards correspondant à une hypothèse al-

ternative pour la mort des plaquettes

Dans le but de reproduire le phénomène de la thrombopénie cyclique auto-immune,
il est possible d’adapter le modèle présenté dans le chapitre 3 en considérant que les
plaquettes ont un temps de vie τ2 fini. Cela a pour conséquence d’introduire un nouveau
retard fixe dans le modèle. Afin d’établir une étude préliminaire des rôles que peuvent
respectivement avoir le taux de mort aléatoire γ et la durée de survie des plaquettes τ2,
nous introduisons un modèle dans lequel la dynamique du nombre de mégacaryocytes est
simplifiée puisque le taux de création des nouveaux mégacaryocytes est donné par une
fonction g du nombre de plaquettes. En considérant que les mégacaryocytes produisent
des plaquettes un temps τ1 après avoir été créés, la dynamique du nombre de plaquettes
est décrite par une équation différentielle à deux retards de la forme

x′(t) = −γx(t) + g(x(t − τ1)) − g(x(t − τ1 − τ2))e−γτ2 .

En linéarisant autour d’un point fixe donné x∗, nous obtenons une équation dont la
stabilité dépend du nombre de racines à partie réelle positive de l’équation

λ = −A + B
[
e−λ − e−Aτ e−λ(1+τ)

]
, (1.26)

où A > 0, B ∈ R et τ > 0 dépendent des paramètres du modèle. Puisque pour B = 0
l’unique valeur propre λ = −A est à partie réelle négative, le système peut être désta-
bilisé via une bifurcation de Hopf en augmentant B s’il existe un triplet (A0, τ0, B0) tel
que (1.26) possède une paire de racines imaginaires pures et que d Re(λ)

dτ

∣∣∣
(A0,τ0,B0)

	= 0 ou
d Re(λ)

dA

∣∣∣
(A0,τ0,B0)

	= 0 (la condition de transversalité). Pour établir l’existence de telles ra-
cines dans les plans (A, B) et (τ, B), nous faisons appel à la méthode de D-décomposition
présentée dans la partie 1.3.3.2 : après avoir fixé A (resp. τ), on identifie numériquement
pour ω ∈ [0, 3π] les paires de paramètres (τ, B) (resp. (A, B)) telles que λ = iω est une
racine de (1.26). Combiné à l’analyse de la condition de transversalité, cela nous permet
de déterminer des zones des plans (τ, B) et (A, B) correspondant à différents nombres de
valeurs propres à partie réelle positive. La zone pour laquelle il n’y en a aucune est la
zone de stabilité, et les zones pour lesquelles ce nombre est supérieur à zéro constitue la
zone d’instabilité. Enfin, la variété centre associée à la valeur propre nulle est analysée,
et l’analyse de la variété centre associée aux bifurcations de Hopf permet de déterminer
si cette perte de stabilité s’accompagne de l’apparition de solutions périodiques ou non.
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De la même manière, les doubles bifurcations de Hopf présentes pour A petit sont
étudiées à l’aide de l’analyse de la variété centre associée. Le déploiement associé à cette
double bifurcation est obtenu, et permet d’identifier le sous-espace de paramètres dans
lequel des comportements dynamiques complexes tels que des tores sont possibles. Nous
procédons à des simulations dans ces espaces de paramètres pour confirmer la présence
de dynamiques complexes.

Enfin, l’analyse de stabilité locale est appliquée au modèle pour la production des
plaquettes présenté ci-dessus. Pour reproduire les observations selon lesquelles le système
de rétroaction sature à partir d’un certain niveau de stimulation et maintient une produc-
tion de plaquettes positive même en l’absence de stimulation, la fonction de rétroaction
g est posée comme g(P ) := f0

σn

σn+P n + β0. Les valeurs observées à l’état d’équilibre pour
différents états du système de rétroaction (normal, saturé et désactivé) permettent d’ob-
tenir des valeurs pour les paramètres f0, σ et β0, et des valeurs pour τ1 et τ2 sont obtenues
dans la littérature. Le paramètre γ est choisi à partir d’un ajustement effectué pour un
autre modèle pour la mégacaryopoïèse [82], et le paramètre n est fixé de telle sorte que le
système obtenu avec les paramètres observés chez les patients sains soit stable. La super-
position de l’évolution du paramètre B alors que τ2 diminue sur les régions de stabilité
dans le plan (τ2, B) permet d’établir que si τ2 diminue de plus d’un jour en dessous de la
valeur normale (de 8.4 jours à 7 jours), des oscillations apparaissent dans le nombre de
plaquettes. Un résultat similaire est obtenue pour l’augmentation du taux de mort aléa-
toire γ des plaquettes, puisque la stabilité est perdue lorsqu’il augmente au-delà de 0.625
jour−1 (pour une valeur normale à 0.05 jour−1). Au premier abord cela indique qu’il est
plus probable la thrombopénie cyclique auto-immune s’explique par un fonctionnement
accru du mécanisme responsable de la destruction des plaquettes en fin de vie, plutôt que
par une destruction plus importante des plaquettes sans distinction d’âge, bien que cela
doive être confirmé auprès de biologistes experts de la mégacaryopoïèse.
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Chapitre 2

OSCILLATIONS AND ASYMPTOTIC

CONVERGENCE FOR A DELAY DIFFERENTIAL

EQUATION MODELING PLATELET

PRODUCTION

Cet article a été accepté par la revue Discrete and Continuous Dynamical Systems
Series B.

Les principales contributions de Loïs Boullu à cet article sont présentées, à partir
d’une version préliminaire du modèle et de quelques pistes de réflexion pour l’étude de sa
stabilité proposé par les trois autres co-auteurs.

— État de l’art pour les résultats mathématiques

— Étude de stabilité locale

— Consolidation de l’étude de la stabilité globale

— Application des résultats pour les oscillations à des modèles pré-existants

— Simulations

— Étude de l’impact des conditions à t = 0 sur la position initiale par rapport au
point d’équilibre
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Résumé

L’existence de solutions oscillantes et la convergence asymptotique d’une équation diffé-
rentielle non-linéaire à retard issue de la modélisation de la production des plaquettes sont
analysées. Quatre différents types de compartiments sont considérés qui correspondent aux
différentes niveaux de maturité : le compartiment des cellules souches, ceux des mégaca-
ryoblastes, celui des mégacaryocytes et celui des plaquettes. Le modèle inclut aussi la
quantité en circulation d’une cytokine régulatrice de la mégacaryopoïèse, la thrombopoïé-
tine (TPO).
Le modèle initial consiste en un système d’équations différentielles partielles non-linéaires
structurées en âge, dans lequel chaque équation décrit la dynamique d’un compartiment.
Ce système est réduit à une unique équation différentielle non-linéaire à retard décrivant
la dynamique de la quantité de plaquettes dans le sang, pour laquelle le retard correspond
à la durée du processus de différentiation.
Une fois le modèle introduit, nous présentons la preuve de l’existence d’un unique état
d’équilibre pour l’équation différentielle à retard. Puis nous déterminons des conditions
nécessaires et suffisantes pour l’existence de solutions oscillantes. Ensuite, nous établis-
sons des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique locale, ainsi que pour la
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convergence asymptotique de cet état d’équilibre. Enfin, nous présentons une rapide ana-
lyse de l’influence des conditions initiales pour t = 0 sur la preuve de la convergence
asymptotique.
Mots-clés : Mégacaryopoïèse, plaquettes, oscillations, stabilité, retard.

Abstract

We analyze the existence of oscillating solutions and the asymptotic convergence for a
nonlinear delay differential equation arising from the modeling of platelet production. We
consider four different cell compartments corresponding to different cell maturity levels:
stem cells, megakaryocytic progenitors, megakaryocytes, and platelets compartments, and
the quantity of circulating thrombopoietin (TPO), a platelet regulation cytokine.
Our initial model consists of a nonlinear age-structured partial differential equation sys-
tem, where each equation describes the dynamics of a single compartment. This system
is reduced to a single nonlinear delay differential equation describing the dynamics of the
platelet population, in which the delay accounts for a differentiation time.
After introducing the model, we prove the existence of a unique steady state for the delay
differential equation. Then we determine necessary and sufficient conditions for the exis-
tence of oscillating solutions. Next we set up conditions to get local asymptotic stability
and asymptotic convergence of this steady state. Finally we present a short analysis of
the influence of the conditions at t = 0 on the proof for asymptotic convergence.

Keywords: Megakaryopoiesis, platelet, oscillations, stability, delay.

2.1. Introduction

Megakaryopoiesis, also known as thrombopoiesis or thrombocytopoiesis, is the pro-
cess of production and regulation of platelets, the blood elements in charge of hemostasis
[146]. Like other blood cells (white blood cells, red blood cells), platelets originate from
hematopoietic stem cells (HSC). HSCs that commit to the megakaryocytic lineage be-
come megakaryocytic progenitors, which then differentiate through successive divisions
into megakaryocytic precursors, called megakaryocytes. They are considered as the last
stage of differentiation before producing mature differentiated cells. Megakaryocytes are
very large cells of about 40 to 100 μm of diameter, which corresponds to approximately
10 to 15 times the size of an average red blood cell. This large size is due to the fact that
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they perform endomitosis (division of the nucleus without cell division) and become poly-
ploid (with a nucleus containing multiple pairs of DNA), before finally producing platelets
through a fragmentation process [38]. Each megakaryocyte produces, in average, between
2,000 and 3,000 platelets [63].

Platelets, which are enucleated cells, enter the bloodstream after production. The
platelet lifespan in circulating blood is about 7 to 10 days in humans, and 4 days in mice
[124]. The density of platelets is stable in every individual (150–400×109 cells.L−1 in
the healthy human adult, compared to 1,000-1,500×109 cells.L−1 in normal mice), but it
may vary between individuals [70], in particular in clinically significant disorders. The
two main ones are thrombocytopenia and thrombocytosis. Thrombocytosis, characterized
in humans by platelet counts greater than 600 × 109 cells.L−1, can increase the risk for
thrombotic events, including stroke, peripheral ischemia, and myocardial infarction [111].
Thrombocytopenia, also known as thrombopenia, corresponds to platelet counts less than
150 × 109 cells.L−1, and can lead to inadequate clot formation and increased risk of
bleeding. Cyclical thrombocytopenia (CT), a rare form of thrombocytopenia, is a disease
characterized by oscillations of platelet counts with periods between 20 and 40 days [135]
in humans, whose origin is currently unknown.

Several cytokines regulate platelet production, at various stages of differentiation [35,
152]. The main cytokine involved in megakaryopoiesis is thrombopoietin, or TPO: it has
been shown to stimulate HSC differentiation [35], megakaryocytic progenitor proliferation
and differentiation into megakaryocytes [110], and megakaryocyte production [110], and
to induce megakaryocyte endomitosis, cytoplasmic expansion, membrane maturation and
platelet release [71, 111].

TPO is constitutively produced by the liver [134] (and partially by kidneys and bone
marrow). This means that production of TPO is not directly controlled by the platelet
count. Nevertheless, the level of circulating TPO depends on the platelet count: these
latter fix TPO on their surface through the protein c-Mpl. Consequently, the more circu-
lating platelets the less circulating TPO [70], implying a decrease in platelet production,
resulting in less in circulating platelets.

Mathematical modeling of thrombopoiesis has not attracted so much attention so far.
Over the past thirty years, to our knowledge, five attempts to model platelet dynamics
can be found, mostly focused on the description of CT.
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Following early works by Wichmann et al. [149] and Eller et al. [42], in 2000 Santillan
et al. [121] proposed an age-structured model for the regulation of platelet production,
which is compared to both normal and pathological platelet production. The model is
based on previous works by Bélair et al. [11] on erythropoiesis, and considers explicitly
ploidy classes for megakaryocytes: three different classes (low, average and high ploidy)
are described, and the recruitment of megakaryocytes depends linearly on the TPO con-
centration. Santillan et al. [121] investigated the existence of steady states and estimated
parameters from data on thrombocytopenic sheep, healthy human adults, and mice. They
studied, in particular, numerical description of CT, and showed that data can be repro-
duced for large platelet destruction rates.

In 2008, Apostu and Mackey [6], inspired by a model of hematopoiesis dynamics
describing the three main hematopoietic lineages [25, 26], focused on the causes of CT.
Parameters were estimated and comparison to data indicated that the platelet destruc-
tion rate, the effective growth rate of megakaryocytes, the minimal number of platelets
released per megakaryocyte, and the megakaryocyte maturation time played key roles in
the appearance of oscillations in platelet production.

Most recently, Langlois et al. [82] investigated the normal and pathological dynam-
ics of platelets in humans, observing the dynamics in the amounts of megakaryocytes, of
platelets and of TPO, with an up-regulation by TPO of the proliferation rate of progeni-
tors and of the growth rate of megakaryocytes. The result is a system of two differential
equations with a distributed delay, for which they estimated parameter values using clin-
ical data and model fits.

Similarly to Santillan et al. [121] and Apostu and Mackey [6], Langlois et al. [82] used
numerical tools to find parameters associated with oscillatory behaviors, and generated
simulations matching the oscillating platelet counts observed in CT patients. However,
powerful analytical results can be found in the mathematical literature concerning the long
term behavior of delay differential equations like the ones describing megakaryopoiesis.
For example, results regarding oscillation properties of hematopoiesis models have been
obtained. Gopalsamy et al. [49] found a sufficient condition for oscillating solutions for
the Mackey-Glass equation [94]

ẋ(t) = −γx(t) + B

1 + [x(t − r)]n , (2.1)
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where γ, B, r, n > 0, as well as a criterion that makes it a necessary condition ; and Ku-
lenovic and Ladas [78] found a necessary and sufficient condition for oscillating solutions
for the Lasota-Wazewska model of the red blood cell supply in an animal [144]

x′(t) = −γx(t) + ρe−μx(t−r), (2.2)

where μ, ρ, γ, r > 0.
Results can also be found regarding global stability for the general case

x′(t) = F (t, xt), (2.3)

using so-called “Yorke functional” (see [109] for a review). A framework has also been
built for a more restricted family of equations

x′(t) = f1(x(t − r))g2(x(t)) − f2(x(t − r))g1(x(t)). (2.4)

In particular, Ivanov et al. [65] obtained two results on global stability, one delay-
independent and the other delay-dependent. They successfully applied the second one
to the two equations

x′(t) = −x(t)φ(x(t − h)) + 1,

with φ increasing positive, and

x′(t) = −g(x(t)) + f(x(t − h)),

with g positive increasing and f positive.
In this paper, we explore the potential of such analytical tools by proposing a new

age-structured model of megakaryopoiesis, focusing on the differentiation pathway (from
HSC to progenitors to megakaryocytes) and including the role of TPO. Despite the var-
ious influences of TPO on the differentiation process, we will only consider in this work
its influence on the initiation of the differentiation process (stimulation of HSC differen-
tiation) and its termination (up-regulation of the amount of platelets obtained through
fragmentation) in order to retain most of TPO influence on platelet production and to
facilitate the model’s analysis. Extensions of the current model could be considered in
further analyses. Under these assumptions the age-structured model reduces to a scalar
nonlinear delay differential equation on the platelet count which can be expressed as

x′(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − r)), t ≥ r, (2.5)
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with γ, r > 0 and f, g two decreasing positive functions. We notice that (2.5) is a general-
ization of (2.1) and (2.2), which motivates the search for a new criterion for the existence
of oscillating solutions that would encompass the pre-existing results on these two sub-
cases. We also notice that (2.5) is a subcase of both (2.3) and (2.4), but neither the
“Yorke functional” nor the condition given in the result from Ivanov et al. [65] can be
applied to (2.5).

Unlike Ivanov et al. [65], we decided to study the equilibrium as an attractor for
solutions on R+ rather than on R: in our case this requires to introduce a limitation
on the initial behavior of the solution that we named the constant initial sign condition,
which depends heavily on the conditions at t = 0. Therefore we focus on asymptotic
convergence rather than on global asymptotic stability. Finally, while the existence of
periodic solutions have been addressed both for generalizations [98] and subcases [14,
143] of (2.5), these questions are out of the scope of this paper.

The paper goes as follows. In Section 2.2, we present the new age-structured model.
In Section 2.3 we reduce this model to a delay differential equation on the platelet count
and prove that it has a unique steady state, which is locally asymptotically stable. We also
give a result on the boundedness of the solutions. Section 2.4 is dedicated to determining
a sufficient and necessary condition for the existence of oscillating solutions. We show that
this condition is equivalent to those given in [49] and in [78]. In Section 2.5 we define what
we mean by low initial slope and we give the proof for a new delay-dependent condition
for asymptotic convergence. Finally, in Section 2.6, we return to the biological premises
of our model used to obtain (2.5): using a simplified version of the age-structured model,
we give sufficient conditions on the initial conditions implying the constant initial sign
needed for asymptotic convergence.

2.2. An Age-Structured Model of Megakaryopoiesis

In order to model megakaryopoiesis, we consider 4 different cell populations:
hematopoietic stem cells (HSC), megakaryocytic progenitors, megakaryocytes, and
platelets, and the quantity of circulating thrombopoietin (TPO). They are represented
in Figure 2.1.

Hematopoietic stem cells partly differentiate in megakaryocytic progenitors under the
action of TPO [35]. Megakaryocytic progenitors differentiate through successive divisions,
and produce megakaryocytes. Megakaryocytes no longer differentiate, they only mature,

49



Figure 2.1. Model of Megakaryopoiesis. The linear differentiation process, starting from HSC and
ending with platelets, is positively regulated by TPO. The quantity of TPO is in turn modulated by the
number of platelets: the more platelets, the less circulating TPO.

without dividing. They perform endomitosis, increase their size (the size of their nucleus
as well as the size of their cytoplasm), and finally produce platelets through a particular
process of fragmentation [38]. The production of platelets, through the fragmentation of
megakaryocytes, is also positively mediated by TPO [152].

TPO is constitutively produced by the liver [134]. However, the quantity of circu-
lating TPO depends on the number of platelets which fix TPO on their surface and then
negatively control the quantity of circulating TPO [70].

In order to model megakaryopoiesis and to analyze the resulting model, we give some
biological assumptions, based on the above-mentioned remarks:

(H1) The number of HSC is constant over time, denoted by HSC;

(H2) The megakaryocytic progenitor cell cycle duration is assumed to be constant, equal
to τ days;

(H3) The total quantity of TPO is constant, denoted by TTPO;

(H4) Circulating TPO positively mediates HSC differentiation in megakaryocytic pro-
genitors, and fragmentation of megakaryocytes in platelets.
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Assumption (H1) implies that we do not focus on HSC dynamics and regulation, we
only consider that the platelet production process originates from the HSC compartment.
Assumption (H4) allows us to focus on some specific roles of TPO in megakaryopoiesis.

In the following, we denote by MP(t) the number of megakaryocytic progenitors, by
Mk(t) the number of megakaryocytes, by P (t) the number of platelets in blood, and by
TPO(t) the quantity of circulating TPO, at time t.

2.2.1. Megakaryocytic progenitor dynamics

Let us focus on the progenitor cell population behavior. We suppose that megakary-
ocytic progenitors differentiate throughout n divisions, where n ≥ 1 is fixed. We also
assume that in each generation, progenitor cells either die with the same apoptosis rate
δ > 0, or divide after a given fixed time τ > 0. After division, progenitor cells immediately
enter the next generation.

We denote by mpi(t, a) the number of megakaryocytic progenitors in the i-th genera-
tion, 1 ≤ i ≤ n, with age a ∈ [0, τ ] at time t > 0. Then, we assume that a TPO-dependent
proportion κ(TPO) of HSC differentiate in megakaryocytic progenitors and can be for-
mulated as a standard feedback function as explained in [91]:

κ(TPO) = ακ TPOQκ

θQκ
κ + TPOQκ

, (2.6)

such that 0 < ακ < 1 is the maximum proportion of HSC differentiating in megakary-
ocytes, θκ the quantity of TPO needed to bring this proportion to ακ/2 and Qκ a param-
eter controlling the sharpness of the change from low state to high state.

Hence, the following equations describe the megakaryocytic progenitor population
dynamics:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
mpi(t, a) + ∂

∂a
mpi(t, a) = −δmpi(t, a),

mp1(t, 0) = κ(TPO(t))HSC,

mpi(t, 0) = 2mpi−1(t, τ), 2 ≤ i ≤ n,

mpi(0, a) = Impi
(a), 1 ≤ i ≤ n.

(2.7)

Impi
: R+ → R+ is a continuous function representing the initial amount of progenitors

of age a in the i-th generation. Denoting by MPi(t) the total number of megakaryocytic
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progenitors in the i-th generation, then

MPi(t) :=
∫ τ

0
mpi(t, a)da.

Integrating the age structured partial differential equations in (2.7) with respect to age,
and using the method of characteristics (given here by the lines a(t) = t + a0), one can
easily obtain, for 1 ≤ i ≤ n and t ≥ nτ ,

d

dt
MPi(t) = − δ MPi(t)+

2i−1e−δ(i−1)τ
[
κ(TPO(t − (i − 1)τ)) − e−δτ κ(TPO(t − iτ))

]
HSC,

(2.8)

and mpi(t, τ) = 2i−1e−δiτ κ(TPO(t − iτ)) HSC. In particular, the population of the last
generation of progenitors at the end of its cycle is given by

mpn(t, τ) = 2n−1e−δnτ κ(TPO(t − nτ)) HSC, t ≥ nτ. (2.9)

This quantity is the cell population that leaves the progenitor compartment and reaches
the megakaryocyte one. This population corresponds then to the boundary condition of
the equation in the next section when age is equal to 0.

2.2.2. Megakaryocyte dynamics

Let us now focus on the dynamics of megakaryocytes. Contrary to progenitor cells,
megakaryocytes only mature without dividing. We assume that this population dies
with a rate δMk. The maturation time is denoted by τMk (days). The megakaryocyte
population is supplied with progenitor cells from the n-th generation (see the previous
section), that has differentiated in megakaryocytes.

Denote by mk(t, a) the number of megakaryocytes with age a ∈ [0, τMk] at time t.
Then mk(t, a) satisfies the following age-structured system,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
mk(t, a) + ∂

∂a
mk(t, a) = −δMkmk(t, a),

mk(t, 0) = 2mpn(t, τ),
mk(0, a) = Imk(a).

(2.10)

Imk : R+ → R+ is a continuous function representing the initial amount of megakaryocytes
of age a at t = 0. With the total number of megakaryocytes given by

Mk(t) :=
∫ τMk

0
mk(t, a)da,
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then using (2.9) and integrating (2.10) over the age variable a and using the method of
characteristics, it is straightforward to get, for t ≥ τMk + nτ ,

d

dt
Mk = − δMk Mk(t) + 2ne−δnτ

[
κ(TPO(t − nτ))

− e−δMkτMkκ(TPO(t − rMk − nτ))
]

HSC,

(2.11)

and

mk(t, τMk) = 2ne−δnτ e−δMkτMkκ(TPO(t − rMk − nτ)) HSC, t ≥ τMk + nτ. (2.12)

This last equality is used as the boundary condition for the next equation.

2.2.3. Platelet dynamics

Let us now concentrate on the platelet population. We denote by p(t, a) the number
of platelets of age a ≥ 0 at time t, with the total number of platelets at time t given by

P (t) =
∫ +∞

0
p(t, a)da.

We denote by γ the mortality rate of platelets. Then we assume that the TPO-dependent
amplification factor describing the average number of platelets obtained from the frag-
mentation of a single megakaryocyte A(TPO) can be formulated as a standard feedback
function as explained in [91],

A(TPO) = αA TPOQA

θQA
A + TPOQA

, (2.13)

such that αA is the maximum amount of platelets that can be produced by a megakary-
ocyte, θA the quantity of TPO needed to bring this quantity to αA/2 and QA a sensitivity
parameter.

Hence, we write the following system,
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
p(t, a) + ∂

∂a
p(t, a) = −γp(t, a),

p(t, 0) = A(TPO(t))mk(t, τMk),

lima→+∞ p(t, a) = 0,

p(0, a) = Ip(a).

(2.14)
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The function Ip(a) represents the initial amount of platelets of age a. Using (2.12), this
system reduces to an equation for P (t), given for t ≥ τMk + nτ by

d

dt
P (t) = −γP (t) + 2ne−δnτ e−δMkτMkκ(TPO(t − rMk − nτ))A(TPO(t)) HSC . (2.15)

This platelet population is the one released in the blood stream that regulates the circu-
lating TPO level. This is described in the next section.

2.2.4. Circulating TPO regulation

Finally, let us focus on the evolution of the quantity of TPO. The circulating TPO
quantity, denoted by TPO(t), is proportional to the total quantity of TPO, TTPO, and
the proportionality coefficient depends on the total number of platelets P (t): the more
platelets, the less circulating TPO [70]. We define

TPO(t) = α(P (t))TTPO, (2.16)

where α is a decreasing function, that could be chosen as a Hill function, as a standard
feedback function as explained in [91],

α(P ) = θQT
T

θQT
T + P QT

, θT , QT > 0. (2.17)

The function TPO can then be seen as a function of P (t), and we write TPO(t) =
TPO(P (t)).

Remark 2.1. In the following sections, we present simulations to illustrate analytical
results. Hence, we use the formulations of κ(TPO), A(TPO) and α(P ) respectively given
in Equations (2.6), (2.13) and (2.17). However, determining the correct parameters for
these functions is not the object of this paper. We use biologically relevant parameters and
plan to perform an estimation of these parameters in a later work.

The system formed with equations (2.7), (2.10), (2.14) and (2.16) is our age-
structured system of thrombopoiesis dynamics. In the next section, we show that this sys-
tem reduces to a delay differential equation describing evolution of the number of platelets
P (t), that it has a unique steady state. We also show that solutions are bounded.
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2.3. A delay differential equation describing platelet dynam-

ics

The age-structured system made of equations (2.7), (2.10), (2.14) and (2.16) is re-
duced to the nonlinear ordinary differential system of threshold-type made of equations
(2.8), (2.11), (2.15) and (2.16), with initial conditions corresponding to the integration of
the age-structured system on the corresponding time interval. Using (2.16) in Equation
(2.15), the system of equations (2.8), (2.11), (2.15) and (2.16) is in turn equivalent, for
t ≥ r := τMk + nτ , to the following delay differential equation,

d

dt
x(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − r)), (2.18)

where
f := A ◦ TPO and g := 2ne−δnτ e−δMkτMk HSC κ ◦ TPO . (2.19)

Functions TPO �→ κ(TPO) and TPO �→ A(TPO) are supposed to be increasing, since a
lack of TPO decreases the differentiation of HSC in megakaryocytic progenitors as well
as the production of platelets by megakaryocyte fragmentation. The function TPO is
supposed to be a decreasing function of the amount of platelets, see (2.16) and (2.17).
Consequently, functions f and g are assumed to be positive decreasing functions.

Equation (2.18) is a nonlinear delay differential equation, existence and uniqueness of
solutions are straightforwardly obtained from Hale and Verduyn Lunel [61] under classical
smoothness assumptions on the functions f and g. In addition, for every nonnegative
initial condition ϕ defined on [0, r], the associated solution x(ϕ, t) is nonnegative. Indeed,
this result can be proven using the non-negativity of f and g.

We denote by x∗ a steady state of (2.18), which is a solution satisfying dx∗/dt = 0.
Then x∗ satisfies

χ(x∗) = 0, with χ(x) = g(x)f(x) − γx. (2.20)

Since f and g are non-negative and decreasing continuously differentiable functions, then
χ is decreasing, with

χ′(x) = g′(x)f(x) + g(x)f ′(x) − γ < 0.

Moreover,
χ(0) = g(0)f(0) > 0 and lim

x→+∞ χ(x) = −∞.
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Consequently, there exists a unique x∗ > 0 solution of (2.20) and we can claim the
following result.

Proposition 2.1. Equation (2.18) has a unique steady state, denoted by x∗, positive, and
satisfying

g(x∗)f(x∗) = γx∗. (2.21)

In order to study the local asymptotic stability of x∗, Equation (2.18) is linearized
about its unique steady state x∗, leading to

dx

dt
(t) = [g(x∗)f ′(x∗) − γ]x(t) + g′(x∗)f(x∗)x(t − r).

Thus, the associated characteristic equation is

λ + γ − g(x∗)f ′(x∗) − g′(x∗)f(x∗)e−λr = 0. (2.22)

Proposition 2.2. If
r <

1
−g′(x∗)f(x∗) , (2.23)

then the steady state x∗ of (2.18) is locally asymptotically stable.

Proof. Equation (2.22) can be written as

λ + A + Be−rλ = 0,

where ⎧⎪⎨
⎪⎩

A = γ − g(x∗)f ′(x∗) > 0,

B = −g′(x∗)f(x∗) > 0.

If B > A, (2.23) implies

r <
1
B

<
π/2
B

<
arccos(−A/B)√

B2 − A2
.

Therefore, condition (2.23) implies that either A > B or

B > A and r <
arccos(−A/B)√

B2 − A2
,

We use Theorem 8.6 of [32] to conclude the local stability of x∗. �

Boundedness of the solutions of Equation (2.18) is straightforwardly obtained, we
mention it in the next proposition.

Proposition 2.3. The solutions of (2.18) are eventually bounded by xmax = f(0)g(0)/γ.
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The result of Proposition 2.3, establishing the boundedness of solutions of (2.18),
together with the local asymptotic stability of the unique steady state of (2.18) given by
proposition 2.2, indicate that under reasonable assumptions on the parameters of (2.18),
asymptotic convergence should be obtained. Before that, we investigate the existence of
oscillating solutions.

2.4. Oscillating Solutions

Our aim in this part is to show that under appropriate hypotheses every positive
solution of Equation (2.18) oscillates about its positive steady state x∗, with damped
oscillations. Recall that a solution x of (2.18) is said to oscillate (or to be oscillatory)
about x∗ if t �→ x(t) − x∗ has arbitrarily large zeros. That is, for every T > r there
exists s > T such that x(s) = x∗. Otherwise, x is called non-oscillatory about x∗. As
mentioned in the introduction, oscillations of platelet counts can sometimes be associated
to hematological diseases, such as cyclical thrombocytopenia, and therefore existence of
oscillations in platelet numbers are biologically relevant. We establish a link between the
oscillatory character of (2.18) and that of its associated linearized equation about the
steady state x∗

d

dt
u(t) + (γ + p)u(t) + qu(t − r) = 0, (2.24)

where ⎧⎪⎨
⎪⎩

p = −f ′ (x∗) g (x∗) > 0,

q = −f (x∗) g′ (x∗) > 0.
(2.25)

The characteristic equation associated to (2.24) is

Δ(λ) := λ + (γ + p) + qe−λr = 0. (2.26)

We begin with a basic result on the existence of oscillations of the linear delay differential
equation (2.24).

Proposition 2.4. Every solution of Equation (2.24) oscillates if and only if

rqe(γ+p)r >
1
e

. (2.27)

Proof. In the theory of oscillations of linear delay differential equations with constant
coefficients (see [58]), every solution of (2.24) oscillates if and only if the characteristic
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equation (2.26) has no real root. Consider Δ : R → R as a real function. Then, we have

d

dλ
Δ (λ) = 1 − rqe−λr and lim

λ→±∞
Δ (λ) = +∞.

Then, the minimum of Δ is given by

Δ
(1

r
ln (rq)

)
= 1

r
(ln(rq) + r(γ + p) + 1) .

Hence
1
r

(ln(rq) + r(γ + p) + 1) > 0

is a necessary and sufficient condition for the oscillation of all solutions of Equation (2.24),
and it is equivalent to (2.27).

�

Now we can state and prove the next result.

Theorem 2.1. Assume that
rqe(γ+p)r >

1
e

. (2.28)

Then, every positive solution of Equation (2.18) oscillates about the steady state x∗.

Proof. Suppose by contradiction that Equation (2.18) has a non-oscillatory solution x.
Then, there exists T > 0 such that x(t) > x∗ (or x(t) < x∗), for all t ≥ T . See in the
proof of Theorem 2.2 that x is decreasing (or x is increasing) and limt→+∞ x(t) = x∗. We
focus on the case x(t) > x∗. The proof in the case x(t) < x∗ is similar. We set

y(t) = x(t) − x∗.

Then, the function y is positive and decreasing on [T, +∞) with lim
t→+∞y(t) = 0. On the

other hand, y satisfies the delay differential equation

d

dt
y(t) = −γ(y(t) + x∗) + f (y(t) + x∗) g (y(t − r) + x∗) ,

= −γy(t) + [f (y(t) + x∗) − f (x∗)] g (y(t − r) + x∗)
+f (x∗) [g (y(t − r) + x∗) − g (x∗)] .

Remark that

lim
t→+∞

[
f (y(t) + x∗) − f (x∗)

y(t)

]
g (y(t − r) + x∗) = f ′ (x∗) g (x∗) < 0,

and
lim

t→+∞
g (y(t − r) + x∗) − g (x∗)

y(t − r) = g′ (x∗) < 0.
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Let ε ∈ (0, 1) . We have⎧⎪⎨
⎪⎩

f ′ (x∗) g (x∗) < (1 − ε) f ′ (x∗) g (x∗) < 0,

g′ (x∗) < (1 − ε) g′ (x∗) < 0.

The function y is positive, then there exists tε > T + r such that, for t ≥ tε,⎧⎪⎨
⎪⎩

[f (y(t) + x∗) − f (x∗)] g (y(t − r) + x∗) ≤ (1 − ε) f ′ (x∗) g (x∗) y(t),
[g (y(t − r) + x∗) − g (x∗)] ≤ (1 − ε) g′ (x∗) y(t − r).

Summing these inequalities we obtain for t ≥ tε,

[f (y(t) + x∗) − f (x∗)] g (y(t − r) + x∗) + f (x∗) [g (y(t − r) + x∗) − g (x∗)]

≤ (1 − ε) [f ′ (x∗) g (x∗) y(t) + f (x∗) g′ (x∗) y(t − r)] .

We conclude that y is a positive solution of the following delay differential inequality

y′(t) + (γ + (1 − ε) p) y(t) + (1 − ε) qy(t − r) ≤ 0, t ≥ tε,

where p and q are given by (2.25).
We use the transformation

z(t) = eγty(t),

to obtain
z′(t) + (1 − ε) [pz(t) + eγrqz(t − r)] ≤ 0, t ≥ tε. (2.29)

From [58], we know that the delay differential inequality (2.29) has positive solution if
and only if the delay differential equation

u′(t) + pu(t) + eγrqu(t − r) = 0, t ≥ tε, (2.30)

has a positive solution.
We use the transformation

v(t) = eptu(t),

to write Equation (2.30) in the following form

v′(t) + e(γ+p)rqv(t − r) = 0, t ≥ tε. (2.31)

From [58] (Theorem 2.2.3), we know that there exists positive solutions of Equation
(2.31) if and only if re(γ+p)rq ≤ 1/e. Therefore if (2.28) is verified, none of the solutions
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of (2.30), neither of (2.31), are positive, hence (2.29) has no positive solution: y is not
positive. By contradiction, it implies that x oscillates around x∗. �

Using the formulations of f and g as given in Equation (2.19), we present in Figure
2.2 an example of the onset of oscillations as the value rqer(γ+p) − 1

e
goes from negative

to positive along with a change in parameters.
To prove that condition (2.28) is a necessary condition for the oscillation of every

positive solution of (2.18), we add the following assumption: There exists η > 0 such that
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f (x∗ + h) − f (x∗) ≥ f ′ (x∗) h, for 0 < h ≤ η,

g (x∗ + h) − g (x∗) ≥ g′ (x∗) h, for 0 < h ≤ η,

f (x∗ + h) − f (x∗) ≤ f ′ (x∗) h, for − η ≤ h < 0,

g (x∗ + h) − g (x∗) ≤ g′ (x∗) h, for − η ≤ h < 0.

(2.32)

It is equivalent to require that there exists a neighborhood U of x∗ such that f and g

are convex on {x ∈ U, x > x∗} and concave on {x ∈ U, x < x∗}. We need the following
comparison results for positive solutions of delay differential inequalities.

Lemma 2.1. [58] Let ai ≥ 0, bi ≥ 0, ci ≥ 0, ri ≥ 0 for i = 1, ..., n, and 0 ≤ t0 < T ≤
+∞. Suppose that

ai ≥ bi ≥ ci, i = 1, ..., n.

Assume that x(t), y(t), and z(t) are solutions of
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′(t) +
n∑

i=1
aix(t − ri) ≤ 0, t0 ≤ t < T,

x(t) > 0, t0 ≤ t < T,

y′(t) +
n∑

i=1
biy(t − ri) = 0, t0 ≤ t < T,

z′(t) +
n∑

i=1
ciz(t − ri) ≥ 0, t0 ≤ t < T,

with initial conditions on [t0 − r, t0] such that⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

z(t0) ≥ y(t0) ≥ x(t0),
x(t)
x(t0)

≥ y(t)
y(t0)

≥ z(t)
z(t0)

≥ 0, t0 − r ≤ t ≤ t0.

Then,
z(t) ≥ y(t) ≥ x(t), t0 ≤ t < T.
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Figure 2.2. Oscillations appear when αA increases. As αA (the maximum number of platelets
that a megakaryocyte can shed, see Equation (2.13)) increases, R = rqer(γ+p) − 1

e becomes positive and
x (blue) starts to oscillate around x∗ (dashed red). Black marks are placed where x(t) goes through x∗.
(A) αA = 5000, R = −0.0492 and there are no oscillations. (C) αA = 10000, R = 7.6863 and there are
oscillations. (B) αA = 20000, R = 83 and there are oscillations.

Proposition 2.5. Assume that (2.32) is satisfied. Then, every positive solution of Equa-
tion (2.18) oscillates about the steady state x∗ if and only if

rqer(γ+p) >
1
e

.
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Proof. We need to prove that if rqer(γ+p) ≤ 1
e

then (2.18) has a non-oscillatory solution.
Proposition 2.4 implies that if rqer(γ+p) ≤ 1

e
then the linearized Equation (2.24) has a non-

oscillatory solution. It means that it is enough to prove that if (2.24) has a non-oscillatory
solution then (2.18) has a non-oscillatory positive solution. Suppose that Equation (2.24)
has a positive solution t �→ u(t) for t ≥ T (the proof for a negative solution follows the
same steps). Then, u is decreasing for t ≥ T and lim

t→+∞u(t) = 0. This means that there
exists t0 ≥ T such that 0 < u(t) < η, t ≥ t0. Let x be the solution of (2.18) with initial
condition equal to t �→ u(t) + x∗ for t0 − r ≤ t ≤ t0. We introduce t �→ y(t) := x(t) − x∗,
and we notice that for t ≥ t0 we have

0 = y′(t) − x′(t) = y′(t) + γx(t) − f(x(t))g(x(t − r))

= y′(t) + γ(y(t) + x∗) − f(y(t) + x∗)g(y(t − r) + x∗)

= y′(t) + γy(t) + f(x∗)g(x∗) − f(y(t) + x∗)g(y(t − r) + x∗).

Then, the function y is the solution of⎧⎪⎨
⎪⎩

0 = y′(t) + γy(t) + f(x∗)g(x∗) − f(y(t) + x∗)g(y(t − r) + x∗), for t ≥ t0,

y(t) = u(t), t0 − r ≤ t ≤ t0,

with
0 < y(t) = u(t) < η, t0 − r ≤ t ≤ t0.

Assumption (2.32) implies

f (x∗ + h) g (x∗ + h) ≥
(
f ′ (x∗) h + f (x∗)

)(
g′ (x∗) + g (x∗)

)
, for 0 < h ≤ η,

such that

f(x∗)g(x∗) − f(y(t) + x∗)f(y(t − r) + x∗)

≤f(x∗)g(x∗) −
[
g′(x∗)y(t) + f(x∗)

][
g′(x∗)y(t − r) + g(x∗)

]

≤ − f ′(x∗)g′(x∗)y(t − r)y(t) − f ′(x∗)g(x∗)y(t) − f(x∗)g′(x∗)y(t − r)

≤eδr
(
py(t) + qy(t − r)

)
.

It means that for t < t0 + ε,

y′(t) + (γ + p) y(t) + qy(t − r) ≥ y′(t) + γy(t) + f(x∗)g(x∗) − f(y(t) + x∗)g(y(t − r) + x∗),

implying
y′(t) + (γ + p) y(t) + qy(t − r) ≥ 0,

62



with
0 < y(t) = u(t) < η, t0 − r ≤ t ≤ t0.

Thanks to Lemma 2.1,

0 < u(t) ≤ y(t) < η, for t0 ≤ t < t0 + ε.

As f and g are decreasing, y is also decreasing on [t0, t0 + ε) . So,

0 < u(t + ε) ≤ y(t0 + ε) < η.

By steps, we conclude that

0 < y(t) < η, for all t ≥ t0.

It follows from Lemma 2.1, that

0 < u(t) ≤ y(t) < η, for t ≥ t0.

Therefore, x is a non-oscillatory positive solution of Equation (2.18) and the proof is
complete. �

Remark 2.2. We apply Theorem 2.1 to the Mackey-Glass equation [49]

ẋ(t) = −γx(t) + B

1 + [x(t − r)]n , (2.33)

which is a specific case of (2.18) with the functions x �→ f(x) = 1 and x �→ g(x) =
B/(1 + xn). The fixed point x∗ is the solution of B/(1 + x∗n) = γx∗, and satisfies

g′(x∗) = −(nBx∗n−1)/((1 + x∗n)2) = −(γ2x∗n+1n)/B.

From (2.25),

p = 0 and q = γ2x∗n+1n

B
,

such that the sufficient condition for the oscillation of every positive solution of (2.33) is

τ
γ2x∗n+1n

B
eτγ >

1
e

,

that is
x∗ >

(
B

eγ2nτeγτ

)1/(n+1)
.
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Furthermore, condition (2.32) for h > 0 can be written

B

1 + (x∗ + h)n
− B

1 + x∗n
≥ −h

nBx∗n−1

(1 + x∗n)2 , (2.34)

which is equivalent to

σ(h) :=
(
(x∗ + h)n − x∗n

)(
1 + x∗n

)
−
(
1 + (x∗ + h)n

)(
nhx∗n−1

)
≤ 0.

Notice that σ(0) = 0 and

σ′(h) = n(x∗ + h)n−1 − [n(x∗ + h)n−1nhx∗n−1 + (1 + (x∗ + h)n)nx∗n−1],

hence σ′(0) = nx∗n−1(1 − x∗n) for h = 0. If x∗ > 1, σ′(0) is negative, which implies
that there exists η > 0 such that (2.34) is satisfied for 0 < h < η. The same re-
sult can be found for the condition (2.32) for h < 0. Therefore, from Theorem 2.1, if

x∗ >
(

B/(eγ2nτeγτ )
)1/(n+1)

then every solution of (2.33) oscillates about its positive
equilibrium x∗, and x∗ > 1 implies that this condition is necessary from Proposition 2.5.

Consequently, in the case of the Mackey-Glass equation (2.33), Theorem 2.1 and
Proposition 2.5 are equivalent to Theorems 2.1 (a) and 2.1 (b) of Gopalsamy et al. [49].

Remark 2.3. We apply Theorem 2.1 to the Lasota-Wazewska equation [78]

x′(t) = −γx(t) + ρe−μx(t−r), (2.35)

which is a specific case of (2.18) with x �→ f(x) = 1 and x �→ g(x) = ρe−μx such that

g′(N∗) = −μρe−μN∗ = −γμN∗,

where N∗ = ρ
γ
e−μN∗. From (2.25),

p = 0 and q = γμN∗,

such that the sufficient condition for the oscillation of every positive solution of (2.35) is

rqe(γ+p)r = μrγN∗eγr >
1
e

.

Furthermore, condition (2.32) for h > 0 can be written

ρe−μ(N∗+h) − ρe−μN∗ ≥ −μρe−μN∗
h, (2.36)

which is equivalent to
e−μh − 1 ≥ −μh.
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Using Taylor expansion of ex for x > 0 near 0, we find that there exists η such that (2.36)
is satisfied for 0 < h < η. The same way we can show that condition (2.32) for h < 0
is verified. Therefore, from Theorem 2.1 and Proposition 2.5, the solution N(t) of (2.35)
oscillates about N∗ if and only if μrγN∗eγr > 1

e
.

Consequently, in the case of the Lasota-Wazewska model, Theorem 2.1 and Proposi-
tion 2.5 are equivalent to Theorem 3 of Kulenovic and Ladas [78].

Condition (2.28) needed for solutions to oscillate holds for large values γ. This
means that oscillating solutions are obtained for large immature cell mortality rates.
Furthermore, tedious computations reveal that parameters from the function describing
the interaction between TPO and platelets have an impact on this sufficient condition:
sufficiently increasing q (representing the strength of the feedback on TPO from platelets),
decreasing TTPO (the total amount of TPO in the blood) or decreasing θ (a sensitivity
parameter) will lead to condition (2.28). Similarly, as shown in Figure 2.2, there exists
a set of parameters for which the condition rqe(γ+p)r > 1/e can be reached simply by
increasing αA, a parameter from the fragmentation function A representing the maximum
number of platelets that can be shed by one megakaryocyte.

In the next section we will obtain a sufficient condition for asymptotic convergence.

2.5. Asymptotic convergence

In order to study the asymptotic convergence of the unique steady state x∗ of (2.18),
it is worthwhile to discuss whether solutions of (2.18) are oscillatory or not.

Theorem 2.2. If x is non-oscillatory about x∗ then, limt→+∞ x(t) = x∗.

Proof. Let x be a non-oscillatory solution of Equation (2.18). Then, there exists t0 ≥ r

such that x(t) − x∗ is either negative or positive for all t ≥ t0. These two cases can be
treated in the same manner, then we study only one case.

Assume that there exists t0 ≥ r such that 0 ≤ x(t) ≤ x∗, for every t ≥ t0. Let
t ≥ t0 + r. Then,

0 ≤ x(t − r) ≤ x∗ and 0 ≤ x(t) ≤ x∗.

The functions f and g are decreasing, then for t ≥ t0 + r,

g (x∗) ≤ g (x(t − r)) , f (x∗) ≤ f (x(t)) and − γx∗ ≤ −γx(t).

So, from (2.21)
x′(t) ≥ −γx∗ + f (x∗) g (x∗) = 0, for t ≥ t0 + r.
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Consequently, the solution x is increasing for t ≥ t0 + r. As x is bounded (Proposition
2.3), we get

lim
t→+∞ x(t) = x∗.

�

The next theorem deals with the asymptotic convergence of the unique steady state
x∗ of (2.18) in the case of oscillating initial conditions.

Definition 2.1. Let x(t), t > 0, be a solution of Equation (2.18) on t ≥ r. Then we will
say that x(t) has constant initial sign if (x(t1) − x∗)(x(t2) − x∗) > 0 for all t1, t2 ∈ [0, r).

Figure 2.3 represents solutions of the same equation with different initial values, one
with constant initial sign, the other without constant initial sign.

Theorem 2.3. Let assume that

γr ≤ 1 and rf(x∗) sup
x∈R+

|g′(x)| < 1. (2.37)

Let x be a solution of system (2.18) on R+. If x oscillates about x∗ and has constant
initial sign, then limt→+∞ x(t) = x∗.

Proof. Let x be an oscillatory solution of Equation (2.18) about x∗. Then, there exists
a sequence (tn)n∈N , r ≤ t0 < t1 < ... < tn < ..., limn→+∞ tn = +∞, such that x(tn) = x∗

for all n ∈ N. Suppose indeed that t0 ≥ r is the first point such that x(t0) = x∗ and
x(t) > x∗, for t ∈ (t0, t1). Then there exists t∗

0 ∈ (t0, t1) such that the function x reaches
its maximum at t = t∗

0, i.e. x′(t∗
0) = 0.

t0 ≥ r implies t∗
0 > r, hence we can apply the differential equation (2.18):

−γx(t∗
0) + f (x(t∗

0)) g (x(t∗
0 − r)) = 0.

Consequently,
g (x(t∗

0 − r)) = γx(t∗
0)

f (x(t∗
0))

. (2.38)

Note that, since f is decreasing, the function x �→ γx/f (x) is increasing. Moreover,
x(t∗

0) > x∗. Then, from (2.21) and (2.38),

g (x(t∗
0 − r)) >

γx∗

f (x∗) = g(x∗).

The function g being decreasing, this yields x(t∗
0 − r) < x∗ = x(t0), and consequently

t∗
0 − r < t0 < t∗

0.
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Figure 2.3. Solutions of (2.18) with or without constant initial sign. (Top) The solution goes
through x(t) = x∗ after t = r, it meets the constant initial sign criterion. (Bottom) The solution goes
through x(t) = x∗ before t = r, it does not meet the constant initial sign criterion.

On the other hand, x(t1) = x∗ and x′(t1) ≤ 0, so from (2.18),

g (x(t1 − r)) ≤ γx∗

f (x∗) = g(x∗).
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The function g being decreasing, this yields x(t1 − r) ≥ x∗ = x(t0), and combined with
the constant initial sign condition, this implies

t1 − r ≥ t0.

We then obtain
t∗
0 − t0 < r ≤ t1 − t0.

Using the same arguments, we prove

t∗
n − tn < r ≤ tn+1 − tn, for all n ∈ N, (2.39)

with t∗
n ∈ (tn, tn+1) defined by x′(t∗

n) = 0.
Next, we build a sequence (xn)n∈N from which we extract two subsequences (yn)n∈N

and (zn)n∈N converging towards x∗ with

yn ≤ x(t∗
2n+1) < x∗ < x(t∗

2n) ≤ zn, for n ∈ N.

We integrate Equation (2.18) from t0 to t∗
0, such that we obtain

x(t∗
0) ≤ x∗ − γ

∫ t∗
0

t0
x(s)ds + g (0)

∫ t∗
0

t0
f (x(s)) ds.

For s ∈ (t0, t∗
0], x(s) > x∗. Then, as the function f is decreasing and from (2.21) and the

above inequality, we get

x∗ < x(t∗
0) ≤ x1 := x∗ + rf (x∗) [g (0) − g (x∗)] . (2.40)

Let s ∈ (t1, t∗
1]. Then 0 ≤ x(s) < x∗, and thanks to (2.39), we obtain s − r ∈

(t1 − r, t∗
1 − r] ⊆ (t0, t1), so x(s − r) ≤ x(t∗

0) ≤ x1. Therefore, by integrating (2.18)
from t1 to t∗

1, we get

x(t∗
1) ≥ x∗ − γ

∫ t∗
1

t1
x(s)ds + g (x1)

∫ t∗
1

t1
f (x(s)) ds.

It follows that
x∗ > x(t∗

1) ≥ x2 := x∗ + rf (x∗) [g (x1) − g (x∗)] . (2.41)

Then, we build a sequence (xn)n∈N defined by
⎧⎪⎨
⎪⎩

xn+1 = x∗ + rf (x∗) [g (xn) − g (x∗)] ,

x0 = 0.
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Figure 2.4. An example of sequences (yn)n∈N and (zn)n∈N. The decreasing (resp. increasing)
sequence (zn)n∈N (resp. (yn)n∈N) bounds x(t) for t > t∗

2n (resp. for t > t2n−1).

Consider the function K defined, for x ≥ 0, by

K(x) = x∗ + rf (x∗) [g (x) − g (x∗)] .

We need to prove that K([0, +∞)) ⊆ [0, +∞) in order to build a positive sequence
(xn)n∈N. From (2.21), it follows that, for x ≥ 0

K(x) = (1 − rγ) x∗ + rf (x∗) g (x) .

Then, the positivity of K(x), for x ≥ 0, is equivalent to

rf (x∗) g (x) ≥ (rγ − 1) x∗. (2.42)

As we assumed rγ ≤ 1, then (2.42) is satisfied. On the other hand, from (2.40), (2.41)
and (2.42), one can prove by induction that

0 ≤ x2n+2 ≤ x(t∗
2n+1) < x∗ < x(t∗

2n) ≤ x2n+1.

Let now define the following two subsequences of (xn)n∈N,
⎧⎪⎨
⎪⎩

yn = x2n,

y0 = 0,
and

⎧⎪⎨
⎪⎩

zn = x2n+1,

z0 = K(0).

These sequences are illustrated in Figure 2.4. In fact, we have
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yn+1 = H(yn), zn+1 = H(zn) with y0 = 0, z0 = K(0),

where H is the function defined for x ≥ 0 by H(x) = K2(x) := K(K(x)).
Now, using

K(x) = x∗ + rf(x∗)[g(x) − g(x∗)],

the second inequality of (2.37) implies

|K ′(x)| = rf(x∗)|g′(x)| < 1.

Then, |H ′(x)| = |K ′(K(x))K ′(x)| < 1 so x∗ is the unique fixed point of H: both yn and
zn converge to x∗. Since yn and zn are respectively lower bound of x2n and upper bound
of x2n+1, we proved that

lim
n→+∞x(t∗

2n) = lim
n→+∞x(t∗

2n+1) = x∗.

Then, lim
t→+∞x(t) = x∗. �

While the condition (2.28) for oscillating solutions holds for large values of γ, condi-
tion (2.37) for asymptotic convergence holds for small values of rγ. This means that the
first condition for asymptotic convergence is obtained for large (resp. small) immature
cell mortality rates associated with short (resp. long) differentiation times, or, of course,
for small mortality rates associated with short differentiation times.

If (2.37) is not satisfied, that is if r is too big in comparison with the average cell
lifespan or if rf(x∗) is to big in comparison to the inertia of the differentiation feedback
1/|g′(x)|, our theorem can not guarantee asymptotic convergence, which in the case of
an oscillatory solution could imply the existence of sustained oscillations or even periodic
solution. The body of work currently existing on the existence of periodic solutions [14, 98,
143] could serve as a basis to complete our description with results on periodic behavior.
On the other hand, in the case where there is a change of sign for t ∈ [0, r], we would
need to take into account the influence of the initial condition on the dynamics for t > r

which is out of the scope of this paper. However, we can study the influence of the
conditions at t = 0 on the behavior of the solution for 0 < t < r: in the next section, we
study the effect of the initial conditions Impi

(a), Imk(a), a > 0 and P (0) from the model
of megakaryopoiesis on the initial sign of the solution.
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2.6. Influence of conditions at t = 0 on the sign of the solu-

tion for t ∈ [0, r]

As explained in Section 2.5, the result for asymptotic convergence is restricted to
solutions that satisfy the constant initial sign criterion, given in Definition 2.1.

Because this feature concerns P (t) for 0 < t < r, it can not be assessed using only
Equation (2.18): it depends heavily on the initial conditions given for t = 0, and we
use the model for megakaryopoiesis presented in Section 2.2 as an example to give a
description of this dependence.

2.6.1. A simplified model to study P for t ∈ [0, r]

If we use the original model with n compartments where mpi(t, a) describes the
number of progenitors in the i-th generation and Impi

(a) = mpi(0, a) represents the initial
amount of progenitors at age a in the i-th generation, the method of characteristics gives
the following results for t ∈ [0, r] and i = 1, 2:

mp1(t, τ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

e−δτ κ(TPO(t − r))HSC, t ≥ τ,

Imp1(τ − t)e−δt, 0 < t < τ,

mp2(t, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

2e−δ2τ κ(TPO(t − 2τ))HSC, t ≥ 2τ,

e−δτ Imp1(2τ − t)e−δ(t−r), τ ≤ t ≤ 2τ,

Imp2(τ − t)e−δt, 0 < t < τ.

(2.43)

From Equation (2.43) we can guess that the final expression of P ′(t), 0 < t < r

is defined differently on each interval [0, τ ], [τ, 2τ ], . . . , [(n − 1)τ, nτ ]: for the sake of
simplicity, in this section we then use a simplified version of the original model with only
one equality for t ∈ [0, nτ ]. In this model, megakaryocytic progenitors are represented
with a single compartment supplied by HSC, and release 2n−1 megakaryocytes after a
time nτ (see Figure 2.5).

This hypothesis transforms the system (2.7) into the following one:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
mp(t, a) + ∂

∂a
mp(t, a) = −δmp(t, a), 0 < a < τn, t > 0,

mp(t, 0) = 2n−1κ(TPO(t))HSC, t > 0,

mp(0, a) = Imp(a), 0 < a < τn.

(2.44)
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Figure 2.5. Simplified model of megakaryopoiesis.

Therefore, applying the method of characteristics on the new set of equations (2.44),
(2.10), (2.14) allows us to obtain a differential equation for the total number of platelets
P ′(t) when t ≤ r, divided into two parts:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P ′(t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−γP (t) + 2ne−δtImp(r − t)f(P (t)), τMk ≤ t ≤ r,

−γP (t) + e−δtImk(τmk − t)f(P (t)), 0 < t ≤ τMk,

P (0) = P0,

(2.45)

with notations r = nτ + τMk and f(.) = A ◦ TPO(.) which is a decreasing function.

2.6.2. Sufficient conditions for constant initial sign

We want to monitor the sign of P (t) − P ∗ for t ∈ [0, r] with regards to the sign of
P (0) − P ∗. Using Equation (2.45) and a variation of constant formula, we obtain, for
t ∈ [0, τMk],

P (t) = e−γt
[ ∫ t

0
e(γ−δ)sImk(τmk − s)f(P (s)) ds + P (0)

]
,

and for t ∈ [τMk, r],

P (t) =e−γt
[ ∫ t

τmk

2ne(γ−δ)sImp(r − s)f(P (s)) ds

+
∫ τmk

0
e(γ−δ)sImk(τmk − s)f(P (s)) ds + P (0)

]
.

We write Imk = max Imk, Imk = min Imk, Imp = max Imp.
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It implies that for 0 < t ≤ τMk,

e−γτMkP (0) < P (t) < Imkf(0)e(γ−δ)τMk − 1
γ − δ

+ P (0), (2.46)

and for τMk ≤ t ≤ r,

e−γr
(

Imkf
(Imkf(0)

γ

)e(γ−δ)τMk − 1
γ − δ

+ P (0)
)

<P (t) < f(0)2ne(γ−δ)τMkImp(e(γ−δ)nτ − 1) + Imk(e(γ−δ)τMk − 1)
γ − δ

+ P (0).
(2.47)

Hence, we can deduce the following proposition:

Proposition 2.6. If P (0) > P ∗, then

P (0) > max(m0, mmk),

where m0 := eγτMkP ∗ and mmk := eγrP ∗−Imkf( Imkf(0)
γ

) e(γ−δ)τMk −1
γ−δ

, is a sufficient condition
to obtain a constant initial sign.

If P (0) < P ∗, then
P (0) < min(M0, Mmk)

where M0 := P ∗ − Imkf(0) e(γ−δ)τMk −1
γ−δ

and

Mmk := P ∗ − f(0)
γ − δ

(
2ne(γ−δ)τMkImp(e(γ−δ)nτ − 1) + Imk(e(γ−δ)τMk − 1)

)
,

is a sufficient condition to obtain a constant initial sign.

In Figure 2.6 we give an example of how to go from t0 < τ (Figure 6 (a)) to t0 > τ

(Figure 6 (b-c)) and then to t0 > r (i.e., constant initial sign, Figure 6 (d)) by increasing
P (0) respectively above m0 and mmk.

Such a result can have serious implications, because it tells us that if conditions
(2.37) are satisfied and platelet count ever goes above a certain m = max(m0, mmk), then
oscillations always fade out: oscillations on platelet count might be treated by an injection
of the appropriate amount of platelets (a common procedure).

2.7. Conclusion

In order to study its dynamics (short and long term), a model of megakaryopoiesis
has been built using the framework of population dynamics. Considering the interactions
between stem cells, progenitors cells, mature megakaryocytes, platelets and thrombopoi-
etin, we combined age-structured modeling and the method of characteristic to obtain a
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Figure 2.6. Constant initial sign and conditions at t = 0. Four solutions of the equation (2.45)
(blue) where conditions at t = 0 lead to different relative position for τ , r (dashed green) and the time
t0 when P (t) crosses P ∗ (dashed red).
(A) P (0) = 0.95eγτ P ∗ such that P (t0) = P ∗ for some t0 < τ . (B) P (0) = 1.1eγτ P ∗ such that P (t) > P ∗

for all t ∈ [0, τ) (as implied by (2.46)). (C) P (0) = 0.6Mmk such that P (t0) = P ∗ for some t0 < t. (D)
P (0) = 1.1Mmk such that P (t) > P ∗ for all t ∈ [0, r) (as implied by (2.47)).

single delay differential equation. Particular features of this equation, like linear decay
rate or a negative feedback with respect to current state, involve the development of new
tools to study its dynamics.

We first obtained sufficient and necessary conditions for solutions to oscillate. Then
we found that when solutions have a low initial slope, we can build two enclosing sequences
converging toward the steady state given certain conditions on the feedback functions:
this gives a sufficient condition for the asymptotic convergence of the steady state. We
emphasize the influence of conditions at t = 0 as the behavior of the solution before t = r

is critical for the proof. The history of the system might be inconsequential in some
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applications, but in medicine it is crucial as dynamics can change after a component is
either removed, destroyed or injected. We provided such an example in Section 2.6.

From these two results we can extract preliminary insights regarding the biologi-
cal system. On one hand, the stationary state can be made asymptotically stable by
increasing the resistance of platelets (1/γ) and either decreasing the sensitivity of the
differentiation feedback |g′(x)| or the strength of the expansion feedback at the steady
state f(x∗). On the other hand, oscillations appear if γ is increased to a certain threshold,
but also if parameters from the feedback functions like q (the strength of the feedback on
TPO from platelets) or αA (the maximum number of platelets that can be shed by one
megakaryocyte) are modified. The role of r is more complex as it intervenes both as r

and in the e−δnτ e−δMkτMk part of the function g.
It is straightforward to extend our results from megakaryopoiesis to any system pre-

senting a linear decay term and a feedback expressed as the product of two decreasing
functions of current state and delay state, like in populations with a constant death rate
and a feedback assured by an input rate decreasing with current and/or past population.
Indeed we have shown that classical physiology equations like the Mackey-Glass equation
and the Lasota-Wazewska equation can be represented by the equation we are study-
ing: the sufficient condition for oscillations that we obtained is a generalization of the
previously existing results for these two equations [49, 78].

Finally, the analytic work on initial conditions that we presented in Section 2.6
could be replicated on other systems in order to obtain stability results: delay-dependent
conditions for stability are likely to be relying on specific initial behavior, and we used a
simplified version of our model to give an example of the dependency between this initial
behavior and the conditions of the system at t = 0.

Note that the asymptotic stability of a general family of DDE on R has been explored
by Ivanov et al. in 2003 [65], whose results can be adapted to our context of solutions
on R+ by making restricting to solutions whose global maximum and global minimum
occur for t ≥ r (see [65], Lemma 5). However, a simple computation (detailed in the
annexe) proves that both delay-independent and delay-dependent results in [65] lead to
more complex assumptions than those given in Theorem 2.3. With regard to the two
equations on which Ivanov et al. successfully applied their results, it seems that the
problem is caused by the remaining non-linearity f(x(t))g(x(t − r)) in the positive term
of the equation, or at least by the fact that this non-linearity involves two decreasing
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functions. A result on an even more general family of DDE also exists using the so-called
York condition [109], which neither can be applied to our case due to the linear decay
rate. Furthermore, it can be shown that this criterion can not be used for any equation
of the form

x′(t) = f1(x(t − r))g2(x(t)) − f2(x(t − r))g1(x(t)) (2.48)

with fi, gi positive, f2, g1 increasing and convex, and g2, f1 decreasing (see the annexe).
Thus it is tempting to think that by a reasoning similar to ours, one could find a stability
result for such equations, or at least for such equations with f2(x) = 1. Also, successive
improvements have been made regarding the condition for global asymptotic stability in
more specific cases of (2.18) (for Mackey-Glass equation see [14, 52, 74, 85]), and future
work will be dedicated to explore a potential extension of these works onto our equation.

Nevertheless, papers mentioning the oscillatory behaviors of specific cases [14, 59, 153]
did not improve the results obtained in the aforementioned papers [49, 78]. The interest
in the community has shifted towards other versions of the Mackey-Glass equation [76],
equations with periodic coefficients or other types of equations (second- or third-order,
neutral or impulsive). Similarly to the results on asymptotic convergence, we think that
further work should be dedicated to the oscillatory behavior of equations of the general
form (2.48), or at least for such equations with f2(x) = 1.

Finally, in this work we linked these different dynamics (oscillations and asymptotic
convergence) to mechanistic parameters of megakaryopoiesis, but to reach full potential
these results would need to be tested against actual medical data. On one hand, we
would assess the strength of our biological hypothesis. For example, this work is focused
on the impact of TPO only on platelet regulation, while it is known that other cytokines,
like SDF-1 for instance, play important roles in megakaryopoiesis. Although its action
is mainly unknown [70], it has been shown that SDF-1 stimulates megakaryopoiesis via
TPO-independent CXCR4 receptor pathways by enhancing the chemotactic activity of
their progenitors [110]. Because of the lack of biological information about their role
into megakaryocyte population dynamics, it is likely that they would have a limited
role, and we restricted our study to the role played by TPO considered as the main
stimulating factor in megakaryopoiesis lineage. Comparing our results with clinical data
through parameter estimation will lead us to a clear idea of the different protagonists
of this process in normal and pathological cases. On the other hand, once we are able
to reproduce the dynamics that can be found both in normal and pathological cases, we
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have the possibility to assess the strength of our mathematical results and possibly gain
insights on possible therapeutic strategies.

2.8. Appendix

2.8.1. Comment on the role of the constant initial sign condition

We consider a solution x of (1.2) such that for t ≥ r we have

d

dt
x(t) = −γx(t) + f(x(t))g(x(t − r)).

We write t0 the first time in [r, +∞) such that x(t0) = x∗ and x′(t0) > 0, t∗
0 the first time

in [t∗
0, +∞) such that x′(t∗

0) = 0 and t1 the first time in [t∗
0, +∞) such that x(t1) = x∗.

In the proof of Theorem 2.3, we need for x(t1 − r) ≥ x∗ to imply that t1 − r ≥ t0.
This can only be obtained by adding one of these two conditions:

• t1 > 2r, therefore t1 − r ≥ r and as t ∈ [r, t1] and x(t) ≥ x∗ implies t ≥ t0, we get
t1 − r ≥ t0 ;

• or x(t) ≤ x∗ for t ∈ [0, t0], such that if t ∈ [0, t1] and x(t) ≥ x∗ then t ≥ t0.

The constant initial sign condition is equivalent to the second one.
Unlike in most results, the value of the solution x on [0, r] is not given by a function

φ : [0, r] → R, but instead it is given as the solution of a system of delay differential involv-
ing the initial state of all compartments mpi(0, a), i = 1, . . . , n, a ∈ [0, τ ] and mk(0, a)
for a ∈ [0, τMk]. In Section 2.6, we show that if we summarize the n megakaryocytic
progenitor compartments by one compartment, the solution on [0, r] is given by

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P ′(t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−γP (t) + 2ne−δtImp(r − t)f(P (t)), τMk ≤ t ≤ r,

−γP (t) + e−δtImk(τmk − t)f(P (t)), 0 < t ≤ τMk,

P (0) = P0,

(2.49)

2.8.2. Using the results from Ivanov et al. [65] on our problem

We recall that Ivanov et al. propose two results for the following DDE:

x′(t) = f1(x(t − h))g2(x(t)) − f2(x(t − h))g1(x(t)) (2.50)

with hypothesis

— (H0) g1(0) = 0, and fi(x) > 0, gi(x) > 0 for all x > 0, i=1, 2;
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— (H1) g(x) = g1(x)/g2(x) is strictly increasing for x > 0. Furthermore, g(0+) = 0,
and lim

x→+∞ g(x) = +∞.

— (H2) Let f(x) = f1(x)/f2(x). There is exactly one point x > 0 such that f(x) =
g(x) ; moreover, f(x) > g(x) in (0, x) and f(x) < g(x) in (x, ∞).

Equation (2.18) is equivalent to (2.50) with f1(x) = g(x), f2(x) := 1, g1(x) = γx

and g2(x) = f(x), such that to avoid confusion we re-write g from (H1-H2) above as
G(x) := γx/g(x).

2.8.2.1. Delay-independent condition for stability

Authors introduce a function F defined as F (x) := g−1(f(x)), and state the following
condition for global stability :

(C) The second iteration F 2 of the map F : x �→ g−1(f(x)) does not have
a fixed point in R+\{0} other than x, and x is locally attracting.

To apply this result to our case, one needs to prove that if G(x) = γx/g(x), then x∗ is
the globally attracting fixed point of the map F (x) := G−1(f(x)). A sufficient condition
is |F ′(x)| < 1, that is ∣∣∣∣f

′(x)g2(G−1(f(x)))
γ − γg′(G−1(f(x)))

∣∣∣∣ < 1.

We think that the assumptions needed to prove this inequality are too complicated
for this tool to be relevant in our case.

2.8.2.2. Delay-dependent condition for stability

For the delay-dependent condition for stability, the authors first assume that
−f ′(x∗) > G′(x∗), that is

− f ′(x∗) >
γg(x∗) − γx∗g′(x∗)

g(x∗)2 . (2.51)

They also introduce the functions φ+ and φ− defined as the solutions for
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫ φ+
x

dz

F+(z, m, M) = h, where F+(z, m, M) =

∣∣∣∣∣∣∣
maxu∈[m,M ] f1(u) g1(z)
minu∈[m,M ] f2(u) g2(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ,

∫ φ−
x

dz

F−(z, m, M) = h, where F−(z, m, M) =

∣∣∣∣∣∣∣
minu∈[m,M ] f1(u) g1(z)
maxu∈[m,M ] f2(u) g2(z)

∣∣∣∣∣∣∣

(2.52)

such that φ+ ∈ [x, ξ∗) where ξ∗ is the smallest zero of F+(z, m, M) and φ− ∈ [x, η∗) where
η∗ is the smallest zero of F−(z, m, M).
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They then give the following theorem:

Theorem 2.4 ([65], Theorem 4). Suppose that the system of two inequalities

φ+(a, b) ≥ b, φ−(a, b) ≤ a (2.53)

does not have a solution (a, b) such that 0 < a < x∗ < b. Then the steady state x(t) ≡ x∗

of (2.50) is globally asymptotically stable.

We attempt to apply to our equation (2.18) the method used by Ivanov et al. to
apply Theorem 2.4 to two special cases (see [65] Corollary 3, p.11, and [65] Theorem 1,
p.3). This method relies on giving upper and lower bounds respectively to Φ+(m, M) and
Φ−(m, M), which in our case are defined as the solutions of

∫ φ+

x∗

dz

f(m)g(z) − γz
= r,

∫ φ−

x∗

dz

f(M)g(z) − γz
= r,

and give conditions such that the only way to have m and M within these bounds is to
have m = x∗ = M .

We define β := − max
x∈R+

g′(x) > 0, such that for all x ∈ R+, g(x) < g(x∗) − β(x − x∗).
Therefore we get

h =
∫ φ+

x∗

dz

f(m)g(z) − γz
≥
∫ φ+

x∗

dz

f(m)(g(x∗) + β(x∗ − z)) − γz
,

≥
∫ φ+

x∗

dz

−(f(m)β + γ)z + f(m)(g(x∗) + βx∗) .

Integrating the last expression, we obtain

h ≥ −1
f(m)β + γ

ln −(f(m)β + γ)Φ+ + f(m)(g(x∗) + βx∗)
f(m)g(x∗) − γx∗ ,

which, given that f(m)β + γ > 0, is equivalent to

− h(f(m)β + γ) ≤ ln −(f(m)β + γ)Φ+ + f(m)(g(x∗) + βx∗)
f(m)g(x∗) − γx∗ ,

i.e.
e−h(f(m)β+γ) ≤ −(f(m)β + γ)Φ+ + f(m)(g(x∗) + βx∗)

f(m)g(x∗) − γx∗ .

Given that f(m)g(x∗) − γx∗ > f(x∗)g(x∗) − γx∗ = 0, the above inequality is equivalent
to

e−h(f(m)β+γ)(f(m)g(x∗) − γx∗) − f(m)(g(x∗) + βx∗) ≤ −(f(m)β + γ)Φ+,
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that is,

Φ+ ≤ f(m)g(x∗)(1 − e−h(f(m)β+γ)) + (f(m)β + e−h(f(m)β+γ)γ)x∗

f(m)β + γ
.

Similarly we can obtain the following inequality with Φ− :

Φ− ≥ f(M)g(x∗)(1 − e−h(f(M)β+γ)) + (f(M)β + e−h(f(M)β+γ)γ)x∗

f(M)β + γ
.

Therefore, for all (m, M) ∈ R2
+,

φ+(m, M) ≤ H(m), and φ−(m, M) ≥ H(M), (2.54)

where H is a function on R+ defined as

H(x) := f(x)g(x∗)(1 − e−r(f(x)β+γ)) + (f(x)β + e−r(f(x)β+γ)γ)x∗

f(x)β + γ
.

Therefore, if there exists a condition such that for all (m, M) ∈ R2
+ with x∗ ∈ [m, M ] we

have H([m, M ]) ⊂ [mM ], then

φ+(m, M) ≤ M, and φ−(m, M) ≤ m, (2.55)

and Theorem 2.4 applies. Once again, we think that if such a condition exists, it is more
complicated than the one we gave in Theorem 2.3, that is

γr < 1 and rf(x∗)β < 1.

2.8.3. Using Yorke’s functional results from Oliveira [109] on our problem

Oliveira’s result [109] applied on an autonomous equation of general form

x′(t) = F (xt), t ≥ 0,

relies on the existence of two reals λ1, λ2 ∈ R+ and a function h with either
1. ∃b ≥ 0 such that h(x) := −x

1+bx
for x > −1/b ,

2. h(x)x < 0 and |h(x)| < |x| for x 	= 0,
such that

λ1h(M(φ)) ≤ F (φ) ≤ λ2h(−M(−φ)), for t ≥ 0, φ ∈ C (2.56)

where M(φ) := max{0, supθ∈[−τ,0] φ(θ)} is the Yorke’s functional.
We will show that if one wants to apply Oliveira’s result on the case

F (φ) = f1(φ(−τ))g2(φ(0)) − f2(φ(−τ))g1(φ(0)) (2.57)
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where f1 and g2 are decreasing, g1 and f2 are increasing and convex near 0, and 0 is an
equilibrium point, we find a function h verifying (2.56) which cannot verify condition (ii).
Indeed, if we set λ1 = λ2 = (g.f)′(0) and h(x) = f1(x)g2(x)−f2(x)g1(x)

(g1.f2)′(0) , we have
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M(φ) > φ(0), φ(−τ) ⇒ −f2((M(φ)))g1(M(φ)) < −f2(φ(−τ))g1(φ(0))
⇒ f1(M(φ))g2(M(φ)) < f1(φ(−τ))g2(φ(0))

−M(−φ) < φ(0), φ(−τ) ⇒ −f2((−M(−φ)))g1(−M(−φ)) > −f2(φ(−τ))g1(φ(0))
⇒ f1(−M(−φ))g2(−M(−φ)) > f1(φ(−τ))g2(φ(0))

(2.58)
implying (2.56). Now, g1 and f2 being convex near 0 implies that there exists x > 0 such
that f2(x)g1(x)−f2(0)g1(0)

x
≥ (g1.f2)′(0), i.e. f2(0)g1(0)−f2(x)g1(x)

(g1.f2)′(0) ≤ −x for x > 0. Hence, we use
the fact that by definition f2(0)g1(0) = f1(0)g2(0) to deduce that, for x > 0,

h(x) = f1(x)g2(x) − f2(x)g1(x)
(g1.f2)′(0) = f1(0)g2(0) − f2(x)g1(x)

(g1.f2)′(0)

= f2(0)g1(0) − f2(x)g1(x)
(g1.f2)′(0) ≤ −x.

(2.59)
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A MODEL FOR MEGAKARYOPOIESIS WITH

STATE-DEPENDENT DELAY
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— Construction du modèle

— Mise en équations du modèle et analyse préliminaire

— Étude de stabilité
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— Simulations
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Résumé

Nous analysons la stabilité d’un système d’équations différentielles avec un retard dé-
fini par seuil, issu d’un modèle pour la production des plaquettes. Nous considérons
une population de mégacaryoblastes structurée en maturité et une population de pla-
quettes structurée en âge, avec une régulation croissante de la vitesse de maturation des
mégacaryoblastes par la thrombopoïétine. En utilisant la méthode des caractéristiques
et l’approximation de “quasi-état d’équilibre” (quasi-steady-state approximation) pour la
variation de la TPO, les équations aux dérivées partielles sont réduites à un système de
deux équations à retard dépendant de l’état issu de la variabilité du taux de maturation.
Nous commençons par introduire le modèle et nous prouvons la positivité et le caractère
borné des solutions. Puis nous introduisons un changement de variables qui nous permet
d’obtenir un système équivalent de deux équations à retard fixe, que nous utilisons pour
montrer l’existence et l’unicité des solutions. La linéarisation autour de l’unique équilibre
engendre une équation caractéristique transcendante de degré 3, et nous introduisons le
résultat principal, un nouveau cadre pour l’analyse de stabilité pour les modèles à retard
fixe. Ce cadre d’analyse est ensuite utilisé pour étudier la stabilité de la production des
plaquettes en fonction de ses paramètres. Enfin, à partir de paramètres obtenus et es-
timés via la littérature, nous donnons un exemple dans lequel des solutions périodiques
apparaissent lorsque le taux de mort des mégacaryoblastes est multiplié par 10.

84



Mots-clés : Mégacaryopoïèse, plaquettes, thrombopénie cyclique, analyse de stabilité,
équation transcendante, bifurcation de Hopf.

Abstract

We analyze the stability of a system of differential equations with a threshold defined
delay arising from a model for platelet production. We consider a maturity-structured
population of megakaryocytic progenitors and an age-structured population of platelets,
where the cytokine thrombopoietin (TPO) increases the maturation rate of progenitors.
Using the quasi-steady-state approximation for TPO dynamics and the method of charac-
teristics, partial differential equations are reduced to a system of two differential equations
with a state-dependent delay accounting for the variable maturation rate. We start by in-
troducing the model and we prove the positivity and boundedness of the solutions. Then
we use a change of variables to obtain an equivalent system of two differential equations
with a constant delay, from which we prove existence and uniqueness of the solution. As
linearization around the unique positive steady state yields a transcendental characteris-
tic equation of third degree, we introduce the main result, a new framework for stability
analysis on models with fixed delays. This framework is then used to describe the stability
of the megakaryopoiesis with respect to its parameters. Finally, with parameters being
obtained and estimated from data, we give an example in which oscillations appear when
the death rate of progenitors is increased 10-fold.
Keywords: Megakaryopoiesis, platelet, cyclic thrombocytopenia, stability analysis, tran-
scendental equation, Hopf bifurcation.

3.1. Introduction

3.1.1. Objectives

The aim of this work is to study the stability of a new system of two delay-differential
equations with state-dependent delays. We use a change of variable introduced by Smith
[131] to obtain an equivalent system of delay-differential equation with a distributed delay.
Then we analyze the stability of this system using an adaptation of the framework pro-
posed by Beretta et al. [13]. Meanwhile, a new model of platelet production is formulated
relying solely on the regulation of the maturation process of progenitor cells. The stability
analysis presented before is then applied to explore the potential sources of oscillations in
platelet count.
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3.1.2. Biological background

3.1.2.1. Platelets, megakaryocytes and disorders

Platelets are the blood cells in charge of preserving the structural integrity of the
blood vessels. Among the smallest cells in the human body (2-3 μm), they originate from
the hematopoietic stem cells (HSC) located in the bone marrow. It is well known that
HSC generate also other blood cells like white blood cells (10-30 μm) and red blood cells
(6-8 μm). Although lacking a nucleus like the latter, the generating process of platelets
is different as it cannot be traced back to a cell which excluded its nucleus. Instead, large
differentiated HSC called megakaryocytes undergo endomitosis, that is multiple divisions
of the nucleus without division of the cytoplasm. This process increases the ploidy of the
cell (the number of DNA copies it contains), modifies the structure of its cytoplasm, and
platelets result from the fragmentation of this modified cytoplasm. Platelet counts are
usually between 150, 000/μL and 450, 000/μL of blood, and platelet counts whose distance
to this norm is clinically significant exhibit two kinds of pathologies: thrombocytopenia
(below 150, 000 platelets per μL) and thrombocytosis (above 600, 000/μL) [111]. Both of
these disorders may lead to severe complications. On one hand, aggravated thrombocy-
topenia (< 50, 000/μL) may be associated with morbidity and complications in medical
management of patients with conditions such as cancer, liver disease or chronic hepatitis
C virus infection [4]. On the other hand, aggravated thrombocytosis may induce bleeding
and thrombotic complications associated with illness and death [122]. These two disor-
ders may also be involved in a condition known as cyclic thrombocytopenia (CT) [135],
where platelet count oscillates between very low (1, 000/μL) to normal or very high levels
(2, 000, 000/μL) with a period usually between 20 and 40 days. Although the pathogenesis
of CT is not clear, most cases are thought to belong to one of the following two categories.
Autoimmune CT corresponds to patients with a high level of platelet-specific antibodies,
such that the destruction rate of platelet is increased although megakaryocyte levels are
normal; and amegakaryocytic CT corresponds to patients with the presence of specific
antibodies targeting either mature megakaryocytes or megakaryocytic progenitors, i.e.
with an increased megakaryocyte destruction rate. Both involve autoimmune antibodies,
resembling immune thrombocytopenia purpura: it often implies misdiagnosis, leading pa-
tients with CT to receive risky medical treatments (corticosteroids and splenectomy, i.e.
removal of the spleen) with no result [47].
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Figure 3.1 depicts a clinical case of cyclic oscillations in platelet count, where the
patient was found to be positive for antibodies targeting megakaryocytic progenitors and
mature megakaryocytes [155].
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Figure 3.1. (a) Cyclic oscillations of platelet counts over 160 days, as they appear in the case report
by Zent et al. [155]. The blue dashed line represents the average platelet level 20.3 × 109/kg (that is,
284×103/μL), and the red dashed line represents the limit for aggravated thrombocytopenia 3.8×109/kg
(that is, 50×103/μL). (b) The corresponding normalized Lomb periodogram associates potential periods
T with a score P (T ) (blue line). Using p = NeP (T ) (red dotted lines) where N is the number of data point
as an approximation of the significance level [43], we see that a period 30 ≤ T ≤ 33 days is significant
(p ≤ 0.001).

3.1.2.2. Platelet regulation: role of the thrombopoietin

Since the platelet discovery, megakaryopoiesis has been thought to be regulated by a
similar mechanism as in erythropoiesis (production process of red blood cells). It has been
believed indeed that low cell count was stimulating the release of a cytokine enhancing
platelet production. But while such a cytokine, coined “thrombopoietin” (TPO), was
identified with certainty in the 1990s [71], it was later found that TPO level regulation was
carried out by receptors named c-Mpl on the surface of platelets and other megakaryocytic
cells [27, 123]. Similarly, many attempts were carried out to pinpoint the exact phase point
where TPO would act on the megakaryocytic cell line. Results ranged from stem cells
expansion [129] and reduced apoptosis in megakaryocytes [154] to an amplification of the
endomitosis phase, where a bigger nucleus would imply more platelets per megakaryocyte
[20]. But regarding this last hypothesis, several studies raised the question of the potency
for TPO levels to control platelet production through endomitosis enhancement. First,
Zimmet et al. explored the in vivo effect of the over-expression of cyclin D3 [156]. Their
measurements showed that despite the increasing ploidy of megakaryocytes of transgenic
mice, the difference between platelet counts was not significant. Later, two studies by Ng
et al. [105] and Meyer et al. [103] were conducted to assess the potency of megakaryocytic
progenitors to be fully responsible for the increased production of platelets if needed.
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Disabling TPO interaction with mature megakaryocytes and platelets (through altering
respectively the production of c-Mpl receptors [105] and the expression of the kinase
Jak2 [103]), both teams observed a significant increase in platelet production. Therefore,
whether the action of TPO on endomitosis might be dispensable is an open question.

3.1.3. Previous mathematical modeling approaches

The progress made regarding biological knowledge is nicely paralleled with the evo-
lution of mathematical models for thrombopoiesis, starting in 1979 with Wichmann et
al. [149]. Using three compartments corresponding to HSC, megakaryocytes (whose pro-
liferation is up-regulated by TPO) and assuming a platelet-regulated TPO production,
authors successfully reproduced the overshoot that is observed following platelet depletion
induced by exchange transfusion. The same authors later introduced an age-structure in
their model via the McKendrick-Von Foerster partial differential equation, although they
focused only on platelet survival [148]. This idea was extended six years later by Eller
et al. [42] where the McKendrick-Von Foerster equation was also used to describe the
dynamics of HSC and of megakaryocytes: authors proved existence and uniqueness of
solutions, but stability results remained limited [57]. From 2000 onward two tendencies
arose. The first was dedicated to obtaining results on the effect of chemotherapy and
irradiations in medical treatment on megakaryopoiesis, a thesis by D. H. Grassle being
an early example [53]. Building upon previous successes reproducing the dynamics of
granulopoiesis under heavy and/or repetitive stress [125], Scholz et al. [126] developed a
model of megakaryopoiesis under chemotherapy with successful simulations of both cell
count and TPO levels [126]. Results of the same quality were obtained later by Wentz
et al. [147] with a model of megakaryopoiesis under radiations. Unfortunately, these last
models seem, to the best of our knowledge, unfit for an extensive analytical work due the
tendency to use successive compartments. The second tendency focused on oscillatory
dynamics once TPO was purified, allowing measurements of TPO level [63]. Indeed, pre-
liminary works [10, 142] involving delay differential equations were updated by Santillan
et al., leading to a model where transition dynamics from different levels of ploidy are up-
regulated by TPO [121]. Authors reproduced both stable and oscillating platelet counts,
but no analytic account was given of this change of stability. Modeling of megakaryocyte
growth was later changed from discrete ploidy classes to continuous megakaryocyte vol-
ume in an article by Apostu et al. integrating each of the three hematopoietic lineages [6].
Exploring the effect of changes of the accelerated peripheral destruction of platelets on
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stability, the hypothesis of a Hopf bifurcation as the source of oscillations was formulated
but not verified. This gap was filled nine years later when the same group managed to
fit a refined model to both stable and oscillating platelets count from clinical data [82]:
stability analysis revealed that there was indeed a Hopf bifurcation occurring along the
parameter changes, inducing oscillations.

However, according to the experimental work presented above, these models might be
more complicated than needed. In this paper, our aim is to answer the following question:
is a TPO-induced increase in progenitor growth sufficient to produce a model with the
ability to produce oscillatory behaviors consistent with CT pathogenesis? Considering
this single feedback leads to a simpler model, implying that a more extensive stability
analysis can be performed. We build a framework to explore the impact that different
changes in parameters have on the onset of oscillations.

Our paper is organized as follows. We start with a description of the dynamics
of progenitors, platelets and TPO with non-linear partial differential equations (section
3.2) that we reduce to a system of threshold-delay differential equations using the quasi-
steady state approximation. We then prove the well-posedness of our model as well
as the boundedness and positivity of the solution (section 3.3). Next, we transform this
system into a standard functional differential equation system using the change of variable
described by Smith [131], and use this new formulation to prove existence and uniqueness
of solutions (section 3.4). It is followed by the main result, a new framework for stability
analysis on models with a fixed delay, adapted from Beretta et al. [13], with more specific
results for a special kind of third-order characteristic equation (section 3.5). Finally, we
apply this framework to our model of megakaryopoiesis to show that an increase in the
death rate of megakaryocytic progenitors induces oscillations in the amount of platelets
(section 3.6).

3.2. A maturity-structured model for megakaryopoiesis

In our model we consider three quantities.

— The megakaryocytic progenitors count: upon commitment, HSCs are assumed to
enter the progenitors compartment with a constant rate, and mature with a speed
up-regulated by the TPO blood level, hence we use a maturity-structured model.
The total amount of progenitors is written M (cells/kg).
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— The platelets count: the platelets are only affected with a random decay, not by
TPO level, hence we use an age-structured model. The total amount of platelets
is written P (cells/kg).

— And finally, TPO blood level , which is considered quasi-stationary with regards
to the two other quantities. The concentration of TPO in the blood is written T

(pg/mL).

3.2.1. Megakaryocytic progenitor dynamics

3.2.1.1. Progenitors as a maturity-structured population

Megakaryocytic progenitors (MkPs) appear when the division of an HSC gives birth
to two committed cells. We represent them with a maturity structure, assuming that
they divide again once they reached maturity x = 1. The maturity increases with a speed
V (T (t)), depending on the TPO level.

This maturity-structured population is described by the following equation:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
m(t, x) + ∂

∂x
(V (T (t))m(t, x)) = −δm(t, x), 0 < x ≤ 1, t > 0

m(t, 0) = κ/V (T (t)), t > 0,

m(0, x) = m0(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(3.1)

Here, δ > 0 is the constant death rate of progenitors, κ > 0 is the constant arrival rate of
HSC into the progenitors compartment, V : R+ → R∗

+ is a strictly positive, continuous
increasing function representing the TPO-dependent maturation speed of progenitors,
and m0 is the distribution of progenitors at time t = 0. This system is represented in
Figure 3.2. For details on the derivation of the boundary condition, see section 3.8.1 of
the annexe.

Figure 3.2. The maturity-structured model for megakaryopoiesis as presented in section 3.2.1.1: as
detailed in System (3.1), progenitors arrive from the pool of HSC, they die randomly with a rate δ, they
mature with a rate V (T (t)) until they reach maturity 1, where they divide in two megakaryocytes which
release platelets and disappear.
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3.2.1.2. A differential equation for progenitors count: method of characteristics

We introduce t1 > 0 the solution of
∫ t

0 V (T (y)) dy = 1, and for all t ≥ t1 we define
τ(t) > 0 as the solution of ∫ t

t−τ(t)
V (T (y))dy = 1.

The method of characteristics on system (3.1) then implies that for t ≥ t1, we have

m(t, 1) = m(t − τ(t), 0)e−δτ(t). (3.2)

The total number of progenitors is
∫ 1

0
m(t, x)dx and denoted by M(t). When we

differentiate this integral, we combine the first two equations of system (3.1) with Equation
(3.2) to obtain the following differential equation on M(t) for t ≥ t1:

M ′(t) = −δM(t) + κ
[
1 − V (T (t))e−δτ(t)/V (T (t − τ(t)))

]
. (3.3)

While the method of characteristics also yields an expression for 0 ≤ t ≤ t1 of M ′(t),
it is out of the scope of this paper which focuses on long-term dynamics.

3.2.2. An age-structured population of platelets

Progenitors undergo successive divisions until they become megakaryocytes. But the
number of these divisions is currently unknown, and we believe that one TPO-induced
division might already capture detailed dynamics. Therefore, we consider that when it
reaches maturity, the progenitor divides itself into two mature megakaryocytes which
immediately shed a constant quantity of A platelets each. It implies that this quantity A

needs to be increased above the standard interval 1000–3000 [62] for the platelet count to
reach its real order of magnitude, accounting for the missing divisions.

Assuming the platelets are age-structured with decay γ > 0, we obtain the following
equations for t > t1: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂t
p(t, a) + ∂

∂a
p(t, a) = −γp(t, a), a ≥ 0,

p(t, 0) = 2Aκ
V (T (t))

V (T (t − τ(t)))e−δτ(t),

p(t, ∞) = 0 and p(0, a) = p0(a) for a ≥ 0.

This system is represented in Figure 3.3. Here the link between the incoming flux of
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Figure 3.3. Model of megakaryopoiesis where M(t) and P (t) are the total amount of megakaryocytic
progenitors and platelets respectively.

platelets and flux of maturing MkPs is straightforward, for t ≥ t1:

p(t, 0) = 2A.m(t, 1)V (T (t)) = 2A.e−δτ(t)m(t−τ(t), 0)V (T (t)) = 2Aκ
V (T (t))

V (T (t − τ(t)))e−δτ(t).

Now if we account for the total population of platelets P (t) =
∫ +∞

0
p(t, a)da, we get

the following differential equation for t > t1:

d

dt
P (t) = −γP (t) + 2Aκ

V (T (t))
V (T (t − τ(t)))e−δτ(t). (3.4)

3.2.3. The cytokine TPO up-regulates the maturation process

As stated previously, the platelet production increases with TPO, and it has been
observed that the acceleration of the division dynamics is a sufficient mechanism to obtain
a complete feedback mechanism [103, 105]. As T (t) the quantity of TPO is “perceived” by
progenitors through their c-Mpl receptors, we assume that maturation rate is a function
of the TPO available through this mechanism, leading to the following for t ≥ 0:

V (T (t)) = α
T n(t)

Kn
T + T n(t) + β. (3.5)

We use a saturating function of T (t), representing the binding dynamics of the c-MPL
and TPO complex (see further). We add a fix coefficient β to account for the observations
that megakaryopoiesis is still happening without an effective TPO feedback (10% of the
normal count [36], possibly due to stimulation by other cytokines).

TPO itself is produced constitutively by the liver, stable in plasma [84], and cleared
through binding to c-Mpl receptors on circulating platelets and progenitors [37, 84]. It is
reasonable to assume that the speed of maturation is proportional to the rate of binding,
therefore we formulate the binding dynamics using the same Hill function as above and

92



obtain the following differential equation for t ≥ 0:

d

dt
T (t) = Tprod − αT (αMM(t) + αP P (t)) T (t)n

Kn
T + T (t)n

.

Similarly to Colijn et al. ([25], equation (10)) or earlier Bernard et al. ([15], Appendix
A), we assume that the process of TPO binding to c-Mpl is much faster than changes in
the number of progenitors and platelets, implying that dynamics equilibrium is reached
at any time for TPO, i.e. dT

dt
(t) ≈ 0 for all t. This is called the “quasi-steady-state

approximation”, and it leads to:

0 = Tprod − αT (αMM(t) + αP P (t)) T (t)n

Kn
T + T (t)n

, (3.6)

such that if αT (αMM(t) + αP P (t)) > Tprod we have

T (t)n

Kn
T + T (t)n

= Tprod/αT

αMM(t) + αP P (t) ,

What we see here is that if αT (αMM(t) + αP P (t)) is less than Tprod, there is no T such
that dT/dt = 0. This implies that if αT (αMM(t)+αP P (t)) get closer to Tprod, T virtually
goes to infinity.

Using this expression, the equation (3.5) gives V the maturation rate as a function
of M(t) and P (t), t ≥ 0:

V (T (t)) = V(αMM(t) + αP P (t)) := α
Tprod/αT

αMM(t) + αP P (t) + β. (3.7)

The system formed with equations (3.3), (3.4) and (3.7) is our age and maturity-
structured system of thrombopoiesis dynamics, as shown in Figure 3.4. In the next
section, we formulate it as a system of threshold-defined delay differential equations. We
also show that the solutions are positive and bounded.

3.3. A system of threshold-defined DDEs for megakary-

opoiesis

Using Equation (3.7) in Equations (3.3) and (3.4), we obtain the following system
for t > t1:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d
dt

M(t) = −δM(t) + κ
[
1 − V(αMM(t) + αP P (t))

V(αMM(t − τ(t)) + αP P (t − τ(t)))e−δτ(t)
]
,

d
dt

P (t) = −γP (t) + 2Aκ
V(αMM(t) + αP P (t))

V(αMM(t − τ(t)) + αP P (t − τ(t)))e−δτ(t).

(3.8)
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Figure 3.4. The quantities M(t) and P (t) down-regulate the total amount of TPO T (t) which in turn
up-regulates the speed of maturation of megakaryocytic progenitors.

where τ(t) is such that
∫ t

t−τ(t) V(αMM(s) + αP P (s))ds = 1 from (3.2).
We introduce a new variable W (t) = αMM(t)+αP P (t) for all t ≥ t1, which represents

the total amount of c-Mpl receptors in the system. We prove the following basic properties:

Proposition 3.1. Assume that initial conditions M(s), P (s) are strictly positive and such
that W (s) ≥ Tprod/αT for s ∈ [0, t1], 2AαP ≥ αM and αMκ > Tprod/αT max(δ, γ). Then
solutions of System (3.8) are non-negative and eventually bounded, and W (t) stays above
Tprod/αT for all t ≥ t1.

Proof. We divide the proof into three steps.
1. Positivity of the solutions: assume that there exists a t ≥ t1 such that P (t) = 0,

P (t) > 0 for t ∈ [0, t) and M(t) > 0 for t ∈ [0, t]. Therefore

d

dt
P (t) = 2Aκ

V(αMM(t))
V(αMM(t − τ(t)) + αP P (t − τ(t)))e−δτ(t),

which is always positive. This implies that P is always positive.

In order to prove the positivity of M , we recall that it is defined as M(t) =∫ 1
0 m(t, x) dx. On the other hand, we know that for all t > t1 and all x ∈ [0, 1],

there exists a σ(t, x) ∈ R∗
+ such that

∫ t
t−σ(t,x) V(αMM(y) + αP P (y)) dy = x, and

the method of characteristics implies m(t, x) = m(t−σ(t, x), 0)e−δσ(t,x). Therefore,
if for some t ≥ 1 we have P (t) > 0 for t ∈ [0, t] and M(t) > 0 for t ∈ [0, t), then
m(t, 0) = κ/V(αP P (t) + αMM(t)) is positive for t ∈ [0, t], implying the positivity
of m(t, x) for all t ∈ [0, t], x ∈ [0, 1], which in turns implies the positivity of M(t).
This implies that M is always positive.
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2. Eventual boundedness of the solutions: if t is such that γP (t) + 2AδM(t) ≥ 2Aκ,
then

dP

dt
+ 2A

dM

dt
= −γP (t) − 2AδM(t) + 2Aκ ≤ 0.

This implies that if P (t1) and M(t1) are finite, P (t) and M(t) remain finite for all
t ≥ t1, i.e. the system is bounded (as both variables are non-negative).

3. W (t) stays above Tprod/αT for all t ≥ t1: we write

dW

dt
(t) = αP (δ − γ)P (t) − δW (t) + κ

[
αM + (2AαP − αM) V(W (t))e−δτ(t)

V(W (t − τ(t)))
]
.

We first notice that given M(t) > 0, W (t) > αP P (t) such that

αP (δ − γ)P (t) − δW (t) ≥ − max(δ, γ)W (t).

Therefore if W (t) = Tprod/αT , we use 2AαP > αM , καM >
Tprod

αT
max(δ, γ) and

the positivity of V to obtain dW

dt
(t) > 0. Because dW

dt
(t) > 0 when W (t) =

Tprod/αT , then there exists W > Tprod/αT such that W (t) = W implies dW

dt
(t) ≥ 0:

W (t) > Tprod/αT for all t > 0.
�

Provided that initial conditions satisfy the conditions given in Proposition 3.1, System
(3.8) is a closed system of differential equations with a delay defined by threshold (TD-
DDE). But in order to study the stability of our system, in the next section we transform
it into a system of functional differential equations using a change of variable. We also
use this formulation to obtain a result on existence and uniqueness of the solutions.

3.4. A change of variable transforms the TD-DDE model into

a system of functional differential equations

Following Smith’s method [131], we introduce a new time variable θ. It is linked
to the original time scale by the function t, which for every solution (M(t), P (t)), t ≥ 0
associates to every θ > 0 the value t(θ) such that

∫ t(θ)

0
V(αMM(s) + αP P (s)) ds = θ. (3.9)

θ represents the “physiological” time scale along which the maturation of progenitors is
a linear process.
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We see that by definition of the function τ , if θ is such that t(θ) > t1, then
∫ t(θ−1)

0
V(αMM(s) + αP P (s))ds = θ − 1

=
∫ t(θ)

0
V(αMM(s) + αP P (s))ds −

∫ t(θ)

t(θ)−τ(t(θ))
V(αMM(s) + αP P (s))ds,

=
∫ t(θ)−τ(t(θ))

0
V(αMM(s) + αP P (s))ds.

Because V is a positive function, the integral is always positive, which implies that t(θ −
1) = t(θ) − τ(t(θ)). Next we notice that Equation (3.9) implies, for θ ≥ 1,

1 = dθ

dθ
= d

dθ

∫ t(θ)

0
V(αMM(s) + αP P (s))ds = dt(θ)

dθ
V(αMM(t(θ)) + αP P (t(θ))).

For all θ > 1, we now define M(θ) := M(t(θ)), P(θ) := P (t(θ)), W(θ) := W (t(θ)). We
then deduce from above

τ(t(θ)) = t(θ) − (t(θ) − τ(t(θ))) = t(θ) − t(θ − 1) =
∫ 0

−1

1
V(Wθ(r)) dr,

where Wθ(.) is defined on [−1, 0] by Wθ(r) = W(θ + r).
We define τ0 : C0 → R as τ0 : φ �→ ∫ 0

−1 1/V(φ(r)) dr and we use (3.8) to obtain, for
θ ≥ 1:

dP
dθ

(θ) = dP

dt
(t(θ))dt(θ)

dθ
=
(

− γP(θ) + 2A
κe−δτ0(Wθ)V(W(θ))

V(W(θ − 1))
)
V(W(θ))−1.

Reproducing the calculation for M, Equation (3.8) becomes, for θ ≥ 1,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dM
dθ

(θ) = −δ
M(θ)

V(W(θ)) + κ
[ 1
V(W(θ)) − e−δτ0(Wθ)

V(W(θ − 1))
]
,

dP
dθ

(θ) = −γP(θ)
V(W(θ)) + 2Aκe−δτ0(Wθ)

V(W(θ − 1)) .

(3.10)

We notice that for θ ≥ 1,

dW
dθ

(θ) = αP (δ − γ)P(θ) − δW(θ)
V(W(θ)) + κ

[ αM

V(W(θ)) + (2AαP − αM) e−δτ0(Wθ)

V(W(θ − 1))
]
,

allowing us to write (3.10) of the form:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dW
dθ

(θ) = αP (δ − γ)P(θ) − δW(θ)
V(W(θ)) + κ

[ αM

V(W(θ)) + (2AαP − αM)e−δτ0(Wθ)

V(W(θ − 1))
]
,

dP
dθ

(θ) = −γP(θ)
V(W(θ)) + 2Aκe−δτ0(Wθ)

V(W(θ − 1)) .

(3.11)
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Now defining for all w ∈ R, f(w) := 1/V(w) = w

α Tprod/αT + βw
, Equation (3.11)

becomes, for θ ≥ 1,
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dW
dθ

(θ) = (αP (δ − γ)P(θ) − δW(θ))f(W(θ))

+ κ
[
αMf(W(θ)) + (2AαP − αM)e−δτ0(Wθ)f(W(θ − 1))

]
,

dP
dθ

(θ) = −γP(θ)f(W(θ)) + 2Aκe−δτ0(Wθ)f(W(θ − 1)),

(3.12)

where τ0 is defined as τ0(φ) =
∫ 0

−1 f(φ(r)) dr. We use this formulation to obtain existence
and uniqueness of the solutions.

Proposition 3.2. We assume that αM ≤ 2AαP . For every positive initial data
M(s), P(s) for θ ∈ [0, 1] such that W(θ) ≥ Tprod/αT for θ ∈ [0, 1], there exists a unique
solution of (3.12) on θ ≥ 1 which is non-negative and bounded.

Proof. Boundedness and positivity are deduced from the previous section. To show
that the solution exists and is unique, we introduce x(θ) = (W(θ), P(θ)), such that
system (3.11) writes ẋ(t) = G(xt) = g(xt(0)) + h(xt) where xt(.) is defined on [−1, 0] by
xt(r) = x(t + r), and functions g ∈ C1(R2), h : C1(R2) → R+ are defined as

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g(x) = f(x1)

⎛
⎜⎜⎝

αP (δ − γ)x2 − δx1 + αMκ

−γx2

⎞
⎟⎟⎠ ,

h(φ) = κe
−δ
∫ 0

−1 f(φ1(r)) dr
f(φ1(−1))

⎛
⎜⎝2AαP − αM

2A

⎞
⎟⎠ .

We give the outline of the proof that G is Lipschitz continuous, which according to
Diekmann et al. [40] (section VII.6), implies that for every continuous initial condition
ψ(θ), θ ∈ [0, 1], a unique solution exists.

We show that G is Lipschitz continuous by defining for all neighborhood N ∈ C1(R2)
of ψ, a constant LN such that for all χ ∈ N ,

| g1(ψ(0)) − g1(χ(0)) | + | g2(ψ(0)) − g2(χ(0)) |

+ | h1(ψ) − h1(χ) | + | h2(ψ) − h2(χ) |

≤ LN max{ sup
t∈[−1,0]

| ψ1(t) − χ1(t) |, sup
t∈[−1,0]

| ψ2(t) − χ2(t)},

(3.13)
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where ψ0
i = ψi(0), Δi = χi(0) − ψ0

i , i = 1, 2. We define

LN =F 0
1

∣∣∣αP (δ − γ) − δ
∣∣∣ + F

′0
1

∣∣∣(αP (δ − γ)M0
2 + αMδM0

2 + αMκ
∣∣∣ + |M0

2 F
′0
1 + F 0

1 |

+ |2A(1 + αP ) − αM |κ|ENF 1
1 + S1F

′1
1 |,

where F1 = max
φ∈N

( max
t∈[−1,0]

|f(φ1(t))|), F ′
1 = max

φ∈N
( max

t∈[−1,0]
|f ′(φ1(t))|), M0

2 = max
φ∈N

|φ2(0)|, Si =
sup

t∈[−1,0]
|ψi(t)−χi(t)|, i = 1, 2, and EN is a strictly positive value such that for all φ, χ ∈ N ,

| e
−δ
∫ 0

−1 f(χ1(r)) dr − e
−δ
∫ 0

−1 f(φ1(r)) dr |< EN ,

which exists as the image of a bounded domain by f is bounded and the exponential
function is locally Lipschitz continuous. Simple calculations then show that LN satisfies
(3.13): we prove existence and uniqueness of solutions. �

Finally, we introduce the function θ(.,.) : C2
1(R+) → C0([0, +∞]), defined as θ(.,.) :

(M(θ), P(θ))θ≥0 �→ θ(M(.),P(.)), where θ(M(.),P(.)) is a function which associates t ∈ [0, +∞]
to a value θ(M(.),P(.))(t) such that

∫ θ(M(.),P(.))(t)

0

1
V(αMM(s) + αP P(s)) ds = t.

Therefore, if (M(θ), P(θ))θ≥0 is a solution of System (3.10) for θ ≥ 1, then
(M(θ(t)), P(θ(t))t≥0 is solution of (3.8) for t ≥ ∫ 1

0
1

V(αM M(s)+αP P(s)) ds.
With this new formulation of our model, we study the stability of our system using

a more general formulation of (3.12). In order to study the onset of oscillations, we focus
our work more particularly on possible changes in stability due to Hopf bifurcations.

3.5. Stability analysis for the delay-differential system

Consider a generalized formulation of our system,
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dW
dθ

(θ) = (αP (δ − γ)P(θ) − δW(θ))f(W(θ))

+ κ
[
αMf(W(θ)) + (2AαP − αM)e−δτ0(Wθ)f(W(θ − 1))

]
,

dP
dθ

(θ) = −γP(θ)f(W(θ)) + 2Aκe−δτ0(Wθ)f(W(θ − 1)),

(3.14)

where f is a continuous function on R+ such that f(0) = 0 and f is strictly increasing on
R+. We assume that

2AαP ≥ αM , (3.15a)
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αMκ/ max(δ, γ) > x0, (3.15b)

for some value x0 > 0. Therefore, according to Proposition 3.1, W(θ) > x0 for θ ∈ [0, 1]
implies W(θ) > x0 for θ ≥ 0.

We start by identifying the steady states.

3.5.1. Equilibrium

We consider an equilibrium (W0, P0) of (3.14), such that⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 = [αP (δ − γ)P0 − δW0]f(W0) + κ
[
αMf(W0) + (2AαP − αM)e−δf(W0)f(W0)

]
,

0 = −γP0f(W0) + 2Aκe−δf(W0)f(W0).

For every P0 > 0, the point (0, P0) is a steady state. But as mentioned above,
assumptions (3.15a) and (3.15b) implies that this steady state can be ignored if we assume
that W(θ) > x0 for θ ∈ [0, 1].

We introduce the function u defined for all X ∈ Ix0 := ]x0, +∞) by

u(X) := X − κ
[
αM/δ + (2AαP

γ
− αM

δ
)e−δf(X)

]
.

We have the following result:

Theorem 3.1. If condition (3.15b) holds, then the system (3.14) has a steady state
(W0, P0) such that W0 > x0 defined as a solution of⎧⎪⎨

⎪⎩
W0 = κ

[
αM/δ + (2AαP

γ
− αM

δ
)e−δf(W0)

]
,

P0 = 2Aκe−δf(W0)/γ.
(3.16)

Furthermore, if (3.15b) is verified and 2Aαpδ − γαM ≥ 0, then this steady state is
the only one such that W0 > x0.

Indeed, if (W0, P0) with W0 > x0 is an equilibrium, then W0 is a root of u. The con-
dition (3.15b) implies that 0 is contained in the image of Ix0 by u, and 2Aαpδ − γαM ≥ 0
implies that u is strictly increasing on Ix0 (as f is an increasing function on Ix0).

From this point on we assume that 2Aαpδ − γαM ≥ 0.

3.5.2. Linearization about (W0, P0)

Before linearizing about the equilibrium, we re-write (3.14) as
⎛
⎜⎝Ẇ(θ)

Ṗ (θ)

⎞
⎟⎠ = H

(⎛⎜⎝W(θ)
P(θ)

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝W(θ − 1)

P(θ − 1)

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝Wθ

Pθ

⎞
⎟⎠)

,
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where for X, Y ∈ R2 and φ ∈ C0([−1, 0]), H denotes

H(X, Y, φ) =⎛
⎜⎝(αP (δ − γ)X2 − δX1 + καM)f(X1) + κ(2AαP − αM)e−δ

∫ 0
−1 f(φ1(r)) dr

f(Y1)

−γX2f(X1) + 2Aκe
−δ
∫ 0

−1 f(φ1(r)) dr
f(Y1)

⎞
⎟⎠ .

Using (3.16), we compute J0, the Jacobian of H with respect to X applied at the
point (P0, W0):

J0 = −

⎛
⎜⎜⎝

(2AαP − αM)κe−δf(W0)f ′(W0) + δf(W0) −αP (δ − γ)f(W0)

2Aκe−δf(W0)f ′(W0) γf(W0)

⎞
⎟⎟⎠ .

We also compute J1 and J2, the Jacobian of H with respect to Y and φ respectively,
both applied at the point (P0, W0):

J1 =

⎛
⎜⎝2AαP − αM 0

2A 0

⎞
⎟⎠κf ′(W0)e−δf(W0), and J2 = −δf(W0)J1.

We set p(θ) = P(θ) − P0 and w(θ) = W(θ) − W0. Then (3.11) linearized about
(W0, P0) is

⎛
⎜⎝ẇ(θ)

ṗ(θ)

⎞
⎟⎠ = J0

⎛
⎜⎝w(θ)

p(θ)

⎞
⎟⎠ + J1

⎛
⎜⎝w(θ − 1)

p(θ − 1)

⎞
⎟⎠ + J2

⎛
⎜⎝
∫ 0

−1 w(θ + r) dr∫ 0
−1 p(θ + r) dr

⎞
⎟⎠ .

3.5.3. Characteristic equation

We equate p(θ) and w(θ) to eλθ, obtaining the following expression

Δ(λ) = λI +

⎛
⎜⎜⎝

δf(W0) −αP (δ − γ)f(W0)

0 γf(W0)

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝

2AαP − αM 0

2A 0

⎞
⎟⎟⎠κe−δf(W0)f ′(W0)(1 − e−λ + δf(W0)

∫ 0

−1
eλr dr).

(3.17)

This gives the characteristic equation det(Δ(λ)) = 0. We verify easily that the assumption
2AδαP ≥ γαM implies det(Δ(0)) > 0, hence λ 	= 0. This means that the integral in (3.17)
is computed so that

δf(W0)
∫ 0

−1
eλr dr = δf(W0)

λ
(1 − e−λ).
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Therefore, if we multiply both sides of the equation det(Δ(λ)) = 0 by λ, we get
det(Δ̂(λ)) = 0, a new equation which has the same roots plus λ = 0 with:

Δ̂(λ) =

⎛
⎜⎝λ2 + λδf(W0) −λαP (δ − γ)f(W0)

0 λ2 + λγf(W0)

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝2AαP − αM 0

2A 0

⎞
⎟⎠κe−δf(W0)f ′(W0)(λ + δf(W0))(1 − e−λ).

Now, we compute det(Δ̂(λ)):

det(Δ̂(λ)) = λ4 + λ3(γ + δ)f(W0) + λ2γδf(W0)2 + κe−δf(W0)f ′(W0)(λ + δf(W0))

(1 − e−λ)
[
λ2(2AαP − αM) + λf(W0)(2AαP δ − γαM)

]
.

For λ 	= 0, det(Δ̂(λ)) = 0 is equivalent to

λ3 + aλ2 + bλ + c + (dλ2 + gλ − c)e−λ = 0, (3.18)

where
a = a1 + a2, b = b1 + c1 + δf(W0)a2, c = δf(W0)c1,

d = −a2, g = −(c1 + δf(W0)a2),

with
a1 = (γ + δ)f(W0) > 0, a2 = K(2AαP − αM) > 0,

b1 = γδf(W0)2 > 0, c1 = Kf(W0)(2AαP δ − γαM) > 0,

and K = κe−δf(W0)f ′(W0).

3.5.4. A framework for stability analysis

Equation (3.18) is a third-order transcendental equation. In Beretta et al. [13],
authors proposed a geometric method to assess whether or not a change in the delay τ

affects the stability of a given system. That is for a characteristic equation of the form

D(λ, τ) := P (λ, τ) + Q(λ, τ)e−λτ = 0, (3.19)

where P, Q are polynomials in λ with τ -dependent complex coefficients. This relies on
detecting the appearance of purely imaginary eigenvalues, which corresponds to a Hopf
bifurcation leading to a change in stability.

However, in our case, the delay is fixed at τ = 1 by construction. Therefore, to
study Hopf bifurcations, we need to adapt Beretta’s framework: we study the changes in
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eigenvalues of transcendental equations with respect to a variable ν ∈ R+ which is not
the delay. In such a case the characteristic equation is written:

D(λ, ν) := P (ν, λ) + Q(ν, λ)e−λ = 0, (3.20)

where P, Q are polynomials in λ with ν-dependent complex coefficients, which we divide
between real and imaginary part as

P (λ, ν) = PR(λ, ν) + iPI(λ, ν), Q(λ, ν) = QR(λ, ν) + iQI(λ, ν). (3.21)

Now, we define ω(ν) as the solution of

F (ω, ν) := |P (iω, ν)|2 − |Q(iω, ν)|2 = 0, (3.22)

and I ⊆ R+0 the subset such that there exists a solution ω(ν) if and only if ν ∈ I.
For every such ν, we define two functions⎧⎪⎨

⎪⎩
ψ(ν) = −PR(iω(ν), ν)QI(iω(ν), ν) + PI(iω(ν), ν)QR(iω(ν), ν),
φ(ν) = PR(iω(ν), ν)QR(iω(ν), ν) + PI(iω(ν), ν)QI(iω, ν),

and then a third

ζ(ν) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctan(−ψ(ν)/φ(ν)), if ψ(ν) > 0, φ(ν) < 0,

π/2, if ψ(ν) = Q2
R + Q2

I , φ(ν) = 0,

π/2 + arctan(−ψ(ν)/φ(ν)), if φ(ν) > 0,

3π/2, if ψ(ν) = −(Q2
R + Q2

I), φ(ν) = 0,

2π + arctan(−ψ(ν)/φ(ν)), if ψ(ν) < 0, φ(ν) < 0.

(3.23)

Finally, for all n ∈ N we introduce a function Sn(ν) defined for ν ∈ I by

Sn(ν) := ω(ν) − (ζ(ν) + 2nπ). (3.24)

Given these notations, we state the following result:

Lemma 3.1. Assume that ω(ν) is a positive real root of (3.22) defined for ν ∈ I, and at
some ν∗ ∈ I,

Sn(ν∗) = 0 for some n ∈ N.

Then a pair of simple conjugate pure imaginary roots λ+(ν∗) = iω(ν∗), λ−(ν∗) = −iω(ν∗)
of (3.20) exists at ν = ν∗ which crosses the imaginary axis from left to right if σ(ν∗) > 0
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and crosses the imaginary axis from right to left if σ(ν∗) < 0, where

σ(ν∗) = sign
{d Re λ

dν

∣∣∣∣
λ=iω(ν∗)

}
= sign

{
F ′

ω(ω(ν∗), ν∗)
}

sign
{dSn(ν)

dν

∣∣∣∣
ν=ν∗

}
. (3.25)

Proof. First, we notice that if λ = iω then the equation (3.20) is equivalent to⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin(ω) = −PR(iω, ν)QI(iω, ν) + PI(iω, ν)QR(iω, ν)
|Q(iω, ν)|2 ,

cos(ω) = −PR(iω, ν)QR(iω, ν) + PI(iω, ν)QI(iω, ν)
|Q(iω, ν)|2 .

Let iω(ν) be a root of (3.20): the above system implies that F (ω(ν), ν) = 0. Moreover, as
in [13], we easily prove that it also implies that if ζ(ν) is given by (3.23), then ζ(ν) ∈ [0, 2π]
and ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin(ζ(ν)) = −PR(iω(ν), ν)QI(iω(ν), ν) + PI(iω(ν), ν)QR(iω(ν), ν)
|Q(iω(ν), ν)|2 ,

cos(ζ(ν)) = −PR(iω(ν), ν)QR(iω(ν), ν) + PI(iω(ν), ν)QI(iω(ν), ν)
|Q(iω(ν), ν)|2 .

This implies that λ+(ν∗) = iω(ν∗), λ−(ν∗) = −iω(ν∗) are a pair of pure imaginary roots
of (3.20) if and only if F (ω(ν∗), ν∗) = 0 and there exists n ∈ N such that ω(ν∗) − (ζ(ν∗) +
2nπ) = 0.

The proof of the geometric criterion (3.25) is similar to that of Lemma 2.1 of Beretta
et al. [13]. Differentiating both sides of (3.20) by ν gives

dλ

dν
= − P ′

ν(λ, ν) + Q′
ν(λ, ν)e−λ

P ′
λ(λ, ν) + (Q′

λ(λ, ν) − Q(λ, ν))e−λ
.

The same (3.20) also gives eλ = −Q(ν,λ)
P (ν,λ) , such that

(dλ

dν

)−1
=
(

− P ′
λ(λ, ν)

P (ν, λ) + Q′
λ(λ, ν)

Q(ν, λ) − 1
)

/
(

P ′
ν(λ, ν)

P (ν, λ) − Q′
ν(λ, ν)

Q(ν, λ)

)
.

Assume that λ = iω(ν), where ω(ν) is a solution of (3.22), then

(dλ

dν

)−1
= −P ′

λ(iω, ν)P (iω, ν) + Q′
λ(iω, ν)Q(iω, ν) − |P (iω, ν)|2

P ′
ν(iω, ν)P (iω, ν) − Q′

ν(iω, ν)Q(iω, ν)
(3.26)

Now we remark that iP ′
λ(iω, ν) = P ′

ω(iω, ν) and iQ′
λ(iω, ν) = Q′

ω(iω, ν), hence:

−P ′
λ(iω, ν)P (iω, ν) + Q′

λ(iω, ν)Q(iω, ν)

=i[(P ′
Rω

PR + P ′
Iω

PI) − (Q′
Rω

QR + Q′
Iω

QI)]

− [(P ′
Iω

PR − PIP ′
Rω

) − (Q′
Iω

QR − QIQ′
Rω

)].

(3.27)
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We notice that differentiating (3.22) with respect to ν gives

F ′
ω(ω, ν)ω′ + F ′

ν(ω, ν) = 0, ν ∈ I, (3.28)

where ⎧⎪⎨
⎪⎩

F ′
ω = 2[(P ′

Rω
PR + P ′

Iω
PI) − (Q′

Rω
QR + Q′

Iω
QI)],

F ′
ν = 2[(P ′

Rν
PR + P ′

Iν
PI) − (Q′

Rν
QR + Q′

Iν
QI)].

Therefore, (3.27) becomes

−P ′
λ(iω, ν)P (iω, ν) + Q′

λ(iω, ν)Q(iω, ν)

= i
F ′

ω(ω, ν)
2 − [(PIωPR − PIPRω) − (QIωQR − QIQRω)].

Similarly, we have

P ′
ν(λ, ν)P (iω, ν) − Q′

ν(λ, ν)Q(iω, ν)

= F ′
ν(ω, ν)

2 + i[(P ′
Iω

PR − PIP ′
Rω

) − (Q′
Iω

QR − QIQ′
Rω

)].

Using these two equalities and (3.28), (3.26) becomes
(dλ

dν

)−1
=−2(U + |P (iω, ν)|2) + iF ′

ω(ω, ν)
−ω′F ′

ω(ω, ν) + 2iV

=
(

2(U + |P (iω, ν)|2)ω′F ′
ω(ω, ν) + 2V F ′

ω(ω, ν)+

i(4(U + |P (iω, ν)|2)V − ω′F ′
ω(ω, ν)2)

)/(
(ω′)2F ′

ω(ω, ν)2 + 4V 2
)

where
U := (PIωPR − PIPRω) − (QIωQR − QIQRω),

V := (P ′
Iω

PR − PIP ′
Rω

) − (Q′
Iω

QR − QIQ′
Rω

).

This implies that

Re
((dλ

dν

)−1)
=
(
(U + |P (iω, ν)|2)ω′ + V

) 2F ′
ω(ω, ν)

(ω′)2F ′
ω(ω, ν)2 + 4V 2 .

Therefore, we have

sign
{d Re λ

dν

∣∣∣
λ=iω

}
= sign

{
F ′

ω(ω, ν)
}

sign
{

V + (U + |P (iω, ν)|2)ω′
}

Finally we use Sn(ν) ≡ ω(ν) − (ζ(ν) + 2nπ) to get

S ′
n(ν) = ω′(ν) − θ′(ν).
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Since θ′(ν) = − Uω′+V
|P (iω,ν)|2 , we conclude:

sign
{d Re λ

dν

∣∣∣
λ=iω

}
= sign

{
F ′

ω(ω, ν)
}

sign
{

S ′
n(ν)

}
.

�

This lemma provides a tool to analyze any characteristic equation of the form (3.20).
Because our model of platelet production induces Equation (3.18) which is of degree three,
we now apply this lemma to a transcendental equation of degree three.

3.5.5. Application to a system with a third-degree transcendental equation

Using the framework presented above on System (3.14), we obtain the following
result:

Proposition 3.3. Let ν be a parameter of System (3.14) among A, δ, γ, αP , αM as defined
in Section 3.2. Let ρ(ν) := 2AαP δ − γαM .

1. Let ν = ν0 the solution of ρ(ν) = 0. Then

(W0, P0) = (καM/δ, 2Aκe−δf(καM /δ)/γ)

is a locally asymptotically stable equilibrium of (3.14).
2. Suppose that ν takes a value ν∗ such that ρ(ν∗) > 0. Then if equation (3.22) has

a positive solution, it is unique and given by

ω =
√

4κe−δf(W0)f ′(W0)AαP (δ − γ)f(W0) − γ2f(W0)2,

where ν∗ replaces the appropriate parameter.

In addition, suppose that for such a value ν∗ of ν, ρ′(ν∗) > 0 (respectively ρ′(ν∗) <

0). We consider two possible cases.

(a) If for all ν ∈ [0, ν∗] (resp. ν ∈ [ν∗, +∞]) and all n ∈ N we have Sn(ν) 	= 0
(where Sn is given by (3.24)), then the equilibrium of the system for ν = ν∗

is locally asymptotically stable.
(b) Suppose there exists a sequence of pairs (ni, νi)i=0,...,I with νi < ν∗ (resp.

νi > ν∗), such Sni
(νi) = 0. We index the pairs such the sequence (νi)i=0,...,I is

increasing (resp. decreasing). Then, when ν = ν0 a Hopf bifurcation occurs
at (W0, P0) and periodic solutions appear.
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Moreover, (W0, P0) for ν = ν∗ is a locally asymptotically stable equilibrium
if and only if

I∑
i=0

sign
{

S ′
ni

(νi)
}

= 0.

Otherwise, (W0, P0) is an unstable equilibrium.

We remark that ν0 exists if and only if maxν(S0(ν)) > 0 and maxν(S0(ν)) −
minν(S0(ν)) > 2π.

Proof. We present the proof in several steps.
1. We start by noticing that if 2AαP δ − γαM = 0 and 2AαP − αM = 0, then δ = γ

such that Equation (3.18) becomes

0 =λ2 + 2λδf(W0) + δ2f(W0)2 = (λ + δf(W0))2.

There is a negative double root λ = −δf(W0) < 0, implying that the equilibrium
is locally asymptotically stable.

In the case where 2AαP δ − γαM = 0 and 2AαP − αM > 0, Equation (3.18) for
λ 	= 0 is equivalent to

λ2 + aλ + b + (dλ + g)e−λ = 0, (3.29)

with

a = (γ + δ)f(W0) + K(2AαP − αM), d = −K(2AαP − αM),

b = γδf(W0)2 + δf(W0)K(2AαP − αM), g = −δf(W0)K(2AαP − αM).

From Beretta et al. [13], we know that if λ = iω is a solution of this characteristic
equation, then we have

cos(ω) = −(b − ω2)g + ω2ad

ω2d2 + g2 = 1 + γf(W0)
K(2AαP − αM) > 1.

Therefore, it is impossible for (3.29) to have purely imaginary roots. Combined
with the fact that all eigenvalues have a negative real part for 2AαP − αM = 0,
it implies that (W0, P0) is always a locally asymptotically stable equilibrium of
(3.14) for 2AαP δ − γαM = 0 and 2AαP − αM > 0.
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2. In the case of (3.14), the characteristic equation is written in the form of (3.20),
where

D(ν, λ) = λ3 + a(ν)λ2 + b(ν)λ + c(ν) + (d(ν)λ2 + g(ν)λ − c(ν))e−λ, (3.30)

such that the decomposition of D given by (3.20) and (3.21) gives⎧⎪⎨
⎪⎩

PR(iω, ν) = c − aω2, QR(iω, ν) = −dω2 − c,

PI(iω, ν) = ω3 − bω, QI(iω, ν) = gω.

This implies that F (ω, ν) = ω2(ω4 +pω2 +q), and since we excluded 0 as a solution,
(3.22) is equivalent to

ω4 + pω2 + q = 0, (3.31)

with p = a2 − 2b − d2 and q = −2ac + b2 − 2cd − g2. We apply this to our case with

a = a1 + a2, b = b1 + c1 + δf(W0)a2, c = δf(W0)c1,

d = −a2, g = −(c1 + δf(W0)a2),

with
a1 = (γ + δ)f(W0), a2 = K(2AαP − αM),

b1 = γδf(W0)2, c1 = Kf(W0)(2AαP δ − γαM),

and K = κe−δf(W0)f ′(W0). We easily show that

q = δ2f(W0)3
[
4KAαP (γ − δ) + γ2f(W0)

]
, p = q + δ4f(W0)4

δ2f(W0)2 .

Because p > q, Equation (3.31) has one non-zero positive root, and at the condition
that q < 0. In such a case, this root is given by

ω(ν) =
√

−p +
√

p2 − 4q

2 =
√

4KAαP (δ − γ)f(W0) − γ2f(W0)2.

Finally, as ω(ν) is the largest of the roots of F (ω, ν) and lim
ω→∞ F (ω, ν) = +∞, the

derivative of F at ω(ν) is always positive. Therefore, the geometrical criterion
(3.25) is now given by

δ(ν∗) =
{dSn(ν)

dν

∣∣∣∣
ν=ν∗

}
.

According to Lemma 3.1, as ν shifts away from ν0 the number of pairs of conju-
gate roots with a positive real part is given by ∑I

i=0 sign
{

S ′
ni

(νi)
}

. Noticing that
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(W0, P0) is a locally asymptotically stable equilibrium of (3.14) if and only if all
roots of Equation (3.20) have negative real part, we complete the proof.

�

In the next section, we use this criterion to assess the impact of an increase of
megakaryocytic progenitors death rate on the stability of our system.

3.6. Application of the framework for stability analysis on

the megakaryopoiesis model

3.6.1. Choice of parameters

Except for the expansion rate A, our choice of parameters is a combination of what
is found in the literature and what is deducible from fitting our model to single values
available in the literature (like P ∗ the average platelet count). Below, we give details for
parameters requiring calculation or fitting. Other parameters are given in Table 3. I.

— By fitting a G0 model for HSC differentiation and renewal to mouse data, Mackey
[90] managed to infer the rate of differentiation and the rate of random death of
HSC. We use the inferred value for HSC death rate as the death rate of megakary-
ocytic progenitors: δ = 0.069 days−1.

Furthermore, the product of the inferred value for HSC differentiation rate 0.010
days−1 and the value for HSC density 1.1 × 106 cells/kg obtained from mice data
by Bernard et al. [15] gives us the differentiation rate to the megakaryocytic line

κ = 1.1 × 106 × 0.010/3 = 3.7 × 103 cells/kg*days−1,

where we assume that HSCs differentiate equally to all three hematopoietic cell
lines.

— Using the mean platelet volume of 6.6 fL (6.6 × 10−15L) obtained by Paulus [112]
and considering a platelet as a perfect sphere, we compute the area of the surface of
a platelet as aP = 17×10−12m2 = 17 pm2. The area of megakaryocytic progenitors
surface is computed using a diameter of 10 μm [67] and considering them as a
perfect spheres also we get

aM = 4π52 = 314 pm2.
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The amount of c-Mpl receptor per platelet is evaluated in [84] to be on average
αP = 56. Considering that the amount of c-Mpl on the surface of a megakaryocytic
cell is proportional to the area of its surface, we get

αM = αP
aM

aP

= 1.04 × 103.

— If we fit the differential equation P ′(t) = −γP (t) using linear regression to the
platelet disappearance curve available in [63], we obtain a death rate for platelet
of γ = 0.27 day−1.

— Using the average platelet count per liter of blood P0 from [113] and assuming 5L
of blood for a person of 70kg we get:

P0 = 284 × 109 × 5/70 = 20.28 × 109 platelets/kg.

— According to Li et al. [84], platelets binding sites for TPO have an average binding
dissociation affinity KT = 163pM = 163 × 10−12mol/L. We convert this value to
pg/mL, using the molecular mass of TPO 35 kg/mol [44]:

KT = 5.7 × 10−9 kg/L = 5.7 × 103 pg/mL.

— When the c-Mpl receptors are de-activated, the platelet count drops to P− = P0/10
[36] and f(W0) takes the value 1/β. Therefore, (3.16) implies

β = δ/
(

log(2Aκ) − log(γP−)
)

.

— Knowing the normal value of platelet count P0 and (3.16), we obtain the value of
f(W0) at steady state as f(W0) =

(
log(2Aκ) − log(γP0)

)
/δ. We use this value to

first compute W0 from (3.16), and then α from (3.5):

α =
(

1/f(W0) − β
)

Kn
T + T n

0

T n
0

.

The value of W0 is also used to compute Tprod/αT from the quasi-steady state
approximation (3.6):

Tprod

αT

= W0T
n
0

Kn
T + T n

0
.
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Name Interpretation Unit Value Source

κ Progenitors input rate cells/kg*day−1 3.7 × 103 [15, 29]
δ progenitors death rate days−1 0.069 [90]

αM TPO receptor per progenitor receptor/MkP 1.04 × 103 [67, 84, 112]

γ Platelet death rate days−1 0.27 [63]
αP Tpo receptor per platelet receptor/Pl. 56 [84]
P0 Average platelet count Pl./kg 20.28 × 109 [46]
P− Pl. count without TPO − 10% [36]

n TPO clearance hill coefficient − 2 [38]
KT TPO half-max clearance pg/mL 5.7 × 103 [44, 84]
T0 Mean TPO concentration pg/mL 80.1 [113]

Table 3. I. Parameters obtained independently from our model.

Recall from the introduction that cyclic thrombocytopenia can be explained through
two different pathogenesis: platelet-specific antibodies and antibodies targeting megakary-
ocytes and progenitors. Therefore, Table 3. I and Proposition 3.3 tell us that our model
cannot reproduce platelet-specific antibodies-induced CT. Indeed, γ, the platelet death
rate, is larger than that of progenitors, δ, while Proposition 3.3 says that γ < δ is a
necessary condition for oscillations to appear. Therefore, oscillations cannot be obtained
through increasing the platelet destruction rate, i.e. γ. In the opposite, Proposition 3.3
is compatible with the pathogenesis of amegakaryocytic CT, which corresponds to an
increase of δ.

3.6.2. An increase in progenitors death rate δ leads to oscillations then a

return to stability

With the parameters chosen as above, changes of stability occurs only when A ≥
7.5 × 107. As announced in section 3.4, the amplitude of A needs to account both for
the fragmentation of platelets from megakaryocytes and for the successive divisions of
progenitors not represented in our model. Figure 3.5 represents the result of stability
analysis when setting A = 219 × 2000, that is accounting for a total of 20 divisions before
platelet shedding with 2000 platelets per shed by each megakaryocyte [62]. The results
are presented using the time variable t corresponding to the system (3.8): solutions are
computed from system (3.14), then transformed as explained at the end of section 3.4.
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Figure 3.5. The scores S0(δ) (dark blue line) and S1(δ) (light blue line) are plotted against δ. S0(δ)
intersects with 0 (dashed red line) twice, as indicated by the black doted lines, for δ0 = 0.67 (first vertical
line) and for δ1 = 4.02 (second vertical line).

We see that (0, 0.6) and (0, 2.14) are the only two pairs (n, δ) ∈ N × R+ such that
Sn(δ) = 0. Using Proposition 3.3, we deduce the stability of our system from the above
graph as follows:

— From δ = γαM/(2AαP ), i.e. such that ρ(δ) = 0, to δ = δ0 = 0.67, there are no
pair (ni, δi) ∈ N× [δ, δ0] such that Sni

(δi) = 0. Therefore the equilibrium is locally
asymptotically stable.

— As δ0 is the smallest value of δ such that for some n ∈ N (here n = 0) we have
Sn(δ) = 0, a Hopf bifurcation occurs at δ = δ0.

— (0, δ0) and (0, δ1), where δ1 = 4.02, are the only pairs of N×R+ such that Sni
(δi) =

0. Plus, S ′
0(δ0) > 0 and S ′

0(δ1) < 0. Therefore, first, for δ ∈ [δ0, δ1] the equilibrium
gets unstable and solutions are oscillating as shown on Figure 3.6. Second, for
δ > δ1 we have ∑

i sign S ′
ni

(δi) = 0 such the equilibrium is locally asymptotically
stable.

Overall our system generates oscillations upon an increase in the death rate of
megakaryocytes, reproducing qualitatively the pathogenesis of amegakaryocytic cyclic
thrombocytopenia [47].
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Figure 3.6. Long term behavior of platelet count: when the death rate of progenitors is set to δ =
1 days−1, we have δ ∈ [δ0, δ1] such that the quantity of platelets oscillates, as predicted by Proposition
3.3.

3.7. Conclusion

Previous attempts to build a model of megakaryopoiesis were based on the assump-
tion that the enhancement by TPO of endomitosis, with enhancement of progenitor di-
vision, is the key to understanding dynamics in platelet count. This assumption led to
the successful reproduction of periodic dynamics as observed in cyclic thrombocytopenia,
but stability analysis could not give a clear interpretation of how CT is explained through
the parameters [6, 82]. Therefore we have decided to explore a new hypothesis based on
recent biological results [103, 105], that is that the main action of TPO is to enhance pro-
genitors division. We considered a population of progenitors structured in maturity with
TPO increasing maturation speed, a population of platelet structured in age and the con-
centration of TPO, with the hypothesis of quasi-steady-state for TPO concentration with
respect to the quantity of platelets and progenitors. This led to a system of two delay-
differential equation with a state-dependent delay. We started with a preliminary analysis
of this model, showing well-posedness of the system, as well as eventual boundedness and
positivity of the solutions. These results required to assume that 2AαP ≥ αM , that is that
the amount of c-Mpl receptors that appear when a megakaryocyte sheds its platelets is
bigger than the amount of c-Mpl receptors of this megakaryocyte (in accordance with all
available biological data, see Table 3. I). It also required αMκ > Tprod/αT max(δ, γ), that
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is to ensure that the rate of production of c-Mpl receptors is big enough for the quasi-
steady-state equilibrium to be possible at all time. Next, we used the change of variable
proposed by Smith [131] to transform the state-dependent delay into a fix delay. It al-
lowed to prove that given the conditions exposed earlier for positivity and well-posedness,
the solution to our system exists and is unique. This new formulation was then used to
perform a stability analysis of our system. Upon linearization, we established that the
stability of the unique non-trivial equilibrium is assessed using a transcendental polyno-
mial of degree 3. We decided to adapt the framework proposed by Beretta et al. [13]
to analyze the effect of parameters other than the delay on the stability of equilibriums.
It resulted in a new geometrical criterion for the appearance of eigenvalues with positive
real parts. This framework was then used on the characteristic equation of the system
describing megakaryopoiesis, leading to a result linking changes in parameters of the sys-
tem to the occurrence of Hopf bifurcations, that is the onset of periodic solutions. Finally,
parameters of the model were obtained and computed from existing literature, such that
the ability of our model to reproduce qualitatively the pathogenesis of amegakaryocytic
CT could be evaluated. Parameters were used to compute the evolution of the geometrical
criterion mentioned earlier as the megakaryocyte death rate δ increases. It revealed that
increasing the death rate of progenitors lead to the onset of oscillations in platelet count,
in agreement with observations of amegakaryocytic CT cases [47].

Because Lemma 3.1 is given for the general form (3.20), it could be used for any
model with a threshold-defined delay differential equation transformed into a equation
with fixed delay using [131]. Although the threshold used to define the delay might be
different from 1 (for example in [29]), the function of maturation or aging speed V (·) is
a tool rather than the exact description of a quantitative process: rescaling it to bring
the threshold to 1 has little consequence. Moreover, we expect that Lemma 3.1 can
be adapted to a version of Equation (3.20) with e−τλ instead of e−λ. However, it is
unlikely that Lemma 3.1 could be adapted for systems with more than one delay like
that of Langlois et al. [82]. Unlike Lemma 3.1, Proposition 3.3 relies on the fact that
our model yields a characteristic equation of the form (3.30). We did not have to modify
our initial model in order to obtain this particular form, therefore we expect it to appear
in other problems than platelet production. However, up to now previous works relied
on characteristic equations too complicated to obtain an explicit expression for ω(ν) as
we did, and when stability was studied analytically, authors of [11, 64, 96] chose to fix
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the maturation speed to V (·) := 1. Proposition 3.3 could therefore be adapted to other
systems (among which other hematopoietic cells lines), providing a compromise between
mathematical analysis and accuracy with respect to biology.

Regarding biology, our goal was to assess whether underlying anomalies observed in
CT patients could indeed be the changes leading to oscillations. We provided an example
in which oscillations appear when the death rate of progenitors δ is increased 10-fold,
which is consistent with the pathogenesis of amegakaryocytic CT. The conceptual way
in which oscillations appear, however, is not compatible with cases characterized by anti-
platelet antibodies, as explained at the beginning of section 3.6. Langlois et al. [82] were
successful in generating oscillations in a model of megakaryopoiesis after an alteration of
the platelet destruction mechanism, namely an increase in the maximal removal rate of
platelets by macrophages. Therefore we plan on adding a macrophage-mediated clearance
of platelets to our model in order to reproduce qualitatively both amegakaryocytic and
autoimmune cyclic thrombocytopenia.

Additionally, we could not reproduce the quantitative features of cyclic thrombocy-
topenia: as our example shows, we did not manage to produce a simulation of platelet
count matching the amplitude observed in CT patients (fluctuations of a span above
7 × 109 platelets/kg [47]). Currently, the amplitude is only accessible through numerical
simulations of solutions, such that an exhaustive exploration of the effect of parameters
on amplitude is a heavy computational task: we could try to see if an explicit expres-
sion of the amplitude as a function of parameters can be obtained via a simplification
of the model, as it can be seen for example in [114]. On the other hand, we might ob-
tain simulations closer from clinical data if we increase the complexity of our modeling
of the expansion of progenitors. Indeed, our choice of a TPO-dependent speed of cell
division (rather than overall volume expansion as in [82]) together with the necessity of
an A >> 3000 implies that a progenitor divides multiple times as it goes from one end
of the compartment M (see Figure 3.2) to the other. Taking this feature into account in
the computation of the concentration on c-Mpl receptors (instead of αMM(t) + αP P (t)
currently) could be enough to reproduce the clinical features of CT. An example of a
model for megakaryopoiesis with multiple compartments, although with a fixed division
time τ , is found in [19].

Problem (3.20) has been addressed in its general form by Pontryagin: using functions
F (ω) and G(ω) defined as respectively the real and imaginary part of D(iω, ν), he proved
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a theorem giving sufficient conditions for all eigenvalues to have a negative real part [12]
(section 13.6). This theorem was applied by Cahlon & Schmidt [23] to a transcendental
characteristic equation of third degree of a more general form than (3.30). However, we
did not use these results for our problem: on one hand the necessary condition for stability
(theorem 3.1) can not be applied to our problem as (3.30) is studied for λ 	= 0, and on the
other hand computations necessary for the “general algorithmic stability test” renders
this test unfit for finding changes in stability. Nevertheless, many results for simpler
characteristic equations relying on this same theorem from Pontryagin is found in [12,
23]. Other results for characteristic equations of second degree are found in [8, 131]: these
results cannot be extended to our problem because our characteristic equation involves W0,
a term given by an implicit function of parameters of interest. Some authors encountered
the same problem in two papers on erythropoiesis [11, 96], and each time a geometrical
method specific to the model was developed to find Hopf bifurcations. Finally, other
authors also relied on exclusively numerical methods to handle more complicated forms of
(3.20). In [82], Langlois et al. used a method from Mahaffy [95] to compute the eigenvalues
of a characteristic equation of degree 4 with three distinct delays. Computations show
that as four parameters vary linearly from values associated with normal platelet count
(i.e. a stable solution) to values associated with CT patients (i.e.) an oscillating solution),
the eigenvalues cross the imaginary axis from left to right. In comparison, our work allows
to study the specific effect of each parameter on the stability.

3.8. Appendix

3.8.1. Details on the initial condition of the PDE for progenitors

In our system, hematopoietic stem cells (HSCs) divide until they become progenitors
(MkPs), which will divide once into 2 megakaryocytes after reaching maturity 1 at speed
V(t). These megakaryocytes shed a fixed number of platelets after a time τm.

If we write K = κ HSC the rate with which HSCs enter the MkP compartment, such
that the amount of HSCs changing status between t and t+δt is Kδt, this quantity is also
equivalent to all the MkPs that entered the system since less than δt, i.e. of maturity less
than δtV (T (t)) (we take δt small enough so that V (T (t + δt)) is as close from V (T (t))
as we need, i.e. we need V (T (t)) locally lipschitzian). This means that we have, for δt

115



small:
∫ δtV (t)

x=0
m(t + δt, x) dx = Kδt ⇔ μ(t + δt, δtV (T (t))) − μ(t + δt, 0)

δt
= K,

where we define μ such that ∂μ(t,x)
∂x

= m(t, x) for all (t, x) ∈ R2. When δt goes to
zero, the expansion of the RHS gives V (t)m(t, 0), such that m(t, 0) = K/V (T (t)), i.e.
m(t, 0) = κ HSC /V (T (t)).

If K ′ is the rate of maturation of megakaryocytes, then we have
∫ 1

x=1−V (T (t))δt
m(t, x) dx = K ′δt ⇔ μ(t, 1) − μ(t, 1 − δtV (T (t)))

δt
= K ′.

As before, when δt goes to zero the expansion for the RHS is V (T (t))m(t, 1) such that
K ′ = m(t, 1)V (T (t)).

Similar derivations can be found in [106] (eq. 9), or more recently, [120] and [29]
(section 3.3).

3.8.2. Details on the method of characteristics

We use the method of characteristic on (3.1): we define a new variable s so that
m(s) = m(t(s), x(s)), which yields

dm

ds
(s) = ∂m(t, x)

∂t

dt(s)
ds

+ ∂m(t, x)
∂x

dx(s)
ds

.

We want ∂m(t,x)
∂t

+ V (t)∂m(t,x)
∂x

= −δm(t, x) = −δm(s), which means we obtain the follow-
ing:

dt(s)
ds

= 1,
dx(s)

ds
= V (t(s)), dm(s)

ds
= −δm(s),

which, by integration, gives,
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t(s) = t(0) + s,

x(s) = x(0) +
∫ s

0 V (t(y))dy,

m(s) = m(0)e−δs.

(3.32)

We define the central characteristic curve starting at (t, x) = (0, 0) as

C =
{
(t, x) | t(s) = s, x(s) =

∫ s

0
V (t(y))dy, s ∈ [0, sτ ]

}
,

where sτ is such that x(sτ ) =
∫ sτ

0 V (t(y))dy = 1. If (t(s), x(s)) belongs to R+, the
area above C, that is x(s) >

∫ t(s)
0 Ṽ (y) dy, then t(0) = 0, t(s) = s and x(s) = x(0) +
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∫ s
0 V (t(y)) dy, implying that

m(t(s), x(s)) = m(s, x(s)) = m(0, x(0))e−δs = m0(x(s) −
∫ t(s)

0
V (t(y))dy)e−δt(s).

If (t(s), x(s)) belongs to R−, the area under C, that is x(s) <
∫ t(s)

0 Ṽ (y) dy we have
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x(0) = 0,

x(s) =
∫ s

0 V (t(y))dy,

t(s) = t(0) + s,

implying that

m(t(s), x(s)) = m(t(0) + s, x(s)) = m(s) = m(0)e−δs. (3.33)

Because we would like to identify the starting point (t(0), x(0)) associated with the
point (t, 1) for every t, we define τ(t) > 0 for all t > 0 such that

1 =
∫ τ(t)

0
Ṽ (t(y))dy =

∫ τ(t)

0
Ṽ (t(0) + y)dy =

∫ t(0)+τ(t)

t(0)
V (T (y))dy.

τ(t) can be interpreted as the amount of time a progenitor of maturity x = 1 at time
t spent in the progenitors compartment. By (3.33), we see that x(τ(t)) = 1, such that
(t(τ(t)), x(τ(t))) = (t, 1) under the condition that t(τ(t)) = t(0) + τ(t) is equal to t, i.e.
t(0) = t − τ(t). We introduce t1 > 0 the solution of

∫ t
0 V (T (y)) dy = 1. We notice that if

Ṽ is bounded with a strictly positive lower bound, then t1 always exists and τ(t) ∈]0, +∞[
for t ≥ t1. Under the condition that t ≥ t1, (3.33) implies

m(t, 1) = m(t(τ(t)), x(τ(t))) = m(0)e−δτ(t) = m(t − τ(t), 0)e−δτ(t).

Such that we now have the following expression of the solution of the system (3.1):

m(t, 1) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

m0(1 − ∫ t
0 V (s))ds)e−δt if

∫ t
0 V (y)dy < 1,

κe−δτ(t)/V (t − τ(t)) if
∫ t

0 V (y)dy ≥ 1.

We can now obtain a differential equation for M(t) =
∫ 1

0 m(t, x)dx the total number of
progenitors:

d

dt
M(t) =

∫ 1

0

∂

∂t
m(t, x)dx,

= −
∫ 1

0
δm(t, x)dx − V (t)

∫ 1

0

∂

∂x
m(t, x)dx,

= −δM(t) − V (t)
[
m(t, x)

]1

0
.
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Therefore we have

M ′(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−δM(t) + κ − V (t)m0(1 − ∫ t
0 V (s) ds)e−δt if t < t1,

−δM(t) + κ
[
1 − V (t)e−δτ(t)

V (t − τ(t))
]

if t > t1.
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Chapitre 4

STABILITY ANALYSIS OF AN EQUATION WITH

TWO DELAYS AND APPLICATION TO THE

PRODUCTION OF PLATELETS

Cet article est prêt à être soumis.

Les principales contributions de Loïs Boullu à cet article sont présentées.

— Calculs numériques des régions de stabilité

— Calculs de la condition de transversalité et analyse de la variété centre

— Application au modèle pour la mégacaryopoïèse

— Analyse de la variété centre pour la bifurcation double et simulations
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Résumé

Nous analysons la stabilité d’une équation différentielle à deux retards issue de la dyna-
mique de populations structurées en deux catégories, immatures et matures, puis nous
appliquons cette analyse à un modèle pour la production des plaquettes. Nous considérons
une population répartie entre un compartiment d’individus immatures et un comparti-
ment d’individus matures tel que le temps passé dans chaque compartiment est fixe, et tel
que le taux de naissance des individus immatures est une fonction du nombre d’individus
matures. L’ajout d’un terme de mort aléatoire pour les individus matures implique que la
dynamique du nombre d’individus matures est alors décrite par une équation à deux re-
tards non-linéaire de la forme x′(t) = −γx(t) + g(x(t − τ1)) − g(x(t − τ1 − τ2))e−γτ2 .
À une normalisation près, la stabilité des points d’équilibre est alors donnée par la
position dans le plan complexe des racines d’une équation caractéristique de la forme
λ = −A + B(e−λ − e−Aτ e−λ(1+τ)). Contrairement au cas général, cette équation est dé-
crite par non pas 4 mais 3 paramètres. La méthode de la D-décomposition peut donc
être utilisée pour procéder numériquement à une exploration exhaustive des configura-
tions que peut prendre la région de stabilité dans les plans (A, B) et (τ, B). L’étude de
la condition de transversalité révèle que la région de stabilité croît avec A dans le plan
(A, B) et décroît avec τ dans le plan (τ, B). La variété centre associée à la valeur propre
nulle est analysée. De plus, l’analyse de la variété centre pour les bifurcations de Hopf
permet de déterminer si cette perte de stabilité s’accompagne de l’apparition de solutions
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périodiques ou non. On remarque également l’existence de double bifurcations de Hopf,
indiquant la possibilité de dynamiques complexes telles que des tores. L’analyse de la
variété centre associée aux doubles bifurcations permet d’obtenir le déploiement corres-
pondant, et nous utilisons celui-ci pour identifier un jeu de paramètres auquel correspond
une solution prenant la forme d’un tore dans l’espace de pseudo-phase. Enfin, les résul-
tats de l’analyse de stabilité locale est utilisé pour étudier l’impact d’une augmentation
du taux de mort des plaquettes γ ainsi que celui d’une diminution du temps de survie des
plaquettes τ2 sur l’apparition d’oscillations, en accord avec la pathogenèse de la thrombo-
pénie cyclique auto-immune, une maladie définie par des oscillations dans le nombre de
plaquettes associées à la présence d’anticorps anti-plaquettes. La fonction de régulation
est choisie pour être décroissante et à image bornée positive, et 5 des 7 paramètres du
modèle sont obtenus à partir de la littérature. Nous montrons alors que la stabilité peut
être perdue à la suite d’une diminution légère du temps de survie (de 8.4 jours à 7 jours),
ou par une forte augmentation du taux de mort (de 0.05 à 0.6).
Mots-clés : Plaquettes, oscillations, stabilité, deux retards, D-décomposition, analyse de
variété centre.

Abstract

We analyze the stability of a differential equation with two delays originating from a
model for a population divided into two subpopulations, immature and mature, and we
apply this analysis to a model for platelet production. We consider a population split
between two compartments: an immature and a mature one. We assume that cells
spend a a fixed time spent in each compartment. Birth rate of immature individuals
is supposed to be a function of the number of mature individuals. Adding random death
for mature individuals implies that the dynamics of mature individuals is described by
the following nonlinear differential equation with two delays: x′(t) = −γx(t) + g(x(t −
τ1))−g(x(t−τ1 −τ2))e−γτ2 . With rescaling, the stability of the equilibrium points is given
by the position in the complex plane of the roots of a characteristic equation of the form
λ = −A + B(e−λ − eAτ e−λ(1+τ)). Unlike the general case, this equation is given by three
parameters, not four. Therefore, the method of D-decomposition can be used to explore
numerically all the possible shapes of the stability regions in the (A, B) and (τ, B) planes.
The centre manifold theory is then used to investigate the steady-state bifurcation, and
then the Hopf bifurcation, such as to evaluate whether it implies the onset of periodic
solutions. We notice the existence of a double Hopf bifurcation, indicating that complex
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dynamics such as torus are possible. Analysis of the centre manifold associated with this
double bifurcation leads to an unfolding of the normal form near the equilibrium, and we
use it to identify a set of parameters such that the solution is a torus in the pseudo-phase
space. Finally, the results of the local stability analysis are used to study the impact
of an increase of the death rate γ or of a decrease of the survival time τ2 of platelets
on the onset of oscillations. This appears to be in agreement with the pathogenesis of
auto-immune cyclic thrombocytopenia, a condition characterized by oscillations in platelet
count associated with the presence of platelet-specific antibodies. The regulation function
of the birth rate of immature individuals is chosen to be decreasing, strictly positive and
bounded, and five parameters out of seven are obtained from literature. We show that the
stability is lost through a small decrease of survival time (from 8.4 to 7 days), or through
an important increase of the death rate (from 0.05 to 0.625 days−1).
Keywords: Platelets, oscillations, stability, two delays, D-decomposition, centre mani-
fold analysis.

4.1. Introduction

Differential equations with two delays arise when a system includes two “non-
instantaneous” processes requiring a finite time to be completed. Take for example a
population composed of immature individuals and mature individuals, such that imma-
ture individuals become mature after a time τ1 and mature individuals die after having
been mature for a time τ2. If we assume that at any time t ≥ 0, the rate of production
of immature individuals is a positive function g of the total population x(t) of mature
individuals, then the dynamics of x is described by the following differential equation:

x′(t) = g(x(t − τ1)) − g(x(t − τ1 − τ2)).

Adding a random destruction rate γ, Bélair et al. [10] formulated a model for the
production of platelets whose dynamics are given by

x′(t) = −γx(t) + g(x(t − τ1)) − g(x(t − τ1 − τ2))e−γτ2 . (4.1)

The derivation of this equation from the structured PDEs describing the two populations
can be found in [104]. The immature cells are megakaryocytes, whose production rate
is a decreasing function of the platelet count, and which release between 1000 and 3000
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platelets after a maturation time τ1. In the context of a disease called “cyclic thrombocy-
topenia” [47], Bélair et al. [10] found that in the case where the function g has a bell-shape
given by g(x) := f0

θnx
θn+xn , increasing the death rate γ induces a de-stabilization of the

positive equilibrium. Equation (4.1) with the same function g has also been studied by
El-Morshedy et al. [104] as authors identified conditions for the global stability of either
the trivial equilibrium or the positive equilibrium.

Notice that if x∗ is an equilibrium of (4.1), then the corresponding characteristic
equation is given by

λ + γ − g′(x∗)e−λτ1 + g′(x∗)e−γτ2e−λ(τ2+τ1) = 0, (4.2)

a particular case of the general form

λ + A + Be−λr1 + Ce−λr2 = 0. (4.3)

Stability with respect to A, B and C has been studied by Mahaffy et al. [97] in the case
where r1 > r2, and by Mahaffy & Busken [21] when r1 = nr2 with n ∈ N. Besse also
studied this general form [17], although with respect to A and B and in the case where
A, B ≥ 0 and −π/r1 ≤ C ≤ 0. Bélair & Campbell [9] studied the case where A = 0 and
B = 1: they identified the stability regions in the (A, r2) plan, and were able to show
that increasing r1 leads to the separation of the stability region into multiple disconnected
regions. Although Equation (4.2) constitutes a more complex case than the one treated by
Mahaffy & Busken [21], as C depends on r1, r2 and A, this specificity reduces the number
of parameters by one, allowing for a more complete analysis of the role each parameter
plays in shaping the regions of stability.

The assumption of a regulation of platelet count relying on variable megakaryocyte
production was recently studied by Boullu et al. [18]. Using a non constant maturation
rate for megakaryoblasts (cells from which megakaryocytes originate), this lead to a sys-
tem of two delay-differential equations. The authors showed that increasing the death rate
of megakaryoblasts could induce periodic solutions. But the use of random-only platelet
death prevented from studying the effect of an increased destruction of platelets. The
objective of this paper is to study in detail the local stability of the equilibria of (4.1).
Then, (4.1) is used as a simplification of the model presented in [18] to study the impact of
an increased destruction of platelets on the stability, through the increase of the random
death rate γ as well as through the decrease of survival time τ2. Indeed, both the increase
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of γ and the decrease of τ2 may be induced by the presence of platelet-specific antibodies
[54, 86, 101].

In Section 4.2, we perform the linear stability analysis of (4.1). Since for
B := g′(x∗)τ1 = 0 the non-trivial equilibrium is locally asymptotically stable, we study
the existence of purely imaginary eigenvalues as |B| increases from zero for different
values of τ := τ2/τ1 and A := γτ1. Following the D-decomposition approach [55], we
obtain implicit expressions for τ , A and B allowing us to numerically plot the curves
where λ = iω is a root of (4.2), in both the (τ, B) and (A, B) planes. In order to
determine whether the existence of a pair of purely imaginary eigenvalues implies a
change in the number of eigenvalues with positive real parts, we study the sign of the
derivative of Re(λ) with respect to one of the parameters. This enables us to associate
each region to a number of eigenvalues with positive real part. In order to determine the
nature of the changes of dynamic associated with a loss of stability, we perform a centre
manifold analysis for the steady-state bifurcation and for a single Hopf bifurcation in
Section 4.3. Then, we notice that the crossing of stability curves indicates that complex
behaviours, such as tori, are possible. To identify parameters associated with these
complex behaviours we perform the centre manifold analysis of a double Hopf bifurcation
in Section 4.4. Finally, the results of Section 4.2 are applied in Section 4.5 to (4.1) the
equation for platelet count presented above.

4.2. Linear stability analysis

4.2.1. Curves associated with purely imaginary eigenvalues

In order to decrease the complexity further, we rescale time in units of one of the
delays, setting s = t/τ1. Thus, if z is a solution of the linearization of (4.1) about one of
its equilibrium x∗, that is,

z′(t) = −γz(t) + g′(x∗)z(t − τ1) − g′(x∗)z(t − τ1 − τ2)e−γτ2 . (4.4)

Then we define a function y as y(s) = z(sτ1) and obtain

y′(s) = −γτ1y(s) + g′(x∗)τ1y(s − 1) − g′(x∗)τ1y(t − 1 − τ2/τ1)e−γτ2 ,

= −Ay(s) + B
[
y(s − 1) − e−γτ2y(s − 1 − τ)

]
,

(4.5)
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where A = γτ1 > 0, B = g′(x∗)τ1 and τ = τ2/τ1 > 0. Notice that γτ2 = Aτ , such that
the corresponding characteristic equation is written

λ = −A + B
[
e−λ − e−Aτ e−λ(1+τ)

]
. (4.6)

For B = 0, Equation (4.6) becomes λ = −A < 0: there is only one eigenvalue and
it is real and negative, therefore the equilibrium is locally asymptotically stable. Because
the number of eigenvalues λ of Equation (4.6) with Re(λ) > 0 can change only by a
crossing of λ through the imaginary axis, the boundaries of the stability regions in the
plane of parameters correspond to the values such that there exists a ω ∈ R+ with λ = iω

solution of (4.6). For such a λ, (4.6) becomes

0 = −iω − A + B(e−iω − e−Aτ−iω(1+τ)). (4.7)

In the case ω = 0, (4.7) leads to

0 = −A + B(1 − e−Aτ ),

so that λ = 0 is an eigenvalue if and only if B = A
1−e−Aτ . If λ = iω 	= 0, we need to

separate real and imaginary parts:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−A = B
[

cos ω − e−Aτ cos(ω(1 + τ))
]
,

ω = B
[

− sin ω + e−Aτ sin(ω(1 + τ))
]
.

(4.8)

For B 	= 0, we divide one equality by the other to obtain

ω

A
= − sin ω + e−Aτ sin(ω(1 + τ))

cos ω − e−Aτ cos(ω(1 + τ)) , (4.9)

and when ω, A and τ are known, B is given by

B = A

cos ω − e−Aτ cos(ω(1 + τ)) . (4.10)

In order to determine whether the pair of purely imaginary eigenvalues corresponds to an
increase or a decrease in the number of eigenvalues with positive real parts, we compute
both d Re λ

dA
(A) and d Re λ

dτ
(τ), then evaluate the transversality condition, that is whether

the corresponding derivatives are positive or not.
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4.2.2. Transversality conditions

4.2.2.1. With respect to A

We consider λ = α + iω ∈ C, A, τ ∈ R∗
+ and B ∈ R. Differentiating (4.6) with

respect to A gives

dλ

dA
= −1 − Be−λ dλ

dA
+ B

[
τ + (1 + τ) dλ

dA

]
e−Aτ e−λ(1+τ),

and d
dA

e−Aτ−λ(A)(1+τ) = (−τ − λ′(A)(1 + τ))e−Aτ−λ(A)(1+τ), which implies
(
1 + Be−λ − B(1 + τ)e−Aτ e−λ(1+τ)

) dλ

dA
= −1 + Bτe−Aτ e−λ(1+τ),

and thus
dλ

dA
= −1 + Bτe−Aτ e−λ(1+τ)

1 + Be−λ − B(1 + τ)e−Aτ e−λ(1+τ) .

From (4.6) we have Be−Aτ e−λ(1+τ) = −λ − A + Be−λ hence the above is written

dλ

dA
= −1 + τ(−λ − A + Be−λ)

1 + Be−λ − (1 + τ)(−λ − A + Be−λ) = −1 − τ(λ + A − Be−λ)
1 − τBe−λ + (1 + τ)(λ + A) ,

such that for λ = iω we have
dλ

dA
= −1 − τiω − τA + τB(cos ω − i sin ω)

1 − τB(cos ω − i sin ω) + (1 + τ)(iω + A)

= [−1 − τA + τB cos ω] − iτ [ω + B sin ω]
[1 + (1 + τ)A − τB cos ω] + i[(1 + τ)ω + τB sin ω] .

Using the general decomposition x+iy
u+iv

= xu+yv
u2+v2 + iyu−xv

u2+v2 of any complex number, we obtain
the sign of d Re λ

dA
as the sign of

SA(ω, A, B, τ) = −1 − (1 + 2τ)A − B2τ 2 + Bτ(2 + (1 + 2τ)A) cos ω

− τ(1 + τ)(A2 + ω2) − ωτ(1 + 2τ)B sin ω.

Figure 4.1 represents in the (A, B) plane, for τ = 1, the graph of the solutions of (4.9),
(4.10) as a parametrized curve in ω > 0. The branches of this curve delimit the stability
regions. The boundaries of the stability region do not qualitatively change with τ . From
the graph, we note that d Re λ

dA
< 0 at all points (A(ω), B(ω)). That is, stability is lost

when the parameters are moved from right to left, i.e. when A decreases, so that exiting
the region of stability may give rise to a Hopf bifurcation.
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Figure 4.1. Region of stability for the null solution of (4.4) with τ = 1. The numbers indicate the
number of pairs of eigenvalues with positive real parts. The graph is the same for any positive τ .

4.2.2.2. With respect to τ

We consider again λ = α + iω ∈ C, A, τ ∈ R∗
+ and B ∈ R. Differentiating (4.6) with

respect to τ gives

dλ

dτ
= −Be−λ dλ

dτ
+ B

[
A + λ + (1 + τ)dλ

dτ

]
e−Aτ e−λ(1+τ),

and as d
dτ

e−λ(τ)(1+τ) =
(

− λ′(r)(1 + τ) − λ(τ)
)
e−λ(τ)(1+τ), we obtain

dλ

dτ
= B(A + λ)e−Aτ e−λ(1+τ)

1 + Be−λ − B(1 + τ)e−Aτ e−λ(1+τ) .

From (4.6) we have Be−Aτ e−λ(1+τ) = −λ − A + Be−λ hence the above is written

dλ

dτ
= (A + λ)(−λ − A + Be−λ)

1 − τBe−λ − (1 + τ)(−λ − A) ,
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which for λ = iω becomes
dλ

dτ
= (iω + A)(−iω − A + B(cos ω − i sin ω))

1 − Bτ(cos ω − i sin ω) + (A + iω)(1 + τ)

= [A(−A + B cos ω) + ω(ω + B sin ω)] + i[−2Aω + B(ω cos ω − A sin ω)]
[1 − Bτ cos ω + A(1 + τ)] + i[Br sin ω + ω(1 + τ)] .

Using the same decomposition as above, we get the sign of d Re λ
dτ

as the sign of

Sτ (ω, A, B, τ) =ω2 − A(A + A2(1 + τ) + ω2(1 + τ) + B2τ)+(
A + (2τ + 1)A2 + ω2

)
B cos ω +

(
1 − 2Aτ

)
ωB sin ω.

We showed above that on the curve corresponding to ω = 0, that B = A
1−e−Aτ > 0. A

simple calculation implies that the sign of d Re λ
dτ

is given by 1+A
1+A+Aτ

−e−τA which is always
positive when both A and τ are strictly positive. This corresponds to a steady-state
bifurcation.

Figures 4.2–4.5 represent the stability regions for A = 0.2, A = 0.55, A = 1 and
A = 2 respectively. Notice that for A = 0.2 and A = 0.55, the curves show some loops,
and the transversality condition indicates that entering such loops from the left implies
the gain of an eigenvalue with positive real part, while exiting the same implies the loss
of this eigenvalue.

Remark 1: in each graphs, we notice that d Re λ
dτ

> 0 at a point (τ, B) if and only if
the implicit curve B �→ ω(B) is concave at this point. Verifying this requires to compute
the corresponding second derivative, which is out of the scope of this paper and left for
a future work. From the graphs again, we assume that there exists a value A0 such that
if A ≥ A0, then for all points of the plane (τ, B) there exists no more than one positive
value of ω such that (ω, A, τ, B) satisfies (4.8), that is no curve crosses itself or another
branch).

Remark 2: to show that the branch for ω = 0 is always below the other branches
corresponding to positive values of ω, we study the consequences of B < A

1−e−Aτ , which
implies⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−A + B
[

cos ω − e−Aτ cos(ω(1 + τ))
]

< − A
1−e−Aτ

(
1 − cos ω − (1 − cos(ω(1 + τ)))e−Aτ

)
,

−ω + B
[

− sin ω + e−Aτ sin(ω(1 + τ))
]

< −ω(1 + A
ω

sin ω − (1 + A
ω

sin(ω(1 + τ)))e−Aτ ).

Numerically we see that if A and τ are such that 1−cos ω−(1−cos(ω(1+τ)))e−Aτ < 0 for
some ω ∈ [0, 2π], then 1 + A

ω
sin ω − (1 + A

ω
sin(ω(1 + τ)))e−Aτ > 0, but an analytical proof

is still an open problem. An other open problem is to prove that if n ≤ m and (τ0, B0) is
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Figure 4.2. Region of stability for the null solution of (4.4) with A = 0.2. The numbers indicate the
number of pairs of eigenvalue with positive real parts.

a point of a curve associated with ω ∈ [2nπ, (2n + 1)π] (resp. ω ∈ [(2n + 1)π, 2(n + 1)π])
then if (τ0, B) is a point of a curve associated with ω ∈ [2mπ, 2(m + 1)π] (resp. ω ∈
[(2m + 1)π, 2(m + 1)π]) we have |B0| ≤ |B|.

In the next section we perform a centre manifold analysis for the bifurcation for
B > 0 (with λ = 0, a steady-state bifurcation) and for the bifurcation for B < 0 (a Hopf
bifurcation).

4.3. Centre manifold analysis for simple bifurcations

When an eigenvalue with positive real part appears through a steady-state bifurca-
tion, the change of stability is generically of one of two types. Either one new locally
stable equilibrium point appears, in which case the bifurcation is called “transcritical”, or
two new locally stable equilibrium points appear, in which case the bifurcation is called
“pitchfork bifurcation”. Similarly, when a pair of eigenvalues with positive real parts
appears through a Hopf bifurcation, the change in stability is generically of one of two
types. If a stable limit cycle appears when the Hopf bifurcation occurs, it is said to be a
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Figure 4.3. Region of stability for the null solution of (4.4) with A = 0.55.

“supercritical Hopf bifurcation”, and if an unstable limit cycle disappears when the Hopf
bifurcation occurs, it is said to be a “subcritical Hopf bifurcation”. In both instances, to
determine the type of the bifurcation we can perform a centre manifold analysis for the
steady-state bifurcation and for simple Hopf bifurcation.

4.3.1. Theoretical basis for centre manifold analysis (from [24])

We consider the general delay differential equation with two delays expressed as

x′(t) = L(x(t), x(t − τ1), x(t − τ2)) + f(x(t), x(t − τ1), x(t − τ2)), (4.11)

where τ1, τ2 ≥ 0, L : R3 → R a linear operator and f : R3 → R. The linear restriction of
the equation is therefore

x′(t) = Ax(t) + Bx(t − τ1) + Cx(t − τ2)). (4.12)
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Figure 4.4. Region of stability for the null solution of (4.4) with A = 1.

At a point in parameter space where (4.12) possesses m eigenvalues with zero real parts, all
the other eigenvalues having negative real parts, there exists an m-dimensional invariant
manifold C = P ⊕ Q in the state space. The long term behavior of solutions of the
nonlinear equation is well approximated by the flow in this manifold. The flow on this
centre manifold is given by x(t) = xt(0), where xt(θ) is a solution of (4.12) satisfying

xt(θ) = Φz(t) + h(θ, z(t)),

where Φ is a basis for P, h ∈ Q and z satisfies the ordinary differential equation

ż(t) = Bz(t) + bf(Φ(θ)z + h(θ, z(t))). (4.13)

Here, B is the (m×m) matrix of eigenvalues with null real part. To specify b, we introduce
the bilinear form associated to (4.12):

〈ψ, φ〉 = ψ(0)φ(0) + B
∫ 0

−τ1
ψ(ξ + τ1)φ(ξ) dξ + C

∫ 0

−τ2
ψ(ξ + τ2)φ(ξ) dξ. (4.14)
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Figure 4.5. Region of stability for the null solution of (4.4) with A = 2.

Then, b is given by Ψ(0) where Ψ = 〈ΦT , Φ〉−1Φ (or 〈Ψ, Φ〉 = 1).
We now perform the centre manifold analysis for the steady-state bifurcation.

4.3.2. Steady-state bifurcation

In order to study the bifurcation corresponding to the branch λ = 0, we use the
result of Song & Jiang on a general delay differential equation ([133], Theorem 1).

We use a rescaled version of (4.1):

x′(t) = −Ax(t) + g(x(t − 1)) − g(x(t − 1 − τ))e−Aτ . (4.15)

with A, τ > 0, which yields the characteristic equation

λ = −A + B
[
e−λ − e−Aτ e−λ(1+τ)

]
. (4.16)

with B = g′(x∗) and x∗ is an equilibrium of (4.15). We introduce the variable μ defined
as μ := B − A

1−e−Aτ , such that for μ = 0, λ = 0 is a root of (4.16). Therefore, we choose
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Φ = φ(θ) := 1 as a basis of P , and given (4.14), 〈Ψ, Φ〉 = 1 implies that

Ψ = ψ(θ) := 1
1 + B(1 − e−Aτ (1 + τ))

∣∣∣
μ=0

= 1
1 + A

,

is a basis of P ∗ the dual space of P .
The components of the decomposition of (4.15) as x′(t) = L(μ)(xt) + F (xt, μ) are

given by

L(μ)(φ) = −Aφ(0) + (μ + A

1 − e−Aτ
)(φ(−τ) − e−Aτ φ(−1 − τ)),

F (φ, μ) = g(φ(−1)) − g(φ(−1 − τ))e−Aτ − (μ + A

1 − e−Aτ
)(φ(−1) − e−Aτ φ(−1 − τ)).

We then compute the linear term L1 of the Taylor expansion of L and the second term
F2 of the Taylor expansion of F on Φx + y where x ∈ R and y ∈ Q :

L1(φ) = φ(−1) − e−Aτ φ(−1 − τ)

F2(Φx + y, μ) =
(

(x − x∗ + y(−1))2 − (x − x∗ + y(−1 − τ))2e−τA
)

g′′(x∗),

and writing F2(Φx+y, μ) = A2(x−x∗)2+H2(Φx, y)+O(|y|2) gives A2 = (1−e−τA)g′′(x∗).
We write ξ := φ(θ) = 1, η =: ψ(θ) = 1

1+A
> 0, L1(ξ) = 1 − e−Aτ > 0, such that

according to Song & Jiang [133], the normal form for the steady-state bifurcation is given
by

ẋ = ηL1(ξ)μx + 1
2ηA2x

2 + O(x3, μ|(x, μ)|2)

= 1 − e−Aτ

1 + A
μx + 1

2
(1 − e−Aτ )g′′(x∗)

1 + A
x2 + O(x3, μ|(x, μ)|2).

(4.17)

Furthermore, using Theorem 1 of [133] we obtain the following result:

Theorem 4.1. If 0 ≥ B = B0 := A
1−e−Aτ , then λ = 0 is an eigenvalue of (4.16) and there

are no other eigenvalues with zero real part. Also, the constant solution x∗ of (4.15) is
locally asymptotically stable for B < B0 and unstable for B > B0.

Furthermore, if g′′(x∗) 	= 0, then the constant solution x∗ with B = B0 is stable and
equation (4.15) undergoes a transcritical bifurcation at the critical value B = B0.

Remark: if g′′(x∗) = 0, the possibility of a pitchfork bifurcation can be evaluated
using a normal form of higher order than the one in (4.17). However, this is out of the
scope of this paper.

We now perform the centre manifold analysis for a single Hopf bifurcation.
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4.3.3. Single Hopf

In the following, we employ the Taylor expansion of (4.1) with scaling about an
equilibrium x∗, given by

y′(t) = −Ay(t) + B(y(t − 1) − e−Aτ y(t − 1 − τ)) + C

2 (y2(t − 1) − e−Aτ y2(t − 1 − τ))

+ D

6 (y3(t − 1) − e−Aτ y3(t − 1 − τ)) + O(y4(t), y4(t − 1), y4(t − 1 − τ))

= L(y(t), y(t − 1), y(t − 1 − τ)) + f(y(t), y(t − 1), y(t − 1 − τ)) + O(y4
t ),

(4.18)
with A = γτ1 > 0, B = g′(x∗)τ1, C = g′′(x∗)τ1, D = g′′′(x∗)τ1 and τ = τ2/τ1 > 0.

In order to obtain the type of the Hopf bifurcation, we use the method of Campbell
[24] for compute the centre manifold using the symbolic algebra package Maple. We give
an overview of the different steps of computation:

— we start by computing the vector b using (4.14) and the fact that for the single
Hopf bifurcation we have Φ = (φ1, φ2) = (sin(ωθ), cos(ωθ)) ;

— we then introduce the function

h2(θ, z) = h11(θ)x2 + h12(θ)xy + h22(θ)y2,

and we compute the functions hij by solving the following partial differential equa-
tion (see [24], eq. 8.31):

∂h2

∂θ
(θ, z) + O(||z||3) = ∂h2

∂z
(θ, z)Bz + Φ(θ)Ψ(0)F2(Φ(θ)u) + O(||z||3)

The arbitrary constants are determined using a second partial differential equation
given in [24] (eq. 8.32) ;

— the equation (4.13) becomes

x′ = −ωy + b1

(
f11x

2 + f12xy + f22y
2 + f111x

3 + f112x
2y + f122xy2 + f222y

3
)
,

y′ = ωx + b2

(
f11x

2 + f12xy + f22y
2 + f111x

3 + f112x
2y + f122xy2 + f222y

3
)
,

and the type of the Hopf bifurcation is determined (see [56], eq. 3.4.11) by the
sign of

a =1
8(3b1f111 + b1f122 + b2f112 + 3b2f222)

+ 1
8ω

((b2
1 − b2

2)f12(f11 + f22) + 2b1b2(f 2
22 − f 2

11)).
(4.19)
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The Maple commands are reproduced in the Appendix A. The final expression of a

involves derivatives of g of order higher than two, such that it is not possible to compute its
value without choosing a function g beforehand (see next section). Because this implies
a constraint on B, the value a is computed on single points rather than on the whole
stability boundary as it can be seen in [9].

In the next section, we present a detailed analysis of the bifurcations occurring at
parameter values where two pairs of purely imaginary eigenvalues exist.

4.4. Centre manifold analysis for double Hopf bifurcation

In the double Hopf case, the type of the bifurcation is indicated by four coefficients
a11, a12, a21, a22 which are the equivalent of a in the simple Hopf case. However, there
is no explicit expression of these coefficients (an equivalent to (4.19)) in the literature.
Therefore they need to be computed using the symbolic algebra package Maple.

4.4.1. Computing a11, a12, a21, a22 using Maple

The computation of a11, a12, a21, a22 from a system of the form

ẋ = −ω1y + F 1
111x

3 + F 1
112x

2y + F 1
114x

2u + F 1
114x

2v + . . . ,

ẏ = ω1x + F 2
111x

3 + F 2
112x

2y + F 2
114x

2u + F 2
114x

2v + . . . ,

u̇ = −ω2v + F 3
111x

3 + F 3
112x

2y + F 3
114x

2u + F 3
114x

2v + . . . ,

v̇ = ω2u + F 4
111x

3 + F 4
112x

2y + F 4
114x

2u + F 4
114x

2v + . . . ,

(4.20)

also written ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ẋ

ẏ

u̇

v̇

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −ω1 0 0
ω1 0 0 0
0 0 0 −ω2

0 0 ω2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x

y

u

v

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f1(x, y, u, v)
f2(x, y, u, v)
f3(x, y, u, v)
f4(x, y, u, v)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.21)

of a double Hopf bifurcation follows the steps explained by Guckenheimer [56] in the
“appendix to Section 3.4”. It relies on writing (4.21) as a complex system, that is

ż1 = λ1z1 + h(z1, z1, z2, z2),

ż2 = λ2z2 + g(z1, z1, z2, z2),
(4.22)
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with λi = iωi, z1 = x + iy, z2 = u + iv, and writing the normal form for the double Hopf
as a complex system, that is

w′
1 = λ1w1 + c11w

2
1w1 + c12w1w2w2 + O(|w1, w2|5) =: λ1w1 + ĥ1(w1, w1, w2, w2),

w′
2 = λ2w1 + c21w1w1w2 + c22w

2
2w2 + O(|w1, w2|5) =: λ2w2 + ĥ2(w1, w1, w2, w2).

(4.23)

To transform (4.22) to (4.23), we use the near identity transformation

z1 = w1 + Ψ(w1, w1, w2, w2), Ψ = O(|w1, w2|2),

z2 = w2 + Φ(w1, w1, w2, w2), Φ = O(|w1, w2|2).
(4.24)

Substituting (4.24) in (4.22) and using (4.23), we obtain two partial differential equa-
tions PDE1 and PDE2 (see pages B-ii and B-iii of Appendix B).

We give an overview of the different steps of computation performed in Maple :

— We introduce the Taylor expansion to the second order of Φ, Ψ, h, g, that we substi-
tute in PDE1 and PDE2. Equating coefficients of wi, wj, wiwj and wiwj we obtain
expressions of the partial derivatives of Φ, Ψ as functions of partial derivatives of
h, g.

— We introduce the Taylor expansion to the third order of h, g that we substitute
in PDE1 and PDE2. Equating coefficients of w2

1w1, w1w2w2, w1w1w2 and w2
2w2,

we obtain expressions of the coefficients c11, c12, c21, c22 as functions of the partial
derivatives of h, g. The coefficients of interest a11, a12, a21, a22 are given as aij =
Re(cij).

— To obtain expressions of the partial derivatives of h, g as functions of the partial
derivatives of fi, i = 1, 2, 3, 4, we use the Taylor expansion to the third order of
fi, i = 1, 2, 3, 4 and the fact that h = f1 + if2, g = f3 + if4.

— The partial derivatives of fi, i = 1, 2, 3, 4 are computed as functions of the
F l

ijk, i, j, k, l = 1, 2, 3, 4 of (4.20).

From there, the computation of the F l
ijk, i, j, k, l = 1, 2, 3, 4 of (4.20) is performed

following the adaptation of the method of Campbell [24] used in Section 4.3.3 to the case
of double Hopf bifurcation. The Maple commands are available in the Appendix B.
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4.4.2. Calculating the centre manifold of the double Hopf bifurcation

In the case of the double Hopf bifurcation, there are two values of ω satisfying (4.8)
for the same values of A, B and τ :

A = +B
[

cos ω1 − e−Aτ cos(ω1(1 + τ))
]
,

ω1 = B
[

− sin ω1 + e−Aτ sin(ω1(1 + τ))
]
,

0 = A + B
[

cos ω2 − e−Aτ cos(ω2(1 + τ))
]
,

ω2 = B
[

− sin ω2 + e−Aτ sin(ω2(1 + τ))
]
.

And the elements needed to write (4.13) are

Φ = (φ1, φ2, φ3, φ4) = (sin(ω1θ), cos(ω1θ), sin(ω2θ), cos(ω2θ)), z = (x, y, u, v)T , (4.25)

such that Φz = sin(ω1θ)x + cos(ω1θ)y + sin(ω2θ)u + cos(ω2θ)v,

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −ω1 0 0
ω1 0 0 0
0 0 0 −ω2

0 0 ω2 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, and b =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

K12,

K22,

K34,

K44

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, with K =

⎡
⎢⎢⎢⎣

〈ΦT
12, Φ12〉T

D2
12

0

0 〈ΦT
34, Φ34〉T

D2
34

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

with D2
ij = det〈ΦT

12, Φ12〉 and Φij = (φi, φj).
In order to obtain the type of the Hopf bifurcation, we use the method of Campbell

[24] for calculating centre manifold using the symbolic algebra package Maple. The al-
gorithm using Maple and its results are presented in Appendix B. For sake of clarity, we
decide to only give an overview of the different steps of computation to them:

— we start by computing the vector b using (4.14);

— we then introduce the function

h2(θ, z) = h11(θ)x2 + h12(θ)xy + h13(θ)xu + h14(θ)xv + h22(θ)y2 + h23(θ)yu + h24(θ)yv

+ h33(θ)u2 + h34(θ)uv + h44(θ)v2

and we compute the functions hii by solving the following partial differential equa-
tion (see [24], equation 8.31):

∂h2

∂θ
+ O(||z||3) = ∂h2

∂z
(θ, z)Bz + Φ(θ)Ψ(0)F2(Φ(θ)u) + O(||z||3)

The arbitrary constants are determined using a second partial differential equation
(see [24], equation 8.32);

— we then obtain the equation (4.13) under the form (4.20).
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Combining with the expressions of a11, a12, a21, a22 as functions of the coefficients of
(4.20), we have an expression of a11, a12, a21, a22 as a function of A, B, C, D, ω and τ . The
Maple commands are available in the Appendix B.

4.4.3. From the values of a11, a12, a21, a22 to the descriptions of the flows near

the double Hopf

We introduce the continuous functions μ1, μ2, Ω1, Ω2 on R2
+ describing the branches

of eigenvalues associated with the purely imaginary eigenvalues ω1 and ω2, i.e. such that
for a point (τ, B),

λ1±(τ, B) = μ1(τ, B) ± iΩ1(τ, B), and λ2±(τ, B) = μ2(τ, B) ± iΩ2(τ, B)

are two pairs of simple complex-conjugate eigenvalues such that λ1+(τ0, B0) = iω1 and
λ2+(τ0, B0) = iω2. According to the theory of centre manifold analysis, if (τ1, B1) is a point
close to (τ0, B0), then System (4.20) is approximated by a system in radial components
given by

ṙ1 = μ1(τ1, B1)r1 + a11r
3
1 + a12r1r

2
2,

ṙ2 = μ2(τ1, B1)r2 + a21r
2
1r2 + a22r

3
2,

θ̇1 = ω1(τ1, B1),

θ̇2 = ω2(τ1, B1),

(4.26)

and the possible dynamics are explored by studying the “amplitude system” for r1, r2 ≥ 0
given by

ṙ1 = μ1(τ1, B1)r1 + a11r
3
1 + a12r1r

2
2,

ṙ2 = μ2(τ1, B1)r2 + a21r
2
1r2 + a22r

3
2.

(4.27)

Indeed, equivalences have been established [81] between the positions of the equilibria of
(4.27) and the dynamics of the solutions of (4.26):

— an equilibrium at r1 = r2 = 0 for (4.27) corresponds to an equilibrium point at the
origin for (4.26) ;

— an non-trivial equilibrium on one of the axis for (4.27) corresponds to cycle for
(4.26) ;

— an equilibrium with r1, r2 > 0 for (4.27) corresponds to two-dimensional torus for
(4.26) ;

— a limit cycle for (4.27) corresponds to three-dimensional torus for (4.26).
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We find in Kuznetsov ([81], Section 8.6.2) a description of all the possible subcases
(called the “unfolding” of (4.27)), depending on the signs of a11a22, θ := a12

a22
, δ := a21

a11
and θδ − 1.

4.4.4. Application to the equation x′(t) = −γx(t)+g(x(t−τ1))+g(x(t−τ1−τ2))e−γτ2

We go back to the bifurcation regions of, and focus on the double Hopf bifurcation
happening when the stability boundary of B < 0 crosses itself. As said before, a change
in stability occurs through a Hopf bifurcation only if B < 0, and we see that there exist
ω1, ω2 such that (τ(ω1), B(ω1)) = (τ(ω2), B(ω2)) = (τ0, B0) with B0 = −1.6006 < 0 and
τ0 = 4.1693 (see Figure 4.2).

Because the expressions of aij involve C and D, we need to fix g such that the point
(τ, B) corresponds to the crossing of the lower stability boundary seen on Figure 4.2 : we
choose g(x) := f0

σn

σn+xn + β0 with f0 = 5 × 1010, β0 = 0.01, σ = 8 × 109 and n = 10.166.
In this case, and assuming that the curve decreasing with τ corresponds to ω1, we have

a11 > 0, a12 > 0, a21 < 0, a22 < 0,

θ := a12

a22
< 0, δ := a21

a11
< 0, θδ − 1 > 0,

(4.28)

which corresponds to subcase VI of the “complex” case in Kuznetsov numbering scheme
(see [81] p. 363). The Maple commands are available in the Appendix B.

Figure 4.6 represents the different phase portraits for the system (4.27) associated
with different sectors of the (μ1, μ2) plane. We recall that given the definitions of μ1 and
μ2, we have μ1 > 0 under the curve of Figure 4.2 which decreases with τ near the double
bifurcation, while μ2 < 0 and μ2 > 0 respectively above and under the curve of Figure 4.2
which increases with τ near the double bifurcation. Using the relations between (4.27) and
(4.26) given above, parameters corresponding to the lowest wedge of the μ1 < 0, μ2 > 0
quadrant of Figure 4.6 should imply a stable limit cycle, while parameters corresponding
to the lowest interior wedge of the μ1 < 0, μ2 > 0 quadrant of Figure 4.6 should imply a
stable torus.

4.4.5. Simulations

We give two examples of simulations depicting such behaviors in Figures 4.7 and 4.8,
for the case where g and its parameters are as defined in the previous subsection.

For Figure 4.7, we have n = 11, τ2 = 4.75 × τ1, and the corresponding eigenvalues
have real parts μ1 = −0.0651, μ2 = 0.0014, such that μ2 < μ1/θ = 0.1023. This implies
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Figure 4.6. Parametric portraits for the phase portraits near the double Hopf bifurcation (from [9],
Figure 3.3).

that it is under the line T1 defined by Kuznetsov [81], such that this point corresponds to
the lowest wedge of the μ1 < 0, μ2 > 0 quadrant of Figure 4.6. And as predicted by the
unfolding, the solution converges to a stable limit cycle.

For Figure 4.8, we have n = 11, τ2 = 4.24 × τ1, and the corresponding eigenval-
ues have real parts μ1 = −0.0078, μ2 = 0.0188, such that μ2 > μ1/θ = 0.0123 and
μ2 < −δ − 1

θ − 1μ1 = 0.0334. This implies that it is above the line T1 and under the line C

defined by Kuznetsov [81], such that this point corresponds to the lowest interior wedge
of the μ1 < 0, μ2 > 0 quadrant of Figure 4.6. As predicted by the unfolding, the solution
converges to a torus.

In the next section, we use the computation presented in Section 4.3.3 to determine
the criticality of Hopf bifurcation for a model of platelet production.

4.5. Application to the production of platelets

As mentioned in the introduction, we now use the results obtained above on a model
describing the production of platelets, in order to study the role of the two mechanisms
for destruction (random and deterministic). This model may be seen as a simplification
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Figure 4.7. Numerical simulation of (4.1) for τ2 = 4.75×τ1 in the pseudo-phase plane (x(t), x(t−τ1−τ2)),
corresponding to the lowest wedge of the μ1 < 0, μ2 > 0 quadrant of Figure 4.6. Once the transient
dynamic is lost, a stable limit cycle appears.

of the one given in [18]. Indeed, we represent the regulation by the platelet number not
as a continuous action on the maturity speed of megakaryocyte progenitors, but more
directly by a regulation of the rate of production of new megakaryocytes. In order to
reproduce the fact that this production rate is bounded below and above, we express it
as a function of the platelet count G(P ) = m σn

σn+P n + m. We consider that τ1 is the time
between the birth of a megakaryocyte and the time its cytoplasm sheds into platelets.
Furthermore we assume that platelets die randomly with a rate γ and are removed from
the system by macrophages and hepatocytes after a survival time τ2 [54, 86]. Then the
model is described by the following equation:

x′(t) = −γx(t) + g(x(t − τ1)) − g(x(t − τ1 − τ2))e−γτ2 , (4.29)

with g(P ) = A0G(P ) = f0
σn

σn+P n + β0, A0 the number of platelet per megakaryocyte.

4.5.1. Parameter estimates

Based on observations of a delay of 5 days between stimulation by thrombopoietin
and a rise in platelet count [80], we choose τ1 = 5; and we set τ2 = 8.4 using observed
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Figure 4.8. Numerical simulation of (4.1) for τ2 = 4.15×τ1 in the pseudo-phase space (x(t), x(t−τ1−τ2)),
corresponding to the μ1 > 0, μ2 > 0 quadrant of Figure 4.6. Once the transient dynamic is lost, a limit
cycle appears.

mean platelet survival time [141]. Furthermore, the following biological observations allow
us to obtain f0, β0 and σ:

— at steady state, the amount of platelets is x∗ = 20 × 109/kg [113], such that

−γx∗ + f0

( σn

σn + x∗n
+ β0

)
(1 − e−γτ2) = 0;

— when the feedback is deactivated, which for the regulation system is equivalent to
a virtually infinite amount of platelets, the amount of platelets is divided by 10
[36], such that

−γx∗/10 + f0β0(1 − e−γτ2) = 0;

— the maximum increase reached with an artificial simulation of the hormone signal
controling platelet production, equivalent to a population of 0, leads to an 10-fold
increase [69], such that

−γx∗ × 10 + f0

(
1 + β0

)
(1 − e−γτ2) = 0.
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Therefore, only the parameters γ and n are not determined by the model. Until appro-
priate data is available, we decide to use Langlois et al. fitted value of γ = 0.05 [82].
Finally, we choose n = 1.7 such that the unique equilibrium is stable when parameters
correspond to healthy patients (that is, τ2 = 8.4 and γ = 0.05).

4.5.2. Stability analysis

As g is decreasing, we are interested in the part of the (B, τ) plane corresponding
to B ≤ 0. We study the effect of increasing platelet death rate, that is, increasing γ;
and of decreasing the platelet survival time, that is, decreasing τ2. Plots of the evolution
of B = f0g

′(x∗)τ1 as either γ increases or as τ2 decreases are given in Figure 4.9. We
see that when τ2 decreases of one day (to τ2 = 7.2), then the system loses its stability.
Furthermore, if γ is 10-fold then the system also loses its stability.

τ
2

4 5 6 7 8 9 10

B

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

Evolution of B as when τ
2
 decreases from 8.4

  Region of stability
B(τ

2
)

τ
2
 = 8.4 (normal value)

Hopf Bifurcation

γ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

B

-5

-4

-3

-2

-1

0
Evolution of B as when γ increases from 0.05

  Region of stability
B(γ)
γ = 0.05 (normal value)
Hopf Bifurcation

Figure 4.9. Stability as τ2 or γ are varied and other parameters are fixed. Blue dotted lines represent
the values in healthy patients, and red dotted lines mark the limits after which the equilibrium is unstable.
We see that when τ2 decreases of one day (to τ2 = 7.2), then the system loses its stability. Furthermore,
if γ is multiplied more than 12 times (to γ = 0.625) then the system also loses its stability.
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Numerical solutions for (4.1) are shown on Figure 4.10 for (τ2, δ) pairs associated with
the different stability regions seen on Figure 4.9. We notice that both γ and τ2 can lead
to a change in stability if modified: when the curve B(ω) leaves the zone of stability, a
Hopf bifurcation occurs. Furthermore, the criticality of the Hopf bifurcation is computed
in both cases using the expression (4.19) of a computed in Maple (see Appendix A). In
both cases, a is negative such that the bifurcation is supercritical and a locally stable
periodic solution appears, as seen on the solutions obtained numerically.

Other characteristics of the dynamics change differently depending on the bifurca-
tion parameter: the main consequence of decreasing τ2 is an increase in amplitude, but
increasing γ decreases the overall value of platelet count. However, from a clinical point
of view a decrease in platelet survival time τ2 seems to induce a more threatening chronic
thrombocytopenia than a change in γ, as well as inducing a chronic thrombocytosis.

4.6. Conclusion

In an attempt to model the quantity of platelets in the blood as affected by both a
random and an age-related destruction, we analyze a delay differential equation with two
delays presented by Bélair et al. in 1987 [10]. In order to complete the already existing
body of work dedicated to two-delays differential equations, we studied the stability of
the equilibrium points for a scaled linearized version of the equation described by three
parameters, A, B and τ . As the purely imaginary eigenvalues can not be identified
analytically, we used a numerical method, D-decomposition, to obtain curves in the plans
(τ, B) and (A, B) corresponding to the existence of a pair of purely imaginary eigenvalues.
Associated with a study of the transversality condition in A then in τ , we obtain the
number of eigenvalues with positive real parts in the different stability regions. This
analysis is then completed with a centre manifold analysis for the steady-state bifurcation,
as well as for the single Hopf bifurcation, allowing us to test whether leaving the region
of stability through a Hopf bifurcation is associated with the onset of periodic solutions.
Furthermore, the existence of self-intersection in the stability boundary associated with
Hopf bifurcation revealed the possibility of a double Hopf bifurcation, a phenomenon
known to generate a variety of complex dynamical behaviors. Therefore we performed a
centre manifold analysis near the point where a double bifurcation occurs, revealing the
possibility of torus-like dynamics near the region where two eigenvalues with positive real
parts exist.
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Figure 4.10. The evolution of the platelet count with time (blue line) for different values of τ2 and γ,
after the transient phase. The green doted line represents the average platelet count of healthy patients,
20 × 109 platelets/kg, and the two red dotted lines represent the healthy range of platelet count, 11 × 109

– 32 × 109.

Finally, coming back to the model for platelet production, we use the results on the
single Hopf bifurcation to explore the impact of an increase in death rate or a decrease in
survival time on the onset of periodic dynamics, as we expected from the platelet-specific
antibodies observed in patients with cyclic thrombocytopenia. We choose a megakary-
ocyte production rate which decreases when the platelet count increases, while always
staying strictly positive and finite. The parameters of this feedback function are iden-
tified using the normal mean platelet count as an equilibrium. Finally, we show that
although stability is gained by going from left to right in the plane (B, γ), taking in
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account the role of γ in the computation of B = g′(x∗)τ1 enables to lose stability when
increasing the death rate γ of platelets. The same counter-intuitive conclusion is obtained
for a decrease of the survival time of platelets τ2. The extent of the change in τ2 neces-
sary to induce oscillations seems more reasonable than that of γ. In the cases of cyclic
thrombocytopenia of the auto-immune type, platelet-specific antibodies are observed in
patients blood. Therefore, our work indicates that auto-immune cyclic thrombocytopenia
is more likely to be due to a over-reactive system of old platelet removal, rather than to an
increase random destruction of platelets of any age. However, this relies on the likelihood
of a small decrease of τ2 being more important than the likelihood of a important increase
of γ, which needs to be confirmed with clinicians.

Notice that although regularities appear in the graphs of the stability curve, such as
an ordering in the curves corresponding to different intervals [π + 2nπ, 2(n + 1)π], n ∈ N

or a equivalence between the transversality condition and the concavity of the function
B �→ B(ω), we were not able to obtain an analytical proof for such results. Besides, we
encountered difficulties in simulating the solutions of (4.1) corresponding the sections 1, 2
and 6 of the unfolding (Figure 4.6). These questions are still open and will be the object
of a future work.

Most works on the stability of two-delays differential equations focus on a limited
version of (4.3). For example, Bélair & Campbell [9] studied the case where A = 0
and B = 1, and focused on the features of the stable regions in the plane (A, r2) as r1

increases. In particular, authors obtained intersecting stability curves associated with
a double Hopf bifurcation. Using centre manifold analysis, they identified two sets of
parameters such that near the double Hopf bifurcation, the unfolding corresponds to type
Ib of Guckenheimer & Holmes [56] for one, and VIa for the other (which corresponds
to the subcase VI of the “complex” case in Kuznetsov numbering scheme (see [81] p.
363)). The authors were also able to show that when r1 increases, the stability region
becomes composed of disconnected stable regions, a feature previously thought to be
impossible. Interestingly, while the choice of fixing A to 0 simplifies the computation of the
stability regions, the identification of bifurcation type still relies on numerical methods.
Using a normalization such that r1 = 1, Mahaffy et al. [97] focused on the stability
regions in the 3D-space (A, B, C). Indeed, once A and r2 are fixed, the computation
of the values of B and C corresponding to the existence of a pair of purely imaginary
eigenvalues is straightforward. In particular, the authors identified regions in the plane
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(R, A) corresponding to different configurations of the stability regions in the plane (B, C),
and noticed that there exists two disconnected regions for A < 0. Mahaffy & Busken [21]
returned later to the study of the stability regions in the plane (B, C) while this time
focusing on the differences observed between the case r2 ∈ Q and r2 /∈ Q. Finally, Besse
[17] analyzed the stability of (4.3) by presenting the stability regions for C < 0, r1 and
r2 fixed. The author introduced a change of variable x = A + B and y = −A + B,
such that the stability for x < −C or for y < C is straightforward. The stability for
y ≥ C, x ≥ −C, however, is non-trivial, as for high r2 it involves intertwined loops. The
author were nevertheless able to obtain a region of the plane (x, y) in which the system
is stable for any r2 ≥ 0, at the condition C ≥ −π/r1.

Although most of the aforementioned papers rely on the method of D-decomposition,
they do not use it to study the effect of parameters changes as we did in Section 4.5.
Therefore we mention two papers dedicated to models of erythropoiesis (the production
of red blood cells) applying it. In the first one, Bélair et al. [11] studies the stability of
the equilibrium of a system of two differential equations with two delays, and the analysis
relies on a characteristic equation given by

(λ + γ)(λ + k) = −A(e−λT1 − e−γT1e−λ(T1+T2)),

where A depends on the steady state. It is a more complicated version of (4.3) with an
additional λ2. Authors identify numerically the stability region in the plane (γ, A), and
similarly to the conclusion presented in Section 4.5, stability is gained when one moves
from left to right in the plane (A, γ) but the role of γ in the computation of A implies
that increasing γ can lead to instability. A similar phenomenon was obtained later by
Mahaffy et al. [96] in a second paper on a model of erythropoiesis with a state-dependent
delay.

Finally, we notice that equation (4.1) can also be obtained by adding a survival time
for platelets to a model of megakaryopoiesis whose stability was recently analyzed [19].
In the case of this model, we have τ1 > τ2, which according to preliminary numerical
explorations (not shown) seems to imply that stability is not affected of the value of γ.

147





Chapitre 5

CONCLUSION

Dans ce manuscrit, nous avons exploré les questions mathématiques qui apparaissent
lorsque la mégacaryopoïèse est modélisée à l’aide d’équations à retard, et nous avons
étudié les conséquences des réponses à ces questions du point de vue de la compréhension
d’une pathologie affectant le nombre de plaquettes, la thrombopénie cyclique.

5.1. Résumé des chapitres

Dans le chapitre 2, nous avons formulé un modèle pour la mégacaryopoïèse dans le-
quel chaque étape de la prolifération des mégacaryoblastes est associée à un compartiment
structuré en âge, et dans lequel la rétroaction du nombre de plaquettes sur la production
de celles-ci se fait ponctuellement à la fois sur le taux de cellules souches s’engageant dans
la lignée mégacaryocytaire, et sur le nombre de plaquettes produites à partir de la frag-
mentation d’un mégacaryocyte. La mise en équations de ce modèle conduit à décrire la
mégacaryopoïèse à partir d’une seule équation différentielle à retard (EDR) représentant
la dynamique du nombre de plaquettes. Après avoir étudié la stabilité locale du point
d’équilibre, nous avons mené une exploration de l’impact de la valeur des paramètres
du modèle sur son comportement à long terme, en cherchant d’une part des conditions
pour que toutes les solutions oscillent, et d’autre part des conditions pour que toutes les
solutions convergent vers l’unique point fixe. Nous avons donc dû établir de nouveaux
résultats pour l’oscillation et la convergence asymptotique des solutions de notre EDR
non-linéaire. L’intensité de la rétroaction au voisinage du point d’équilibre joue un rôle
important dans ces conditions, et nous avons pu montrer que notre résultat sur l’oscilla-
tion des solutions est équivalent aux résultats déjà existants pour des cas particuliers de
notre équation. Enfin, nous avons utilisé une version simplifiée du modèle pour étudier
plus précisément l’effet des conditions initiales du modèle biologique sur la positivité de



la solution sur t ∈ [0, r], un élément crucial pour pouvoir utiliser notre résultat sur la
convergence asymptotique.

Notre analyse révèle la manière dont, dans le cadre des hypothèses que nous avons
choisies, les paramètres du modèle peuvent entraîner l’apparition d’oscillations ou la
convergence asymptotique. Pour la convergence asymptotique, les changements doivent
être conjuguées à un taux de mort γ des plaquettes suffisamment bas.

— Le taux de mort des mégacaryoblastes δ, de même que le taux de mort des méga-
caryocytes δMk, interviennent de manière décroissante dans la fonction g, de telle
sorte qu’une augmentation de δ ou δMk peut entraîner la diminution de g et donc
la disparition de solutions périodiques et un retour à la stabilité globale ; et leur
diminution peut entraîner l’apparition d’oscillations. Cela est contradictoire avec
l’observation d’anticorps ciblant les mégacaryoblastes et les mégacaryocytes dans
certains cas de thrombopénie cyclique (thrombopénie cyclique amégacaryocytaire).

— L’augmentation du taux de mort des plaquettes γ peut entraîner l’apparition d’os-
cillations, et sa diminution peut permettre de satisfaire une des deux conditions
pour la stabilité asymptotique. Cela est cohérent avec l’observation d’anticorps
ciblant les plaquettes dans certains cas de thrombopénie cyclique (thrombopénie
cyclique auto-immune).

— Une diminution de la pente maximale des fonctions de rétroaction κ(TPO) ou
TPO(P ) entraîne une diminution de supx∈R+ |g′(x)| < 1, et peut donc permettre un
retour à la stabilité globale. Des oscillations peuvent apparaitre par l’augmentation
de cette pente au point d’équilibre (ce qui augmente q).

— Une diminution du nombre de plaquettes par mégacaryocyte au niveau du point
d’équilibre peut entraîner la disparition de potentielles solutions périodiques, via
la diminution de f(x∗). L’augmentation de cette valeur ou de la pente au niveau
du point d’équilibre peut entraîner l’apparition d’oscillations (via l’augmentation
de p et q, respectivement).

Ainsi, en plus de l’étude de la stabilité locale qui permet d’obtenir un espace de para-
mètres sans solution périodique due à une bifurcation de Hopf, l’étude de la stabilité
globale donne des condition suffisantes pour une absence totale de solutions périodiques,
en indiquant quels paramètres pourraient être la cible d’interventions thérapeutiques pour
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stopper les oscillations entretenues dans le nombre de plaquettes. Il est cependant recom-
mandé de porter notre attention sur l’impact de ces changements de paramètres pour le
point d’équilibre.

Afin d’explorer l’hypothèse récente selon laquelle l’essentiel du mécanisme de régu-
lation de la mégacaryopoïèse se joue au niveau des mégacaryoblastes, nous consacrons
le chapitre 3 à un modèle pour la mégacaryopoïèse dans lequel la rétroaction est opé-
rée en continu uniquement via la vitesse de maturation des mégacaryoblastes. Pour cela,
nous considérons un compartiment pour les mégacaryoblastes structuré en maturité, de
sorte que le processus de maturation des mégacaryoblastes qui mènent à leur division
puisse s’accélérer lorsque la concentration en TPO dans le sang augmente. Pour cette
première exploration analytique, nous considérons qu’un mégacaryoblaste arrivé à ma-
turité se divise en deux mégacaryocytes qui libèrent directement des plaquettes : cette
simplification permet d’explorer le potentiel d’une telle rétroaction, de manière à adapter
ensuite la complexification aux limites observées dans ce premier modèle. Au comparti-
ment des mégacaryoblastes s’ajoute donc le compartiment des plaquettes, structuré en
âge. En considérant cette fois-ci que la TPO est captée à la fois par les plaquettes et par
les mégacaryoblastes, nous utilisons la méthode des caractéristiques pour obtenir un sys-
tème de deux équations à retard avec un retard défini par seuil, i.e. dépendant de l’état.
En utilisant un changement de variable, nous obtenons un système à deux équations à
retard fixe à partir duquel nous montrons l’existence et l’unicité des solutions. L’ana-
lyse de stabilité permet d’obtenir des conditions de telle sorte qu’il n’existe qu’un seul
point fixe non-trivial, dont la stabilité est donnée par la position dans le plan complexe
des racines d’une équation transcendante de degré 3. Pour étudier l’évolution de cette
position en fonction d’un paramètre de manière plus efficace que le permettent les mé-
thodes exclusivement numériques existantes, nous adaptons un cadre d’analyse proposé
par Beretta et al. au cas où le paramètre de bifurcation n’est pas le retard. En utilisant
ce cadre d’analyse adapté sur notre cas particulier d’équations transcendantes de degré 3,
nous parvenons à obtenir une expression explicite pour une fonction qui prend la valeur
zéro lorsque l’équation transcendante possède une racine imaginaire pure. Enfin, l’iden-
tification de la valeur des paramètres du modèle à partir de la littérature nous permet
d’appliquer notre résultat sur l’effet de l’augmentation du taux de mort des mégacaryo-
blastes δ. Nous observons qu’une telle augmentation peut entraîner via une bifurcation de
Hopf l’apparition de solutions périodiques, impliquant que les hypothèses que nous avons
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choisies permettent de reproduire un comportement cohérent avec l’origine supposée de
la thrombopénie cyclique amégacaryocytaire.

Le chapitre 4 est consacré à l’analyse d’une équation différentielle à deux retards que
l’on retrouve entre autres dans la modélisation de la mégacaryopoïèse. En effet, si l’on
considère que 1) les mégacaryocytes sont produits avec un taux g(P ) qui dépend de la
population P de plaquettes, que 2) leur cytoplasme se fragmente en plaquettes après un
temps τ1, que 3) les plaquettes ont un taux de mort aléatoire γ et que 4) elles ont une
durée de vie limitée τ2, alors la dynamique du nombre de plaquettes est donnée par

P ′(t) = −γP (t) + g(P (t − τ1)) − g(P (t − τ1 − τ2))e−γτ2 . (5.1)

(5.1) est un cas particulier de la forme générale

x′(t) = −γx(t) + g(P (t − τ1)) + f(P (t − τ1 − τ2)), (5.2)

dont la stabilité des points d’équilibre a été étudiée pour différentes valeurs de τ2/τ1 par
Mahaffy et al. [97]. L’étude de l’impact d’une augmentation du taux de mort γ s’inscrit
dans le cadre de ces travaux existants, mais pour étudier l’effet sur la stabilité d’une
diminution du temps de survie τ2 il est nécessaire de produire une nouvelle analyse de
stabilité. Ainsi, nous montrons que l’équation linéarisée autour d’un point fixe x∗ de (5.1)
peut être normalisée de manière à ce que la stabilité de ce point fixe soit donnée par la
position dans le plan complexe des valeurs propres données comme racines de

λ = −A + B(e−λ − e−Aτ e−λ(1+τ)), (5.3)

avec A = γτ1, B = g′(x∗)τ1 et τ = τ2/τ1. Puisque pour B = 0 l’unique racine λ = −A

est réelle négative, l’existence pour B 	= 0 d’une valeur propre à partie réelle positive
correspond à l’apparition pour un B0 ∈ [0, B] (ou [B, 0]) d’une valeur propre imaginaire
pure λ = iω. La résolution analytique de (5.3) avec λ = iω étant impossible, nous faisons
appel à la méthode de D-décomposition. Par exemple, pour identifier pour une valeur A0

de A donnée les points du plan (τ, B) pour lesquelles il existe une valeur propre imaginaire
pure, on identifie numériquement pour ω ∈ [0, π] tous les couples (τ, B) tels que (5.3) est
vérifiée pour λ = iω et A = A0. Combiné à l’évaluation de la condition de transversalité
d Re(λ)

dτ

∣∣∣
(A0,τ0,B0)

	= 0, il est alors possible de délimiter les zones des plans (τ, B) et (A, B)
associées à différents nombres de pairs de valeurs propres à partie réelle positive, et en
particulier la zone pour laquelle toutes les valeurs propres sont à partie réelle négative :
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la zone de stabilité. Pour compléter l’analyse, la variété centre associée à la valeur propre
nulle est étudiée. De plus, l’analyse de la variété centre associé aux bifurcations de Hopf a
été effectuée, de manière à évaluer si oui ou non ces bifurcations de Hopf s’accompagnent
de l’apparition d’une solution périodique. Une fois cette analyse complétée, nous l’utili-
sons pour étudier l’impact que peuvent avoir sur la stabilité une augmentation du taux
de mort aléatoire γ et une diminution du temps de survie τ2. Nous choisissons d’utiliser la
fonction g(P ) := f0

σn

σn+P n + β0, et parvenons à identifier 5 des 7 paramètres de l’équation
à partir de la littérature. Nous observons alors qu’une légère diminution du temps de
survie (de τ2 = 8.4 à 7.2 jours) ou une forte augmentation du taux de mort aléatoire (de
γ = 0.05 à γ = 0.625 jours−1) peuvent entrainer l’apparition de solutions périodiques.
La faible importance du changement de τ2 nécessaire par rapport à celui nécessaire pour
γ nous amène à penser que comparé au mécanisme par lequel les anticorps augmentent
la destruction des plaquettes indépendamment de l’âge [101], le mécanisme impactant le
temps nécessaire pour que les plaquettes soient considérées comme “âgées” par les hépato-
cytes [86] est un meilleur candidat pour expliquer la thrombopénie cyclique auto-immune.
D’autant plus que d’après les simulations les extremums atteints par les oscillations dans
le cas d’une diminution de τ2 sont plus cohérentes avec les observations cliniques que pour
une augmentation de γ.

Enfin, nous avons étudié le comportement des solutions pour des paramètres proches
du point où l’équation (5.3) acquiert deux racines imaginaires pures avec toutes les autres
racines à partie réelle négative, i.e. une double bifurcation de Hopf. Nous avons utilisé
l’analyse de la variété centre pour obtenir les coefficients de la forme normale, de telle
sorte que nous avons identifié le déploiement des solutions possibles. En particulier, nous
avons montré qu’il existait des jeux de paramètres pour lesquelles il existe des dynamiques
complexes telles qu’un cycle limite ou un tore dans l’espace de pseudo-phase, et nous avons
simulé un exemple pour chacune de ces deux dynamiques.

5.2. Limites et perspectives mathématiques

Les résultats présentés dans le chapitre 2 dépendent fortement du caractère monotone
des fonctions de rétroaction, de telle sorte qu’ils ne conviennent pas pour des modèles
reposant sur des rétroactions “en cloche” (croissante puis décroissante), tel que le modèle
pour la respiration de Mackey & Glass [50]. Toutefois, il est envisageable de généraliser
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nos résultats aux équations de la forme

x′(t) = f1(x(t − r))g2(x(t)) − f2(x(t − r))g1(x(t)), (5.4)

avec f1, f2, g1, g2 monotones. En effet, les résultats existants pour la stabilité globale des
solutions d’une équation de la forme (5.4) sont limités puisque celui de Ivanov et al.
[65] devient trop complexe si f1 et g2 sont des fonctions décroissantes non-linéaires, et le
résultat de Oliveira [109] ne peut pas s’appliquer dans le cas où g1 et f2 sont des fonctions
convexes. Nous envisageons donc de compléter la panoplie d’outils à disposition avec un
résultat pour des équations de ce type, ou au moins dans le cas f2(x) := 1. Les résultats
pour l’existence d’oscillations n’ayant pas d’équivalent plus général, une transposition de
notre travail à l’équation (5.4) pourrait être étudiée, en particulier pour le cas f2(x) := 1.
Enfin, il est nécessaire de remarquer que le fait que la stabilité locale de l’équation traitée
dans le chapitre 2 n’implique pas la stabilité globale est dû à l’éventuelle existence de
solutions périodiques en dehors du bassin d’attraction du point d’équilibre localement
stable. La question de l’existence de ces solutions périodiques a été traité par Berezansky
et al. [14] pour le cas particulier f(x) = 1 et g(x) = β/(1 + xn), et par Mallet-Paret
pour le cas général x′(t) = −f(x(t), x(t) − 1) [98] : ces travaux serviront de base pour
explorer cette questions dans de futurs travaux. À l’inverse, il est envisageable que la
stabilité locale implique sans condition la stabilité globale, une hypothèse que l’on nomme
“la conjoncture de Smith”. Le but est alors de tenter de rapprocher le plus possible les
conditions suffisantes pour la stabilité locale et celles pour la stabilité globale, comme
l’ont par exemple fait Liz et al. [89, 88] pour des équations de la forme

x′(t) = −δx(t) + ζf(t, xt), (5.5)

avec différentes conditions sur la fonction f . Dans notre cas, la première étape consiste à
réduire dans la condition pour la stabilité asymptotique globale l’intervalle sur lequel la
valeur absolue de g′(x) est considérée, ce qui sera le sujet de travaux futurs.

Le premier résultat du chapitre 3 est nécessaire pour l’étude du modèle structuré
en maturité à vitesse de maturation variable, puisque le changement de variable proposé
par Smith [131] fait correspondre le retard au seuil de maturité à atteindre, seuil de
maturité qui correspond à une valeur arbitraire. Ainsi, bien que notre résultat porte sur
le cas où le retard est fixé à 1, il peut directement être appliqué à des modèles avec un
seuil différent de 1 tel que celui présenté dans [29]. De plus, bien que dans notre cas
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le retard est exclu comme paramètre de bifurcation, quelques calculs simples devraient
permettre une formulation du Lemme 3.1 dans le cas e−τλ, le rendant applicable dans
toute étude de stabilité pour laquelle le paramètre de bifurcation est autre que le retard.
Il est important de pointer que le second résultat du chapitre 3 est tributaire de la forme
de l’équation caractéristique étudiée, qui permet d’obtenir une expression explicite pour
les valeurs ω ; le même avantage se retrouve dans l’équation caractéristique du 3ème
degré pour laquelle Ruan et al. [118] ont établi une méthode explicite d’analyse. Il est
donc improbable d’obtenir un outil numérique aussi simple pour le cas plus général. Quoi
qu’il en soit, plusieurs auteurs analysant un modèle impliquant un retard dépendant de
l’état ont été contraints de simplifier leur modèle en fixant la vitesse de maturation à
V (x) := 1 afin de pouvoir obtenir des résultats analytiques pour la stabilité [64, 96].
Ainsi, les simplifications nécessaires pour établir un résultat analogue à la proposition
3.3 pour d’autres modèles constitueront malgré tout un meilleur compromis entre analyse
mathématique et exactitude biologique que les résultats déjà existants. Nous notons que
la stabilité des solutions associées à l’équation caractéristique (3.20) a été étudiée par
Pontryagin ([12], section 13.6), à partir de la position des zéros des fonctions F (ω) et G(ω)
définies respectivement comme la partie réelle et la partie imaginaire de D(iω, ν). Cahlon
& Schmidt [23] utilisent ces résultats pour l’étude d’une forme de degré 3 plus générale que
(3.30). Nous n’utilisons pas les résultats de [23] puisque d’une part la condition nécessaire
pour la stabilité ([23], théorème 3.1) nécessite de pouvoir étudier (3.30) en λ = 0 (une
valeur exclue dans notre cas), et d’autre part le test proposé pour la stabilité est trop
complexe pour permettre de rechercher efficacement les changements de stabilité.

Concernant le chapitre 4, plusieurs conjonctures analytiques ont été formulées sans
que nous ne soyons capables d’obtenir une preuve. Par exemple, nous n’avons réussi à
montrer que la zone de stabilité est toujours délimitée en dessus par la branche corres-
pondant à ω = 0 et en dessous par la branche ω ∈ [0, π]. Nous avons pu établir que la
première propriété s’exprime en termes des signes de 1 − cos ω − (1 − cos(ω(1 + τ)))e−Aτ

et 1 + A
ω

sin ω − (1 + A
ω

sin(ω(1 + τ)))e−Aτ pour tout A, τ > 0, et une étude plus appro-
fondie est nécessaire pour confirmer ces conjonctures. D’autres propriétés ont été établies
par Bélair et al. [9] que nous ne sommes pas parvenus à reproduire dans notre cas : les
auteurs ont analytiquement obtenu une propriété géométrique équivalente à la condition
de transversalité ([9] Lemme 2.4), et ils sont parvenus à identifier une condition néces-
saire et suffisante pour l’apparition de double bifurcation de Hopf ([9] Théorème 2.7), qui
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garantit également que toutes les bifurcations de Hopf sont supercritiques. Enfin, nous
avons rencontré des difficultés à simuler les solutions de (5.2) lorsque les paramètres se
situent dans la partie μ1 > 0 du déploiement.

5.3. Limites et perspectives biologiques

Bien que les travaux de cette thèse reposent sur une revue approfondie des découvertes
les plus récentes concernant la mégacaryopoïèse, nous ne sommes pas parvenus à rentrer
en contact avec des hématologistes auprès de qui nous aurions pu obtenir des détails sur
les questions d’intérêt thérapeutique actuelles. Quoi qu’il en soit, nous positionnons nos
travaux par rapport aux problématiques biologiques que nous avons pu identifier.

En terme de travaux pré-existants, le modèle présenté dans le chapitre 2 est proche
de celui de Von Schulthess et al. [142] et celui de Bélair et al. [10] pour sa simplicité et
ses hypothèses, hypothèses que l’on retrouve aussi en partie chez Santillan et al. [121].
Cependant, contrairement à ces travaux, nous avons décidé d’étudier les solutions globa-
lement plutôt que localement. Cela nous permet d’obtenir des conditions qui d’une part
forcent toutes les solutions existantes à osciller ou à converger, et d’autre part dépendent
des paramètres de manière relativement simple. Nous avons pu comparer ces conditions
à la pathogenèse de la thrombopénie cyclique, celle-ci étant relativement bien étudiée,
mais il est aussi possible de s’intéresser aux tentatives de traitements de la thrombopénie
cyclique, bien que les études soient plus rares. Un article de revue [47] indique que des
patients diagnostiqués comme atteints de thrombopénie cyclique auto-immune n’ont pas
montré de signe de rémission après l’injection de corticostéroïdes, un type d’hormone qui
réduit la réponse immunitaire ; des cas ont cependant été observés de patients répondant
favorablement au danazol, via la réduction présumée d’anticorps ciblant les plaquettes
[127], et à la ciclosporine, via son effet immunosuppresseur. L’impact de la modification
du taux de mort des plaquettes γ sur la convergence asymptotique est donc cohérent avec
les observations thérapeutiques. De manière similaire, des patients chez qui une throm-
bopénie cyclique amégacaryocytaire a été diagnostiqué n’ont pas répondu aux corticosté-
roïdes mais certains ont répondu au danazol, et à la ciclosporine. Le rôle des paramètres
δ et δMk dans nos résultats est donc contradictoire avec les observations cliniques, ce qui
peut être dû au fait que les mégacaryocytes n’interviennent que dans la condition au bord
p(t, 0) = A(TPO(t))mk(t, τMk). Les résultats du chapitre 3 suggèrent que l’implication
des mégacaryoblastes et des mégacaryocytes dans la régulation de la TPO conduisent à
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un modèle plus cohérent avec les observations dans le cadre de la thrombopénie cyclique
amégacaryocytaire. Enfin, à notre connaissance aucun résultat thérapeutique ne vient
corroborer le rôle joué par les autres paramètres dans nos résultats, et il serait intéressant
de pouvoir échanger avec des cliniciens sur le potentiel thérapeutique de ces relations.

Le modèle présenté dans le chapitre 3 est pour sa part proche de celui proposé par
Langlois et al. [82], en ce qu’il considère également l’impact de la lignée mégacaryocytaire
sur la régulation de la concentration de TPO. Mais il diffère de ce dernier par le choix
d’une régulation via la vitesse de maturation plutôt que via un taux de croissance. En cela,
il se rapproche du modèle pour la production de neutrophiles proposé par Craig et al. [29]
qui contient aussi retard dépendant de l’état. La correspondance avec la pathogenèse et les
observations cliniques est inversée par rapport au chapitre 2 : l’augmentation de la réponse
immunitaire à l’encontre des mégacaryoblastes via leur taux de mort δ peut entraîner
l’apparition d’oscillations, et sa diminution provoque leur disparition, mais les observations
concernant la thrombopénie cyclique auto-immune ne peuvent pas être reproduites à cause
d’une limite structurelle. Cependant, il est possible que cette limitation puisse être résolue
en rajoutant un terme spécifique pour l’élimination des plaquettes via les macrophages,
par exemple en reprenant la fonction utilisée pour cela par Langlois et al. [82]. Pour cela,
nous abandonnons la structure en âge des plaquettes et écrivons une nouvelle équation
pour la quantité totale de plaquettes P :

d

dt
P (t) = −γP (t)+2Aκ

V(αMM(t) + αP P (t))
V(αMM(t − τ(t)) + αP P (t − τ(t)))e−δτ(t)−rP

(P (t))nP

(bP )nP + (P (t))nP
.

(5.6)
La principale conséquence de cette modification sur l’analyse de stabilité est que la valeur
ω s’écrit alors

ω(ν) =
√

2K
(
2AαP (δ − γ) − ρW0αM

)
f(W0) − γ2f(W0)2.

avec ρW0 > 0. Puisque la formulation (5.6) contient deux termes de mort des plaquettes,
le taux de mort γ diminue (Langlois et al. [82] l’estiment à 0.05 jour−1), de telle sorte
qu’il est envisageable que l’augmentation du taux de mort des plaquettes γ entraîne
l’apparition de solutions périodiques, en accord avec la pathogenèse de la thrombopénie
cyclique auto-immune.

Tout comme pour le taux de mort des mégacaryoblastes δ, il est aussi possible d’uti-
liser les résultats du chapitre 3 pour évaluer la capacité des autres paramètres à entraî-
ner l’apparition d’oscillations. Le facteur α de la fonction V qui contrôle la vitesse de
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maturation des mégacaryoblastes est par exemple une cible potentielle d’interventions
thérapeutiques, puisqu’il existe des protéines capables d’augmenter l’effet de la TPO sur
la prolifération des mégacaryoblastes (par exemple SCF ou IL-3 [20]). Nous pourrions
également vérifier si le rôle que le nombre de plaquettes par mégacaryocyte A joue dans
le modèle du chapitre 2 (qui stabilise lorsqu’on le diminue) se retrouve dans le modèle du
chapitre 3. Toutefois, le fait de ne pas avoir pu reproduire quantitativement la dynamique
de la thrombopénie cyclique limite fortement le potentiel de l’exploration de ces stratégies
thérapeutiques. Une première solution consisterait à augmenter le nombre de comparti-
ments pour les mégacaryoblastes, mais cela mène à l’apparition de retards dépendants de
l’état imbriqués (i.e. de la forme τ(t−τ(t)), τ(t−τ(t−τ(t))), etc.) qui compliquent forte-
ment le calcul numérique des solutions, et encore plus l’analyse de stabilité. Un compromis
serait de conserver un seul compartiment pour les mégacaryoblastes mais de les subdiviser
par classe de maturité M1(t) =

∫ x1
0 m(t, x) dx, M2(t) =

∫ x2
x1 m(t, x) dx, etc., de manière à

pouvoir ajuster la régulation de la TPO en fonction des divisions successives. Ainsi, le fac-
teur αMM(t) dans la fonction V serait remplacé par αM(M1(t)+2M2(t)+ · · ·+2nMn(t)).
Une telle modification est susceptible de fortement compliquer l’analyse de stabilité, mais
ne devrait compliquer que modérément le calcul numérique des solutions. Il serait alors
possible d’évaluer les interventions nécessaires pour stopper les oscillations dans le nombre
de plaquettes d’un patient, ou plus simplement pour réduire la dangerosité des oscillations
en augmentant le point le plus bas des oscillations. Enfin, cet objectif intermédiaire du
contrôle du point le plus bas des oscillations peut aussi être atteint via des injections de
TPO. L’utilisation d’un modèle pour déterminer les caractéristiques d’une intervention de
ce type (dose et fréquence de traitement) nécessiterait de ne plus utiliser l’approximation
du quasi-état d’équilibre (“quasi-steady-state approximation”), en plus de l’utilisation
d’un modèle pharmacocinétique et pharmacodynamique pour la TPO (à partir d’études
in vitro telles que Li et al. [84]). Un exemple de l’utilisation d’un modèle structuré en ma-
turité pour formuler des recommandations thérapeutiques qui limiteraient la dangerosité
d’oscillations est donné par Craig et al. [30] dans le cadre d’un modèle pour la production
de neutrophiles impactée par une chimiothérapie et renforcée par l’administration de la
proténie G-CSF.

Le modèle présenté dans le chapitre 4 est identique à celui analysé par Bélair
et al. [10] en 1987, mise à part que la fonction de rétroaction g est définie comme
g(P ) := f0

σn

σn+P n + β0 plutôt que g(x) := f0
θnx

θn+xn , ce qui est plus en accord avec les
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données décrivant l’état saturé et l’état désactivé du système de régulation de la méga-
caryopoïèse. Nous apportons également des précisions dans le rôle que joue γ le taux de
mort des plaquettes dans la stabilité du système, puisque l’effet de l’augmentation de γ

sur la position dans le plan (γ, B) est décrit. Enfin, nous avons aussi tracé les régions de
stabilité dans la plan (τ, B), ce qui permet d’étudier l’effet de l’augmentation du temps
de survie τ2 des plaquettes. Ainsi, il est possible de remarquer que le changement de τ2

nécessaire pour obtenir des oscillations est beaucoup moins important que le changement
de γ ayant le même effet. Il serait alors possible que les traitements destinés à endiguer le
“vieillissement” accéléré des plaquettes dû à des anticorps anti-plaquettes, à l’étude pour
les patients de thrombopénie immune ne répondant ni aux glucocorticoïdes ni à la splénéc-
tomie [86], aient également un effet bénéfique chez les patients atteints de thrombopénie
cyclique auto-immune.

Finalement, on notera que nous n’avons inclus que les facteurs qui nous semblaient
déterminants pour l’évaluation de notre hypothèse (la capacité de la régulation de la
prolifération des mégacaryoblastes à assurer seule la régulation de la mégacaryopoïèse),
en nous limitant également aux mécanismes suffisamment étudiés. Ainsi, nous n’avons
par exemple pas pris en compte le rôle joué par la protéine JAK2 qui interagit avec la
TPO pour induire soit la prolifération ou soit la différenciation des mégacaryoblastes
en fonction de sa concentration [16]. Nous avons aussi laissé de côté la possibilité d’un
mécanisme additionnel de fragmentation du mégacaryocyte en cas de perte important de
plaquettes via la cytokine IL-1α [107], l’éventualité d’une régulation de la production de
TPO via un récepteur présent sur les hépatocytes capable de détecter les plaquettes en
fin de vie [54] ainsi que la possible capacité des plaquettes à proliférer en dehors de la
moelle osseuse [128].

La nécessité d’inclure ces mécanismes dans un modèle rigoureux de la mégacaryo-
poïèse sera l’un des nombreux points à aborder au cours de nos futures échanges avec des
biologistes et des hématologues, interactions qui sont indispensables pour poursuivre ce
travail de mathématiques appliquées à la biologie.
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Annexe A

CALCUL DU TYPE DE BIFURCATION POUR LA
BIFURCATION DE HOPF SIMPLE (CHAPITRE
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Boullu, Pujo-Menjouet & Bélair (2018) - Computation of the type
of the simple Hopf Bifurcation
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Annexe B

CALCUL DU TYPE DE BIFURCATION POUR LA
BIFURCATION DE HOPF DOUBLE (CHAPITRE
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Computation of the hij in function of the derivatives of f1, f2, f3, f4
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Warning, solve may be ignoring assumptions on the input 
variables.
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Computation of the centre manifold (see Campbell2009)
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Computation of the coefficients a_ij
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(4)(4)

2.815270848
2.815270848
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Étude d’équations à retard appliquées à la régulation de la produc-
tion de plaquettes sanguines

Résumé : L’objectif de cette thèse est d’étudier, à l’aide de modèles mathématiques, le mécanisme de régulation
qui permet au corps de maintenir une quantité optimale de plaquettes sanguines. Le premier chapitre présente
le contexte biologique et mathématique. Dans un second chapitre, un modèle pour la production des plaquettes
est introduit qui suppose une régulation ponctuelle par le nombre de plaquettes du taux de différentiation des
cellules souches vers la lignée mégacaryocytaire et du nombre de plaquettes produites par mégacaryocyte. Nous
montrons que la dynamique de ce modèle est régie par une équation différentielle à retard x′(t) = −γx(t) +
f(x(t))g(x(t−τ)), et nous obtenons ensuite de nouvelles conditions suffisantes pour la stabilité et l’oscillation des
solutions de cette équation. Dans le troisième chapitre, nous analysons un second modèle pour la production des
plaquettes qui considère cette fois-ci une régulation opérée en continu uniquement via la vitesse de maturation
des mégacaryoblastes. L’analyse de stabilité nécessite d’adapter un cadre pré-existant aux cas où le paramètre de
bifurcation n’est pas le retard, et permet de montrer que l’augmentation du taux de mort des mégacaryoblastes
conduit à l’apparition de solutions périodiques, en accord avec les observations cliniques de la thrombopénie
cyclique amégacaryocytaire. Le dernier chapitre est consacré l’analyse de stabilité d’une équation différentielle
à deux retards qui apparait notamment dans le cadre de la production des plaquettes lorsque l’on considère que
les plaquettes ont une durée de vie limitée.
Mots clés : mégacaryopoïèse, plaquettes, thrombopénie cyclique, analyse de stabilité, oscillations, retard,
équation transcendante, Bifurcation de Hopf.

Study of delay differential equations with applications to the regulation of blood
platelet production

Abstract : The object of this thesis is the study, using mathematical models, of the regulation mechanism
maintaining an optimal quantity of blood platelets. The first chapter presents the biological and mathematical
context of the thesis. In a second chapter, we introduce a model for platelet production assuming a regulation
by the platelet quantity of both the differentiation rate of stem cells to the platelet cell line and the amount
of platelets produced by each megakaryocyte. We show that the dynamic of this model corresponds to a delay
differential equation x′(t) = −γx(t)+f(x(t))g(x(t−τ)), and we obtain for this equation new sufficient conditions
for stability and for the oscillation of solutions. In a third chapter, we analyze a second model for platelet
production in which the regulation is continuous through the maturation speed of megakaryocyte progenitors.
The stability analysis requires to adapt a pre-existing framework to problems where the bifurcation parameter is
not the delay, and allows to show that increasing the death rate of megakaryocyte progenitors leads to the onset
of periodic solutions, in agreement with clinical observation of amegakaryocytic cyclical thrombocytopenia. The
last chapter covers a differential equation with two delays that appears among others in a model of platelet
production which considers that platelet death can both age-independent and age-dependent.
Keywords : Megakaryopoiesis, platelet, cyclical thrombocytopenia, stability analysis, oscillations, delay, trans-
cendental equation, Hopf Bifurcation.

Image en couverture : Solution d’une équation différentielle à deux retards tracée dans l’espace de pseudo-phase.






