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Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r
é❝r✐r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜és✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦q ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❈♦q ét❛♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉rt♦✉t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ✐♠♣✉rs✱ t❡❧
q✉❡ ❧❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♠✉t❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❡♥tré❡s✲s♦rt✐❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣r♦❥❡ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡♥t
à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é✜s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♣r♦❥❡t✱ ❈②❜❡❧❡✱ ❡st ✉♥ ♣❧✉❣✐♥ ❈♦q ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s
❛✈❡❝ ❡✛❡ts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣✐❧♦♥s ❡t ♥♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts ✐♠♣✉rs ❡♥ ❖❈❛♠❧ ♣♦✉r
❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♣r♦♣❤ét✐❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✱ ❡t ✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❛♥s ❈♦q
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣❤ét✐❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡t✱ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✱
✐♠♣♦rt❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❖❈❛♠❧ ❛✈❡❝ ❡✛❡ts ❞❛♥s ❈♦q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡ts✳

P✉✐s ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❞✬❡✛❡ts ✐♠♣✉rs ❡♥ ❈♦q✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ♣❛✉s❡ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s
❡t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ♠✉t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❛✉s❡✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❛✉s❡
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ❊♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡ s❡r✈❡✉r ✇❡❜ P❧✉t♦
❡♥ ❈♦q✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s✲s♦rt✐❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s s♦♥t ❧✬❡✛❡t ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧❡
✿ ❝❡t ❡✛❡t ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ♥❡ ♣❡✉① êtr❡ ❡♥❝♦❞é ❞❡
❢❛ç♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ✧❝❛❧❝✉❧s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✧
❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❝♦♠♣✐❧❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ é✈é♥❡♠❡♥ts
❡♥ ❈♦q✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés à ♣r♦✲
♣♦s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❡✛❡ts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❜❧♦❣ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ✧❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s✧✳ ❈❡ ❜❧♦❣
❧❛♥❝❡ ✉♥ ✜❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r ❝❧✐❡♥t✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♥♦tr❡ ❜❧♦❣ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✲♣r♦❣r❛♠♠❡
❜✐❡♥ t②♣é✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ t❡st s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❞é❜♦❣✉❡r s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t✱ ét❛♣❡
♣❛r ét❛♣❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❞❡ ❈♦q✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡❝✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡❧❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❧és ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❡✛❡ts✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✬❡st ❛✈éré❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛♥ts✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ✧❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥ts✧✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♠♣✐❧❛♥t ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✈❡rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤♦✐① ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❈♦q✱ ❖❈❛♠❧✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥✱
❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞
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■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✇r✐t❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞
♣r♦❣r❛♠s✳ ❚♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ❈♦q ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱
♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇♦r❦ ♦♥ t✇♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣r♦❥❡❝ts ❤❡❧♣✐♥❣ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✱ ❈②❜❡❧❡✱ ✐s ❛ ❈♦q ♣❧✉❣✐♥
t♦ ✇r✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡
t❤❡ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❖❈❛♠❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦♣❤❡❝②✱ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡
❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✱ ✐♠♣♦rts ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❈♦q✱ ✉s✐♥❣
❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♣✉r❡
❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥s
❛♥❞ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❡✛❡❝ts✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✉s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ st❡♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✳ ❇②
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ P❧✉t♦ ✇❡❜ s❡r✈❡r ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❡✛❡❝ts t♦ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❛ ✜rst ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡
♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡rs ✐♥ ❈♦q✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ st✉❞② t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜❧♦❣ r✉♥s ♦♥❡ ✇♦r❦❡r ✇✐t❤ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts ♣❡r ❝❧✐❡♥t✳ ❲❡ ✈❡r✐❢② ♦✉r ❜❧♦❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t②♣❡ t❤❡♦r② ❜② ❡①♣r❡ss✲
✐♥❣ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❝♦✲♣r♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ✈❡r✐❢②✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ t❡st ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞
s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❞❡❜✉❣ ✐t✱ st❡♣ ❜② st❡♣✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✳
❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst s✉❝❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ✐s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❦❡②s t♦ ✈❡r✐❢② ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss ✭✐♥❢♦r♠❛❧✮ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❞✉str②✳ ❲❡
❡①t❡♥❞ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♠❡t❤♦❞✱
✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✱ ❜② ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡
♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❈♦q✱ ❖❝❛♠❧✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✉s❡
❝❛s❡s✱ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇r✐t❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞
♣r♦❣r❛♠s✳

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t

❲❡ ❢✐rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❜❡ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦✲
❣r❛♠✱ ✇❤❛t ❦✐♥❞s ♦❢ ❜✉❣s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞ ❤♦✇ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s
t♦ ✇r✐t❡ s❛❢❡r ♣r♦❣r❛♠s✳

✶✳✶✳✶ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s

❈♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ ♣r♦❣r❛♠s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❡sts
❛♥❞ ❧♦♦♣s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s✉♠❴sq✉❛r❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✱
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ❢r♦♠ 0 t♦ n ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

sum❴squares(n) :=
s← 0
i← 0
✇❤✐❧❡ i ≤ n ❞♦

s← s+ i2

i← i+ 1
❞♦♥❡

r❡t✉r♥ s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ Pr♦❣r❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✳

✶
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e := x
| λx. e
| e e

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ λ✲❡①♣r❡ss✐♦♥✳

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✿
n
∑

i=0

i2

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s t♦ 0✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛❞❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ i2 t♦ t❤✐s s✉♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤
✈❛❧✉❡ ♦❢ i ❢r♦♠ 0 t♦ n✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣❡❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❛ ❧♦♦♣ ✇✐t❤
t❤❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

s← s+ i2

i← i+ 1

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ i ✐s ❧❡ss❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ n✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ i
t♦ 0 ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t i ❜② ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ st❡♣✱ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s i2

t♦ s ❢♦r i r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ n✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s✉♠❴sq✉❛r❡s
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∑n
i=0 i

2 ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r✉♥♥❛❜❧❡
❜② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ✐s ✇❤❛t ❦✐♥❞s ♦❢ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡
❝♦♠♣✉t❡❄ ❉♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ♥❡✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s❄ ■t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥②
♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦♦✶✳ ❆♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱ s♦♠❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❜♦♦❧❡❛♥
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥② ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❛t
✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦r❦s✿ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛rr❛② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②
✭t❤❡ ❘❆▼✮✱ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ❦❡❡♣s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
♣♦✐♥t❡r ✭t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✐♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡✮✳ ❆❧❛♥ ❚✉r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞
t❤✐s ✐❞❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❚✉r✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡s ❬✻✵❪ ✐♥ ✶✾✸✻✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ s✐♠♣❧❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❡rs✳

❚❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✶✹❪✱ ✐♥✈❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✸✵s ❜② ❆❧♦♥③♦ ❈❤✉r❝❤✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡
✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉✐❧t ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ s♦❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ e ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ λx. e′ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s✱ t♦ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e′ ♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ e1 e2 ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ e1 t♦ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r e2 ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ λ✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛

✶❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ s❛❢❡t② ♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
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e2 := ((λf. λx. f x) (λx. x)) y
→ (λx. (λx. x)x) y
→ (λx. x) y
→ y

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ♦❢ e2 ✐♥ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ str❛t❡❣②✳

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

e1 := (λx. x) y

✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ y ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t♦ y✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

e2 := ((λf. λx. f x) (λx. x)) y

✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e2 ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λf. λx. f x t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❢✉♥❝t✐♦♥ λx. x t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✳ ❲❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ e2 ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

(λx. e1) e2

❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e1 ✇❤❡r❡ x ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② e2 ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♠♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛s t❤❡ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥② ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛✐r ♦❢
❡①♣r❡ss✐♦♥s α ❛♥❞ β✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡✿







(α, β) := λf. (f α)β
π1 := λp. p (λx. λy. x)
π2 := λp. p (λx. λy. y)

❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
{

π1 (α, β) → α
π2 (α, β) → β

❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❡♥❝♦❞✐♥❣s✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥s✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❡
❧✐sts✱ ❡t❝✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✱ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡

✷❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞❛t❛ ❛s ✐ts ❞❡str✉❝t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
♠❛t❝❤ ❛ ♣❛✐r p ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

match p with

| (x, y) ⇒ f x y

end

t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✇❤❡♥ p ✐s (α, β)✱ ✇✐t❤✿
f αβ

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② f ✱ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳
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Ω = (λx. x x)ω
→ ω ω
= Ω
→ . . .

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ■♥✜♥✐t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ♦❢ Ω✳

s♦♠❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆ ❝✉r✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ω := λx. x x

❚❤❡ ω ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❛❦❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ x ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ✐t t♦ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s
✐s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ♠❛t❤✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ x ♠✉st ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥✿

x : A→ B

s♦ x s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐ts❡❧❢ s✐♥❝❡ A ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ A → B✳ ■♥ t❤❡ λ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ω t♦ ✐ts❡❧❢✿

Ω := ω ω

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳
❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✉s t♦ ✇r✐t❡ ❝✉r✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

s✉❝❤ ❛s ω✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❜② s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r✉❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ t②♣❡
t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦❛❜❧❡ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r
❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ✧✇❡❧❧✲✇r✐tt❡♥✧✳ ❇② ✇❡❧❧✲✇r✐tt❡♥ ✇❡ ♠❡❛♥✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣❡t st✉❝❦ ♦r ❡♥t❡r ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ ❆♣♣ r✉❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s st❛t❡s
t❤❛t ✐❢✱ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t Γ✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e1 ❤❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ t②♣❡ A t♦ t❤❡ t②♣❡ B ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e2 ❤❛s t❤❡ t②♣❡ A✱ t❤❡♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ e1 t♦ e2 ❤❛s t❤❡ t②♣❡ B✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r✉❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ω
❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ♠♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❤❛✈❡
s♦♠❡ ✉♥s❛❢❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ str✐❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✸✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣❤t
❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥② ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s✉❝❤✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s
✉s❡❧❡ss ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❧❛t✲
❢♦r♠s ♦✛❡r ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r ✇♦r❧❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s ♠❛② ❡①♣r❡ss ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢

✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ❛♥② t②♣❡ t♦ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣✿

Obj.magic : ∀αβ, α → β
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❆♣♣
Γ ⊢ e1 : A→ B Γ ⊢ e2 : A

Γ ⊢ e1 e2 : B

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r ✇♦r❧❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ ✇❡❜
♣❛❣❡ ✐s s❡❛❧❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✱
✇❤❡r❡❛s ❛ ❯♥✐① s❤❡❧❧ s❝r✐♣t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❧❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ①✽✻
❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥❣✉❛❣❡✹✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ✉❧t✐✲
♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✐❧❡❞ t♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r ✇♦r❧❞✿
❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ■◆ ❛♥❞ ❖❯❚ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❡♠✐t ♦r r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❜②t❡ ♦♥ ❛
❝❛♥❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧s ❝❛♥ ❝❛❧❧ ❛♥
❛ss❡♠❜❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥ts✱ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❉▼❆✺ s②st❡♠ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ❛❝✲
❝❡ss t♦ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ❈♦q✻ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✶✳✶✳✷ ❇✉❣s

❈♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❛♥ ❣♦ ✇r♦♥❣✳ ❆ ❜✉❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ ✇❤❛t ✐t ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞♦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠
❤❛s ❛ ❜✉❣ ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛②
s✉❞❞❡♥❧② ❤❛❧t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t tr✐❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥✱ ♦r ♠❛② ❢♦r❣❡t
t♦ ❞✐s♣❧❛② ✧▲♦❣❣❡❞ ✐♥✧ ♦♥❝❡ ❛ ✉s❡r ✐s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞✳ ▼❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❜✉❣s✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❜❡tt❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛♥❞ t❡st✐♥❣s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✐❥❦str❛✼✿

✏❚❤♦s❡ ✇❤♦ ✇❛♥t r❡❛❧❧② r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❛t t❤❡②
♠✉st ✜♥❞ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❜✉❣s t♦ st❛rt ✇✐t❤✳✑

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❝❛♥ ❢♦r❜✐❞✱ ❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r✉♥✲
t✐♠❡ ❡rr♦rs ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ♦r ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇✐t❤ ❛ s♦✉♥❞ t②♣❡ s②st❡♠✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❢ t②♣❡✿

+ : Z× Z→ Z

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✲
❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✿

12 + ❢❛❧s❡

✹❚❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❛ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ①✽✻ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ P❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✺❉▼❆ st❛♥❞s ❢♦r ❉✐r❡❝t ▼❡♠♦r② ❆❝❝❡ss✳
✻❚❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r ✉♥❞❡r ▲●P▲ ❧✐❝❡♥s❡✳
✼❙❛✐❞ ✐♥ ❤✐s ❚✉r✐♥❣ ❛✇❛r❞ s♣❡❡❝❤✳

https://coq.inria.fr/
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✶✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❧♦❣✐♥ ♣❛❣❡

✷✳ t❤❡ ✉s❡r ❡♥t❡rs ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❧♦❣✐♥ ❛♥❞ ♣❛ss✇♦r❞

✸✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s ✧▲♦❣❣❡❞ ✐♥✧

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❧♦❣✐♥ s②st❡♠✳

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❢❛❧s❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ t②♣❡ s②st❡♠
s✉❝❤ ❛s ❘✉❜②✽✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉♥t✐♠❡ ❡rr♦r✿

TypeError : false ❝❛♥✬t ❜❡ ❝♦❡r❝❡❞ ✐♥t♦ Fixnum

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ s✉❞❞❡♥❧② ❤❛❧t✳
❖t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ❡rr♦rs ❛r❡ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥

t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ❜✉❣ ♦r ❛ ❢❡❛t✉r❡✾✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t
❞✐s♣❧❛② ✧▲♦❣❣❡❞ ✐♥✧ ♦♥❝❡ ❛ ✉s❡r ✐s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞✱ s❤♦✉❧❞ ✐t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
❜✉❣❄ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ ❜✉❣ ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
r❡s♣❡❝t ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ♠❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ❬✸✹❪ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦❣✐♥
s②st❡♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r✉♥ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠ ❜②
❤❛♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦r ✇r✐t❡ ❛ t❡st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ✉s❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② t❡st ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧❡s ♦❢
❧♦❣✐♥ ❛♥❞ ♣❛ss✇♦r❞ ❛♥❞ t❡st t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡✶✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❤❛✈❡s ❝♦rr❡❝t❧② ♦♥
❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣✐♥ ❛♥❞ ♣❛ss✇♦r❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✳

✶✳✶✳✸ ❋♦r♠❛❧ s②st❡♠s

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ t♦ ✈❡r✐❢②✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ r❡s♣❡❝ts ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠ ❈♦q✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❈♦q ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✐❈✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❜♦t❤
♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✐s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♣❧✉s s♦♠❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s A ❛♥❞ B✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ A ⇒ B

✽❚❤❡ ❘✉❜② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✇✇✇✳r✉❜②✲❧❛♥❣✳♦r❣ ✉♥❞❡r ❘✉❜②✱ ●P▲ ♦r ❇❙❉ ❧✐❝❡♥s❡✳
✾✧■t✬s ♥♦t ❛ ❜✉❣✱ ✐t✬s ❛ ❢❡❛t✉r❡✧ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❥♦❦❡ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs✳

✶✵❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ r❡r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ t❡sts ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♥♦ ♥❡✇ ❜✉❣s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡✳

✶✶❈✐❈ st❛♥❞s ❢♦r ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

https://www.ruby-lang.org/
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Pr♦❣r❛♠ ▲♦❣✐❝
A→ B A⇒ B
A×B A ∧B
t②♣❡ t❤❡♦r❡♠

♣r♦❣r❛♠ ♣r♦♦❢

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤✱ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ A✱ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ♣r♦♦❢
♦❢ B✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t②♣❡ A → B✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ♠♦❞✉s
♣♦♥❡♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ✐❢ A⇒ B ❛♥❞ A ❛r❡ tr✉❡✱ t❤❡♥ B ✐s tr✉❡✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ A→ B ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ A ②✐❡❧❞s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t②♣❡ B✳ ▲❛r❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s
✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦❧♦rs ❬✷✻❪
❛♥❞ t❤❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ t❤❡♦r❡♠✳

❋♦r♠❛❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ②❡❛rs t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❇✶✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢②
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✶✹ ♦❢ t❤❡ P❛r✐s✐❛♥ ♠❡tr♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳ ❲❡
❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠ s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛t✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ②❡t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡✱ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s t♦
❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ♣r♦❣r❛♠s✿ ❡✐t❤❡r ✧❡①t❡r♥❛❧❧②✧ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭❞❡❡♣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✶✸✱
♦r ✧✐♥t❡r♥❛❧❧②✧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❤❛❧❧♦✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ✧✐♥t❡r♥❛❧✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡
♦♥❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✷ ❊✛❡❝ts

❖♥❡ ❜✐❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t❤❛t ❈♦q ✐s
❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥♣✉ts✕
♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✇r✐t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✧❍❡❧❧♦
✇♦r❧❞✧ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ♣✉r❡ ❈♦q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥♥♦t ❞♦ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ❧✐❦❡
✉♣❞❛t✐♥❣ ❛ ♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❛✐s✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦r ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✶✹✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r✳

❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ❆s
✐♥ ♠❛t❤✱ ✐♥ ❈♦q ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✇❤❡♥

✶✷❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❇ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✇✇✇✳❛t❡❧✐❡r❜✳❡✉✴❡♥✳
✶✸❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❈❋▼▲ s②st❡♠ ♦♥ ✇✇✇✳❝❤❛r❣✉❡r❛✉❞✳♦r❣✴s♦❢ts✴❝❢♠❧✳
✶✹❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q ✐s str✐❝t❡r t❤❛♥ ❍❛s❦❡❧❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛♥ ❍❛s❦❡❧❧ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛② r❛✐s❡

❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦r ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳

http://www.atelierb.eu/en/
http://www.chargueraud.org/softs/cfml/
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❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t v✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ♠♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❡
r❡s✉❧t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉s❡r ✐♥♣✉ts✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❡rr♦rs ♦r ❡♥t❡r ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s
r❡str✐❝ts ❛ ❧♦t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
♦❢ ❈♦q ✐s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦♦❢ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❈♦q✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢
t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♣r♦♦❢ p ♦❢ ❋❛❧s❡✿

p : False

t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ p t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❋❛❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳

❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳
❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✛❡❝t s②s✲
t❡♠✱ ✇❤✐❝❤ tr❛❝❦s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥② ✐♠♣✉r❡ ❛❝t✐♦♥✿ ❛♥
✐♥♣✉t✕♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛ ♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✱ ❡t❝✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t
s②st❡♠ ♠❛② r❡s♣❡❝t✳ ❆s ✇❡ st✉❞② t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣
❡✛❡❝t s②st❡♠s✳

✶✳✷✳✶ ❱✐s✐❜❧❡

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦st ❡✛❡❝t s②st❡♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❍❛s❦❡❧❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✶✺✱ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ t②♣❡✿

putStr : String→ IO ()

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣✉t❙tr t❛❦❡s ❛ str✐♥❣ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ () ❞♦✐♥❣ t❤❡ ■❖
❡✛❡❝t✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ t♦ ❞✐s♣❧❛② ❛ str✐♥❣✳ ❙♦♠❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥str✉❝ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ❡✛❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ P✉r❡❙❝r✐♣t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✶✻✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ t②♣❡✿

divide :: ∀ e. Int→ Int→ Eff (err :: EXCEPTION | e) Int

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡ t❛❦❡s t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ r❡t✉r♥s ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡ ♠❛❦❡s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ③❡r♦✮ ♣❧✉s
❛♥② s❡t ♦❢ ❡✛❡❝ts e✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♥❡❡❞s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✈✐❞❡ t♦ ❜❡ ❧✐❢t❡❞ t♦
❛ r✐❝❤❡r s❡t ♦❢ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿

(e1 :: k1, . . . , en :: kn | e)

✶✺❚❤❡ ❍❛s❦❡❧❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✇✇✇✳❤❛s❦❡❧❧✳♦r❣✳
✶✻❚❤❡ P✉r❡❙❝r✐♣t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✇✇✇✳♣✉r❡s❝r✐♣t✳♦r❣ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐✲

❝❡♥s❡✳

https://www.haskell.org/
http://www.purescript.org/
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st❛♥❞s ❢♦r ❛ r♦✇✶✼ ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ♥❛♠❡❞ ❡✛❡❝ts
♣❧✉s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❧✐st ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts e✳

✶✳✷✳✷ Pr✐♠✐t✐✈❡

❲❡ ♠❛② ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤❡
❞❡✜♥❡❞ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥✲
str✉❝ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ s②♥t❛❝✲
t✐❝ s✉❣❛r ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r②✳ ❆ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✛❡❝ts
✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛s ❛ ❧✐❜r❛r② s✐♥❝❡ t❤❡✐r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✶✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❡✛❡❝ts
❝❛♥♥♦t ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ s✐♥❝❡
♠❛♥② ❡✛❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✭❡✣❝✐❡♥t❧②✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❍❛s❦❡❧❧✱ t❤❡ ■❖ ❡✛❡❝t✶✾ ✐s ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐s t❤❛t t❤❡② ♠❛❦❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜r❡❛❦ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛ ❢♦r♠ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛❜str❛❝t ♣r✐♠✐t✐✈❡s
✇❤♦s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡❢t ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♠❛② ♦r
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❧❛t❡r✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦
♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❧❡
❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♥♦♥✲❞❡✜♥❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ ✉s✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts
✐s ❧✐❦❡ ✉s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛①✐♦♠s ✐♥ ❧♦❣✐❝✳

✶✳✷✳✸ ❈♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

■♥ s♦♠❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ■❢
✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s e1 ❛♥❞ e2 ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ǫ1 ❛♥❞ ǫ2✱
s✐♥❝❡ ✇❡ r✉♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ e1 ❛♥❞ e2✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✛❡❝t ǫ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♠♦♥❛❞✳ ❆ ♠♦♥❛❞ ✐s ❛
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t②♣❡✱ ✇✐t❤MA ❜❡✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ t②♣❡ A ❜② ❞♦✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t ǫ✳ ❆ ♠♦♥❛❞ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs r❡t✉r♥
❛♥❞ ❜✐♥❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♦♣❡r❛t♦r ❧✐❢ts ❛ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧

✶✼■♥ P✉r❡❙❝r✐♣t✱ t❤❡ r♦✇s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ t②♣❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t✳
✶✽❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✉s s✐♥❝❡✱ ✐♥ ❈♦q✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❈♦q✳
✶✾❚❤❡ ■❖ ❡✛❡❝t st❛♥❞s ❢♦r ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤

❛s t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❚ ❡✛❡❝t✳



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

{

return : A→MA
bind :MA→ (A→MB)→MB

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ▼♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳























SS A := S → (A× S)
returnx := λs. (x, s)
bindx f := λs.
let (v, s′) := x s in

f v s′

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❚❤❡ st❛t❡ ♠♦♥❛❞✳

❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r s❡q✉❡♥❝❡s t✇♦ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❜② ❜✐♥❞✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❍❛s❦❡❧❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ s②st❡♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✛❡❝ts✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❛ st❛t❡
❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠♦♥❛❞s✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t
❛ st❛t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t②♣❡ S✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡ S✱ ❜② t❤❡
♠♦♥❛❞ SS ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❜♦t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t
✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t②♣❡ E ❜② t❤❡ ♠♦♥❛❞ EE ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r r❡t✉r♥s ❛
❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦r ❛♥ ❡rr♦r✳

❆ ✜rst ✇❛② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ st❛t❡ ♠♦♥❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦♥❛❞ ✐s t♦ ❧✐❢t t❤❡
❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞ MS∧E ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✉♣❞❛t❡ ❛ st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
✇❛② t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❇✉t ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss
✉s✉❛❧ ✇❛② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❧✐❢t✐♥❣ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞MS∨E ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✉♣❞❛t❡ ❛ st❛t❡ ♦r r❡t✉r♥
❛♥ ❡rr♦r✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞♦ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠♦♥❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
r❡♣r❡s❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r s✉❝❝❡❡❞s ❛♥❞ ♠❛②
✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦r ❢❛✐❧s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t❡✳

❚❤❡ ♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs ❬✹✶❪ ❛r❡ ❛ t♦♦❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♠♦♥❛❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡































EE A := A+ E
returnx := leftx
bindx f :=
match x with

| left v ⇒ f v
| right e⇒ right e

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♠♦♥❛❞✳



✶✳✷✳ ❊❋❋❊❈❚❙ ✶✶























MS∧E A := S → (A+ E)× S
returnx := λs. (leftx, s)
bindx f := λs. match x s with

| (left v, s)⇒ f v s
| (right e, s)⇒ (right e, s)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❚❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♠♦♥❛❞✳























MS∨E A := S → (A× S) + E
returnx := λs. left (x, s)
bindx f := λs. match x s with

| left (v, s′)⇒ f v s′

| right e⇒ right e

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❚❤❡ st❛t❡ ♦r ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♠♦♥❛❞✳

♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♠♦♥❛❞ MS∧E ♦r t❤❡ ♠♦♥❛❞ MS∨E ✳ ❚❤❡ ♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♠♦♥❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs ✐s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❜♦t❤ ❛ str❡♥❣t❤ ✭s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♥❡s✮
❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦♥❡ss ✭s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts✮✳

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❬✺✶❪ ❛✐♠ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ♠♦♥❛❞s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛s ❤❛♥❞❧❡rs ♦❢ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✮✳
❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r x✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s♦✉r❝❡ r
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✳ ❲❡ ♠❛② ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k ③❡r♦ t✐♠❡s ✭t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥✮✱ ♦♥❡ t✐♠❡ ♦r ❡✈❡♥ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉t❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛♥❞❧❡r ❝❛♥ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ♦r ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ ✇❛② ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛
♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ s❡t ✐ts ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❡
❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦r ♠❛②
♥♦t ❜❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

. . . (op e) . . .

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❯s❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦♣ ✐♥ ❛ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

handlerop x k r := . . .

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♣✳

✶✳✷✳✹ ■♥❢❡rr❡❞

■♥ s♦♠❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st st❛t❡ t❤❡♠✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✇r✐t❡ ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ✐♥❢❡r✿ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t♦ s❡q✉❡♥❝❡
s✉❜♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ s✉❜♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❍❛s❦❡❧❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♣r♦❣r❛♠♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠♦♥❛❞s✱ ❛♥❞ t❤❡
t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❍❛s❦❡❧❧ ✐s ✭♠♦st❧②✮ ✐♥❢❡r❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❤❛s t♦
❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ✇❛② ❤❡ ❝♦♠♣♦s❡s ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥❡ ❝♦♠♣♦s❡s t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐❢t ♦♣❡r❛t♦rs✱ t♦ ❧✐❢t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s
t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚♦ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞♦✲♥♦t❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❜✐♥❞
✭✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r✮✳

■♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❑♦❦❛✷✵✱ ♦♥❡ ✐♥❢❡rs ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇❛② ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥
✉♥♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ str❛t❡❣② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

(λx. e1) e2

♦♥❡ ❝❛♥ ✜rst s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥ e1 ❜② e2 ✭t❤❡ ❝❛❧❧✲
❜②✲♥❛♠❡ str❛t❡❣②✮✱ ♦r ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ e2 ✭t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ str❛t❡❣②✮ ♦r ❡✈❡♥ st❛rt
❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ e1✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ ❡✛❡❝ts
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡✳

✶✳✷✳✺ P✉r✐✜❛❜❧❡

❲❡ ❝❛♥ ❤✐❞❡ ✐♥ ❛ s❛❢❡ ✇❛② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❛♣♣❡❛rs ♣✉r❡✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ♣✉r✐✜❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛❡❝t ✐s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ P✉r✐✜❛❜❧❡ ❡❢✲
❢❡❝ts ♠❛tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ✉s❡ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝②
r❡❛s♦♥s ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆P■✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛t❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❝♦♠❡s ❢r❡❡ ♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s
♣✉r✐✜❛❜❧❡✳ ❚♦ ❤✐❞❡ ❛ ♠✉t❛❜❧❡ st❛t❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t♦ t❤✐s st❛t❡
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ♣✉r✐❢② ❛♥ ❡✛❡❝t ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❛② ✭✉s✐♥❣

✷✵❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❑♦❦❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❆♣❛❝❤❡ ❧✐❝❡♥s❡
♦♥ r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴❡♥✲✉s✴♣r♦❥❡❝ts✴❦♦❦❛✳

http://research.microsoft.com/en-us/projects/koka/


✶✳✷✳ ❊❋❋❊❈❚❙ ✶✸

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♠♦♥❛❞✮✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❧♦ss❡s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣✉r✐❢② s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❧❞✳

✶✳✷✳✻ ❈❡rt✐✜❛❜❧❡

❲❡ ✉s❡ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛❧✉❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠✳
▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠
r✉♥s ❛ ♣r❡❝✐s❡ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛s❦ ❢♦r ♠♦r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✉s❡s ❛ ♠✉t❛❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡
♠❛② ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡✳ ▼♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛② ✇❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥② ♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❨♥♦t✷✶ ❡①♣❧♦r❡s ✐♥ ❈♦q t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ st❛t❡ ♠♦♥❛❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛s ❍♦❛r❡
tr✐♣❧❡s✷✷✳ ❚❤❡ ❨♥♦t ❧✐❜r❛r② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ❛s ❛ ❤❡❛♣ ♦❢ t②♣❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ❬✺✸❪ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s ❤❡❛♣✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❨♥♦t ♠♦♥❛❞ ❬✹✷❪ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦✈❡r t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❛①✐♦♠s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r tr❛❝❡✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❋❈❙▲ ❬✺✺❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❈♦q ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛ s❤❛r❡❞ ❤❡❛♣ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
t♦♦❧s ♦❢ ❋❈❙▲ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❞❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q ✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧
♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

✶✳✷✳✼ ❈♦♠♣✐❧❡❞

❲❡ ✇r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r✉♥ t❤❡♠ ✭❤♦♣❡❢✉❧❧②✮✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r✉♥♥❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❖❈❛♠❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠ ❬✹✵❪✳ ❇✉t ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❈♦q✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❞♦
♥♦t ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❝❡rt✐❢② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ t♦ r✉♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣r♦✈❡♥✲❝♦rr❡❝t
❝♦♠♣✐❧✐♥❣ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣❈❡rt✷✸ ❝♦♠✲
♣✐❧❡r ✐s ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ss❡♠❜❧② ❝♦❞❡ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡ ❬✸✾❪✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠

✷✶❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❨♥♦t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ②♥♦t✳❝s✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✳
✷✷❆ ❍♦❛r❡ tr✐♣❧❡ ✐s ❛ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss

t❤❡ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✳
✷✸❚❤❡ ❈♦♠♣❈❡rt ❝♦♠♣✐❧❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝♦♠♣❝❡rt✳✐♥r✐❛✳❢r✳

http://ynot.cs.harvard.edu/
http://compcert.inria.fr/
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❛ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭t❡r♠✐♥❛t❡❞✱ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✱ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r✮ ❛♥❞ ✐ts tr❛❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ ❈♦♠♣❈❡rt ✐s ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳

✶✳✸ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts
❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♠♦st ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ✭❧✐❦❡ st❛t❡
♦r ❡①❝❡♣t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞
t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts t♦ ❜❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♦r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r✲
❛❝t ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ s❡r✈❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝❧✐❡♥ts✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts ❛♥❞
♦✉t♣✉ts✿

• ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛❧❧s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠ t❤r❡❛❞s❀

• ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠ t❤r❡❛❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣✳

❲❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s②st❡♠ t❤r❡❛❞s s❡❡♠ ❤❛r❞ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❡r♠
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦t ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞
❆P■✷✹✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐❜✉✈✷✺ ♦✛❡r ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r ▲✐♥✉①✱
❲✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ♠❛❝❖❙ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ❆P■ ❢♦r ✜❧❡s
❛♥❞ s♦❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ❧✐❜r❛r② ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❜② ◆♦❞❡✳❥s ❜✉t ❜✐♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ s❡r✈❡r ❧♦❣❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ s♦♠❡ r❡q✉❡st❡❞ ✜❧❡s✿

while true do
event := getLastEvent()
match event with
| Request fileName⇒ send (ReadFile fileName)
| GotFileContent content⇒ send (LogToStandardOutput content)
end

done

❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣ t♦ ❡✐t❤❡r st❛rt r❡❛❞✐♥❣ ❛ ✜❧❡ ♦♥ ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st✱ ♦r ❧♦❣ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✜❧❡ ♦♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛❞✳ ❚❤❡ ❘❡q✉❡st ❡✈❡♥ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝❧✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖❙✳ ❲❡ s❡♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s

✷✹❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤✐s ❜❧♦❣ ♣♦st ♦♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✜❧❡ ■✴❖
❢♦r ❧✐❜t♦rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ■✴❖ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡❛❞ ♣♦♦❧✿
❜❧♦❣✳❧✐❜t♦rr❡♥t✳♦r❣✴✷✵✶✷✴✶✵✴❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✲❞✐s❦✲✐♦✴✳

✷✺❚❤❡ ❈ ❧✐❜r❛r② ❧✐❜✉✈ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❧✐❜✉✈✴❧✐❜✉✈✳

https://blog.libtorrent.org/2012/10/asynchronous-disk-io/
https://github.com/libuv/libuv
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t♦ t❤❡ ❖❙ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❖❙ ✜♥✐s❤❡s t♦ r❡❛❞ ❛ ✜❧❡✱ ✇❡ ❣❡t
❛ ●♦t❋✐❧❡❈♦♥t❡♥t ❡✈❡♥t ❛♥❞ ❧♦❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧❡✳

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✿ t❤❡ s❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
❜❧♦❝❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❡t▲❛st❊✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡✈❡♥t ❧❡❢t✳
❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛✉s❡s ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❈P❯ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛✇❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❖❙ ♦♥❝❡
❛ ♥❡✇ ❡✈❡♥t ❛rr✐✈❡s✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ r❡❛❞✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡
s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ t❤❡ ❖❙✿

send (ReadFile fileName)

t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡r✿

| GotFileContent content⇒ . . .

■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t✱ ♠❛♥② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❆P■s r❡❧❛t❡ t❤❡
❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs ✭♦r ❝❛❧❧❜❛❝❦s✮✳ ❚♦ ❧♦❣ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✜❧❡ ✐♥ ◆♦❞❡✳❥s ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

✶ ❢s✳r❡❛❞❋✐❧❡✭❢✐❧❡◆❛♠❡✱ ✭❡rr♦r✱ ❞❛t❛✮ ❂❃ ④

✷ ✐❢ ✭✦❡rr♦r✮ ④

✸ ❝♦♥s♦❧❡✳❧♦❣✭❞❛t❛✮❀

✹ ⑥

✺ ⑥✮❀

■♥ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ t♦ t❤❡
♣r♦❣r❛♠♠❡r✳

❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❆P■s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠✿
s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①♣❡❝t t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱
♦r r❡q✉✐r❡ t✇♦ ❤❛♥❞❧❡rs✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s
❝❛s❡✳ ❚❤❡ Pr♦♠✐s❡ ❆P■✷✻ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✉♥✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♣r♦♠✐s❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ✈❛❧✉❡
✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ②❡t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✳t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❛
❤❛♥❞❧❡r t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♣r♦♠✐s❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ t✇♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

promise.then(result⇒ ...)

❲✐t❤ Pr♦♠✐s❡✳❛❧❧ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝❛❧❧ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r♦♠✐s❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ ♣r♦♠✐s❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡s✉❧ts✿

Promise.all(promise1, promise2, ...).then(results⇒ ...)

❚♦ ❧♦❣ ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♠✐s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿

✶ ❢s✳r❡❛❞❋✐❧❡❆sPr♦♠✐s❡✭❢✐❧❡◆❛♠❡✮✳t❤❡♥✭❞❛t❛ ❂❃ ④

✷ ❝♦♥s♦❧❡✳❧♦❣✭❞❛t❛✮❀

✸ ⑥✮❀

✷✻❚❤❡ Pr♦♠✐s❡ ❆P■ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t ✈❡rs✐♦♥ ✻✳
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❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✧❝❛❧❧❜❛❝❦ ❤❡❧❧✧ ♦r t❤❡ ✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♦ ♠❛♥② ❤❛♥✲
❞❧❡rs✿

✶ ❛s②♥❝❈❛❧❧✶✭❛r❣✶✮✳t❤❡♥✭r❡s✉❧t✶ ❂❃

✷ ❛s②♥❝❈❛❧❧✷✭❛r❣✷✮✳t❤❡♥✭r❡s✉❧t✷ ❂❃

✸ ❛s②♥❝❈❛❧❧✸✭❛r❣✸✮✳t❤❡♥✭r❡s✉❧t✸ ❂❃

✹ ❛s②♥❝❈❛❧❧✹✭❛r❣✹✮✳t❤❡♥✭r❡s✉❧t✹ ❂❃

✺ ✳✳✳

✻ ✮

✼ ✮

✽ ✮

✾ ✮

t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✽ ♦❢ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❛s②♥❝✴❛✇❛✐t ♥♦t❛t✐♦♥✷✼✳ ❲✐t❤ t❤✐s
♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥❡s✿

✶ ❝♦♥st r❡s✉❧t✶ ❂ ❛✇❛✐t ❛s②♥❝❈❛❧❧✶✭❛r❣✶✮❀

✷ ❝♦♥st r❡s✉❧t✷ ❂ ❛✇❛✐t ❛s②♥❝❈❛❧❧✷✭❛r❣✷✮❀

✸ ❝♦♥st r❡s✉❧t✸ ❂ ❛✇❛✐t ❛s②♥❝❈❛❧❧✸✭❛r❣✸✮❀

✹ ❝♦♥st r❡s✉❧t✹ ❂ ❛✇❛✐t ❛s②♥❝❈❛❧❧✹✭❛r❣✹✮❀

❚❤❡ ❛✇❛✐t ♦♣❡r❛t♦r t❛❦❡s ❛ ♣r♦♠✐s❡ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❛✐ts ❢♦r ✐t t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛♥❞ r❡✲
t✉r♥s ✐ts r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❛s②♥❝✴❛✇❛✐t ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❞♦
♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❍❛s❦❡❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✳t❤❡♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❜✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥✿

✶ ❛s②♥❝ ♠②❆s②♥❝❋✉♥❝t✐♦♥✭❛r❣✮ ④

✷ ❝♦♥st r❡s✉❧t ❂ ❛✇❛✐t ❛s②♥❝❈❛❧❧✭❛r❣✮❀

✸ ✳✳✳

✹ ⑥

❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢✿

✶ ♠②❆s②♥❝❋✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣ ❂ ❞♦

✷ r❡s✉❧t ❁✲ ❛s②♥❝❈❛❧❧ ❛r❣

✸ ✳✳✳

✐♥ ❍❛s❦❡❧❧✳
■♥ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② ❬✻✷❪ t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ♣r♦♠✐s❡s

❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♠✐s❡s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t②♣❡ α ✐s✿

Lwt.tα

❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ s❡q✉❡♥❝❡ t✇♦ ♣r♦♠✐s❡s✿

✶ ❧❡t ♠②❆s②♥❝❋✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣ ❂

✷ ❧❡t✪❧✇t r❡s✉❧t ❂ ❛s②♥❝❈❛❧❧ ❛r❣ ✐♥

✸ ✳✳✳

✷✼❆ s✐♠✐❧❛r ❛s②♥❝✴❛✇❛✐t ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ ❈♯ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡rs✐♦♥ ✺✳
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■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s
✐♥ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ t❛❦❡ s♦♠❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐ts ❆P■✳

✶✳✹ ▼❛✐♥ ❝♦♥str✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠s ✐♥ ❈♦q✳ ■♥
♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡✛❡❝t s②st❡♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❣✉✐❞❡ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝❛s❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s❛❢❡ ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡
s✉♠♠❛r✐③❡ ❤❡r❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

✶✳✹✳✶ ❋♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s

❖✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t②♣❡
t❤❡♦r② ✭❈❤❛♣t❡rs ♣❛❣❡ ✾✾ ❛♥❞ ♣❛❣❡ ✶✶✺✮✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❝❡rt✐❢②
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣✷✽ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦✷✾ t♦ ✇r✐t❡
❛♥❞ ❝❡rt✐❢② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✐❞❡❛✳

■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❡st✐♥❣ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ❲❡ ❝❛♥
♦♥❧② r✉♥ t❡sts ❛ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❛s ❉✐❥❦str❛ s❛✐❞✿

✏Pr♦❣r❛♠ t❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉❣s✱ ❜✉t
♥❡✈❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡✐r ❛❜s❡♥❝❡✦✑

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❛t❤s ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✈❡r✐✲
✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s♦✉♥❞ t②♣❡ s②st❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ t②♣❡s ❝❤❡❝❦❡❞ ❛t
❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❜✉t ❛ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜✉❣✲❢r❡❡✳ ❙♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♠❛② ♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❤❛t ♣r♦❜❛❜❧② ♠❛tt❡rs t❤❡ ♠♦st
✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠✳ ❇② ✐♥t✉✐t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ✇❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ♦r t❤❡ ✉s❡r
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❦✐♥❞s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠✱
✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇r✐tt❡♥ ❜② ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ♦r ❝❧✐❡♥ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤♦❧❞
✐♥ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❯s✐♥❣ t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ❝♦❞❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st t♦

✷✽❚❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲
❜❧♦❣✳

✷✾❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝♦q✳✐♦✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://coq.io/
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✶✳ t❤❡ ✉s❡r ❡♥t❡rs ❛ ✜❧❡♥❛♠❡ f

✷✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡❛❞s t❤❡ ✜❧❡ ♥❛♠❡❞ f

✸✳ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t c

✹✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t c

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ■♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛t✳

✈❡r✐❢② ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❲❤②✸✸✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❢❡❡❧ t❤❛t ❧❡ss t♦♦❧✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛t ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✮✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t✱ ❜② t❡st✐♥❣ ❛❧♦♥❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈❡r✐❢②
t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✜❧❡♥❛♠❡s f ❛♥❞ ✜❧❡ ❝♦♥t❡♥ts c✳
❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝❛t ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❈♦q ✉s✐♥❣
♦✉r ❡✛❡❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❈♦q✳✐♦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❈♦q ❛s ❛ t❡st✐♥❣
♣r♦❣r❛♠✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s f ❛♥❞ c s②♠❜♦❧✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♠✐rr♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛t ♣r♦❣r❛♠✿ ❢♦r
❡❛❝❤ s②st❡♠ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛t ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♣r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r✳
❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ✐t✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡①t❡♥❞s t♦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② st❡♣ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤
s②st❡♠ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r t♦ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ❜② ❛ s②♠❜♦❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡
✭❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❧✳ ■❢ ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✕❛♥s✇❡r ❣❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡
s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞s t♦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ ❈♦q✳✐♦ ❧✐❜r❛r② ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱
✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❈♦q✳✐♦ t♦ ✇r✐t❡ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts
❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❈♦q✱ ❣❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s t❡r♠✐♥❛t❡
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t r❛✐s❡ ✉♥❝❛✉❣❤t ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❈♦q✳✐♦
♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ✈❡r✐❢②
t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦✈❡r ❈♦q✳✐♦ ♣r♦❣r❛♠s s✐♥❝❡ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t✳

✶✳✹✳✷ ❈②❜❡❧❡

■♥ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❨❛♥♥ ❘é❣✐s✲●✐❛♥❛s✱ ▲♦✉r❞❡s ❞❡❧ ❈❛r♠❡♥ ●♦♥③á❧❡③ ❍✉❡s❝❛
❛♥❞ ❇❡t❛ ❩✐❧✐❛♥✐✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❈②❜❡❧❡✸✶ ♣❧✉❣✐♥ ❢♦r ❈♦q✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛
♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞♦ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❈♦q ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s ✭❈❤❛♣t❡r
♣❛❣❡ ✷✼✮✳ ■♥ ❈②❜❡❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❝❛❧❧s

✸✵❚❤❡ ❲❤②✸ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▲●P▲ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ✇❤②✸✳❧r✐✳❢r✳
✸✶❚❤❡ ❈♦q ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝②❜❡❧❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✳

http://why3.lri.fr/
http://cybele.gforge.inria.fr/
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t♦ ❛♥ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦r❛❝❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ✜rst ❡①❡❝✉t❡
t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❈♦q ❜②
r❡✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✶✳✹✳✸ ❈♦♠♣✐❧❡ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✸✷ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳
❚❤✐s ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥❢❡rs t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s✱ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈♦q
♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✭❈❤❛♣t❡r ♣❛❣❡ ✹✼✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs✳

✶✳✹✳✹ ▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

• ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❈❧❛r❡t✱ ▲♦✉r❞❡s ❉❡❧ ❈❛r♠❡♥ ●♦♥③á❧❡③✲❍✉❡s❝❛✱ ❨❛♥♥ ❘é❣✐s✲
●✐❛♥❛s✱ ❛♥❞ ❇❡t❛ ❩✐❧✐❛♥✐✳ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦st❡✲
r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❚P✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✾✾✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✼✕✽✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✵✼✴

✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✸✾✻✸✹✲✷

• ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❈❧❛r❡t ❛♥❞ ❨❛♥♥ ❘é❣✐s✲●✐❛♥❛s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ■♥ ❙t❡❢❛♥✐❛ ●♥❡s✐ ❛♥❞ ◆✐❝♦ P❧❛t✱
❡❞✐t♦rs✱ ✸r❞ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❋▼❊ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙♦❢t✇❛r❡
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❋♦r♠❛❧✐❙❊ ✷✵✶✺✱ ❋❧♦r❡♥❝❡✱ ■t❛❧②✱ ▼❛② ✶✽✱ ✷✵✶✺✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✻✼✳
■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✶✵✾✴❋♦r♠❛❧✐❙❊✳✷✵✶✺✳✶✼

✶✳✺ ❘❡❛❞✐♥❣ ❣✉✐❞❡

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ r❡❛❞✐♥❣ ❣✉✐❞❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❦✐♠ t♦
t❤❡ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❤✐♠✳

✶✳✺✳✶ ❈❤❛♣t❡rs

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ t♦♦❧s ❛♥❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✇❡ ✉s❡ ❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡✳

❈②❜❡❧❡ ✭❝❤❛♣t❡r ✷✮ ❲❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ t♦♦❧ ❈②❜❡❧❡ t♦ ❤❡❧♣ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦♦❢s ❜②
r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✳ Pr♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❈②❜❡❧❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ❧✐❦❡
♠✉t❛t✐♦♥s ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❚❤❡s❡ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ❤❡❧♣ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡

✸✷❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝♦q✲♦❢✲♦❝❛♠❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲♦❢✲
♦❝❛♠❧✳

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-39634-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-39634-2
http://dx.doi.org/10.1109/FormaliSE.2015.17
https://github.com/clarus/coq-of-ocaml
https://github.com/clarus/coq-of-ocaml
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Cybele

CoqOfOCaml

Breakable computations

Asynchronous computations

Interactive computations

Concurrent computations

Blocking computations

Chapters

2

3

4

5

6

7

8

programming in Coq

design and compilation of effects

proving by reflection

proving properties about programs

meta-theory

Proof by reflection with effects

Importing imperative code in Coq

Implementing asynchronous I/O in Coq

Developing with asynchronous I/O in Coq

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❘❡❛❞✐♥❣ ❣✉✐❞❡✳
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t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❖❈❛♠❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦♣❤❡❝②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ✐♥ ❈♦q
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝②✳

❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✮ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ t♦ ❝♦♠✲
♣✐❧❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❝❤❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜❛s✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡
✐s ❈♦q ✇✐t❤ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✇❛②✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛✐♠
♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✐s t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡ t♦ ❈♦q t♦ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ s♦♠❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ✐t✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ✐♠♣♦rt❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❈♦q✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✐t ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✐❧❡ ✐t ❜❛❝❦ t♦ ❖❈❛♠❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✉s ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❈♦q ♣r♦❣r❛♠❡rs ✇❤♦ ✇❛♥t t♦ r❡✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❢✉♥❝t♦rs✳

❇r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✹✮ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛
✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛✉s❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♣❛✉s❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐♥ ❈♦q✳

❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✺✮ ❚❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❈♦q✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞❧❡r t♦
❧✐st❡♥ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕
♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❲❡❜ s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ t♦ ❖❈❛♠❧ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤
❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❈♦q s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣ t♦ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q✳

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✻✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
✇✐t❤ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ✈❡r✐❢②
♣r♦❣r❛♠s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❖❈❛♠❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❛♥❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r② ▲✇t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ ❣✐✈❡
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❈♦q✳

❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✼✮ ❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞
❤❛✈❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ❡①t❡♥❞s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡
❞♦✇♥ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts t♦ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t



✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s
t❤❡ ❈♦q✳✐♦ ❧✐❜r❛r② ♦♥ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♦✴✳

❇❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✽✮ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐✲
❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ❞❡✜♥❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✮ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ❧♦❝❦✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❤♦♦s❡✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✳

✶✳✺✳✷ ❈❤❛♣t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♦❢
♦♥❡ r❡❛❞❡r✳

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈♦q ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♣t❡r ❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈♦q ✐s t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✼ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢r❡❡
♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts t♦ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q
✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦✸✸✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✉s❡
❝❛s❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts t♦ ❖❈❛♠❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①✲
❡❝✉t❡ t❤❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❛♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ s❤♦✇ ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts
❛❧s♦ ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈♦q✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡
❡①❝❡♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ r✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✐❧❡r ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ✇❤♦ ✇❛♥ts
t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ r❡✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡✳

❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥
❡✛❡❝t s②st❡♠ t♦ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡
❜② ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦ ❖❈❛♠❧ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱
✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❈♦q ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣♦rt ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡
❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ st✉❞② ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛✉s❡
✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✉s❡s✱ ✇❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡r ✐♥ ❈♦q✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥ ❡✛❡❝t

✸✸❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝♦q✳✐♦✳
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s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♠❛❧❧ ❡①❡✲
❝✉t❛❜❧❡ ❍❚❚P s❡r✈❡r ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❤❛♥❞❧❡rs ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t✲❧♦♦♣✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ s♣❡✲
❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦♦❢s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❜♦✉t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❡ ❡①✲
t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣
♣r♦❣r❛♠s✳

Pr♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠s ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♠
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t♦♦❧ t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❛
s❤❛❧❧♦✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ ❈♦q✳ ❖♥❝❡ ✐♠♣♦rt❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t
t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡ ❜❛❝❦ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s
t♦ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q✳

Pr♦✈✐♥❣ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈♦q ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡✸✹

t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s✳
❯s✐♥❣ ❈②❜❡❧❡✱ ❛ ✉s❡r ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ tr❛✐ts ❧✐❦❡
♠✉t❛t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✭r❡s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ❖❈❛♠❧✮✱ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❡❝❦s
t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss✳

▼❡t❛✲t❤❡♦r② ❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② ❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠s✱
✇❡ st✉❞② ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽ t❤❡ tr❛❝❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ✜rst ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❛ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r
❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

✸✹❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❈②❜❡❧❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝②❜❡❧❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✳
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Pr♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❡✛❡❝ts

✷✺





❈❤❛♣t❡r ✷

❈②❜❡❧❡

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❨❛♥♥ ❘é❣✐s✲●✐❛♥❛s✱ ▲♦✉r❞❡s ❞❡❧ ❈❛r♠❡♥
●♦♥③á❧❡③ ❍✉❡s❝❛ ❛♥❞ ❇❡t❛ ❩✐❧✐❛♥✐✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ■❚P ✷✵✶✸✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❨❛♥♥ ❘é❣✐s✲●✐❛♥❛s✳ ■ ♠❛✐♥❧② ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦q ♣❧✉❣✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡
✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❤tt♣✿✴✴❝②❜❡❧❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✴✳

✷✳✶ ❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣r♦♦❢✲❜②✲r❡❢❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✲t❡r♠s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s ❡✐t❤❡r ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✖✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❛② t❤❛t ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✖ ♦r ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞
❛s ♦r❛❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝❤❡❝❦❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ♦✛❡rs str♦♥❣ ❝♦rr❡❝t♥❡ss
❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♣❡r♠✐ts ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣r♦♦❢✲❜②✲r❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛rr✐❡s✱ ✐♥ ❚②♣❡
❚❤❡♦r②✱ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✈❡r
♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✱ t②♣❡s ♠❛② ❡♠❜❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✐♠❡ t♦ t②♣❡✲
❝❤❡❝❦ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♣r♦♦❢✲t❡r♠s ❜② s♠❛❧❧ ♣r♦♦❢✲t❡r♠s✱
✇❤♦s❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛t t❤❡ t②♣❡ ❧❡✈❡❧✳

✷✼
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❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧❡t ✉s s❛② t❤❛t ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛
♣r♦♦❢ ∆ ♦❢ P a ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❛s❦✱ ✇✐t❤✿







P : A→ Prop
A : Type
a : A

▲❡t B ❜❡ ❛ t②♣❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ I ❢r♦♠ B t♦ A✱
❛♥❞ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ D : B → bool✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t D
❞❡❝✐❞❡s P ✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✿

sound : ∀ (x : B), D x = true→ P (I x)

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t x ♦❢ B✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡t✉r♥s tr✉❡
❢♦r t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② P ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ x✳ ❚❤❡♥ ✐❢
✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ b : B s✉❝❤ t❤❛t I b = a✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢✲t❡r♠ ∆
✇✐t❤✿

sound b (refl❴equal true)

✇❤❡r❡ r❡❢❧❴❡q✉❛❧ ❤❛s t②♣❡ ∀ (x : bool), x = x✳ ❚②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢✲
t❡r♠ ❛❜♦✈❡ ❤❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t②♣❡ P a ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ D ♦♥ b✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ✐ts r❡s✉❧t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ tr✉❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ b ✐s ❡q✉❛❧ t♦ a✶✳

Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✸✵✱ ✺❪ ❤❛✈❡ ❡①♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢
♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❈❋ ♣r♦♦❢
st②❧❡ ❬✷✽❪✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✇r✐t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r✐❝❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱
✇❡ ♠✉st ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ D ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
s♦✉♥❞♥❡ss ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥str✉❝t ❬✷✼❪✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
s♦✉♥❞♥❡ss s✐♠♣❧❡✱ ✐♥❝✐t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡r t♦ ✇r✐t❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❣r❡tt❛❜❧❡ s✐♥❝❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❡①♣❛♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧❡✈✐❛t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❡rt✐❢②✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❬✸✱ ✷✾❪✳ ■♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❝ts ❛s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②
✈❡r✐❢② ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❝❤❡❝❦❡r ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳
❚❤✐s ❝❤❡❝❦❡r ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❦❡♣t s✐♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉♥✲
tr✉st❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛s ❡✣❝✐❡♥t
❛s ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t✱ ❛s t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢✲t❡r♠ ❝❛♥
❜❡ ❧❛r❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦st ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡
❝❡rt✐✜❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡❝❦❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡r t♦ ✇r✐t❡ ❜♦t❤

✶❯s✉❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✇❤❡r❡ ❛ b ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ a✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s
❝❛❧❧❡❞ r❡✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❝❤❡❝❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭♦r ❛❞❛♣t ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✮✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✉s✉❛❧❧②
❣✐✈❡s ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❜♦✉t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✭❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✈❛❧✐❞ ❜✉t ✉s❡❧❡ss
♦r❛❝❧❡ ❝♦✉❧❞ ❢❛✐❧ ♦♥ ❡✈❡r② ✐♥♣✉t✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t
❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧②
❤❛r❞✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ st②❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❖✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥
✭✉♥tr✉st❡❞✮ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❚②♣❡
❚❤❡♦r② ❛s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦r❛❝❧❡ ❢♦r ✐ts❡❧❢✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡rt✐❢②✐♥❣ st②❧❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡
❝❡rt✐❢②✐♥❣ st②❧❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✱ ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♠♦♥❛❞s ❛s ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❍❛s❦❡❧❧ ♣r♦❣r❛♠s ❬✻✸❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
♣r♦❣r❛♠♠❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡✐r ❤❛♥❞ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳
❲❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✐❧❡ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡✱
❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❛ s♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝②✮ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✐♠✉❧❛t❡
t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♥❛❞✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ C ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ t②♣❡ M A✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ C✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② p✱ ❝❛♥ ✇✐t♥❡ss ❛♥ ✐♥❤❛❜✐t❛♥t ♦❢ t②♣❡ A✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t t❤❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❢✉❧❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦r ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❝❤❡❝❦❡r t♦
❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❝❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦♥❛❞✳ ❚♦ s✉♠ t❤✐♥❣s ✉♣✱
♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❣❡♥✉✐♥❡ ♣r♦♦❢s
❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭♣❛❣❡ ✸✹✮❀

• t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡✷ ❢♦r t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❛ ❈♦q ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥
✐♥ ♠♦♥❛❞✐❝ st②❧❡ ✭♣❛❣❡ ✸✻✮❀

• s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ st②❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ✐ts
s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭♣❛❣❡ ✸✾✮✳

✷✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ st②❧❡ ♦❢
♣r♦♦❢ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❈♦q✳ ❆s ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

✷❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝②❜❡❧❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✳

http://cybele.gforge.inria.fr/
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decide (
∧

i∈I Ai ≤ Bi ⇒ A ≤ B) :=
let rec traverse : T → bool := λC.
if C = B then ⊤
else if markedC then ⊥
else

markC;
choiceD s✳t✳ ∃ j, C ≤ D ≡ Aj ≤ Bj ∧ traverseD in

traverseA

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡❝✐❞❡✳

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

∧

i∈I

Ai ≤ Bi

❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ♦❢ t②♣❡ T ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s A ≤ B ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ ❢♦r
s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s A ❛♥❞ B✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥
t♦ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ❞❡❝✐❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣s ❜② ♠❛r❦✐♥❣
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ t❡r♠s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ✐♥ ❈♦q s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✭♠❛r❦s✮ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✭♦❢
❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s✱ ❜✉t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♥♦t s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ❛s ❈♦q r❡q✉✐r❡s✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇✐t❤ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✉s✐♥❣
❛ ♠♦♥❛❞ M ΣT ′✱ ✇❤❡r❡ Σ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ T ′ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣
t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❢♦r ✐ts❡❧❢✱ ❛s ✇❡ ❛r❡
❣♦✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❈♦q ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
❆t ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛♥▼▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡ ✇❤② t❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✳ ■t ✐s ❛ r❡❝♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥✲
✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts (Ai, Bi) ✕ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✕ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡✲
♠❡♥ts (A,B) ✕ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t f ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ t②♣❡

∧

i∈I Ai ≤ Bi → A ≤ B✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ t②♣❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥❛❞✳

▲✐♥❡ ✷ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ✐t ❜✐♥❞s t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ f t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s a ❛♥❞ b✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✸✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ❧❡tr❡❝✦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛
✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✮ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇❡❤✐♥❞ t❤✐s s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r ✐s
❤✐❞❞❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲t②♣❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✜①♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡
r❡t✉r♥✐♥❣ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜①♣♦✐♥t tr❛✈❡rs❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛❝❦❡ts✳
■t r❡t✉r♥s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② x ≤ b ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢
❢♦r♠✉❧❛ f ✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✸✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t x ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t a ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦❛❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈✐♥❣ a ≤ b✳
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✶ Program Definition decide (f : formula) : M Σ (interpret f) :=
✷ let (a, b) := goal f in

✸ letrec! traversex [ interpret❴hypotheses f → x ≤ b) ] :=
✹ if x =?= b then return (⊲ eq❴reflx)
✺ else if! markedx then error ✧◆♦t ❋♦✉♥❞✧
✻ else do! markx in

✼ choice (interpret❴hypotheses f → x ≤ b)
✽ (successorsx (hypotheses f))
✾ (λ(s : {y : T & interpret❴hypotheses f → x ≤ y})⇒
✶✵ let! Hyb := traverse (π1 s) in
✶✶ return (⊲ (λ(hs : interpret❴hypotheses f)⇒
✶✷ le❴transx (π1 s) b)))
✶✸ in ⊲ (traverse a).

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇✐t❤ ⊲ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦❡r❝✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✳

✶ let mark (x : T ) : M Σunit :=
✷ let! marks : Marks := !marks❴ref in
✸ marks❴ref :=! MarksTable.addx truemarks
✹

✺ let marked (x : T ) : M Σbool :=
✻ let! marks : Marks := !marks❴ref in
✼ ret (MarksTable.memxmarks)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ♠❛r❦ ❛♥❞ ♠❛r❦❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ ❧✐♥❡ ✹ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ b✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ T ✱ ❤❛s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❡q✉❛❧✐t②✳ ■❢ ✐t ✐s ❡q✉❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♣r♦♦❢
✐s r❡t✉r♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐t ♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r r❡t✉r♥ ❬✻✸❪✳ ❲❡ ❞❡❢❡r
t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ⊲✳

■♥ ❧✐♥❡ ✺✱ ❛♥ ❡rr♦r ✐s r❛✐s❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠❛r❦❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛r❦ ❛♥❞ ✐s❴♠❛r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❲❡ ✉s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
r❡❛❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ! ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇r✐t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r :=!✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✻ ✇❡
♠❛r❦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡s ✼✲✶✷ ✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ x ≤ b ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱
❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ c s✉❝❤ t❤❛t x ≤ c ❛♥❞ c ≤ b✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❛❧❧
t❤❡ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢ x✱ t❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ c s✉❝❤ t❤❛t x ≤ c ✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐t❡r❛t❡s
♦✈❡r ❛ ❧✐st t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t c t❤❛t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝❛t❝❤ ❢❛✐❧❡❞ ❛tt❡♠♣ts ❛♥❞ r❡❝✉rs❡ ♦♥ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳
❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ tr❛✈❡rs❡✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✵ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❛❞✐❝ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r✿

let! x := e1 in e2
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✶ Fixpoint choiceA {T} (cs : listT ) (pred : T →M ΣA)
✷ : M ΣA :=
✸ match cs with

✹ | nil⇒ Error ✧◆♦t ❢♦✉♥❞✧
✺ | c :: cs⇒ try! pred c with ❴⇒ choiceAcs pred
✻ end.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❍②❜ ♦❢ c ≤ b ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ x ≤ b ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❧✐♥❡ ✶ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❦❡②✇♦r❞ Pr♦❣r❛♠ ❬✺✽❪✳
❚❤✐s ❦❡②✇♦r❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ t❡r♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦
t❤❡ ✉s❡r ❛s ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t②♣❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱
♥♦t❡❞ ❛s ⊲✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❈♦q✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q
✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡t ✉s ❛♣♣❧② ❞❡❝✐❞❡ ❛s ✐t ✐s ♦♥ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ f t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣ ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈❡r✳ ❲❡
♥❡❡❞ s♦♠❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ♣r♦♣❤❡❝②✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞❡❝✐❞❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤✐s ♣r♦♣❤❡❝② ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡s✉❧t✳

❚♦ ❣❡t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✿

C decide

✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s t❤❛t C ♠❛♣s t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ✐♥ ❈♦q t♦ ❡✛❡❝t❢✉❧
t❡r♠s ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ t❡r♠ C(t) ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♥❛❞✐❝ t❡r♠ t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ❛
❝♦♠♣✐❧❡❞ t❡r♠ C(t)✱ ✇✐t❤ t ♦❢ t②♣❡ M T ✸ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ v✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥ ❈♦q✱ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❤❡❝② p✳ ❚❤✐s
♣r♦♣❤❡❝② ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ t❡r♠ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦✿

return t′

❢♦r s♦♠❡ t❡r♠ t′ ♦❢ t②♣❡ T ✳ ❲❡ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡ C(t) t♦ ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❛❧♦♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❛✉t✐✜❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s
❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡✈❡r② t❡r♠ ✐♥ Pr♦♣ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡r❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝②✳

✸❋♦r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Σ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
st❛t❡✳



✷✳✸✳ ●❊◆❊❘❆▲ ■❉❊❆ ✸✸

✶ let rec fix f x = incr nbstep (); f (fix f)x
✷

✸ let rec choice cs pred0 = match cs with

✹ | Nil→ failwith ✧◆♦t ❢♦✉♥❞✧
✺ | Cons (c, cs0)→ try pred0 c with ❴→ choice cs0 pred0
✻

✼ let decide f =
✽ let (a, b) = goal f in

✾ let traverse = fix (fun traversex→
✶✵ match O.eq❴decx b with
✶✶ | Left→ ()
✶✷ | Right→ if markedx then failwith ✧◆♦t ❢♦✉♥❞✧ else (
✶✸ markx;
✶✹ choice (successorsx (hypothesis f))
✶✺ (fun s0→ traverse (π1 s0))))
✶✻ in traverse a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊①tr❛❝t❡❞ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢✐① ❝♦♠❜✐♥❛t♦r ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✜①♣♦✐♥t ❜✉t
❛❧s♦ st♦r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ ♦r ❢❛✐❧✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✱ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✐s ♥♦t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ st❛② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r
❛♥ ❛♥s✇❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✐♥t❡rr✉♣t t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐❢ ✐t t❛❦❡s t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡
t♦ r❡s♣♦♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❛ ♣r♦♣❤❡❝② ♦❢ t②♣❡ ♥❛t ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉t❛❜❧❡ ❝❡❧❧
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❢✐①✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦♦❢✲t❡r♠ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢✲t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ f ✐s✿

unit❴witness (decide f) p (refl❴equal true)

✇❤❡r❡ p ❤❛s t②♣❡ Pr♦♣❤❡❝② ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② t②♣❡ T ✿

unit❴witness : ∀ (x : M T ), Prophecy→ is❴unitx = true→ T
is❴unit : M T → bool

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ❤❛s t②♣❡✿

interpret f

✐s s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② p ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦
❤❡❛❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✉s✐♥❣ p t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✲❜②✲r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
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♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❖❈❛♠❧ ♣❧✉s t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦♦❢✲t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ✇❡ ❥✉st
♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ s❡❝♦♥❞
t✐♠❡ ✐♥ ❈♦q✹✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ✇❛st❡ ♦❢ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ t✇✐❝❡✱ ❜✉t✱ ❛s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐♥ts ✐♥ p✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✭♣❛❣❡ ✹✶✮✳ P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r✱ ♦✉r ♣❧✉❣✐♥ ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ✇❤❡♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦❝✿
tr❛♥s❧❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡s ♣r♦❝ ✐♥t♦ ❖❈❛♠❧❀ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡ C(proc)
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s ♣r♦♣❤❡❝② p❀ ❜✉✐❧❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠✿

unit❴witness proc p (refl❴equal true)

✷✳✹ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✶✻❪✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ λ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥s✐❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧ ❈♦q ❛♥❞ ❖❈❛♠❧✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✿

• λ✱ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇✐t❤ ♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝ts❀

• λv,⊥✱ ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ λ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥❛❞ M ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜str❛❝t❧② s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ λv,⊥ ♦✛❡rs ✐♠♣✉r❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ♠❛t❝❤
t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ M ✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ⇓ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ λ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✉s✐♥❣
❛ ♣r♦♣❤❡❝② p ♦❢ t②♣❡ P ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦t❡ ⇓p t✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
t♦t❛❧ ♦r❞❡r ≤ ♦✈❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t②♣❡ P ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ⊥ ❢♦r t❤✐s ♦r❞❡r✳ ❆
r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s♦ ⇓ ❤❛s t②♣❡✿

P →M T →M T

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ βδ✲❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ✭✇❤❡r❡ t❤❡ δ✲
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ⋆t ❢♦r ⇓⊥ unit t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞✮✳ ❆ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r M ✐s ❛ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞
✐❢ ✐t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ r❡t✉r♥✱ ❜✐♥❞✱ ⇓ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t②♣❡ ❢♦r ♣r♦♣❤❡❝✐❡s P ✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✶ ✭❙t❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❛❞✐❝ ❧❛✇s✮✳ M ✐s ❛ ♠♦♥❛❞✿






bind (return t) f = f t
bind t (λx. returnx) = t
bind (bind t1 t2) t3 = bind t1 (λx. bind (t2 x) t3)

✹❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥♦t t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳



✷✳✹✳ ❋❖❘▼❆▲■❩❆❚■❖◆ ✸✺

❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✷ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥✮✳







∀ t, p1, p2, ⇓p1
return t = ⇓p2

return t
∀ t, u, p1, p2, (p1 ≤ p2 ∧ ⇓p1

t = ⋆u)⇒ ⇓p2
t = ⋆u

∀ p, ⇓p bind t1 t2 = ⇓p bind (⇓p t1) t2

❚❤❡ ✐♠♣✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ λv,⊥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
s②♥t❛① ❛s λ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❜② ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❲❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❜✐❣✲st❡♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s
❢♦r ❛ ✇❡❛❦ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐♥ t❤✐s
✐♥str✉♠❡♥t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s✿

η ⊢ u ⇓p→p′ v

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✧t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ u ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t η ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ v ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣r♦♣❤❡❝② p′ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
♣r♦♣❤❡❝② ♣✧✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡ ✐s t♦
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② r❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✸ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ♣r♦♣❤❡❝② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳

∀ p, p1, η ⊢ u ⇓p→p′ v =⇒ p ≤ p′

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C(·) ❢r♦♠ λ t♦ λv,⊥✿

C(x) = x C(return) = λx. x
C(λx. t) = λx. C(t) C(bind) = λx, y. y x
C(t1 t2) = C(t1) C(t2) C(⇓p) = undefined

C(M T ) = C(T )

C(C ~T ) = C(C(~T ))
C(T1 → T2) = C(T1)→ C(T2)

❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝ts r❡t✉r♥ ❛♥❞ ❜✐♥❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠♦♥❛❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rts ❡❛❝❤ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ λv,⊥✳ ❚❤❡ t②♣❡ ❢♦r
♣r♦♣❤❡❝✐❡s ✐s ❦❡♣t ❢✉❧❧② ❛❜str❛❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡
✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦♣❤❡❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ⇓p ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥
❛ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ✉s❡r✲✇r✐tt❡♥ ♠♦♥❛❞✐❝ t❡r♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧
♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♠✉st ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✹ ✭❆❞❡q✉❛t❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮✳

∀ p0, . . . , pn+1, p,
∀ i, η ⊢ C(ti) ⇓pi→pi+1

vi
η ⊢ C(c(t0, . . . , tn)) ⇓p0→p v

}

⇒ ∃u, ⇓p c(t0, . . . , tn) = ⋆u



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈❨❇❊▲❊

✷✳✹✳✶ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ C(t) ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r s♦♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦♣❤❡❝② p t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t ❜❛❝❦ ✐♥ λ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t · ⊢ t : M T ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ✐s · ⊢ C(t) ⇓p→p′ v ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ t❡r♠ t′ s✉❝❤ t❤❛t ⇓p′ t = ⋆t′✳

❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✶✻❪✳

✷✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❧✉❣✐♥✺ ❢♦r ❈♦q t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ✐♥❝❧✉❞❡s✿

• ❛ ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ t♦ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s❀

• ❛ t❛❝t✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ❝②❜❡❧❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ t❡r♠ t ♦❢ t②♣❡ M T t♦ tr② t♦
s♦❧✈❡ ❛ ❣♦❛❧ T ✳

❇❡❤✐♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡✱ t❤❡ t❛❝t✐❝ ❝♦♠♣✐❧❡s t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ t❡r♠ ✐♥t♦ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠✱
❡①❡❝✉t❡s t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ ✉s❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❤❡❝②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♦❢✲t❡r♠ ✐♥ ❈♦q✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈♦q t♦ ❖❈❛♠❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ ✐♥ ❈♦q t❤❛t r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞r❛✇♥ ❜② ♦✉r ❢♦r♠❛❧
st✉❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r t♦♦❧✱ s♦♠❡
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✻ ❆ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ ✐♥ ❈♦q

❖✉r s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧✐t② ♠♦♥❛❞✱ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♠♦♥❛❞✱ ❛ st❛t❡ ♠♦♥❛❞✱ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♥t✐♥❣ ♠♦♥❛❞✻✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦♥❛❞s
❛r❡ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ r❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡
t❤❡ ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ t♦ t②♣❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦♥❛❞ ✐s✿

M Σα = State.t Σ→ (α+ string)× State.t Σ

❚❤❡ ♠♦♥❛❞ t❛❦❡s ❛ st❛t❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ♣❧✉s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ α ✐❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♦r ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ st❛t❡ ❛s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❝♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣✿

✺❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝②❜❡❧❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✳
✻■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥❡ ❣r❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡✛❡❝ts s♦ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ♦♥❡

♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✉s❡❢✉❧✳

http://cybele.gforge.inria.fr/
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• t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ r❡❝✉rs✐♦♥❀

• ❛ ❧✐st ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✭✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♠♦♥❛❞ ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✮❀

• t❤❡ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② s❤♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡
♠❡♠♦r② ❤❛s t♦ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❜② ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❧✐st ♦❢ t②♣❡s✿

T1, T2, . . . , Tn

t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡✼ ♦❢ n r❡❣✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
♦❢ t②♣❡s✿

T1, . . . , Tn

❆ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s t②♣❡ Ref.t ΣTi✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡r i ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ i✲t❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ❤❡r❡ ❛r❡
t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥❛❞✿

ref : Ti →M Σ (Ref.t ΣTi)
read : Ref.t ΣT →M ΣT
write : Ref.t ΣT → T →M Σ ()
print : α→M Σ ()
error : string→M Σα

try❴with : (()→M Σα)→ (string→M Σα)→M Σα
dependentfix : (F → F)→ F ✇✐t❤ F = ∀ (x : A). M Σ (B x)

Pr❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛rts ■♥♣✉t▼❡♠ ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt ❚♠♣▼❡♠✳ ❚♠♣▼❡♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ st❛t❡ ♠♦♥❛❞✳ ■♥♣✉t▼❡♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡❛❞✲♦♥❧②✮ ♠❡♠♦r② t♦ ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦♣❤❡❝②✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞✱ ✇❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞✱ ❢♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❧❡❝t✱ ♦❢ t②♣❡✿

∀α, (()→ α)→ (()→ α)→ α

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛s✿

select(f, g) = f ()

❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❛s C(g())✳ ❚♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r
♠♦♥❛❞ ✐s s✐♠✉❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❖❈❛♠❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧②
r❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ■♥♣✉t▼❡♠ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✼❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t②♣❡s ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ♦♥❡ t❤❡ t②♣❡s ❤♦❧❞s
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦① ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ T1 ✐s t❤❡ t②♣❡ ✧list bool✧ t❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✜rst ♠❡♠♦r② ❝❡❧❧ ♠❛② ❣r♦✇ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳



✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈❨❇❊▲❊

✷✳✻✳✶ ■♥ ❖❈❛♠❧

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ t❡r♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈♦q t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠
✐♥ ❖❈❛♠❧ ❜② ❝✉st♦♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q ❬✹✵❪✳ ❲❡
❡①tr❛❝t t❤❡ ♥❡✇ ♠♦♥❛❞✐❝ ❝♦♥str✉❝ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

M Σα 7→ α
unit 7→ fun x→ x
bind 7→ fun x f → f x
print 7→ fun x→ print❴endlinex

dependentfix 7→ let rec fix f = fun x→
incr❴nbsteps (); f (fixf)x

in fix f x
error 7→ fun x→ failwithx

try❴with 7→ fun f h→ try f ()
with s→ h s

tmp❴ref 7→ fun i v → ref v
input❴ref 7→ fun i v → register❴ref i v

read 7→ fun r → !r
write 7→ fun r v → r := v

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❖❈❛♠❧✱ ✇❡
❝♦♥✈❡rt ♦✉r ♠♦♥❛❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠♦♥❛❞ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜✐♥❞ ❛♥❞ ✉♥✐t

❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r✐♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧✐t② ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r✐♥t ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳
❋♦r t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❛❞❞ s♦♠❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❴♥❜st❡♣s ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛
❣❧♦❜❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❜② ♦♥❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❢✐① ❝♦♥str✉❝t✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❖❈❛♠❧✬s r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥t♦ t♠♣❴r❡❢ ❛♥❞ ✐♥♣✉t❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t♠♣❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡
st❛♥❞❛r❞ ❖❈❛♠❧✬s r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❖❈❛♠❧✬s r❡❢❡r❡♥❝❡s
r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✐st❡r❴r❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡
❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛
❣❧♦❜❛❧ ❛rr❛②✳

✷✳✻✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q

❖♥❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡ ✐s ❞♦♥❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❢♦r ❈♦q✳
❚❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❢✐① ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥♣✉t❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❢r♦♠ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q✱ ❛s t❤✐s ✐s
❥✉st ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥♣✉t❴r❡❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡✐❢② ❖❈❛♠❧ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❈♦q t❡r♠s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ✐s
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♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦r ❢♦r ♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ ❖❈❛♠❧ ❡r❛s❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳
❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ r❡✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s✐♥❣ ❜✐♥❛r② tr❡❡s✿
❢♦r ❡✈❡r② t②♣❡ T ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡♠♦r② s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ T ❛♥❞ ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡✳

✷✳✼ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞✳
❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ ❝r♦ss✲st❛❣❡ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥✳

✷✳✼✳✶ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡✲❈❧♦s✉r❡

❚❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✲❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t ♣r♦✈✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦ ✜rst✲♦r❞❡r
t❡r♠s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡
✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷❪✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❬✶✾❪ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝♦❞❡ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s✳ ❲❡
✇r♦t❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧✐t② ♠♦♥❛❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦✈✐♥❣
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❋✐♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❆t ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ u′ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ u✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ u ❛♥❞ u′✳ ■t ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r ❛ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡ ❢r♦♠
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭■♥❞❡①✳t ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮ t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❝r❛✇❧✐♥❣ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ✉♥t✐❧
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts t♦ ✐ts❡❧❢✳ ■❢ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳
❚❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ♣r♦♦❢✳

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q Pr♦✈✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❤❛r❞ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ❝②❝❧✐❝✳
▲✉❝❦✐❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❡①❡♠♣t t♦ ❞♦ s✉❝❤ ♣r♦♦❢✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✜① ♦♣❡r❛t♦r
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡ ✐s ❛ ♠✉t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛
r❡❛❞ ❛♥❞ ❛ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♠✉t❛❜❧❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✳

❉❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦q t②♣❡ s②st❡♠ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦♥❛❞✳
❚❤❡ ❋✐♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t❡r♠ u′ ✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t t❡r♠ u✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦♥❛❞✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ r✉♥✲t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❢❛✐❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♣r♦✈✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t i = i′ ❤♦❧❞s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦
❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡♥✳ ■♥st❡❛❞ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✭❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ i ❛♥❞ i′
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Program Definition Find hashu : M Σ {u′ : Index.t | u ≡ u′} :=
✭✯ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✜① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ✜①♣♦✐♥t ❛♥❞ ❤❛s t②♣❡✿
∀ {ΣA} (B : A→ Type),
((∀x, M Σ (B x))→ ∀x, M Σ (B x))→
∀x, M Σ (B x)

✯✮
dependentfix (λ i⇒ {j : Index.t | i ≡ j})(λ find i⇒
let! eq❴proof := MHash.Read hash i in
✭✯ ❆ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❡①t ❡❧❡♠❡♥t j ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ t♦ ✐t✳ ✯✮

let (i′, j,Hi′,j) := eq❴proof in
if i ≡ i′ then ✭✯ ❝❛s❡ ✐ ❂ ✐✬✿ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✯✮
if i ≡ j then ✭✯ ❝❛s❡ ✐ ❂ ❥✿ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ✯✮
✭✯ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ Hi′,j ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦❢ i ❛♥❞ j
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ✧❡①✐st✧✳ ✯✮

return (exist❴ j❴)
else ✭✯ ❝❛s❡ ✐ ❁❃ ❥✿ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢r♦♠ ❥ ✯✮
let! r := find j in

let (k,Hj,k) := r in

do! MHash.Write hash i
✭✯ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ k ✇❡ ✉s❡ t❤❡
♣r♦♦❢s Hi′,j ❛♥❞ Hj,k ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s i′ = j ❛♥❞ j = k ❛♥❞
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ i ❛♥❞ i′✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ Pr♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳

✯✮
(EqProof.Make (i := i) (j := k)❴) in

return (exist❴ k❴)
else ✭✯ ❝❛s❡ ✐ ❁❃ ✐✬✿ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ✯✮
error ✧❋✐♥❞ ✿ ✐ ❂ ✐✬✧)

u.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ❋✐♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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♦♥ ❧✐♥❡ ✺✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦❡r❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ i′ = j t♦ i = j ✭❞♦♥❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ Pr♦❣r❛♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ❢❛✐❧s✱ ✇❡ r❛✐s❡
❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧✐t② ♠♦♥❛❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ♣❛rt✐❛❧❧②
s♣❡❝✐❢② ♦✉r ♣r♦❣r❛♠s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❢♦r❝❡❞ t♦ ✉s❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✱
✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ♣✉r❡ ❈♦q ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ str♦♥❣❡r st❛t✐❝ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❚❤✐s
✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❖❈❛♠❧✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❋✐♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦t❤ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❤❡❝②
❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q ✐♥ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧✐t②
♠♦♥❛❞✳

✷✳✼✳✷ ❆ t❛❝t✐❝ ❢♦r ▲❛tt✐❝❡s

❏❛♠❡s ❛♥❞ ❍✐♥③❡ ❬✸✺❪ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❛❝t✐❝ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ❡q✉❛❧✐✲
t✐❡s ♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❤✐t♠❛♥ ❬✻✹❪✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ♠❛❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦✿

✏P♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ t✉r♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✳✳✳❪ ✐♥t♦ ♦♥❡
t❤❛t ✉s❡s ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t♦ ♠❡♠♦✐③❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ❈♦q✬s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✳✳✳❪✱ s♦
❛♥② ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❛t ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ ♠✉st ❛❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳✑

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❛❝t✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ ❏❛♠❡s ❛♥❞ ❍✐♥③❡✬s✱ ❜✉t t❤❛t ✉s❡s
♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ q✉♦t❡❞
t❡①t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝r♦ss✲st❛❣❡ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤
♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❖❈❛♠❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t♦ tr❛♥s♠✐t ✐t t♦ t❤❡ ❈♦q ✈❡rs✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦q
❥✉st r❡❝r❡❛t❡s t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❖❈❛♠❧ ✈❡rs✐♦♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ✇❤❛t
❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❝❤❡❝❦❡r ✇♦✉❧❞ ❞♦✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡ ❣r❡❛t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❏❛♠❡s ❛♥❞ ❍✐♥③❡✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s✱
✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦r t♦ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❝♦❞❡✳

❲❤✐t♠❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❲❤✐t♠❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ✇r✐tt❡♥
❜② ❏❛♠❡s ❛♥❞ ❍✐♥③❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♥t❛① s✉❣❛r✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳
❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❡ ∨ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜r❛♥❝❤ ❢♦✉r t✐♠❡s✦ ❚❤✐s ✐s t❤❡
❝✉❧♣r✐t ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❘❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr②❇r❛♥❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✇❤✐❝❤ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡♦✉s❧② r❡♣❧❛❝❡s ∨✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ s❡❧❡❝t ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t❧② ✐♥ ❖❈❛♠❧ t❤❛♥ ✐♥ ❈♦q✳ ■♥ ❖❈❛♠❧✱ ✐t tr✐❡s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❜r❛♥❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ ✐ts
❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♣
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② r❡❢✳ ■❢ ♥♦ ❜r❛♥❝❤ s✉❝❝❡❡❞✱ t❤❡♥ ✐t r❛✐s❡s ❛♥ ❡rr♦r✳ ❇❡❢♦r❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣
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✶ Program Fixpoint leq (t u : Term) : {b : bool | b→ t ≤ u} :=
✷ match (t, u) with
✸ | (Var m, Var n)⇒ m ≡ n
✹ | (Join t1 t2, u)⇒ leq t1 u ∧ leq t2 u
✺ | (t, Meet u1 u2)⇒ leq t u1 ∧ leq t u2

✻ | (Var m, Join u1 u2)⇒ leq t u1 ∨ leq t u2

✼ | (Meet t1 t2, Var n)⇒ leq t1 u ∨ leq t2 u
✽ | (Meet t1 t2, Join u1 u2)⇒ leq t1 u ∨ leq t2 u ∨ leq t u1 ∨ leq t u2

✾ end.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ ❲❤✐t♠❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶ Fixpoint tryBranches (ref : Ref.t Σ❴) (n❴branch : nat)
✷ (k : TermPairMap.key)B (branches : list (unit→M ΣB))
✸ : M ΣB :=
✹ select
✺ ✭✯ ❈♦q ✯✮ (λ❴⇒ let! map := !ref in
✻ let! n❴branch :=
✼ extract❴some (TermPairMap.find kmap) in
✽ let! branch :=
✾ extract❴some (nth❴error branches n❴branch) in
✶✵ branch ())
✶✶ ✭✯ ❖❈❛♠❧ ✯✮ (λ❴⇒ let! map := !ref in
✶✷ match TermPairMap.find kmap with

✶✸ | Somen⇒
✶✹ let! branch := extract❴some (nth❴error branchesn) in
✶✺ branch ()
✶✻ | None⇒ match branches with
✶✼ | nil⇒ error ✧◆♦ ❜r❛♥❝❤ ❧❡❢t t♦ tr②✧
✶✽ | branch :: branches′ ⇒ try!
✶✾ let! r := branch () in
✷✵ let! map := !ref in
✷✶ do! ref := !TermPairMap.add k n❴branchmap in

✷✷ return r
✷✸ with ❴⇒ tryBranches ref (S n❴branch) k branches′

✷✹ end

✷✺ end).

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ tr②❇r❛♥❝❤❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❚②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠s✳

t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✐t ✜rst ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❜r❛♥❝❤ t♦ t❛❦❡✱ ❛♥❞ ✐❢
t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❛t ❜r❛♥❝❤ ♦♥❧②✳ ■♥ ❈♦q✱ ✐t ✜rst r❡❛❞s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣✱ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ t❤✐s
♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❦❡② k ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❦❡② ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ❢r♦♠
❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲❤✐t♠❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤✐s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ s❡❧❡❝t ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜r❡❛❦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦♣❤❡❝② ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❜✉t t❤❡ ❈♦q ✈❡rs✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦ ❡①❡❝✉t❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t②♣❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❡❧❡❝t ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝r❡❛t❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❛❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❞❡✲❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s
t❤❛t ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥❡s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❣r❡❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡s ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❈♦q t♦ t②♣❡❝❤❡❝❦ t❤❡ r❡s✉❧t✱
❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ t②♣❡❝❤❡❝❦ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r♦✉♥❞❡❞ ❞♦ts✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t❢✉❧ ❝♦❞❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ sq✉❛r❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
✭t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✱ ✇❡
✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s❤♦✇✲
✐♥❣ ❤♦✇ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ r❡✉s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛t❤s✳ ❚♦ s✉♠
t❤✐♥❣s ✉♣✱ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❤❡❝✐❡s t♦ ❤❡❧♣ t❤❡
t②♣❡❝❤❡❝❦❡r s❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ r❡♣❡t✐t✐✈❡ t❡r♠s✳

✷✳✽ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❈♦q ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ♦✛❡r t♦ ❈♦q✬s ✉s❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t
t♦ t❤❡ ✉s❡r✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❛ ♠♦♥❛❞ t♦ ✉s❡
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❨❡t✱ t❤❡ tr✉st❡❞ ❜❛s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❈♦q✱ ❤❛❞ t♦ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r✿ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♦✉r ♠♦♥❛❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❛t ◗❡❞ t✐♠❡✳

❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♣r♦♣♦s❡ ❬✺✱ ✺✽❪ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧
r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❇♦✈❡ ❛♥❞ ❈❛♣r❡tt❛ ❬✺❪ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❤❡❝②✱ ❛ ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣✐♥❣
r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♣r♦♣❤❡❝✐❡s ❛♥❞ ❇♦✈❡ ❛♥❞ ❈❛♣r❡tt❛✬s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡
♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♣r♦♣❤❡❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦✉r ♠♦♥❛❞ ✉s❡s t❤❡♠ ✐♥ ❞✐r❡❝t st②❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦✉r ♣r♦♣❤❡❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
♦✉ts✐❞❡ ❈♦q ❜② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐✳❡✳ ❖❈❛♠❧✳

✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✇r✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❧✉❣✐♥ ❛♥❞ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦q❖❢❖❈❛♠❧

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❖❈❛♠❧ ✷✵✶✹ ✇♦r❦s❤♦♣✳

✸✳✶ ❆❜str❛❝t

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜✳ ❚❤✐s r❡♣✲
r❡s❡♥ts ❛ ❧♦t ♦❢ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡❝♦s②st❡♠ ❜✉t ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t②♣❡ s②st❡♠
❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt ❖❈❛♠❧ ♣r♦✲
❣r❛♠s ✐♥t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✛❡❝t s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ s✉♣♣♦rt ❛
❧❛r❣❡✲❡♥♦✉❣❤ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❈❛♠❧ t♦ ✐♠♣♦rt s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❖❈❛♠❧
❧✐❜r❛r②✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ♠♦♥❛❞ ♦❢ ❈②❜❡❧❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✶ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t
s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ▼▲ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢❛♠✐❧② ❬✹✹❪✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥
❛✉t♦♠❛t✐❝ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✵❪✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇r✐t✐♥❣✱ ❛ t❤♦✉s❛♥❞
♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖P❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡r✷✳

❚❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② t②♣❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈♦❈ ✭❈❛❧❝✉❧✉s ❖❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✮ ❬✶✽❪✳ ❚❤❛♥❦s

✶❚❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♦❝❛♠❧✳♦r❣✳
✷❙❡❡ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❖P❆▼ r❡♣♦s✐t♦r② ♦♥ ♦♣❛♠✳♦❝❛♠❧✳♦r❣✳

✹✼

http://ocaml.org/
http://opam.ocaml.org/
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OCaml

Coq + monads

OCaml

CoqOfOCaml

Extraction

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ t②♣✐❝❛❧ ✇♦r❦✢♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r✳

t♦ t❤✐s r✐❝❤ t②♣❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s ♦r ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❛ ❈
❝♦♠♣✐❧❡r ❬✸✾❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢❛r ❧❡ss ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥
t❤❡ ❈♦q ♣❧❛t❢♦r♠✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈♦q ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ s✐❞❡ ❡❢✲
❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts
❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss✳

■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛✉❣✲
♠❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❦✐♥❞s
♦❢ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❈♦q❖✲
❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r✹ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✐♥
t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆ t②♣✐❝❛❧ ✇♦r❦✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✶✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♠♣♦rt ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ t♦ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦♥❛❞s ❬✻✸❪ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♠♣✉r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❞✐t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❞❞ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✹✵❪ ♦❢ ❈♦q✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❜❛❝❦ ❛♥ ❖❈❛♠❧ r✉♥♥❛❜❧❡
♣r♦❣r❛♠✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✿

• ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r t❤♦✉❣❤t s♦♠❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①✲
❛♠♣❧❡s ✭♣❛❣❡ ✹✾✮❀

• ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭♣❛❣❡ ✺✾✮❀

• ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞ ✭♣❛❣❡ ✻✶✮❀

✸❙❡❡ ❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❧✐st ♦♥ ❝♦q✳✐♦✴♦♣❛♠✳
✹❚❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥

❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲♦❢✲♦❝❛♠❧✳

http://coq.io/opam/
https://github.com/clarus/coq-of-ocaml
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• s♦♠❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣♦rt ♦❢ t❤❡ ▲✐st✱ ❙❡t ❛♥❞ ▼❛♣ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✭♣❛❣❡ ✻✻✮✳

✸✳✸ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
✇♦r❦s✳

✸✳✸✳✶ P✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s

❚❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❖❈❛♠❧ tr❛♥s❧❛t❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈♦q
♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❤❛♥❞❧❡ λ✲❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ r❡❝♦r❞s✱ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ r❡❝♦r❞s✱ s②♥♦♥②♠s✱
❛❜str❛❝t t②♣❡s✮ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s ✭✇✐t❤♦✉t ❢✉♥❝t♦rs✮✳

▲❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❖❈❛♠❧ ❡①❛♠♣❧❡✿

✶ ❧❡t ❢✐rst ① ② ❂ ①

✷

✸ t②♣❡ ✭✬❛✱ ✬❜✮ s✉♠ ❂

✹ ⑤ ■♥❧ ♦❢ ✬❛

✺ ⑤ ■♥r ♦❢ ✬❜

✻

✼ ❧❡t ① ❂

✽ ♠❛t❝❤ ■♥❧ ✶✷ ✇✐t❤

✾ ⑤ ■♥❧ ♥ ✲❃ ❢✐rst ♥ ❢❛❧s❡

✶✵ ⑤ ■♥r ❴ ✲❃ ✵

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✐rst ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s ✐ts ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✭❧✐♥❡ ✶✮
❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡ s✉♠ ✭❧✐♥❡ ✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ① ❛s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r 12 ✭❧✐♥❡ ✽✮✳ ❚❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦q ❝♦❞❡✿

✶ ❘❡q✉✐r❡ ■♠♣♦rt ❖❈❛♠❧✳❖❈❛♠❧✳

✷

✸ ▲♦❝❛❧ ❖♣❡♥ ❙❝♦♣❡ ❩❴s❝♦♣❡✳

✹ ▲♦❝❛❧ ❖♣❡♥ ❙❝♦♣❡ t②♣❡❴s❝♦♣❡✳

✺ ■♠♣♦rt ▲✐st◆♦t❛t✐♦♥s✳

✻

✼ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❢✐rst ④❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭① ✿ ❆✮ ✭② ✿ ❇✮ ✿ ❆ ✿❂ ①✳

✽

✾ ■♥❞✉❝t✐✈❡ s✉♠ ✭❛ ❜ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

✶✵ ⑤ ■♥❧ ✿ ❛ ✲❃ s✉♠ ❛ ❜

✶✶ ⑤ ■♥r ✿ ❜ ✲❃ s✉♠ ❛ ❜✳

✶✷ ❆r❣✉♠❡♥ts ■♥❧ ④❛⑥ ④❜⑥ ❴✳

✶✸ ❆r❣✉♠❡♥ts ■♥r ④❛⑥ ④❜⑥ ❴✳



✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

✶✹

✶✺ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ① ✿ ❩ ✿❂

✶✻ ♠❛t❝❤ ■♥❧ ✶✷ ✇✐t❤

✶✼ ⑤ ■♥❧ ♥ ❂❃ ❢✐rst ♥ ❢❛❧s❡

✶✽ ⑤ ■♥r ❴ ❂❃ ✵

✶✾ ❡♥❞✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥t❛①✱ t❤✐s ❈♦q ❝♦❞❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈♦q ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ♣✉r❡
❝♦♥str✉❝ts ♦❢ ❖❈❛♠❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❈♦q✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶✱ ✇❡ ❧♦❛❞ t❤❡
❧✐❜r❛r② ❖❈❛♠❧✳❖❈❛♠❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ❖❈❛♠❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❈♦q st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❛❝t✐✈❛t❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
✭❧✐♥❡s ✸ t♦ ✺✮✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs A ❛♥❞ B ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✐rst ✭❧✐♥❡ ✼✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❈♦q✳ ❲❡ ❞❡❝❧❛r❡
t❤❡♠ ✇✐t❤ ❝✉r❧② ❜r❛❝❡s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✐rst ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✳

❲❡ ❞❡✈♦t❡❞ s♦♠❡ ❡✛♦rts t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❝♦❞❡✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ❈♦q ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❞✐t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ❝♦♠♣✐❧❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❞
t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣ ❧✐❜r❛r② ❙♠❛rtPr✐♥t✺✳

✸✳✸✳✷ Pr♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts

❙✐♥❝❡ ❈♦q ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ♠✉st ❜❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ ❛♠♦♥❛❞ ❬✻✸❪✱ ❛ str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A✱ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ S ❛♥❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ E✱ ❜②
t❤❡ t②♣❡✿

MS,E A := S → (A+ E)× S

❙✐♥❣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♠✉✲
t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✻✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡✿

✶ ❧❡t ♥ ❂ r❡❢ ✵

✷

✸ ❧❡t ✐♥❝r ✭✮ ❂

✹ ♥ ✿❂ ✦♥ ✰ ✶

❝♦♠♣✐❧❡s t♦✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♥ ✿❂ ❊❢❢❡❝t✳♠❛❦❡ ❩ ❊♠♣t②❴s❡t✳

✷

✸ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡❛❞❴♥ ✭❴ ✿ ✉♥✐t✮ ✿ ▼ ❬ ♥ ❪ ❩ ✿❂

✹ ❢✉♥ s ❂❃ ✭✐♥❧ ✭❢st s✮✱ s✮✳

✺❚❤❡ ❙♠❛rtPr✐♥t ❧✐❜r❛r② ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❇❙❉ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥
❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴s♠❛rt✲♣r✐♥t✳

✻❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
❡✛❡❝t s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉tr❡❛❝❤❡s t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

https://github.com/clarus/smart-print
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✺

✻ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✇r✐t❡❴♥ ✭① ✿ ❩✮ ✿ ▼ ❬ ♥ ❪ ✉♥✐t ✿❂

✼ ❢✉♥ s ❂❃ ✭✐♥❧ tt✱ ✭①✱ tt✮✮✳

✽

✾ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥❝r ✭① ✿ ✉♥✐t✮ ✿ ▼ ❬ ♥ ❪ ✉♥✐t ✿❂

✶✵ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✶✶ ⑤ tt ❂❃

✶✷ ❧❡t✦ ①❴✶ ✿❂

✶✸ ❧❡t✦ ①❴✶ ✿❂ r❡❛❞❴♥ tt ✐♥

✶✹ r❡t ✭❩✳❛❞❞ ①❴✶ ✶✮ ✐♥

✶✺ ✇r✐t❡❴♥ ①❴✶

✶✻ ❡♥❞✳

❲❡ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ n ✭❧✐♥❡ ✶✮ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ Z ✭t❤❡ t②♣❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t②♣❡ ∅ ✭t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✱ s✐♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t r❛✐s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❛❞❴♥ ❛♥❞ ✇r✐t❡❴♥ ✭❧✐♥❡ ✸
t♦ ✼✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ n✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t t②♣❡ ♦❢ r❡❛❞❴♥
✐s✿

M [n]Z

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t r❡❛❞❴♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t n ✇✐t❤ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t②♣❡ Z✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡❴♥ ✇r✐t❡s ✐♥ ❛ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ Z× ✉♥✐t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Z ❢♦r t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② r❡❝✉rr❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ✐♥❝r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✾ t♦ ✶✻✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❜✐♥❞✼✿

let! x := e1 in e2

✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e1 ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e2 ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ e1✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♦♣❡r❛t♦r✿

ret e

❧✐❢ts ❛ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ret e✳

▼✉❧t✐♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❚♦ ✐♠♣♦rt ❛♥ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤✐s ❈♦q ❝♦❞❡ ✇✐t❤ t✇♦
r❡❢❡r❡♥❝❡s✿

✶ ❧❡t ♥ ❂ r❡❢ ✵

✷ ❧❡t ♠ ❂ r❡❢ ✶

✸

✹ ❧❡t s✇❛♣ ✭✮ ❂

✺ ❧❡t t♠♣ ❂ ✦♥ ✐♥

✻ ♥ ✿❂ ✦♠❀

✼ ♠ ✿❂ t♠♣

✼❆ ♠♦♥❛❞ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs✿
{

return : α → Mα

bind : Mα → (α → Mβ) → Mβ



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦q ❝♦❞❡✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s✇❛♣ ✭① ✿ ✉♥✐t✮ ✿ ▼ ❬ ♥❀ ♠ ❪ ✉♥✐t ✿❂

✷ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✸ ⑤ tt ❂❃

✹ ❧❡t✦ t♠♣ ✿❂ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✶✵✧ ✭r❡❛❞❴♥ tt✮ ✐♥

✺ ❧❡t✦ ❴ ✿❂

✻ ❧❡t✦ ①❴✶ ✿❂ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✵✶✧ ✭r❡❛❞❴♠ tt✮ ✐♥

✼ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✶✵✧ ✭✇r✐t❡❴♥ ①❴✶✮ ✐♥

✽ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✵✶✧ ✭✇r✐t❡❴♠ t♠♣✮

✾ ❡♥❞✳

❚❤❡ r❡t✉r♥ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s✇❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿

M [n;m] unit

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✇❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts n ❛♥❞ m✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐① s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ n ✇✐t❤ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ m✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✹✿

lift [❴;❴] ”10” (read❴n tt)

✐s ♦❢ t②♣❡✿
M [n;m]Z

❜✉t read❴n tt ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧✐❢t ✐s ♦❢ t②♣❡M [n]Z✳ ❲❡ ❧✐❢t ❡❛❝❤ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝ts ✉s❡❞ ✐♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢
t❤❡ ❧✐❢t s❤♦rt ❛♥❞ ✐♥❢❡r❛❜❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s②♥t❛① tr✐❝❦✿

lift l s

✇✐t❤ l ❛ ❧✐st ♦❢ k ✉♥❞❡rs❝♦r❡s ❢♦r k ♥❛♠❡s ♦❢ ❡✛❡❝ts t♦ ✐♥❢❡r ❛♥❞ s ❛ str✐♥❣ ♦❢ k
③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ♠❛s❦ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝ts t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❢t✳

❊①❝❡♣t✐♦♥s ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✐♠♣♦rts ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✿

✶ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❊rr♦r ♦❢ str✐♥❣

✷

✸ ❧❡t ♥ ❂

✹ tr② r❛✐s❡ ✭❊rr♦r ✧❢❛✐❧✉r❡✧✮ ✇✐t❤

✺ ⑤ ❊rr♦r ❴ ✲❃ ✶✷

✐s ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦q ❝♦❞❡✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊rr♦r ✿❂ ❊❢❢❡❝t✳♠❛❦❡ ✉♥✐t ✭str✐♥❣✮✳

✷

✸ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❛✐s❡❴❊rr♦r ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭① ✿ str✐♥❣✮
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✹ ✿ ▼ ❬ ❊rr♦r ❪ ❆ ✿❂

✺ ❢✉♥ s ❂❃ ✭✐♥r ✭✐♥❧ ①✮✱ s✮✳

✻

✼ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♥ ✿ ❩ ✿❂

✽ ♠❛t❝❤ ❊①❝❡♣t✐♦♥✳r✉♥ ✵ ✭r❛✐s❡❴❊rr♦r ✭✧❢❛✐❧✉r❡✧✮✮ tt ✇✐t❤

✾ ⑤ ✐♥❧ ① ❂❃ ①

✶✵ ⑤ ✐♥r ✭❴✮ ❂❃ ✶✷

✶✶ ❡♥❞✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ❊rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡ ✶ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② st❛t❡ ✭♦❢
t②♣❡ ✉♥✐t✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ ❛ str✐♥❣ ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❛✐s❡❴❊rr♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✸ t♦ ✺✮ r❛✐s❡s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❞ ❊rr♦r ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ r❡t✉r♥ t②♣❡✿

M [Error]α

❢♦r ❛♥② t②♣❡ α✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ ❛ ✈❛❧✉❡✱
t❤❡ r❡t✉r♥ t②♣❡ ♦❢ r❛✐s❡❴❊rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② t②♣❡ α✽✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ n ✭❧✐♥❡ ✼
t♦ ✶✶✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝❛t❝❤❡s t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ s♦ t❤❛t n ✐s ❛ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ Z✳ ❚♦
❝❛t❝❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Exception.run 0 ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡
✜rst ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞❡① 0✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡✛❡❝ts ✭❤❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t❤❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❊rr♦r✮ t♦ ❛ s✉♠ t②♣❡✳

◆♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈♦q ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❛s♦♥s✾✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧✿ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❛❝t✐♥❣ ❢♦r ❛ ❢✉❡❧ ✐s ❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡
r❛✐s❡ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ❝♦✉♥t❡r r❡❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♠❛② ❢❛✐❧ ❜✉t ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❡② t❡r♠✐♥❛t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❚❤❡
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦✉♥t❡r✮ ❛♥❞ ❛♥
❡①❝❡♣t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❖❈❛♠❧✿

✶ ❧❡t r❡❝ ♠❛♣ ❢ ❧ ❂

✷ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✸ ⑤ ❬❪ ✲❃ ❬❪

✹ ⑤ ① ✿✿ ❧ ✲❃ ❢ ① ✿✿ ♠❛♣ ❢ ❧

✺

✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ t♦ ❈♦q ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ♠❛♣❴r❡❝ ④❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❝♦✉♥t❡r ✿ ♥❛t✮ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❇✮

✷ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮ ✿ ▼ ❬ ◆♦♥❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❪ ✭❧✐st ❇✮ ✿❂

✸ ♠❛t❝❤ ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤

✽■♥ ❖❈❛♠❧✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❛✐s❡ ✐s ❛❧s♦ exn → α✳
✾❲✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ ❋❛❧s❡✿

Fixpoint f : False := f.



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

✹ ⑤ ❖ ❂❃ ♥♦t❴t❡r♠✐♥❛t❡❞ tt

✺ ⑤ ❙ ❝♦✉♥t❡r ❂❃

✻ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✼ ⑤ ❬❪ ❂❃ r❡t ❬❪

✽ ⑤ ❝♦♥s ① ❧ ❂❃

✾ ❧❡t✦ ①❴✶ ✿❂ ✭♠❛♣❴r❡❝ ❝♦✉♥t❡r✮ ❢ ❧ ✐♥

✶✵ r❡t ✭❝♦♥s ✭❢ ①✮ ①❴✶✮

✶✶ ❡♥❞

✶✷ ❡♥❞✳

✶✸

✶✹ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛♣ ④❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❇✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮

✶✺ ✿ ▼ ❬ ❈♦✉♥t❡r❀ ◆♦♥❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❪ ✭❧✐st ❇✮ ✿❂

✶✻ ❧❡t✦ ① ✿❂ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✶✵✧ ✭r❡❛❞❴❝♦✉♥t❡r tt✮ ✐♥

✶✼ ❧✐❢t ❬❴❀❴❪ ✧✵✶✧ ✭♠❛♣❴r❡❝ ① ❢ ❧✮✳

❚❤✐s ❝♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

• ♠❛♣❴r❡❝✱ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦✉♥t❡r✳
❚❤❡ ♠❛♣❴r❡❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② r❛✐s❡ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r r❡❛❝❤❡s ③❡r♦
✭❧✐♥❡ ✹✮❀

• ♠❛♣✱ t❤❡ ✇r❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦✉♥t❡r ✇✐t❤ ❛ ♠✉t❛❜❧❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈♦✉♥t❡r✳

❚❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈♦✉♥t❡r
❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ◆♦♥❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐st l✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❧❡t ❈♦q ❣✉❡ss ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ❞♦ s♦ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦q❴r❡❝ t❛❣ t♦ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✶✵✿

✶ ❧❡t r❡❝ ♠❛♣ ❢ ❧ ❂

✷ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✸ ⑤ ❬❪ ✲❃ ❬❪

✹ ⑤ ① ✿✿ ❧ ✲❃ ❢ ① ✿✿ ♠❛♣ ❢ ❧

✺ ❬❅❅❝♦q❴r❡❝❪

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❈♦q ❝♦❞❡✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ♠❛♣ ④❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❇✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮

✷ ✿ ❧✐st ❇ ✿❂

✸ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✹ ⑤ ❬❪ ❂❃ ❬❪

✺ ⑤ ❝♦♥s ① ❧ ❂❃ ❝♦♥s ✭❢ ①✮ ✭♠❛♣ ❢ ❧✮

✻ ❡♥❞✳

■♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❡✛❡❝t ■❖✶✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♦✉t❡r ✇♦r❧❞✳ ❋♦r t❤✐s ❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❖❈❛♠❧✿

✶✵❋♦r ❧♦❝❛❧ ✜①♣♦✐♥ts✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ s✉✣① t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡ ❜② ❴❝♦q❴r❡❝✳
✶✶❚❤❡ ♥❛♠❡ ■❖ ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❤❡ ■❖ ♠♦♥❛❞ ♦❢ ❍❛s❦❡❧❧✳



✸✳✹✳ ■◆❚❊❘▼❊❉■❆❚❊ ▲❆◆●❯❆●❊ ✺✺

✶ ❧❡t ♠❛✐♥ ✭✮ ❂

✷ ♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡ ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✧

✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛✐♥ ✭① ✿ ✉♥✐t✮ ✿ ▼ ❬ ■❖ ❪ ✉♥✐t ✿❂

✷ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✸ ⑤ tt ❂❃ ❖❈❛♠❧✳P❡r✈❛s✐✈❡s✳♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡ ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✧

✹ ❡♥❞✳

■♥ ❈♦q✱ t❤❡ ■❖ ❡✛❡❝t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞ st❛t❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡ ✐s
✐♠♣♦rt❡❞ t♦ ❛ ❈♦q ❢✉♥❝t✐♦♥✿

OCaml.Pervasives.print❴endline

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❈❛♠❧✳❖❈❛♠❧ ♠♦❞✉❧❡✳ ▼❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❡r✈❛s✐✈❡s ❛♥❞
t❤❡ ▲✐st ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ❛♥❞
✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✸✳✹ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖✲
❢❖❈❛♠❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s✱ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ st❡♣s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L

❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L ✜rst s❡r✈❡s t♦ ✐♠♣♦rt ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❛♥ ❆❙❚ ✭❆❜str❛❝t
❙②♥t❛① ❚r❡❡✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ♣❛rs❡r ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧
❝♦♠♣✐❧❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✲❧✐❜s ❧✐❜r❛r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L ❛s ❛
❧✐st ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳

✸✳✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡

❚❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ✜❧❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ t②♣❡s ♦r ♠♦❞✉❧❡s✳
❚❤❡s❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ S ✭❢♦r str✉❝t✉r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❖❈❛♠❧✬s ♥❛♠✐♥❣✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ t②♣❡ S ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛
t②♣❡ ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s α✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛❞❞ ❡✛❡❝t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❛❞❛❜❧❡ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦
❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛♥❞❧❡ s✐① ❦✐♥❞s ♦❢ str✉❝t✉r❡ ✐t❡♠s✿

• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡t ❦❡②✇♦r❞✮❀



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

OCaml

L

L + effects

L + monads

Coq

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳

S α := Valueα
| TypeDefinition
| Exception
| Reference
| Open
| Name× list (S α)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳
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name : Name
typ❴vars : list Name

args : list (Name× Type)
typ : optionType

body : E α

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣❡❀

• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥❀

• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ❖❈❛♠❧✱ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡✮❀

• t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡❀

• t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳

✸✳✹✳✸ ❱❛❧✉❡s

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❞ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ✐t❡♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛ ❧✐st ♦❢
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✉t✉❛❧❧②✲r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✜❡❧❞s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❆ ❝❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇
✈❛❧✉❡✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ ❧✐st ♦❢ t②♣❡❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❡♠♣t② ❢♦r
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s✮✱ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ r❡t✉r♥ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ E α✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❊❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ❛♥♥♦✲
t❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ α✳ ▼♦st ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ s❡❧❢✲❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛♥❞
r❡✢❡❝t ❖❈❛♠❧ ❝♦♥str✉❝ts✳ ❙♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡①✲
♣❧✐❝✐t ❡✛❡❝t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② ❘❡t✉r♥✱ ❇✐♥❞✱ ❛♥❞ ▲✐❢t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡
❡✛❡❝t ♦♣❡r❛t♦rs ♣❛❣❡ ✻✶✳ ❚❤❡ ❘✉♥ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr②✲✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r✳
❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ▲❡t❱❛r ✭❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ▲❡t❋✉♥ ❝♦♥str✉❝t ✭❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ❚✉♣❧❡✱ ■❢❚❤❡♥❊❧s❡ ❛♥❞ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦♥str✉❝t♦r✱ ▼❛t❝❤ ❛♥❞ ❇✐♥❞ ❝♦♥str✉❝ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❜✉t ✇❡
♣r❡❢❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡♠ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❖❈❛♠❧
♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ t②♣❡ ◆❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ ♥❛♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t②♣❡ ❇♦✉♥❞◆❛♠❡ st❛♥❞s ❢♦r
♥❛♠❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❆ ❇♦✉♥❞◆❛♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❜❛s❡
♥❛♠❡✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❡①t ❞❡♣t❤✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡
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E α := Constant(α× Constant)
| Variable(α× BoundName)
| Tuple(α× list (E α))
| Constructor(α× BoundName× list (E α))
| Apply(α× E α× list (E α))
| Function(α×Name× E α)
| LetVar(α×Name× E α× E α)
| LetFun(α×Definitionα× E α)
| Match(α× E α× (Pattern× list (E α)))
| Record(α× list (BoundName× E α))
| Field(α× E α× BoundName)
| IfThenElse(α× E α× E α× E α)
| Sequence(α× E α× E α)
| Return(α× E α)
| Bind(α× E α× optionName× E α)
| Lift(α×Descriptor×Descriptor× E α)
| Run(α× BoundName×Descriptor× E α)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

TypeDefinition :=
| Inductive(Name× list Name× list (Name× list Type))
| Record(Name× list (Name× Type))
| Synonym(Name× list Name× Type)
| Abstract(Name× list Name)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥✶✷✳

✸✳✹✳✹ ❚②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❆ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❢♦r♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❆♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st ♦❢ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ str✐❝t ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ r❡❧②
♦♥ t❤❡ ❈♦q t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r✳ ❆ r❡❝♦r❞ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❛♠❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❆ t②♣❡ s②♥♦♥②♠
♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t t②♣❡ ✐s ❛ t②♣❡ ✇❤♦s❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❤✐❞❞❡♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ✐t t♦ ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐♥ ❈♦q✳

✶✷❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ t②♣❡ x ✐♥✿
type t = A

module M = struct

type t = B

let x = A

end
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✸✳✹✳✺ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s

❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✸✳✺ ❊✛❡❝ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❖♥❝❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ✐ts ✐♠♣❧✐❝✐t ❡✛❡❝ts
❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡ ✐t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
❛♥❞ ✐ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✺✳✶ ❊✛❡❝ts

❲❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ st❛t✐❝ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❡✛❡❝ts✱
❦❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❚♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❑♦❦❛ ❬✸✽❪✱ ❜✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡①✐❢②
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❊✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛♥
❡✛❡❝t✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ■❖
❡✛❡❝t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❊✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✲
✜❡rs✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ❛♥② ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ r❛✐s✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❛♥❞
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❛✐s✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✶✸✳ ❲❡ ❝♦♠♣♦s❡ t✇♦ ❡✛❡❝t
❞❡s❝r✐♣t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ✉♥✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❊✛❡❝t t②♣❡✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t t②♣❡ ✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ❖❈❛♠❧ t②♣❡ ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

τ := Pure

| Pure
d
−→ τ

❆ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉r❡ ✭❛s ❡✛❡❝t✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧②✮ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t
❞❡s❝r✐♣t♦r d ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❡✛❡❝ts✲❢r❡❡✳ ❚❤✐s r❡str✐❝✲
t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❡✛❡❝t s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r❜✐❞s t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s✿

List.iter : (α→ unit)→ listα→ unit

✶✸❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
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■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❡✛❡❝t s②st❡♠✱ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▲✐st✳✐t❡r ♠✉st ❜❡ ❛ ♣✉r❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
♦♥❡ ✐♥ ❑♦❦❛ ❬✸✽❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❊✛❡❝t✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t
t②♣❡✳

❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ ❛ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡✛❡❝ts ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✺✳✷ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠
❜② ✐ts ❡✛❡❝t✿

infer : L unit→ L effect

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ tr❡❡ ♦❢
❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✳
❋♦r ✭♠✉t✉❛❧❧②✮ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✜①♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✶✹✳ ❚❤✐s ✜①♣♦✐♥t ♠✉st t❡r♠✐♥❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡✿

• t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t❀

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t t②♣❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts t②♣❡✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✶ ❧❡t r❡❝ ♣r✐♥ts ❧ ❂

✷ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✸ ⑤ ❬❪ ✲❃ ✭✮

✹ ⑤ s ✿✿ ❧ ✲❃

✺ ♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡ s❀

✻ ♣r✐♥ts ❧

✼ ❬❅❅❝♦q❴r❡❝❪

✇❤✐❝❤ ♣r✐♥ts ❛ ❧✐st ♦❢ str✐♥❣s✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t
t②♣❡✿

print❴endline :: Pure
IO
−→ Pure

■♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✷ t♦ ✻✮✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♣✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r l ❛♥❞
t❤❡ ♣r✐♥ts ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ♣✉r❡ t♦ st❛rt ✇✐t❤✿

l :: Pure
prints :: Pure

❚❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ ✭❧✐♥❡ ✸✮ ✐s ♣✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤ ✭❧✐♥❡s ✹
t♦ ✻✮ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♣✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥t❴❡♥❞❧✐♥❡✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ■❖ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

prints :: Pure
IO
−→ Pure

✶✹■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✜①♣♦✐♥t ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✳
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❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t ♣r✐♥ts ✐s ✐♠♣✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡
❡✛❡❝t t②♣❡✿

prints :: Pure
IO
−→ Pure

❚❤✉s ♦✉r ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t t②♣❡ ♦❢ ♣r✐♥ts✳

✸✳✻ ▼♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q s✐♥❝❡ ❈♦q ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦♥❛❞✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t
❞❡s❝r✐♣t♦rs✳

✸✳✻✳✶ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞✮✳ ❋♦r ❛ st❛t❡ t②♣❡ S ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ E✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞MS,E ❛s✿

MS,E α = S → (α+ E)× S
returnx = λs. (inlx, s)
bindx f = λs. match x s with

| (inl v, s′)⇒ f v s′

| (inr e, s′)⇒ (inr e, s′)
end

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ❡✛❡❝ts ✭r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ■❖✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥❛❞ MS,E ✱ ❢♦r s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ t②♣❡s S ❛♥❞ E✳ ❲❡
❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r i t♦ ❛ st❛t❡ t②♣❡ Si ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ Ei✳ ❋♦r ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ T ✇❡ t❛❦❡✿

S = T ;E = ∅

❋♦r ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r T ✿

S = unit;E = T

❋♦r t❤❡ ■❖ ❡✛❡❝t✿
S = World;E = ∅

❢♦r s♦♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❲♦r❧❞ t②♣❡✳
❲❡ ❝❤♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ s♦ t❤❛t ❛♥ ❡✛❡❝t

❞❡s❝r✐♣t♦r d ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✿

d = [i1, . . . , in] ✇✐t❤ i1 < · · · < in

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠♦♥❛❞✮✳ ❋♦r ❛♥ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r d = [i1, . . . , in]✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞Md ❛s✿

Md = MSd,Ed
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✇✐t❤✿
{

Sd = Si1 × · · · × Sin

Ed = Ei1 + · · ·+ Ein

❚❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✶✺ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙❛✐❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛
s❡t ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ❡rr♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♠♦♥❛❞sMd1

❛♥❞Md2
❛s t❤❡ ♠♦♥❛❞Md1∪ d2

✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭▲✐❢t✮✳ ❋♦r t✇♦ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦rs d ❛♥❞ d′ ✇✐t❤ d ⊆ d′✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛ ❧✐❢t ♦♣❡r❛t♦r✿

liftd,d′ : Md → Md′

x 7→ λs′. match x ⌊s′⌋ with
| (inl v, s)⇒ (inl v, s ⊔ ⌊s′⌋′)
| (inr e, s)⇒ (inr ⌈e⌉, s ⊔ ⌊s′⌋′)
end

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✿















⌊ ⌋ : Sd′ → Sd

⌊ ⌋′ : Sd′ → Sd′−d

⊔ : Sd → Sd′−d → Sd′

⌈ ⌉ : Ed → Ed′

✸✳✻✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs r❡t✉r♥✱ ❜✐♥❞ ❛♥❞ ❧✐❢t✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥♥♦t❛t❡❞
♣r♦❣r❛♠s t♦ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤♦✉t ❡✛❡❝t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✿

ϕ : L effect→ L unit

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ tr❡❡✱ ❞♦✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞
♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✶✻ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
✐❢ t❤❡ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❜② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ t❤❡s❡ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢
t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✉❜❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛s t❤❡✐r ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡

✶✺❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❛❞ tr❛♥s❢♦r♠❡rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥✿

{

M1 α = S → (α+ E)× S

M2 α = (S → α× S) + E

❖✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ♠♦st ♣r♦❣r❛♠♠❡r s❤♦✉❧❞
❡①♣❡❝t ❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❖❈❛♠❧✳

✶✻❙❡❡ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ♦❢ ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦② ♦♥ ♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ ①❛✈✐❡r❧❡r♦②✳♦r❣✴♠♣r✐✴✷✲
✹✴♠♦♥❛❞s✳♣❞❢✳

https://xavierleroy.org/mpri/2-4/monads.pdf
https://xavierleroy.org/mpri/2-4/monads.pdf
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ϕ c = c
ϕ x = x

ϕ (λx. e) = λx. (ϕe)
ϕ (letx = e1 in e2) = bindd1,d2,d x (ϕe1) (ϕe2)

✇✐t❤ e1 :: d1; e2 :: d2; d = d1 ∪ d2

bindd1,d2,d x e1 e2 =

{

letx = e1 in e2 (✐❢ d1 = ∅)
bind (liftd1,d e1) (λx. (liftd2,d e2))

liftd1,d2
e =







e (✐❢ d1 = d2)
return e (✐❢ d1 = ∅)
lift d1 d2 e

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙♦♠❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ r✉❧❡s ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡
♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✶✼✳

✸✳✼ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q

❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ ♣r❡tt②✲
♣r✐♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❈♦q✳ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠♦♥❛❞ ❛♥❞ t❤❡
♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❈♦q✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡✿

✶ ❘❡❝♦r❞ ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t ✿❂ ④

✷ ❙ ✿ ❚②♣❡❀

✸ ❊ ✿ ❚②♣❡ ⑥✳

❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
♠♦♥❛❞Md ❜②✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ▼ ✭❡s ✿ ❧✐st ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t✮ ✭❆ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

✷ ♠❛t❝❤ ❡s ✇✐t❤

✸ ⑤ ❬❪ ❂❃ ❆

✹ ⑤ ❴ ❂❃ st❛t❡ ❡s ✲❃ ✭❆ ✰ ❡rr♦r ❡s✮ ✯ st❛t❡ ❡s

✺ ❡♥❞✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♠♦♥❛❞ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t②
❝❛s❡ ❧✐♥❡ ✸✳ ❉✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❡♠♣t②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦♥❛❞ ✐s t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❛❞✳

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✿

✶✼❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲♦❢✲♦❝❛♠❧✳

https://github.com/clarus/coq-of-ocaml


✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧✐❢t ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭❜s ✿ str✐♥❣✮

✷ ✭① ✿ ▼ ❴ ❆✮ ✿ ▼ ❴ ❆ ✿❂

✸ ❧❡t ❛✉① ✭❡❜s ✿ ❧✐st ✭❊❢❢❡❝t✳t ✯ ❜♦♦❧✮✮

✹ ✭① ✿ ▼ ✭❊❢❢❡❝t✳❊❜s✳s✉❜ ❡❜s✮ ❆✮ ✿ ▼ ✭❊❢❢❡❝t✳❊❜s✳❞♦♠❛✐♥ ❡❜s✮ ❆ ✿❂

✺ ❢✉♥ s ❂❃

✻ ❧❡t ✭r✱ s✬✮ ✿❂ ① ✭❊❢❢❡❝t✳❊❜s✳❢✐❧t❡r❴st❛t❡ ❡❜s s✮ ✐♥

✼ ❧❡t s ✿❂ ❊❢❢❡❝t✳❊❜s✳❡①♣❛♥❞❴st❛t❡ ❡❜s s✬ s ✐♥

✽ ♠❛t❝❤ r ✇✐t❤

✾ ⑤ ✐♥❧ ① ❂❃ ✭✐♥❧ ①✱ s✮

✶✵ ⑤ ✐♥r ❡rr ❂❃ ✭✐♥r ✭❊❢❢❡❝t✳❊❜s✳❡①♣❛♥❞❴❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡❜s ❡rr✮✱ s✮

✶✶ ❡♥❞ ✐♥

✶✷ ❧❡t ❢✐① ❜♦♦❧❴❧✐st ✭s ✿ str✐♥❣✮ ✿ ❧✐st ❜♦♦❧ ✿❂

✶✸ ♠❛t❝❤ s ✇✐t❤

✶✹ ⑤ ❊♠♣t②❙tr✐♥❣ ❂❃ ❬❪

✶✺ ⑤ ❙tr✐♥❣ ✧✵✧ s ❂❃ ❢❛❧s❡ ✿✿ ❜♦♦❧❴❧✐st s

✶✻ ⑤ ❙tr✐♥❣ ❴ s ❂❃ tr✉❡ ✿✿ ❜♦♦❧❴❧✐st s

✶✼ ❡♥❞ ✐♥

✶✽ ❛✉① ✭▲✐st✳❝♦♠❜✐♥❡ ❡s ✭❜♦♦❧❴❧✐st ❜s✮✮ ①✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✳

✶ r❡t ④❡s ✿ ❧✐st ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t⑥ ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥

✷ ✭① ✿ ❆✮ ✿ ▼ ❡s ❆

✸ ❜✐♥❞ ④❡s ✿ ❧✐st ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t⑥ ④❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥

✹ ✭① ✿ ▼ ❡s ❆✮ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ▼ ❡s ❇✮ ✿ ▼ ❡s ❇

✺ ❧✐❢t ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❡s ✿ ❧✐st ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t✮ ✭❜s ✿ str✐♥❣✮

✻ ✭① ✿ ▼ ❴ ❆✮ ✿ ▼ ❴ ❆

✼ r✉♥ ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ④❡s ✿ ❧✐st ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳t⑥ ✭♥ ✿ ♥❛t✮

✽ ✭① ✿ ▼ ❡s ❆✮ ✭tt✬ ✿ ♥t❤❴✐s❴st❛t❡❧❡ss ❡s ♥✮

✾ ✿ ▼ ✭r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ❡s ♥✮

✶✵ ✭❆ ✰ ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳❊ ✭▲✐st✳♥t❤ ♥ ❡s ■❞❡♥t✐❢✐❡r✳♥✐❧✮✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡t ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ❛♥❞ t❤❡ r✉♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾✮✳ ❋♦r
t❤❡ ❧✐❢t ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr✐❝❦ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠✲
♣❧❡ ♣❛❣❡ ✺✶✳ ❋♦r t❤❡ r✉♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱
✇❡ ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t②♣❡✿

nth❴is❴stateless es n

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t②♣❡ ✉♥✐t ✐❢ t❤❡ n✲t❤ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ es ❤❛s ❛ st❛t❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ st❛t❡ ✉♥✐t✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t
✈❛❧✉❡ tt✱ ✇❡ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❈♦q t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ n✲t❤ ❡✛❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r
✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r✉♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳



✸✳✼✳ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❖❋ ❈❖◗ ✻✺

✶ ❋✐①♣♦✐♥t r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭♥ ✿ ♥❛t✮ ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t ✿❂

✷ ✳✳✳

✸

✹ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♥t❤❴✐s❴st❛t❡❧❡ss ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭♥ ✿ ♥❛t✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

✺ ♠❛t❝❤ ▲✐st✳♥t❤❴❡rr♦r ❡s ♥ ✇✐t❤

✻ ⑤ ❙♦♠❡ ❡ ❂❃ ❊❢❢❡❝t✳❙ ❡

✼ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃ ✉♥✐t

✽ ❡♥❞✳

✾

✶✵ ❋✐①♣♦✐♥t ✐♥♣✉t ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭♥ ✿ ♥❛t✮

✶✶ ✭tt✬ ✿ ♥t❤❴✐s❴st❛t❡❧❡ss ❡s ♥✮ ✭s ✿ ❊❢❢❡❝t✳st❛t❡ ✭r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ❡s ♥✮✮

✶✷ ④str✉❝t ❡s⑥ ✿ ❊❢❢❡❝t✳st❛t❡ ❡s✳

✶✸ ✳✳✳

✶✹

✶✺ ❋✐①♣♦✐♥t ♦✉t♣✉t ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭♥ ✿ ♥❛t✮ ✭s ✿ ❊❢❢❡❝t✳st❛t❡ ❡s✮

✶✻ ④str✉❝t ❡s⑥ ✿ ❊❢❢❡❝t✳st❛t❡ ✭r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ❡s ♥✮✳

✶✼ ✳✳✳

✶✽

✶✾ ❋✐①♣♦✐♥t ❡rr♦r ✭❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t✮ ✭♥ ✿ ♥❛t✮ ✭❡rr ✿ ❊❢❢❡❝t✳❡rr♦r ❡s✮

✷✵ ④str✉❝t ❡s⑥

✷✶ ✿ ❊❢❢❡❝t✳❊ ✭♥t❤ ♥ ❡s ❊❢❢❡❝t✳♥✐❧✮ ✰ ❊❢❢❡❝t✳❡rr♦r ✭r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ❡s ♥✮✳

✷✷ ✳✳✳

✷✸

✷✹ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r✉♥ ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ④❡s ✿ ❧✐st ❊❢❢❡❝t✳t⑥ ✭♥ ✿ ♥❛t✮

✷✺ ✭① ✿ ▼ ❡s ❆✮ ✭tt✬ ✿ ♥t❤❴✐s❴st❛t❡❧❡ss ❡s ♥✮

✷✻ ✿ ▼ ✭r❡♠♦✈❡❴♥t❤ ❡s ♥✮ ✭❆ ✰ ❊❢❢❡❝t✳❊ ✭▲✐st✳♥t❤ ♥ ❡s ❊❢❢❡❝t✳♥✐❧✮✮ ✿❂

✷✼ ♦❢❴r❛✇ ✭❢✉♥ s ❂❃

✷✽ ❧❡t ✭r✱ s✮ ✿❂ ✭t♦❴r❛✇ ①✮ ✭✐♥♣✉t ❴ ❴ tt✬ s✮ ✐♥

✷✾ ✭♠❛t❝❤ r ✇✐t❤

✸✵ ⑤ ✐♥❧ ① ❂❃ ✐♥❧ ✭✐♥❧ ①✮

✸✶ ⑤ ✐♥r ❡rr ❂❃ s✉♠❴❛ss♦❝❴❧❡❢t ✭✐♥r ✭❡rr♦r ❴ ❴ ❡rr✮✮

✸✷ ❡♥❞✱ ♦✉t♣✉t ❴ ❴ s✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝❛t❝❤ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

✸✳✽ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✐s t✇♦❢♦❧❞s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡✲
q✉✐r❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❡❞ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠ ❢♦♦✳✈ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❈❛♠❧ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❢♦♦✳♠❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ✐ts ❡✛❡❝ts✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ ♠❡❛♥
t❤❡ s❛♠❡ tr❛❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❖❈❛♠❧ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❢♦♦✷✳♠❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ❬✹✵❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠ ❢♦♦✳✈ ❜❡❤❛✈❡s ❛s t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❢♦♦✳♠❧ t♦♦✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q ✭t❤❡r❡
✐s ❛❧r❡❛❞② s♦♠❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬✷✺❪✱ ❜✉t t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s
♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q✮✳

✸✳✾ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

❲❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣♦rt❡❞ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ▲✐st✱ ❙❡t ❛♥❞ ▼❛♣ ♠♦❞✉❧❡s
❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇♦r❦ ♦♥ ✐♠♠✉t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s
❜✉t ❛r❡ ♥♦t ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣✷ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲✐st ❧✐❜r❛r②
♦❢ ❖❈❛♠❧✿

✶ ❧❡t r❡❝ ♠❛♣✷ ❢ ❧✶ ❧✷ ❂

✷ ♠❛t❝❤ ✭❧✶✱ ❧✷✮ ✇✐t❤

✸ ⑤ ✭❬❪✱ ❬❪✮ ✲❃ ❬❪

✹ ⑤ ✭❛✶✿✿❧✶✱ ❛✷✿✿❧✷✮ ✲❃

✺ ❧❡t r ❂ ❢ ❛✶ ❛✷ ✐♥ r ✿✿ ♠❛♣✷ ❢ ❧✶ ❧✷

✻ ⑤ ✭❴✱ ❴✮ ✲❃ ✐♥✈❛❧✐❞❴❛r❣ ✧▲✐st✳♠❛♣✷✧

✼ ❬❅❅❝♦q❴r❡❝❪

❍❡r❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ♠❛♣✷ ④❆ ❇ ❈ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ ❈✮

✷ ✭❧✶ ✿ ❧✐st ❆✮ ✭❧✷ ✿ ❧✐st ❇✮

✸ ✿ ▼ ❬ ❖❈❛♠❧✳■♥✈❛❧✐❞❴❛r❣✉♠❡♥t ❪ ✭❧✐st ❈✮ ✿❂

✹ ♠❛t❝❤ ✭❧✶✱ ❧✷✮ ✇✐t❤

✺ ⑤ ✭❬❪✱ ❬❪✮ ❂❃ r❡t✉r♥ ❬❪

✻ ⑤ ✭❝♦♥s ❛✶ ❧✶✱ ❝♦♥s ❛✷ ❧✷✮ ❂❃

✼ ❧❡t r ✿❂ ❢ ❛✶ ❛✷ ✐♥

✽ ❧❡t✦ ① ✿❂ ♠❛♣✷ ❢ ❧✶ ❧✷ ✐♥

✾ r❡t✉r♥ ✭❝♦♥s r ①✮

✶✵ ⑤ ✭❴✱ ❴✮ ❂❃

✶✶ ❖❈❛♠❧✳P❡r✈❛s✐✈❡s✳✐♥✈❛❧✐❞❴❛r❣ ✧▲✐st✳♠❛♣✷✧ ✪ str✐♥❣

✶✷ ❡♥❞✳



✸✳✶✵✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✻✼

▼♦❞✉❧❡ ▲✐♥❡s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ▲✐♥❡s ♦❢ ❈♦q ■♥❝r❡❛s❡
▲✐st ✸✾✻ ✻✷✷ ✰✺✼✪
❙❡t ✸✹✾ ✺✸✾ ✰✺✹✪
▼❛♣ ✸✶✵ ✹✾✼ ✰✻✵✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡✳

❚❤❡ r❡t✉r♥ t②♣❡ ✐♥ ❈♦q ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣✷ ♠❛② r❛✐s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❝❡♣t✐♦♥✿

❖❈❛♠❧✳■♥✈❛❧✐❞❴❛r❣✉♠❡♥t

❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t t❤❡ ♠❛♣✷ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞♦✳
■♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧ ❖❈❛♠❧ ✜❧❡s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❈♦q ✜❧❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 60% ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡rs ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
t♦ ✇♦r❦ ❡❛s✐❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❈♦q ✜❧❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ r✉❧❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦♥❛❞✐❝
♣r♦❣r❛♠s ②❡t✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② ♠❛❦❡ ❛ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛❜♦✉t ❛♥
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ▲✐st ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ s♦rt

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤♦♣ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❛✐s❡ ❛♥ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥ ❆ss❡rt❴❢❛✐❧✉r❡✳ ■ts ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❈♦q ✐s✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ❝❤♦♣ ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❦ ✿ ❩✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮

✷ ✿ ▼ ❬ ❖❈❛♠❧✳❆ss❡rt❴❢❛✐❧✉r❡ ❪ ✭❧✐st ❆✮ ✿❂

✸ ✳✳✳

■t r❡♠♦✈❡s t❤❡ ✜rst k ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❧✐st l✱ ❛♥❞ ❢❛✐❧s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡❢t
t♦ r❡♠♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ 0 ≤ k ≤ length l ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝❤♦♣ ✇✐❧❧ s✉❝❝❡❡❞✳
❲❡ ❛❞❞❡❞ t❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ ✐s ♥❡✈❡r
r❡❛❝❤❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝❤♦♣ ✐♥t♦ ❛♥ ❡✛❡❝ts✲❢r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ❝❤♦♣ ④❆ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭❦ ✿ ❩✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮

✷ ④str✉❝t ❧⑥ ✿ ✵ ❁❂ ❦ ✲❃ ❦ ❁❂ ❧❡♥❣t❤ ❧ ✲❃

✸ ④ ❧✬ ✿ ❧✐st ❆ ⑤ ❧❡♥❣t❤ ❧✬ ❂ ❧❡♥❣t❤ ❧ ✲ ❦ ⑥✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❝❤♦♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♦rt ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t ✐t ♥❡✈❡r r❛✐s❡s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳

✸✳✶✵ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❖t❤❡r t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤
❡✛❡❝ts✳



✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖◗❖❋❖❈❆▼▲

❚❤❡ ❈❋▼▲ ❬✶✶❪ ♣r♦❥❡❝t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r t♦ ✐♠♣♦rt ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠
✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q✱ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❈❋▼▲ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❈♦q t❛❝t✐❝s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❈❋▼▲ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛❧✲
❧♦✇ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥
r❡✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ❈♦q t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ Pr♦❣r❛♠ ♣❧✉❣✐♥ ❬✺✾❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♠♣♦rt✐♥❣
❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱
s✐♥❝❡ ❧❡ss ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❡❝♦s②st❡♠✳

❚❤❡ ❨♥♦t ❬✹✼❪ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦♥❛❞ t♦ ❞♦ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤
♠❡♠♦r② ♣♦✐♥t❡rs ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s✐♥❣ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝s ❬✸✷❪✳ ❚❤✐s
♠♦♥❛❞ ✐s ♠♦r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ♦✉rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧
t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ♦❢ ❨♥♦t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡✐r r❡❛s♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✈❡r✐❢② ❡①✐st✲
✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ ❲❤②✸ ❬✷✸❪ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❲❤②▼▲ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ t♦ ❖❈❛♠❧✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❲❤②▼▲ ✐♥❝❧✉❞❡s
❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✇r✐t❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣❡♥✲
❡r❛t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ❈♦q✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❤s✲t♦✲❣❛❧❧✐♥❛✶✽ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦rts ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❍❛s❦❡❧❧ ✐♥t♦ ❈♦q✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✐s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❥❡❝t
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦✈❡✲❈❛♣r❡tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❬✹❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✹✵❪ ♦❢ ❈♦q ❛✐♠s t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s
✐♥t♦ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✿
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡✛❡❝ts t♦ ✐♥❢❡r ✐♥ ❈♦q✱ ❜✉t t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✐s r✐❝❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❖❈❛♠❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♠✉st
❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡✳
❈♦♥tr❛r② t♦ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✐s ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✸✳✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦rts ❡①✐st✐♥❣ ❡①❛♠✲
♣❧❡s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆♥ ❡✛❡❝ts s②st❡♠ ❛♥❞ ❛
♠♦♥❛❞✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈♦q✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♦❢
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❆♠♦♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts s②st❡♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❈♦q t❡r♠s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲

✶✽❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❤s✲t♦✲❣❛❧❧✐♥❛ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ●❛❜❡ ❉✐❥❦str❛ ❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❣❞✐❥❦str❛✴❤s✲t♦✲❣❛❧❧✐♥❛✳

https://github.com/gdijkstra/hs-to-gallina
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t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡✛❡❝ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✮✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ r✉❧❡s ♦♥
♠♦♥❛❞✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❝❤❛✐♥ ❢r♦♠ ❈♦q t♦ ❖❈❛♠❧ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s t♦ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ♦❢ ❈②❜❡❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q✳
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P❛rt ■■■

■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
■✴❖ ✐♥ ❈♦q

✼✶





❈❤❛♣t❡r ✹

❇r❡❛❦❛❜❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❲❆❉❚ ✷✵✶✹ ✇♦r❦s❤♦♣✳

✹✳✶ ❆❜str❛❝t

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❛s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳
❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❡✛❡❝ts ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②s t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤
❡✛❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣❛✉s❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦s♣❡❝t ❛ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥
❛♥② ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s
❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts✳

✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r✉♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❡♥❢♦r❝❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦✉r ❡✛♦rts ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤
❝r✉❝✐❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦
r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t✱ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡
✉s❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥❛❞s ❬✻✸❪✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❤❡ ♠✉t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❲❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✭♣❛❣❡ ✻✮ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ t②♣❡✿

MS,E A = S → (A+ E)× S

✼✸
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e1
e1 s1 = (e2, s2)
e2 s2 = (e3, s3)
✳✳✳

✳✳✳
en sn = (r, sn+1)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✇✐t❤ S ❛ t②♣❡ ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ E ❛ t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♠♦♥❛❞ MS,E r❡♣r❡s❡♥ts ❛
st❛t❡ ♠♦♥❛❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♠♦♥❛❞✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♠♦♥❛❞MS,E

✐s ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❡rr♦r ❡✛❡❝ts✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
t❤✐♥❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦♥❛❞✳

❚♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❡✛❡❝t✱ ♦✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦♥❛❞✱
s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❜♦t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
st❡♣s ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s
❛r❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s ❜②
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ❖✉r ✜rst ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦♥❛❞
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

MS,E A = S → (A+ E +MS,E A)× S

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ st❛t❡
♦❢ t②♣❡ S ❛♥❞ ❡✐t❤❡r r❡t✉r♥s ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A✱ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t②♣❡ E ♦r ❛♥♦t❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡MS,E A✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ st❛t❡✳ ❲❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ s1 ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❛
✈❛❧✉❡ r ♦❢ t②♣❡ A ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ♦❢ t②♣❡ E ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♠✉st t❡r♠✐♥❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ e1 ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ e1 ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e′1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡
t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡✐r
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦♥❛❞✱ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✶ ✭❛ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦♥❛❞MS,E✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡✿

• t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✼✺✮✱ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦s✲
❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q❀

✶❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❈♦q ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲
❜r❡❛❦❛❜❧❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

https://github.com/clarus/coq-breakable-computations
https://github.com/clarus/coq-breakable-computations
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e1 e′1

e1 s1 = (e2, s2) •

• e′1 s2 = (e′2, s3)

e2 s3 = (e3, s4) •

• e′2 s4 = (e′3, s5)
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

• s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡✛❡❝ts ✭♣❛❣❡ ✼✾✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s❀

• s♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✽✶✮✳

✹✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❢✐♥❡ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♦♣✲
❡r❛t♦rs✳

✹✳✸✳✶ ❇r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❇r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮✳ ❆ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡
t②♣❡ S✱ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ E ❛♥❞ ❛ r❡t✉r♥ t②♣❡ A ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ CS,E A✱
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Inductive CS,E A : Type :=
| Value : A→ CS,E A
| Error : E → CS,E A
| Break : (S → CS,E A)→ (S → S)→ CS,E A.

❆ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A✱ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t②♣❡ E
♦r ❛ ❜r❡❛❦✳ ❆ ❜r❡❛❦ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ ♦♥❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡✳
❲❡ ♣❛✉s❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② st♦♣♣✐♥❣ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❜r❡❛❦✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭▼♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs r❡t
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❛♥❞ ❜✐♥❞ ❛s✿

ret : A→ CS,E A
bind : CS,E A→ (A→ CS,E B)→ CS,E B
ret v = Value v

bindx f = match x with

| Value v ⇒ f v
| Error e⇒ Error e
| Breakx′ s′ ⇒ Break (λs. bind (x′ s) f) s′

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r x✳ ■❢ x ✐s t❤❡ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ v✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ v✳ ■❢ x ✐s ❛♥
❡rr♦r✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡t✉r♥ t❤✐s ❡rr♦r✳ ■❢ x ✐s ❛ ❜r❡❛❦✱ ✇❡ r❡t✉r♥ ❛ ❜r❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ t♦ f r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ x′✳ ❚❤❡ ❈♦q ❝❤❡❝❦❡r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❞ ❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ x′ s ✐s ❛ s♠❛❧❧❡r t❡r♠ t❤❛♥ x✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❊q✉❛❧✐t②✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ∼ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

❱❛❧✉❡
Value v ∼ Value v

❊rr♦r
Error v ∼ Error v

❇r❡❛❦
∀ s, x1 s ∼ x2 s ∀ s, s1 s = s2 s

Breakx1 s ∼ Breakx2 s

❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ∼ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛①✐♦♠✷✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
♦❢ ❈♦q✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r♠ ❛ ♠♦♥❛❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ∼✳ ❚❤❡② ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✿







bind (retx) f ∼ f x
bindx ret ∼ x
bind (bindx f) g) ∼ bindx (λx. bind (f x) g)

✹✳✸✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦♥❛❞✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞
♣❛❣❡ ✻✶✿

MS,E A = S → (A+ E)× S

✷❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛①✐♦♠ ✐s ♦❢ t②♣❡✿

∀AB, ∀ (f g : A → B),
(∀x, f x = g x) → f = g.
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✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿







retM : A→MS,E A
bindM :MS,E A→ (A→MS,E B)→MS,E B
e1 ∼M e2 ⇐⇒ ∀ s, e1 s = e2 s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ❡✈❛❧ ④❙ ❊ ❆⑥ ✭① ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❆✮ ✿ ▼✳t ❙ ❊ ❆ ✿❂

✷ ❢✉♥ s ❂❃

✸ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✹ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ✈ ❂❃ ✭✐♥❧ ✈✱ s✮

✺ ⑤ ❈✳❊rr♦r ❡ ❂❃ ✭✐♥r ❡✱ s✮

✻ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ①s ss ❂❃ ❡✈❛❧ ✭①s s✮ ✭ss s✮

✼ ❡♥❞✳

❲❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ x ✐s ❛ ❜r❡❛❦✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦ ❛s ❛ ♥❡✇ st❛t❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✿







eval (ret v) ∼M retM v
eval (bindx f) ∼M bindM (evalx) (λv. eval (f v))
x1 ∼ x2 → evalx1 ∼M evalx2

✹✳✸✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s♦rts ♦❢ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❜②✿

CS1,E1
⊎ CS2,E2

= CS1×S2,E1+E2

❚♦ ❝♦♠♣♦s❡ t✇♦ s♦rts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ st❛t❡ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡
❡rr♦r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✱ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡rr♦rs ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡rr♦rs✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦
✐♥❥❡❝t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭▲✐❢t✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡ t②♣❡ ♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡rr♦r t②♣❡✿

{

lift❴state : ∀ (S1 S2 E A), CS1,E A→ CS1×S2,E A
lift❴error : ∀ (S E1 E2 A), CS,E1

A→ CS,E1+E2
A

❲❡ ♦♠✐t t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❢ts s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢ts ❛r❡ ✇❡❧❧✲
❞❡✜♥❡❞✳



✼✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❇❘❊❆❑❆❇▲❊ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❚❤❡ ❧✐❢ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✿
{

lift❴state (ret v) ∼ ret v
lift❴state (bindx f) ∼ bind (lift❴statex) (λv. lift❴state (f v))

{

lift❴error (ret v) ∼ ret v
lift❴error (bindx f) ∼ bind (lift❴errorx) (λv. lift❴error (f v))

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❚❤❡ ❧✐❢ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡ t♦❣❡t❤❡r✿

lift❴error (lift❴statex) ∼ lift❴state (lift❴errorx)

❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② ♦r r❡s❤❛♣❡ ❛ st❛t❡ ♦r ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ t②♣❡✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❡rr♦r t②♣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭■s♦♠♦r♣❤✐s♠✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

Fixpoint map❴state (f : S1 → S2) (g : S2 → S1)
(x : CS1,E A) : CS2,E A :=
match x with

| Value v ⇒ Value v
| Error e⇒ Error e
| Breakx s⇒ Break (λs2.map❴state f g (x (g s2))) (λs2. f (s (g s2)))
end.

❚❤❡ ♠❛♣❴st❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ✈❡r✐✜❡s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❚❤❡ ♠❛♣❴st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

f1→2 : S1 → S2 ; f2→1 : S2 → S1

✇❡ ❤❛✈❡✿






map❴state f1→2 f2→1 (ret v) ∼ ret v
map❴state f1→2 f2→1 (bindx f) ∼

bind (map❴state f1→2 f2→1 x) (λv.map❴state f1→2 f2→1 (f v))

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❚❤❡ ♠❛♣❴st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

{

f1→2 : S1 → S2 ; f2→1 : S2 → S1

f2→3 : S2 → S3 ; f3→2 : S3 → S2

✇❡ ❤❛✈❡✿






map❴state (λs. s) (λs. s)x ∼ x
map❴state f2→3 f3→2 (map❴state f1→2 f2→1 x) ∼

map❴state (f2→3 ◦ f1→2) (f2→1 ◦ f3→2)x



✹✳✹✳ ❊❳❆▼P▲❊❙ ✼✾

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❛✐s❡ ④❙ ❊ ❆⑥ ✭❡ ✿ ❊✮ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❆ ✿❂

✷ ❈✳❊rr♦r ❡✳

✸

✹ ❋✐①♣♦✐♥t ❤❛♥❞❧❡ ④❙ ❊✶ ❊✷ ❆⑥ ✭① ✿ ❈✳t ❙ ✭❊✶ ✰ ❊✷✮ ❆✮

✺ ✿ ❈✳t ❙ ❊✷ ✭❆ ✰ ❊✶✮ ✿❂

✻ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✼ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ✈ ❂❃ ❈✳❱❛❧✉❡ ✭✐♥❧ ✈✮

✽ ⑤ ❈✳❊rr♦r ✭✐♥❧ ❡✶✮ ❂❃ ❈✳❱❛❧✉❡ ✭✐♥r ❡✶✮

✾ ⑤ ❈✳❊rr♦r ✭✐♥r ❡✷✮ ❂❃ ❈✳❊rr♦r ❡✷

✶✵ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ①s ss ❂❃ ❈✳❇r❡❛❦ ✭❢✉♥ s ❂❃ ❤❛♥❞❧❡ ✭①s s✮✮ ss

✶✶ ❡♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❡✛❡❝t✳

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡❛❞ ④❙ ❊ ✿ ❚②♣❡⑥ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❙ ✿❂

✷ ❈✳❇r❡❛❦ ✭❢✉♥ s ❂❃ ❈✳❱❛❧✉❡ s✮ ✭❢✉♥ s ❂❃ s✮✳

✸

✹ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✇r✐t❡ ④❙ ❊ ✿ ❚②♣❡⑥ ✭s ✿ ❙✮ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ✉♥✐t ✿❂

✺ ❈✳❇r❡❛❦ ✭❢✉♥ ❴ ❂❃ ❈✳❱❛❧✉❡ tt✮ ✭❢✉♥ ❴ ❂❃ s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❡✛❡❝t✳

✹✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❡❛❦✲
❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✶ ❊rr♦r

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡rr♦r ❡✛❡❝t ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❡rr♦r t②♣❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t♦ r❛✐s❡ ❛♥❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛♥② st❛t❡ t②♣❡ S t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳

✹✳✹✳✷ ❙t❛t❡

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ st❛t❡ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✈♦✐❞ st❛t❡ t②♣❡ S ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ st❛t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥❡❡❞
t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ❇r❡❛❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤✉s t❤❡② ✇✐❧❧
❜❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠✳



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❇❘❊❆❑❆❇▲❊ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✹✳✹✳✸ ◆♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❆s ✐♥ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✭♣❛❣❡ ✺✸✮✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ❛ st❛t❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ st❛t❡ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❢✉❡❧✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ✐♥t❡❣❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❧❡✈❡❧
r❡❛❝❤❡s ③❡r♦✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡t✉r♥ ✧None✧✱ ❡❧s❡ ✇❡ r❡t✉r♥ ✧Some r✧ ✇✐t❤ r t❤❡ r❡s✉❧t✳

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ❢ ✭① ✿ ❆✮ ✭❢✉❡❧ ✿ ♥❛t✮ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❇ ✿❂

✷ ♠❛t❝❤ ❢✉❡❧ ✇✐t❤

✸ ⑤ ❖ ❂❃ r❡t ◆♦♥❡

✹ ⑤ ❙ ❢✉❡❧✬ ❂❃ ✳✳✳ ✭❢ ①✬ ❢✉❡❧✬✮ ✳✳✳

✺ ❡♥❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❜str❛❝t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ✐♥t♦ ❛ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✉s❡❴❢✉❡❧ ④❙ ❊ ❆ ❇ ✿ ❚②♣❡⑥

✷ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ♥❛t ✲❃ ❈✳t ❙ ❊ ✭♦♣t✐♦♥ ❇✮✮

✸ ✭① ✿ ❆✮ ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ♥❛t✮ ✭❊ ✰ ✉♥✐t✮ ❇ ✿❂

✹ ❧❡t✦ s❴❢✉❡❧ ✿ ❙ ✯ ♥❛t ✿❂ ❙t❛t❡✳r❡❛❞ ✐♥

✺ ❧❡t ✭s✱ ❢✉❡❧✮ ✿❂ s❴❢✉❡❧ ✐♥

✻ ❧❡t✦ r❡s✉❧t ✿❂ ❧✐❢t❴❡rr♦r ✭❧✐❢t❴st❛t❡ ✭❢ ① ❢✉❡❧✮✮ ✐♥

✼ ♠❛t❝❤ r❡s✉❧t ✇✐t❤

✽ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃ ❈✳❊rr♦r ✭✐♥r tt✮

✾ ⑤ ❙♦♠❡ ② ❂❃ r❡t ②

✶✵ ❡♥❞✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿
let! x := e1 in e2

t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❜✐♥❞✿

bind e1 (λx. e2)

✹✳✹✳✹ ■♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts

●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts I✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t
❤❛♥❞❧❡r ♦❢ t②♣❡✿

I → CS,E unit

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥♣✉ts r❡❝❡✐✈❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦♦♣❴s❡q✿

loop❴seq : (I → CS,E unit)→ CS×list I,E unit

s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐t❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❤❛♥❞❧❡r ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t✳ ❲❡ ❛❞❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥♣✉ts
t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✶ ✭✯ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐st ❧✳ ✯✮

✷ ❋✐①♣♦✐♥t ✐t❡r❴s❡q ④❙ ❊ ❆⑥

✸ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❈✳t ❙ ❊ ✉♥✐t✮ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ✉♥✐t ✿❂



✹✳✺✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❈❨ ✽✶

✹ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✺ ⑤ ❬❪ ❂❃ r❡t tt

✻ ⑤ ① ✿✿ ❧ ❂❃

✼ ❧❡t✦ ❴ ✿❂ ❢ ① ✐♥

✽ ✐t❡r❴s❡q ❢ ❧

✾ ❡♥❞✳

✶✵

✶✶ ✭✯ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❧② ❛ ❤❛♥❞❧❡r t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ st❛t❡✳

✶✷ ❘❡t✉r♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ♦❢ ❡✈❡♥ts✳

✶✸ ✯✮

✶✹ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧♦♦♣❴s❡q ④❙ ❊ ❆⑥

✶✺ ✭❤❛♥❞❧❡r ✿ ❆ ✲❃ ❈✳t ❙ ❊ ✉♥✐t✮ ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❧✐st ❆✮ ❊ ✉♥✐t ✿❂

✶✻ ❧❡t✦ s❴❡✈❡♥ts ✿ ❙ ✯ ❧✐st ❆ ✿❂ ❙t❛t❡✳r❡❛❞ ✐♥

✶✼ ❧❡t ✭s✱ ❡✈❡♥ts✮ ✿❂ s❴❡✈❡♥ts ✐♥

✶✽ ❞♦✦ ❧✐❢t❴st❛t❡ ✭▲✐st✳✐t❡r❴s❡q ❤❛♥❞❧❡r ❡✈❡♥ts✮ ✐♥

✶✾ ❧❡t✦ s❴❡✈❡♥ts ✿ ❙ ✯ ❧✐st ❆ ✿❂ ❙t❛t❡✳r❡❛❞ ✐♥

✷✵ ❧❡t ✭s✱ ❴✮ ✿❂ s❴❡✈❡♥ts ✐♥

✷✶ ❙t❛t❡✳✇r✐t❡ ✭s✱ ❬❪✮✳

❋♦r ❛ t②♣❡ ♦❢ ♦✉t♣✉ts O✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜②
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ ♦✉t♣✉t ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧♦❣✿

Definition log {EO} (x : O) : ClistO,E unit :=
Break (λ❴.Value tt)(λs. x :: s).

❡♠✐ts ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ❡✈❡♥t ❛♥❞ ❛❞❞s ✐t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉ts✳

✹✳✺ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝②

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♣❛r✳ ❚❤❡ ♣❛r

♦♣❡r❛t♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ t❛❦❡s t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡✐r
r❡s✉❧ts✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t②♣❡ H✸✿

par : CS×H,E A→ CS×H,E B → CS×H,E (A×B)

❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐st ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r ♦♣❡r❛t♦r ❜②
♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts x ❛♥❞ y✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❜r❡❛❦ ✐♥ x ❛♥❞ y✱ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠❡s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡
❡✐t❤❡r ♦♥❡ st❡♣ ♦❢ x ♦r ♦♥❡ st❡♣ ♦❢ y✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐❢ ❛❧r❡❛❞② ❛ ✈❛❧✉❡✱
t❤❡ ♣❛r ♦♣❡r❛t♦r ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧ts✳
■❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❛♥ ❡rr♦r✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡t✉r♥❡❞✳
■❢ ❜♦t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❡rr♦rs✱ t❤❡ ❡rr♦r t♦ r❡t✉r♥ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♥❡
❜♦♦❧❡❛♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♣❛r ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s CS×H,E ❛s ✐ts
❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛❝❦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧✐st ❜②✿

✸❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ H ❢♦r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r ❡♥tr♦♣②✳



✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❇❘❊❆❑❆❇▲❊ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝❤♦♦s❡ ④❙ ❊⑥ ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ❜♦♦❧ ✿❂

✷ ❧❡t✦ st❛t❡ ✿❂ ❙t❛t❡✳r❡❛❞ ✐♥

✸ ♠❛t❝❤ st❛t❡ ✇✐t❤

✹ ⑤ ✭s✱ ❙tr❡❛♠s✳❈♦♥s ❜ ❜s✮ ❂❃

✺ ❞♦✦ ❙t❛t❡✳✇r✐t❡ ✭s✱ ❜s✮ ✐♥

✻ r❡t ❜

✼ ❡♥❞✳

✽

✾ ❋✐①♣♦✐♥t ♣❛r ④❙ ❊ ❆ ❇⑥

✶✵ ✭① ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ❆✮ ✭② ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ❇✮

✶✶ ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ✭❆ ✯ ❇✮ ✿❂

✶✷ ❧❡t ❢✐① ♣❛r❴❛✉① ② ✿❂ ✳✳✳ ✐♥

✶✸ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✶✹ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ✈❴① ❂❃ ❧❡t✦ ✈❴② ✿❂ ② ✐♥ r❡t ✭✈❴①✱ ✈❴②✮

✶✺ ⑤ ❈✳❊rr♦r ❡❴① ❂❃

✶✻ ♠❛t❝❤ ② ✇✐t❤

✶✼ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ❴ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ❴ ❴ ❂❃ ❈✳❊rr♦r ❡❴①

✶✽ ⑤ ❈✳❊rr♦r ❡❴② ❂❃

✶✾ ❧❡t✦ ❜ ✿❂ ❝❤♦♦s❡ ✐♥

✷✵ ✐❢ ❜ t❤❡♥

✷✶ ❈✳❊rr♦r ❡❴①

✷✷ ❡❧s❡

✷✸ ❈✳❊rr♦r ❡❴②

✷✹ ❡♥❞

✷✺ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ①s s①s ❂❃

✷✻ ♠❛t❝❤ ② ✇✐t❤

✷✼ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ✈❴② ❂❃ ❧❡t✦ ✈❴① ✿❂ ① ✐♥ r❡t ✭✈❴①✱ ✈❴②✮

✷✽ ⑤ ❈✳❊rr♦r ❡❴② ❂❃ ❈✳❊rr♦r ❡❴②

✷✾ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ②s s②s ❂❃

✸✵ ❧❡t✦ ❜ ✿❂ ❝❤♦♦s❡ ✐♥

✸✶ ✐❢ ❜ t❤❡♥

✸✷ ❈✳❇r❡❛❦ ✭❢✉♥ s ❂❃ ♣❛r ✭①s s✮ ②✮ s①s

✸✸ ❡❧s❡

✸✹ ❈✳❇r❡❛❦ ✭❢✉♥ s ❂❃ ♣❛r❴❛✉① ✭②s s✮✮ s②s

✸✺ ❡♥❞

✸✻ ❡♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ♣❛r ♦♣❡r❛t♦r✳



✹✳✻✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✽✸

✶ ❋✐①♣♦✐♥t ✐t❡r❴♣❛r ④❙ ❊ ❆⑥ ✭❢ ✿ ❆ ✲❃ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ✉♥✐t✮

✷ ✭❧ ✿ ❧✐st ❆✮ ✿ ❈✳t ✭❙ ✯ ❊♥tr♦♣②✳t✮ ❊ ✉♥✐t ✿❂

✸ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤

✹ ⑤ ❬❪ ❂❃ r❡t tt

✺ ⑤ ① ✿✿ ❧ ❂❃

✻ ❧❡t✦ ❴ ✿❂ ♣❛r ✭❢ ①✮ ✭✐t❡r❴♣❛r ❢ ❧✮ ✐♥

✼ r❡t tt

✽ ❡♥❞✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐t❡r❴♣❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝❛❧❧ ❢ ❛♥❞ ✐t❡r❴♣❛r ✇✐t❤ ❛ ♣❛r ✭❧✐♥❡ ✻✮✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❧♦♦♣❴♣❛r t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② r✉♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❤❛♥❞❧❡r ♦♥ ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢
✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts✿

loop❴par : (I → CS×H,E unit)→ C(S×list I)×H,E unit

❲❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐❝ ❜② ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❛❧❧ ✐ts ❜r❡❛❦s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
❜r❡❛❦✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐❝ ④❙ ❊ ❆⑥ ✭① ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❆✮ ✿ ❈✳t ❙ ❊ ❆ ✿❂

✷ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

✸ ⑤ ❈✳❱❛❧✉❡ ❴ ⑤ ❈✳❊rr♦r ❴ ❂❃ ①

✹ ⑤ ❈✳❇r❡❛❦ ❴ ❴ ❂❃

✺ ❈✳❇r❡❛❦

✻ ✭❢✉♥ s ❂❃

✼ ♠❛t❝❤ ❢st ✭❡✈❛❧ ① s✮ ✇✐t❤

✽ ⑤ ✐♥❧ ✈ ❂❃ ❈✳❱❛❧✉❡ ✈

✾ ⑤ ✐♥r ❡ ❂❃ ❈✳❊rr♦r ❡

✶✵ ❡♥❞✮

✶✶ ✭❢✉♥ s ❂❃ s♥❞ ✭❡✈❛❧ ① s✮✮

✶✷ ❡♥❞✳

❯♥❧❡ss ✐❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t x ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦r ❛♥ ❡rr♦r✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ x
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❛❣❡ ✼✻✮✳ ❚❤✉s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠✐❝
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ❡①❡❝✉t❡✳

✹✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♥♦t ♥❡✇✳

■♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❍❛s❦❡❧❧ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ■❞r✐s ❬✼❪✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❛①✐♦♠s ❬✶✺❪ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❍❛s❦❡❧❧✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡
❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ♠♦♥❛❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ st②❧❡✱



✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❇❘❊❆❑❆❇▲❊ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞❡r t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤✳ ■♥ ❈♦q✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❨♥♦t ♣r♦♣♦s❡s
❛♥ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♠♦♥❛❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❤❡❛♣ ❬✹✻❪✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠s
✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❡①♣❧✐❝✐t st❡♣s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♣❛r t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝t ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✱ ❡rr♦r✱
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡♠ ♥❛t✉r❛❧❧②✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦r ♥❡✇
♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❍❛❝❦❡r ◆❡✇s✶✳

✺✳✶ ❆❜str❛❝t

❚♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡rs✱ ♣r♦❣r❛♠s ♠✉st ❞♦ ✐♥♣✉ts✕
♦✉t♣✉ts✳ ❇✉t✱ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts
✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❡❢✲
❢❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇
❛①✐♦♠s✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t P❧✉t♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❡❜ s❡r✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✺✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛s ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ♣r♦❣r❛♠✱ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧②
✈❡r✐❢② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❬✸✸❪ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✶✹❪
❛♥❞ t❤❡ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❈♦q s②st❡♠✷ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♠❛t✉r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❛s♦♥s✱ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❈♦q ❛r❡ ❡✛❡❝ts✲❢r❡❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛❦❡
❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✶❚❤❡ ♣♦st ✐s ♦♥ ❤tt♣s✿✴✴♥❡✇s✳②❝♦♠❜✐♥❛t♦r✳❝♦♠✴✐t❡♠❄✐❞❂✽✼✵✹✽✵✹✳
✷❚❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▲●P▲ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✳

✽✺

https://news.ycombinator.com/item?id=8704804
https://coq.inria.fr/
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❈♦q❈♦♥❝✉rr❡♥❝②✸✱ ✇❤✐❝❤
❡①t❡♥❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛② t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ ✉s✐♥❣ ❈♦q ❛s ❛
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✿

• t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛ s❛❢❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦q
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ t♦ ✇r✐t❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ st❛t❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭♣❛❣❡ ✽✼✮✳ ❚❤❡
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥t s②st❡♠❀

• ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❛ r✉♥t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❖❈❛♠❧
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♥✐t✐③❡❞ ♣✐♣❡✳ ❲❡
❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✾✶✮❀

• t❤❡ ✇❡❜ s❡r✈❡r P❧✉t♦✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❡❜
s❡r✈❡r ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
♦✉r ❈♦q❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✺✾❪ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦✉tr❡❛❝❤❡s t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛

❲❡ ❛✐♠ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❡❜ s❡r✈❡r P❧✉t♦ ✉s✐♥❣ ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❈♦q ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♠♣✉r❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤✿

• ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❈♦q❀

• ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②❀

• ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤✳

■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t s②st❡♠
❜② ❛ r✉♥♥❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✇❡❜ s❡r✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❡①❡❝✉t❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❡✛❡❝t✳ ❆ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❡❜
s❡r✈❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✐❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
❡✛❡❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t s✐♥❝❡ ❛ ✇❡❜ s❡r✈❡r s❤♦✉❧❞
r✉♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r

✸❚❤❡ ❈♦q❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲
❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

✹P❧✉t♦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✴♣❧✉t♦✳

https://github.com/coq-concurrency
https://github.com/coq-concurrency
https://github.com/coq-concurrency/pluto
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Pluto
Coq

run

extraction

pipe

ProxyPluto

OCaml

Unix
OCaml

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❘✉♥t✐♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ st❛t❡ ❡✛❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s❤❛r❡❞ st❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs ♥♦r ♠✉t❛❜❧❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ ✉s❡ s✉♠ t②♣❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡rr♦rs✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✐tt❡❞ ♦r r❡❝❡✐✈❡❞
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✳ ❊❛❝❤ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝r❡❛t❡s ❛ ❢r❡s❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ ❤❛♥❞❧❡r ❧✐st❡♥ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱
❛♥❞ ♠❛② ❝❧♦s❡ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳

■♥ ❈♦q✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛s ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ♥❡✇ ❛①✐♦♠s✳
❚❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s❡t ♦❢
♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s✳

❲❡ r✉♥ t❤❡s❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❈♦q
❛ r✉♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❧✉t♦ ✇❡❜ s❡r✈❡r✱
✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❖❈❛♠❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❖❈❛♠❧
❛♥ ✉♥tr✉st❡❞ ♣r♦①②✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ ♦✉r ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❆P■ ✇✐t❤ ❛ ❯♥✐① s②st❡♠✳ ❲❡
❝♦♥♥❡❝t ❜♦t❤ ♣r♦❣r❛♠s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✐♣❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦s✳
❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

✺✳✹ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❛❜str❛❝t ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦✉♣ ♦❢ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs ✇✐t❤ ❛ st❛t✐❝ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳
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✺✳✹✳✶ ❊✈❡♥ts

❆ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r ✇♦r❧❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ❛♥❞
❜② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡♥ts ❛♥s✇❡r✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts✳ ❆ r❡q✉❡st ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛ r❡q✉❡st ♣❛②❧♦❛❞✳
❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ r❡q✉❡st ❜② ③❡r♦✱ ♦♥❡ ♦r ♠❛♥② ❡✈❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❑✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✮✳ ❆ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
❛ t②♣❡ ❈♦♠♠❛♥❞✳t ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡q✉❡st ❛♥❞
❛♥s✇❡r ♣❛②❧♦❛❞s✿







eq❴dec : ∀ (c1 c2 : Command.t), option (c1 = c2)
request : Command.t→ Type
answer : Command.t→ Type

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
❡✈❡♥t ❞✐s♣❛t❝❤✳

❊①❛♠♣❧❡ ❋♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t✇♦
❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

InductiveCommand.t :=
| Write
| Read.

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉❡st ❛♥❞ ❛♥s✇❡r ♣❛②❧♦❛❞s✿

Definition request c :=
match c with
| Write⇒ string
| Read⇒ unit
end.

Definition answer c :=
match c with
| Write⇒ unit
| Read⇒ string
end.

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ♦r r❡❛❞ ❛ str✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚♦ ❜♦t❤ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ s②st❡♠
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥s✇❡rs✳

✺✳✹✳✷ ▼❡♠♦r②

❚❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ t②♣❡❞ ❧✐st ♦❢ ❝❡❧❧s s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs✳ ❚❤✐s
♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞
♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❦✐♥❣ ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆ s✐❣♥❛t✉r❡ σ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t②♣❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭▼❡♠♦r②✮✳ ❆ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
t②♣❡Mσ✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

InductiveM :=
| Nil :M [ ]
| Cons : ∀Aσ, A→Mσ →M (A :: σ).
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❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s t②♣❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚♦ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛t❡ t❤✐s ♠❡♠♦r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❆ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡ A ✐♥ ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ
✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss RAσ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Class RAσ : Type := New {
read :Mσ → A;
write :Mσ → A→Mσ;

}.

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧❛ss s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ σ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ A ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❥✉st ♦♥❝❡ ✐♥ σ✱ ❈♦q ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rs
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ RAσ✳

❊①❛♠♣❧❡ ❲❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ = [N; bool] ✇✐t❤ t✇♦ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s RσN ❛♥❞ Rσ bool✳ ❆
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❡❧❧s✿

{12; true}

✺✳✹✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rts ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q ❛♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rts ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❛❜str❛❝t ♦♣❡r✲
❛t♦rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ❆♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t②♣❡ A ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ C σ A✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Inductive C σ : Type→ Type :=
| Ret : ∀A, A→ C σ A
| Bind : ∀AB, C σ A→ (A→ C σ B)→ C σ B
| Read : ∀A, {̀RAσ} → C σ A
| Write : ∀A, {̀RAσ} → A→ C σ unit
| Send : ∀A (c : Command.t), Command.request c→

A→ (A→ Command.answer c→ C σ (optionA))→ C σ unit
| Exit : ∀A, C σ A.

❆♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• Ret e✱ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈♦q ❡①♣r❡ss✐♦♥ e❀

• Bind e1 e2✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e2
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ e1❀

• Read r✱ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❀



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆❙❨◆❈❍❘❖◆❖❯❙ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

• Write r v✱ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v❀

• Send c r s h✱ t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st ♦❢ ❦✐♥❞ c ✇✐t❤ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ r✳
❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ st❛rt ❛ ❤❛♥❞❧❡r h ✇✐t❤ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ s✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r h t❛❦❡s t✇♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❤❛♥❞❧❡r ❛♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r r❡t✉r♥s ❛ ♥❡✇
st❛t❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❧✐st❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥s✇❡rs✱ ♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ◆♦♥❡ t♦ st♦♣
❧✐st❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙❡♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ✐s ❧✐st❡♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛♥s✇❡rs❀

• Exit✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛❧ts t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ st♦♣s ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥t
❤❛♥❞❧❡rs✳

❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r st❛t❡ ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡r✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡r
t♦ st♦♣ ♦♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✈❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢r❡❡ t❤❡
t❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❤❛♥❞❧❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s t♦ s❡q✉❡♥❝❡ t✇♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿

{

let! x := e1 in e2 := Bind e1 (fun x⇒ e2)
do! e1 in e2 := Bind e1 (fun ❴⇒ e2)

❊①❛♠♣❧❡ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❞❡✜♥❡❞ ♣❛❣❡ ✽✽✱ ❤❡r❡ ✐s ❛ ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✧ ♣r♦✲
❣r❛♠✿

Definition hello❴world : C [ ] unit :=
SendCommand.Write ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✧ tt
(fun ❴❴⇒ Exit).

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ t❤✉s ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡♠♣t② s✐❣♥❛t✉r❡ [ ]✳ ❲❡ ❡♠✐t
t❤❡ r❡q✉❡st ❈♦♠♠❛♥❞✳❲r✐t❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✧✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ❥✉st ♦♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ❤❛♥❞❧❡r st❛t❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ st❛t❡ tt ✭t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇r✐t❡ ✐s ❛❧s♦
♦❢ t②♣❡ ✉♥✐t✱ s♦ ❜♦t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❞❡r✲
s❝♦r❡✳ ■♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❊①✐t ✐♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡
♣r♦❣r❛♠✳

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❛ ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✧✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ✇✐t❤
❛ s✐♠♣❧❡r✿

Definition hello❴world : C [ ] unit :=
write ✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✧Exit.

❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k✿

Definition write (s : string) (k : C [ ] unit) : C [ ] unit :=
SendCommand.Write s tt (fun ❴❴⇒ k).

❉✉❡ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❙❡♥❞✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ✇r✐t❡ ❛r❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ st②❧❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s
❢♦r ✇❡❜ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❤r✐st✐❛♥ ◗✉❡✐♥♥❡❝ ❬✺✷❪✳
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seq : ∀A, (unit→ unit)→
(unit→ A)→ A

launch : string→ pipe
print❴line : string→ pipe→ unit
fold❴lines : ∀A, pipe→ A→
(A→ string→ optionA)→ unit

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣✉r❡ ❈♦q ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

✺✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t✇♦
❞✐st✐♥❝t ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❛✐♠s t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ ❖❈❛♠❧
❛♥❞ ✐s ♠♦st❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈♦q ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❖❈❛♠❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ✐s ❛ ♣r♦①② ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐s
❢✉❧❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛rts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯♥✐① ♣✐♣❡ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ tr✉st t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✳

✺✳✺✳✶ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛ ❈♦q ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ ✐ts ❡✛❡❝ts ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥ ♦❢ t②♣❡✿

run : ∀σ,Mσ → (list string→ C σ unit)→ unit

❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦✇♥ t♦ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥ t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✱ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ str✐♥❣s
✭t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✉♥✐t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥

❝❛❧❧s s♦♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❈♦q ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ s❡q s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✭✐♠♣✉r❡✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐✲
t✐✈❡ ❧❛✉♥❝❤ ❧❛✉♥❝❤❡s ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ♣✐♣❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r✐♥t❴❧✐♥❡ s❡♥❞s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦❧❞❴❧✐♥❡s

❧✐st❡♥s t♦ ❛ ♣✐♣❡ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ A ♦♥
❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f r❡t✉r♥s ❛ ♥❡✇ st❛t❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f r❡t✉r♥s ◆♦♥❡✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❞❴❧✐♥❡s t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❆ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❋♦r
❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥ ✇❤♦s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ❡①✐t ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦rs
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦q✿❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✿s②st❡♠✺

✺❚❤❡ ❝♦q✿❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✿s②st❡♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲
❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✴s②st❡♠✳

https://github.com/coq-concurrency/system
https://github.com/coq-concurrency/system
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run e :=
pipe := launch ✧♣r♦①②✧;
heap := new❴heap ();
eval e;
for each (id, answer) do
(handler, s) := heap[id];
s′ := eval (handler s answer);
if s′ = ∅ then
heap[id] := ∅;

else

heap[id] := (handler, s′);
end

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥✳

♣❛❝❦❛❣❡✳

❚❤❡ r✉♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❤❛♥❞❧❡rs ❛s t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❛rr✐✈❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ♣r♦①② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛✉♥❝❤✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❤❡❛♣ ♦❢
❤❛♥❞❧❡rs✳ ❆ ❤❡❛♣ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❙❡♥❞ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❤❛♥❞❧❡r ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ♣r♦①②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧✐st❡♥
t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦①② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦❧❞❴❧✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ✐s
❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r ♣❛②❧♦❛❞✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛♥❞ ❣❡t ✐ts ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ s′✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇
st❛t❡ ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❞✐s❛❜❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r✳

✺✳✺✳✷ Pr♦①②

❚❤❡ ♣r♦①② ❧✐st❡♥s t♦ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs✱ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡♠ ❛♥❞ s❡♥❞s
❜❛❝❦ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦①② ❛r❡
❧✐st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦①② ✐♥ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t✲
✇❡✐❣❤t t❤r❡❛❞s ❧✐❜r❛r② ▲✇t ❬✻✷❪✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ❛s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡r
✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ♥♦t ❛s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ▲♦❣ ♣r✐♥ts ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✱
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❋✐❧❡❘❡❛❞ ❣❡ts t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❚✐♠❡ ❣❡ts t❤❡
❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s s✐♥❝❡ t❤❡ ❯♥✐① ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛ ❚❈P s♦❝❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ s❡r✈❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❙❡r✈❡r❇✐♥❞
❛♥❞ ❈❧✐❡♥t❘❡❛❞ ♠❛② ❛♥s✇❡r s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❛s t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❣❡t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r s❡♥❞
♠❡ss❛❣❡s✳
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Log : string→ bool
FileRead : string→ option string
Time : unit→ N

ServerBind : N→ option id
ClientRead : id→ option string
ClientWrite : id× string→ bool
ClientClose : id→ bool

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♠❛♥❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦①②✳

✺✳✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧

❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①② ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞ ♠❡ss❛❣❡s t❤r♦✉❣❤
❛ ♣✐♣❡✳ ❆ r❡q✉❡st ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡①t ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

command✥id✥payload

✇✐t❤ id ❛ ❢r❡s❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭❛♥ ✐♥t❡❣❡r✮ ❛♥❞ payload t❤❡ r❡q✉❡st ♣❛②❧♦❛❞✳
❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ str✐♥❣ ♣❛②❧♦❛❞s ✐♥ ❜❛s❡✻✹ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r②✻✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡
❛♥s✇❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦①② ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

command✥id✥payload

✺✳✺✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ❞♦ ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦①② ♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ ❜✉❣s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦r
t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❡①t ❧✐♥❡s ✐♥ ❛ ♣✐♣❡✳

❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❈♦q ❛ ♣✉r❡
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛①✐♦♠s✿

pure❴run : ∀σ,Mσ → C σ unit→ list input→ list output

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦①②✱
❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♥♣✉t ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❜② t❤❡
♣r♦①②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✱ ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡♠✲
♦r② m✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✱ ❡❛❝❤ ❧✐st ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts a ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐st
♦❢ ✐♥♣✉t ♠❡ss❛❣❡s l✱ ✐❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢✿

runσme

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts a ❣♦t t❤❡ ✐♥♣✉ts l ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦①②✱ t❤❡♥
t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❡♥t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✿

run❴pureσm (e a) l

✻❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❜❛s❡✻✹ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❖P❆▼ r❡♣♦s✐t♦r② ❢♦r ❖❈❛♠❧✳



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆❙❨◆❈❍❘❖◆❖❯❙ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

t♦ t❤❡ ♣r♦①②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦✉tr❡❛❝❤ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✼✳

✺✳✻ ❚❤❡ P❧✉t♦ ✇❡❜ s❡r✈❡r

❆s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ P❧✉t♦✽✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✭t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❡❜ s❡r✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ P❧✉t♦ s❡r✈❡s st❛t✐❝ ✇❡❜s✐t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❚❚P ♣r♦t♦❝♦❧
✈❡rs✐♦♥ ✶✳✶✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ P❧✉t♦ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❡r✈❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜✲
s✐t❡s✳

✺✳✻✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

❚❤❡ P❧✉t♦ ✇❡❜ s❡r✈❡r ✜rst ❜✐♥❞s ❛ ❚❈P s❡r✈❡r s♦❝❦❡t t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ❲❡
❧♦♦♣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝❧✐❡♥ts✿

✶ ❙❡r✈❡r❙♦❝❦❡t✳❜✐♥❞ ♣♦rt❴♥✉♠❜❡r ✭❢✉♥ ❝❧✐❡♥t ❂❃

✷ ♠❛t❝❤ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤

✸ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃ ▲♦❣✳✇r✐t❡ ✧❙❡r✈❡r s♦❝❦❡t ❢❛✐❧❡❞✳✧ ✭❢✉♥ ❴ ❂❃ ❈✳❊①✐t✮

✹ ⑤ ❙♦♠❡ ❝❧✐❡♥t ❂❃ ❤❛♥❞❧❡❴❝❧✐❡♥t ✇❡❜s✐t❡❴❞✐r ❝❧✐❡♥t

✺ ❡♥❞✮✮✮

❛♥❞ r✉♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡❴❝❧✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝❧✐❡♥t✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧②
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡❴❝❧✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡❴❝❧✐❡♥t ✭✇❡❜s✐t❡❴❞✐r ✿ ▲❙tr✐♥❣✳t✮

✷ ✭❝❧✐❡♥t ✿ ❈❧✐❡♥t❙♦❝❦❡t■❞✳t✮ ✿ ❈✳t ❬❪ ✉♥✐t ✿❂

✸ ❈❧✐❡♥t❙♦❝❦❡t✳r❡❛❞ ❝❧✐❡♥t ✧✧ ✭❢✉♥ r❡❛❞ r❡q✉❡st ❂❃

✹ ♠❛t❝❤ r❡q✉❡st ✇✐t❤

✺ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃ ✳✳✳ ✭✯ ❲❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ s♦❝❦❡t✳ ✯✮

✻ ⑤ ❙♦♠❡ ❧✐♥❡ ❂❃

✼ ❧❡t r❡❛❞ ✿❂ r❡❛❞ ❫ ❧✐♥❡ ✐♥

✽ ♠❛t❝❤ ❘❡q✉❡st✳♣❛rs❡ r❡❛❞ ✇✐t❤

✾ ⑤ ✐♥r ❡rr ❂❃ ❈✳❘❡t ✭❙♦♠❡ r❡❛❞✮ ✭✯ ❲❡ ✇❛✐t ❢♦r ♠♦r❡ ❞❛t❛✳ ✯✮

✶✵ ⑤ ✐♥❧ ✭❘❡q✉❡st✳◆❡✇ ✭●❡t✱ ✉r❧✱ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ❤❡❛❞❡rs✮ ❂❃

✶✶ ❞♦✦

✶✷ ❧❡t ✉r❧ ✿❂ ✇❡❜s✐t❡❴❞✐r ❫ ✉r❧ ✐♥

✶✸ ♠❛t❝❤ ❯r❧✳♣❛rs❡ ✉r❧ ✇✐t❤

✶✹ ⑤ ✐♥r ❡rr ❂❃ ✳✳✳ ✭✯ ❲r♦♥❣ ✉r❧✳ ✯✮

✶✺ ⑤ ✐♥❧ ✭❯r❧✳◆❡✇ ❢✐❧❡❴♥❛♠❡ ❴✮ ❂❃

✶✻ ❚✐♠❡✳❣❡t ✭❢✉♥ t✐♠❡ ❂❃

✶✼ ❧❡t t✐♠❡ ✿❂ ▼♦♠❡♥t✳♦❢❴❡♣♦❝❤ t✐♠❡ ✐♥

✼■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q✳
✽P❧✉t♦ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✴♣❧✉t♦ ✇❡❜ s❡r✈❡r✳

P❧✉t♦ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✇❛r❢ ♣❧❛♥❡t ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r s②st❡♠✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ✇❡❜ s❡r✈❡r✱
t❤❡ s♣❛❝❡ ♣r♦❜❡ ◆❡✇ ❍♦r✐③♦♥s ✇❛s ♦♥ ✐ts ✇❛② t♦ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ✜rst ❝❧♦s❡✲❜② ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ P❧✉t♦✳

https://github.com/coq-concurrency/pluto


✺✳✼✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✾✺

✶✽ ❋✐❧❡✳r❡❛❞ ❢✐❧❡❴♥❛♠❡ ✭❢✉♥ r❡s✉❧t ❂❃

✶✾ ❧❡t ❛♥s✇❡r ✿❂ ✳✳✳ ✐♥

✷✵ ❛♥s✇❡r❴❝❧✐❡♥t ❝❧✐❡♥t ✉r❧ ❛♥s✇❡r✮✮

✷✶ ❡♥❞ ✐♥

✷✷ ✭✯ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❧✐st❡♥✱ ❝❧❡❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ✯✮

✷✸ ❈✳❘❡t ❅❅ ❙♦♠❡ ❬❪

✷✹ ❡♥❞

✷✺ ❡♥❞✮✳

❲❡ ❧♦♦♣ ♦♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♠❡ss❛❣❡s ✭❧✐♥❡ ✸✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♠❡ss❛❣❡s ✭✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣ ✧✧✮✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❍❚❚P r❡q✉❡st ♠❛②
❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❡s✳ ■❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✭❧✐♥❡ ✻✮✱ ✇❡ ♣❛rs❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡st✳
■❢ t❤❡ r❡q✉❡st ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❧✐♥❡ ✾✮✱ ✇❡ ✇❛✐t ❢♦r ♠♦r❡ ❝❧✐❡♥t ♠❡ss❛❣❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
✭❧✐♥❡ ✶✵✮✱ ✇❡ ♣❛rs❡ t❤❡ ❯❘▲✳ ■❢ t❤❡ ❯❘▲ ✐s ✈❛❧✐❞ ✭❧✐♥❡ ✶✺✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
t✐♠❡ ✭❧✐♥❡ ✶✻✮✱ r❡❛❞ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ✜❧❡ ✭❧✐♥❡ ✶✽✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r ✭❧✐♥❡s ✶✾
t♦ ✷✹✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♠❛② ❜❡ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♣❛❣❡ ♦r ❛ ✹✵✹ ❡rr♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❡♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t
❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡r❴❝❧✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✷✵✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜❧❡ ✐s ❜❡✐♥❣
s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❧✐st❡♥ ❢♦r ♥❡✇ r❡q✉❡sts ✭❧✐♥❡ ✷✸✮✳

✺✳✻✳✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❲❤✐❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜ s❡r✈❡r P❧✉t♦✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r ❈♦q ✇❡r❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ▲✐st❙tr✐♥❣✾✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
♠❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❤❛♥❞❧❡ str✐♥❣s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣ ♦❢ ❍❚❚P ♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡
❧✐❜r❛r② ▼♦♠❡♥t✶✵ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ t✐♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▼♦♠❡♥t ❝❛♥
❝♦♥✈❡rt ❞❛t❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s s✐♥❝❡ t❤❡ ❯♥✐① ❡♣♦❝❤ t♦ ❞❛t❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ●r❡❣♦r✐❛♥ ❝❛❧❡♥❞❛r ❛♥❞ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❘❋❈ ✶✶✷✸ ❢♦r♠❛t✳

✺✳✼ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t♦ ✇r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s
✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❨♥♦t ❬✹✼❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ♠♦♥❛❞ ✐♥ ❈♦q t♦ ✇r✐t❡ ♣r♦✲
❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ♣♦✐♥t❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡
❝❡rt✐✜❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣s ❬✸✷❪✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ t❤❡ ❨♥♦t ♠♦♥❛❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱
s✉❝❤ ❛s ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✹✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♦✉r ❈♦q❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❧✐✲
❜r❛r②✱ t❤❡ ❨♥♦t ♠♦♥❛❞ ❝❛♥♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳

✾❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ▲✐st❙tr✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❧✐st✲str✐♥❣✳
✶✵❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ▼♦♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲♠♦♠❡♥t✳

https://github.com/clarus/coq-list-string
https://github.com/clarus/coq-moment
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❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ■❞r✐s ❬✼❪ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤
♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■❞r✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦♥❛❞ ❢♦r s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❬✻❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ❬✽❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ■❞r✐s ♣r♦❣r❛♠s t♦ t❤❡ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r t❤❡ ❊r❧❛♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛s♣❡❝ts ❜❡✐♥❣ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝t♦rs ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡s s②s✲
t❡♠✳

❚❤❡ ❘❡✢❡① ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✺✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♦r❝❤❡str❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢② s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✇❡❜ s❡r✈❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡✢❡①
♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦✉r ❈♦q❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❧✐❜r❛r②✱ ❘❡✢❡① ✉s❡s ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦♦❢
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜✉t ♥♦t ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❘❡✢❡① ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❡♣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❚❤❡ ❇❡❞r♦❝❦ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❇❡❞r♦❝❦ ■▲✱ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥❣✉❛❣❡
❞❡❡♣❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❈♦q✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦
❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❇❡❞r♦❝❦ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤❛❞ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❡❞r♦❝❦ ❬✶✷❪✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❘❡❧❢❡① s②st❡♠✱
t❤❡ ❇❡❞r♦❝❦ s②st❡♠ ✉s❡s ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜✉t ♥♦t ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛♥② ♠♦st❧②✲♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❍❛s❦❡❧❧ ✭str✐❝t❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❍❛s❦❡❧❧ ✐s ♥♦t ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦❣r❛♠s ♠❛②
♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥♣✉ts✕
♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤♦✉❣❤ ✐♠♣✉r❡ ♠♦♥❛❞s ❬✹✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠
♦❢ ❍❛s❦❡❧❧ ✐s ♥♦t str✐❝t ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣❡r♠✐t t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✳

✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳
❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡♠ t♦
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♥✐t✐③❡❞ ♣✐♣❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t❤❡ ✜rst ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❡❜ s❡r✈❡r P❧✉t♦ ✉s✐♥❣ ❈♦q ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛
❞✐r❡❝t✲st②❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ st②❧❡✳ ❲❡
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❢♦r♠❛❧❧②
❝❡rt✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳



P❛rt ■❱

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇✐t❤
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ■✴❖ ✐♥ ❈♦q

✾✼





❈❤❛♣t❡r ✻

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ❋♦r♠❛❧✐❙❊ ✷✵✶✺ ✇♦r❦s❤♦♣ ❛♥❞
♦♥ ❍❛❝❦❡r ◆❡✇s✶✳

✻✳✶ ❆❜str❛❝t

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❧✐❦❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② ❛♥❞
t❤✉s t♦ ♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❙♦♠❡ ✐❞❡❛s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ✇r✐t❡ s❛❢❡r ♣r♦❣r❛♠s✱ ❜✉t
t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ♠♦st❧② ❛♣♣❧② t♦ ❝♦❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢②
♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r✉♥s✱
✇❡❧❧✲t②♣❡❞ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡
❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝❡rt✐❢② ❛ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s
✉♥✐t✲t❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❛ss✐st❡❞
❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳

✻✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦✈✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❡r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ✉s❡r✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❜❡ ✉♥❞❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts
✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✳

✶❚❤❡ ♣♦st ✐s ♦♥ ❤tt♣s✿✴✴♥❡✇s✳②❝♦♠❜✐♥❛t♦r✳❝♦♠✴✐t❡♠❄✐❞❂✾✵✸✼✶✶✺

✾✾

https://news.ycombinator.com/item?id=9037115
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❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳

■♥ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦② ✉s❡ ❝❛s❡s ❬✸✹❪ t♦ s♣❡❝✐❢②
❛♥❞ ✈❡r✐❢② ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❡♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♥♦t❡
s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✐t s♣❡❝✐✜❡s ❛♥❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✐ts tr❛❝❡✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✉♥✐t✲
t❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥✐t✲t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝❡rt✐❢② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ❜② ❛
❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞
❝❡rt✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t✿

• t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✶✵✷✮ t♦ ❡①♣r❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q❀

• ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ r✉♥s✳ ❆ r✉♥ ✐s
❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦t❤ t❤❡ tr❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭♣❛❣❡ ✶✵✸✮❀

• ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✉s❡ ❝❛s❡s
♦✈❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✭♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r✉♥s❀

• ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✭♣❛❣❡ ✶✵✾✮✱ t♦ ❛ss✐st t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ t♦ s♣♦t ❜✉❣s✳ ❚❤✐s ❞❡❜✉❣❣❡r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
t❛❝t✐❝ ♠♦❞❡ ❬✷✶❪ ♦❢ ❈♦q✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀

• t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ ✭♣❛❣❡ ✶✵✵✮✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝❡rt✐✜❡❞ ✉s✐♥❣
♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❧♦❣✐♥✱ ❛❞❞✱ ❡❞✐t ♦r r❡♠♦✈❡ ❛ ♣♦st t❤♦✉❣❤ ❛ ✇❡❜
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❜❧♦❣ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛s
❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✻✳✸ ❆ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

❖✉r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❜♦t❤ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣
✐♥ ❈♦q✳ ❚❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❜❧♦❣ ✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❜❧♦❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❣✐♥✱ ❛❞❞✱ ❡❞✐t ♦r ❞❡❧❡t❡ ❛ ♣♦st✳
❲❡ s❛✈❡ t❤❡ ♣♦sts ♦♥ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✜❧❡ ♣❡r ♣♦st✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡r②

✷❚❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲
❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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s✐♠♣❧❡ ❧♦❣✐♥ s②st❡♠ ✭✇✐t❤♦✉t ♣❛ss✇♦r❞s✮ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❚❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦❣ t❤r♦✉❣❤ ❍❚❚P r❡q✉❡sts✳

❲❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✸ ♦❢ t❤❡ ❍❚❚P ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❧♦❣ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ✉s❡
❝❛s❡s✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r✉♥♥❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❈♦q
❝♦❞❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❖✉r tr✉st ❜❛s❡
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ❈♦q t♦ ❖❈❛♠❧✱
t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ❛♥❞ r✉♥t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❚❚P ✐♥ ❖❈❛♠❧✳

✻✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✉♥s

❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ r✉♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s
✐♥ ❈♦q✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣
s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞s✳

✻✳✹✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞s

❆ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ▲❡t
Command.t ❜❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞✿

answer : Command.t→ Type

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚♦ r❡❛❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✜❧❡ ❛♥❞ t♦ ❧♦❣ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡r t❡r♠✐✲
♥❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥str✉❝t♦rs✿

{

ReadFile : string→ Command.t
Log : string→ Command.t

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❛♥s✇❡rs✿

{

answerReadFile = option string
answer Log = unit

❇♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ str✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ✜❧❡♥❛♠❡
❛♥❞ ❛ ✉s❡r ♠❡ss❛❣❡✳ ❚♦ t❤❡ ❘❡❛❞❋✐❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❛♥s✇❡r t❤❡
str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t✱ ♦r ◆♦♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❝♦♠♠❛♥❞s
❛❧✇❛②s r❡t✉r♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡✳

✸❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦❤tt♣ ❧✐❜r❛r②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❖P❆▼ r❡♣♦s✐t♦r② ❢♦r ❖❈❛♠❧✳
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✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ✿ ❈✳t ✉♥✐t ✿❂

✷ ❈❛❧❧ ✭❘❡❛❞❋✐❧❡ ✧❘❊❆❉▼❊✧✮ ✭❢✉♥ t❡①t ❂❃

✸ ♠❛t❝❤ t❡①t ✇✐t❤

✹ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃ ❘❡t tt

✺ ⑤ ❙♦♠❡ t❡①t ❂❃

✻ ❈❛❧❧ ✭▲♦❣ t❡①t✮ ✭❢✉♥ ❴ ❂❃

✼ ❘❡t tt✮

✽ ❡♥❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✻✳✹✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✲
t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ C A✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❈♦q ❜②✹✿

Inductive C (A : Type) : Type :=
| Ret : ∀ (x : A), C A
| Call : ∀ (c : Command.t), (answer c→ C A)→ C A.

❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• ❛ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ x ♦❢ t②♣❡ A❀

• ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t c ♦❢ t②♣❡ Command.t ❛♥❞
❛ ❤❛♥❞❧❡r ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛♥s✇❡r ♦❢ t②♣❡ answer c✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣✉r❡ ❝♦❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ s❡q✉❡♥❝❡
❝❛❧❧s t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ❖♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r✐♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢
❛ ✜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r t❡r♠✐♥❛❧✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ✜❧❡ ❘❊❆❉▼❊
♦♥ ❧✐♥❡ ✷✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡①t ✐s s❡t t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❊❆❉▼❊ ✜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s ◆♦♥❡ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r✮✱ ✇❡
r❡t✉r♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❧✐♥❡ ✹✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s s♦♠❡ t❡①t✱ ✇❡ ♣r✐♥t ✐t ♦♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ▲♦❣ ♦♥ ❧✐♥❡ ✻✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
❤❛s t❡r♠✐♥❛t❡❞✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡✳

❲❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥s✇❡rs✳

✹❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳✈ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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✻✳✹✳✸ ❘✉♥s

❚♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts r✉♥s✳
❆ r✉♥ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥s✇❡rs
t♦ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❘✉♥✮✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥s R ✐s ❛ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ t②♣❡ A
❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ c ♦❢ t②♣❡ C A✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❜②✺✿

Inductive R (A : Type) : C A→ Type :=
| RunRet : ∀ (x : A), RA (Retx)
| RunCall : ∀ (c : Command.t) (a : answer c),
∀ {handler : answer c→ C A}, (RA (handler a))→
RA (Call c handler).

❆ r✉♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• ❛ r✉♥ ♦❢ ❛ ❘❡t t❤❛t ❝❛rr✐❡s t❤❡ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ x r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀

• ❛ r✉♥ ♦❢ ❛ ❈❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r a ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡ ❛♥❞ ❛ r✉♥ ♦❢ ❛ ❤❛♥❞❧❡r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡r a✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r t❡r♠s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❈♦q ✭t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥t♦ ❜r❛❝❡s✮✳ ❆ r✉♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦t❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s tr❛❝❡✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ eval✿

Fixpoint eval {A : Type} {c : C A} (r : RAc) : A :=
match r with

| RunRet x⇒ x
| RunCall c a h r ⇒ eval r
end.

❲❡ ❞❡✜♥❡ eval ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ r✉♥✳ ❲❡ r❡❝✉rs❡ ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r Ret
❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ eval ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ r✉♥✿

Fixpoint trace {A : Type} {c : C A} (r : RAc)
: list {c′ : Command.t & answer c′} :=
match r with

| RunRet x⇒ [ ]
| RunCall c′ a h r ⇒ (c′, a) :: trace r
end.

❆ tr❛❝❡ ✐s ❛ ❧✐st✻ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡✳ ❲❡ r❡❝✉rs❡ ♦✈❡r ❛ r✉♥✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡
❛♥s✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ✐♥ ❛ ❧✐st✳

✺❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r✉♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❙♣❡❝✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳
✻❙✐♥❝❡ ❈♦q ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st ❛♥❞

t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r✉♥❴♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ✿ ❘ ✉♥✐t ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ✿❂

✷ ❘✉♥❈❛❧❧ ✭❘❡❛❞❋✐❧❡ ✧❘❊❆❉▼❊✧✮ ✭❙♦♠❡ ✧❇❧❛❜❧❛✧✮ ✭

✸ ❘✉♥❈❛❧❧ ✭▲♦❣ ✧❇❧❛❜❧❛✧✮ tt ✭

✹ ❘✉♥❘❡t tt✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ❋♦r t❤❡ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠✲
♣❧❡ ♦❢ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚❤✐s r✉♥ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡

✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❘❡❛❞❋✐❧❡ ✧❘❊❆❉▼❊✧✳ ■❢ ✇❡ ❛♥s✇❡r ❙♦♠❡ ✧❇❧❛❜❧❛✧✱ t❤❡♥
✐t ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ▲♦❣ ✧❇❧❛❜❧❛✧✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r ✐s tt✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛❧❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s r✉♥ ❛s ❛
❢♦r♠ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r✐♥t❴r❡❛❞♠❡✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♥s✇❡r ❙♦♠❡ ✧❇❧❛❜❧❛✧ t♦ t❤❡ ❘❡❛❞❋✐❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ ❤♦✇ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❧♦❣ s❡r✈❡r✳

✻✳✺ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❣

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣✼✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇
✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✻✳✺✳✶ ❚❤❡ s❡r✈❡r ❤❛♥❞❧❡r

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣ s❡r✈❡r ✐s ♦❢ t②♣❡✽✿

server : Path.t→ Cookies.t→ C Response.t

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s ♦♥❡ r❡q✉❡st ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✳ ❆ r❡q✉❡st ✐s ❛ ♣❛t❤ ✭❛♥ ❯❘▲✱
❧✐❦❡ ✴❧♦❣✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✬s ❝♦♦❦✐❡s✳ ❆ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛ ▼■▼❊ t②♣❡✱
❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❝♦♦❦✐❡s ❛♥❞ ❛ ❜♦❞② ✭t②♣✐❝❛❧❧② s♦♠❡ ❍❚▼▲ ❝♦♥t❡♥t✮✳ ❚❤❡ s❡r✈❡r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s②st❡♠ ❝❛❧❧s✳
■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✼✽✻ ❧✐♥❡s ♦❢ ❈♦q ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ s❡r✈❡r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡✱ ❡①♣❡❝t ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡r✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❝❛♥♥♦t r❡t✉r♥ ❛♥② ❡①❝❡♣t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ✉s ❢♦r ❢r❡❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str✐❝t
t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q✳

✼❚❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ❈❤✐❝❦❇❧♦❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r▼■❚ ❧✐❝❡♥s❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲
❜❧♦❣✳

✽❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡r✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴▼❛✐♥✳✈ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡
r❡♣♦s✐t♦r② ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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❈♦♥str✉❝t♦r ❆r❣✉♠❡♥t ❘♦♦t ♣❛t❤
◆♦t❋♦✉♥❞

❲r♦♥❣❆r❣✉♠❡♥ts

❙t❛t✐❝ ❧✐st str✐♥❣ ✴st❛t✐❝

■♥❞❡① ✴

▲♦❣✐♥ ✴❧♦❣✐♥

▲♦❣♦✉t ✴❧♦❣♦✉t

P♦st❆❞❞ ✴♣♦sts✴❛❞❞

P♦st❉♦❆❞❞ str✐♥❣× ❞❛t❡ ✴♣♦sts✴❞♦❴❛❞❞

P♦st❊❞✐t str✐♥❣ ✴♣♦sts✴❡❞✐t

P♦st❉♦❊❞✐t str✐♥❣× str✐♥❣ ✴♣♦sts✴❞♦❴❡❞✐t

P♦st❉♦❉❡❧❡t❡ str✐♥❣ ✴♣♦sts✴❞♦❴❞❡❧❡t❡

P♦st❙❤♦✇ str✐♥❣ ✴♣♦sts✴s❤♦✇

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡ P❛t❤✳t t②♣❡✳

❚❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ r❡q✉❡st✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ str✐♥❣ ❯❘▲✱ ✐s ♣❛rs❡❞ ✐♥ ❈♦q t♦ t❤❡ s✉♠
t②♣❡ P❛t❤✳t✾✳ ❆ s✉♠ t②♣❡ ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❛ ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡ P❛t❤✳t t②♣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛✲
❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t s✉♠ t②♣❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❡❜ ❆P■ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆♦t❋♦✉♥❞ ❛♥❞ ❲r♦♥❣❆r❣✉♠❡♥ts ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❢♦r ✐❧❧✲❢♦r♠❡❞
r❡q✉❡sts✳ ❙t❛t✐❝ r❡tr✐❡✈❡s st❛t✐❝ ❝♦♥t❡♥t s✉❝❤ ❛s ❈❙❙ ✜❧❡s✳ ■♥❞❡① s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛❣❡✳ ❲❡ ✉s❡ ▲♦❣✐♥ ❛♥❞ ▲♦❣♦✉t t♦ ❧♦❣✐♥ ❛♥❞ ❧♦❣♦✉t ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❛ss✇♦r❞s ♦r
✉s❡r ♥❛♠❡s✮✳ P♦st❆❞❞ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r♠ t♦ ❛❞❞ ❛ ♣♦st✱ P♦st❉♦❆❞❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞
❛ ♣♦st✳ ❙♦ ❞♦ P♦st❊❞✐t ❛♥❞ P♦st❉♦❊❞✐t t♦ ❡❞✐t ❛ ♣♦st✳ P♦st❉♦❉❡❧❡t❡ r❡♠♦✈❡s
❛ ♣♦st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ P♦st❙❤♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ♣♦st✳

✻✳✺✳✷ ❊❞✐t ❛ ♣♦st

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ♣♦st❴❞♦❴❡❞✐t✶✵ ♦❢ P♦st❉♦❊❞✐t
r❡q✉❡sts ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❚❤✐s ❤❛♥❞❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ r❡q✉❡st ♦❢ t❤❡
❢♦r♠✿

/posts/do❴edit/url?content = content

❲❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❧♦❣❣❡❞ ✭❧✐♥❡ ✸✮✳ ■❢ s♦✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞✉❧❡ ❍❡❧♣❡rs t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ♦❢ ❛ ♣♦st ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ ✭❧✐♥❡ ✼✮✳ ■ts
t②♣❡ ✐s✿

∀A, string→ (optionPost.Header.t→ C A)→ C A

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❍❡❧♣❡rs✳❤❡❛❞❡r ✇❛✐ts ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣
t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧❡t✦ ✭❧✐♥❡ ✼✮ ✐s ❛ s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r t♦ ❝❛❧❧ ❛

✾❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ P❛t❤✳t ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴❘❡q✉❡st✳✈ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡
r❡♣♦s✐t♦r② ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

✶✵❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦st❴❞♦❴❡❞✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴▼❛✐♥✳✈ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥
t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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1 Definition post❴do❴edit (is❴logged : bool)
2 (url : string) (content : string) : C Response.t :=
3 if negb is❴logged then

4 ret Response.Forbidden
5 else

6 let! is❴success : bool := fun k ⇒
7 let! header := Helpers.header url in
8 match header with
9 | None⇒ k false

10 | Some header⇒
11 let file❴name := posts❴directory ++
12 Post.Header.file❴name header in
13 call! is❴success :=
14 UpdateFile file❴name content in
15 k is❴success
16 end in

17 ret (Response.PostDoEdit url is❴success).

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❈♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❴❞♦❴❡❞✐t ❤❛♥❞❧❡r✳

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✿

let! x := e1 in e2 ⇐⇒ e1 (λx. e2)

❲❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜② ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞ str✉❝✲
t✉r❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ st②❧❡ ❬✹✺❪✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡
♠♦♥❛❞✐❝ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r✿

Bind : ∀AB, C A→ (A→ CB)→ CB

❜✉t ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ♦✉r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡
❤♦♣❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s✶✶✳

■❢ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss st❛t✉s t♦ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k ✭❧✐♥❡ ✾✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❯♣❞❛t❡❋✐❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦st ♦♥ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ ✭❧✐♥❡ ✶✹✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❛❧❧s
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❣✶✷ ♦♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛❧❧✦ ✭❧✐♥❡ ✶✸✮ ✐s ❛ s②♥t❛❝t✐❝
s✉❣❛r ❢♦r ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

call! x := c in e ⇐⇒ Call c (λx. e)

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡t✉r♥ ❛ ♣❛❣❡ P♦st❉♦❊❞✐t ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦st ❛♥❞
t❤❡ s✉❝❝❡ss st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✭❧✐♥❡ ✶✼✮✳ ❚❤❡ ❘❡s♣♦♥s❡✳t t②♣❡ ✐s ❛ s✉♠ t②♣❡✱

✶✶❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✶✳
✶✷❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛❧❧s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❣ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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❈♦♠♠❛♥❞ ❆r❣✉♠❡♥t ❆♥s✇❡r
❘❡❛❞❋✐❧❡ string option string
❯♣❞❛t❡❋✐❧❡ string × string bool
❉❡❧❡t❡❋✐❧❡ string bool
▲✐stP♦sts string option (list header)

▲♦❣ string unit

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❈❛❧❧s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❣✳

✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♣❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛❣❡✳ ❆ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t❡r✶✸ t❤❡♥
r❡♥❞❡rs t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❚▼▲ ❝♦♥t❡♥t✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❣r❛♠ ❛ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ✐♥ ❛ t②♣❡✲s❛❢❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❈♦q
✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤✐s ❜❧♦❣ s②st❡♠✳

✻✳✻ ❈♦♠♣✐❧✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❣

❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣
s②st❡♠ t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❖❈❛♠❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✶✹✳

❚❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣✲
r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜✉t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✹✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✐❧❡s ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s t♦ t❤❡ ✐♠♣✉r❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❖❈❛♠❧✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞
❡①tr❛❝t t❤❡♠ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

✶ P❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♥t❧ ✿ ❙tr✐♥❣✳t ✲❃ t ✉♥✐t✳

✷ ❊①tr❛❝t ❈♦♥st❛♥t ♣r✐♥t❧ ❂❃ ✧▲✇t❴✐♦✳♣r✐♥t❧✧✳

❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ❈♦q ❝♦♥st❛♥t ♣r✐♥t❧ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡s ✐t t♦ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

▲✇t❴✐♦✳♣r✐♥t❧

✇❤✐❝❤ ♣r✐♥ts ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t✳ ❆❢t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛② ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr✉st❡❞ ❜❛s❡✳ ❲❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❝♦❞❡ t♦ t❤❡ ❖❈❛♠❧
❧✐❜r❛r② ❈♦❍❚❚P t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❍❚❚P ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❈♦❍❚❚P ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❧♦♦♣✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❍❚❚P r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧
✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② ❬✻✷❪✱ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t t❤r❡❛❞s ❧✐❜r❛r②
❢♦r ❖❈❛♠❧✳

✶✸❲❡ ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t❡r✳
✶✹❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❊①tr❛❝t✐♦♥✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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✶✳ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ♣♦st ❛s ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✉s❡r❀

✷✳ ✇❡ ❡❞✐t t❤✐s ♣♦st ✇✐t❤ s♦♠❡ t❡①t s❀

✸✳ ✇❡ s❤♦✇ t❤✐s ♣♦st ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t❡①t s ✇❡ ❡❞✐t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❯s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❣ ♣♦st✳

✻✳✼ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❣

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❜② ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✉s❡
❝❛s❡s ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

✻✳✼✳✶ ❯s❡ ❝❛s❡s

❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛
s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❣ ♣♦st✳ ❚❤❡ ✉s❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣
❛♥❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡s✱ ❡❞✐ts ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❜❧♦❣ ♣♦st✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❯s❡ ❝❛s❡✮✳ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ c ♦❢ t②♣❡ C A ✐s ❛
r✉♥ r ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② s♦♠❡ t②♣❡ P ✿

{

P : Type
r : P → RAc

❋♦r t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦st
t✐t❧❡ t ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♣♦st ❝♦♥t❡♥t s✳ ❆ r✉♥ r (t, s) ✇✐❧❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❣
s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✳
❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳

❚♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧❡❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❝♦rr❡❝t ❜② t②♣✐♥❣✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❡r
✉♥❧❡ss ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r✉♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥s✇❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❛r
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✱ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s s❤♦rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ s✐♠♣❧❡r
✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ s❡r✈✐❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✮✳
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✶✳ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ ❯❘▲❀

✷✳ t❤❡ ❜❧♦❣ ❝❛❧❧s t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ t♦ ❧✐st t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦sts❀

• ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r✱ ❛ ❧♦❣ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ♣r✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r ❝♦♥s♦❧❡❀

✸✳ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦sts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❯s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡✳

1 Definition index❴ok (cookies : Cookies.t)
2 (headers : listHeader.t)
3 : Run.t (Main.server Path.Index cookies).
4 simpl.
7 apply (RunCall (ListPosts ❴) (Some headers)).
8 apply (RunRet (Response.Index
9 (Cookies.is❴logged cookies)

10 headers)).
11 Defined.

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❋♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡✳

✻✳✼✳✷ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r

❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ t❛❝t✐❝ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✳ ❲❡
♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ t❛❝t✐❝ ♠♦❞❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣ ❜② st❡♣✳ ❇②
✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❞❡❜✉❣❣❡r ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣♣✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐t❡r❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ st❡♣s ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✳
❆t ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✱ ✇❡ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥s✇❡r t♦ ❣♦ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❧✳ ❚❤❡
tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❜✉❣❣❡r ✐s t❤❡♥ ❛ r✉♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤✐s ❞❡❜✉❣❣❡r ✐s s②♠❜♦❧✐❝✿ ❈♦q ❜❡✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ s②♠❜♦❧✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❜✉❣❣❡r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r✉♥✱ t❤❛t
✐s t♦ s❛② ❛ ✉s❡ ❝❛s❡✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐♥❞❡①❴♦❦✶✺ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✺✮ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r
❤❛♥❞❧❡r ❜② ❛ r✉♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦❦✐❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦st ❤❡❛❞❡rs✳ ❲❡ ❞♦
♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡s❡ r✉♥s✿ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞❡①❴♦❦ ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤❡s❡ r✉♥s ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t✶✻✳ ❚❤❡s❡ r✉♥s ✐♥t❡r♣r❡t ♦♥❡ ❝❛❧❧ ♦❢ ❦✐♥❞ ▲✐stP♦sts

❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦sts✳
❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❜✉❣❣❡r ✭t❤❡ t❛❝t✐❝ ♠♦❞❡✮✱ ✇❡ ❡♥t❡r

✶✺❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❞❡①❴♦❦ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❙♣❡❝✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲
❝❤✐❝❦✲❜❧♦❣✳

✶✻■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② t❡st✐♥❣ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ r✉♥s ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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✶ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✭✐s❴❧♦❣❣❡❞ ✿ ❜♦♦❧✮

✷ ✿ ❈✳t ❘❡s♣♦♥s❡✳t ✿❂

✸ ❝❛❧❧✦ ♣♦sts ✿❂ ▲✐stP♦sts ♣♦sts❴❞✐r ✐♥

✹ ♠❛t❝❤ ♣♦sts ✇✐t❤

✺ ⑤ ◆♦♥❡ ❂❃

✻ ❞♦❴❝❛❧❧✦ ▲♦❣ ✭✧❈❛♥♥♦t ♦♣❡♥ t❤❡ ✧ ✰✰

✼ ♣♦sts❴❞✐r ✰✰ ✧ ❞✐r❡❝t♦r②✳✧✮ ✐♥

✽ r❡t ✭❘❡s♣♦♥s❡✳■♥❞❡① ✐s❴❧♦❣❣❡❞ ❬❪✮

✾ ⑤ ❙♦♠❡ ♣♦sts ❂❃

✶✵ r❡t ✭❘❡s♣♦♥s❡✳■♥❞❡① ✐s❴❧♦❣❣❡❞ ♣♦sts✮

✶✶ ❡♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳

t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❞❡①❴♦❦ ✭t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❈♦q ✐♥t❡r♣r❡t❡r r❡♣❧✐❡s✿

✶ ✶ s✉❜❣♦❛❧s

✷ ❝♦♦❦✐❡s ✿ ❈♦♦❦✐❡s✳t

✸ ❤❡❛❞❡rs ✿ ❧✐st ❍❡❛❞❡r✳t

✹ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮

✺ ❘✉♥✳t ✭▼❛✐♥✳s❡r✈❡r P❛t❤✳■♥❞❡① ❝♦♦❦✐❡s✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝♦♦❦✐❡s ❛♥❞ ❤❡❛❞❡rs✱ ❛♥❞
❛✐♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ r✉♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r ❤❛♥❞❧❡r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛t❤ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♦❦✐❡s✳ ❲❡ ❡♥t❡r t❤❡ s✐♠♣❧ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦♥ ❧✐♥❡ ✹ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

Main.server Path.Index cookies

❚❤❡ ❈♦q ❡♥❣✐♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P❛t❤✳■♥❞❡① ✐s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛✐♥✳s❡r✈❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥✳❈♦♥tr♦❧❧❡r✳✐♥❞❡①
❤❛♥❞❧❡r✿

Main.Controller.index (Cookies.is❴logged cookies)

❲❡ ❣❡t✿

✶ ✶ s✉❜❣♦❛❧s

✷ ❝♦♦❦✐❡s ✿ ❈♦♦❦✐❡s✳t

✸ ❤❡❛❞❡rs ✿ ❧✐st ❍❡❛❞❡r✳t

✹ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮

✺ ❘✉♥✳t ✭▼❛✐♥✳❈♦♥tr♦❧❧❡r✳✐♥❞❡①

✻ ✭❈♦♦❦✐❡s✳✐s❴❧♦❣❣❡❞ ❝♦♦❦✐❡s✮✮

❲❡ ❝❛♥ ❣✉❡ss ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❛✐♥✳❈♦♥tr♦❧❧❡r✳✐♥❞❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞ ♦r ❜② ❞✐r❡❝t❧②
❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✐ts s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦♥ ❧✐♥❡ ✸ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❲❡ ❣✉❡ss t❤❛t ✐s ❛ ▲✐stP♦sts
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❝♦♠♠❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ ❢♦❧❞❡r✿

call! posts := ListPosts posts❴dir in . . .

❲❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦st ❤❡❛❞❡rs ❙♦♠❡ ❤❡❛❞❡rs ♦♥ ❧✐♥❡ ✼✿

apply (RunCall (ListPosts ❴) (Some headers)).

❚❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ✉♥✐✜❡s ♠♦❞✉❧♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

Main.Controller.index (Cookies.is❴logged cookies)

✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Call (ListPosts α) (fun a⇒ β)

■t ✐♥❢❡rs t❤❛t α ❡q✉❛❧s ♣♦sts❴❞✐r ❛♥❞ t❤❛t β ❡q✉❛❧s t❤❡ ❧✐♥❡s ✹ t♦ ✶✶ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ♦♥❝❡ ♣♦sts ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥s✇❡r ❙♦♠❡ ❤❡❛❞❡rs✿

ret (Response.Index (Cookies.is❴logged cookies) headers)

❚❤✉s✱ ❈♦q ❛♥s✇❡rs✿

✶ ✶ s✉❜❣♦❛❧s

✷ ❝♦♦❦✐❡s ✿ ❈♦♦❦✐❡s✳t

✸ ❤❡❛❞❡rs ✿ ❧✐st ❍❡❛❞❡r✳t

✹ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮

✺ ❘✉♥✳t ✭❈✳❘❡t ✭❘❡s♣♦♥s❡✳■♥❞❡①

✻ ✭❈♦♦❦✐❡s✳✐s❴❧♦❣❣❡❞ ❝♦♦❦✐❡s✮

✼ ❤❡❛❞❡rs✮✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥ ❛ ❘❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ ✽ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡s✉❧t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❤❡❛❞❡rs✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡rr♦rs
❢r♦♠ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠✱ ❜② ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ◆♦♥❡ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧ ▲✐stP♦sts✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❛❞❞✱ ❡❞✐t ❛♥❞ s❤♦✇ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ■♥ ♦✉r
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇r✐t✐♥❣ ❛ ✉♥✐t✲t❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✉♥✐t✲
t❡st ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ tr❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥s✇❡rs✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s✳

✻✳✼✳✸ ■♥✈❛r✐❛♥ts

❲❡ ♥♦✇ ✈❡r✐❢② s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❧♦❣ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛♥ ❛♥ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✉s❡r ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ❛ r❡q✉❡st ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❝❛❧❧s ♠♦❞✲
✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✿

is❴read : Command.t→ bool
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Inductive read❴only :C A→ Prop :=
| RoRet : ∀ (x : A), read❴only (Retx)
| RoCall :
∀ c (h : answer c→ C A),
is❴read c = true→
(∀ (a :answer c), read❴only (h a))→
read❴only (Call c h).

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❴r❡❛❞

❛♥s✇❡rs ❢❛❧s❡ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠✱ s✉❝❤
❛s ❯♣❞❛t❡❋✐❧❡✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t
✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✮✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡
♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② ❛♥s✇❡rs t♦ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❝❛❧❧s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ❝❛❧❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ✐s❴r❡❛❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❧② t✇♦ ❝❛s❡s t♦ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ♦✉r ✐s❴r❡❛❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✱ ✇❡ r❡❛s♦♥ ❜② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❯❘▲ ♣❛t❤s t♦ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❴♦♥❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛ r❡q✉❡st
❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✉s❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❯♥❤❛r♠❢✉❧ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✉s❡rs✮✳ ❆♥ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✉s❡r ❝❛♥✲
♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r✶✼✿

∀ (p : Path.t), read❴only (Main.server pCookies.LoggedOut)

✻✳✽ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❊❢❢❡❝t❢✉❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❛s❦❡❧❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r✐t✲
t❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❍❛s❦❡❧❧
✐s t❤❡ ■❖ ♠♦♥❛❞ t♦ ❡①♣r❡ss ✐♠♣✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❜② t②♣✐♥❣ t❤❡
✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❙✐♠♦♥ P❡②t♦♥ ❏♦♥❡s ✇r♦t❡ ❛ ♥✐❝❡ ♣❛✲
♣❡r ❬✹✾❪ ♦♥ t❤❡ ■❖ ♠♦♥❛❞ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t②♣❡ s②st❡♠
♦❢ ❈♦q ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✲t②♣❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t②♣❡s✳

❚❤❡ ❨♥♦t ♣r♦❥❡❝t ❬✹✼❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠♦♥❛❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ✐♠♣✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❢♦❝✉s❡❞ ♠♦r❡ ♦♥
t❤❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✉s✐♥❣ ❍♦❛r❡✲❧♦❣✐❝ ❬✸✷❪ ✇✐t❤
♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡② ❡①♣❧♦r❡❞

✶✼❲❡ ✈❡r✐❢② t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❙♣❡❝✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴❝♦q✲❝❤✐❝❦✲
❜❧♦❣✳

https://github.com/clarus/coq-chick-blog
https://github.com/clarus/coq-chick-blog
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❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②
❝❡rt✐✜❡❞ ❛ ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t st✉❞② t❤❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✉s❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡rs ❬✺✶❪✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❛② ✐♥ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❧❡❞ t♦ ❛ ❧♦t ♦❢
r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ♣r♦✈❡♥ s❛❢❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ♣♦✇✲
❡r❢✉❧ t❤❛♥ ♦✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ ❧✐❦❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♦r st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✳
❚❤✐s ♣♦✇❡r ❤❛s ❛ ❝♦st✿ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞
✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ■❞r✐s ❬✼❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❬✽❪✳ ❊❞✇✐♥ ❇r❛❞② ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ ❋♦✇❧❡r s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ♦r ❛ ✇❡❜ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✈❡r✐❢② ❜② t②♣✐♥❣
t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ■❞r✐s ❬✾✱ ✷✹❪✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ✇r✐t❡ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✲
❣r❛♠s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛ t♦♦❧✱ t❤❡
s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r✱ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✳

❯r✴❲❡❜ ❬✶✸❪ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡
✇❡❜ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② ❆❞❛♠ ❈❤❧✐♣❛❧❛✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ❇❛③◗✉① ❘❡❛❞❡r✶✽✱ ❛
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❙❙ ❢❡❡❞ r❡❛❞❡r✱ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯r✴❲❡❜ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❯r ❞♦❡s ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❢✉❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r♠❛❧❧②
✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ✉♥❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ✇❡❜ ♣❛❣❡s ❛♥❞ ❙◗▲ r❡q✉❡sts t❤❛♥❦s t♦ ✐ts r✐❝❤ t②♣❡
s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ❯r✴❲❡❜ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❥❡❝t✳

✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✉♥s t♦ r❡♣✲
r❡s❡♥t ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✲
✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡
❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ t❛❝t✐❝ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞
✈❡r✐❢② t❤❡s❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛♥❞ ❝❡rt✐✜❡❞ ❛ ❜❧♦❣ s②st❡♠ ✐♥ ❈♦q✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛ ✇✐❞❡r ❝❧❛ss ♦❢
♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❝❛❧❧s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦♥❛❞ ✇✐t❤ ❛ ❥♦✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s✳

✶✽❤tt♣s✿✴✴❜❛③q✉①✳❝♦♠✴

https://bazqux.com/
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❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝✉rr❡♥t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✼✳✶ ❆❜str❛❝t

❚❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦
s♣❡❝✐❢② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙♦♠❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❥✉st ❜② ♣r♦❣r❛♠ t❡st✐♥❣✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ♣r♦❣r❛♠s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q ❛s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇r✐t❡ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s❡ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❝✐❢② ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✳

✼✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t✮✱ ❛♥❞ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥t s❤❡❧❧ ✇✐t❤
❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ❛s❦s t❤❡ ❧♦❣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ ♦❢ t❤❡
✉s❡r ✭❧✐♥❡s ✷✲✸✮✱ ❛♥❞ ❛s❦s ✐t ❛❣❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t ✭❧✐♥❡s ✹✲✼✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❤❡❧❧ r✉♥s ❛♥❞ ♣r✐♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s t②♣❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r
✭❧✐♥❡s ✽✲✶✶✮✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤✐s s❤❡❧❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❛♥❞ t❤r❡❡ ❛❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡ ✉s❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳

✶✶✺
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✶ shell() :=
✷ login = get❴login()
✸ password = get❴password()
✹ until is❴valid(login, password)
✺ login = get❴login()
✻ password = get❴password()
✼ done

✽ while c = ask❴command()
✾ output = run(c)
✶✵ print(output)
✶✶ done

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳

✶✳ t❤❡ ✉s❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ❧♦❣✐♥ login❀

✷✳ t❤❡ ✉s❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ password❀

✸✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛s❦s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ login ❛♥❞ password t♦ t❤❡
❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈❡r ❛♥❞ ❣❡ts t❤❡ ❛♥s✇❡r tr✉❡❀

✹✳ t❤❡ ✉s❡r r❡q✉❡sts ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛ss✇♦r❞ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳
❲❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② t✇♦ str✐♥❣s login ❛♥❞ password✳ ❖♥ st❡♣ ✹✱
✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡ ❝❛s❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ ❛ ✉s❡r ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❲❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ t♦ r❡❛❝t t♦ s♣❡❝✐❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ❧✐❦❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞✳

❆s ❢♦r ❛♥② ♣r♦❣r❛♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠✉st ❛s❦ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s✿

✶✳ ❉♦❡s t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✉❡ ✐♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r❄

✷✳ ❉♦❡s ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❄

❲❡ ❝❛♥♥♦t ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr✉❡
✐♥t❡♥ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❡r ❛r❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❤✉♠❛♥ ✐❞❡❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡s✐❣♥
♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❛♥❞ r❡❛❞❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦
t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r✿

• t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐ts s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ✐♥ ❛❧❧ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❥✉st s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② s♦♠❡ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
✐ts❡❧❢❀
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• t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ❞r❛✇♥
♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❝❝✉rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦
❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣❛rts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
❦✐♥❞s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❚❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✐♠ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ♦✉rs❡❧❢ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❝♦✈❡r ❛❧❧
t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢②✳

❚♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ❜② ✉s✐♥❣
❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✾✾✮ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡s❡ ✉s❡
❝❛s❡s✳ ❆❧❧ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ r✉♥♥❛❜❧❡ ❛♥❞
✈❡r✐✜❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✿

• t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✶✶✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣❛❣❡ ✶✷✸✮❀

• ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q ✭♣❛❣❡ ✶✷✻✮✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t②♣❡
t❤❡♦r②❀

• ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡❜✉❣❣❡r ♠♦❞❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✭♣❛❣❡ ✶✷✽✮✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ✉s❡
❝❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✉❛❧ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀

• ❛ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❝✐❢②
♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✱ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ ❯▼▲ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭♣❛❣❡ ✶✸✷ ❛♥❞ ♣❛❣❡ ✶✸✼✮✳

✼✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛rt
❜② ✇r✐t✐♥❣ ❛ t❡st ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❧❛② t❤❡ ✉s❡

✶❖✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❡❜s✐t❡ ❝♦q✳✐♦✳

http://coq.io/
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✶ test❴shell() :=
✷ login = random❴string()
✸ password = random❴string()
✹ enter(login)
✺ enter(password)
✻ request = get❴auth❴request()
✼ assert request ✐s
✽ ✧❝❤❡❝❦✭❧♦❣✐♥✱ ♣❛ss✇♦r❞✮✧
✾ answer❴auth(true)
✶✵ test❴commands()

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ t❡st ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✳

✶ test❴shell❴coq(login, password) :=
✸ enter(login)
✹ enter(password)
✺ request = get❴auth❴request()
✻ assert request ✐s
✼ ✧❝❤❡❝❦✭❧♦❣✐♥✱ ♣❛ss✇♦r❞✮✧
✽ answer❴auth(true)
✾ test❴commands❴coq()

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ t❡st ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈♦q✳

❝❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✮✳ ❚❤✐s ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ s✐♠✉❧❛t❡s ❛ ✉s❡r ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ❧♦❣✐♥ ❛♥❞ ❛
♣❛ss✇♦r❞ ✭❧✐♥❡s ✷✲✺✮✱ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t t❤❡ s❤❡❧❧ ❛s❦s ❢♦r t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐s✲
s✐♦♥ ✭❧✐♥❡s ✼✲✽✮✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢❛❦❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✾✮ ❛♥❞ t❡st t❤❡
❝♦♠♠❛♥❞s ❧♦♦♣ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❡st❴❝♦♠♠❛♥❞s ✭❧✐♥❡ ✶✵✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✱ t❤✐s
t❡st ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ login ❛♥❞ password ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② ♠✐ss s♦♠❡ ❝♦r♥❡r ❝❛s❡ ❡rr♦rs ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥
✐❢ t❤❡ ❧♦❣✐♥ ✐s ❡♠♣t②❄✮✱ ♦r ♠✐ss s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✳

❚❡sts ❛s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ♦✉r ✜rst ✐❞❡❛ ✐s t♦
✇r✐t❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ t❡st ✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✧✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❞♦ ♥♦t ❣♦ ✇r♦♥❣✧ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s t❡st ✇✐❧❧
s✉❝❝❡❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ login ❛♥❞ password ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✮✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✱ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤✐s t❡st ✧t②♣❡ ❝❤❡❝❦s✧✱
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ login ❛♥❞ password t❤❡ t❡st ✇✐❧❧ s✉❝❝❡❡❞✷✳
❚❤✐s t❡st ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡
✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ✉s❡ ❝❛s❡s ❛s t❡sts✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❣r❛s♣
❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇♦r❦✢♦✇✳

✷❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠
r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳
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❋♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡s ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❈♦q ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ❢♦r ❢r❡❡✳
❇❡❝❛✉s❡ ❈♦q ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛✲
t♦rs t♦ ❛❞❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t♦ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭♣❛❣❡ ✶✶✾✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ✇r✐t❡ t❡st ♣r♦❣r❛♠s
✇❤✐❝❤ ✐♥str✉♠❡♥t ♦t❤❡r ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✭♣❛❣❡ ✶✷✽✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱ t❤❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s
❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡♠❜❡❞
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛ss❡rt✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡✳

❆ ♣r♦✈❡r ❛s ❛ ❞❡❜✉❣❣❡r ❖✉r s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦✈❡r ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q ❛s
❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r t♦ ❜♦t❤ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✭♣❛❣❡ ✶✷✾✮✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❈♦q ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s②♠❜♦❧✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✻✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ♦✉r
✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧ ✐s ❞♦♥❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ t❡st ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❧❧ ✭t❤❡
♦♥❧② ♥♦♥✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐♥ ❧♦♦♣✱ ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ✭❛ ♠♦❞❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❡r♠ ♣✐❡❝❡ ❜② ♣✐❡❝❡✮✱
t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ❛♣♣❡❛rs st❡♣ ❜② st❡♣✱ ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡
❛✉t♦♠❛t✐❝ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❢❛✐❧✱ ✇❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❣❡t st✉❝❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s y ≥ 0 t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

if x2 + y ≥ 0 then A else B

❝♦✉❧❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❜② r❡❞✉❝❡❞ t♦ A✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛✳
❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❜♦t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✛❡rs ❛ ❧♦t ♦❢
❝♦♥tr♦❧ t♦ ✇r✐t❡ ❜♦t❤ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✉s❡ ❝❛s❡s✳

✼✳✹ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✼✳✹✳✶ ❊✛❡❝ts

❆♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s r❡♣r❡s❡♥t ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❞♦ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t♦ r❛✐s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦r t♦
♠♦❞✐❢② st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
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Inductive command : Type:=
| Print (s : string)
| ReadLine.

Definition answer (c : command)
: Type:=
match c with
| Print ❴⇒ unit
| ReadLine⇒ option string
end.

Definition terminal❴effect : Effect :=
Effect.New command answer.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❊✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
t②♣❡ ❊❢❢❡❝t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✸✿

Record Effect := New {
command : Type;
answer : command→ Type }.

❚❤✐s r❡❝♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t②♣❡s✿

• t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ t②♣❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❝❛❧❧❀

• t❤❡ ❛♥s✇❡r t②♣❡✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❝❛❧❧✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥s✇❡rs
❢♦r ❛ ❝❛❧❧✳

❆♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡❧② ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❧s✱ ♦♥❧② t❤❡✐r t②♣❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ❧❛t❡r ✭♣❛❣❡ ✶✸✼✮✳
❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❛♥②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣✉r❡❧②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str✉❝ts ♦r ❜② ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✱ ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
t♦ ❞✐s♣❧❛② ♦r r❡❛❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✳ ❆ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ Pr✐♥t

♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ♠❡ss❛❣❡ str✐♥❣ ♦r ❛ ❘❡❛❞▲✐♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✬s ❛♥s✇❡r t♦ ❛ Pr✐♥t ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ♦❢ t②♣❡ ✉♥✐t✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ t②♣❡✳
❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✬s ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ❘❡❛❞▲✐♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ♦❢ t②♣❡ ♦♣t✐♦♥ str✐♥❣✿
t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❡✐t❤❡r ◆♦♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r ♦r Some s ✭✇✐t❤ s ❛ str✐♥❣✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
s✉❝❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❛ s✉♠ t②♣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② t✇♦
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝ts t♦❣❡t❤❡r✳

✸❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❊❢❢❡❝t✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲
✐♦✴✐♦✳

https://github.com/coq-io/io
https://github.com/coq-io/io
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❊✛❡❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡✛❡❝t
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s E1 ❛♥❞ E2 ❜②✹✿

Definition compose (E1 E2 : Effect) : Effect :=
Effect.New

(Effect.command E1 + Effect.command E2)
(fun c⇒
match c with

| inl c1 ⇒ Effect.answer E1 c1
| inr c2 ⇒ Effect.answer E2 c2
end).

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡✛❡❝ts E1 ❛♥❞ E2

❛s t❤❡ s✉♠ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ E1 ❛♥❞ E2✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥s✇❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

✼✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t r❛✐s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❛♠❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❈♦q ✐s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✈❡r✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ❜✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠s✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ tr✉st❡❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r ♦r t❤❡ ✉s✉❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✺✾❪ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✲
t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② E ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
t②♣❡ C E A✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✺✿

CoInductive C (E : Effect) : Type→ Type :=
| Ret : ∀A, ∀ (e : A), C E A
| Call : ∀ c, C E (Effect.answerE c)
| Let : ∀AB, ∀ (e1 : C E A) (e2 : A→ C EB), C EB
| Join : ∀AB, ∀ (e1 : C E A) (e2 : C EB), C E (A×B).

❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• Ret e✱ t❤❡ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ A✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②
✈❛❧✐❞ ❈♦q ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ A❀

• Call c✱ t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Effect.answerE c❀

✹❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❊❢❢❡❝t✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲
✐♦✴✐♦✳

✺❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❈✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲
✐♦✴✐♦✳

https://github.com/coq-io/io
https://github.com/coq-io/io
https://github.com/coq-io/io
https://github.com/coq-io/io
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• Let e1 e2✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ e2 ✭r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t②♣❡ C EB✮ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A✳ ❚❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v1 ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ e2 v1❀

• Join e1 e2✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s e1 ❛♥❞ e2✳ ❚❤✐s
♦♣❡r❛t♦r ✇❛✐ts t✐❧❧ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ e1 ❛♥❞ e2 ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ r❡✲
t✉r♥s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ e1 ❛♥❞ e2✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ e1 ❛♥❞ e2 ✐s ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡✐✲
t❤❡r t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♦r ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠♦♥❛❞s ❬✻✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✐♠♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣✉r❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡❞ ❜② t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs Return ❛♥❞ Bind✳ ❚❤❡s❡
♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ Ret ❛♥❞ Let ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ♥♦t t♦ ❝❛❧❧ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛ ♠♦♥❛❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s✿

∀x f, Bind (Returnx) f = f x

❛r❡ ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✻✳

✼✳✹✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r✉♥ ✐♥s✐❞❡ ❈♦q✳
❚♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❖❈❛♠❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ❬✹✵❪ ♦❢ ❈♦q✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❏♦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣
t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧✐❜r❛r② ▲✇t ❬✻✷❪ ✭❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✮✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ✐s ♥♦t ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t ②❡t ❛♥❞ ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦✉r tr✉st ❜❛s❡✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❛①✐♦♠s t♦ t❤❡ ❈♦q ❢♦r♠❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✼✳✹✳✹ ■❧❧✉st❛t✐♦♥

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
{

let! x := e1 in e2
do! e1 in e2

❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
{

Let e1 (fun x⇒ e2)
Let e1 (fun ❴⇒ e2)

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳ ❚❤❡
t②♣❡ ♦❢ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ✐s ✧C terminal❴effect unit✧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ t②♣❡ ✉♥✐t ❛♥❞ ❞♦✐♥❣ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts t♦
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✳ ❲❡ ♣r✐♥t ❛ ✇❡❧❝♦♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✭❧✐♥❡ ✷✮

✻❆t ❧❡❛st ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❈♦q✳
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✶ Definition your❴name : C terminal❴effect unit :=
✷ do! Call (Print ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧) in
✸ let! name := Call ReadLine in

✹ match name with

✺ | None⇒ Ret ()
✻ | Somename⇒ Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name))
✼ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❚❤❡ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❛♥❞ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✭❧✐♥❡ ✸✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❘❡❛❞▲✐♥❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ✭❧✐♥❡ ✺✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ✭❧✐♥❡ ✻✮✱ ✇❡ ♣r✐♥t t❤❡
✉s❡r ♥❛♠❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✧❍❡❧❧♦✧ ♠❡ss❛❣❡✳

✼✳✺ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❝❛❧❧ ❡✛❡❝t❢✉❧
❝♦♠♠❛♥❞s ♦r t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜✉t
♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❣❡♥❡r✐❝ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣✲
❡r❛t♦rs ❛❜str❛❝t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s✼✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
♦❢ t❤❡ tr❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ r✉♥s✳

✼✳✺✳✶ ❚r❛❝❡s

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ tr❛❝❡s
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❚r❛❝❡s✮✳ ❋♦r ❛♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ E✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ tr❛❝❡s T E ✐s
t❤❡ t②♣❡ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✽✿

CoInductive T (E : Effect) : Type :=
| TRet : T E
| TCall : ∀ c (a : Effect.answerE c), T E
| TLet : T E → T E → T E
| TJoin : T E → T E → T E.

❆ tr❛❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r✿

• t❤❡ ❡♠♣t② tr❛❝❡ TRet ❢♦r ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀

✼❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❡q✉❛❧ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡q✉❛❧ ❜② ❈♦q✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥②
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ✭✉♥✐q✉❡✮ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s r✉❧❡s
♦❢ ❈♦q✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ❛♥② r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳

✽❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❚r❛❝❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴✐♦✳

https://github.com/coq-io/io
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• t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛❧❧ TCall c a ❢♦r ❛ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥s✇❡r a❀

• t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ TLet t1 t2 ♦❢ t✇♦ tr❛❝❡s❀

• t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ TJoin t1 t2 ♦❢ t✇♦ tr❛❝❡s✳

❚❤❡ tr❛❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ tr❡❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢
♥♦❞❡s✱ ❚▲❡t ❛♥❞ ❚❏♦✐♥✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡
t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ tr❛❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❱❛❧✐❞ tr❛❝❡s✮✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ C E A✱ ❛ tr❛❝❡ t

♦❢ t②♣❡ T E ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ v ♦❢ t②♣❡ A✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ e
t
−−→ v ❛ss❡rts t❤❛t t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ❛❝❝❡♣ts t❤❡ tr❛❝❡ t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡rs
t♦ t❤❡ ❝❛❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s✾✿

Ret v
TRet
−−−→ v Call c

TCall c a
−−−−−→ a

e1
t1−→ v1 e2 v1

t2−→ v2

Let e1 e2
TLet t1 t2−−−−−−→ v2

e1
t1−→ v1 e2

t2−→ v2

Join e1 e2
TJoin t1 t2−−−−−−−→ (v1, v2)

❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜♦t❤ ❛ss❡rts ✇❤✐❝❤ tr❛❝❡s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡✳ ❇② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t✶✵✿ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞
tr❛❝❡ t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ v s✉❝❤ t❤❛t e

t
−−→ v✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥

❛♥s✇❡r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t t②♣❡ t♦ ❛ ❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❤❛s t♦
♣r❡❝✐s❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
tr❛❝❡s s❡♠❛♥t✐❝✳

✼✳✺✳✷ ❘✉♥s

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts
♣♦ss✐❜❧❡ r✉♥s✳ ❆ r✉♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ❛ tr❛❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s
tr❛❝❡ ❛♥❞ ❛ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❘✉♥✮✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ C E A✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐ts r✉♥s

✾❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞ tr❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❚r❛❝❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴✐♦✳
✶✵❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✲r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t t❤✐s ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

❜② ♠✉t✉❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛❧✐❞ tr❛❝❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❧✐❦❡ ❆❣❞❛✳

https://github.com/coq-io/io
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❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t v ♦❢ t②♣❡ A ✐s t❤❡ t②♣❡ R e v✱ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

CoInductive R (E : Effect) : ∀A, C E A→ A→ Type :=
| RRet : ∀A (v : A), R (Ret v) v
| RCall : ∀ c (a : Effect.answerE c), R (Call c) a
| RLet : ∀AB (e1 : C E A) v1 (e2 : A→ C EB) v2,
R e1 v1 → R (e2 v1) v2 → R (Let e1 e2) v2

| RJoin : ∀AB (e1 : C E A) v1 (e2 : C EB) v2,
R e1 v1 → R e2 v2 → R (Join e1 e2) (v1, v2).

❆ r✉♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❘❡t ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ✈❛❧✉❡ v❀

• t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❈❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r a ❢r♦♠ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦❢ t②♣❡ Effect.answerE c❀

• t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ▲❡t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ e2 ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ e1✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r✉♥ ♦❢ e1 ❛♥❞ ❛ r✉♥ ♦❢ e2 v1❀

• t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❏♦✐♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s e1 ❛♥❞ e2✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r✉♥s
❢♦r e1 ❛♥❞ e2✳ ◆♦t❤✐♥❣ ✐s s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ e1 ❛♥❞ e2✱ ✇❡ ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛ r✉♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s✱
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇✐t❤✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs
♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s
t♦ ❞❡✜♥❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
♣r♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✼✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ r✉♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s✿



















of❴run : ∀E A (e : C E A) (v : A) (r : R e v),

{t : T E | x
t
−→ v}

to❴run : ∀E A (e : C E A) (t : T E) (v : A),

e
t
−→ v → R e v

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rt ❛ r✉♥ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡ ♦r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡ t♦ ❛ r✉♥✳
❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r✉♥ s❡♠❛♥t✐❝ ✐s ❧❡ss s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❜❡✲

❝❛✉s❡ ❛ r✉♥ ✐s ❜♦t❤ ❛ tr❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❛t❛ t②♣❡✮ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛
tr❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ ❛ tr❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ r✉♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ✉s❡✳



✶✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✼✳✻ ❋♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s

❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ t❡①t✉❛❧ ♦r ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♠❡t❛♣❤♦rs✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡
❝❛s❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❧✐st ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✼✳✻✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ tr❛❝❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❯s❡ ❝❛s❡s✮✳ ❋♦r ❛♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ E ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t t②♣❡ A✱
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s U E A ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ C E A ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t②♣❡ T E ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t②♣❡ A✿

U E A := T E ×A→ Prop

■♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡s✉❧t ✐s ♦❢t❡♥ ❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✲
✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦st ♣r♦❣r❛♠s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧✐✈❡ ✐♥ C E unit✱ s♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡s✉❧t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♥✐t
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛ r❡t✉r♥ t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✉♥✐t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❱❛❧✐❞ ✉s❡ ❝❛s❡s✮✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ C E A ✈❡r✐✜❡s ❛ ✉s❡
❝❛s❡ u ✇❤❡♥✿

∀ (t : T E) (v : A), u (t, v)→ e
t
−−→ v

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♠✉st ❛❝❝❡♣t ❛❧❧ t❤❡ tr❛❝❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ u✳ ❆s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✶✶ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡✱
✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ tr❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡s✮✳ ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ E ❛♥❞ ❛ r❡t✉r♥ t②♣❡ A ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡✿

U E A := {P : Type & ((P → A)× (P → T E))}

❆ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❛ t②♣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs P ❀

✶✶▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ ❈♦q✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛ t②♣❡ A ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t②♣❡ P ❛♥❞ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ f : P → A ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✿

ϕ : A → Prop
a 7→ ∃ (p : P ), f p

❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❛ s✉❜s❡t ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ϕ : A → Prop ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
t②♣❡✿

P = {a : A |ϕa}

❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ P t♦ A✳



✼✳✻✳ ❋❖❘▼❆▲ ❯❙❊ ❈❆❙❊❙ ✶✷✼

✶✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧❀

✷✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛s❦s t♦ r❡❛❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡❀

✸✳ t❤❡ ✉s❡r ❛♥s✇❡rs ❜② t❤❡ str✐♥❣ name❀

✹✳ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str✐♥❣ name✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ■♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡✳

• ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s❀

• ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ tr❛❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❱❛❧✐❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡s✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e
✈❡r✐✜❡s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡ u = (P, v, t) ✐❢✿

∀ (p : P ), e
t p
−−−→ v p

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♣r❡♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ✉s❡ ❝❛s❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭❯s❡ ❝❛s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ u1 = (P1, v1, t1) ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s
❛ ✉s❡ ❝❛s❡ u2 = (P2, v2, t2) ✐❢✿

∀ p2 : P2, ∃ p1 : P1,

{

v1 p1 = v2 p2
t1 p1 =CO t2 p2

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❯▼▲ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳
❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❉✉❡ t♦ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐t② =CO ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦q ❡q✉❛❧✐t②
❢♦r t❤❡ tr❛❝❡s✳

✼✳✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿

tlet! t1 in t2 := TLet t1 t2

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✭♣❛❣❡ ✶✷✸✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s
✉s❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡ r❡t✉r♥s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ✉♥✐t✱ s♦ t❤❡ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❯s✐♥❣ ❛ t②♣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs str✐♥❣ ❢♦r t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ name✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛❝❡s ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❲❡ st❛t❡ t❤❛t
t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠✉st st❛rt ❜②
❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧ ✭❧✐♥❡ ✷✮✳
❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥s✇❡rs t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ () t♦ t❤✐s ♣r✐♥t✐♥❣ ❝❛❧❧✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡
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✶ Definition your❴name❴uc (name : string) : T E :=
✷ tlet! (TCall (Print ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧) ()) in
✸ tlet! (TCall ReadLine (Somename)) in
✹ TCall (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name)) ().

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡✳

t❤✐s ❝❛❧❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❛s❦ t♦ r❡❛❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐✲
♥❛❧ ✭❧✐♥❡ ✸✮✳ ❚♦ t❤✐s ❝❛❧❧ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥s✇❡rs Somename✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡
str✐♥❣ name ✇✐t❤ ♥♦ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st t❡r♠✐♥❛t❡ ❜② ♣r✐♥t✐♥❣ t❤❡
♠❡ss❛❣❡ ✧❍❡❧❧♦ ✧+ name ✭❧✐♥❡ ✹✮✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝ts t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r name✱ t❤❡ tr❛❝❡✿

your❴name❴uc name : T E

✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ tr❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✈❡r②
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
■♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡s✱
❤❛✈✐♥❣ ❥✉st ♦♥❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡
✉s❡ ❝❛s❡ ✐ts❡❧❢✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡
❝❛s❡s✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
✈❡r✐✜❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡✳

✼✳✼ ❯s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡❢✐♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ r✉♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r✉♥ ❛♥❞ ❛ tr❛❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✐ts tr❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✼✳✼✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭❯s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r r✉♥s✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✉s❡
❝❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ C E A ❜②✶✷✿

UR e := {P : Type & {f : P → A & ∀ p : P, R e (f p)}}

❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❛ t②♣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs P ❀

✶✷❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴❯s❡❈❛s❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴✐♦✳

https://github.com/coq-io/io
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• ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦❢ t②♣❡ P → A ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ e❀

• ❛ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② P ✱ ♦❢ r❡s✉❧t f p ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r p✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ UR ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② s❛t✲
✐s❢❛❝t♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✈❡r✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ✭♦♥❧② ✐ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♦❢t❡♥
✈❡r✐❢② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ s♦ t❤✐s ✐s ❧❡ss ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✲
✈❡rt ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐♥ UR e t♦ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t②♣❡ U E ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♦❢❴r✉♥ ✭♣❛❣❡ ✶✷✺✮✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s r✉♥s ✐♥t♦ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛❝❡s✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
tr❛❝❡s ❛r❡ t✇♦ ❢♦❧❞s✿

• ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐♥ UR e ✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✱ s♦ ✇❡
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♣r♦♦❢❀

• ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s
♠♦❞❡ ❧✐❦❡ ❛ ❞❡❜✉❣❣❡r✱ t♦ st❡♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ✇❤✐❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ r✉♥s✳

✼✳✼✳✷ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛✇ λ✲t❡r♠s✮✱ ❈♦q
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❛❝t✐❝s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❡r♠ ♣✐❡❝❡ ❜②
♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤♦❧❡s t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱
t❤✐s ♠♦❞❡ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r✉♥✳ ❚❤❡
♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡ r✉♥ t②♣❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✱
t❤❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ R e′ v ✇❤❡r❡ e′ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✱ ✇❡ st❛rt t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❜② st❛t✐♥❣✿

Definition your❴name❴uc (name : string) : R your❴name ().

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ r✉♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ str✐♥❣ name✳ ❈♦q ❛♥s✇❡rs ✉s✿

✶ s✉❜❣♦❛❧
name : string
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮
R your❴name ()

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r name✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤



✶✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

❛ do! ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✭♦♥ ❧✐♥❡ ✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r ❢♦r ❛ ▲❡t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤❡ r✉♥ ♠✉st st❛rt ❜② ❛ ❘▲❡t ❛♥❞ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ r✉♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥str✉❝t♦r ❘▲❡t✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts✿

eapply RLet.

❈♦q ❛♥s✇❡rs✿

✷ s✉❜❣♦❛❧s
name : string
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✷✮
R (Call (Print ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧)) ?70
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✷✴✷✮
R (
let! name := Call ReadLine in

match name with

| Somename⇒ Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name))
| None⇒ Ret ()
end)
()

❲❡ ♥♦✇ st❡♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦✦ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♠✉st ✜❧❧ t✇♦ r✉♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✦✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳

❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❝❛❧❧✳ ❲❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❛♥t❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣
♦❢ ❛ ✇❡❧❝♦♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ✜❧❧ t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧
✇✐t❤✿

apply (RCall (Print ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧) ()).

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ♣r✐♥t t❤✐s ♠❡ss❛❣❡✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❛♥s✇❡rs t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ()✳ ❇② t②♣✐♥❣✱ ❈♦q ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ r✉♥
❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧❡t t❤❡ str✐♥❣ ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧
✐♠♣❧✐❝✐t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q t♦ ✐♥❢❡r ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✿

apply (RCall (Print ❴) ()).

❚♦ ✜❧❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❜② st❡♣♣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ let!
✉s✐♥❣ ❡❛♣♣❧② ❘▲❡t✳ ❈♦q r❡♣❧✐❡s✿

✷ s✉❜❣♦❛❧s
name : string
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✷✮
R (Call ReadLine) ?99
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✷✴✷✮
R (
match ?99 with

| Somename⇒ Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name))
| None⇒ Ret ()
end)
()
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✶ Definition your❴name❴uc (name : string)
✷ : R your❴name ().
✸ eapply RLet. apply (RCall (Print ❴) ()).
✹ eapply RLet. apply (RCall ReadLine (Somename)).
✺ apply (RCall (Print (❴+ name)) ()).
✻ Defined.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❯s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ②♦✉r❴♥❛♠❡ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r✉♥✳

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ?99 ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ✜❧❧ t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ❜② st❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠✉st ❛s❦ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡✱ t♦ ✇❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥s✇❡rs
t❤❡ name str✐♥❣✿

apply (RCall ReadLine (Somename)).

❚❤❡ ❈♦q s②st❡♠ ❜♦t❤ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤✐s r✉♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡rs
t❤❛t ?99 ✐s t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✱ s♦ Somename✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧ ❜❡❝♦♠❡s✿

✶ s✉❜❣♦❛❧
name : string
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮
R (
match Somename with

| Somename⇒ Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name))
| None⇒ Ret ()
end)
()

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦✿

✶ s✉❜❣♦❛❧
name : string
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴✭✶✴✶✮
R (Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name)) ()

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡✿

apply (RCall (Print (❴+ name)) ()).

❚♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❡♥t❡r✿

Defined.

❲❡ r❡s✉♠❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✳
❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ tr❛❝❡s ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛② t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ st❡♣ ❜② st❡♣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡ r❡❛❝ts t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✬s ❛♥s✇❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
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❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ②♦✉r❴♥❛♠❡✱ t♦ ❣✉✐❞❡ ♦✉r
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡r t❤❡ str✐♥❣ ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡
♦❢ ❈♦q ♣❧❛②❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣
❜② st❡♣ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

{

rlet! r1 in r2 := RLet r1 r2
rdo! r1 in r2 := RLet (A := unit) r1 r2

✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡✿

✶ Definition your❴name❴uc (name : string)
✷ : R your❴name () :=
✸ rdo! (RCall (Print❴) ()) in
✹ rlet! (RCall ReadLine (Somename)) in
✺ RCall (Print (❴+ name)) ().

❚❤✐s ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧❡r t♦ r❡❛❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧❛② ✐t st❡♣ ❜②
st❡♣✳

✼✳✽ ■♠♣♦rt❛♥t ♣❛tt❡r♥s

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛tt❡r♥s ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✳

✼✳✽✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ s♠❛❧❧ ✉s❡ ❝❛s❡s t♦ ❢♦r♠
❧❛r❣❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❝♦♠♣♦s❡ s♠❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❢♦r♠ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ②♦✉r❴♥❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿

✶ Definition get❴name : C E (option string) :=
✷ do! Call (Print ✧❲❤❛t ✐s ②♦✉r ♥❛♠❡❄✧) in
✸ Call ReadLine.
✹

✺ Definition your❴name′ : C E unit :=
✻ let! name := get❴name in
✼ match name with

✽ | None⇒ Ret ()
✾ | Somename⇒ Call (Print (✧❍❡❧❧♦ ✧+ name))
✶✵ end.
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✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡t❴♥❛♠❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❡✐t❤❡r Some name ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss
♦r None ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ♦♥❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

✶ Definition get❴name❴uc (name : string)
✷ : R get❴name (Somename).
✸ eapply Let. apply (RCall (Print ❴) ()).
✹ apply (RCall ReadLine (Some name)).
✺ Defined.
✻

✼ Definition your❴name❴uc′ (name : string)
✽ : R your❴name′ ().
✾ eapply Let. apply (get❴name❴uc name).
✶✵ apply (RCall (Print (❴+ name)) ()).
✶✶ Defined.

❚❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❣❡t❴♥❛♠❡❴✉❝ r❡t✉r♥s ❛ r✉♥ ♦❢ t②♣❡✿

R get❴name (Somename)

s❛②✐♥❣ t❤❛t ✐t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡t❴♥❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ r❡s✉❧t Somename✳
■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ②♦✉r❴♥❛♠❡❴✉❝✬✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r name ♦♥ ❧✐♥❡ ✾ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡t❴♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ②♦✉r❴♥❛♠❡✬✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡s❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✳

■♥ ❯▼▲ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡
❛♥❞ ❡①t❡♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ u1 ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ u2 ✐❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ u1 ❝❛❧❧s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ u2✳ ❆ ✉s❡ ❝❛s❡ u1 ❡①t❡♥❞s ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ u2 ✐❢✱ ✉♥❞❡r
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ u2 ❝❛❧❧s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ u1✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❈♦q ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡
❝❛s❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ✐❢ ♦✈❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

✼✳✽✳✷ ❘❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ t✇♦ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s
❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♠❛♣❴s❡q ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
❛♣♣❧✐❡s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐st ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣❴s❡q ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ E ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡s A ❛♥❞ B✳ ■❢ t❤❡ ❧✐st l
✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st ✭❧✐♥❡ ✺✮✳ ■❢ t❤❡ ❧✐st ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❤❡❛❞ x
❛♥❞ ♦❢ ❛ t❛✐❧ xs✱ ✇❡ ❛♣♣❧② f t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ t❛✐❧
t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♥❡✇ ❧✐st ♦❢ t②♣❡ listB ✭❧✐♥❡ ✾✮✳

❆ ❣❡♥❡r✐❝ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛♣❴s❡q s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f ✱ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

R (f x) y
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✶ Fixpoint map❴seq E AB
✷ (f : A→ C EB) (l : listA)
✸ : C E (listB) :=
✹ match l with
✺ | [ ]⇒ Ret [ ]
✻ | x :: xs⇒
✼ let! y := f x in

✽ let! ys := map❴seq f xs in

✾ Ret (y :: ys)
✶✵ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❛♣❴s❡q ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❢♦r s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ x✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ f ✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t y✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡
t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ f ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❜♦t❤ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r z✿

R (f (x z)) (y z)

❆ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠❛♣❴s❡q r❡♣❡❛ts t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ t②♣❡ ❢♦r ♦✉r ❣❡♥❡r✐❝ ✉s❡
❝❛s❡ ❢♦r ♠❛♣❴s❡q ✐s✿

map❴seq❴uc : ∀E ABC (f : A→ C EB)
(l : listC) (x : C → A) (y : C → B)
(uf : ∀ z, R (f (x z)) (y z)),
R (map❴seq f (mapx l)) (map y l)

❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ E ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡s A✱ B
❛♥❞ C✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs l t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ♠❛♣❴s❡q
✭mapx l✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♣ ✐s t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧✐st✮
t♦ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts r❡s✉❧ts✱ map y l✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❧✐st l ✐s ♥♦t t❤❡ ❧✐st l ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛♣❴s❡q✳ ❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ uf ♦✈❡r t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♠❛♣❴s❡q❴✉❝ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ♠❛♣❴s❡q✳ ❲❡ r❡❛s♦♥ ❜② ❝❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs l✿

destruct l as [|z zs].

■❢ t❤❡ ❧✐st l ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣❴s❡q r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st ✇✐t❤ ♥♦ ❡✛❡❝t❢✉❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

apply RRet.

■❢ t❤❡ ❧✐st l ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❤❡❛❞ z ❛♥❞ ❛ t❛✐❧ zs✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣❴s❡q ❝❛❧❧s ✐♥
s❡q✉❡♥❝❡ f ♦♥ x z ❛♥❞ ♠❛♣❴s❡q ♦♥mapx zs✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✉s❡ ❝❛s❡s✿

eapply RLet. apply (uf z).
eapply RLet. apply (map❴seq❴uc f zs x y uf ).
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✶ Fixpoint map❴seq❴ucE ABC (f : A→ C EB)
✷ (l : listC) (x : C → A) (y : C → B)
✸ (uf : ∀ z, R (f (x z)) (y z)) {struct l}
✹ : R (map❴seq f (mapx l)) (map y l).
✺ destruct l as [|z zs].
✻ − apply RRet.
✼ − eapply RLet. apply (uf z).
✽ eapply RLet. apply (map❴seq❴uc f zs x y uf ).
✾ apply RRet.
✶✵ Defined.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❯s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛♣❴s❡❝✳

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❧✐♥❡ ✽
♦❢ ♠❛♣❴s❡q✿

apply RRet.

❲❡ r❡s✉♠❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣❴s❡q❴✉❝ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✳

✼✳✽✳✸ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝②

❲❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛♣❴s❡q ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❏♦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✿

✶ Fixpoint map❴par E AB (f : A→ C EB) (l : listA)
✷ : C E (listB) :=
✸ match l with
✹ | [ ]⇒ Ret [ ]
✺ | x :: xs⇒
✻ let! (y, ys) := Join (f x) (map❴par f xs) in
✼ Ret (y :: ys)
✽ end.

❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ✻✱ ✇❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ f ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥t x ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❛✐❧
❡❧❡♠❡♥ts xs ♦❢ t❤❡ ❧✐st l✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣❴♣❛r ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉s❡
❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♣❴s❡q✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ f ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t
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✶ CoFixpoint say❴hi : C E unit :=
✷ do! Call (Print ✧❙❛② ❤✐✿✧) in
✸ let! s := Call ReadLine in

✹ match s with

✺ | None⇒ Ret ()
✻ | Some s⇒
✼ if s == ✧❤✐✧ then

✽ Ret ()
✾ else

✶✵ say❴hi
✶✶ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ✧❤✐✧✳

♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ ✇❡ ♣❧❛② ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ f ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❘❏♦✐♥✿

✶ Fixpoint map❴par❴ucE ABC (f : A→ C EB)
✷ (l : listC) (x : C → A) (y : C → B)
✸ (uf : ∀ z, R (f (x z)) (y z)) {struct l}
✹ : R (map❴par f (mapx l)) (map y l).
✺ destruct l as [|z zs].
✻ − apply RRet.
✼ − eapply RLet. apply (
✼ RJoin (uf z) (map❴par❴uc f zs x y uf )).
✾ apply RRet.
✶✵ Defined.

❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛♣❴♣❛r ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✿

mapx l

t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✿
map y l

❛s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♠❛♣❴s❡q✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ uf ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r z ❜✉t ♥♦t t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
♦❢ f ✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣❴♣❛r ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ f ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳

✼✳✽✳✹ ◆♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ✧❤✐✧
✉♥t✐❧ ✐t ❣❡ts ✐t ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❜❡❝❛✉s❡
✐t ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❈♦❋✐①♣♦✐♥t ❦❡②✇♦r❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✮✳

●✐✈❡♥ ❛ str❡❛♠ ✭❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐st✮ ♦❢ str✐♥❣s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✧❤✐✧✱ ✇❡ ❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢



✼✳✾✳ ❉❊❋■◆■❚■❖◆❙ ❖❋ ❊❋❋❊❈❚❙ ✶✸✼

✶ CoFixpoint say❴hi❴uc
✷ (l : stream{s : string | s 6= ✧❤✐✧}) : R say❴hi ().
✸ destruct l as [[sH] l].
✹ eapply RLet. apply (RCall (Print ❴) ()).
✺ eapply RLet. apply (RCall ReadLine (Some s)).
✻ rewrite (string❴not❴eqH).
✼ apply (say❴hi❴uc l).
✽ Defined.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ◆♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❛②❴❤✐✳

t❤✐s str❡❛♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ s❛②❴❤✐❴✉❝ ❜② ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ str❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r l ♦♥
❧✐♥❡ ✸ ❛s ❛ tr✐♣❧❡ (s,H, l)✱ ✇✐t❤ s t❤❡ ✜rst str✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✱ H ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t s
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✧❤✐✧✱ ❛♥❞ l t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ✹
❛♥❞ ✺✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ♣r✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r t❤❡ str✐♥❣ s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s H ♦♥ ❧✐♥❡ ✻ t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❡❧s❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② r❡❝✉rs✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛②❴❤✐❴✉❝ ✉s❡ ❝❛s❡✳

✼✳✾ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝ts

❲❡ ❞❡❝❧❛r❡ ❛♥ ❡❢❢❡❝t ❜② ❣✐✈✐♥❣ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ❊❢❢❡❝t✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ ❛ ✉s❡
❝❛s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✼✳✾✳✶ ❊✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s t♦ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡
❝❛s❡s ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t E1✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛❧❧s ❛r❡
❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② s♦♠❡ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t E2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭❊✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts E1

❛♥❞ E2 ✐s ❛ ✭♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♦❢ t②♣❡✿

ϕ : ∀ (c : Effect.commandE1), C E2 (Effect.answerE1 c)

❆ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ E1 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s
♦❢ E2✳ ❋r♦♠ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❜② ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✸

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ E1 t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ E2 ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✮✳
❚❤✐s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s ❡❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛❧❧ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡✲
♠❡♥t ϕ ✭❧✐♥❡ ✹✮✳

✶✸❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

https://github.com/coq-io/evaluate
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✶ CoFixpoint compile {A} (e : C E1 A) : C E2 A :=
✷ match e with

✸ | Ret v ⇒ Ret v
✹ | Call c⇒ ϕ c
✺ | Let e1 e2 ⇒
✻ let! v1 := compile e1 in

✼ compile (e2 v1)
✽ | Join e1 e2 ⇒ Join (compile e1) (compile e2)
✾ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t✳

❯♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t E1 ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝t E2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❘✉♥ ♦❢ r❡✜♥❡♠❡♥t✮✳ ❆ r✉♥ ♦❢ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ϕ ❜❡t✇❡❡♥ E1 ❛♥❞ E2

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ rϕ ♦❢ t②♣❡✿

rϕ : ∀ c (a : Effect.answerE1 c), R (ϕ c) a

❋♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ (c, a) ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r ✐♥ E1✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐ts
❛ r✉♥ ✭✐♥ E2✮ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ c ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡r a✳ ●✐✈❡♥ ❛ r✉♥♥❛❜❧❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ϕ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✹✿

compile❴run : ∀ (e : C E1 A) (v : A), R e v → R (compileϕe) v

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ❛♥② r✉♥ r ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ✇✐t❤ ❡✛❡❝t E1 ❛♥❞ r❡s✉❧t v t♦
❛ r✉♥ ✐♥ E2 ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ e ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ϕ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t v✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡❴r✉♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ E1 ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡
t❤❡♠ t♦ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ E2✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❜str❛❝t ❛ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❆P■✱ ❜②
❤✐❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ♦r t❤❡ r❛✐s✐♥❣
♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❥✉st r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ϕ c✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ r✉♥s ✇✐t❤♦✉t
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ rϕ✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♠✐ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❡✛❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✼✳✾✳✷ ▼♦❞❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

■♥ ❯▼▲ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❛❝t♦rs ♣❧❛②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶

✶✹❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

https://github.com/coq-io/evaluate
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✐♥t♦ t❤r❡❡ ❛❝t♦rs✿ t❤❡ ✉s❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ r✉♥♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t E ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✮ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✛❡❝ts✿

E := Euser ⊎ Eauth ⊎ Ecommands

✇✐t❤ ♦♥❡ ❡✛❡❝t ♣❡r ❛❝t♦r✳
❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ♠❛♥② ❛❝t♦rs ❛s ❤❛♥❞❧❡rs ✇✐t❤ ❛ st❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❙t❛t❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❋♦r t✇♦ ❡✛❡❝ts E1 ❛♥❞ E2 ❛♥❞ ❛ st❛t❡ t②♣❡ S✱
✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ϕ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✉♥✐♦♥ ∪ ❢♦r♠ ❛ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ E1 ✐♥ E2

✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ t②♣❡s✿

{

ϕ : ∀ c, S → C E2 (Effect.answerE1 c× S)
∪ : S → S → S

❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ϕ ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ E1 ✐♥t♦ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ E2 ❜② ✉s✐♥❣
❛ st❛t❡ s ♦❢ t②♣❡ S✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞
st❛t❡✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ✐t
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ∪✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❛t ✇❛②✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t❡ s❤❛r✐♥❣✳

❇② ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ (ϕ,∪)
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡✶✺ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡✿

C E1 A

❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ t②♣❡✿

S → C E2 (A× S)

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e ♦✈❡r ✐ts ❝♦♠♣✐❧❛✲
t✐♦♥ compile e✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛❝✲
t♦r Ecommands ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤❡❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

• AddUser (name : string) (description : string) : unit t♦ ❛❞❞ ❛ ✉s❡r ✐♥ t❤❡
✉s❡rs ❞❛t❛❜❛s❡✱

• GetUser (name : string) : option string t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❡r ✭✐❢
✐t ❡①✐sts✮✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠✿

E1 := Euser ⊎ Eauth ⊎ Ecommands

t♦✿
E2 := Euser ⊎ Eauth

✶✺❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

https://github.com/coq-io/evaluate


✶✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✶ CoFixpoint compile {A} (e : C E1 A) (s : S)
✷ : C E2 (A× S) :=
✸ match e with

✹ | Ret v ⇒ Ret (v, s)
✺ | Call c⇒ ϕ c s
✻ | Let e1 e2 ⇒
✼ let! (v1, s) := compile e1 s in

✽ compile (e2 v1) s
✾ | Join e1 e2 ⇒
✶✵ let! ((v1, s1), (v2, s2)) :=
✶✶ Join (compile e1 s) (compile e2 s) in
✶✷ Ret ((v1, v2), s1 ∪ s2)
✶✸ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✳ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥② ✉s❡rs ❞❛t❛❜❛s❡❀

✷✳ ❛❞❞ t❤❡ ✉s❡r name ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ description ❛♥❞ ❣❡t ❛♥ ❡♠♣t②
❛♥s✇❡r❀

✸✳ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r name ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ description❀

✹✳ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ■♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧✳

❲❡ ✉s❡ ❛ st❛t❡ t②♣❡ S := list (string × string)✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐sts ♦❢ ♥❛♠❡s t♦
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❛ st❛t❡ ✉♥✐♦♥✿

l1 ∪ l2 := assoc❴union l1 l2

t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐sts✱ ❛♥❞ ❛ ❤❛♥❞❧❡r ϕ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

{

ϕ (AddUsernd) s := Ret ((), assoc❴add s n d)
ϕ (GetUsern) s := Ret (assoc❴get s n, s)

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦❢ Euser ♦r Eauth✿

ϕ c s := let! a := Call c in Ret (a, s)

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝❴❛❞❞ ❛♥❞ ❛ss♦❝❴❣❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞ ❛ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐st ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②
✉s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✳
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✼✳✾✳✸ ❊①❝❡♣t✐♦♥s

❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❊rr♦r ❤❛♥❞❧❡r✮✳ ❋♦r t✇♦ ❡✛❡❝ts E1 ❛♥❞ E2✱ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ E
❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r ✉♥✐♦♥ ∪✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ϕ ✐s ❛♥ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ❢r♦♠ E1 t♦ E2 ✐❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❤♦❧❞✿

{

ϕ : ∀ c, C E2 (Effect.answerE1 c+ E)
∪ : E → E → E

❆ ❝♦♠♠❛♥❞ r❛✐s✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❛♥s✇❡r t②♣❡
✭❧✐❦❡ t❤❡ t②♣❡ ❋❛❧s❡✮✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❢♦r s♦♠❡ ❡rr♦r t②♣❡ E ✱ ✇❡ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡
❡✛❡❝t E1 ❛s t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

Raise (ǫ : E)

✇✐t❤ ❡♠♣t② ❛♥s✇❡rs✳ ❆♥ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✱
♣❛❣❡ ✶✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡✿

ϕ (Raise ǫ) :=
do! Call (Print ✧❆♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rr❡❞✳✧) in
Ret (inr ǫ)

✇❤❡r❡ ✐♥r ✐s t❤❡ r✐❣❤t ✐♥❥❡❝t✐♦♥✿

{

inl : α→ α+ β
inr : β → α+ β

❋♦r ❛♥ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ϕ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✻ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡rr♦r ✉♥✐♦♥ ∪ ✭♦♥
❧✐♥❡ ✶✼✮ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs r❛✐s❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s
❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② ❛ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ t②♣❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ ♥♦t t♦ ❢♦r❣❡t t♦ ❝❛t❝❤ ❡rr♦rs✱ ✇❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛
s❛❢❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✇r✐t❡ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e r❛✐s✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ e✱
t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❜❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
tr❛❝❡s ♦r r✉♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❛♥s✇❡r t②♣❡✳

✼✳✾✳✹ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❤❛♥❞❧❡rs

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦✈❡r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✶✻❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

https://github.com/coq-io/evaluate


✶✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

✶ CoFixpoint compile {A} (e : C E1 A)
✷ : C E2 (A+ E) :=
✸ match e with

✹ | Ret v ⇒ Ret (inl v)
✺ | Call c⇒ ϕ c
✻ | Let e1 e2 ⇒
✼ let! v1 := compile e1 in

✽ match v1 with

✾ | inl v1 ⇒ compile (e2 v1)
✶✵ | inr ǫ1 ⇒ Ret (inr ǫ1)
✶✶ end

✶✷ | Join e1 e2 ⇒
✶✸ let! v := Join (compile e1) (compile e2) in
✶✹ match v with

✶✺ | (inl v1, inl v2)⇒ Ret (inl (v1, v2))
✶✻ | (inr ǫ, inl❴) | (inl❴ , inr ǫ)⇒ Ret (inr ǫ)
✶✼ | (inr ǫ1, inr ǫ2)⇒ Ret (inr (ǫ1 ∪ ǫ2))
✶✽ end

✶✾ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧❡r ϕ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❊✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡r✮✳ ❋♦r ❛♥ ❡✛❡❝t E✱ ❛ r❡s♦✉r❝❡ t②♣❡ S ❛♥❞ ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M : Type→ Type✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ϕ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡r
✐❢ ✐t ❤❛s t❤❡ t②♣❡✶✼✿

ϕ : ∀A (c : Effect.commandE),
S → (Effect.answerE c→ S →M A)→M A

❲❡ ❛♣♣❧② ϕ t♦ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❡
❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ st❛t❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡r ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❢♦r t✇♦
r❡❛s♦♥s✿

• t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡rs ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▲❡t ❝❛s❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡❀

• t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ✭st❛♥❞❛r❞✮
t❤❡♦r② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts✳

❯s✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❏♦✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✽ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥

✶✼❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡r ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

✶✽❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡r ✐♥ t❤❡
✜❧❡ sr❝✴❊✈❛❧✉❛t❡✳✈ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝♦q✲✐♦✴❡✈❛❧✉❛t❡✳

https://github.com/coq-io/evaluate
https://github.com/coq-io/evaluate


✼✳✶✵✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✶✹✸

✶ Fixpoint compile {AB} (e : C E A) (s : S)
✷ (k : A→ S →M B) : M B :=
✸ match e with

✹ | Ret v ⇒ k v s
✺ | Call c⇒ ϕ c s k
✻ | Let e1 e2 ⇒
✼ compile e1 s (fun v1 s⇒
✽ compile (e2 v1) s k)
✾ end.

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤❛♥❞❧❡r✳

❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤❛♥❞❧❡r ϕ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✮✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✺ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ϕ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❝♦♠♠❛♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ k✳ ❖♥ ❧✐♥❡s ✼ ❛♥❞ ✽✱ ✇❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ e1 ❛♥❞ e2 ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ e2 ❛s
❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❢♦r e1✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡ M ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r
t②♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠♦♥❛❞ ♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t②♣❡ C E′ ❢♦r s♦♠❡ ❡✛❡❝t E′✳

✼✳✶✵ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
❞♦♥❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠s✳ ❚❤❡ ❯▼▲ ✉s❡ ❝❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠s✱
❛❧❜❡✐t ✐♥❢♦r♠❛❧✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✳
❱❛r✐♦✉s ✇♦r❦s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❩ ♦r t❤❡ P❡tr✐ ♥❡ts ❬✺✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✜rst ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✳

❙②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❬✸✼❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛✐♠ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ t❡st✐♥❣ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❜✉✐❧❞
s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡rs ❬✸✶❪✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ✭❛s r✉♥s ✉s✐♥❣ t❤❡
♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❈♦q t♦ ❞❡❜✉❣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉s❡
❝❛s❡s✳

❚❤❡ ❨♥♦t ♣r♦❥❡❝t st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈♦q ❜♦t❤ ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♥❛❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♠♣✉r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦♥❛❞
❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♣♦✐♥t❡rs ❛♥❞ ♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
❛ ❍♦❛r❡✲❧♦❣✐❝ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✲❧♦❣✐❝ ❬✺✸❪ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦♥❛❞ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❡rt✐❢② ❛ ✇❡❜
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜✉t
♥♦t t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡rs ❬✺✶❪ ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✇r✐t❡ ♣r♦✲
❣r❛♠s ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳
❱❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡rs✳ ❚❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ■❞r✐s ❬✼❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝



✶✹✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

❡✛❡❝ts ❬✽❪✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts
❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✛❡❝t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♦✛❡rs ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❡✛❡❝ts✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛♥❞❧❡rs ❜✉t ♥♦t ♦♥❧②✳ ❚♦
t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s ♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ②❡t✳

✼✳✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✲
✐♥❣ tr❛❝❡s ♦r ✉s✐♥❣ r✉♥s✳ ❚❤❡ r✉♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤
✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✱ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉♥s✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t❡sts✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢
♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥s✱ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱
❞❡❜✉❣❣❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜②
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝t♦rs ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣
♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ●✐✈❡♥ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❤♦✇ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s❄



❈❤❛♣t❡r ✽

❇❧♦❝❦✐♥❣ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✽✳✶ ❆❜str❛❝t

❉❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❜✉❣s ✐♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡
❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠❛♥♥❡r✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡✈❡♥t ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱
❧✐❦❡ ❜❡tt❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s ♦r ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡rs✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r② t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞
r✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝❤❡❝❦❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢
♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡❝❦❡r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✽✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐s ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts✱
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ t❡st✱ ✈❡r✐❢② ♦r ❡✈❡♥ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇r✐t❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✱
❛♥❞ t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

▼❛♥② t♦♦❧s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✹✸❪ t♦ ✈❡r✐❢② ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s✱ ♦r ♠♦❞❡❧
❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❡rt✐❢② ❧❛r❣❡ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧
✉s❡✱ ❜✉t t❤❡② r❛r❡❧② ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡s❡
t♦♦❧s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❬✹✽❪✳

✶✹✺



✶✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❇▲❖❈❑■◆● ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✲♣r♦♦❢ ❝♦✲❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜✉t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✱ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞✱ ♣✉r❡❧②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✐❈ ❬✶✽❪ ✭t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥✲
❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ▲❛r❣❡ s♦❢t✇❛r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q
s②st❡♠✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈✬s st❛t✐❝ ❛♥❛❧②③❡r ❱❡r❛s❝♦ ❬✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣✉r❡❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛rts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛♥❞ ❝❡rt✐✜❡❞ ✐♥ ❈♦q✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠♦♥❛❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛s❦❡❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✹✾❪
❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
♠♦♥❛❞s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥❛❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦q
❧❛♥❣✉❛❣❡✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✶✿

• t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ✇r✐t❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛♥ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q ✭♣❛❣❡ ✶✹✻✮❀

• ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ✭♣❛❣❡ ✶✹✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ✭♣❛❣❡ ✶✺✽✮❀

• ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦✈❡♥✲❝♦rr❡❝t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✭♣❛❣❡s ✶✺✾ ❛♥❞ ✶✺✷✮❀

• s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭♣❛❣❡ ✶✻✵✮✳

✽✳✸ ❙♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❲❡ ❢✐rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ✇❛♥t t♦ r✉♥ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✳

✶❆❧❧ t❤❡ ❈♦q ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴✐♦✲
❝❤❡❝❦❡r✳

https://github.com/clarus/io-checker
https://github.com/clarus/io-checker


✽✳✸✳ ❙❖❯❘❈❊ ▲❆◆●❯❆●❊ ✶✹✼

✽✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞s

❚♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♠✐ts s♦♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳
❚♦ t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② r❡♣❧② ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s✇❡r ❛❢t❡r ❛♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞
❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t②♣❡ ❈♦♠♠❛♥❞✳t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s
❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥s✇❡r✿

answer : Command.t→ Type

t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭❈♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs✮✳ ❆ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
t②♣❡ ❈♦♠♠❛♥❞✳t✳ ❆♥ ❛♥s✇❡r a ♦❢ c ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ answer c✳

✽✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t♦
❝♦♠❜✐♥❡ ♣✉r❡ ❈♦q ❝♦❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❇❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡t✉r♥✐♥❣
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ C A ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✿

Inductive C : Type→ Type :=
| Return : ∀A, ∀ (x : A), C A
| Let : ∀AB, ∀ (x : C A) (f : A→ CB), CB
| Call : ∀ (c : Command.t), C (answer c)
| Join : ∀AB, ∀ (x : C A) (y : CB), C (A×B)
| Choose : ∀A, ∀ (x1 : C A) (x2 : C A), C A.

❆ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• Return e✱ t❤❡ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ A✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②
✈❛❧✐❞ ❈♦q ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ♦❢ t②♣❡ A❀

• Let ex ef ✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ef ✭r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t②♣❡ CB✮ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ex r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ vx ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ex
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ef vx❀

• Call c✱ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ c✳ ❚❤✐s ❝❛❧❧ ♠❛② ❜❡
❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t♦ ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ♦❢ t②♣❡ answer c❀

• Join ex ey✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ex ❛♥❞ ey✳ ❚❤✐s
♦♣❡r❛t♦r ✇❛✐ts t✐❧❧ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ex ❛♥❞ ey ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ r❡✲
t✉r♥s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ex ❛♥❞ ey✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ex ❛♥❞ ey ✐s ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞❀



✶✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❇▲❖❈❑■◆● ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

❈♦q ❡①♣r❡ss✐♦♥ ◆♦t❛t✐♦♥
Return e [e]
Let ex ef ex ≫= ef

Let ex (❴ 7→ ey) ex; ey
Call c call c

Join ex ey ex ‖ ey
Choose e1 e2 e1 + e2

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

• Choose e1 e2✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ e1 ♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e2✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✐t❤❡r e1 ♦r e2✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝❛❧❧ ♠❛❞❡ ❜② e1 ♦r e2✳
■❢ ❜♦t❤ ❝❛❧❧s ❛r❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✱ e1 ♦r e2 ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝❛❧❧✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❡①❡❝✉t❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ Choose e1 e2 ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ t♦♦✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳

❊①❛♠♣❧❡s ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② r✉♥s t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ❛ s❤❛r❡❞ ❧♦❝❦✿

(call lock; s1; call unlock) ‖ (call lock; s2; call unlock)

❲❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧♦❝❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❧♦❝❦

❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥s s1 ❛♥❞ s2 ❞♦ ♥♦t ❛❝❝❡ss t❤❡
❧♦❝❦✱ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(s1; s2) + (s2; s1)

❛♥❞ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ ❡✐t❤❡r s1 ❜❡❢♦r❡ s2✱ ♦r s2 ❜❡❢♦r❡ s1✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐①♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r
♦❢ ❈♦q✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r✐♥ts ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Fixpoint prints (l : list string) : C unit :=
match l with
| �⇒ [()]
| s :: l⇒ call (Print s); prints l
end.

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❧✐st ♦❢ str✐♥❣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧ Pr✐♥t ♦♥ ❡❛❝❤ str✐♥❣ ♦❢ ❛
❧✐st l✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✧;✧ t♦ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
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s ::= [ ]
| s≫= s
| s ‖ s
| s+
| +s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ■♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳

✽✳✹ ❙❡♠❛♥t✐❝

❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ r✉❧❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦r ❧❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜②
r✉♥♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❲❡ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

✽✳✹✳✶ ❱❛❧✉❡s

❲❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♠♠❛♥❞s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

12 ‖ (false+ true)

❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s (12, false) ♦r (12, true)✱ ❜②
r❡❞✉❝✐♥❣ false+ true ❡✐t❤❡r t♦ false ♦r t♦ true✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡
❜② ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭❱❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

❆ ✈❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ [ ] ❢♦r ❛ ♣✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ s1 ≫= s2 ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣
♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ s1 ‖ s2 ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s+ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r +s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝❤♦✐❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❱❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ s ⊢ e ⇓ v t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ e r❡❞✉❝❡s t♦ v ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡



✶✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❇▲❖❈❑■◆● ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❙

S ::= call
| S ≫=
| s≫= S
| S ‖
| s ‖S
| ‖S
| S ‖ s
| S+
| +S

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ■♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳

❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✷✿

❘❡t
[ ] ⊢ [e] ⇓ e

▲❡t
sx ⊢ ex ⇓ vx sf : ef vx ⇓ vy

sx ≫= sf ⊢ ex ≫= ef ⇓ vy

❏♦✐♥
sx ⊢ ex ⇓ vx sy ⊢ ey ⇓ vy

sx ‖ sy ⊢ ex ‖ ey ⇓ (vx, vy)
❈❤♦♦s❡▲❡❢t

s1 ⊢ e1 ⇓ v1

s1+ ⊢ e1 + e2 ⇓ v1

❈❤♦♦s❡❘✐❣❤t
s2 ⊢ e2 ⇓ v2

+s2 ⊢ e1 + e2 ⇓ v2

✽✳✹✳✷ ❙♠❛❧❧✲st❡♣s s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❝♦♠♠❛♥❞s

❊❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧✲st❡♣s s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧
♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭❈♦♠♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s S ❛r❡ ✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳

❆ ❝♦♠♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✱ S ≫= ❢♦r
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣✱ s ≫= S ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦♥❝❡ ✐ts ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛
✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ S ‖ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ s ‖S ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♥❝❡ ✐ts ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✱ S+ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ +S ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❛
❝❤♦✐❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ✭❈♦♠♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ S ⊢ e1
c→a
−−−→ e2 t♦ s❛② t❤❛t t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e1 r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ S

✷❲❡ r❡❛s♦♥ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ ❈♦q✱ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈♦q
❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡✳
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❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s✇❡r a✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡
st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿

❈❛❧❧

call ⊢ call c
c→a
−−−→ [a]

▲❡t
Sx ⊢ ex

c→a
−−−→ e′x

Sx ≫= ⊢ ex ≫= ef
c→a
−−−→ e′x ≫= ef

▲❡t❉♦♥❡
sx ⊢ ex ⇓ vx Sf ⊢ ef vx

c→a
−−−→ ey

sx ≫= Sf ⊢ ex ≫= ef
c→a
−−−→ ey

❏♦✐♥▲❡❢t
Sx ⊢ ex

c→a
−−−→ e′x

Sx ‖ ⊢ ex ‖ ey
c→a
−−−→ e′x ‖ ey

❏♦✐♥▲❡❢t❉♦♥❡
sx ⊢ ex ⇓ vx Sy ⊢ ey

c→a
−−−→ e′y

sx ‖Sy ⊢ ex ‖ ey
c→a
−−−→ e′y ≫= (vy 7→ [(vx, vy)])

❏♦✐♥❘✐❣❤t
Sy ⊢ ey

c→a
−−−→ e′y

‖Sy ⊢ ex ‖ ey
c→a
−−−→ ex ‖ e

′
y

❏♦✐♥❘✐❣❤t❉♦♥❡
Sx ⊢ ex

c→a
−−−→ e′x sy ⊢ ey ⇓ vy

Sx ‖ sy ⊢ ex ‖ ey
c→a
−−−→ e′x ≫= (vx 7→ [(vx, vy)])

❈❤♦♦s❡▲❡❢t
S1 ⊢ e1

c→a
−−−→ e′1

S1+ ⊢ e1 + e2
c→a
−−−→ e′1

❈❤♦♦s❡❘✐❣❤t
S2 ⊢ e2

c→a
−−−→ e′2

+S2 ⊢ e1 + e2
c→a
−−−→ e′2

❚❤❡s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s r✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡tt② st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ♠❛②❜❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❢♦r ex ‖ ey ✇❤❡♥ ex r❡❞✉❝❡s
t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ vx✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ st❛t❡ t❤❛t ex ‖ ey r❡❞✉❝❡s ❞✐r❡❝t❧② t♦ e′y ≫
= (vy 7→ [(vx, vy)])✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r✳

✽✳✹✳✸ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s

❋♦r ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❛❜str❛❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❥✉st ❛ss✉♠❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢
✇❡❧❧ t②♣❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❧❛t❡
❛♥ ❛♥s✇❡r a t♦ ✐ts ❝♦♠♠❛♥❞ c ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛❧❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ✭▼♦❞❡❧✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡M = (S, ϕ) ✇✐t❤ S ❛ t②♣❡ ❛♥❞ ϕ
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

ϕ : ∀ (c : Command.t) (s : S), (answer c× S) ⊎ {⊥}

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t s ♦❢ t②♣❡ S r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c
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c s ϕ c s
lock false (OK, true)
lock true ⊥

unlock false ⊥
unlock true (OK, false)

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ✳

❛♥❞ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✱ r❡t✉r♥s ❛♥ ❛♥s✇❡r a ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s′✱ ♦r ⊥ ✐❢
t❤❡ ❝❛❧❧ ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧M✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ✭▼♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ M✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ e t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e′✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ S✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✿

▼♦❞❡❧
ϕ c s = (a, s′) S ⊢ e

c→a
−−−→ e′

S ⊢M (e, s)
c
−→ (e′, s′)

❊①❛♠♣❧❡ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❝❦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

Command.t ::= lock
| unlock

❛♥❞ ❛ st❛t❡ S = bool r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦ ✭❛❝q✉✐r❡❞ ♦r ♥♦t✮✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♦♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❜❧♦❝❦ tr②✐♥❣ t♦ ❛❝q✉✐r❡
❛♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❧♦❝❦ ♦r tr②✐♥❣ t♦ r❡❧❡❛s❡ ❛ r❡❧❡❛s❡❞ ❧♦❝❦✳

✽✳✺ ❆ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡❢✐♥❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❤♦♦s❡✱ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t♦ ❜❡
❡q✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡✳ ❚❤✐s ♠♦r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s t❤❡ ❜❛s✐s t♦
❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r t♦ ✈❡r✐❢② ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

✽✳✺✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤♦♦s❡ s②♥t❛① ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t②♣❡ H✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✭❈❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ A ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ HA✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Inductive HA : Type :=
| Return : A→ HA
| Call : ∀ (c : Command.t), (answer c→ HA)→ HA
| Choose : HA→ HA→ HA.
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❆ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r✿

• Return e✱ t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦q ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ♦❢ t②♣❡ A❀

• Call c h✱ t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r h✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ✇✐❧❧
❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦♥❝❡ ✐t r❡t✉r♥s❀

• Choose e1 e2✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r e1 ♦r e2✳

❚❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❤❛r❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t
❧❛❝❦s t❤❡ Let ❛♥❞ t❤❡ Join ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✲♣❛ss✐♥❣
st②❧❡✱ t❤❡ Call ♦♣❡r❛t♦r ❝❛❧❧s ❛ ❤❛♥❞❧❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s [e]✱ call c h ❛♥❞ e1 + e2 t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✽✳✺✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝

▲✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝
✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s r✉❧❡s✱ ❢♦r t❤❡ t❡r♠s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
t❡r♠s ❝❛❧❧✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭❈❤♦♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦♦s❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✈❛❧✉❡
❛r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

s ::= ·
| s+
| +s

❚❤❡r❡ ✐s ❥✉st ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s t♦ ❛♥♦t❤❡r
❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✶ ✭❱❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ s ⊢ e ⇓ v t♦ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥ts✿

❘❡t
· ⊢ [e] ⇓ e

❈❤♦♦s❡▲❡❢t
s1 ⊢ e1 ⇓ v1

s1+ ⊢ e1 + e2 ⇓ v1

❈❤♦♦s❡❘✐❣❤t
s2 ⊢ e2 ⇓ v2

+s2 ⊢ e1 + e2 ⇓ v2

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✭❈♦♠♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ s ⊢ e1
c→a
−−−→ e2 t♦ s❛② t❤❛t t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ e1 r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e2 ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ c ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s✇❡r a✳ ❲❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
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bind [vx] ef = ef vx
bind (call c h) ef = call c (a 7→ bind (h a) ef )
bind (e1 + e2) ef = (bind e1 ef ) + (bind e2 ef )

[vx] �‖ ey = bind ey (vy 7→ [(vx, vy)])
call c h �‖ ey = call c (a 7→ h a ‖ ey)

(e1 + e2) �‖ ey = (e1 �‖ ey) + (e2 �‖ ey)

ex ‖� [vy] = bind ex (vx 7→ [(vx, vy)])
ex ‖� call c h = call c (a 7→ ex ‖h a)

ex ‖� (ey1
+ ey2

) = (ex ‖� ey1
) + (ex ‖� ey2

)

ex ‖ ey = (ex �‖ ey) + (ex ‖� ey)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦rs ♦✈❡r t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

❈❛❧❧

· ⊢ call c h
c→a
−−−→ h a

❈❤♦♦s❡▲❡❢t
s1 ⊢ e1

c→a
−−−→ e′1

s1+ ⊢ e1 + e2
c→a
−−−→ e′1

❈❤♦♦s❡❘✐❣❤t
s2 ⊢ e2

c→a
−−−→ e′2

+s2 ⊢ e1 + e2
c→a
−−−→ e′2

✽✳✺✳✸ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛❧❜❡✐t s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❜② ✜rst
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s t♦
t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢✳

❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❤♦♦s❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ❞♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ Let ♦♣❡r✲
❛t♦r ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Join t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ Choose ♦♣❡r❛t♦r✳
❉✉❡ t♦ t❤✐s ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✽✳✸✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡s t✇♦ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ex �‖ ey ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ex ❛♥❞ ey
❜② st❛rt✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥ ex ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ex ✐s ♥♦t
❛❧r❡❛❞② s♦♠❡ [vx]✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ex ‖� ey s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ‖ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
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t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝✸✳ ❚❤❡ ❈♦q ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛❝❝❡♣ts t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ✭r❡❝✉rs✐✈❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✿

φ : C A → HA
[vx] 7→ [vx]

ex ≫= ef 7→ bind (φ ex) (vx 7→ φ (ef vx))
call c 7→ call c (a 7→ [a])
ex ‖ ey 7→ φ ex ‖φ ey
e1 + e2 7→ φ e1 + φ e2

❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s
✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ❛ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e t♦ ❛ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ φ e ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✮✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ s1; s2 ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐✲
❝❛❧❧② s❡q✉❡♥❝❡s t✇♦ ❝❤♦♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φs ❝♦♠♣✐❧❡s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ sx ≫= sf ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✐❧❛t✐♦♥s ♦❢ sx ❛♥❞ sf ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ sx ‖ sy ♠❛❦❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡✹ t♦
✜rst r✉♥ sx✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡❞✉❝✐♥❣ t♦
✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s φS

✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❤♦♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ t♦ t❤❡
❧❡❢t ♦r ❛ ❝❤♦✐❝❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✮ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❤♦♦s❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ e✱ r❡t✉r♥s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ e✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❡✐t❤❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ❛
❝♦♠♠❛♥❞✱ ♦r ❛ tr✐♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞
❛ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤♦♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ex ≫= ef ❝❛s❡✳ ❙♦♠❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦ r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

{

φ−1 (ex ‖ ey) · = call
φ−1 (e1 + e2) · = call

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤♦♦s❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❛r❡ ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
♠✉st ✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

✸❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✿

e1‖e2 = e1 �‖ e2 +
bind (e2 �‖ e1)((v1, v2)) 7→ [(v2, v1)])

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

✹❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ❜❡✐♥❣✿
+(φs sy ; φs sx)
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; : sH → sH → sH
· ; sf = sf

s1+ ; sf = (s1 ; sf )+
+s2 ; sf = +(s2 ; sf )

φs : sC → sH
[ ] 7→ ·

sx ≫= sf 7→ φs sx ; φs sf
sx ‖ sy 7→ (φs sx ; φs sy)+
s1+ 7→ (φs s1)+
+s2 7→ +(φs s2)

φS : SC → sH
call 7→ ·

Sx ≫= 7→ φS Sx

sx ≫= Sf 7→ φs sx ; φS Sf

Sx ‖ 7→ (φS Sx)+
sx ‖Sy 7→ (φs sx ; φS Sy)+
‖Sy 7→ +(φS Sy)

Sx ‖ sy 7→ +(φs sy ; φS Sx)
S1+ 7→ (φS S1)+
+S2 7→ +(φS S2)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s t♦ ❝❤♦♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳
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φ−1 : C A → sH → (sC ×A× sH) ⊎ SC

[v] 7→ s 7→ (·, v, s)
call c 7→ s 7→ call

ex ≫= ef 7→ s 7→ match φ−1 ex s with

| (sx, vx, s) 7→
match φ−1 (ef vx) s with

| (sf , vy, s) 7→ (sx ≫= sf , vy, s)
| Sy 7→ sx ≫= Sy

| Sx 7→ Sx ≫=
ex ‖ ey 7→ s 7→ match s with

| · 7→ call
| s+ 7→
match φ−1 ex s with

| (sx, vx, s) 7→
match φ−1 ey s with

| (sy, vy, s) 7→ (sx ‖ sy, (vx, vy), s)
| Sy 7→ sx ‖Sy

| Sx 7→ Sx ‖
| + s 7→
match φ−1 ey s with

| (sy, vy, s) 7→
match φ−1 ex s with

| (sx, vx, s) 7→ (sx ‖ sy, (vx, vy), s)
| Sx 7→ Sx ‖ sy
| Sy 7→ ‖Sy

e1 + e2 7→ s 7→ match s with

| · 7→ call
| s+ 7→
match φ−1 e1 s with

| (s1, v1, s) 7→ (s1+, v1, s)
| S1 7→ S1+
| + s 7→
match φ−1 e2 s with

| (s2, v2, s) 7→ (+ s2, v2, s)
| S2 7→ +S2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❤♦♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
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❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s s②st❡♠ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ✭▲❛❜❡❧✮✳ ❆ ❧❛❜❡❧ l ✐s ❡✐t❤❡r · ♦r c→a ❢♦r ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ c ❛♥❞ ❛♥
❛♥s✇❡r a ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✹ ✭▲❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ ❋♦r ❛ t②♣❡ A✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞

tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ e
l
−→ e′ ♦✈❡r C A ⊎HA ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

❈✲❱❛❧✉❡
∃ (s : sC), s ⊢ e ⇓ v

e
·
−→ [v]

❈✲❈♦♠♠❛♥❞
∃ (S : SC), S ⊢ e

c→a
−−−→ e′

e
c→a
−−−→ e′

❍✲❱❛❧✉❡
∃ (s : sH), s ⊢ e ⇓ v

e
·
−→ [v]

❍✲❈♦♠♠❛♥❞
∃ (s : sH), s ⊢ e

c→a
−−−→ e′

e
c→a
−−−→ e′

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❜✐s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳ ❋♦r ❛ t②♣❡ A✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ♦✈❡r C A ⊎HA ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

R e1 e2 := (e2 = φ e1)

✐s ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ e
l
−→ e′✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✱ ❜② ✐♥✲
❞✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳
❲❡ ✈❡r✐❢② t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ s②st❡♠✺✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣✲
❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
❛♥s✇❡rs ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡ ②❡t✱ ❜✉t ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥s✇❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② t❤❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✽✳✻ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠

❲❡ ❞❡❢✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦✲
❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✽✳✻✳✶ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❛♣♣❧✐❡s ❡q✉❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✺❚❤❡ ❈♦q ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴✐♦✲
❝❤❡❝❦❡r✳

https://github.com/clarus/io-checker
https://github.com/clarus/io-checker
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✭✯ ❈❤❡❝❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❡♣✳ ✯✮
not❴stuck s e :=
match e with

| [v] 7→ true
| call c h 7→ (ϕ c s 6= ⊥)
| e1 + e2 7→ not❴stuck s e1 ∨ not❴stuck s e2

✭✯ ❈❤❡❝❦ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ❧❡❛❞ t♦ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ✯✮

explore s e :=
match e with

| [v] 7→ true
| call c h 7→
match ϕ c s with

| (a, s′) 7→ deadlock❴free s′ (h a)
✭✯ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❝❤❡❝❦✳ ✯✮
| ⊥ 7→ true
| e1 + e2 7→ explore s e1 ∧ explore s e2

deadlock❴free s e :=
not❴stuck s e ∧ explore s e

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ✭❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s M = (S, ϕ)✱
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ x ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣♦✐♥ts ❛r❡ tr✉❡✿

• x ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣
❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛♥❞

• ❢♦r ❡❛❝❤ ✭♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

S ⊢M (x, s)
c
−→ (x′, s′)

x′ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s′✳

✽✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ✇r✐t❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲
❢r❡❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✮✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
tr❡❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❆❧♦♥❣
t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t st✉❝❦✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐s ♥♦t st✉❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦r t♦ ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛❧❧✳
❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ x✱ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡ x t♦ ❛ ❝❤♦♦s❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
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❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✲
✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣ts t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ r❡❝✉rs❡ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r h a ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✧call c h✧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❤❛♥❞❧❡r ♠❛② r❡t✉r♥ ❛
❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛♥② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳
❇② ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✧✇❤✐❧❡ tr✉❡✧ ❧♦♦♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧♦♦♣ ✉♥r♦❧❧✐♥❣s✳

✽✳✻✳✸ ❈♦rr❡❝t♥❡ss

❚❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦❴❢r❡❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s M = (S, ϕ)✱ ❛ st❛t❡ s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ e✱ ✐❢✿

deadlock❴free s e = true

t❤❡♥ e ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❲❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦t❴st✉❝❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ x✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦r ❛♥✲
♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦❴❢r❡❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ x✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ♥❡st❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ x ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

S ⊢M (x, s)
c
−→ (x′, s′)

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ✜❧❡ sr❝✴❉❡❝✐❞❡✳✈ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✻✳

✽✳✼ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦s ✭♣❛❣❡ ✶✺✶✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
❝♦❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✻❆❧❧ t❤❡ ❈♦q ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥ ❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❧❛r✉s✴✐♦✲
❝❤❡❝❦❡r✳

https://github.com/clarus/io-checker
https://github.com/clarus/io-checker
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Definition shell (x : C A) : C A :=
incr;
x≫= (y 7→
decr;
[y]).

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❊♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♠❛♣❤♦r❡✳

Fixpoint map❴sem (f : A→ CB)
(l : listA) : C (listB) :=
match l with
| �⇒ [�]
| x :: l⇒
(shell (f x) ‖map❴sem f l)≫=
((y, l) 7→ [y :: l])

end.

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ■t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛ ❧✐st ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✽✳✼✳✶ ❙❡♠❛♣❤♦r❡s

❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ s❡♠❛♣❤♦r❡ ♦❢ s✐③❡ n ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ Sn := 0, 1, . . . , n✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r ❛♥❞ ❞❡❝r t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦r ❞❡❝r❡♠❡♥t t❤❡ st❛t❡✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ❛s✿

ϕ : Command.t → Sn → (· × Sn) ∪ ⊥
incr 7→ k 7→ (·, k + 1) ✐❢ k 6= n, ❡❧s❡ ⊥
decr 7→ k 7→ (·, k − 1) ✐❢ k 6= 0, ❡❧s❡ ⊥

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❧♦❝❦ ✐❢ ♥♦ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ✐❢ ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡
❛❧r❡❛❞② r❡❧❡❛s❡❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛♣❴s❡♠ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛
❧✐st l ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r

❛♥❞ ❛ ❞❡❝r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t ♠♦st n t✐♠❡s
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✽✳✼✳✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ t❤❡ n✲♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲
❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ✉♣ t♦ ✼ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs✳
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✽✳✼✳✸ ▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❜♦① ♦❢ t②♣❡ A ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ SA := A⊎⊥✱ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s❡♥❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦① ✐s ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦① ✐s ❡♠♣t②✿

{

send(x) : s 7→ (·, x) ✐❢ s = ⊥, ❡❧s❡ ⊥
receive : s 7→ (x,⊥) ✐❢ s 6= ⊥, ❡❧s❡ ⊥

✽✳✽ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❙❛❢❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛ ❧♦t ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜✉t
♥♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❍❛s❦❡❧❧ ❬✺✵❪✳ ❲❡ tr② t♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q✳

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts s②st❡♠ ❬✺✶❪ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✛❡❝ts
❛s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts t♦ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❈❙P
❝❛❧❝✉❧✉s ❬✻✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢❛r ❛s ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣♦❡s✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts ❞♦
♥♦t ♣❡r♠✐t ❛ ❝❧❡❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣❡r❛t♦rs ②❡t✳

❚❤❡ ■❞r✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬✼❪ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡✛❡❝ts s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❊r❧❛♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡ ❬✷✷❪✱ ❜✉t ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❊❞✇✐♥ ❇r❛❞② ❛♥❞ ❑❡✈✐♥ ❍❛♠♠♦♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ■❞r✐s ✇❡r❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✶✵❪✱ ❜✉t t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♥♦t ❛s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❱❛r✐♦✉s ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛s ❛ st❛t❡
♠♦♥❛❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✴♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ❍♦❛r❡ ❚②♣❡ ❚❤❡✲
♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ❋❈❙▲ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✺✻❪
❡①t❡♥❞s t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ r✉❧❡s t♦ ✈❡r✐❢② ✜♥❡✲
❣r❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧
✭❜✉t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r✮ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❤❛r❡❞ ❤❡❛♣❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲
tr❛r②✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ♣♦✐♥t❡rs ❛♥❞ tr② t♦ ✇♦r❦
♦♥ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ r✉♥♥❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❧❛♥❣✉❛❣❡s s❡❡♠ t♦ s❤❛r❡ ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ s♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛♥② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❏❛✈❛P❛t❤❋✐♥❞❡r✼ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❝❤❡❝❦❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ t♦♦❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡s
♣r♦✈✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❈♦q✳

✼❚❤❡ ❏❛✈❛P❛t❤❋✐♥❞❡r t♦♦❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❜❛❜❡❧✜s❤✳❛r❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✴tr❛❝✴❥♣❢ ✉♥❞❡r ❆♣❛❝❤❡ ❧✐✲
❝❡♥s❡✳

http://babelfish.arc.nasa.gov/trac/jpf
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✽✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈♦q✳ ❲❡
❣✐✈❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧
✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❜✉t s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦
❞❡r✐✈❡ ❛ ✈❡r✐✜❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❛❧②s✐s✳

❖♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♦❢s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥
t❤❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② t❤❡
✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞
r✉♥t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✽✳

✽❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♦♥❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡rs ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
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❈❤❛♣t❡r ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✾✳✶ ❲❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ✉s✐♥❣ ❈♦q ❛s ❛
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❣✉✐❞✐♥❣ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❜② ❡①❛♠♣❧❡s✳

✾✳✶✳✶ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❖✉r ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✼✮ t♦
✇r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡♠ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❇② ✇r✐t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❣❛✐♥ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ t②♣❡✲s❛❢❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥
♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛♥❦s t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡
❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈❡ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢
❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ♠♦♥❛❞ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s
✐s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦
❛❞❞ ♥❡✇ ❛①✐♦♠s t♦ ❈♦q✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❞♦ ❛s ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢✳ ❆
s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t ✐❢ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❈♦q✱ ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❡❜✉❣❣❡r✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ s❝❡♥❛r✐♦✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈♦q✳✐♦✶✳
❚❤✐s ❧✐❜r❛r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ ✭✜❧❡✱ s♦❝❦❡t ❛♥❞ ❝♦♥s♦❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
♦❢ ❈♦q t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❖❈❛♠❧✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡

✶❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❈♦q✳✐♦✱ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❈♦q✱ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❝♦q✳✐♦✳

✶✻✺
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♣r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜♣❛❣❡s ♦❢ ❝♦q✳✐♦✴♦♣❛♠✴✱ ❛ ✇❡❜s✐t❡ ❧✐st✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❈♦q
♣❛❝❦❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❖P❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ r✉♥s ❡✈❡r②
❤♦✉r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣❛❝❦❛❣❡s ✉♣ t♦ ❞❛t❡✳

✾✳✶✳✷ ❇❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❲✐t❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✽✮✱ ✇❡ st✉❞② ❛ tr❛❝❡✲❜❛s❡❞ st❡♣✲❜②✲st❡♣
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜❧♦❝❦✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❧②
♦♣❡r❛t♦r ❈❤♦♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡s ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ✇❤❛t ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❦
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝❛❧❧ ❛ ❧♦❝❦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ❛♥ ♦t❤❡r ❧♦❝❦ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦
✇❛✐t ❢♦r ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t ❛
❝❤❡❝❦❡r ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡❞♦♠✳

✾✳✶✳✸ ❖t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ♦t❤❡r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✻✮✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s❡ ❝❛s❡s✳

❲✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✺✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥♣✉ts✕♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs ✉s✐♥❣
❛♥ ❡✈❡♥t ❧♦♦♣✱ ❛♥❞ s❡❝✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✐♣❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦①②✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♠❛❧❧ ✇❡❜ s❡r✈❡r
✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❤♦st ♦✉r ✇❡❜s✐t❡✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❜r❡❛❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✹✮ ❛s ❛ ♠♦♥❛❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
st❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣❛✉s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♣❛✉s❡
♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇r✐t❡
❛ s❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

✾✳✶✳✹ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧

❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✮ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❈❛♠❧✳ ❚❤✐s s✉❜s❡t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡❝♦r❞s✱ s✉♠✲
t②♣❡s✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❲❡
s✉♣♣♦rt ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❣❧♦❜❛❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ✐♥♣✉ts✕
♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ r✉♥s ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❛♥♥♦t❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✛❡❝ts ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts✮✳
❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈♦q ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦♥❛❞✳
❲❡ ✉s❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❞❡❝❧❛r❡
t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❡② ♠❛② ✉s❡✳

❯s✐♥❣ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣ ❖❈❛♠❧ ♠♦❞✉❧❡s s✉❝❤
❛s ▲✐st✱ ❙❡t ❛♥❞ ▼❛♣✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞✲
✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❈♦q ❝♦❞❡ ✇❛s st✐❧❧ r❡❛❞❛❜❧❡✳ ❖✉r ❛✐♠
✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❈❛♠❧ t♦ ✐♠♣♦rt ❡①✐st✐♥❣
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♣r♦❣r❛♠s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✉s❡❞ ❈♦q ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t ♥♦t s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❢✉♥❝t♦rs s❡r✐♦✉s❧② r❡str✐❝ts t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ ❢♦r
♥♦✇✱ s✐♥❝❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞✳

✾✳✶✳✺ ❈②❜❡❧❡

❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❈②❜❡❧❡ ✭❝❤❛♣t❡r ✷✮ ❤❡❧♣s t♦ ✇r✐t❡ ♣r♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts
✐♥ ❈♦q✳ Pr♦♦❢s ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇r✐t✲
t❡♥ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ❈♦q✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣r❡❢❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❜❡ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t✱ t❤✐s ✇❛s ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr② t♦ ❛❞❞ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts t♦ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲✐t❤ t❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♠♦♥❛❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡✲r✉♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❖❈❛♠❧ t♦
q✉✐❝❦❧② t❡st ✐❢ ✐t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ♣r♦♣❤❡❝② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♠♣♦rt ❜❛❝❦ t♦ ❈♦q t♦ r✉♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦q
✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❤❡❝② ❤❡❧♣s t♦ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ r✉♥t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s t♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦♥❛❞
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❈②❜❡❧❡ t♦ s❤♦✇
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳

❚❤✐s ✇❛s ♦✉r ✜rst ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡❞
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✾✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

✾✳✷✳✶ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ t♦ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ♠♦st ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♠♣♦rt✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ✇♦r❦
t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ✐♠♣♦rt t❤❡ ❖❈❛♠❧
❢✉♥❝t♦rs t♦ ❈♦q ❢✉♥❝t♦rs t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ st②❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ♦r t♦ ✐♥❧✐♥❡❞
♠♦❞✉❧❡s ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚♦ s✉♣♣♦rt ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ♣❧✉❣ ❈♦q❖❢❖❈❛♠❧ t♦ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❈❛♠❧
❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❜②t❡✲❝♦❞❡ ❖❈❛♠❧✳ ■♠♣♦rt✐♥❣ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❖❈❛♠❧ ♠❛②
❜❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❈♦q ❝♦❞❡✳

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡✛❡❝ts ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✇♦r❦
t♦ s✉♣♣♦rt ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❖❈❛♠❧ ❝♦♥str✉❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ t♦♦ r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r ♥♦✇✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ▲✐st✳✐t❡r✳
❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s②st❡♠s
s✉❝❤ ❛s ❑♦❦❛ ❬✸✽❪ ♦r s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡ ✐t✳ ❲✐t❤♦✉t ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ❈♦q ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ❞♦ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❖❈❛♠❧ t♦ ❈♦q ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳
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❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ♦t❤❡r ❛①✐s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✐♠♣♦rt
♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✇t ❧✐❜r❛r② t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦q✳✐♦ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡
♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠s✳

✾✳✷✳✷ ❯s❡ ❝❛s❡s

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s ♦♥ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② ❢✉rt❤❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ▲❛r❣❡r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ✉s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡s t♦ s❡ts ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✳

✾✳✷✳✸ ❇❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❈❤♦♦s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t✐❝
❝♦❞❡ ❛♥❛❧②s❡r ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛ ❜❛❝❦❡♥❞ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛s ❛ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs ❛♥❞ ❡✈❡♥t✲❧♦♦♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✾✳✷✳✹ ❈❡rt✐✜❡❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ❢r♦♠ ❈♦q
t♦ ❖❈❛♠❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉st♦♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t ❡✛❡❝t❢✉❧ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ ❖❈❛♠❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ×✉❢✷ ♣r♦❥❡❝t ♦r t❤❡ ❈❡rt✐❈♦q
♣r♦❥❡❝t✸ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ ❈♦q✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡r✲
t✐✜❡❞ ❈ ❝♦♠♣✐❧❡r ❈♦♠♣❈❡rt ❛s ❛ ❜❛❝❦❡♥❞✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇
t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t❢✉❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❝❡rt✐✜❡❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❝❤❛✐♥s✳

✷❚❤❡ ×✉❢ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ♦❡✉❢✳✉✇♣❧s❡✳♦r❣✴✳
✸❚❤❡ ❈❡rt✐❈♦q ♣r♦❥❡❝t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✇✇✇✳❝s✳♣r✐♥❝❡t♦♥✳❡❞✉✴ ❛♣♣❡❧✴❝❡rt✐❝♦q✴✳

http://oeuf.uwplse.org/
https://www.cs.princeton.edu/~appel/certicoq/
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❬✶❪ ▼✐❝❤❛ë❧ ❆r♠❛♥❞✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ●ré❣♦✐r❡✱ ❆r♥❛✉❞ ❙♣✐✇❛❝❦✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❚❤ér②✳
❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦q ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❙❆❚ ✈❡r✐✜❝❛✲
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