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Résumé :

Le problème des bandits manchots est un cadre théorique permettant d'étudier le compromis
entre exploration et exploitation lorsque l'information observée est partielle. Dans celui-ci, un
joueur dispose d'un ensemble de K bras (ou actions), chacun associé à une distribution de
récompenses D(µk) de moyenne µk ∈ [0, 1] et de support [0, 1]. A chaque tour t ∈ [1, T ], il
choisit un bras kt et observe la récompense ykt tirée depuis D(µkt). La di�culté du problème
vient du fait que le joueur observe uniquement la récompense associée au bras joué; il ne
connaît pas celle qui aurait pu être obtenue en jouant un autre bras. À chaque choix, il est
ainsi confronté au dilemme entre l'exploration et l'exploitation; explorer lui permet d'a�ner
sa connaissance des distributions associées aux bras explorés tandis qu'exploiter lui permet
d'accumuler davantage de récompenses en jouant le meilleur bras empirique (sous réserve que
le meilleur bras empirique soit e�ectivement le meilleur bras). Dans la première partie de la
thèse nous aborderons le problème des bandits manchots lorsque les distributions générant les
récompenses sont non-stationnaires. Nous étudierons dans un premier temps le cas où même
si les distributions varient au cours du temps, le meilleur bras ne change pas. Nous étudierons
ensuite le cas où le meilleur bras peut aussi changer au cours du temps. La seconde partie
est consacrée aux algorithmes de bandits contextuels où les récompenses dépendent de l'état de
l'environnement. Nous étudierons l'utilisation des réseaux de neurones et des forêts d'arbres dans
le cas des bandits contextuels puis les di�érentes approches à base de méta-bandits permettant
de sélectionner en ligne l'expert le plus performant durant son apprentissage.
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Hello World

Title : Multi-armed Bandits on non Stationary Data Streams

Keywords : Machine learning, online learning, non-stationarity, multi-armed bandits.

Abstract :

The multi-armed bandit is a framework allowing the study of the trade-o� between exploration
and exploitation under partial feedback. At each turn t ∈ [1, T ] of the game, a player has to
choose an arm kt in a set of K and receives a reward ykt drawn from a reward distribution
D(µkt) of mean µkt and support [0, 1]. This is a challeging problem as the player only knows
the reward associated with the played arm and does not know what would be the reward
if she had played another arm. Before each play, she is confronted to the dilemma between
exploration and exploitation; exploring allows to increase the con�dence of the reward estimators
and exploiting allows to increase the cumulative reward by playing the empirical best arm (under
the assumption that the empirical best arm is indeed the actual best arm). In the �rst part
of the thesis, we will tackle the multi-armed bandit problem when reward distributions are
non-stationary. Firstly, we will study the case where, even if reward distributions change during
the game, the best arm stays the same. Secondly, we will study the case where the best arm
changes during the game. The second part of the thesis tacles the contextual bandit problem
where means of reward distributions are now dependent of the environment's current state. We
will study the use of neural networks and random forests in the case of contextual bandits. We
will then propose meta-bandit based approaches for selecting online the most performant expert
during its learning
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Introduction

Ce chapitre introduit dans un premier temps l'apprentissage automatique dans
la section 1. Nous présentons les hypothèses permettant de construire des modèles
prédictifs dans ce cadre. Nous relaxons ensuite successivement les hypothèses de
stationnarité puis de complétude de l'information pour introduire l'apprentissage
en ligne dans la section 1.2 puis l'apprentissage par renforcement dans la section
1.3. Finalement, nous détaillerons le plan de la thèse ainsi que les contributions
dans la section 2.

1 Apprentissage Automatique

L'apprentissage automatique (machine learning en anglais) est une discipline
dédiée aux méthodes permettant à une machine d'apprendre grâce aux expériences
passées. Ces méthodes permettent d'extraire des régularités dans des données et
de créer des modèles accomplissant des tâches di�ciles à spéci�er (de par leur
complexité ou à cause du manque d'expertise dans le domaine) mais dont il existe
des exemples de comportement attendus.

Voici quelques exemples de tâches d'apprentissage :

• La classi�cation supervisée : la machine doit prédire une classe associée
à une donnée. Par exemple, dans une tâche de reconnaissance de chi�res
manuscrits, la donnée est une image (une matrice de pixel) et la classe désigne
le chi�re représenté dans l'image.

• La régression est similaire à la classi�cation supervisée mais la prédic-
tion porte sur une variable continue plutôt qu'une classe, par exemple, une
probabilité.

• La classi�cation non supervisée : contrairement à l'exemple précédent,
l'apprentissage n'est pas guidé par la classe. Dans le cas d'une tâche de parti-
tionnement de données (clustering en anglais), la machine créera des groupes
de données de manière à minimiser la distance intra-groupe (mettre les don-
nées similaires ensemble) et à maximiser la distance intergroupes (mettre les
données hétérogènes dans des groupes di�érents). Ceci peut notamment être
utilisé pour dégager des populations ayant les mêmes comportements dans
une base de clients lors d'études marketing.
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2 Apprentissage Automatique

• L'estimation de densité est la création d'une fonction permettant d'asso-
cier la valeur d'une variable à sa probabilité. Par exemple, pour une variable
catégorielle, un estimateur de densité pourrait-être la fréquence de chaque
valeur dans un échantillon. Cette méthode peut par exemple être utilisée
pour prédire la langue d'un texte en fonction de la fréquence de chaque mot.

1.1 Apprentissage hors-ligne

Lorsque l'apprentissage hors-ligne est supervisé, trois éléments sont nécessaires
a�n d'e�ectuer une tâche d'apprentissage :

• un jeu de données, dont chacun des éléments est un couple composé d'une
� entrée de la machine �(habituellement appelé exemple d'apprentissage) et
de la � sortie de la machine �(la classe) associée permettant de superviser
l'apprentissage. Ces éléments composent l'ensemble d'apprentissage.

• Un modèle, composé de di�érents paramètres et permettant d'e�ectuer la
tâche de prédiction.

• Un algorithme d'apprentissage, qui règle les paramètres du modèle a�n de
minimiser l'espérance d'une fonction de perte.

Une fois le modèle d'apprentissage �nalisé, il pourra est déployé et servir à
prédire une classe, alors que celle-ci est inconnue, à partir d'une nouvelle donnée.

Une des limites de l'apprentissage hors-ligne : la non-stationnarité

L'une des principales hypothèses permettant la création d'algorithmes d'ap-
prentissage est de supposer que les données sont collectées de manière indépen-
dante et identiquement distribuée. En apprentissage hors-ligne, l'hypothèse de sta-
tionnarité est utilisée pour permettre aux algorithmes d'apprendre sur des données
précédemment collectées et d'obtenir des garanties théoriques sur l'erreur de gé-
néralisation (l'erreur en prédiction sur des données inconnues jusqu'à présent),
par exemple via la théorie de Vapnik-Chervonekis [1] ou la théorie PAC-Bayes [2].
Ainsi, un modèle entrainé sur ces données pourra être utilisé pour e�ectuer des
prédictions sur de nouvelles données où l'information à prédire est manquante.
Intuitivement, l'indépendance entre deux évènements A et B signi�e que la pro-
babilité d'observer un évènement reste identique, que le second évènement se
soit produit ou non. Formellement, A et B sont indépendants si et seulement si
P(A ∩ B) = P(A)P(B). L'identité de la distribution suppose que les évènements
sont générés par la même distribution de probabilité. Nous quali�ons de station-
naire tout processus dont les réalisations sont générées de manière indépendante
et identiquement distribuée. Cette hypothèse est véri�ée sur certains problèmes,
comme la reconnaissance de chi�res manuscrits ou de visages. À l'échelle de la vie
des modèles, on peut considérer qu'un changement de distribution est très peu
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probable. La démocratisation des algorithmes prédictifs dans les systèmes de dé-
cision sur internet ou dans les objets connectés remettent cependant en question
cette hypothèse. Les prédictions doivent être personnalisées suivant les utilisa-
teurs et leurs comportements peuvent changer, rendant obsolètes les données plus
anciennes.

1.2 Apprentissage en ligne

La principale di�érence entre les apprentissages hors ligne et en ligne est la
manière dont sont acquises les données. En ligne, celles-ci arrivent une à une sous
forme de �ux et ne sont pas disponibles en totalité au début de l'apprentissage.
Les approches en ligne (voir Algorithme 1) permettent de construire un modèle à
partir d'un �ux de données et les algorithmes en ligne sont capables de fournir un
modèle prédictif à chaque instant, quel que soit le nombre de données observées.
Ce contact avec le �ux peut leur permettre de minimiser l'impact des changements
de stationnarité en adaptant leur modèle à la nouvelle distribution.

Lors de la conception d'algorithmes en ligne, plusieurs contraintes doivent être
prises en compte :

• L'espace mémoire limité : Les �ux de données peuvent être de grande
taille et de ce fait considérés comme in�nis. Il devient alors important d'as-
surer un stockage performant de l'information nécessitant peu d'espace mé-
moire. Une stratégie communément utilisée est de mettre à jour le modèle
d'apprentissage chaque fois qu'un nouvel élément du �ux apparaît. Les algo-
rithmes en ligne utilisent ces éléments un à un pour maintenir des estimateurs
(des moyennes par exemple) ou bien procéder à une itération de descente de
gradient (qui est naturellement un algorithme en ligne). Après cette mise à
jour du modèle, il n'est pas nécessaire de garder la donnée en mémoire.

• Le temps de traitement : Il est nécessaire que le temps de traitement
global soit au maximum linéaire suivant la taille du �ux. Ainsi, avec une
architecture logicielle et matérielle adaptée (notamment via la parallélisation
des algorithmes) il est possible de traiter les données du �ux en temps réel.
Si la complexité algorithmique était sur-linéaire vis-à-vis de la taille du �ux,
qu'importe la puissance de calcul à disposition, il existera toujours un temps
à partir duquel le processus de classi�cation sera saturé et ne sera plus en
mesure de traiter les données en temps réel.

• Les garanties théoriques : Les algorithmes d'apprentissage en ligne
peuvent être utilisés a�n de prendre des décisions en temps réel sur des
données jusqu'alors inconnues. Il est donc important pour les algorithmes
d'apprentissage en ligne de posséder des garanties théoriques en pire cas.
Les bornes en pire cas permettent de contrôler les risques lors de l'utilisa-
tion de l'algorithme sur un problème ayant des distributions de probabilités
inconnues. Ces garanties portent souvent sur le coût à payer a�n d'obtenir
un modèle aux performances similaires à celles d'un algorithme hors-ligne
apprenant sur la totalité du �ux de données. Lorsque ce coût est sous-linéaire
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par rapport à la taille du �ux (le gain de l'algorithme est lui linéaire lorsque
le modèle a atteint son niveau de performance �nal) alors celui-ci s'évanouit
lorsque la taille du �ux tend vers l'in�ni.

Algorithme 1 : Classification en ligne à information complète

t = 0 // L'itération courante

T // L'horizon de l'algorithme

pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire
Recevoir une donnée
E�ectuer la prédiction à partir de la donnée reçue // Facultatif

Recevoir la valeur qui aurait du être prédite
Mettre à jour le modèle en prenant en compte cette nouvelle information
Libérer la mémoire occupée par la donnée

�n

Le problème de l'information partielle

Similairement à l'hypothèse de stationnarité, l'information est souvent suppo-
sée complète et les algorithmes d'apprentissage disposent de l'information à prédire
pour chaque instance des données. L'information à prédire est soit déjà présente à
l'intérieur des données ou alors est ajoutée via un processus d'étiquetage. Dans le
cas applicatif de la reconnaissance de chi�res manuscrits, les images de chi�res ont
été étiquetées manuellement avant l'apprentissage. Si l'étiquetage manuel paraît
raisonnable pour ce problème, il peut être remis en question lorsque les données
proviennent d'un �ux. Prenons l'exemple de la recommandation de contenus sur
des sites internet d'actualités. Les pro�ls des visiteurs sont très hétérogènes, en
grande quantité et les contenus à recommander peuvent changer très rapidement.
Ici, l'étiquetage ne peut en aucun cas être manuel. Son automatisation pose aussi
problème : après avoir recommandé un contenu à l'utilisateur, il n'est pas possible
de connaitre quelle aurait été sa réaction en présence d'un autre contenu. Le sys-
tème peut uniquement savoir si l'utilisateur a consommé le contenu présenté, on
parle alors d'information partielle. Récolter un ensemble de données dans de telles
conditions pour e�ectuer un apprentissage peut être coûteux. Comment dé�nir la
proportion de chaque contenu à présenter aux visiteurs ? Combien de fois faudra-t-
il les présenter ? En observant directement les pro�ls utilisateur et en choisissant le
contenu à présenter, un algorithme d'apprentissage par renforcement peut explorer
l'espace des contenus de manière e�cace.

1.3 Apprentissage par renforcement et Bandits manchots

L'apprentissage par renforcement trouve ses racines dans la Loi de l'e�et [3] ;
des séquences actions possibles face à une même situation, celles qui sont récom-
pensées seront reproduites plus fréquemment que celles punies, cette fréquence
étant proportionnelle à l'intensité des récompenses ou des punitions. Selon Sutton
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et Barto [4], cette dé�nition recouvre deux aspects principaux, la sélection (choi-
sir la meilleure action) et l'association (associer une action à une situation). En
s'inspirant des observations biologiques, de nombreuses architectures décrivant les
interactions entre le modèle d'apprentissage, le contexte, les di�érentes actions et
la récompense ont été proposées [5] [6]. La plupart de ces méthodes cherchent, en
estimant la probabilité d'obtenir une récompense à partir d'un état, une succession
d'états menant à un état �nal récompensé. Le problème des bandits manchots est
un cas particulier de l'apprentissage par renforcement né du besoin de comparer
l'e�cacité de plusieurs traitements dans le cadre des tests pharmaceutiques [7]. Il
a ensuite été formalisé par Lai et Robbins [8]. Un ensemble de bras (ou actions)
est à la disposition d'un joueur. Celui-ci dispose d'un nombre �ni de tours de jeu
durant lesquels il doit choisir un bras avant de recevoir une récompense. Son but
est de maximiser le cumul de ses récompenses à la �n du jeu. Cela pose le problème
d'un compromis entre l'exploration et l'exploitation. L'exploration consiste à jouer
les bras dans le but d'a�ner l'estimation de leurs gains potentiels et l'exploita-
tion consiste à jouer les bras pouvant apporter les plus hauts gains. Le problème
des bandits manchots dits stochastiques suit la formulation de Lai et Robbins et
suppose que chaque bras est associé à une distribution-stationnaire générant les
récompenses. Le problème des bandits manchots o�re un cadre théorique à l'étude
des algorithmes en ligne travaillant avec une information partielle et est très adapté
aux applications réelles dans lesquelles les e�ets des décisions non prises ne sont
pas connus. Nous aborderons donc le problème de la non-stationnarité en utilisant
les bandits manchots comme base théorique.

2 Contributions

La première partie de la thèse (voir Partie I) traite du problème des
bandits manchots lorsque les distributions générant les récompenses sont non-
stationnaires.

Le chapitre 1 formalise le problème des bandits manchots et dresse un état
de l'art des principaux algorithmes de bandits. La section 1.2.1 présente les algo-
rithmes fonctionnant en régime stationnaire par parties. Cette stationnarité par
partie permet de diviser le jeu en segments temporels de tailles variables durant
lesquels les distributions générant les récompenses sont stationnaires. Les garan-
ties théoriques des algorithmes développés dans ce cadre dépendent du nombre
de changement de stationnarité. Dans la section 1.2.2, nous présentons les algo-
rithmes de bandits adverses. Dans ce formalisme, les séquences de récompenses
obtenues par chaque bras sont �xées avant le début du jeu par un adversaire. Pour
�nir, la section 1.2.3 présente des algorithmes développés pour fonctionner sur des
régimes hybrides, mixant régime stationnaire et régime adverse.

Le chapitre 2 développe le cas où les distributions stochastiques générant les ré-
compenses peuvent changer à chaque tour de jeu. Cette forme de non-stationnarité
généralise celles présentées dans le chapitre précédent. En e�et, celle-ci est un cas
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pathologique de la stationnarité par partie où chaque segment temporel contient
uniquement un tour de jeu (impliquant ainsi des bornes linéaires en fonction du
temps pour les algorithmes dont les bornes dépendent du nombre de segments). Le
régime adverse est aussi contenu dans le régime stochastique non-stationnaire, où
la séquence de récompenses choisie par l'adversaire au début du jeu peut être obte-
nue en considérant une séquence de distributions ayant chacune comme moyenne
la valeur de chaque récompense de la séquence dé�nie par l'adversaire ainsi que
des variances nulles. Dans ce chapitre, nous posons des hypothèses permettant
d'e�ectuer une tâche d'identi�cation du meilleur bras en régime stochastique non-
stationnaire, avec l'algorithme SER3 (voir section 2.3). Nous proposons ensuite
deux algorithmes di�érents pour le cas plus général où le meilleur bras peut chan-
ger au cours du jeu. L'algorithme SER4 (voir section 2.3) utilise SER3 comme
sous-routine pour identi�er le meilleur bras, tout en ayant une probabilité à chaque
tour de réinitialiser cette sous-routine pour véri�er si le meilleur bras a changé.
L'algorithme EXP3.R propose une approche similaire, utilisant l'algorithme ad-
verse EXP3 comme sous-routine. Contrairement à SER4, les réinitialisations de
EXP3 sont ici contrôlées par un test de détection de changement de bras et ne
sont pas e�ectuées indépendamment des données. Le chapitre contient les analyses
théoriques de ces algorithmes ainsi que plusieurs simulations numériques illustrant
leurs comportements sur di�érents problèmes synthétiques.

La seconde partie de la thèse (voir Partie II) aborde le problème des bandits
manchots contextuels. Dans les bandits contextuels, le joueur est capable d'obser-
ver un ou plusieurs vecteurs de contextes à chaque tour. Les récompenses obtenues
par chaque bras peuvent être dépendantes de ce contexte. Le chapitre 3 présente
le formalisme des bandits manchots contextuels ainsi que les algorithmes de l'état
de l'art. Il est suivi de quatre chapitres de contributions.

Le chapitre 4 présente une heuristique permettant l'utilisation de réseaux de
neurones pour les bandits contextuels. Nous proposons une approche basée sur des
méta-bandits pour sélectionner en ligne le meilleur paramétrage parmi un ensemble
de paramétrages di�érents proposés par le joueur. Les séquences de récompenses
dépendent des Fprédictions des réseaux puisque ceux-ci in�uencent l'exploration
de l'espace des bras. Optimiser un réseau de neurones est un problème non convexe,
empêchant l'analyse théorique de l'algorithme. De plus, les algorithmes pouvant
être utilisés comme méta-bandit supposent que l'évolution des récompenses n'est
pas dépendante des choix du joueur. Cette hypothèse n'est pas véri�ée lorsque
ces algorithmes sont utilisés pour sélectionner en ligne le meilleur expert durant
son apprentissage et les analyses théoriques de ces algorithmes ne sont pas va-
lables dans ce cas-là. Nous appelons ce problème, sélection d'experts apprenants et
le développons dans le chapitre 6. Finalement, nous validons expérimentalement
l'approche proposée.

Le chapitre 5 adapte les forêts aléatoires au cadre bandit. Tout d'abord, nous
proposons un algorithme d'élimination permettant de sélectionner dans chaque
n÷ud d'un arbre, de manière gloutonne, la variable de coupure engendrant le
plus de récompense au prochain niveau. Lorsqu'un chemin dans l'arbre est assez
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profond, l'algorithme sélectionne le bras qui sera joué dans cette feuille en utilisant
un algorithme d'identi�cation du meilleur bras. Les garanties théoriques obtenues
montrent la quasi-optimalité de l'approche. Ces garanties sont ensuite utilisées
dans le chapitre 6 dans une analyse complète de la sélection d'experts apprenants.

Le chapitre 6 pose le problème de la sélection d'experts apprenants dégagé
dans le chapitre 4 et propose plusieurs méthodologies permettant leur sélection en
ligne. Les trois méthodes proposées correspondent chacune à un niveau de connais-
sance sur les garanties théoriques de l'algorithme. L'algorithme LTEE permet de
sélectionner le meilleur expert lorsqu'une borne sur le nombre d'observations né-
cessaires à sa convergence vers le niveau performance souhaité est connue. L'algo-
rithme LEE est utilisable lorsqu'une borne sur la di�érence cumulée entre les per-
formances moyennes de l'algorithme durant son apprentissage et ses performances
cumulées après convergence est connue. Finalement, nous analysons l'utilisation
d'EXP3, déjà utilisé dans ce cadre dans le chapitre 4, pour le cas où la di�érence
des performances moyennes cumulées existe, mais est inconnue du joueur.

3 Publications

Ces travaux de thèse ont donné lieu aux publications scienti�ques suivantes :

Conférences internationales à comité de lecture

• R Allesiardo, R Féraud, D Boune�ouf. A neural networks committee for the
contextual bandit problem. International Conference on Neural Information
Processing (ICONIP), 2014.

• R Allesiardo, R Féraud. EXP3 with drift detection for the switching ban-
dit problem. IEEE International Conference on Data Science and Advanced
Analytics (DSAA), 2015.

• R Féraud, R Allesiardo, T Urvoy, F Clérot. Random Forest for the Contex-
tual Bandit Problem. Proceedings of the 19th International Conference on
Arti�cial Intelligence and Statistics (AISTATS), 2016.

Conférences nationales à comité de lecture

• R Allesiardo, R Féraud, D Boune�ouf. Prise de décision contextuelle en
bande organisée : Quand les bandits font un brainstorming. CAP'14 3 (16),
2014.

• R Allesiardo, R Féraud.Un Algorithme pour le Probleme des Bandits Man-
chots avec Stationnarité par Parties. CAP'15, 2015.



8 Publications

Prépublications

• R Allesiardo, R Féraud. Selection of Learning Experts.

• R Allesiardo, R Féraud, O-A Maillard. Random Shu�ing and Resets for the
Non-stationary Stochastic Bandit Problem.
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Première partie

Le Problème des Bandits manchots



Chapitre 1

Formalisme général et état de l'art

Contents
1 Apprentissage Automatique . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 Apprentissage hors-ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Apprentissage en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 Apprentissage par renforcement et Bandits manchots . . 4

2 Contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Publications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1 Bandits manchots stationnaires

1.1.1 Formalisation

Un problème de bandits manchots stochastiques est composé d'un ensemble
[K] = {1, ..., K} comprenant K bras, chacun associé à une distribution de récom-
pense D(µk) de moyenne µk ∈ [0, 1] et de support [0, 1]. À chaque tour t ∈ [1, T ],
un joueur choisit un bras kt et observe la récompense ykt tirée depuis D(µkt).
Le bras optimal k∗ est celui permettant d'obtenir la plus haute récompense en
moyenne :

k∗ = arg max
1≤k≤K

µk .

La récompense moyenne de k∗ est :

µ∗ = max
1≤k≤K

µk = µk∗ .

La performance des algorithmes de bandits manchots peut être mesurée de
deux manières di�érentes, par la complexité d'échantillonnage ou grâce à la notion
de regret.

11
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Complexité d'échantillonnage

En apprentissage (ε, δ)-PAC, la complexité d'échantillonnage (sample com-
plexity en anglais) [9] est le nombre d'observations nécessaires à un algorithme
pour estimer une fonction à ε près avec une probabilité d'au moins 1 − δ. Dans
le formalisme des bandits manchots, cela revient à identi�er, avec une probabilité
d'au moins 1−δ, un bras k ayant une récompense moyenne satisfaisant µk ≥ µ∗−ε.

Nous présentons les algorithmes dont le critère de performance est la complexité
d'échantillonnage en sous-section 1.1.2.

Regret cumulé

Le regret cumulé est la di�érence entre le gain de la politique du joueur lorsque
l'horizon T est atteint et celui qui aurait pu être obtenu par une politique, dite
optimale, connaissant les paramètres cachés du problème. Dans le cas présent, la
politique optimale a la connaissance des récompenses moyennes de chaque bras et
joue k∗, le bras ayant la plus haute récompense moyenne.

Le gain de la politique optimale sur l'ensemble du jeu est :

G∗ =
T∑
t=1

yk∗(t) .

L'espérance du gain de la politique optimale est :

E[G∗] = Tµ∗ .

Le regret cumulé de l'algorithme ayant joué la séquence de bras k1, ..., kT est :

R(T ) = G∗ −
T∑
t=1

ykt(t) ,

Le pseudo-regret cumulé de l'algorithme ayant joué la séquence de bras
k1, ..., kT est :

R̄(T ) = E

[
T∑
t=1

∆kt

]
,

où
∆kt = µ∗ − µkt .

Le pseudo-regret cumulé peut aussi être écrit de la manière suivante :

R̄(T ) =
K∑
k=1

E [Tk] ∆k ,
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où Tk est le nombre de tirages du bras k au cours du jeu. Dans les sous-sections
suivantes tk est dé�ni comme le temps local au bras k, c'est-à-dire, le nombre de
fois où le bras k a été joué jusqu'à présent.

Il est possible de transposer une borne supérieure sur la complexité d'échan-
tillonnage en une borne sur le pseudo-regret en multipliant le nombre de fois où
un bras sous-optimal k a été joué par son regret instantané ∆k.

Les algorithmes cherchant à minimiser le regret cumulé sont présentés en sous-
section 1.1.3.

1.1.2 Algorithmes identi�ants le meilleur bras

Dans les problèmes d'identi�cation du meilleur bras, le joueur cherche à re-
tourner le meilleur bras possible après une période d'exploration. Nous reprenons
l'exemple proposé dans [10] : une entreprise possède K variantes d'un produit et
doit identi�er la meilleure avant de la commercialiser. Durant une phase de test, les
di�érentes variantes sont présentées à des clients potentiels. Chaque client essaye
un produit et lui attribue une note (la récompense). L'intérêt de cette campagne
est d'identi�er le meilleur produit a�n de le lancer sur le marché. Les scores obtenus
durant la campagne de test (la récompense cumulée) ne sont pas importants.

Les algorithmes d'identi�cation du meilleur bras laissent apparaitre deux prin-
cipales contraintes.

• La contrainte de con�ance. Lorsqu'une contrainte de con�ance sur le
meilleur bras est imposée, la probabilité de retourner le meilleur bras est
dé�nie avant le début du jeu. Dans le cas des bandits manchots stochastiques
stationnaires, cela revient à chercher des algorithmes retournant, avec une
probabilité 1 − δ, un bras ayant au minimum une récompense moyenne de
µ∗−ε en un minimum de tours de jeu. C'est notamment le cas de l'algorithme
Successive Elimination, présenté dans cette sous-section.

• La contrainte de budget. Lorsque le budget est contraint, le nombre
maximal de tours de jeu est dé�ni et connu du joueur qui doit alors maximiser
la probabilité de trouver le meilleur bras en dépensant librement la totalité
du budget (voir [11] et les algorithmes d'exploration uni�ée, présentés dans
la suite de cette sous-section, par exemple).

Borne inférieure sur la complexité d'échantillonnage

La borne inférieure sur la complexité d'échantillonnage du problème d'iden-
ti�cation du meilleur bras est montrée dans le théorème 1 [12]. Cette borne est
limitée au cas où les récompenses sont tirées depuis des distributions de Bernoulli.

Théorème 1. Il existe des constantes positives c1, c2, ε0 et δ0, telles que pour tout
K ≥ 2, ε ∈ [0, ε0], δ ∈ (0, δ0), et pour toute politique (ε, δ)-correcte, il existe
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µk ∈ [0, 1]K tel que :

E[L] ≥ c1
K

ε2
log
(c2

δ

)
,

où L est le nombre de tirages ayant été nécessaires pour trouver la dite politique.

Algorithmes d'élimination

Les algorithmes d'élimination [13, 14] jouent tous les bras de manière séquen-
tielle, testent un critère pour déterminer les bras sous-optimaux, les éliminer de
l'ensemble des bras joués et �nalement retourner le bras optimal.

Une manière naïve est d'utiliser une approche � explorer puis exploiter � en
dé�nissant la taille de la période d'exploration en fonction de la probabilité de
succès et de la précision désirée. Pour que le bras ayant la plus haute moyenne
empirique soit ε-optimal avec une probabilité 1 − δ, en se basant sur l'inégalité
d'Hoe�ding [15], il est nécessaire de jouer 4

ε2
log(2K

δ
) fois chaque bras. Bien que

naïve, cette approche obtient une complexité d'échantillonnage en O(K
ε2

log K
δ

).
Ce résultat est basé sur l'inégalité d'Hoe�ding qui fait le lien entre le nombre
d'observations, l'écart à la moyenne et la probabilité avec laquelle cet intervalle
de con�ance est valide.

Cependant, cette approche n'est pas optimale et il est possible de mettre en
place une stratégie d'éliminations successives. L'algorithme se décompose alors en
deux parties. Dans la première, chaque action disponible est jouée une fois. Dans
la seconde partie, un intervalle de con�ance εtk est calculé à partir du nombre
d'observations utilisées dans le calcul de la moyenne empirique de la récompense
de chaque bras. L'intervalle de con�ance εtk est dé�ni de la manière suivante :

εtk =

√
log(cKtk

2/δ)

tk
(1.1)

où c > 4 est une constante.

Le bras ayant la plus haute moyenne empirique µ̂max(t) est nommé kmax(t). Si
il existe une action k telle que µ̂max(t)− µ̂k(t) > 2εtk alors l'action k est éliminée.
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Algorithme 2 : Successive Elimination
t = 0, S = [K] et c > 4
pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire

// Phase d'exploration

Jouer l'action RR(S)
// RR(S) une fonction retournant le prochain élément dans S

en suivant un round-robin 1

// Phase d'élimination

µ̂max(t) = maxk∈S µ̂k(t)
Retirer de S toutes les actions k ∈ S telles que :
µ̂max(t)− µ̂k(t) ≥ 2

√
log(ct2kK/δ)/tk .

�n

Théorème 2. Pour tout K > 1, supposons que ∆k > 0 pour chaque k 6= kmax.
L'algorithme Successive Elimination est un algorithme (0, δ)-PAC et, avec une
probabilité d'au moins 1− δ, la complexité d'échantillonnage est bornée supérieu-
rement par :

O

( ∑
k 6=kmax

log( K
δ∆k

)

∆2
k

)
.

Il est possible de transformer cette borne en borne sur le pseudo-regret dépen-
dant de T en multipliant le nombre de fois où chaque bras sous optimal est joué
par son regret moyen instantané ∆k et en �xant δ = 1/T . Nous obtenons ainsi le
corolaire suivant :

Corollaire 1. Pour tout K > 1, supposons que ∆k > 0 pour chaque k 6= kmax.
Avec une probabilité d'au moins 1− 1

T
, le pseudo-regret de Successive Elimina-

tion est borné supérieurement :

O

( ∑
k 6=kmax

log(KT
∆k

)

∆k

)
.

L'algorithme Successive Elimination joue un rôle important dans les
contributions de la thèse et sert de base à plusieurs des algorithmes proposés. La
variante de Successive Elimination, nommée Median Elimination [14] éli-
mine les bras dont la récompense moyenne empirique est inférieure à la médiane
sur l'ensemble des bras. Contrairement à Successive Elimination, Median
Elimination est optimal. Il sou�re cependant de performances médiocres dans
ses applications pratiques.

1. Un round-robin parcourt les éléments d'un ensemble ordonné un par un. Après avoir par-
couru le dernier élément, il recommence son parcours à partir du premier.
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Algorithme d'exploration uni�ée

Les algorithmes d'exploration uni�ée UGapEB et UGapEc [10] utilisent la
même stratégie de sélection de bras (à un facteur multiplicatif près dans l'intervalle
de con�ance) pour les cas à budget contraint et con�ance contrainte.

Algorithme 3 : UGapEb
Données : ε,m, T, a
Jouer chaque bras une fois et
mettre à jour les moyennes
empiriques µ̂k(t);
pour t = K; t ≤ T ; t+ + faire

SelectionDuBras(t);
�n
Retourner arg minJ(t) BJ(t)(t);

Algorithme 4 : UGapEc
Données : ε,m, δ, c
Jouer chaque bras une fois et
mettre à jour les moyennes
empiriques µ̂k(t);
t = K + 1 répéter

SelectionDuBras(t) ; t+ +;
jusqu'à BJ(t) ≥ ε;
Retourner J(t);

Algorithme 5 : SelectionDuBras
Données : t > 0
Identi�er l'ensemble des m bras J(t) ∈ arg min1,...,m

k∈[K] Bk(t);

Jouer le bras kt = arg maxk∈{lt,ut} βk(t− 1);
Mettre à jour µ̂k(t);

Nous dé�nissons l'index Bk(t) :

Bk(t) =
m

max
i 6=k

Ui(t)− Lk(t)

où Uk(t) = µ̂k(t − 1) + βk(t − 1) est l'intervalle de con�ance supérieur du bras k
et Lk = µ̂k(t− 1)− βk(t− 1) son intervalle de con�ance inférieur. Les extremums
des di�érents types d'intervalle de con�ance sont ut = arg maxj /∈J(t) Bk(t) et lt =
arg minj∈J(t) Bk(t) .

Les largeurs des intervalles de con�ance sont di�érentes suivant la cible :

UGapEb :βk(t− 1) = b

√
a

tk
, UGapEc :βk(t− 1) = b

√
c log 4K(t−1)3

δ

tk
.

La complexité du problème d'identi�cation du meilleur bras est :

Hε =
K∑
i=1

b2

max(∆i+ε
2
, ε)2

.

Théorème 3. Budget �xé. Pour tout K > 2, si UGapEb est exécuté avec
comme paramètre 0 < a < T−K

4Hε
alors tout bras k retourné par l'algorithme véri�e :

P (µk∗ − µk > ε) ≤ 2KT exp(−2a) .
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Théorème 4. Con�ance �xée. Pour tout K > 2, si UGapEc est exécuté avec
comme paramètre c = 0.5 alors sa complexité d'échantillonnage est bornée supé-
rieurement par :

O

(
K +Hε log

Hε

δ

)
.

1.1.3 Algorithmes minimisant le regret

Dans cette section, nous présentons plusieurs autres algorithmes de bandits
stochastiques optimisant le regret cumulé.

Bornes inférieures sur le pseudo-regret cumulé

Un résultat similaire concernant la borne inférieure sur le regret cumulé a été
démontré par Lai et Robbins [8]. Celui-ci montre que tout algorithme convergeant
vers le bras optimal joue asymptotiquement chacun des bras sous-optimaux k 6= k∗

au moins log(T )C(D(µ∗), D(µk)) fois. La valeur de C(D(µ∗), D(µk)) est inverse-
ment proportionnelle la divergence de Kullback-Leibler entre la distribution D(µ∗)
et la distribution D(µk). En e�et, plus les distributions sont proches, plus il est
di�cile de séparer le bras optimal des bras sous-optimaux.

Théorème 5. [16] Pour une stratégie satisfaisant E[Tk] = o(T a) pour toutes
récompenses tirées depuis des distributions de Bernoulli, tout bras k avec ∆k > 0
et tout a > 0, on a :

lim
T→∞

R̄(T ) ≥
∑

k∈[K]\k∗

log(T )∆k

kl(µk, µ∗)
.

A�n de comparer cette borne avec celle de la complexité d'échantillonnage,
nous pouvons utiliser l'encadrement suivant :

2(µk − µ∗)2 ≤ kl(µk, µ
∗) ≤ (µk − µ∗)2

µk(1− µ∗)
.

∑
k∈[K]\k∗

log(T )(µk − µ∗µk)
∆k

≤
∑

k∈[K]\k∗

log(T )∆k

kl(µk, µ∗)
≤

∑
k∈[K]\k∗

log(T )

∆k

.

Cet encadrement nous permet de remarquer qu'un algorithme dont la com-
plexité d'échantillonnage est optimale est aussi optimal vis-à-vis du pseudo-regret
(à un facteur d'au plus µk − µ∗µk et aux constantes c1 et c2 près).
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γ-GREEDY

Le principe des approches γ-GREEDY 2 est de jouer un bras au hasard avec
une probabilité γ ∈ [0, 1] et le reste du temps, de jouer le bras ayant la plus haute
estimation.

Les phases d'exploration peuvent être distribuées de trois façons di�érentes :

• L'approche explorer puis exploiter explore durant γT itérations avant de
jouer uniquement le bras avec la plus haute moyenne empirique. Le test A/B,
où deux bras sont joués uniformément avant d'éliminer la moins bonne, est
un exemple d'approche explorer puis exploiter.

• Les phases d'exploration peuvent être aussi tirées avec une probabilité
constante γ. Le problème de cette approche est de sou�rir d'un regret li-
néaire lorsque l'horizon est in�ni.

• Il est aussi possible de faire décroitre γ au cours du temps a�n d'obtenir
un regret sous-linéaire. La vitesse à laquelle décroit γ doit cependant être
contrôlée a�n de garantir la convergence de l'algorithme.

L'algorithme γt-GREEDY [17] est un exemple de stratégie γ-GREEDY pos-
sédant un γ décroissant permettant d'obtenir des garanties logarithmiques sur le
regret instantané. γt est dé�ni de la manière suivante :

γt = min{1, cK
d2t
} , (1.2)

où c > 0 est une constante.

Théorème 6. Pour tout K > 1 si γt-GREEDY est exécuté avec comme paramètre
0 < d ≤ min

k:µk<µ∗
∆k alors la probabilité qu'à n'importe quel tour t ≥ cK/ε γt-

GREEDY choisisse un bras sous-optimal est au plus :

c

ε2t
+ 2
( c
ε2

log
(t− 1)ε2e1/2

cK

)( cK

(t− 1)ε2e1/2

)c/(5ε2)

+
4e

ε2

( cK

(t− 1)ε2e1/2

)c/2
avec ∆k = µ∗ − µk.

Intervalles de con�ance supérieur

L'algorithme UCB [17] (Upper-Con�dence Bound) est basé sur la notion d'op-
timisme face à l'incertitude. Il utilise la borne de Cherno�-Hoe�ding a�n de cal-
culer un intervalle de con�ance sur la récompense moyenne de chaque bras. Une
estimation optimiste (ou index) de la récompense est calculée pour chaque bras en
ajoutant la moyenne empirique de ses récompenses à son intervalle de con�ance.

2. Cette approche est habituellement appelée ε-GREDDY. Pour éviter les con�its avec le ε
correspondant aux approximations, γ est utilisé pour quanti�er l'exploration uniforme.
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Celui avec le plus haut index est joué. Contrairement aux algorithmes d'élimina-
tion ayant une exploration uniforme des actions non éliminées, l'exploration d'UCB
est contrôlée dynamiquement par l'intervalle de con�ance et dépend à la fois des
moyennes empiriques, du nombre d'observations ainsi que du nombre d'itérations
depuis le début du jeu. La valeur de l'intervalle de con�ance est :√

2 log t

tk
, (1.3)

où tk est le nombre de fois où le bras k a été joué jusqu'à présent.

Algorithme 6 : UCB

pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire
Si un bras k n'a pas encore été joué, jouer celui-ci, sinon
Jouer le bras k qui maximise :

µ̂k(t) +

√
2 log(t)

tk

�n

Théorème 7. Pour tout K > 1 l'espérance du pseudo-regret d'UCB véri�e :

E[R̄(T )] ≤
[
8
∑
k 6=k∗

( log T

∆k

)]
+
(
1 +

π2

3

)( K∑
j=1

∆j

)
avec ∆k = µ∗ − µk.

Cette borne montre l'optimalité théorique de l'algorithme UCB pour le pro-
blème des bandits manchots stochastiques. Il est possible d'accélérer la convergence
de l'algorithme UCB en multipliant l'intervalle de con�ance d'UCB par un terme
dépendant de la variance observée des bras. Bien que dénuée de borne, cette ver-
sion d'UCB est souvent plus performante que la version originale. D'autres versions
d'UCB ont été proposées, utilisant notamment la divergence de Kullback-Leibler
avec KL-UCB [18] ou des hypothèses Bayésiennes avec Bayses-UCB [19].

Échantillonnage des observations

Le Thompson Sampling [7] est l'une des plus anciens algorithmes pour le pro-
blème des bandits manchots stochastiques. C'est un algorithme randomisé repo-
sant sur des idées Bayésiennes. Une distribution a priori est utilisée pour modéliser
la récompense associée à chaque bras. À chaque tour, un tirage est e�ectué suivant
chaque distribution et le bras ayant obtenu le tirage le plus élevé est joué. La ré-
compense obtenue est alors utilisée pour mettre à jour la distribution du bras joué.
Lors des premiers tours de jeu, les distributions seront proches de la distribution
uniforme avant de se concentrer autour de la moyenne empirique de chaque bras.
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Ce mécanisme permet de réduire l'exploration au cours du temps au pro�t de
l'exploitation. L'espérance du regret de cet algorithme a été analysés dans le cas
des lois Betas et Gaussiennes, obtenant une borne supérieure en O(

√
KT log T )

[20, 21]. Cette borne est presque optimale (presque égale à la borne inférieure) si
l'a priori utilisé est une loi Beta et optimale dans le cas d'une loi Gaussienne.

L'algorithme BESA (Best Empirical Sample Average) [22] suit une idée similaire
basée sur le sous-échantillonnage. A�n d'obtenir une comparaison équitable entre
les di�érents bras, les observations de chaque bras sont sous-échantillonnées de ma-
nière à ce que les moyennes soient calculées avec le même nombre d'observations.
Le bras obtenant la plus haute moyenne empirique après sous-échantillonnage est
joué. L'analyse de cet algorithme montre que la borne supérieure de son regret
cumulé est logarithmique. Contrairement au Thompson Sampling, BESA est non
paramétrique et ainsi plus robuste, ne dépendant pas de la capacité de la distri-
bution a priori à modéliser la vraie distribution générant les récompenses. Bien
qu'o�rant souvent des performances supérieures aux autres algorithmes, BESA
sou�re d'une plus grande complexité algorithmique due aux multiples échantillon-
nages.

1.2 Bandits manchots non-stationnaires

Dans un cadre applicatif, la stationnarité des données peut souvent être remise
en cause, la distribution de probabilité générant les données pouvant changer au
cours du temps. Cette section présente les modélisations de la non-stationnarité
existantes dans le cadre des bandits manchots ainsi que les algorithmes associés

1.2.1 La stationnarité par parties

Un problème de bandit avec stationnarité par parties [23] est composé d'un
ensemble [K] contenant K bras, où 1 ≤ k ≤ K est l'indice de chaque bras.
Chaque pas de temps 1 ≤ t ≤ T est associé au vecteur de récompense y(t) =
(y1(t), ..., yK(t)) ∈ {0, 1}K . Chaque récompense est tirée depuis une distribution
de support [0, 1] et de moyenne µk(t).
Les ruptures. Sur la majorité du jeu, les moyennes des récompenses ne changent
pas, i.e. ∀k, µk(t) = µk(t+1). Cependant, ces moyennes peuvent changer surM−1
points de ruptures choisis à l'avance par un adversaire, i.e. ∃k, µk(t) 6= µk(t+ 1).
La politique optimale. Le jeu est divisé en N ≤M segments. S est l'indice du
segment contenant les pas de temps [TS, TS+1[. Un segment S commence quand
arg maxk µ

k(TS) 6= arg maxk µ
k(TS− 1). Le bras optimal sur le segment S est noté

k∗S, avec :

k∗S = arg max
k
µk(TS)
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L'intérêt de cette modélisation est de pouvoir utiliser les outils ayant des
contraintes de stationnarité entre les di�érents points de rupture.

Borne inférieure

Contrairement aux bandits stochastiques stationnaires, lorsque le processus
générant les récompenses est non-stationnaire, le meilleur bras peut changer au
cours du jeu et une exploration constante est nécessaire. Cette exploration sup-
plémentaire empêche l'algorithme de converger totalement vers un unique bras
et d'obtenir un regret cumulé logarithmique. La bonne inférieure dans le cas de
distributions non-stationnaires est en e�et de Ω(

√
T ) [23]. La démonstration porte

sur le cas des bandits stochastiques avec deux changements de distributions entrai-
nant un changement de meilleur bras. Reformulée de manière plus simple, cette
borne est démontrée en utilisant le fait qu'un algorithme explorant peu nécessi-
tera beaucoup d'itérations avant de détecter les changements de distribution ayant
rendu sous-optimal un bras précédemment optimal.

Modélisation par chaîne de Markov

Supposer qu'un processus est stationnaire par parties peut revenir à considérer
que celui-ci est contrôlé par une chaîne de Markov. Une chaîne de Markov est un
graphe orienté où chaque n÷ud représente un état et les arêtes les probabilités de
transition entre états. La propriété caractéristique des chaînes de Markov est l'in-
dépendance entre le futur et le passé : la probabilité d'apparition d'un évènement
dépend uniquement de l'état courant.

Figure 1.1 � Une chaîne de Markov représentant les changements de distribution
dans un processus stationnaire par parties.

La �gure 1.1 est un exemple de chaîne de Markov représentant les changements
de distribution d'un processus stationnaire par parties. Chaque réalisation du pro-
cessus est tirée depuis la distribution Dn où n ≤ N est l'état du système. Après
chaque tirage depuis Dn, le système reste dans le même état avec la probabilité
pn et change d'état avec une probabilité pn,n+1.

Cette modélisation est approfondie avec le modèle des � restless bandits � [24,
25, 26]. Dans celui-ci, les probabilités de transition peuvent être di�érentes suivant
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si un bras a été joué ou non. La politique optimale des algorithmes de � restless
bandits � maximise la récompense obtenue en tirant parti des probabilités de
transition. On peut imaginer un � Restless bandits � à deux bras et deux états.
Dans les deux états le même bras est optimal, mais sa récompense moyenne est
supérieure dans le second état. Si la seule manière de passer dans le second état
est de jouer un bras sous-optimal du premier état alors la politique optimale est
de jouer ce bras sous-optimal en début de partie pour changer d'état et pouvoir
jouer le bras optimal ayant maintenant une récompense moyenne plus élevée. Cette
modélisation est très contraignante, les algorithmes existant (notamment dans [26]
atteignant un regret cumulé de l'ordre de O

(
(log T )1/3T 2/3

)
.

Les autres formalismes présentés dans ce manuscrit considèrent que les actions
du joueur n'ont pas d'impact sur l'évolution de la non-stationnarité. Transposé
dans un cadre de � restless bandits �, cela signi�e que les probabilités de transition,
sachant si un bras a été joué ou non, sont identiques.

D-UCB et UCB à fenêtre glissante

Les algorithmes D-UCB [27] et UCB à fenêtre glissante (SW-UCB) [23] sont
des variantes d'UCB pour le problème des bandits avec stationnarité par parties.
Dans D-UCB, les observations utilisées pour calculer la moyenne sont pondérées
par un facteur α diminuant au cours du temps. La moyenne est ainsi biaisée en
faveur des observations plus récentes. La somme des pondérations des observa-
tions associées à un bras est utilisée dans l'intervalle de con�ance, lui permettant
de grandir au cours du temps pour que les bras considérés comme sous-optimaux
soient à nouveau explorés. L'analyse de D-UCB montre une borne supérieure du
regret cumulé en O(

√
MT log T ). Dans SW-UCB, un historique de taille H est uti-

lisé pour stocker les informations de chaque bras. Lorsqu'une nouvelle observation
est ajoutée à un historique alors que celui-ci a déjà atteint sa taille maximale la
plus ancienne est retirée. L'algorithme obtient aussi une borne sur le pseudo-regret
du même ordre que D-UCB, à savoir O(

√
MT log T ). Bien que cette borne soit

éloignée de la borne inférieure d'un facteur
√

log T , aucun algorithme de bandits
s'adaptant aux changements de bras ne possède de borne plus serrée.

Algorithme 7 : D-UCB et SW-UCB
Données : c > 0
pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire

Si un bras k n'a pas encore été joué, jouer celui-ci, sinon
Jouer le bras k qui maximise :

µ̆k(t) + c

√
log
∑K

i=1 t̆i

t̆k

�n
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Dans le cas de D-UCB,

µ̆k(t) =
1

t̆k

t∑
i=1

αt−iyktJk = ktK (1.4)

et

t̆k =
t∑
i=1

αt−iJk = ktK . (1.5)

Dans le cas de SW-UCB,

µ̆k(t) =
1

t̆k

t∑
i=max{0,t−H+1}

yktJk = ktK (1.6)

t̆k =
t∑

i=max{0,t−H+1}

Jk = ktK . (1.7)

Meta-Eve

Alors que D-UCB et SW-UCB utilisent une approche passive basée sur l'oubli
régulier du passé, Meta-Eve [28] utilise une approche active basée sur un détecteur
de rupture. L'algorithme fait l'hypothèse que lorsqu'un changement de stationna-
rité se produit, cela induit un changement dans la moyenne du bras optimal. Un
algorithme de bandit stochastique peut être utilisé et les changements de meilleur
bras gérés en détectant les variations de moyenne du meilleur bras empirique puis
en réinitialisant l'algorithme. Dans son implémentation, Meta-Eve utilise l'algo-
rithme UCB pour le choix des bras et un test de Page-Hinckley [29] pour détecter
les changements de moyenne. A�n d'être plus robuste aux faux positifs du test
de détection, un second UCB est utilisé comme Meta-Bandit durant les itérations
suivant une réinitialisation avec comme bras, l'UCB utilisé au moment du test et
l'UCB nouvellement initialisé. L'algorithme peut cependant di�cilement détecter
les changements lorsqu'un bras sous-optimal devient optimal, ceux-ci étant peu
joués par l'algorithme. Bien qu'en pratique cet algorithme o�re de bonnes per-
formances lorsque ses hypothèses sont respectées, il ne dispose pas de garanties
théoriques.

1.2.2 Bandit manchots avec adversaire

L'une des formes de non-stationnarités parmi les plus fortes est l'hypothèse ad-
verse. Celle-ci suppose que les éléments de la séquence générée par le processus sont
dé�nis par un adversaire. Celui-ci peut être inconscient, dans ce cas, on considère
que les éléments sont générés à l'avance et ne changent pas quelle que soit la nature
des interactions avec le système. Lorsque d'adversaire est conscient, celui-ci peut
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dé�nir les éléments de la séquence tout en ayant conscience des interactions. Toutes
les formes de non-stationnarité peuvent être, à posteriori, représentées par l'adver-
sité, rendant les algorithmes basés sur celle-ci très robustes. Suivant le formalisme
de [30, 31], nous considérons que la séquence de récompenses Y (1), ..., Y (T ) avec
Y (t) = (y1(t), ..., yK(t)) est dé�nie à l'avance par un adversaire inconscient.

Borne inférieure

Le théorème suivant donne une borne inférieure sur le regret vis-à-vis du bras
ayant la récompense cumulée la plus haute dans le cas où les récompenses sont
choisies par un adversaire inconscient. Remarquons que cette borne inférieure s'ap-
plique aussi lorsque les séquences sont tirées depuis des distributions stochastiques
non-stationnaires. En e�et, une séquence de récompenses adverses est équivalente
à une séquence de récompenses tirées depuis des distributions de Dirac.

Le gain de la politique optimale est :

G∗ = max
k∈[K]

T∑
t=1

yk(t) . (1.8)

Le regret faible est l'espérance du regret cumulé lorsque celui-ci prend en
compte la randomisation des choix de l'algorithme :

E [R] =
T∑
t=1

(
yk(t)−

K∑
k=1

Pt(kt = k)ykt(t)

)
. (1.9)

Théorème 8. [31] Pour tout K ≥ 2 et tout horizon T , il existe une distribu-
tion sur les séquences de récompenses telle que l'espérance du regret faible (où
l'espérance est prise vis-à-vis de la randomisation des récompenses et de la rando-
misation interne de l'algorithme) est au moins :

Ω

(
1

20
min{

√
KT, T}

)
.

EXP3

EXP3 [30, 31] est un algorithme de bandits manchots avec adversaire. De
manière similaire aux approches γ-GREEDY, l'algorithme possède une exploration
constante contrôlée par le paramètre γ ∈ [0, 1]. Les performances de chaque bras
sont estimées en maintenant un estimateur débiaisé de la récompense cumulée du
bras :

E

[
T∑
t=1

yk(t)1[i = kt]

Pt(k)

]
=

T∑
t=1

yk(t) , (1.10)
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où E[.] est l'espérance conditionnelle à la probabilité Pt(k) de choisir le bras k au
tour t. Pt(k) = P(k|k1, ..., kt−1).

L'exploitation est e�ectuée en utilisant une distribution de Gibbs prenant
comme paramètres les estimateurs débiaisés de chaque bras. L'aléa introduit par
le mélange des distributions d'exploration et d'exploitation est l'une des grandes
forces de l'algorithme face à l'adversité. En e�et, si un algorithme est déterministe
et connu de l'adversaire, il est possible de construire une séquence de récompense
lui in�igeant un regret maximal. La randomisation des choix d'EXP3 lui permet
de se prémunir contre ce type de scénarios.

Algorithme 8 : EXP3
Données : γ ∈ [0, 1]
La probabilité de choisir le bras k au tour t est :

Pt(k) = (1− γ)
wkt∑K
i=1 w

i
t

+
γ

K
, (1.11)

avec pour tout k, wk0 = 1 et :

wit+1 = witexp

(
γ1[i = kt]ykt(t)

Pt(i)K

)
(1.12)

Le regret de l'algorithme est calculé face à une politique jouant un seul bras
durant la totalité du jeu. Sous ces conditions, le gain de la politique optimale est :

G∗ = max
k∈[K]

T∑
t=1

yk(t) . (1.13)

Cette politique est cependant très faible si les bras possèdent des récompenses
cumulées similaires mais concentrées dans des périodes de temps distinctes.

Théorème 9. Le regret des choix de bras d'EXP3 vis-à-vis de la politique optimale
véri�e :

Gmax − E[GEXP3] ≤ (e− 1)γGmax +
K logK

γ

Théorème 10. En supposant que g ≥ Gmax et en exécutant EXP3 avec le para-
mètre

γ = min

{
1,

√
K logK

(e− 1)g

}
Alors

Gmax − E[GEXP3] ≤ 2, 63
√
gK logK

Récemment, une variante d'EXP3 a été proposée, basée sur une exploration
implicite [32] utilisant uniquement la distribution de Gibbs. Cette exploration
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implicite est obtenue en remplaçant l'estimation de la récompense cumulée par une
estimation de la perte cumulée. L'exploration constante ayant disparu, le terme γ
est maintenant utilisé pour biaiser l'algorithme et empêcher les récompenses d'être
divisées par une probabilité trop faible. Dans ce cas, les poids sont calculés de la
manière suivante :

wit = exp

(
t∑

j=1

1[i = kj]
(
1− ykj(j)

)
Pt(i) + γ

)
(1.14)

Plus un bras est joué, plus sa perte cumulée augmente si les récompenses sont
di�érentes de 1, provoquant ainsi une augmentation de la probabilité de jouer les
autres bras.

EXP3.S

Contrairement à EXP3, dont le regret est comparé à une politique jouant le
bras ayant la plus haute récompense cumulée sur l'ensemble du jeu, EXP3.S [31]
se compare à une politique arbitraire pouvant jouer n'importe quelle séquence de
bras. Chaque séquence est caractérisée par sa di�culté N , i.e., le nombre minimal
de sous-séquences où le même bras est joué. L'algorithme EXP3.S est obtenu en
ajoutant un paramètre de régularisation à l'équation de mise à jour des poids.
Cette régularisation diminue l'importance des récompenses plus anciennes, per-
mettant à l'algorithme de converger vers un bras di�érent si les récompenses du
meilleur bras empirique courant baissent au pro�t d'un autre.

Algorithme 9 : EXP3.S
Données : γ ∈ [0, 1] et α > 0
La probabilité de choisir le bras k au tour t est :

Pt(k) = (1− γ)
wkt∑K
i=1 w

i
t

+
γ

K
, (1.15)

avec pour tout k, wk0 = 1 et :

wit+1 = witexp

(
γ1[i = kt]y

kt
t

Pt(i)K

)
+
eα

K

K∑
k=1

wkt , (1.16)

L'espérance du regret cumulé d'EXP3.S est bornée par
O(
√
KT (N log(KT ) + e)).

1.2.3 Stochastique et adverse

L'algorithme SAO [33] est motivé par le souhait d'avoir un algorithme pouvant
être utilisé dans le cas adverse tout en maintenant des garanties logarithmiques
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dans le cas stochastique. L'algorithme est décomposé en trois phases : une phase
d'exploration, une phase d'exploitation et une phase adverse. Lors de la première
phase, les bras sont joués uniformément. Les bras sont ensuite éliminés jusqu'à
rentrer dans la phase d'exploitation. Durant ces deux phases, les bras éliminés
sont toujours joués avec une faible probabilité (su�samment petite pour garder
un regret logarithmique) et di�érentes conditions garantissant la stationnarité des
bras sont véri�ées à chaque nouveau tirage. Si l'une de ces conditions n'est pas
véri�ée, l'algorithme passe dans la phase adverse en utilisant EXP3 comme sous-
routine. Dans le cas stochastique, le regret cumulé de SAO est borné par O( log3 T

∆
)

et par O(
√
T log2 T ) dans le cas adverse.

L'algorithme EXP3++ [34] est une variante d'EXP3 capable d'être utilisée sur
des régimes adverses, stochastiques et pseudo-adverses. L'algorithme obtient une
borne sur l'espérance du regret en O(

√
T ) face à un adversaire. Dans le régime

avec des récompenses contaminées, les récompenses sont majoritairement tirées
depuis des distributions stationnaires à l'exception de certaines choisies à l'avance
par un adversaire. Lorsque ces récompenses sont modérément contaminées, c'est-à-
dire que l'adversaire n'a pas baissé l'écart entre les bras de plus d'un facteur 1/2,
alors EXP++ obtient des garanties en O( log3 T

∆
) pour le pseudo-regret cumulé.

Cette borne logarithmique peut aussi être obtenue avec des récompenses adverses
lorsqu'il existe un pas de temps à partir duquel, pour tout t, la somme entre 1 et
t des récompenses du bras optimal est toujours supérieure à celle des autres bras.
Cependant, EXP++ nécessite un paramétrage spéci�que à chaque régime pour
que ces garanties s'appliquent.

1.3 Variantes du problème

De nombreuses variantes du problème des bandits manchots existent. Nous
en présentons brièvement quelques unes où la non-stationnarité intervient sur la
disponibilité des bras. La publicité en ligne est un exemple pratique où la disponi-
bilité des bras peut être variable au cours du temps. De nouveaux contrats peuvent
être souscrits, faisant apparaître de nouveaux bras. Les contraintes contractuelles
peuvent nécessiter un nombre d'a�chage minimum et maximum, forçant l'algo-
rithme à jouer des bras sous-optimaux ou entrainants la disparition d'un bras dont
le nombre d'a�chages contractuels a été atteint.

• Bandits dormants. Le problème des bandits dormants [35] considère le
cas où à chaque tour, les bras peuvent � dormir �, le joueur ne pouvant ainsi
choisir le bras à jouer que parmi un sous-ensemble.

• Bandits mortels. Les bandits mortels [36] sont un cas particulier des
bandits dormants, les bras ne sont disponibles que pendant un nombre de
tours limités puis disparaissent dé�nitivement du jeu.

• Jeux à gratter. Les jeux à gratter [37] sont une variante des bandits
mortels où la disparition des bras ne dépend pas du nombre de tours. Ici, les
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bras disposent d'un nombre de tirages limité. Lorsque ce nombre de tirages
est atteint, les bras ne sont plus disponibles.
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2.1 Introduction

Dans la littérature, les bandits manchots stochastiques (voir section 1) reposent
sur l'hypothèse de stationnarité des distributions. Lorsque les récompenses sont
stationnaires par parties (voir section 1.2.1) les bornes supérieures sur le regret
possèdent une dépendance en racine vis-à-vis du nombre de changements de distri-
bution. Jusqu'à récemment, l'alternative à cette stationnarité était la formulation
adverse (voir section 1.2.2). Seldin et Slivkins ont cependant proposé diverses
formulations du problème mêlant récompenses stationnaires et non-stationnaires
(voir section 1.2.3), via l'introduction d'une adversité restreinte, tout en obte-
nant des garanties logarithmiques sur le regret grâce à un paramétrage spéci�que
d'EXP3 lorsque le meilleur bras ne change pas. Dans ce chapitre, nous étendons le
problème aux bandits manchots stochastiques non-stationnaires. Nous proposerons
dans un premier temps une version randomisée de l'algorithme d'éliminations suc-
cessives permettant de trouver le meilleur bras en un temps logarithmique. Nous
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détaillerons ensuite une variante de cet algorithme puis de l'algorithme EXP3
pour le cas où le meilleur bras change au cours du temps.

2.2 Formalisation

Soit [K] = 1, ..., K un ensemble de bras. Après avoir joué le bras kt au tour
t ≤ T , le joueur obtient une récompense ykt(t) ∈ [0, 1] tirée depuis une distribution
de moyenne µkt(t) ∈ [0, 1].

La notion de regret. Soit k∗(t) le bras joué par la politique optimale au temps
t. Le pseudo-regret cumulé est dé�ni comme la di�érence entre les récompenses
moyennes des bras joués par la politique optimale et celles du joueur :

E

[
T∑
t=1

µk∗(t)(t)− µkt(t)

]
. (2.1)

L'écart instantané. Habituellement, l'écart est mesuré sur une séquence sta-
tionnaire. La non-stationnarité des distributions stochastiques nécessite l'intro-
duction de l'écart instantané qui est la di�érence des récompenses moyennes au
pas de temps t. L'écart instantané entre les bras k et k′ au temps t est :

∆k,k′(t) = µk(i)− µk′(i) . (2.2)

2.3 Politique optimale à bras unique

Dans cette section, nous étudions le cas où le bras optimal est unique même si
les distributions générant les récompenses sont non-stationnaires. Le bras opti-
mal est :

k∗ = arg max
k∈[K]

T∑
t=1

µk(t) . (2.3)

2.3.1 Éliminations Successives avec Round Robin Rando-
misé

Dans cette section, nous présentons l'algorithme Éliminations Successives
avec Round-Robin Randomisé (SER3) (voir algorithme 10). L'algorithme est
basé sur le mélange aléatoire de l'ensemble des bras utilisés lors des tours de round-
robin. SER3 obtient les mêmes garanties en terme de complexité d'échantillonnage
et de pseudo-regret cumulé que Successive Elimination mais sur une plus
grande classe de problèmes, délimitée par une hypothèse faible restreignant la
non-stationnarité de la séquence de récompenses moyennes.
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Le mécanisme d'élimination

La mécanique d'élimination dans les bandits manchots a été proposée par
Even-Dar (voir section 1.1.2). Des estimations des récompenses moyennes sont
construites en jouant séquentiellement chaque bras. Après τmin tours de round-
robin, l'algorithme commence à comparer les performances de chaque bras a�n
d'éliminer les bras sous-optimaux. Pour cela, une borne inférieure sur la récom-
pense moyenne du meilleur bras empirique est calculée ainsi que des bornes su-
périeures sur les récompenses moyennes des autres bras. Si la borne inférieure du
meilleur bras empirique est supérieure à la borne supérieure associée à un autre
bras, alors ce bras est éliminé. Ce processus est répété jusqu'à l'élimination de
tous les bras à l'exception d'un, le bras optimal.

L'Inégalité d'Hoe�ding

Successive Elimination suppose que les récompenses sont tirées depuis des
distributions stochastiques identiques au cours du temps. Cependant, l'inégalité
d'Hoe�ding ne nécessite pas cette contrainte de stationnarité :

Inégalité d'Hoe�ding [15]. Si X1, X2, ..., Xτ sont des variables aléatoires in-
dépendantes et que 0 ≤ Xi ≤ 1 pour tout (i = 1, 2, ..., τ), alors pour ετ > 0

P

(
|

t∑
i=1

Xi

τ
− E[

t∑
i=1

Xi

τ
]| ≥ ετ

)
≤ 2 exp

(
−2ε2ττ

)
.

Cette inégalité peut être utilisée pour calculer des intervalles de con�ance sur
des moyennes empiriques composées de récompenses tirées depuis des distributions
non-identiques.

La randomisation des Round-Robin

Nous illustrons les besoins de randomisation de l'algorithme avec un exemple
pouvant mettre en échec un algorithme déterministe (voir �gure 2.1).

µk(t) t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6
k = 1 0.6 1 0.6 1 0.6 1
k = 2 0.4 0.8 0.4 0.8 0.4 0.8

Figure 2.1 � Une séquence de récompenses moyennes pouvant mettre en échec
un algorithme de bandits déterministe.

Étant donné que µ1(t) est plus grand que µ2(t) à chaque pas de temps t,
le meilleur bras est k = 1 sans ambiguïté. Cependant, un algorithme détermi-
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niste jouant séquentiellement le premier bras puis le second observera uniquement
des récompenses tirée depuis une distribution de moyenne 0, 6 pour k = 1 et de
moyenne 0, 8 pour k = 2. Après su�samment de temps, un algorithme d'élimina-
tion éliminera le premier. SER3 évite ce comportement en mélangeant l'ensemble
des bras après chaque tour de round-robin. Cette randomisation est particulière-
ment nécessaire lorsque les récompenses moyennes sont choisies par un adversaire.
En e�et, dans une analyse en pire des cas, l'adversaire pourra user du déterminisme
de l'algorithme du joueur pour l'empêcher de trouver le bras optimal.

Identi�cation du meilleur bras

É�ectuer une tâche d'identi�cation du meilleur bras suppose l'existence d'un
critère permettant d'identi�er ce bras à chaque instant, sans ambiguïté. Il est
nécessaire de poser une hypothèse assurant qu'il est possible d'identi�er k∗ tout
au long du jeu. Dans un premier temps, nous dé�nissons quelques notations. Une
exécution de SER3 est une succession de tours de round-robin. L'ensemble [τ ] =
{(t1, |S1|), ..., (tτ , |Sτ |)} est une réalisation de SER3 et ti est le pas de temps où
le ieme tour de round-robin de taille |Si| commence. Étant donné que les bras sont
seulement éliminés, |Si| ≥ |Si+1|. Nous notons T(τ) l'ensemble contenant toutes
les réalisations possibles de τ tours de round-robin. Nous dé�nissons maintenant
l'hypothèse 1 qui assure que le meilleur bras peut être identi�é à chaque pas de
temps.

Hypothèse 1. Pour tout k ∈ [K] − {k∗} et tout [τ ] ∈ T(τ) avec τ ≥ τmin, nous
avons :

∆∗k ([τ ]) =
1

τ

τ∑
i=1

ti+|Si|−1∑
j=ti

∆k∗,k(j)

|Si|
> 0 . (2.4)

Cette hypothèse est assez faible et permet de tolérer une grande quantité de
bruit lorsque τ est grand. Étant donné que le bras optimal doit se distinguer des
autres, les écarts instantanés sont davantage contraints en début de jeu. Cette
contrainte est similaire à celle utilisée par Seldin et Slivkins (voir section 1.2.3)
pour atteindre un regret logarithmique sur des récompenses modérément conta-
minées. Un autre parallèle peut être fait entre le régime adverse avec écart (voir
section 1.2.3), τmin représentant le temps accordé au bras optimal pour générer
assez de récompenses pour se distinguer des bras sous-optimaux.

La �gure 2.2(a) illustre l'hypothèse 1. Sur cet exemple, la moyenne du bras
optimal k∗ est plus faible que celle du second bras sur les pas de temps t ∈
{5, 6, 7}. Même si l'écart instantané est négatif durant ces pas de temps, l'écart
moyen ∆∗ ([τ ]) reste positif. Le paramètre τmin protège l'algorithme d'un bruit
pouvant être présent à l'initialisation de l'algorithme. A�n de faciliter la lecture
des résultats analytiques, nous supposons que τmin = log K

δ
.
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L'hypothèse 1 peut être considérée comme un test de cohérence, assurant que
chercher à trouver un unique meilleur bras est sensé. Á la �n de cette section, nous
présentons aussi une modi�cation de l'algorithme SER3 permettant d'e�ectuer
une tâche de sélection du meilleur bras lorsque l'hypothèse 1 n'est pas véri�ée
mais que la di�érence entre la somme des récompenses moyennes d'une séquence
hypothétique véri�ant l'hypothèse et la somme des récompenses moyenne de la
séquence de l'adverse est connue. Le cas où l'hypothèse 1 n'est pas véri�ée (voir
�gure 2.2(b)) peut être considéré comme un problème avec changement de meilleur
bras. Dans ce cas là, la politique peut changer de bras au cours du jeu. Nous
étudierons ce cas là en section 2.4.

Algorithme

(a) L'hypothèse 1 est véri�ée. L'écart moyen
reste positif

(b) L'hypothèse 1 n'est pas véri�ée. Cette sé-
quence implique un changement de meilleur
bras.

Figure 2.2 � Séquences de récompenses illustrant la notion d'écart moyen

Analyse

Nous montrons tout d'abord les garanties en complexité d'échantillonnage de
l'algorithme puis nous les transposons en garanties sur le regret cumulé. Nous
rappelons la dé�nition de la complexité d'échantillonnage.

La complexité d'échantillonnage est le nombre d'observations nécessaires
à un algorithme pour trouver un bras ε-optimal avec une forte probabilité.

Nous considérons un bras k comme ε-optimal, si il existe un pas de temps pour
lequel ∆∗k([τ ]) ≤ ε. Les résultats de cette section sont donnés pour ε = 0, ainsi seul
le bras optimal est accepté comme solution.

Théorème 11. Pour K ≥ 2, δ ∈ (0, 0.5], et τmin = log K
δ
, la complexité d'échan-

tillonnage de SER3 est bornée supérieurement par :

O

(
K

∆2
log

K

δ∆

)
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Algorithme 10 : Éliminations Successives avec Round-Robin Ran-
domisé (SER3)

Données : δ ∈ (0, 0.5], ε ∈ [0, 1)
Résultat : un ε-approximation du meilleur bras
S1 = [K], ∀k, µ̂k(0) = 0, t = 1 , τ = 1;
tant que |Sτ | > 1 faire

Mélanger Sτ ;
pour chaque k ∈ St faire

Jouer k;

µ̂k(τ) = τ−1
τ
µ̂k(τ − 1) +

ykt (t)

τ
;

t = t+ 1;

si τ ≥ τmin alors
kmax = arg maxm∈S µ̂k(t);
Retirer de Sτ+1 tout k tel que :

µ̂max(τ)− µ̂k(τ) + ε ≥ 2

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
(2.5)

τ = τ + 1;

où ∆ = min[τ ],k
1
τ

∑τ
i=1

∑ti+|Si|−1
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si| .

La preuve du Théorème 11 est détaillée en sous-section 2.6.

Corollaire 2. Pour K ≥ 2, δ = 1/T , et τmin = log(KT ), l'espérance du pseudo-
regret cumulé de SER3 est bornée supérieurement par :

min

(
O

(
K − 1

∆
log(

KT

∆
)

)
, O

(√
TK log

T

K

))

La preuve du Corollaire 2 est détaillée en sous-section 2.6.

L'utilisation d'un round-robin randomisé permet à notre algorithme SER3
d'obtenir les mêmes garanties que lorsque l'exploration est contrôlée par un round-
robin déterministe sur des bras ayant des récompenses stationnaires. En e�et pour
tout t et tout [τ ] nous avons :

1

τ

τ∑
i=1

ti+|Si|−1∑
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si|
= ∆k∗,k(t) = ∆k∗,k(t+ 1) . (2.6)

L'algorithme non randomisé Successive Elimination ne possède pas de ga-
ranties lorsque les récompenses ne sont pas stationnaires. L'adversaire peut 'utiliser
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le déterminisme du round-robin pour construire une séquence de récompenses me-
nant à l'élimination du bras optimal tout en respectant l'hypothèse 1.

Ce résultat peut sembler contredire la borne inférieure en Ω(
√
T ) [23] sur le

problème des bandits non-stationnaires. Ce coût en racine est du à l'exploration
constante nécessaire à la détection des changements du meilleur bras. Les garanties
logarithmiques sont obtenues en se comparant à une politique optimale jouant un
seul bras et en contraignant l'écart moyen à être positif.

Bandits manchots non-stationnaires avec budget

Dans cette sous-section nous étudions le cas où la séquence de récompense
moyenne observée par le joueur ne respecte pas l'hypothèse 1.

La séquence de récompenses moyennes est générée en deux étapes. Tout
d'abord, l'adversaire choisit des récompenses µk(1), ..., µk(T ) associées à chaque
bras de manière à véri�er l'hypothèse 1. Il applique ensuite un malus bk(t) ∈
[0, µk(t)] aux di�érentes récompenses, de manière à obtenir la séquence de récom-
penses �nales. La récompense moyenne du bras k au tour t est µk(t) − bk(t). Le
budget dépensé par l'adversaire pour le bras k est Bk =

∑T
t=1 bk(t). Nous notons

B ≥ arg maxk Bk la borne sur le budget de l'adversaire.

SER3 peut être modi�é de manière à e�ectuer une tâche d'identi�cation du
meilleur bras lorsque B est connu. La condition d'éliminations (2.5) est remplacée
par la condition suivante :

µ̂max(τ)− µ̂k(τ) + ε ≥ B

τ
+ 2

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)

L'algorithme obtenue avec cette nouvelle condition d'élimination est appelé
Successive Elimination avec Round Robin Randomisés et Budget
(SER3.B).

Théorème 12. Pour K ≥ 2, δ ∈ (0, 0.5], et τmin = log K
δ
, la complexité d'échan-

tillonnage de SER3.B est bornée supérieurement par :

O

(
K

∆2
log

K

δ∆
+B

)
où ∆ = min[τ ],k

1
τ

∑τ
i=1

∑ti+|Si|−1
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si| .

La preuve du Théorème 23 est détaillée en sous-section 2.6.

Le chapitre 6 présente une formalisation du problème de sélection d'experts
apprenants comme un problème de bandit adverse avec budget ainsi que des si-
mulations numériques dans ce cadre.
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2.3.2 Simulations numériques

Nous comparons dans cette sous-section les performances de SER3 à celles
d'algorithmes de l'état de l'art sur deux problèmes synthétiques. Le nombre de
bras est K = 20 et l'horizon est T = 107. Les récompenses sont tirées depuis
des distributions de Bernoulli. L'écart instantané ∆ = 0.05 entre le bras optimal
et les autres est constant, i.e. si la récompense moyenne d'un bras sous-optimal à
l'instant t est µ(t) alors la récompense moyenne du bras optimal est µ∗(t) = µ(t)+
∆. Durant ces expériences, la probabilité d'échec de Successive Elimination
(SE) et de SER3 est �xée à δ = 0.05, ε = 0.7 et l'exploration d'EXP3 est γ = 0.05.
Les courbes sont moyennées sur 50 exécutions des algorithmes.

Problème 1 : Moyennes sinusoïdales. L'index du bras optimal k∗ est tiré
au début du jeu et ne change pas durant les T itérations. La moyenne des bras
sous-optimaux est µ(t) = cos(2πt/K)/5 + 0.5.

Figure 2.3 � Les regrets cumulés de SER3, SE, UCB et EXP3 sur le Problème
1.

Ce problème est construit de manière à avoir une périodicité de K et des
variations de moyenne supérieures à ∆. Ainsi, un algorithme choisissant le bras
à jouer suivant un round-robin n'observera que les récompenses tirées depuis des
moyennes basses si les itérations où k∗ est joué se situent dans un creux de la
sinusoïde et réciproquement, des récompenses tirées depuis des moyennes hautes
si les itérations où les bras sous optimaux sont joués se situent dans la partie haute
de la sinusoïde. De cette manière, SE devrait éliminer le bras optimal durant une
grande partie des exécutions de l'algorithme.

L'algorithme SE se comporte comme prévu, la périodicité des récompenses
moyennes ainsi du round-robin lui cachant l'optimalité de k∗ et entrainant son
élimination. Bien que non adapté à la non-stationnarité, la politique déterministe
d'UCB converge vers le bras optimal après avoir sou�ert d'un regret élevé. Les
estimateurs non biaisés d'EXP3 lui permettent de converger rapidement vers le
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meilleur bras. L'algorithme sou�re cependant du regret associé à son exploration
constante jusqu'à la �n du jeu. Finalement, SER3 obtient un regret cumulé faible,
éliminant avec succès les bras sous-optimaux au début du jeu. Ceci illustre l'apport,
à coût nul, de la randomisation des tours de round-robin dans les algorithmes
d'élimination.

Problème 2 : Moyennes décroissantes avec écart positif. Le bras opti-
mal k∗ ne change pas durant le jeu. La moyenne des récompenses des bras sous-
optimaux est µ(t) = 0.95−min(0.45, 10−7t).

Figure 2.4 � Les regrets cumulés de SER3, SE, UCB et EXP3 sur le Problème
2.

Dans ce problème, les récompenses moyennes baissent lentement au fur et à
mesure des tours de jeux. Un bras sous-optimal longuement joué au début du
jeu aura ainsi une récompense moyenne empirique supérieure au bras optimal si
celui-ci est joué tardivement.

Similairement au problème 1, SER3 obtient un faible regret cumulé en élimi-
nant rapidement les bras sous-optimaux. La non-stationnarité n'est pas su�sam-
ment forte pour dérouter SE et lui permet de se comporter de la même manière
que SER3 sur ce problème. UCB est une fois de plus mis en échec par la non-
stationnarité des récompenses et commence à converger tardivement vers le bras
optimal. Le regret cumulé d'EXP3 est une fois de plus faible au début du jeu,
mais continue d'augmenter linéairement au cours du temps.

2.4 Politique optimale à bras multiples

Similairement à SER3, l'algorithme adverse EXP3 [31] est construit de ma-
nière à trouver le bras ayant la plus haute récompense cumulée sur la totalité
du jeu. L'exemple présenté en �gure 2.5 montre la limite de cette approche. La
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moyenne des récompenses
(
µ′1+µ′2

2

)
sur la totalité du jeu est identique pour les

deux bras. Jouer le bras k1 durant la première moitié du jeu puis ensuite le bras
k2 est cependant une meilleure stratégie.

Figure 2.5 � Un exemple de problème où les bras changent de moyenne au cours
du temps.

La politique optimale est une séquence de couples

{(k∗1, 1), ..., (k∗N , TN)}, (2.7)

avec k∗n 6= k∗n+1 et ∆k∗n,k(t) > 0 pour tout k ∈ [K]−{k∗n} et tout t ∈ [Tn, Tn+1). La
politique optimale commence à jouer le bras k∗n à Tn.

Aller plus loin que la stationnarité par partie

Les travaux incluant des distributions stochastiques non-stationnaires, notam-
ment D-UCB [27] et UCB à fenêtre glissante (SW-UCB) [23], les supposaient
stationnaires par parties (voir 1.2.1). Les cas où les changements de distributions
entraînent un changement de meilleur bras ne sont pas di�érenciés des cas où
le meilleur bras ne change pas. Les garanties théoriques de D-UCB et SW-UCB
mettent en avant cette dépendance avec un regret en O(

√
MT log T ), où M est le

nombre de changements de distributions (voir �gure 2.6). Dans le pire des cas, si
la distribution change à chaque itération (M = T ), le regret devient linéaire en T ,
même si le meilleur bras ne change pas.

2.4.1 Éliminations Successives Randomisées avec Réinitia-
lisations

La complexité d'échantillonnage pour le problème d'identi�cation du
meilleur bras avec changements

Nous proposons une nouvelle dé�nition de la complexité d'échantillonnage pre-
nant en compte les changements de meilleurs bras au cours du jeu.
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Figure 2.6 � Ce jeu comporte trois changements de moyennes, mais la politique
optimale ne changerait de bras qu'une seule fois. Ici, M = 3 et N = 2.

Reprise de l'échantillonnage et le coût de l'erreur. Lorsque le meilleur
bras ne change pas, le processus d'identi�cation est divisé en deux étapes. Dans la
première, l'algorithme collecte des observations puis lorsqu'il est capable d'e�ec-
tuer une prédiction avec le niveau de certitude requis, il retourne le bras prédit.
Étant donné que le meilleur bras ne change pas, il n'y a plus aucune raison de
récolter de nouvelles observations. Dans cette sous-section, le meilleur bras peut
changer au cours du temps et son identi�cation devient un processus plus dyna-
mique. Au pas de temps t, l'algorithme peut ainsi se trouver dans deux états.
Dans le premier état, s(t) = 1, l'algorithme échantillonne un bras a�n de collecter
davantage d'information. Dans le second état s(t) = 0, l'algorithme e�ectue une
prédiction et peut n'obtenir aucun retour (le bras kt n'est pas joué, mais unique-
ment prédit). Après avoir e�ectué une prédiction, l'algorithme peut reprendre le
processus d'échantillonnage pour véri�er si le meilleur bras a changé. Deux coûts
sont inclus dans notre dé�nition, le coût d'échantillonnage et le coût de l'erreur
de prédiction. Après un changement, l'algorithme sou�rira de ce coût tant qu'il
n'aura pas identi�é le nouveau meilleur bras.

Dé�nition 1. La complexité d'échantillonnage d'un algorithme A e�ectuant une
tâche d'identi�cation du meilleur bras avec changements pour la segmentation
{Tn}n=1..N de [1 : T ], avec T1 = 1 < T2 < · · · < TN < T , est :

N∑
n=1

Tn+1−1∑
t=Tn

(s(t) + (1− s(t))Jkt 6= k∗nK) , (2.8)

où kt est le bras identi�é comme optimal par A au temps t, k∗n est le bras optimal
sur le segment n, Tn+1 = T + 1 et s(t) est une variable binaire prenant comme
valeur 1 si le pas de temps t a été utilisé dans le processus d'échantillonnage, 0 si
le pas de temps t a été utilisé pour e�ectuer une prédiction.

Algorithme

L'algorithme SER3 peut être facilement adapté au cas où le meilleur bras
change au cours du temps. Pour cela nous introduisons la possibilité que l'algo-
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rithme se réinitialise avec une probabilité ϕ ∈ [0, 1], lui permettant de converger
vers un nouveau bras si celui-ci a changé. Nous appelons cet algorithme Élimina-
tions Successives avec Round-Robin Randomisés et Réinitialisations
(SER4).

Algorithme 11 : Éliminations Successives Randomisé avec Réini-
tialisations (SER4)

Données : δ ∈ (0, 0.5], ε ∈ (0, 1], ϕ ∈ [0, 1]
S1 = [K], ∀k, µ̂k(0) = 0, t = 1, τ = 1;
tant que t ≤ T faire

Mélanger |Sτ |;
pour chaque k ∈ St faire

Jouer k; // Si le joueur cherche à minimiser la complexité

d'échantillonnage, alors il ne joue pas de bras lorsque

|Sτ | = 1

µ̂k(τ) = τ−1
τ
µ̂k(τ − 1) +

ykt (t)

τ
;

t = t+ 1;
si random()≤ ϕ alors

St = [K];
∀k, µ̂k(t) = 0;
τ = 0;
Sortir des deux boucles courantes ; // On retourne à la

phase de mélange

kmax = arg maxm∈S µ̂k(t);
si τ ≥ τmin alors

kmax = arg maxm∈S µ̂k(t);
Retirer de Sτ+1 tout k tel que :

µ̂max(τ)− µ̂k(τ) + ε ≥ 2

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)

τ = τ + 1;

Analyse

Théorème 13. Pour K ≥ 2, δ = 1/T , τmin = log K
δ
et ϕ ∈ (0, 1], l'espérance de

la complexité d'échantillonnage vis-à-vis de la randomisation des réinitialisations
de SER4 est bornée supérieurement par :

O

(
ϕK

δ∆2
log

K

δ∆
+
N

ϕ

)
avec une probabilité d'au moins 1− δ.
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La preuve du Théorème 13 est détaillée en sous-section 2.6.

Nous optimisons ϕ pour minimiser la complexité d'échantillonnage.

Corollaire 3. Pour K ≥ 2, δ = 1/T , τmin = log K
δ
, ∆ ≥ 1

KT
et ϕ =

√
N

TK log(TK)
,

l'espérance de la complexité d'échantillonnage de SER4 vis-à-vis de la randomisa-
tion des réinitialisations est bornée supérieurement par :

O

(√
NTK log(TK)

∆2

)
.

Ce résultat peut aussi être transposé en borne sur l'espérance du regret cumulé.
Dans ce cas, l'algorithme continue à jouer le bras considéré comme optimal après
avoir éliminé tous les autres jusqu'à ce qu'une réinitialisation se produise.

Corollaire 4. (Borne dépendante de la distribution) Pour K ≥ 2, δ = 1/T ,

τmin = log(KT ), ∆ ≥ 1
KT

et ϕ =
√

N
T
, l'espérance du pseudo-regret cumulé de

SER4 vis-à-vis de la randomisation des réinitialisations est bornée supérieurement
par :

O

(√
NTK log(KT )

∆

)
.

(Borne indépendante de la distribution) Pour K ≥ 2, δ = 1/T , τmin =

log(KT ), ∆ ≥ 1
KT

et ϕ = ϕ =
√
N

T 2/3 , l'espérance du pseudo-regret cumulé de SER4
vis-à-vis de la randomisation des réinitialisations est bornée supérieurement par :

E[R̄(T )] = O

(
T 2/3

√
NK log

T

K

)
. (2.9)

Les preuves des Corollaires 3 et 4 sont détaillées en sous-section 2.4.2.

2.4.2 EXP3 avec Réinitialisations

Dans la section précédente, les changements de bras étaient combattus grâce
aux réinitialisations randomisées. Bien que cette approche puisse sembler brutale,
elle a permis d'introduire la notion de complexité d'échantillonnage sur des pro-
blèmes où le meilleur bras peut changer et possède des garanties sur le regret
cumulé rivalisant avec l'état de l'art. Nous présentons maintenant l'algorithme
EXP3.R, basé lui aussi sur des réinitialisations, mais maintenant contrôlées par
un détecteur de ruptures.
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Algorithme

EXP3 (voir section 1.2.2) minimise le regret face au meilleur bras en utilisant
un estimateur non biaisé des récompenses cumulées au temps t pour calculer les
probabilités de choisir chaque bras. Même si cette stratégie peut être vue comme
optimale dans un cas adverse, dans beaucoup d'applications pratiques, la non-
stationnarité à l'intérieur d'une période de temps est faible et les changements de
bras sont uniquement remarquables sur le long terme. Si un bras est performant
sur une période de grande taille, mais devient très mauvais ensuite, l'algorithme
EXP3 peut nécessiter un nombre d'itérations égal à la taille de la première pé-
riode avant de changer le bras majoritairement joué. Couplé avec un détecteur
de changement, l'algorithme EXP3 a plusieurs avantages. Premièrement, dans
un environnement non-stationnaire, une exploration constante est nécessaire pour
détecter les changements. Cette exploration est donnée naturellement par l'algo-
rithme. Deuxièmement, le nombre de changements de moyennes est supérieur au
nombre de changements de meilleurs bras (M ≥ N) (voir Figure 2.6). Cela signi-
�e que le nombre de réinitialisations requises par EXP3 est plus petit que celui
nécessaire à un algorithme stochastique comme UCB. Troisièmement, EXP3 est
robuste face aux non détections ou aux non-stationnarités locales.

Le détecteur de rupture (voir Algorithme 12) utilise des intervalles de
con�ance pour estimer les espérances de récompenses sur la période de temps
précédente. La distribution de probabilité des bras dans EXP3 est un mélange
entre une distribution de Gibbs et une distribution uniforme. Nous appelons γ-
observation, une observation sélectionnée via la distribution uniforme. Les para-
mètres γ, H et δ dé�nissent un nombre minimal de γ-observations nécessaires à
l'utilisation d'un détecteur d'une précision ε avec une probabilité d'au moins 1−δ.
Ces paramètres seront �xés plus tard dans l'analyse (voir Corollaire 5) et la validité
du test est prouvée dans le Lemme 1. Nous notons µ̂k(I) la moyenne empirique
des récompense obtenues par le bras k sur l'intervalle I en utilisant uniquement
les γ-observations et Γmin(I) le plus petit nombre de γ-observations parmi tous les
bras sur l'intervalle I. Le détecteur est appelé uniquement quand Γmin(I) ≥ γH

K
.

Celui-ci lève une détection quand le bras kmax, qui est celui possédant la plus
haute moyenne empirique µ̂k(I − 1) sur l'intervalle I − 1 est éliminé par une autre
sur l'intervalle courant.

Algorithme 12 : DetectionDeDerive(I)
Données : Intervalle courant I > 1
kmax = arg max

k
µ̂k(I − 1);

ε =
√

K log( 1
δ

)

2γH
;

retourner
q
∃k, µ̂k(I)− µ̂kmax(I) ≥ 2ε

y
;

L'algorithme EXP3.R est obtenu en combinant EXP3 et le détecteur de
dérive. Dans un premier temps, une instance d' EXP3 est initialisée et utilisée
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pour sélectionner les bras. Des γ-observations sont alors collectées jusqu'à ce que
Γmin(I) ≥ γH

K
. Lorsque ce compte est atteint, le test de détection est exécuté. Si,

dans l'intervalle correspondant, la di�érence entre la moyenne empirique d'un bras
et celle du meilleur bras est supérieure à 2ε alors une détection est levée. Dans ce
cas, les poids de l'algorithme EXP3 sont réinitialisés. Commence alors un nouvel
intervalle de collecte en préparation du prochain test. Ces étapes sont répétées
jusqu'à la �n du jeu (voir Algorithme 13).

Algorithme 13 : EXP3 avec Réinitialisation
Données : Réels δ, γ et entier H
I = 1;
pour chaque t = 1, ..., T faire

Appeler EXP3 sur le pas de temps t;
si Γmin(I) ≥ γH

K
alors

si I > 1 et DetectionDeDerive(I) alors
Réinitialiser EXP3;

I = I + 1;

Avec une précision ε, seules les di�érences supérieures à 4ε sont détectées avec
une forte probabilité.

Analyse

Dans cette section, nous analysons le détecteur de rupture et bornons l'espé-
rance du regret de l'algorithme EXP3.R.

Hypothèse 2. Durant chacune des M périodes stationnaires, la di�érence entre
la récompense moyenne du bras optimal et celle de n'importe quel autre bras est
au moins de 4ε avec

ε =

√
K log(1

δ
)

4γH
. (2.10)

Le lemme 1 garantit que quand l'hypothèse 1 est valide et que l'intervalle I est
inclus dans l'intervalle S alors, avec une forte probabilité, une détection sera levée
si et seulement si le bras optimal k∗S élimine un bras sous-optimal.

Lemme 1. Quand l'hypothèse 1 est valide et que I ⊆ S alors, avec une probabilité
d'au moins 1− 2δ, pour tout k 6= k∗S :

µ̂k
∗
S(I)− µ̂k(I) ≥ 2

√
K log(1

δ
)

2γH
⇔ µk

∗
S(I) ≥ µk(I) . (2.11)
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La preuve du Lemme 1 est détaillée en sous-section 2.4.2.

Le Théorème 14 borne l'espérance du regret cumulé d'EXP3.R.

Théorème 14. Pour tout K > 0, 0 < γ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1
2
, H ≥ K et N ≥ 1, quand

l'hypothèse 1 est valide, l'espérance du regret d'EXP3.R véri�e

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)γT

+

(
N − 1 + KδT

H
+Kδ

)
K log(K)

γ

+ (N − 1)HK

(
1

1− 2δ
+ 1

)
. (2.12)

La preuve du Théorème 14 est détaillée en sous-section 2.4.2.

Dans le Corollaire 5 nous optimisons les paramètres de la borne obtenue dans
le théorème 14.

Corollaire 5. Pour tout K ≥ 1, T ≥ 10, N ≥ 1 et C ≥ 1, quand l'hypothèse 1
est véri�ée, l'espérance du regret d'un EXP3.R exécuté avec comme paramètres

δ =

√
log T

KT
, γ =

√
K logK log T

T
et H = C

√
T log T (2.13)

est

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)
√
TK logK log T

+N
√
TK logK + (C + 1)K

√
T logK

+ 3NCK
√
T log T . (2.14)

Suivant C, la précision ε est :

ε =

√
1

2C

√√√√ log
√

KT
log T

log T

√
K

logK
≤

√√√√ 1

2C

√
K

logK
. (2.15)

La preuve du Corollaire 5 est détaillée en sous-section 2.4.2.

2.4.3 Simulations numériques

Nous comparons dans cette sous-section les performances de SER4 et EXP3.R
à celles d'algorithmes de l'état de l'art sur deux problèmes synthétiques. Le nombre
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de bras est K = 20 et l'horizon est T = 107. L'écart instantané ∆ entre le bras
optimal et les autres est constant, i.e. si la récompense moyenne d'un bras sous-
optimal à l'instant t est µ(t) alors la récompense moyenne du bras optimal est
µ∗(t) = µ(t) + ∆. Durant ces expériences, la probabilité d'échec de SER4 est
�xée à δ = 0.05, ε = 0.7 et sa probabilité de réinitialisation est ϕ = 5 × 10−6.
L'exploration d'EXP3.R et d'EXP3.S est γ = 0.01. L'historique considéré par
EXP3.R est H = 4 ·105 et le paramètre de régularisation d'EXP3.S est α = 10−6.
La taille de la fenêtre de SW-UCB est 105. Les courbes sont moyennées sur 50
exécutions des algorithmes.

Problème 3 : Moyennes en dents de scie avec changement de bras. À
chaque tour, le bras optimal change avec une probabilité de 10−6. En espérance,
il y a 10 changements de bras par exécution. La récompense moyenne des bras
sous-optimaux est µ(t) = 0.95−min(0.45, 10−7(t[mod 106]) et ∆ = 0.05.

Figure 2.7 � Les regrets cumulés de SER4, SW-UCB, EXP3.S, EXP3.R et
Meta-Eve sur le Problème 3.

Malgré l'ajout d'une fenêtre à UCB, SW-UCB sou�re de la non-stationnarité
permanente et des changements de bras, obtenant un regret cumulé �nal élevé.
Du fait de la dérive des moyennes,Meta-Eve se réinitialise très fréquemment. De
manière surprenante, ces multiples réinitialisations permettent à UCB de lutter
à la fois contre les changements de bras et contre le biais dans les moyennes dû
aux observations passées et au temps écoulé. Le Problème 3 véri�e les hypothèses
de SER.4, EXP3.R et EXP3.S, ce qui explique leurs bonnes performances face à
SW-UCB et Meta-Eve. Les regrets de EXP3.S et EXP3.R sont faibles, mais
EXP3.R est pénalisé par la grande taille d'historique nécessaire à la détection d'un
changement de bras avec un écart de ∆. Bien que SER4 obtienne le regret cumulé
le plus faible, la randomisation de ses réinitialisations implique une plus grande
variance. En e�et, les réinitialisations peuvent se produire rapidement après un
changement ou au contraire être tardives. Á l'inverse, l'utilisation d'une fenêtre ou
d'un paramètre de régularisation apporte aux algorithmes un comportement plus
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cohérent.

Problème 4 : Changement de bras avec certaines moyennes
constantes. Á chaque tour, le bras optimal change avec une probabilité de 10−6.
En espérance, il y a 10 changements de bras par exécution. La moyenne du bras
optimal est µ∗(t) = 0.8 lorsque k∗[mod 3] 6= 2 . Ce problème comporte des bras
dits constants dont les moyennes ne changent pas. Un bras k est constant lorsque
k[mod 3] = 2 et il a pour récompense moyenne µk(t) = 0.7. La propriété de
constance prévaut sur celle d'optimalité, un bras constant gardera une moyenne
de 0.7 même lorsqu'il possède l'index optimal. Pour tous les autres bras k tel que
k 6= k∗ et k[mod 3] 6= 2, la récompense moyenne est µ(t) = 0.2.

Figure 2.8 � Les regrets cumulés de SER4, SW-UCB, EXP3.S, EXP3.R et
Meta-Eve sur le Problème 4.

Le problème 4 illustre le principal inconvénient de SER4, dont les réinitialisa-
tions ne dépendent pas des données et obligent l'algorithme à recommencer son
optimisation du début. Même si SER4 converge plus vite vers le bras optimal, le
coût d'exploration des bras sous-optimaux conjugué au mécanisme d'élimination
lui in�ige un regret plus élevé que les autres algorithmes. En e�et, les autres al-
gorithmes maintiennent leurs estimateurs tout au long du jeu et si la récompense
du bras optimal chute brusquement, la moyenne empirique commencera à baisser
jusqu'à ce qu'elle devienne inférieure à celle des bras constants ; ces bras constants
permettent aux autres algorithmes de capitaliser des récompenses en attendant
que leurs mécaniques d'oubli leur permettent de converger vers le nouveau bras.
Les algorithmes supposant l'existence d'une stationnarité par parties, SW-UCB et
Meta-Eve, obtiennent les meilleurs résultats sur ce problème, démontrant ainsi
leur e�cacité lorsque leurs hypothèses sont respectées.

Le problème 3 illustrait l'un des pires cas : les écarts de tous les bras sous-
optimaux sont identiques. Dans ce cas, maintenir un historique est un handicap
lors d'un changement de meilleur bras et seule compte la vitesse de convergence
de l'algorithme.
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2.5 Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les bandits adverses et stationnaires par
parties en générant les séquences de récompenses à partir de distributions pouvant
changer à chaque tour de jeu. En utilisant une hypothèse assurant l'unicité du bras
optimal sur toutes les fenêtres temporelles {0, ..., t} avec 0 ≤ t ≤ T , l'algorithme
SER3 peut e�ectuer la tâche de sélection du meilleur bras avec une complexité
d'échantillonnage en O (K∆−2 log(K∆−1δ−1)). Nous avons ensuite proposé deux
algorithmes basés sous les réinitialisations de sous-routines de bandits (SER4,
utilisant SER3 et EXP3.R, utilisant EXP3) pour permettre de poursuivre des
politiques optimales changeant de meilleur bras au cours du jeu. Nous adaptons la
dé�nition de la complexité d'échantillonnage au cas où le meilleur bras peut chan-
ger N fois au cours du jeu et analysons SER4 dans ce cadre. L'algorithme SER4
e�ectue une réinitialisation à chaque tour selon une probabilité �xée en paramètre.
Bien que le nombre de réinitialisations soit élevé (de l'ordre de

√
T log(δ∆)2) sa

complexité d'échantillonnage logarithmique lui permet d'obtenir une complexité

d'échantillonnage �nale dont l'espérance est en O
(

∆−2
√
NTK log(TK)

)
. Le re-

gret en O
(√

KT logK
)
d'EXP3, plus élevé que celui de SER3, est compensé

par le détecteur de rupture présent dans EXP3.R qui permet d'e�ectuer les ré-
initialisations uniquement quand le meilleur bras change. L'inclusion de ce détec-
teur de rupture nécessite cependant un paramètre d'exploration plus élevé dont
la valeur dépend de la précision requise par le test. Les analyses de SER4 et
EXP3.R montrent des bornes supérieures sur l'espérance du regret cumulé de
l'ordre de O

(
CNK

√
T log T

)
(où C est une fonction décroissante suivant ∆) et

O
(

∆−1
√
NTK log(TK)

)
. L'avantage de nos méthodes par rapport à d'autres al-

gorithmes supposant l'existence de stationnarité par parties (comme SW-UCB ou
Discounted-UCB) est d'obtenir une dépendance en N (le nombre de change-
ments de meilleurs bras) et non enM (le nombre de changements de distributions),
qui peut être égal à T dans notre formalisme.

2.6 Preuves

2.6.1 Preuve du Théorème 11

Le Théorème 11 est un cas particulier du Théorème 11. Dans la preuve du
Théorème 11, pour tout k et tout t, B = 0, Bk = 0 et bk(t) = 0.

Démonstration. La preuve est composée de trois étapes principales :

1 - Expliciter les conditions menant à l'élimination d'un bras.

2 - Montrer que le bras optimal ne sera pas éliminé.

3 - Montrer que les bras sous-optimaux seront éliminés après avoir été joués
au maximum τ ∗ fois, permettant ainsi d'obtenir une borne supérieure sur la
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complexité d'échantillonnage.

1 - La condition d'élimination.
En utilisant l'inégalité d'Hoe�ding, pour toute séquenceF de tours de round-robin
de taille τ et tout bras k, nous avons :

P (|µ̂k − E[µ̂k]| ≥ ετ ) ≤ 2 exp
(
−2ε2ττ

)
.

où E désigne l'espérance vis-à-vis de la randomisation des tours de round-robin et
des récompenses. En dé�nissant

εt =

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
, nous avons :

P (|µ̂k − E[µ̂k(τ)]| ≥ εt) ≤ 2 exp

−2

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)2

τ 2

 =
δ

2Kτ 2
. (2.16)

Nous rappelons que T(τ) est l'ensemble contenant toutes les séquences de tours
de round-robin de taille τ pouvant être réalisées par l'algorithme. Chaque bras k
est joué une fois durant chaque tour de round-robin.

En répétant l'inégalité (2.16) sur chaque élément de T(τ), en utilisant l'in-
égalité de Boole et le fait que t

∑∞
τ=1 1/τ 2 = π2/6, l'inégalité suivante est vraie

simultanément pour tout τ avec une probabilité d'au moins 1− δπ2

12K
:

µ̂k(τ)− ετ ≤ E[µ̂k] ≤ µ̂k(τ) + ετ . (2.17)

Nous rappelons que Si ⊂ [K] est l'ensemble contenant les bras non éliminés
par l'algorithme au début du ieme tour de round-robin. Par construction, un bras
k′ reste dans l'ensemble des bras aussi longtemps que pour chaque k ∈ Sτ − {k′}
nous avons :

µ̂k(τ)− ετ < µ̂k′(τ) +
B

τ
+ ετ et τ ≥ τmin (2.18)

En combinant (2.17) et l'inégalité de gauche de (2.18), nous obtenons l'évène-
ment Ω, qui se produit avec une forte probabilité :

E[µ̂k(τ)]− 2ετ < E[µ̂k′(τ)] +
B

τ
+ 2ετ . (2.19)

Le pas de temps où le τ eme tour de round-robin débute est noté tτ (tτ =
1 +

∑τ−1
i=1 |Si|). La récompense moyenne empirique µ̂k(τ) de chaque bras k après

le τ eme tour de round-robin est :

µ̂k(τ) =
∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

tτ+|Sτ |−1∑
j=1

yk(j)Jk = kjK .
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En décomposant la seconde somme en tours de round-robin puis en prenant
l'espérance vis-à-vis de la distribution de récompenses Dy, nous avons :

EDy [µ̂k(τ)] =
∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

(µk(j)− bk(t))Jk = kjK . (2.20)

En prenant maintenant l'espérance de l'équation (2.20) vis-à-vis de la rando-
misation des tours round-robin, nous avons :

E[µ̂k(τ)] =

 ∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk(j)

|Si|

− Bk

τ
. (2.21)

Maintenant, lorsque l'évènement Ω se produit, c'est-à-dire que l'inéquation
(2.19) est vraie pour k et k′, en utilisant (2.21) nous déduisons que

∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

 τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk(j)

|Si|
−

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk′(j)

|Si|

 < 4ετ +
Bk

τ
− Bk′

τ
+
B

τ
.

(2.22)

Nous rappelons la notion d'écart moyen :

∆k,k′([τ ]) =
∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

 τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk(j)

|Si|
−

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk′(j)

|Si|

 .

En remplaçant la valeur de εt dans (2.22), nous avons :

∆k,k′([τ ]) < 4

√
1

2τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
+
Bk

τ
− Bk′

τ
+
B

τ
,

∆k,k′([τ ])2 <
8

τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
+
Bk

τ
− Bk′

τ
+
B

τ
. (2.23)

Le bras k′ sera éliminé si (2.23) devient fausse et si τ ≥ τmin.

2 - La non-élimination du bras optimal :
Pour k′ = k∗ et k 6= k∗ dans le pire des cas, Bk = 0 et Bk′ = B. En remplaçant
dans l'équation (2.23), nous avons :

∆k,k′([τ ])2 <
8

τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
. (2.24)
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Par hypothèse (∆k,k∗([τ ]) est négatif après τmin), (2.24) est toujours vraie
lorsque τ ≥ τmin, impliquant que le bras optimal ne sera jamais éliminé avec
une forte probabilité pour tout τ .

3 - L'élimination des bras sous-optimaux :
Si le bras k′ est toujours dans l'ensemble, alors il sera éliminé si l'inégalité (2.23)
n'est pas véri�ée et si τ ∗ ≥ τmin.

Considérons maintenant le bras optimal k∗ et le bras sous-optimal k 6= k∗, et
dé�nissons la quantité

∆k([τ ]) =
∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

 τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk∗(j)

|Si|
−

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk(j)

|Si|

 .

Dans le pire des cas, Bk∗ = B et Bk = 0. En utilisant l'équation (2.23) nous
obtenons la condition à invalider pour éliminer le bras k :

∆k,k′([τ ])2 <
8

τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
+

2B

τ
. (2.25)

Nous introduisons aussi la valeur critique

τ ∗1 =
642

∆k([τ ])2
log

(
16K

δ∆k([τ ])

)
.

Remarquons que τ ∗1 ≥ τmin, satisfaisant l'une des deux conditions d'élimination.

Nous notons

C1(t) =
8

τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
.

Pour τ = τ ∗1 , nous dérivons la borne suivante :

C1(τ ∗1 ) =
8∆k([τ ])2

642 log 16K
δ∆k([τ ])

(
log

4K

δ
+ 2 log

64

∆k([τ ])2
+ 2 log log

16K

δ∆k([τ ])

)
,

=
8∆k([τ ])2

642 log 16K
δ∆k([τ ])

(
log

4K

δ
− 4 log ∆k([τ ]) + 24 log 2 + 2 log log

16K

δ∆k([τ ])

)
,

≤ 8∆k([τ ])2

642 log 16K
δ∆k([τ ])

(
4 log

16K

δ∆k([τ ])
+ 24 log 2 + 2 log log

16K

δ∆k([τ ])

)
.

Nous remarquons que pour X > 8 nous avons :

24 log 2 + 2 log logX < 8 logX .

Ainsi, sous réserve que K ≥ 2, δ ∈ (0, 0.5] et ∆k([τ ]) > 0, nous avons 16K
δ∆k([τ ])

>
8 et
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C1(τ ∗1 ) ≤ 8∆k([τ ])2

642 log 16K
δ∆k([τ ])

(
16 log

16K

δ∆k([τ ])

)
≤ ∆k([τ ])2

512
. (2.26)

Comme C1(τ ∗1 ) est strictement décroissante suivant τ , (2.26) est vraie pour
tout τ > τ ∗1 .

Quand t > τ ∗1 , il existe C2(t) tel que :

∆k([τ ])2 = C1(t) + C2(t) .

Pour invalider l'équation 2.25, il faut trouver a valeur τ ∗2 > τ ∗1 telle que :

τ ∗2 ≥
4B

C2(t∗2)
(2.27)

Étant donné que C2(τ) = ∆k([τ ])2 − C1(τ), nous avons C2(τ) ≥ ∆k([τ ])2 −
∆k([τ ])2

512
et :

τ ≥ 2048B

511∆k([τ ])2

Pour τ = τ ∗2 avec :

τ ∗2 =
642

∆k([τ ])2
log

(
16K

δ∆k([τ ])

)
+

5B

∆k([τ ]2)
. (2.28)

(2.27) est vraie, invalidant (2.25) et impliquant l'élimination du bras sous-
optimal k avec une probabilité d'au moins 1− δ/K.

Nous concluons la preuve en sommant sur l'ensemble des bras, en utilisant
l'inégalité de Boole et en bornant inférieurement tout les ∆k([τ ]) par

∆ = min
[τ ]∈T(τ),k

∑
r∈T(τ)

Jr = [τ ]K
τ

 τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk(j)

|Si|
−

τ∑
i=1

ti+|Sτ |−1∑
j=ti

µk′(j)

|Si|

 . (2.29)

2.6.2 Preuve du Corollaire 2

Démonstration. Nous prouvons dans un premier temps la borne supérieure dépen-
dante des distributions.
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Soit τk le dernier tour de round-robin avant l'élimination du bras k.

Le pseudo-regret cumulé de l'algorithme est :

R̄(T ) =
∑
k 6=k∗

τk∑
i=1

ti+|Si|−1∑
t=ti

∆k∗,k(t)Jk = ktK . (2.30)

En prenant l'espérance de la variable aléatoire kt vis-à-vis de la randomisation
des round-robin (notée Ekt), nous avons :

E[R̄(T )] = E
[∑
k 6=k∗

τ∑
i=1

ti+|Si|−1∑
t=ti

Ekt [∆k∗,k(t)Jk = ktK]
]

= E
[∑
k 6=k∗

τ∑
i=1

ti+|Si|−1∑
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si|

]
.

E[R̄(T )] = E
[∑
k 6=k∗

τ
1

τ

τ∑
i=1

ti+|Si|−1∑
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si|︸ ︷︷ ︸
∆∗k

]
= E

[∑
k 6=k∗

τ∆∗k

]
. (2.31)

L'avant-dernière étape de la preuve du théorème 11 nous permet de borner
supérieurement τk avec la valeur τ ∗ sur un évènement de forte probabilité 1 − δ,
tandis que le regret cumulé est contrôlé par la borne supérieure triviale T sur
l'évènement complémentaire de probabilité au plus δ, menant à :

E[R̄(T )] ≤
∑
k 6=k∗

64

∆2
k

log

(
4K

δ∆k

)
∆k + δT . (2.32)

Nous concluons la preuve de la borne distribution dépendante en �xant δ =
1/T :

E[R̄(T )] = O

(
K − 1

∆
log(

KT

∆
)

)
, (2.33)

avec ∆ = min[τ ],k
1
τ

∑τ
i=1

∑ti+|Si|−1
t=ti

∆k∗,k(t)

|Si| .

Nous bornons maintenant supérieurement le regret cumulé dans le pire des cas
pour obtenir une borne indépendante de la distribution. Nous construisons pour
cela une séquence de récompenses évitant l'élimination des bras sous-optimaux
avec une forte probabilité tout en maximisant le regret instantané à la �n des T
tours de jeu. Conformément à (2.19), un bras n'est pas éliminé tant que :

E[µ̂k(τ)]− E[µ̂k′(τ)] < 4ετ . (2.34)
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En injectant (2.34) dans (2.31) et en remplaçant ετ par sa valeur
√

2
τ

log
(

4Kτ2

δ

)
nous obtenons :

E[R̄(T )] <
∑
k 6=k∗

τ4

√
2

τ
log

(
4Kτ 2

δ

)
+ δT . (2.35)

Par construction, les bras sous-optimaux ne sont pas éliminés et τ = T
K
. En

�xant δ = 1
T
nous obtenons la borne supérieure indépendante de la distribution :

E[R̄(T )] < (K − 1)
T

K
4

√
K

T
log(

4T 3

K
) + 1 , (2.36)

E[R̄(T )] = O

(√
TK log

T

K

)
. (2.37)

2.6.3 Preuve du Théorème 13

Démonstration. Les quantités suivantes sont considérées :

� L'espérance du nombre de fois où les estimateurs sont réinitialisés est
Nreinit = ϕT .

� La complexité d'échantillonnage nécessaire à l'obtention de le meilleur bras
entre chaque réinitialisation est SSER3 = O

(
K
∆2 log( K

δ∆
)
)
.

� Le temps écoulé avant une réinitialisation suit une loi binomiale négative de
paramètres r = 1 et p = 1−ϕ. Son espérance est bornée supérieurement par
1/ϕ.

� Le nombre de changements de bras est N − 1.

La complexité d'échantillonnage de SER4 est le nombre total d'itérations pas-
sées à jouer chaque bras plus le temps écoulé entre chaque changement de meilleurs
bras et la réinitialisation de l'algorithme.

L'espérance de la complexité d'échantillonnage vis-à-vis de la randomisation
des réinitialisations est :

O

(
ϕTK

∆2
log

(
K

δ∆

)
+
N

ϕ

)
. (2.38)

Le premier terme est l'espérance du nombre total de pas de temps où l'algo-
rithme échantillonnera les bras à la première initialisation de l'algorithme puis
après chaque réinitialisation. Le second terme est l'espérance du nombre de pas
de temps perdus par l'algorithme avant une réinitialisation après les N − 1 chan-
gements de bras. Nous concluons la preuve en �xant T = 1

δ
.
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2.6.4 Preuves des Corollaires 3 et 4

Démonstration. Convertir le théorème 3 en une borne supérieure sur le regret cu-
mulé dépendante de la distribution est direct, en �xant δ = 1

T
, puis en remplaçant

la borne sur complexité d'échantillonnage par celle sur le regret cumulé obtenue
dans le Corollaire 2.

E[R̄(T )] = O

(
ϕTK

∆
log

(
KT

∆

)
+
N

ϕ

)
. (2.39)

En �xant ϕ =
√

N
TK log(KT )

et en supposant ∆ ≥ 1
KT

nous obtenons la borne

suivante :

E[R̄(T )] = O

(√
NTK log(KT )

∆

)
, (2.40)

concluant la preuve de la première partie du Corollaire.

Nous montrons maintenant la borne supérieure indépendante de la distribu-
tion. Nous introduisons tout d'abord quelque notations, Nreinit est le nombre de
réinitialisations de l'algorithme, τ reiniti est le nombre de tours de round-robin entre
la ieme et la i+ 1eme réinitialisation et Ln est le nombre de pas de temps avant
qu'une réinitialisation se produise après le neme changement de meilleur bras.

Quand les pas de temps où les réinitialisations se produisent sont �xés, l'espé-
rance du regret cumulé est :

E[R̄(T )] < E
[Nreinit+1∑

i=1

(K−1)τ reiniti 4

√
2

τ reiniti

log(
4(τ reiniti )2

δ
)+

N∑
n=1

Ln+δT

]
, (2.41)

E[R̄(T )] < E
[Nreinit+1∑

i=1

(K − 1)4

√
2τ reiniti log(

4(τ reiniti )2

δ
)︸ ︷︷ ︸

f(τ reiniti )

]
+ E

[ N∑
n=1

Ln

]
+ δT .

(2.42)

Nous remarquons que {τ reiniti }i est une séquence i.i.d. de variables aléatoires et
que Nreinit est un temps d'arrêt aléatoire vis-à-vis de cette séquence. De plus, f est
une fonction concave. Nous pouvons donc appliquer l'inéquation de Wald suivie
de l'inégalité de Jensen et déduire que :

E[

Nreinit+1∑
i=1

f(τ reiniti )] ≤ E[Nreinit + 1]E[f(τ reinit1 )]

≤ E[Nreinit + 1]f(E[τ reinit1 ]) .
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Nous bornons supérieurement log(
4(τ reiniti )2

δ
) par log( 4T 2

δK2 ) et �xons δ = 1
T
. Étant

donné que E[Nreinit] = ϕT , E[τ reinit1 ] = 1
ϕK

et que E[Ln] ≤ 1
ϕ
, nous avons :

E[R̄(T )] < 4(ϕT + 1)

√
2

ϕ
K log

(
4T 3

K2

)
+
N

ϕ
+ 1 . (2.43)

L'équation précédente fait apparaitre un compromis en ϕ et nous �xons ϕ =√
N

T 2/3 .

Finalement, nous avons montré que :

E[R̄(T )] = O

(
T 2/3

√
NK log

T

K

)
. (2.44)

2.6.5 Preuve du Lemme 1

Démonstration. Nous justi�ons notre test de détection en considérant les γ-
observations comme des tirages sans remplacement dans une urne. Plus préci-
sément, quand toutes les observations nécessaires sont collectées, la procédure de
détection est lancée. Durant l'intervalle de collecte, les récompenses sont tirées
depuis 1 ≤ m ≤ M di�érentes distributions de moyenne µk0(I), ..., µkm(I) . Nous
appelons ti le pas de temps où la réponse moyenne commence à être µki (I) et tm+1

le pas de temps où le détecteur est appelé. A posteriori, chaque xk(t) a une pro-
babilité (ti+1 − ti)/(tm+1 − t0) d'avoir été tiré depuis la distribution de moyenne
µki (I). L'espérance moyenne de l'urne contenant les récompenses correspondant au
bras k est :

µk(I) =
m∑
i=1

ti+1 − ti
tm+1 − t0

µki (I) . (2.45)

A chaque pas de temps, par hypothèse, la récompense moyenne du meilleur bras
est supérieure à celle de n'importe quel autre bras d'au moins 4ε. Par conséquent,
la di�érence entre la récompense moyenne de l'urne du bras optimal k∗ et celle
d'un autre bras k est au moins de 4ε si le meilleur bras ne change pas au cours de
l'intervalle.

µk(I) ≤
m∑
i=1

ti+1 − ti
tm+1 − t0

(µ
k∗S
i − 4ε) ≤ µk

∗
S(I)− 4ε . (2.46)

Les arguments suivants montrent l'équivalence entre une détection et l'opti-
malité de k∗S avec une forte probabilité.

En utilisant l'inégalité de Ser�ing [38], nous avons :

P (µ̂k
∗
S(I) + ε ≥ µk

∗
S(I)) ≤ e

−2nε2

1−n−1
U ≤ e−2nε2 = δ (2.47)
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et
P (µ̂k(I)− ε ≤ µk(I)) ≤ δ , (2.48)

où n = γH
K

est le nombre d'observations et U la taille de l'urne. Nous avons :

µk
∗
S(I)− µk(I) ≥ 4ε (2.49)

et avec une probabilité d'au moins 1− 2δ,

µ̂k
∗
S(I) + ε ≥ µk

∗
S(I) (2.50)

et
µ̂k(I)− ε ≤ µk(I) (2.51)

En sommant (2.52), (2.50) et (2.51) nous obtenons :

µ̂k
∗
S(I)− µ̂k(I) ≥ 2ε , (2.52)

assurant avec une forte probabilité un test positif si µ̂kmax n'est pas le bras optimal.

Réciproquement, nous avons aussi :

µ̂k(I)− µ̂k∗S(I) ≤ −2ε . (2.53)

assurant avec une forte probabilité un test négatif si µ̂kmax est le bras optimal.

2.6.6 Preuve du Théorème 14

Démonstration. Premièrement, nous obtenons la structure principale de la borne.
Dans ce qui suit, L(T ) décrit l'espérance du nombre d'intervalles après un chan-
gement de meilleur bras avant sa détection et F (T ) est l'espérance du nombre de
fausses détections jusqu'alors. En utilisant les même arguments que [39], nous
déduisons la forme de la borne depuis la borne classique d'EXP3. Il y a N − 1
changements de meilleur bras, ainsi l'espérance du nombre de réinitialisations à
l'horizon T est borné supérieurement par N − 1 + F (T ). Le regret d'EXP3 sur
ces périodes est (e− 1)γT + K logK

γ
[31]. Alors que notre politique optimale joue le

bras ayant la plus haute récompense moyenne, la politique d'EXP3 joue le bras
ayant la plus haute récompense cumulée sur la période [TS, TS+1). Comme

TS+1−1∑
t=TS

xk∗S(t) ≤ max
k

TS+1−1∑
t=TS

xk(t) , (2.54)

le gain de notre politique optimale sur une période est borné supérieurement par
le gain de la politique optimale d'EXP3. En sommant sur chaque période, nous
obtenons (e− 1)γT + (N−1+F (T ))K logK

γ
.
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Le regret comprend aussi le délai entre le changement de meilleur bras et sa détec-
tion. Pour évaluer l'espérance de la taille de l'intervalle séparant chaque appel du
test, nous considérons un algorithme �ctif collectant uniquement les observations
d'un bras avant de passer au suivant jusqu'à avoir collecté toutes les observations.
Les γ-observations sont tirées avec une probabilité γ

K
et γH

K
observations sont né-

cessaires par bras. L'espérance du nombre d'échecs avant de réussir à collecter γH
K

γ-observations suit une loi binomiale négative d'espérance

γH

K
(1− γ

K
)
K

γ
= H − γH

K
. (2.55)

L'espérance du nombre de tirages à la �n de la collecte est le nombre de succès
plus le nombre espéré d'échecs :

γH

K
+H − γH

K
= H . (2.56)

En sommant sur tous les bras, nous obtenons une espérance totale de HK. Étant
donné que notre algorithme peut collecter les observations de n'importe quel bras
à n'importe quel moment, sur une même séquence de tirages, notre algorithme
aura �ni sa collecte avant l'algorithme précédemment décrit. Par conséquent, l'es-
pérance du temps entre chaque appel du test est bornée supérieurement par HK
et inférieurement par H, l'espérance du temps de collecte pour un bras. Il y a
N −1 changements de meilleur bras et la détection se produit en moyenne au plus
dL(T )eHK tour après le changement. Pour �nir, il y a aussi au plus N − 1 inter-
valles où les changements de meilleur bras se produisent. Durant ces intervalles,
nous n'avons pas de garanties sur le comportement du test. Dans le pire des cas,
le test ne détecte pas de changement et le regret instantané est de 1.

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)γT

+
(N − 1 + F (T ))K logK

γ
+ (N − 1)HK(dL(T )e+ 1) . (2.57)

Nous bornons maintenant F (T ) et L(T ). Les intervalles de con�ance sont va-
lides avec une probabilité d'au moins 1− δ et ils sont utilisés K fois à chaque test.
En utilisant l'inégalité de Boole, nous déduisons que F (T ) ≤ Kδ( T

H
+1). L(T ) est la

première occurrence de l'évènement détection après un changement de meilleur
bras. Quand un tel changement se produit, le lemme 1 garantit que la détection
se produira avec une probabilité d'au moins 1− 2δ. Nous avons L(T ) ≤ 1

1−2δ
.

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)γT

+

(
N − 1 + KδT

H
+Kδ

)
K logK

γ

+ (N − 1)HK

(
1

1− 2δ
+ 1

)
. (2.58)



58 Preuves

2.6.7 Preuve du Corollaire 5

Démonstration. Nous �xons les paramètres δ =
√

log T
KT

et H = C
√
T log T dans le

théorème 14

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)γT

+
(N − 1 + (C + 1)

√
K)K logK

γ

+ 3(N − 1)CK
√
T log T . (2.59)

Avec γ =
√

K logK log T
T

nous obtenons :

G∗ − E[GEXP3.R] ≤ (e− 1)
√
TK logK log T

+N
√
TK logK + (C + 1)K

√
T logK

+ 3NCK
√
T log T . (2.60)
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Deuxième partie

Le problème des bandits contextuels



Chapitre 3

Formalisme et état de l'art
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3.1 Introduction

Le problème des bandits contextuels est une généralisation du problème des
bandits manchots présenté dans la partie I. Il possède un grand nombre d'utilisa-
tions pratiques, notamment en optimisation publicitaire, en recommandation de
produits, en maintien de la qualité de service dans les boîtiers décodeurs ou en
optimisation du tra�c mobile sur les réseaux sans �ls. Dans ce formalisme, les ré-
compenses obtenues par le joueur dépendent à la fois du bras joué et d'un vecteur
de contexte. Deux principales formulations existent. La première a été initialement
introduite par Langford [40] et est une généralisation du problème de classi�cation
en ligne. À chaque tour, un contexte est produit par l'environnement et présenté
au joueur. Après l'observation du contexte, le joueur doit sélectionner le bras pou-
vant lui apporter la récompense la plus élevée. Contrairement à la classi�cation
en ligne à information totale, le joueur n'observe que la récompense associée au
bras joué et ne connaît pas le bras optimal associé à ce contexte. Maintenir un
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estimateur des récompenses de chacun des bras n'est plus su�sant et il est main-
tenant nécessaire pour le joueur de découvrir la relation entre les contextes et les
récompenses obtenues pour chacun des bras. La seconde formulation est utilisée
par Li et al. [41]. Dans celle-ci, un contexte est associé à chacun des bras, permet-
tant de représenter leurs similarités. En e�et, il est raisonnable de supposer que
deux bras similaires obtiendront des récompenses similaires. Cette représentation
du problème est utile a�n de résoudre des problèmes de bandit ayant un nombre
de bras très élevé. Il devient alors possible d'estimer la récompense moyenne d'un
bras, sans avoir à le jouer, uniquement à partir de son contexte grâce aux capacités
de généralisation du modèle utilisé.

Dans ce chapitre ainsi que dans les contributions de cette partie de la thèse,
nous nous concentrerons principalement sur le formalisme utilisant des contextes
produits par l'environnement.

3.2 Contextes produits par l'environnement

Soit une séquence ((x1,y1), ..., (xT ,yT )) avec xt ∈ X un contexte, k ∈ [K] =
{1, ..., K} un des K bras pouvant être choisis et yt ∈ Y un vecteur de récompense
(yt,1, ..., yt,K) avec yt,k ∈ [0, 1] la récompense pour le bras k. Les séquences peuvent
être tirées selon un processus stochastique ou dé�nies à l'avance par un adversaire.
Le problème est répété sur T tours : à chaque tour t < T le contexte xt est annoncé.
Le joueur, qui cherche à maximiser la somme de ses récompenses, choisit un bras
kt. La récompense yt,kt du bras choisi par le joueur, et uniquement celle-ci, est
dévoilée.

Algorithme 14 : Bandit contextuels avec contextes produits
par l'environnement
pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire

Le contexte xt est dévoilé au joueur
Le joueur joue le bras kt
L'environnement dévoile la récompense yt,kt
Le joueur modi�e sa politique de choix de bras

�n

Soit Π : X → [K] un ensemble de politiques. Soit Dx,y une distribution sur les
contextes et les récompenses. La politique optimale est :

π∗ = argmax
π∈Π

Ex,y[yt,π(x)] .

Complexité d'échantillonnage dans le cas stationnaire La complexité
d'échantillonnage est le nombre d'observations nécessaires à un algorithme pour
trouver une politique π ∈ Π telle que, avec une probabilité 1 − δ, Ex,y[yt,π(x)] ≥
Ex,y[yt,π∗(x)]− ε.
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Regret cumulé dans le cas stationnaire Soit πt ∈ Π une politique trouvée
par l'algorithme A au tour t. Le pseudo-regret instantané est :

Rt(A) = Ex,y[yt,π∗(xt) − yt,πt(xt)] .

Le pseudo-regret cumulé est :

R(A) =
T∑
t=1

Rt(A) .

La non-stationnarité dans les bandits contextuels Dans le cas contextuel,
la non-stationnarité peut prendre di�érentes formes, selon qu'elle porte sur :

• La distribution Dy|x des récompenses, où elle est appelée concept-
drift/shift. Ce type de non-stationnarité se produit lorsque seule la dis-
tribution des récompenses change. Un exemple trivial est le cas du bandit
manchot non-stationnaire, le contexte est vide et ne change pas. En pratique,
on peut considérer que ce type de non-stationnarité se produit uniquement
lorsque peu de variables sont observées et que la non-stationnarité impacte
ces variables non observées.

• La distribution Dx des exemples, aussi appelée covariate-shift [42]. Ce
type de non-stationnarité peut par exemple être observé lorsque l'environ-
nement représenté par certaines variables de contexte change (un capteur
qui est déplacé), lors du lancement d'une o�re ciblant de nouveaux clients
ou bien lors de la fusion de deux bases de données. Localement à un bras,
le covariate-shift peut aussi être causé par les choix de l'algorithme lui-
même. Par exemple, lorsqu'une approche un contre tous est utilisée. Dans ce
cas-là, un modèle prédictif est associé à chacun des bras et le bras ayant la
plus haute prédiction est joué. La distribution des contextes pour lequel ce
bras est joué peut changer au cours du temps si les modèles sont mis à jour
au cours d'une tâche d'apprentissage, même si les distributions globalement
observées par l'algorithme ne varient pas. Si aucun mécanisme compensant
ce covariate-shift n'est mis en place, alors l'apprentissage du modèle est
biaisé.

• La non-stationnarité peut aussi être un mélange de concept-drift/shift et
de covariate-shift et modi�er les distributions Dx et Dy|x.

3.3 Algorithmes construisant des modèles prédic-

tifs

Une première approche aux bandits contextuels consiste en la création de mo-
dèles prédictifs. Les algorithmes utilisant des modèles prédictifs cherchent à cap-
turer la dépendance entre les contextes, les bras et les récompenses. L'algorithme
Epoch-Greedy (voir sous-section 3.3.1) permet de convertir tout algorithme de
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classi�cation en ligne en algorithme de bandits contextuels. Les algorithmes Ban-
ditron (voir sous-section 3.3.2) ou LinUCB (voir sous-section 3.3.3) adaptent
quant à eux des modèles linéaires aux problèmes des bandits contextuels.

3.3.1 Epoch-Greedy

Epoch-Greedy [40] est un algorithme générique semblable aux algorithmes
γ-GREEDY. Durant le jeu, il alterne les phases d'exploration uniforme et l'ex-
ploitation. Les exemples d'apprentissage sont collectés durant l'exploration uni-
forme et un modèle prédictif est appris hors ligne. Il est ensuite déployé et uti-
lisé pour choisir les bras jusqu'à la prochaine phase d'exploration. Le principal
dé� motivant ces phases d'exploration et d'exploitation successives est de pou-
voir avoir un algorithme ne nécessitant pas la connaissance de l'horizon T . Si
l'horizon T était connu, il su�rait de faire une seule grande phase d'explora-
tion au début du jeu pour pouvoir ensuite utiliser un modèle appris avec un
maximum d'exemples durant la phase d'exploitation. A�n d'obtenir des garan-
ties, l'analyse suppose l'existence d'une borne supérieure S sur la complexité
d'échantillonnage du modèle prédictif utilisé. Si cette borne S existe, alors sans
connaissance à priori sur la distribution des données, il est possible de dé�-
nir des tailles de périodes d'exploitation permettant d'obtenir une borne sur
l'espérance du regret cumulé de l'ordre de O(T 2/3S1/3) dans le pire des cas.

Algorithme 15 : Epoch-Greedy
Données : {Γ1, , ...,ΓL} avec ∀l, Γl < T
t = 1, l = 1
EnsembleApprentissage = {∅};
répéter

// Phase d'exploration

Observer xt;
Jouer un bras kt ∈ [K] tiré depuis une distribution uniforme et recevoir
yt,kt ;
Ajouter (xt, yt,kt) à l'ensemble d'apprentissage;
Optimiser πi sur l'ensemble d'apprentissage;
// Phase d'exploitation

pour t = t+ 1; t < Γl; t+ + faire
Observer xt;
Jouer le bras πt(xt);

�n
l = l + 1;

jusqu'à Arrêt de l'algorithme;
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3.3.2 Banditron

Le Banditron [43] est une variante du Perceptron [44] adaptée au problème des
bandits contextuels. K perceptrons apprennent chacun un hyperplan séparant la
classe k ∈ [K] des autres classes et classi�ent un contexte à l'aide d'une approche
un contre tous. Sous contrainte de séparabilité, le nombre d'erreurs de classi�cation
de Banditron est borné supérieurement par O(

√
TKM) (en supposant que T ≥

d
√
d/K). Banditron s'adapte très vite aux changements de non-stationnarité, mais

sa règle de mise à jour, dérivée de l'algorithme de Rosenblatt o�re des performances
médiocres en présence de bruit. De plus, sa règle de mise en jour implique des
récompenses binaires.

Algorithme 16 : Banditron
Données : γ ∈ (0, 0.5)
∀k ∈ [K], W k

t = 0M

pour t = 0; t ≤ T ; t+ + faire
Observer xt;
kmax
t = arg maxk∈[K] W

k
t xt;

∀k ∈ [K], Pt(k) = (1− γ)Jk = kmax
t K + γ

K
;

Jouer le bras kt tiré depuis P et recevoir yt,kt ;

∀k ∈ [K] et ∀i ∈ [0, K], W k
t+1 = W k

t − xt
(
yt,ktJk=ktK

Pt(k)
− Jk = kmax

t K
)
;

�n

3.3.3 LinUCB et CTS

Bandits avec des contextes associés aux bras Une seconde formulation du
bandit contextuel est introduite avec l'algorithme LinUCB [45]. Ici, K contextes
sont disponibles à chaque tour et le joueur doit choisir l'un des contextes.

Soit une séquence ((x1
1, ..., x

K
1 ,y1), ..., (x1

T , ..., x
K
T ,yT )) avec xkt ∈ X un contexte

de taille d associé au bras k ∈ [K] = {1, ..., K} et yt ∈ Y un vecteur de récompense
(yt,1, ..., yt,K) avec yt,k ∈ [0, 1] la récompense pour le bras k. Les séquences peuvent
être tirées selon un processus stochastique ou dé�nies à l'avance par un adversaire.
Le problème est répété sur T tours : à chaque tour t < T les contextes x0

t , ..., x
K
t

sont annoncés. Le joueur choisit un bras kt. La récompense yt,kt du bras choisi par
le joueur, et uniquement celle-ci, est dévoilée.

Regret cumulé dans le cas stationnaire Soit Π : X → [0, 1] un ensemble de
politiques et πt ∈ Π une politique trouvée par l'algorithme A au tour t. Le bras
joué par la politique π en présence des contextes {x1, ..., xK} est

k(πt, x
1, ..., xK) = argmax

k∈[K]

πt(x
k) .
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Dans le cas de LinUCB et CTS, les politiques sont des modèles linéaires de pa-
ramètre θ ∈ Rd. Le bras joué par la politique de paramètre θ est k(θ, x1, ..., xK) =
argmax
k∈[K]

θ>xk.

L'hypothèse optimale est π∗ = argmax
h∈H

E[yt,k(π,x0,...,xK)]. Pour faciliter les no-

tations, nous dé�nissons kt = k(πt, x
0
t , ..., x

K
t ) et π∗t = k(π∗, x0

t , ..., x
K
t ). Le regret

instantané est :
Rt(A) = E[yt,π∗t − yt,kt ] .

Le regret cumulé est :

R(A) =
T∑
t=1

Rt(A) .

Algorithmes Deux versions de LinUCB ont été présentées. La version initia-
lement proposée par Li, LinUCB avec modèles linéaires disjoints [41], un seul
contexte est disponible à chaque tour et l'algorithme e�ectue une régression li-
néaire par bras pour estimer les récompenses et avec un intervalle de con�ance
similaire à celui d'UCB, choisit le bras possédant la plus haute estimation. La
seconde version de l'algorithme [45] résout la variante du problème des bandits
contextuels où il n'y a qu'une seule distribution de récompense et K contextes
di�érents par tour.

Algorithme 17 : LinUCB
Données : α ∈ R+

A = Id ; // La matrice identité de taille d par d
b = 0d ; // Le vecteur nul de taille d
pour t = 1; t ≤ T ; t+ + faire

θt = A−1b;
Observer x1

t , ..., x
K
t ;

pour k = 1; k ≤ K; k + + faire

µ̂t,k = θ>t x
k
t + α

√
xkt
>
A−1xkt ;

�n
Jouer kt = arg maxk µ̂t,k;
Recevoir yt,k;

A = A+ xktt x
kt
t

>
;

b = b+ xktt yt,k;
�n

Une variante de l'algorithme, SupLinUCB [45], a été introduite à cause
de di�cultés techniques dans l'analyse de LinUCB et son regret est borné par

O

(√
TM log3(KT log(T )/δ

)
, où d est la dimension du contexte. Dans [46], une

méthode utilisant une nouvelle inégalité de concentration basée sur des techniques
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de martingales a été proposée pour dé�nir la valeur adéquate de α, dont l'utilisa-
tion conduit une borne en O(M

√
T log((1 + T )/δ)).

Le Thompson Sampling contextuel (CTS) [47] résout un système linéaire de
la même manière que LinUCB pour obtenir les paramètres de la distribution
qui servira au tirage du bras. L'algorithme obtient une borne sur le regret de
O(M2

√
T 1/ log T log T ).

LinUCB et CTS nécessitent l'inversion d'une matrice de covariance, un pro-
cessus coûteux de complexité O(M3). Dans ce cas particulier, il existe un algo-
rithme itératif nécessitant la matrice inverse à l'instant t − 1 dont la complexité
est O(M2N) où N est le nombre de composantes modi�ées du nouveau vecteur.
Dans le cas de vecteurs creux, la complexité peut être quadratique, elle redevient
cependant cubique si les vecteurs sont pleins. Cette complexité limite l'utilisation
de ces algorithmes pour le traitement de problèmes en grande dimension.

3.4 Algorithmes de sélection de politiques

Le problème de bandit contextuel peut aussi être abordé sous l'angle de la
sélection de politiques. L'algorithme considère un ensemble de politiques Π et
cherche la meilleure dans cet ensemble. Les bornes sur le regret des algorithmes
les plus e�caces possèdent une dépendance vis-à-vis du nombre de politiques en
O(
√

log |Π|), ce qui permet d'en comparer un nombre élevé.

Ces algorithmes possèdent cependant plusieurs faiblesses entravant leur utili-
sation pratique :

• Leurs complexités algorithmiques sont sur-linéaires, allant à l'encontre des
contraintes de temps de réponse des algorithmes en ligne.

• La complexité en mémoire est linéaire en |Π| si chaque politique doit être
instanciée.

• Si l'algorithme considère une classe de politiques, il faut construire une stra-
tégie discrétisant l'espace des politiques a�n de pouvoir les dénombrer.

Du fait de leur longueur et complexité, nous ne présenterons pas en détails les
algorithme RandomizedUCB et ILOVETOCONBANDITS.

3.4.1 RandomizedUCB

Les algorithmes classiques de bandits cherchent à estimer une distribution par
bras, leur regret grandissant linéairement en fonction du nombre de bras. A�n
d'éviter ce regret linéaire enK, RandomizedUCB [48] utilise un oracle résolvant un
problème d'optimisation convexe fournissant une distribution de probabilité sur les
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politiques. Son regret en O

(√
TK log |Π|

δ

)
est presque optimal mais sa complexité

algorithmique est polynomiale, nécessitant entre Õ(T 5) et Õ(T 6) appels à l'oracle
(qui est lui-même un algorithme d'apprentissage hors-ligne ayant une complexité
linéaire en fonction du nombre d'observations).

3.4.2 ILOVETOCONBANDITS

L'algorithme ILOVETOCONBANDITS [49] reprend les principes de Rando-
mizedUCB mais réduit le nombre d'appel à l'oracle en l'utilisant seulement lors de
pas de temps spéci�ques. Cette approche permet de réduire le nombre d'appels à

l'oracle à Õ

(√
TK/ log |Π|

δ

)
avec une probabilité 1−δ. Cependant, sa complexité

algorithmique reste de l'ordre de Õ((KT )3/2).

3.4.3 EXP4

EXP4 [31] est une extension d'EXP3 pour le cas où un ensemble d'experts
est disponible. À chaque nouvelle itération, les experts fournissent chacun un
vecteur de probabilité sur les bras. EXP4 ne fait pas d'hypothèse de stationna-
rité sur les contextes, les récompenses ou les politiques. Nous détaillons main-
tenant le formalisme utilisé par EXP4. Un expert m est une séquence in�nie
ξm(1), ξm(2), ... ∈ [0, 1]K de vecteurs de probabilités, où la keme composante ξmk (t)
de ξm(t) représente la probabilité recommandée de jouer le bras k au temps t.
Cette formulation étant adverse, la séquence des récompenses yk(t) ∈ [0, 1] est dé-
�nie avant le début du jeu par un adversaire inconscient. L'expert optimal jusqu'à
l'horizon T est :

m∗ = arg max
m

T∑
t=1

ξm(t)y(t) .

EXP4 obtient un regret faible en O(
√
TK log |Π|) vis-à-vis du meilleur expert

de l'ensemble. Il sou�re cependant d'une complexité algorithmique élevée, celle-ci
étant linéaire en K|Π|.
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4.1 Introduction

Les algorithmes de bandits contextuels présentés dans le chapitre 3 pré-
sentent certaines faiblesses pour une utilisation pratique dans un contexte non-
stationnaire.

La stationnarité. Hormis EXP4, tous les algorithmes présentés supposent
que la distribution Dy|x est stationnaire. Banditron peut cependant s'adapter
aux changements de stationnarité grâce à sa formule de mise à jour similaire à une
descente de gradient.

La linéarité. Banditron, LinUCB et CTS sont des classi�cateurs linéaires,
si des non linéarités sont présentes dans les données, ces algorithmes auront de
mauvaises performances.

69
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La complexité algorithmique. LinUCB et CTS nécessitent l'inversion
d'une matrice lors de la mise à jour de leurs indicateurs, cette opération a une
complexité quadratique vis-à-vis du nombre de variables. Les algorithmes comme
RandomizedUcb ou ILOVETOCONBANDIT ont des complexités algorith-
miques sur-linéaires en T , les rendant di�cilement utilisable lorsque l'horizon de
temps grandit. De la même manière, EXP4 nécessite un temps de calcul à chaque
itération linéaire en K|Π|, limitant le nombre d'experts de l'ensemble lors d'une
utilisation pratique.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d'abord un algorithme estimant les dis-
tributions des récompenses à partir des contextes à l'aide de réseaux de neurones.
Une méthode γ-GREEDY est utilisée (voir section 1.1.3) pour contrôler l'explora-
tion. A�n de pouvoir suivre naturellement la non-stationnarité, nous choisissons
de modéliser la dépendance entre les contextes et les récompenses par des réseaux
de neurones pouvant être appris par descente de gradient. Dans un premier temps,
nous décrivons la manière dont les réseaux de neurones sont architecturés ainsi que
l'algorithme de descente de gradient. Nous décrirons ensuite leur utilisation dans
le cadre du problème de bandits contextuels.

4.2 Formalisation

Nous reprenons le formalisme présenté en sous-section 3.2. Soit une séquence
((x1,y1), ..., (xT ,yT )) avec xt ∈ X un contexte, k ∈ [K] = {1, ..., K} un des K
bras pouvant être choisis et yt ∈ Y un vecteur de récompense (yt,1, ..., yt,K) avec
yt,k ∈ [0, 1] la récompense pour le bras k. Soit Dx,y(t) la distribution générant
les contextes et les récompenses. La distribution Dx,y(t) peut évoluer au cours du
temps. Le problème est répété sur T tours : à chaque tour t < T le contexte xt
est annoncé. Le joueur, qui cherche à maximiser la somme de ses récompenses,
choisit un bras kt. La récompense yt,kt du bras choisi par le joueur, et uniquement
celle-ci, est dévoilée.

4.3 Neural Bandit

4.3.1 Réseaux de neurones multi-couches

Architecture

Un réseau de neurones est l'association, sous forme de graphe orienté, de plu-
sieurs neurones formels. Le neurone formel le plus connu est le Perceptron [44]. Un
réseau de neurones multi-couches est composé de couches successives de neurones.
Les neurones de chaque couche ne sont pas reliés entre eux et prennent en entrées
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les sorties de la couche précédente. Les neurones de la première couche recopient
en sortie la valeur d'une variable de l'exemple présenté au réseau et les sorties
des neurones de la dernière couche contiennent la prédiction. Les couches inter-
médiaires sont appelées couches cachées. Si la fonction d'activation des neurones
est non-linéaire alors la succession de couches permet de construire un modèle
non-linéaire pouvant faire o�ce d'approximateurs universels [50].

Les réseaux de neurones béné�cient actuellement d'un regain d'intérêt grâce
aux architectures profondes pouvant être composées de plusieurs millions de
connexions [51]. Ces architectures permettent de résoudre des problèmes aupa-
ravant trop complexes pour la capacité d'apprentissage des autres modèles no-
tamment en traitement d'image, sur des jeux de données comportant plusieurs
millions d'images associées à des milliers de labels [52] ou sur des jeux d'arcade
[53] où l'apprentissage s'e�ectue à partir de la sortie vidéo du jeu. En mars 2016,
AlphaGo [54] a battu Lee Sedol (9eme dan professionnel, le rang maximum), sans
handicap, à l'aide de réseaux de neurones profonds et d'algorithmes de Recherche
Arborescente Monte-Carlo (MCTS).

4.3.2 Algorithme

Nous décrivons dans cette sous-section l'algorithme NeuralBandit (voir Al-
gorithme 18). Étant dans un cas à information partielle, seule la récompense ob-
tenue en jouant le bras kt est disponible. Pour apprendre le meilleur bras à jouer,
une première approche consisterait à e�ectuer une première phase d'exploration
où chaque bras serait joué le même nombre de fois. Ainsi, l'estimateur obtenu ne
serait pas biaisé sur les bras les plus joués. Cependant, une telle approche pourrait
ne pas être performante en cas de non-stationnarité des données. Notre approche
consiste à garder un facteur d'exploration γ constant au cours du temps, permet-
tant de poursuivre la mise à jour des modèles en cas de non-stationnarité des
données. La probabilité de jouer le bras k au tour t en sachant que k̂t est le bras
possédant la plus haute prédiction de récompense est :

Pt(k) = (1− γ)1[k = k̂t] +
γ

K

Soit K le nombre de bras, C le nombre de neurones composant la couches
cachées des réseaux et Nk

t : X → Y la fonction associant un contexte xt à la
sortie du réseau de neurones correspondant au bras k au tour t. Le nombre de
connexions pour chaque réseau est noté N avec N = dim(X)C +C. Pour faciliter
les notations, nous plaçons l'ensemble des connexions dans la matrice Wt de taille
K ×N , ainsi chaque ligne de la matrice Wt contient les poids d'un réseau.

Algorithme de rétro-propagation du gradient

L'algorithme de rétro-propagation du gradient [55] permet de calculer le gra-
dient de l'erreur pour chaque neurone, de la dernière couche vers la première en
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minimisant une fonction de coût. Les algorithmes de descente de gradient peuvent
être utilisés lorsque la fonction d'activation est dérivable. Ceux-ci sont naturelle-
ment utilisables en ligne et o�rent de bonnes performance en généralisation [56].

Nous notons ∆t la matrice de taille K × N contenant les modi�cations de
chaque poids entre le tour t et le tour t + 1. L'équation de mise à jour des poids
est

Wt+1 = Wt + ∆t .

Soit λ le pas d'apprentissage, x̂n,kt la valeur de l'entrée associée à la connexion
n du réseau k et δn,kt le gradient de la fonction d'erreur au tour t pour le neurone
possédant la connexion n du réseau k. ∆n,k

t est la valeur correspondant aux coor-
données (n, k) de la matrice ∆t. Lorsque la récompense d'un bras est connue, on
peut calculer :

∆n,k
t = λx̂n,kt δn,kt .

Nous proposons une modi�cation de la règle d'apprentissage permettant de
tenir compte de cette probabilité de tirage pour débiaiser l'apprentissage :

∆̃n,k
t =

λx̂n,kt δn,kt 1[k̂t = k]

Pt(k)
.

Proposition 1. L'espérance de ∆̃n,k
t est égale à ∆n,k

t .

Démonstration.

E[∆̃n,k
t ] =

∑K
k=1 Pt(k)(

λx̂n,kt δn,kt 1[k̂t=k]

Pt(k)
)

= λx̂n,kt δn,kt
= ∆n,k

t .

La nouvelle équation de mise à jour des poids est :

Wt+1 = Wt + ∆̃t . (4.1)

La descente de gradient contre la non-stationnarité

La descente de gradient permet la minimisation d'une fonction de coût en fai-
sant varier les poids associés aux connexions du réseau. Cette optimisation utilise
comme point de départ une matrice de poids tirée aléatoirement lors de l'initiali-
sation de l'algorithme. Considérons une exécution de l'algorithme sur un problème
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Algorithme 18 : NeuralBandit
Données : γ ∈ [0, 0.5] et λ ∈]0, 1]
Initialisation de W1 ∈]− 0.5, 0.5[N×K ;
pour t = 1, 2, ..., T faire

Le contexte xt est dévoilé;

k̂t = arg max k ∈ [K]Nk
t (xt);

∀k ∈ [K] on a Pt(k) = (1− γ)1[k = k̂t] + γ
K
;

On tire k̃t suivant Pt;
On prédit k̃t et on reçoit la récompense yt,k̃t ;

On dé�nit ∆̃t tel que ∆̃n,k
t =

λx̂n,kt δn,kt 1[kt=k]

Pt(k)
;

Wt+1 = Wt + ∆̃t;

dont les contextes sont tirés depuis D1
x et les récompenses depuis D1

y|x de l'initia-
lisation de l'algorithme jusqu'au pas de temps t. Supposons maintenant qu'après
t+ 1, ces distributions deviennent D2

x et D
2
y|x. Il n'est pas déraisonnable de consi-

dérer que continuer la descente de gradient à partir du modèle déjà appris est
similaire à débuter l'apprentissage d'un nouveau modèle dont les poids auraient
été initialisés aux mêmes valeurs que les poids précédents.

Cette approche comporte cependant quelques limites :

• A�n de faciliter l'apprentissage, le support de la distribution initialisant les
poids est souvent borné. Par exemple, dans l'algorithme proposé, les poids
sont initialisés avec des valeurs entre ]− 0.5, 0.5[.

• Au cours de l'apprentissage, des poids d'une grande amplitude peuvent sa-
turer la fonction d'activation des neurones. Dans ce cas, le gradient sera
quasi-nul et chacune des itérations de la descente de gradient ne modi�era
que très peu les poids.

Dans le cas où un tel comportement serait observé, ajouter un paramètre de
régularisation à l'équation de mise à jour pourrait permettre de relancer la descente
de gradient.

Récapitulatif

Procédons à un récapitulatif du fonctionnement de notre algorithme :

• Chaque bras k est associé à un réseau.

• Lorsqu'un contexte xt est présenté à l'algorithme le score Nk
t (xt) de chaque

bras est calculé.

• Une exploration des bras peut avoir lieu avec une probabilité γ.

• S'il y a exploration, le bras à jouer est tiré uniformément dans l'ensemble
des bras, sinon le bras obtenant le plus haut score est joué.



74 Sélection d'architectures

• Après avoir reçu la récompense, les poids du réseau correspondant au bras
joué sont mis à jour.

L'algorithme proposé, NeuralBandit, peut s'adapter à des non-
stationnarités en continuant à apprendre au cours du temps, tout en obtenant
en moyenne, en régime stationnaire, le même résultat que si nous avions appris les
poids dans une première phase d'exploration, où chaque bras serait joué le même
nombre de fois.

4.4 Sélection d'architectures

Malgré leur prédisposition à l'apprentissage en ligne, les réseaux de neurones
sont surtout utilisés hors-ligne à cause de leur di�culté de paramétrage. Les
performances des réseaux de neurones dépendent de plusieurs paramètres, comme
le pas d'apprentissage, le nombre de couches cachées, leur taille ou les valeurs
d'initialisation des poids. Un modèle est le prédicteur initialisé avec ces paramètres.
Lors des problèmes d'apprentissage hors-ligne, la sélection de modèle est réalisée
en utilisant un ensemble de validation [57]. Dans le cas de l'apprentissage en ligne,
les modèles sont entrainés en parallèle sur le �ux de données. Pour sélectionner les
meilleures architectures, nous proposons d'utiliser l'algorithme de bandits adverse
Exp3 [30, 31].

4.4.1 NeuralBandit.A

L'idée de la sélection d'architecture est d'instancier un algorithme de bandits
non-stochastiques qui cherchera, parmi les modèles générés à partir des paramètres
proposés par l'utilisateur, le plus performant (voir Algorithme 19). L'algorithme
prend en paramètre une liste contenantM paramétrages et un paramètre d'explo-
ration de modèle γmodel. Pour chaque élément de la liste, une instance de Neural-
Bandit est initialisée et représente un bras d'un algorithme EXP3. C'est celui-ci
qui dé�nira quel modèle choisira le bras à jouer à chaque tour. La distribution de
probabilités utilisée pour tirer l'expert qui choisira le bras à jouer au temps t est
notée Pmodel(t). Après avoir obtenu la récompense, les réseaux de neurones cor-
respondant au bras joué seront mis à jour pour chaque modèle, ainsi que l'EXP3.
Nous appelons sélection d'experts apprenants, la tâche de sélection en ligne de
modèle en cours d'apprentissage.
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Figure 4.1 � NeuralBandit.A. Chacune des M instances de NeuralBandit cor-
respond à un ensemble de paramètres. L'algorithme de bandit EXP3 sélectionne
l'une de ces instances et celle-ci choisit ensuite le bras à jouer.

Cette utilisation d'EXP3 n'est pas conforme aux hypothèses utilisées dans son
analyse, les récompenses n'étant pas choisies par un adversaire au début du jeu
mais dépendantes des choix du méta-bandit (un algorithme de bandits dont les
bras sont des instances d'autres algorithmes de bandits). En e�et, on peut imaginer
une instance de NeuralBandit entourée d'un grand nombre d'instances d'un
algorithme déterministe choisissant toujours un bras identique k′. Si le méta-bandit
sélectionne l'instance deNeuralBandit à chaque tour de jeu, alors cette instance
aura un contrôle total sur les bras joués et ainsi pourra explorer l'espace des
contextes et des bras à sa convenance. Au contraire, si le méta-bandit sélectionne
les modèles de manière uniforme alors, k′ sera joué durant une grande partie
des tours de jeux, inhibant l'apprentissage de l'instance de NeuralBandit. Le
chapitre 6 est consacré à l'analyse formelle de la sélection d'experts apprenants et
EXP3 y est analysé dans ce nouveau cadre.

Algorithme 19 : NeuralBandit.A
Données : γmodel ∈ [0, 0.5] et un ensemble de M paramétrage de modèles
début

Initialisation des M NeuralBandit
Initialisation du vecteur de poids w0 d'EXP3 avec ∀m ∈ [M ] wm0 = 1
pour t = 1, 2, ..., T faire

Le contexte xt est dévoilé
mt est tiré selon Pmodel(t) (1.15)
Le modèle mt choisit le bras k̃t
k̃t est prédit et la récompense yt,k̃t est reçue

Mise à jour des réseaux correspondant au bras k̃t pour chaque
modèle avec (4.1)
Mise à jour des vecteurs de poids des EXP3 avec (1.14)
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4.4.2 NeuralBandit.B

L'algorithme NeuralBandit.A cherche l'instance de NeuralBandit dont
le paramétrage, parmi ceux proposés, permet d'obtenir la plus haute récompense
cumulée. Chacune des instances est considérée comme une boîte noire par le méta-
bandit. On peut cependant supposer que pour certains bras les meilleurs para-
métrages pourraient être di�érents. L'algorithme NeuralBandit.B permet aux
bras d'être associés à des modèles di�érents. Au lieu de chercher à sélectionner
la meilleure instance d'un algorithme de bandit contextuel, le méta-bandit utilisé
dans NeuralBandit.B cherche à identi�er les modèles de régression o�rant les
meilleures performances lorsqu'ils sont combinés à l'intérieur de arg maxk∈[K] s

k
t .

Figure 4.2 � NeuralBandit.B. Pour chacun des K bras, un réseau de neurone
est instancié pour chacun desM paramétrages. Une instance d'EXP3 est initialisée
pour chaque ensemble de M paramétrages. Chacune a pour tâche la sélection du
réseau qui prédira la récompense du bras associé. Après la sélection des réseaux, le
bras ayant la plus haute prédiction est joué avec une probabilité (1−γ). Avec une
probabilité γ le bras joué est choisi aléatoirement via une distribution uniforme.

Énumérer toutes les combinaisons possibles d'architectures a�n de réduire ce
problème en un problème résoluble par NeuralBandit.A, avec M architecture
di�érentes par bras, reviendrait à considérerMK con�gurations di�érentes. A�n de
simpli�er le problème, nous choisissons de considérer un problème d'optimisation
local à chacun des K bras. Chaque méta-bandit devra ainsi sélectionner l'archi-
tecture à utiliser pour prédire la probabilité de gain du bras associé sans avoir
conscience des choix et des performances observées par les autres méta-bandits.

NeuralBandit.B possède une plus grande capacité d'expression que Neu-
ralBandit.A en permettant d'associer des modèles di�érents à chaque bras.
NeuralBandit.A. Sous cette formalisation, le problème de sélection de la
meilleure architecture est cependant non convexe et les optimisations locales
peuvent amener l'algorithme à converger vers un minimum local.
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Algorithme 20 : NeuralBandit.B
Données : γ ∈ [0, 0.5], γmodel ∈ [0, 0.5] et un ensemble de M modèles
début

Initialisation de K réseaux de neurones pour chaque modèle m
Initialisation de K EXP3
pour t = 1, 2, ..., T faire

Le contexte xt est dévoilé
pour k = 1, 2, ..., K faire

mk
t est tiré suivant Pmodel

k(t) (1.15)

Le bras k reçoit le score skt = N
mkt ,k
t (xt)

k̂t = arg maxk∈[K] s
k
t

∀k ∈ [K] on a Pt(k) = (1− γ)1[k = k̂t] + γ
K

k̃t est tiré suivant Pt

k̃t est prédit et la récompense yt,k̃t est reçue

Mise à jour des réseaux correspondant au bras k̃t pour chaque
modèle avec (4.1)
Mise à jour des vecteurs de poids de chaque l'EXP3 avec (1.14)

4.5 Simulations numériques

L'évaluation des algorithmes de bandits contextuels est une tâche compliquée
du fait de l'interactivité de la tâche. L'utilisation en conditions réelles d'un nouvel
algorithme à des �ns de tests n'est souvent pas envisageable et ne pourra être
possible que lorsque celui-ci aura été testé et éprouvé. Il est donc nécessaire de
pouvoir procéder à une évaluation hors-ligne de l'algorithme à partir de données
précédemment collectées.

Nous avons choisi d'utiliser des jeux de données de classi�cation supervisée en
fournissant une récompense de 1 à l'algorithme s'il a prédit la bonne classe et 0 s'il
a prédit la mauvaise classe. Les jeux de données doivent cependant être de grande
taille et la nature du problème d'apprentissage peut être très éloignée de ceux
habituellement rencontrés dans le cadre des problèmes de bandits. Nous utilisons
trois jeux de données provenant de l'UCI Machine Learning Repository [58]. Les
pré-traitements des jeux de données consistent en :

• Transformer les variables continues en variables catégorielles en les divisant
leur plage de valeurs suivant leurs quintiles.

• Binariser les variables catégorielles.

Le �ux de contextes est obtenu en bouclant sur les jeux de données après les
avoir mélangées. Le point de départ dans le jeu de données est tiré aléatoirement
au début de chaque exécution d'un algorithme. Un bruit de 0.05 par variable
est ajouté aux contextes observés, i.e. une variable à 0 peut passer à 1 avec une
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probabilité de 0.05 et inversement. Les regrets cumulés sont calculés face à un
oracle prédisant la bonne classe à chaque itération (nombres d'itérations - gain
cumulé)

4.5.1 Description des jeux de données

• Forest Cover Type. Le jeu de donnée Forest Cover Type associe des types
de végétations à des données cartographiques. Il est initialement composé de
54 variables entières ou catégorielles qui, après pré-traitement, sont trans-
formées en 94 variables binaires. Il contient 581,012 contextes associés à 7
classes.

• Adult. Le jeu de donnée Adult associe des catégories professionnelles à des
données de recensements. Il contient 14 variables entières ou catégorielles, qui
après pré-traitement, sont transformées en 82 variables binaires. Il contient
48,842 contextes associés à 14 classes.

• Census1990. Le jeu de donnée Census1990 est composé de données de
recensements. Il contient 68 variables catégorielles qui, après pré-traitement,
sont transformées en 255 variables binaires. Il contient 2,458,286 contextes
associés à 18 classes (la variable Yearsearch).

4.5.2 Étude de sensibilité et sélection d'architectures

Dans cette sous-section, nous présentons les di�érents paramétrages utilisés
par NeuralBandit et ses variantes et nous étudions l'in�uence des di�érentes
tailles de couches cachées.

• NeuralBandit Le paramètre d'exploration est γ = 0.05. Les tailles des
couches cachées varient suivant les exécutions et sont explicitées dans les
résultats.

• NeuralBandit.A et NeuralBandit.B. Les réseaux de neurones sont ini-
tialisés avec les combinaisons de paramètres suivantes :

• La fonction d'activation utilisée, une sigmoïde.

• Les tailles de couches cachées C = {1, 5, 5, 10, 10, 25, 25, 50, 50, 100}.

• Les pas d'apprentissage λ ∈ {0.1, 0.01}.

NeuralBandit.A obtient un regret cumulé similaire à celui de la meilleure
architecture, montrant l'e�cacité de cette méthode de sélection. NeuralBan-
dit.B obtient cependant des performances supérieures, certainement dues à la
plus grande expressivité conférée par les multiples méta-bandits (voir Figures 4.3
et 4.4).
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Figure 4.3 � Forest Cover Type. Cette �gure présente les regrets cumulés de
NeuralBandit pour di�érents paramétrages C de la couche cachée.

Figure 4.4 �Adult. Cette �gure présente les regrets cumulés deNeuralBandit
pour di�érents paramétrages C de la couche cachée.

4.5.3 Étude de sensibilité aux changements de stationnarité

A�n d'observer le comportement de NeuralBandit face aux changements
de stationnarité, nous introduisons une rotation des classes toutes les 2 × 106

d'itérations (1 → 2, ..., K → 1). À titre de comparaison, nous a�chons les même
indicateurs pour LinUCB dont le paramétrage est décrit dans la sous-section
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suivante.

Figure 4.5 � Forest Cover Type. Cette �gure présente les regrets cumulés de
NeuralBandit.B en présence de changements de stationnarité.

Le modèle réagit très rapidement aux changements de stationnarité. La conver-
gence du modèle vers la nouvelle distribution peut être observée en �gure 4.6.

Figure 4.6 � Forest Cover Type. Le taux de classi�cation instantané de Neu-
ralBandit.B en présence de changements de stationnarité. Chaque point repré-
sente le taux de classi�cation moyen sur une fenêtre de 10000 exemples.

LinUCB résout quant à lui le système linéaire lui permettant d'estimer le
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paramètre θ en utilisant toutes les observations recueillies depuis le début du jeu,
ce qui biaise ses estimateurs vers l'ancienne distribution après un changement de
stationnarité.

Figure 4.7 � Adult. Cette �gure présente les regrets cumulés de NeuralBan-
dit.B en présence de changements de stationnarité.

Figure 4.8 � Adult. Le taux de classi�cation instantané de NeuralBandit.B
en présence de changements de stationnarité. Chaque point représente le taux de
classi�cation moyen sur une fenêtre de 10000 exemples.

Ces comportements se répètent sur les autres jeux de données, comme observé
en �gure 4.7 et 4.8.
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4.5.4 Comparaison avec Banditron et LinUCB

Paramétrages des algorithmes

• Banditron. Le paramètre d'exploration est γ = 0.05.

• LinUCB. Tel que présenté dans [41], LinUCB est uniquement composé
d'un seul modèle linéaire permettant de choisir le meilleur contexte parmi
plusieurs. Dans ces simulations, un seul contexte est présenté à chaque tour,
avec une récompense di�érente par bras. A�n de permettre à LinUCB d'être
utilisé dans ce contexte, nous utilisons la version de LinUCB avec modèles
linéaires disjoints [41].

L'inversion de matrice étant coûteuse, celle-ci n'est e�ectuée que toutes les
10000 itérations. Même avec ce réglage, une exécution complète de l'algo-
rithme sur le jeu de données Census nécessite environs une journée de calculs.

Résultats

Un récapitulatif des expériences de cette sous-section est présenté dans la Table
4.1. En observant les courbes de regrets, on peut observer que les algorithmes se
séparent en deux groupes. Les algorithmes LinUCB et NeuralBandit ont des
performances similaires, leur plus grand écart en classi�cation étant de 4 points.
D'un autre côté, Banditron accuse de faibles performances, ses taux de classi�ca-
tion étant inférieurs aux autres de 7.7 points à 15 points. Ces faibles performances
peuvent être expliquées par la règle de mise à jour des Perceptron internes à
Banditrons, règle supposant la séparabilité linéaire des contextes en fonction de
leur classe. En e�et, bien que reposant lui aussi sur des modèles linéaires, LinUCB
obtient de bien meilleures performances.

La Table 4.2 montre les complexités algorithmiques des di�érents algorithmes.
Bien qu'o�rant de bonnes performances lorsqu'une dépendance linéaire entre les
contextes et les récompenses existe, LinUCB possède une complexité algorith-
mique ayant une dépendance cubique vis-à-vis du nombre de variables de contexte.
Cette dépendance rend inutilisable LinUCB sur des problèmes en grande dimen-
sion. Les algorithmes de la famille NeuralBandit possèdent quant à eux uni-
quement des dépendances linéaires. Bien que le nombre de connexions ou d'archi-
tectures puissent être élevés, ces algorithmes peuvent-être facilement parallélisés.
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Table 4.1 � Tableau récapitulatif des expériences. Les taux de classi�cation sont
calculés sur les 100000 derniers contextes. Le temps d'exécution moyen a été évalué
sur un ordinateur personnel utilisant un processeur Intel Xeon 2, 80GHz et 6Go
de RAM.

Algorithme Regret Taux de classi�cation Temps d'exécution

Forest Cover Type, classe cible : Cover Type (7 classes)
Banditron 4.88 106 ±105 51.3% 10 min
LinUCB 3.39 106 ±103 66.4% 360 min

NeuralBandit.B 3.33 106 ±2.104 68.1% 150 min
Adult, classe cible : occupation (14 classes)

Banditron 7.89 106 ±3.104 21.9% 20 min
LinUCB 6.91 106 ±4.104 31.6% 400 min

NeuralBandit.B 7.13 106 ±105 29.6% 140 min
Census1990, classe cible : Yearsch (18 classes)

Banditron 6.97 106 ±2.105 30.7% 26 min
LinUCB 5.5 106 ±5.104 45.7% 1080 min

NeuralBandit.B 6.03 106 ±105 41.7% 300 min

Figure 4.9 � Forest Cover Type. Les regrets cumulés de NeuralBandit2,
Forêt de bandits, LinUCB et Banditron.
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Figure 4.10 � Adult. Les regrets cumulés de NeuralBandit2, Forêt de
bandits, LinUCB et Banditron.

Figure 4.11 � Census1990. Les regrets cumulés de NeuralBandit2, Forêt
de bandits, LinUCB et Banditron.
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Table 4.2 � Les complexités algorithmiques d'une itération (choix du bras à jouer
puis mise à jour du modèle) des algorithmes de bandit contextuels.K est le nombre
de bras, dim(X) le nombre de variables de contexte, M le nombre d'architectures
de NeuralBandit.A ou B et N le nombre de connexions composant les réseaux
de neurones utilisés par NeuralBandit.A ou B

Algorithme Complexité algorithmique instantanée

Banditron O(Kdim(X))
LinUCB O(Kdim(X)3)

NeuralBandit.A ou B O(MKdim(X) +MKN)

4.6 Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthodologie permettant l'utili-
sation de réseaux de neurones (NeuralBandit) pour traiter des problèmes de
bandits contextuels. La non-stationnarité est gérée par l'algorithme de manière
passive, la descente de gradient se poursuivant vers un nouveau minimum local
si le paysage de la fonction de coût change. Nous avons ensuite proposé deux
méthodes di�érentes (NeuralBandit.A et NeuralBandit.B) permettant de
remplacer la validation croisée lorsque les algorithmes sont déployés en ligne.



Chapitre 5

Forêt de bandits pour les bandits

contextuels

Contents
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.2 Formalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.3 Neural Bandit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.3.1 Réseaux de neurones multi-couches . . . . . . . . . . . . 70

4.3.2 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 Sélection d'architectures . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4.1 NeuralBandit.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4.2 NeuralBandit.B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.5 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.5.1 Description des jeux de données . . . . . . . . . . . . . . 78

4.5.2 Étude de sensibilité et sélection d'architectures . . . . . 78

4.5.3 Étude de sensibilité aux changements de stationnarité . 79

4.5.4 Comparaison avec Banditron et LinUCB . . . . . . . 82

4.6 Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de bandits contextuels basé
sur les forêts d'arbres, composées d'arbres de décision, permettant de modéliser
des dépendances non-linéaires entre les contextes et les récompenses. Dans ce
chapitre, les distributions Dx et Dy|x sont stationnaires et n'évoluent pas au cours
du temps. Nous montrons des garanties en termes de complexité d'échantillonnage
similaires à celles obtenues par les algorithmes non-contextuels (à un facteur 2D

près, où D est la profondeur des arbres) en réduisant la construction de la forêt à
de multiples problèmes de bandits non-contextuels ou de sélections de politiques
univariées (voir exemple en sous-section 5.3.1).
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Les arbres de décision divisent de manière récursive l'espace des données à
l'aide de tests sur les di�érentes variables. Chaque n÷ud de l'arbre e�ectue l'une
de ces coupures et les feuilles prédisent la classe majoritairement présente dans
le sous-espace d'arrivé. Trouver l'arbre de décision minimisant l'erreur sur l'en-
semble d'apprentissage est en général un problème NP-complet. Pour contourner
cette complexité, les arbres sont construits de manière gloutonne, en essayant de
maximiser le béné�ce de la coupure niveau par niveau.

L'algorithme VFDT [59] permet de construire des arbres en ligne et utilise
pour cela l'inégalité d'Hoe�ding [15] a�n de borner la di�érence entre une moyenne
et son estimation empirique en calculant un intervalle de con�ance. Lorsque cet
intervalle devient su�samment petit pour pouvoir décider quel est le meilleur
critère avec une faible probabilité d'erreur alors la coupure est e�ectuée. La borne
d'Hoe�ding n'est cependant valable que pour les sommes de variables aléatoires et
ne peut donc pas être utilisée dans le calcul de bornes sur le gain d'information,
utilisé dans ID3 ou sur l'index de Gini, utilisé dans CART. Dans ce cas, les bornes
peuvent être calculées en utilisant l'inégalité de McDiarmid [60]. Cet algorithme
a ensuite été adapté pour prendre en compte la non-stationnarité dans les données
avec l'algorithme CVFDT [61].

Un procédé similaire aux arbres de décision pour les bandits contextuels à été
proposé avec l'algorithme ABSE (Adaptively Binned Successive Elimination en
anglais) [62]. Dans celui-ci, plusieurs boites (bin en anglais) partitionnant di�é-
remment l'espace sont à la disposition du joueur. Le joueur peut alors choisir la
boite permettant d'obtenir la plus haute récompense de manière gloutonne. De
la même manière que les arbres de décision, ce procédé peut ensuite être répété
récursivement.

Dans les sections suivantes, nous proposons un processus similaire à celui de
l'algorithme VFDT, mais utilisant un critère basé sur la récompense moyenne
obtenue à ce niveau de coupure et adaptée à l'information partielle du formalisme
des bandits contextuels. La méthode utilisée pour construire les arbres est, de plus,
étendue aux forêts d'arbres.

5.2 Formalisation

Nous reprenons le formalisme présenté en sous-section 3.2. Soit une séquence
((x1,y1), ..., (xT ,yT )) avec xt ∈ X un contexte, k ∈ [K] = {1, ..., K} un des K
bras pouvant être choisis et yt ∈ Y un vecteur de récompense (yt,1, ..., yt,K) avec
yt,k ∈ [0, 1] la récompense pour le bras k. L'ensemble des variables des contextes
est noté V et contient C variables binaires. Soit Dx,y la distribution générant les
contextes et les récompenses. Le problème est répété sur T tours : à chaque tour
t < T le contexte xt est annoncé. Le joueur, qui cherche à maximiser la somme
de ses récompenses, choisit un bras kt. La récompense yt,kt du bras choisi par le
joueur, et uniquement celle-ci, est dévoilée.
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Nous nous concentrerons dans les sections suivantes sur la minimisation de la
complexité d'échantillonnage nécessaire à la construction des arbres.

5.3 L'arbre de décision de profondeur 1

Dans cette section nous décrivons l'arbre de décision minimal de profondeur 1
nécessaire à la construction de chaque niveau d'un arbre de profondeur D. Celui-ci
est composé d'un n÷ud de décision, comprenant l'index de la variable de coupure
et du bras optimal à jouer pour chacune des valeurs de cette variable.

Nous dé�nissons quelques notations. Nous notons 1 ≤ i ≤ C l'indice de la ieme

variable. La récompense moyenne du bras k sachant que la variable i prend la
valeur v ∈ {0, 1} est notée µik|v = EDy [ykJxi = vK].

5.3.1 Un exemple jouet

Nous illustrons le gain de la séparation de l'espace via les valeurs d'une variable
par un exemple jouet. Soit k1 et k2 deux bras. Soit xi1 et xi2 , deux variables
aléatoires binaires décrivant le contexte. Dans cet exemple, nous supposons que
les variables contextuelles sont indépendantes les unes des aux autres.

Les probabilités des contextes et des récompenses sont résumées dans la Table
5.1. Par exemple, µi1k2|v est l'espérance conditionnelle de la récompense du bras k2

sachant que xi1 = v, et P (xi1 = v) est la probabilité que la variable contextuelle
xi1 prenne la valeur v .

Table 5.1 � La récompense moyenne des bras k1 et k2, connaissant chaque variable
de contexte ainsi que la probabilité d'observer chaque valeur de variable.

v0 v1

µi1k1|v 0 1
µi1k2|v 3/5 1/6

P (xi1 = v) 5/8 3/8

µi2k1|v 1/4 3/4
µi2k2|v 9/24 5/8

P (xi2 = v) 3/4 1/4

Nous comparons deux stratégies di�érentes. Le Joueur 1 n'observe pas les
contextes et prend ses décisions uniquement sur la base des récompenses moyennes
de chaque bras alors qu'un second joueur, Joueur 2 utilise la valeur de la variable
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xi1 pour l'aider dans ses choix. La Table 5.1 indique que la meilleure stratégie pour
le Joueur 1 serait de toujours jouer le bras k2, avec une récompense moyenne de
µk2 = 7/16. Le Joueur 2 peut quant à lui adapter sa stratégie suivant le contexte :
le meilleur choix sera de jouer k2 quand xi1 = v0 et k1 quand xi1 = v1. Sa récom-
pense moyenne sera de :

µi1 = P (xi1 = v0) · µi1k2|v0 + P (xi1 = v1) · µi1k1|v1

= µi1k2,v0 + µi1k1,v1 = 3/4 ,

où µi1k2,v0 et µ
i1
k1,v1

représentent respectivement, la récompense moyenne du bras k2

quand xi1 = v0 et la récompense moyenne du bras k1 quand xi1 = v1.

Qu'importe la récompense moyenne associée à chaque valeur de la variable, un
joueur utilisant le contexte aura toujours l'avantage sur un joueur ne l'utilisant
pas. En e�et, nous avons :

µi = max
k
µik,v0 + max

k
µik,v1 ≥ max

k
µk

Maintenant, si un troisième joueur utilise la variable contextuelle xi2 , l'espérance
de ses récompenses sera :

µi2 = µi2k2,v0 + µi2k1,v1 = 15/32

Le Joueur 2 garde l'espérance de récompense la plus haute et xi1 est la meilleure
variable contextuelle pour décider quel bras jouer entre k1 et k2.

5.3.2 Sélection de la meilleure variable

Nous présentons l'algorithme Sélection de variables (voir Algorithme 21)
dans cette sous-section. Cet algorithme est exécuté localement dans chaque n÷ud
non-terminal a�n de sélectionner la meilleure variable de coupure. L'ensemble
[K] contenant la totalité des bras est exploré suivant un round-robin (les appels
successifs de la fonction RR([K])) retournant chaque élément de [K] suivant un
round-robin). Nous détaillons maintenant le processus d'élimination des variables.

Soit V l'ensemble des variables de contexte. Soit µik,v = P (xi = v)µik|v.

µi =
(

max
k
µik,0 + max

k
µik,1

)
.

L'arbre de décision de profondeur 1 optimal est celui maximisant la récompense
moyenne µ∗.

µ∗ = max
i
µi .

La variable i∗ = arg maxi µ
i est la variable de coupure optimale.
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L'algorithme VE (voir Algorithme 22) élimine une variable i′, empiriquement
sous-optimale, s'il existe i tel que :

µ̂i − µ̂i′ + ε ≥ 4

√
1

2tk
log

4KCt2k
δ

. (5.1)

Algorithme 21 : Sélection de variables

début
∀k tk = 0, S = V , ∀(i, k, v)µik,v = 0, ∀iµ̂i = 0

répéter
Observer le vecteur de contexte xt

Jouer le bras k = RR([K])
Observer la récompense yk(t)
tk = tk + 1
S = VE(tk, k,xt, yk(t), S, [K])
t = t+ 1

jusqu'à |S| = 1

Algorithme 22 : VE

Données : t ∈ N+, K ∈ [K], xt ∈ {0, 1}C , S, [K]
début

pour chaque i ∈ S faire
pour chaque v ∈ {0, 1} faire

µ̂ik,v = yk
t
Jv = xiK + t−1

t
µ̂ik,v

µ̂i =
∑

v∈{0,1}maxk µ̂
i
k,v

si k = K alors
Retirer de S les variables sous-optimales suivant l'équation (5.1) ou
(5.8)

retourner S

Nous présentons maintenant deux lemmes bornant la complexité d'échantillon-
nage de la tâche de sélection de variables. Le Lemme 3 est une borne inférieure et
le Lemme 2 borne supérieurement la complexité d'échantillonnage de notre algo-
rithme. Il est intéressant de remarquer que la complexité d'échantillonnage a une
faible dépendance vis-à-vis du nombre C de variables. La dépendance logarith-
mique en C vient de la technique de preuve utilisée, qui est basé sur l'hypothèse
d'indépendance entre les échecs des intervalles de con�ance correspondant à chaque
variable. Dans le cas où les validités des intervalles de con�ances associés aux va-
riables sont dépendantes, alors cette dépendance en C peut totalement disparaitre
(par exemple dans le cas pathologique d'un vecteur de contexte contenant une
seule variable dupliquée C fois).
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Lemme 2. Pour K ≥ 2, C ≥ 2 et ε = 0, la complexité d'échantillonnage de
Sélection de variable nécessaire à la sélection de la variable optimale avec
une probabilité d'au moins 1− δ est bornée supérieurement par :

O

(
K

∆2
log

KC

δ∆

)
, (5.2)

avec ∆ = mini∈V µ
∗ − µi.

La preuve du Lemme 2 est disponible en sous-section 5.7.

Lemme 3. Il existe une distribution Dx,y telle que tout algorithme cherchant la
variable optimale a une complexité d'échantillonnage d'au moins :

Ω

(
K

∆2
1

log
1

δ

)
. (5.3)

La preuve du Lemme 3 est disponible en sous-section 5.7.

5.3.3 Sélection des meilleures actions

Pour terminer la création de l'arbre de profondeur 1, nous devons maintenant
identi�er le meilleur bras pour chaque valeur de la variable. N'importe quel al-
gorithme de bandits manchots (UCB [17] par exemple) pourrait être utilisé pour
contrôler le compromis entre l'exploration et l'exploitation dans les feuilles de
l'arbre. A�n de pouvoir continuer l'analyse en complexité d'échantillonnage, nous
choisissons d'utiliser un algorithme d'éliminations successives [14].

Le bras k est éliminé du n÷ud correspondant à la valeur v de la variable i∗

quand il existe k′ 6= k tel que :

µ̂k′ − µ̂k + ε ≥ 4

√
1

2tk
log

4KCt2k
δ

. (5.4)

Lemme 4. Pour K ≥ 2, C ≥ 2 et ε = 0, la complexité d'échantillonnage de
Sélection d'action nécessaire à la sélection de la variable optimale avec une
probabilité d'au moins 1− δ est bornée supérieurement par :

O

(
K

∆2
log

KC

δ∆

)
, (5.5)

avec ∆ = mink∈[K] µ
∗ − µk.

Démonstration. Ce lemme est une reformulation des garanties en complexité
d'échantillonnage de l'algorithme Successive Elimination [14].
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Algorithme 23 : Sélection d'action
Données : δ ∈ (0, 1], ε ∈ [0, 1)
Résultat : une ε-approximation du meilleur bras
∀k tk = 0, S = [K] ;
répéter

Observer le vecteur de contexte xt;
Jouer le bras k = RR(S);
Observer la récompense yk(t);
tk = tk + 1;
S = AE(tk, k,xt, S);
t = t+ 1;

jusqu'à |S| = 1;

Algorithme 24 : AE

Données : t ∈ N+, K ∈ [K], xt ∈ {0, 1}C , S, [K]
S1 = S, ∀m, µ̂k(0) = 0, t = 1;
Jouer le bras k = RR(S);

µ̂k(t) = t−1
t
µ̂k(t− 1) + yk(t)

t
;

si k = Dernier(St) ; // La fonction Dernier revoie le dernier

élément de l'ensemble St
alors

Retirer de St tout les bras k suivant l'équation (5.4) ou (5.9);

retourner S;

5.3.4 Construction de l'arbre de décision de profondeur 1

L'algorithme Sélection de variable est exécuté de manière à trouver la
meilleure variable. Pour chaque feuille, correspondant à chaque modalité de la
variable de coupure, l'algorithme Sélection d'action est exécuté. Nous notons
k∗ le meilleur bras, après coupure sur la variable i∗

Théorème 15. Pour K ≥ 2, C ≥ 2 et ε = 0, la complexité d'échantillonnage de
Sélection de variable nécessaire à la sélection de la variable optimale avec
une probabilité d'au moins 1− 3δ est bornée supérieurement par :

O

(
K

∆2
0

log
KC

δ∆0

+
K

∆2
1

log
K

δ∆1

)
(5.6)

avec ∆0 = mini∈V µ
∗ − µi et ∆1 = mink∈[K],v∈{0,1} µ

i∗

k∗ − µi
∗

k .

Démonstration. Ce résultat est une application directe des Lemmes 2 et 4 ainsi
que de l'inégalité de Boole.
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5.4 Forêt de bandits

L'arbre de décision de profondeur 1 construit dans la section précédente est un
classi�eur univarié. Combiner davantage de variables dans un arbre permet d'aug-
menter la capacité du classi�eur, mais a l'inconvénient d'être un problème ayant
une très forte combinatoire. L'approche usuelle utilisée pour combattre cette com-
binatoire est de construire les arbres de manière gloutonne. La première variable
est sélectionnée et l'espace des contextes est divisé suivant les modalités de cette
variable. La tâche de sélection de variable est répétée de manière récursive dans les
sous-espaces obtenus sur les variables n'ayant pas encore été utilisées dans les ni-
veaux supérieurs jusqu'à obtenir la granularité désirée. L'arbre glouton est ensuite
�nalisé en instanciant des tâches de sélection d'actions au niveau le plus �n.

Figure 5.1 � Un exemple d'arbre de profondeur D = 2. La variable de coupure
de chaque n÷ud est désignée par son index i. Les arcs entre les n÷uds indiquent
le chemin à suivre suivant la valeur de la variable binaire i. Chaque chemin se
termine par une feuille désignant le bras k à jouer.

Les arbres de décision peuvent être agrégés en forêts aléatoires [63]. Il existe
di�érentes variantes permettant leur construction [64]. Ici, nous choisissons de
retirer aléatoirement une partie des variables disponibles à chaque n÷ud pour
introduire davantage de diversité dans les arbres. Le bras à jouer sera sélectionné
via un vote à la majorité si tous les chemins correspondant au contexte observé se
terminent par une feuille. Dans le cas contraire, le bras joué sera tiré depuis une
distribution uniforme.

Soit Θ = {θ1, ..., θL} un ensemble variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées avec θl ∈ [0, 1] pour tout l ∈ {1, ..., L}. cθ = {i, v}d avec
i ∈ V et v ∈ {0, 1} est un chemin de profondeur d. Le chemin sélectionné au
temps t par l'arbre θ est noté cθ(xt). Lorsque cθ(xt) est de profondeur d ≤ D, Soit
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f(θ) : [0, 1] × {0, 1}2D × C → {0, 1} une fonction dé�nissant le paramétrage de
l'arbre θ.

Les paramètres générés sont :

• la profondeur maximale Dθ,

• les di�érents Vθ,x,d, correspondant à un sous-ensemble de l'ensemble des va-
riables disponibles au n÷ud de profondeur d de l'arbre θ correspondant au
contexte x.

L'arbre glouton paramétré par θ et obtenu avec la connaissance de la dis-
tribution Dx,y est appelé arbre glouton θ-optimal. Nous appelons forêt aléatoire
optimale de taille L, la forêt composée de L arbres gloutons θ-optimaux.

Le bras choisi par l'arbre glouton θ-optimal en présence du contexte xt est
notée k∗θ,t. Le bras choisi par la forêt optimale de taille L est issu d'un vote à la
majorité des arbres composant la forêt :

k∗t = arg max
k

L∑
l=1

Jk∗θl,t = kK . (5.7)

Nous résumons le fonctionnement de l'algorithme. Une foret de bandits
est composée de L arbres de paramètres θ1, ..., θL construits en parallèle. Á l'ini-
tialisation de l'algorithme, une instance de VE est initialisée à la racine de chaque
arbre. Quand un contexte xt est reçu :

• Pour chaque arbre θ, la feuille ou le n÷ud correspondant au chemin cθ(xt)
est sélectionné.

• Si tous les chemins mènent à des feuilles ayant chacune éliminé tous les
bras sauf un, alors le bras à jouer est choisi avec un vote à la majorité des
di�érents arbres.

• Dans le cas contraire, le bras à jouer est choisi à l'aide d'un round-robin.

• Lorsque qu'une variable a été choisie dans un n÷ud, alors si la profondeur
maximale n'a pas encore été atteinte alors un nouveau n÷ud contenant une
instance de l'algorithme d'élimination de variables est créé pour chaque va-
leur de la variable sélectionnée. Si la profondeur maximale a été atteinte,
une feuille contenant une instance de l'algorithme d'élimination d'action est
créée pour chaque valeur de la variable.

L'intervalle de con�ance utilisé par les algorithmes d'élimination possède, sous
la racine carrée, des quantités in�uant sur la probabilité de succès de l'algorithme.
Les forêts possédant de multiples n÷uds et la probabilité globale de l'algorithme
étant contrôlée par une inégalité de Boole, il est nécessaire d'inclure de nouveaux
termes dans l'intervalle de con�ance pour tenir compte des di�érents algorithmes
d'élimination correspondant à chaque chemin. Nous indiquons qu'une quantité est
locale à un chemin la su�xant par [c].
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Algorithme 25 : Forêt de Bandits

t = 1;
∀θ CreationNoeud(θ, {∅}); // Initialisation de la racine de chaque

arbre

répéter
Observer le vecteur de contexte xt;
cheminsTerminés = 1;
pour chaque θ faire

cθ = cθ(xt);
si dθ 6= Dθ ou |Svar

cθ
| 6= 1 ou |Sbras

cθ
| 6= 1 ; // Le chemin

correspondant à xt n'est pas terminé

alors
cheminsTerminés = 0;

si cheminsTerminés alors
k = arg maxk

∑L
l=1 Jkθl,t = kK ; // Vote à la majorité

sinon
k = RR([K]) ; // Exploration à l'aide d'un round-robin

Jouer le bras k et observer la récompense yk(t);
pour chaque θ faire

tcθ,k = tcθ,k + 1 ; // On incrémente le temps local au n÷ud

si |cθ| = Dθ alors
Sbras

cθ
= AE(tcθ,k, k, xt, yk, S

bras

cθ
);

sinon
Svar

cθ
= VE(tcθ,k, k, xt, yk, S

var

cθ
, [K]);

si |Svar

cθ
| = 1 alors

CreationNoeud(θ, cθ + {Svar

cθ
, 0}) ;

CreationNoeud(θ, cθ + {Svar

cθ
, 1}) ;

t = t+ 1;
jusqu'à t = T ;

Algorithme 26 : CreationNoeud
Données : L'arbre de paramètre θ] et le chemin c
si |c| = Dθ alors

Créer la feuille correspondant à c et y associer une nouvelle instance de
AE;

sinon
Créer le n÷ud correspondant à c et y associer une nouvelle instance de
VE;



96 Simulations numériques

L'algorithme VE élimine une variable i′ d'un n÷ud de l'arbre de paramètre θ
,s'il existe i tel que :

µ̂i
′ |c− µ̂i|c+ ε ≥ 4

√
1

2tc,k
log

4× 2DKDθLCt2c,k
δ

. (5.8)

Le bras k est éliminé de la feuille correspondant à la valeur v de la variable i∗

dans l'arbre de paramètre θ quand il existe k′ 6= k tel que :

µ̂k′ [c]− µ̂k[c] + ε ≥ 4

√
1

2tc,k
log

4× 2DKLt2c,k
δ

. (5.9)

Théorème 16. Pour K ≥ 2, C ≥ 2 et ε = 0, la complexité d'échantillonnage
de Forêt de Bandits nécessaire à la création de la forêt optimale avec une
probabilité d'au moins 1− δ est bornée supérieurement par :

O

(
2DK

∆2
0

log
KDLC

δ∆0

+
2DK

∆2
1

log
KL

δ∆1

)
(5.10)

avec D = maxθDθ, ∆0 = mini∈V, cθ µ
∗|cθ − µi|cθ et

∆1 = mink∈[K], v∈{0,1}, ,cθ µ
i∗

k∗|v|v, cθ − µi
∗

k |v, cθ.

Démonstration. Ce résultat est une application directe des Lemmes 2 et 4 ainsi
que de l'inégalité de Boole après avoir remplacé les intervalles de con�ances des
équations (5.1) et (5.4) par ceux des équations (5.8) et (5.9). Plus précisément, le
Lemme 2 utilisant l'équation (5.1)

Théorème 17. Il existe une distribution Dx,y telle que tout algorithme cherchant
la forêt de bandits de taille L a une complexité d'échantillonnage d'au moins :

Ω

(
2D[

1

∆2
1

+
1

∆2
2

]K log
1

δ

)
. (5.11)

Démonstration. La partie correspondant à la sélection d'action est une application
de la borne inférieure donnée par le théorème 1. La partie correspondant à la
sélection de variable est une application de la borne inférieure donnée par le lemme
3. Le processus doit être répété une fois par n÷ud et une fois par feuille (soit 2D

fois au total).

5.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous complétons les simulations de la section 4.5 en y
ajoutant les résultats obtenues par l'algorithme de Forêts de Bandits (voir
Figure 5.2).
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Forêt de Bandits

Le nombre d'arbres dans les forêts est �xé à 200. Sont choisis aléatoirement :
la profondeur de chaque arbre (entre 10 et 18), la valeur ε à chaque n÷ud (entre
0, 4 et 0, 8) ainsi que le sous-ensemble (80% des variables restantes dans le n÷ud)
des variables disponibles.

Lors de l'implémentation, deux modi�cations de l'algorithme ont été e�ectuées.
Les phases de round-robin sont remplacées par un tirage uniforme depuis l'union
des actions restantes dans chaque chemin associé au contexte observé. Les récom-
penses obtenues sont débiaisées en utilisant le Score de Propension Inverse
(voir [65]).

Les résultats montrent que Forêt de Bandits est un algorithme performant.
Ses performances sont de l'ordre de celles de NeuralBandit et de LinUCB. Bien
qu'ayant un regret légèrement plus élevé que LinUCB sur le jeu de donnée Adult,
Forêt de Bandits obtient un taux de classi�cation �nal plus élevé et un regret
cumulé asymptotiquement plus faible.

Table 5.2 � Tableau récapitulatif des expériences. Les taux de classi�cation sont
calculés sur les 100000 derniers contextes. Le temps d'exécution moyen a été évalué
sur un ordinateur personnel utilisant un processeur Intel Xeon 2, 80GHz et 6Go
de RAM.

Algorithme Regret Taux de classi�cation Temps d'exécutions

Forest Cover Type, classe cible : Cover Type (7 classes)
Banditron 4.88 106 ±105 51.3% 10 min
LinUCB 3.39 106 ±103 66.4% 360 min

NeuralBandit.B 3.33 106 ±2.104 68.1% 150 min
Forêt de Bandits 3.52 106 ±5.104 65.8% 500 min
Adult, classe cible : occupation (14 classes)

Banditron 7.89 106 ±3.104 21.9% 20 min
LinUCB 6.91 106 ±4.104 31.6% 400 min

NeuralBandit.B 7.13 106 ±105 29.6% 140 min
Forêt de Bandits 6.93 106 ±7.104 31.7% 400 min
Census1990, classe cible : Yearsch (18 classes)

Banditron 6.97 106 ±2.105 30.7% 26 min
LinUCB 5.5 106 ±5.104 45.7% 1080 min

NeuralBandit.B 6.03 106 ±105 41.7% 300 min
Forêt de Bandits 5.83 106 ±5.104 43.2% 1000 min
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Table 5.3 � Les complexité algorithmiques d'une itération (choix du bras à jouer
puis mise à jour du modèle) des algorithmes de bandit contextuels.K est le nombre
de bras,dim(X) le nombre de variables de contexte, M le nombre d'architectures
de NeuralBandit.A ou B, N le nombre de connections composant les réseaux
de neurones utilisés par NeuralBandit.A ou B et L est le nombre d'arbres
composant la Forêt de bandits.

Algorithme Complexité algorithmique instantanée

Banditron O(Kdim(X))
LinUCB O(Kdim(X)3)

NeuralBandit.A ou B O(MKdim(X) +MKN)
Forêt de Bandits O(LKdim(X))

La complexité algorithmique de Forêt de bandits est ajouté à la Table 4.2.
Tout comme Neural Bandit, les Forêts de bandits peuvent être facilement
parallélisées en mettant à jour et en calculant la sortie de chaque arbre en parallèle.
De cette manière, un facteur d'accélération d'au maximum L peut être atteint.

5.6 Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons présenté une variante de l'algorithme Succes-
sive Elimination adaptée à la sélection de variable dans les n÷uds d'arbres de
décision pour le problème des bandits contextuels. Nous avons ensuite utilisé cet
algorithme comme brique élémentaire dans la construction de forêts de bandits.
L'algorithme de Forêt de bandits est capable de modéliser des dépendances
non-linéaires entre les contextes et les récompenses et a l'avantage, contrairement
à NeuralBandit de posséder des garanties théoriques fortes. En e�et, la com-
plexité d'échantillonnage de l'algorithme est optimale à un facteur logarithmique
près. Les dépendances vis-à-vis du nombre de variables contextuelles sont logarith-
miques, permettant de traiter des contextes de grande taille. L'algorithme est, de
plus, adapté aux applications temps réel, sa complexité algorithmique ayant une
dépendance linéaire en la profondeur D et les traitements de la tâche de sélection
de variables étant parallélisables.

5.7 Preuves

5.7.1 Preuve du Lemme 2

Démonstration. En utilisant l'inégalité d'Hoe�ding, au temps t nous avons :
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P (|µ̂ik,v − µik,v| ≥ εtk ≤ 2exp
(
−2ε2tk

)
=

δ

4KCt2k
, (5.12)

avec εtk =
√

1
2tk

log
4KCt2k
δ

.

En utilisant l'inégalité d'Hoe�ding à chaque pas de temps tk, en appliquant
l'inégalité de Boole puis le fait que

∑
1/t2k = π2/6. Pour la variable i, l'inégalité

suivante est véri�ée lors d'un évènement Ωi,v de probabilité au moins 1− δπ2

24KC

µ̂ik,v − εtk ≤ µik,v ≤ µ̂ik,v + εtk . (5.13)

Lorsque l'évènement Ωi,v est réalisé, pour l'action k′ = arg maxk µ̂
i
k,v et k

∗ =
arg maxk µ

i
k,v, nous avons :

µ̂ik′,v − εtk ≤ µik′,v ≤ µik∗,v ≤ µik∗,v + εtk ≤ µik′,v + εtk

⇒ µ̂ik′,v − εtk ≤ µik∗,v ≤ µik′,v + εtk .
(5.14)

Lors de l'évènement Ωi = ∪v∈{0,1}Ωi,v, Ωi,v est réalisé pour toute les valeurs v
de la variable i et :

∑
v∈{0,1}

(µ̂ik′,v − εtk) ≤
∑

v∈{0,1}

µik∗,v ≤
∑

v∈{0,1}

µik′,v + εtk

⇔ µ̂i − εtk ≤ µi ≤ µi + εtk .

(5.15)

Lors de l'évènement Ωi′ , avec i′ = arg maxi µ̂
i, nous avons :

µ̂i
′ − 2εtk ≤ µi ≤ µ∗ . (5.16)

Par conséquent, la variable i ne peut pas être la meilleure lorsque :

µ̂i + 2εtk ≤ µ̂i
′ − 2εtk . (5.17)

Nous notons Ω = ∪i∈V Ωi. La probabilité de faire une erreur sur la sélection de
la prochaine variable est ainsi inférieure à :∑

i∈V

P (Ω̄i) ≤
∑
i∈V

∑
v∈{0,1}

Kδπ2

24KC
≤
∑
i∈V

δ

C
≤ δ . (5.18)

Nous devons maintenant borner supérieurement le nombre de tirages néces-
saires à l'élimination d'un bras sous-optimal. Lorsque l'évènement Ω est réalisé, la
meilleure variable n'a pas été éliminée et la variable sous-optimale i est éliminée
quand :
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µ̂∗ − µ̂i ≥ 4εtk . (5.19)

L'écart entre la variable i et la variable optimale est :

∆i = µ∗ − µi . (5.20)

Supposons que tk soit assez grand pour que :

∆i ≥ 4εtk . (5.21)

Si Ω est réalisé, nous avons :

µ̂i − 2εtk ≤ µi ≤ µ̂i + 2εtk (5.22)

En injectant l'inégalité précédente dans l'inégalité (5.21), nous obtenons :

(µ̂∗ + 2εtk)− (µ̂i + 2εtk) ≥ 4εtk . (5.23)

Nous avons donc :
µ̂∗ − µ̂i ≥ 4εtk . (5.24)

La condition ∆i ≥ 4εtk implique donc l'élimination de la variable i. En plaçant
εtk par sa valeur, nous avons :

∆i ≥
2

tk
log

4KCt2k
δ

. (5.25)

Étant donné que :

∆i ≥
8

ti
log

4KCt2i
δ

⇒ ∆i ≥
2

ti
log

4KCt2i
δ

, (5.26)

il su�t de trouver une valeur de tk telle que ∆i ≥ 4
ti

log
4KCt2i
δ

pour satisfaire la
condition ∆i ≥ 4εtk .

Nous pouvons maintenant introduire la valeur critique t∗k = 64
∆2
i

log 4KC
δ∆i

.

Nous injectons t∗k dans
8
ti

log
4KCt2i
δ

:

∆2
i

8 log 8KC
δ∆i

(
log

4KC

δ
+ 2 log

64

∆2
i

+ 2 log log
4KC

δ∆

)
=

∆2
i

8 log 8KC
δ∆i

(
log

4KC

δ
+ 4 log ∆i + 12 log 2 + 2 log log

4KC

δ∆

)
≤

∆2
i

8 log 8KC
δ∆i

(
log

4KC

δ
+ 12 log 2 + 2 log log

4KC

δ∆

)
.

(5.27)



5.3.4 - Construction de l'arbre de décision de profondeur 1 101

Pour x ≥ 13, nous avons :

12 log 2 + 2 log log x ≤ 4 log x . (5.28)

Pour 4KC ≥ 13 nous avons :

∆2
i

8 log 4KC
δ∆i

(
log

4KC

δ
+ 12 log 2 + 2 log log

4KC

δ∆

)
≤

∆2
i

8 log 4KC
δ∆i

8 log
4KC

δ∆i

= ∆2
i .

(5.29)

Ainsi, étant donné que 4εtk est une fonction décroissante en fonction de tk, la
condition ∆i ≥ 4εtk est véri�ée à partir de tk = t∗k, entrainant l'élimination de la
variable i et bornant supérieurement le nombre de tirages avant l'élimination de
la variable i.

Nous notons ∆ = mini∈V ∆i. Les actions étant jouées suivant un round-robin,
nous avons t = Ktk.

Nous pouvons donc conclure que toutes les variables sous-optimales seront
éliminées après 64K

∆2 log 4KC
δ

itérations avec une probabilité d'au moins 1− δ.

5.7.2 Preuve du Lemme 3

Démonstration. Soit yik,v une variable aléatoire bornée correspondant à la récom-
pense de l'action k quand la valeur v de la variable i est observée. Soit yi une
variable aléatoire telle que :

yi = max
k
yik,v

Nous avons :
EDx,y [y

i] = µi

Chaque yi est mis à jour à chaque pas de temps tk quand chaque action a été
jouée une fois. Soit Θ la somme des variables aléatoires binaires θ1, ..., θtk , ..., θt∗k
telles que θtk = 1yi(tk)≥yj(tk). Soit pij la probabilité que l'utilisation de la variable
i engendre plus de récompenses que l'utilisation de la variable j. Nous avons :

pij =
1

2
−∆ij , où ∆ij = µi − µj.

L'inégalité de Slud (voir [66]) a�rme que si p ≤ 1/2 et t∗k ≤ x ≤ t∗k.(1 − p),
nous avons :

P (Θ ≥ x) ≥ P

(
Z ≥ x− t∗k.p√

t∗k.p(1− p)

)
, (5.30)



102 Preuves

où Z est une variable aléatoire N (0, 1) suivant une loi normale.

Pour choisir la meilleure variable entre i et j, nous devons trouver le temps
t∗k où P (Θ ≥ t∗k/2) ≥ δ. Pour expliciter le nombre d'observations t∗k nécessaires à
l'estimation de ∆ij, nous adaptons les arguments développés dans [67]. En utilisant
l'inéquation de Slud (voir équation 6.16), nous avons :

P (Θ ≥ t∗k/2) ≥ P

(
Z ≥ t∗k.∆ij√

t∗k.pij(1− pij)

)
. (5.31)

Ensuite, nous utilisons la borne inférieure de la fonction d'erreur (voir [68]) :

P (Z ≥ z) ≥ 1−

√
1− exp

(
−z

2

2

)
Ainsi, nous avons :

P (Θ ≥ t∗k/2) ≥ 1−

√
1− exp

(
−

t∗k.∆
2
ij

2pij(1− pij)

)

≥ 1−

√
1− exp

(
−
t∗k.∆

2
ij

pij

)
≥ 1

2
exp

(
−
t∗k.∆

2
ij

pij

)
Comme pij = 1/2−∆ij, nous avons :

log δ = log
1

2
−

t∗k.∆
2
ij

1/2−∆ij

≥ log
1

2
− 2t∗k.∆

2
ij

Ains i :

t∗k = Ω

(
1

∆2
ij

log
1

δ

)
Nous utilisons maintenant le fait que comme toutes les valeurs de toutes les

variables sont observées quand une action est jouée : les C(C − 1)/2 estimations
de biais sont résolues en parallèle. Dans le pire des cas, minij ∆ij = minj ∆i∗j = ∆.
Ainsi tout algorithme nécessite une complexité d'échantillonnage d'au moins t∗,
où :

t∗ = Kt∗k = Ω

(
K

∆2
log

1

δ

)
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6.1 Introduction

Nous avons présenté deux approches adaptées aux bandits contextuels dans le
chapitre 3). La première approche apprend directement les dépendances entre les
contextes, les bras et les récompenses. Pour cela, des modèles linéaires [43, 41], des
forêts de bandits (voir chapitre 5) ou bien des réseaux de neurones peuvent
être utilisés (voir chapitre 4). La seconde est basée sur les algorithmes de sélec-
tion de politiques ou d'experts comme RandomizedUcb [48] ou EXP4 [31]. Ces
algorithmes délèguent la partie contextuelle du problème à un ensemble �ni d'ex-
perts et cherchent à trouver celui dont les choix de bras o�rent les plus hautes
performances. Ces deux approches ont cependant des faiblesses. Les algorithmes
construisant une politique à partir données possèdent souvent des garanties théo-
riques et sont performants en pratique, mais sont sujet à l'erreur d'approximation
inhérente à l'espace des politiques explorées par l'algorithme. Leurs performances
peuvent cependant dépendre fortement du paramétrage de l'algorithme utilisé.
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Les algorithmes de sélection de politiques possèdent aussi des garanties théo-
riques, mais dépendent en pratique de la présence d'une politique performante
dans leur ensemble. Leur plus grand inconvénient est leur complexité algorith-
mique en O(poly(T )), rendant leur utilisation compliquée lorsque l'horizon de
temps T est grand.

Ce chapitre présente une approche hybride, la sélection d'experts apprenants. Un
expert apprenant est composé des éléments caractérisant une instance de bandits
contextuels (paramètres, graine aléatoire, ...). Lorsque cette approche est utilisée,
un tour de jeu est composé des étapes suivantes :

• Le joueur choisit un expert.

• L'expert choisit le bras à jouer.

• Une récompense est obtenue.

• Tout les experts modi�ent leurs politiques en prenant en compte le dernier
bras joué.

• Le joueur modi�e sa politique de sélection des experts.

Étant donné que les experts apprennent, leurs performances évoluent au cours
du temps (voir Figure 6.1). Il est nécessaire pour le joueur de prendre en compte
cette non-stationnarité pour lui permettre de trouver l'expert ayant les meilleures
performances à la �n de son apprentissage. Nous verrons qu'en utilisant des
connaissances a priori sur la structure de cette non-stationnarité, il est possible
d'obtenir un regret logarithmique par rapport au meilleur expert ayant terminé
sur apprentissage.

Figure 6.1 � Deux exemples de courbes d'apprentissage.

Cette approche a plusieurs avantages, l'espace des politiques de chaque ex-
pert est exploré par des algorithmes e�caces ayant de fortes garanties théoriques
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(construction de forêts d'arbres gloutons avec les forêts de bandits, en résolvant un
système linéaire pour linUCB). Ces algorithmes sou�rent cependant d'une erreur
de biais due aux politiques considérées. Le but de l'algorithme de sélection d'ex-
perts apprenants est de réduire ce biais en sélectionnant l'expert le plus performant
parmi l'ensemble considéré.

6.2 Formalisation

Soit [K] = {1, ..., K} un ensemble de bras. Soit xt ∈ X un vecteur de contexte
décrivant l'environnement au tour t. Soit yk(t) ∈ [0, 1] la récompense obtenue par
le bras k au tour t. Soit Dx,y la distribution jointe sur (x, y). Soit π : X → [K] une
politique. Soit [M ] = {1, ...,M} un ensemble d'experts. L'ensemble des politiques
atteignables par l'expert m au cours de son apprentissage est Πm et Π =

⋃M
m=1 Πm

est l'ensemble des politiques. La politique utilisée par l'expert m au tour t est noté
πm,t et sa récompense moyenne est dé�nie par :

µm(t) = EDx,y [yπm,t(x)].

La politique optimale de l'ensemble Πm est :

π∗m = arg max
π∈Πm

EDx,y [yπ(x)].

La récompense moyenne de la politique optimale de l'ensemble Πm est µm. La
politique optimale est :

π∗ = arg max
m

πm .

Nous dé�nissons le pseudo-regret de la tâche de sélection d'experts apprenants
comme :

R̄(T ) =
T∑
t=1

EDx,y
[
yπ∗(xt)(t)− yπmt,t(xt)(t)

]
,

où mt est l'expert joué au tour t.

L'expert dont l'ensemble des politiques contient π∗ est noté m∗.

Le pseudo-regret de l'expert m peut être décomposé en terme de biais et de
variance (voir Figure 6.2) :

R̄m(T ) =
T∑
t=0

(µm∗ − µm(t))

=
T∑
t=0

(µm∗ − µm)︸ ︷︷ ︸
biais

+
T∑
t=0

(µm − µm(t))︸ ︷︷ ︸
variance

.
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Figure 6.2 � L'algorithme d'apprentissage réduit l'erreur de variance dans l'en-
semble Πm. L'algorithme de sélection d'experts apprenants réduit l'erreur de biais.

Il est important de remarquer que m∗ est considéré comme un expert sans
erreur de biais. L'espérance du pseudo-regret de l'algorithme de sélection d'experts
apprenants est dé�nie comme :

R̄(T ) =
T∑
t=0

(µm∗ − µmt) +
T∑
t=0

(µmt − µmt(t)) .

6.3 Réduction en problèmes de bandits station-

naires

Une première solution au problème de sélection d'experts apprenant est de sup-
primer la non-stationnarité au travers d'une approche Apprendre puis Explorer et
Exploiter (LTEE) :

� M problèmes de bandits contextuels sont initialisés et résolus durant la phase
d'apprentissage,

� un algorithme de bandits stationnaires est ensuite utilisé pour sélectionner
le meilleur expert.

Les algorithmes de bandits contextuels apprennent les dépendances entre
contextes, bras et récompenses et optimisent l'erreur due à la variance. La tâche de
sélection d'experts apprenants réduit ensuite l'erreur due au biais des politiques.

6.3.1 Apprendre puis Explorer et Exploiter

Phase d'apprentissage

Lors de la phase d'apprentissage, les bras sont joués de manière séquentielle a�n
d'obtenir un apprentissage non biaisé des experts. La taille de cette période d'ap-
prentissage est contrôlée par la complexité d'échantillonnage des experts. Dans le
cas où ceux-ci sont capables d'apprendre en parallèle, l'apprentissage est stoppé
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lorsque le nombre d'observations correspond à la complexité d'échantillonnage
maximale parmi les experts. Lorsque les experts nécessitent un apprentissage sé-
quentiel, la somme des complexités d'échantillonnage est utilisée à la place. Les
algorithmes Forêts de bandits ou les bandits linéaires [69] possèdent des com-
plexités d'échantillonnage connues.

Dé�nition. La complexité d'échantillonnage nm de l'expert m est le nombre
d'observations tirées depuis Dx,y nécessaires pour trouver π∗m avec une probabi-
lité d'au moins 1− δ.
Proposition 2. Soit m experts pouvant apprendre à partir d'un tirage uniforme
des actions et ayant des complexité d'échantillonnage nm. Après avoir obtenu n ob-
servations depuis Dx,y en tirant les actions uniformément, la récompense moyenne
de chaque expert m est µm avec une probabilité 1−Mδ, où n = maxm nm.

Démonstration. La preuve est une application directe de la dé�nition de la com-
plexité d'échantillonnage et de l'inégalité de Boole.

Proposition 2 est utilisée pour dé�nir la taille de la phase d'apprentissage. À la
�n de celle-ci, le compromis entre l'exploration et l'exploitation des experts peut
être contrôlé par tout algorithme de bandit tel que UCB [17] ou Successive
Elimination [14].

Phase d'exploration et d'exploitation

À la �n de la phase d'exploration, les experts ont terminé leur apprentissage
et leurs performances sont stationnaires. A�n de trouver le meilleur expert, nous
utilisons maintenant l'algorithme Successive Elimination [14].

Successive Elimination joue les experts de manière séquentielle. La
moyenne empirique de chaque expert commence à être maintenue à partir du
tour n :

µ̂m(t) =
1

t− n

t∑
i=n+1

Jmi = mKyπmi (xi)(i).

Lorsque l'écart entre la moyenne empirique de l'expert m et du meilleur ex-
pert empirique est assez grand, alors l'expert m est sous-optimal avec une forte
probabilité et n'est plus joué par l'algorithme.

Théorème 18. Pour M > 0, δ > 0, et ε = 0, la complexité d'échantillonnage de
LTEE est bornée supérieurement par :

O

(
M

∆2
log

M

δ∆
+ n

)
,

1. A�n de faciliter la lecture de l'algorithme, t ≤ T est testé seulement au début du tour
de round-robin. A�n d'assurer l'arrêt de l'algorithme au tour T , il est nécessaire de tester cette
condition une fois de plus à cette marque.
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Algorithme 27 : LTEE
Données : δ ∈ (0, 1], ε ∈ [0, 1)
Résultat : une ε-approximation du meilleur expert
pour t = 1, ..., n faire

Jouer séquentiellement un bras kt ∈ [K];
Mettre à jour chaque experts m ∈ [M ] avec le vecteur (xt, kt, ykt(t));

St = [M ], r = 0;
tant que t ≤ T faire

pour chaque m ∈ St faire
Jouer le bras kt = πm(xt);
Mettre à jour µ̂m(t+ 1);
t = t+ 1 1;

r = r + 1;
mmax = arg maxm∈S µ̂m(t);
Retirer de St tout les experts m satisfaisant :

µ̂max(t)− µ̂m(t) + ε ≥ 2
√

log(4r2M/δ)/2r ;

où ∆ est la di�érence de récompense moyenne entre les deux meilleurs experts.

Démonstration. La complexité d'échantillonnage de LTEE est bornée supérieure-
ment par celle de Successive Elimination (voir théorème 2) et n, la complexité
d'échantillonnage nécessaire à l'apprentissage de tous les experts (voir propriété
2).

Théorème 19. Il existe une distribution Dx,y telle que tout algorithme apprenant
M experts et cherchant ensuite le meilleur a une complexité d'échantillonnage d'au
moins :

Ω

(
M

∆2
log

1

δ
+N

)
,

où 1 − δ est la probabilité de trouver le meilleur expert de l'ensemble et N une
borne inférieure sur la complexité d'échantillonnage de l'ensemble d'experts.

Démonstration. La borne inférieure est obtenue en sommant la borne inférieure du
problème d'identi�cation du meilleur bras (voir théorème 1 dans [12]) et la borne
inférieure N de l'apprentissage des experts. Dans le pire des cas, tous les experts
terminent leur apprentissage au même moment et les observations provenant de la
phase d'apprentissage ne peuvent pas être utilisées pour évaluer les performances
des experts.

Lorsque la complexité d'échantillonnage des experts est optimale, i.e. quand
n = N , l'algorithme LTEE est optimal à un facteur logarithmique près.



6.3.2 - Application aux Forêts de bandits 109

6.3.2 Application aux Forêts de bandits

Nous illustrons l'algorithme LTEE avec une application aux Forêts de ban-
dits. L'ensemble d'experts est composé de M Forêts de bandits initialisées
avec di�érents paramètres : le nombre Lm d'arbres, la profondeur Dm, le nombre
de variables contextuelles C disponibles à chaque coupure. Après la phase d'ap-
prentissage, la meilleure forêt est cherchée à l'aide de Successive Elimination.

Théorème 20. Pour M > 0, K ≥ 2, C ≥ 2, δ > 0, et ε = 0, la complexité
d'échantillonnage de LTEE utilisant un ensemble de Forêts de bandits est
borné supérieurement par :

O

(
M

∆2
log

M

δ∆
+ 2D

[
KD

∆2
1

log
KDLC

δ∆1

+
KD

∆2
2

log
KL

δ∆2

])
,

où ∆ est la di�érence de récompenses moyennes entre les deux meilleurs experts,
et où ∆1 et ∆2 sont les minimums des di�érences de récompenses moyennes entre
les deux meilleures variables dans un n÷ud non terminal et les deux meilleurs bras
dans une feuille. L = maxm Lm et D = maxmDm.

Démonstration. Le théorème 16 est utilisé pour dé�nir n.

Théorème 21. Il existe une distribution Dx,y telle que tout algorithme appre-
nant M Forêts de bandits et cherchant ensuite la meilleure à une complexité
d'échantillonnage d'au moins

Ω

(
M

∆2
log

1

δ∆
+ 2D

[
1

∆2
1

+
K

∆2
2

]
log

1

δ

)
,

où 1 − δ est la probabilité de construire la forêt optimale et de la trouver parmi
l'ensemble d'experts.

Démonstration. Le théorème 17 donne la valeur de N , c'est-à-dire la borne infé-
rieure sur la complexité d'échantillonnage nécessaire à la construction des Forêts
de bandits.

Dans le cas de la sélection de Forêts de bandits, l'algorithme LTEE est
optimal à des facteurs logarithmiques près.

6.4 Bandits adverses avec budget

Dans la section précédente, les experts étaient appris au début du jeu puis sélec-
tionnés à l'aide d'un algorithme de bandits lorsque leurs performances devenaient
stationnaires. L'algorithme LTEE obtient de fortes garanties théoriques et peut
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être très e�cace en pratique lorsque les experts possèdent des complexités d'échan-
tillonnage similaires. Cependant, lorsque les complexités algorithmiques di�èrent,
LTEE dépense un grand nombre d'itérations à jouer les bras séquentiellement
pour apprendre les derniers experts convergeant plus tardivement.

Dans cette section, nous présentons l'algorithme LEE (Learn, Explore and
Exploit en anglais), qui apprend les experts en parallèle, tout en estimant leurs
récompenses et en éliminant les moins performants. L'apprentissage, l'exploration
et l'exploitation en parallèle sont modélisés par une nouvelle formalisation que
nous appelons bandits adverses avec budget. Nous analysons EXP3 dans ce for-
malisme et nous expliquons ensuite la méthodologie utilisée par LEE. Dans ce
cadre, un nouvel algorithme appelé Élimination Successives Randomisées
avec Budget est décrit puis analysé. Cet algorithme permet d'optimiser le com-
promis exploration/exploitation sur des distributions de récompenses possédant
un support de distribution plus grand que 1, permettant ainsi d'apprentissage en
parallèle des experts depuis une distribution non uniforme.

6.4.1 Formalisation

Soit S = 1, ...,M un ensemble d'experts. La récompense ym(t) ∈ [0, 1] obtenue
par le joueur après avoir sélectionné l'expert m est tirée depuis la distribution
Dm(t) de moyenne µm(t) ∈ [0, µm] avec µm ∈ [0, 1]. Les di�érentes valeurs µm(t)
sont choisies arbitrairement par un adversaire inconscient au début du jeu. L'adver-
saire est contraint par un budget B de manière à ce que ∀m,

∑T
t=1 µm−µm(t) ≤ B.

Le problème de sélection d'experts apprenants est abstrait en considérant les
étapes où µm(t) 6= µm comme choisies par l'adversaire. Cette contrainte de budget
est la principale innovation comparée aux récompenses contaminées introduites
par Seldin dans [34]. On remarque que contrairement à l'algorithme proposé par
Seldin, notre formalisation permet de modéliser di�érents types de courbes d'ap-
prentissage : le budget peut être dépensé entièrement durant une courte période
de temps ou au contraire dispersé au cours du jeu (voir Figure 6.1).

6.4.2 EXP3 pour les bandits adverses avec budget

Lorsque le montant du budget B n'est pas connu mais que l'horizon de temps
l'est, EXP3 peut être utilisé sur ce problème. L'espérance du regret cumulé de
l'algorithme est bornée supérieurement dans le théorème 22.

Théorème 22. Pour tout M > 0, l'espérance du regret de l'algorithme EXP3
appliqué sur un problème de sélection d'experts apprenants et utilisant comme

paramètre γ =
√

M log(M)
(e−1)T

est bornée par :

E [R(T )] ≤ 2
√

(e− 1)MT log(M) +B , (6.1)
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où E désigne l'espérance vis-à-vis de la distribution jointe des experts (m1, ...,mT )
et des récompenses (y1, ..., yT ).

La preuve du théorème 22 est détaillée en sous section 6.7.

6.4.3 Apprentissage Non Biaisé des Experts

Un estimateur non biaisé rkt(t) de ykt(t) est utilisé a�n de pouvoir mettre à jour
en parallèle chaque expert m en utilisant le n-uplet (xt, kt, rkt(t)) :

rkt(t) = ykt(t)/Pt(kt)

où kt est le bras choisi au pas de temps t par une politique randomisée avec une
probabilité Pt(kt).

L'espérance de l'estimateur vis-à-vis de la randomisation des bras est :

E[rkt ] = Pt(kt).ykt/Pt(kt) = ykt .

Cette approche est appelée Score de Propension Inverse [65] (Inverse Propen-
sity Scoring en anglais) et peut être utilisée pour évaluer la performance des experts
lorsque la probabilité de jouer chaque bras n'est jamais nulle (voir théorème 1 dans
[70]).

Le Lemme suivant garantit que la probabilité de tirage des bras non éliminés
de l'ensemble des experts ne peut être égale à zéro lorsque LEE est utilisé.

Lemme 5. Lorsque l'algorithme LEE utilise des experts randomisés tirant un
bras depuis l'ensemble Am,t suivant une distribution uniforme, la probabilité de
tirer tout bras non éliminé k est :

Pt(k) ≥ 1

MK

Démonstration. Soit St l'ensemble des experts restants au tour t et Am,t l'ensemble
des bras restants pour l'expert m. Soit At l'union des sous-ensembles de bras,
At =

⋃
mAm,t. Dans le pire des cas, il existe un bras k ∈ At qui est joué uniquement

par un expert. Chaque expert à une probabilité 1/|St| d'être tirés. La probabilité
de tirer le bras k est :

Pt(k) =
∑
m

Pt(k|πm).Pt(πm)

=
1

|St|
.
∑
m

1

|Am,t|

=
1

MK
.
∑
m

K

|Am,t|
≥ 1

MK
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6.4.4 Éliminations Successives Randomisées avec Budget

Dans cette section, nous présentons un algorithme d'identi�cation du meilleur
expert pouvant être utilisé lorsque les distributions de récompenses ont un support
supérieur à 1 et que les récompenses sont contaminées par un adversaire avec un
budget B. Cet algorithme est utilisé comme brique élémentaire pour permettre
auxForêts de bandits d'apprendre en parallèle avec des récompenses obtenues
via un tirage non uniforme des bras.

Il y a trois di�érences signi�catives avec l'algorithme Successive Elimina-
tion : le choix des experts (et réciproquement des bras) est randomisé, les ré-
compenses sont débiaisées par la probabilité de jouer l'expert et la contamination
des récompenses est prise en compte lors de l'élimination des experts. Lorsque
les récompenses sont débiaisées, le problème devient équivalent à un problème à
information complète où l'expert joué a une récompense entre 0 et |St|.ym(t) et
où les experts non joués ont une récompense nulle.

Algorithme 28 : Éliminations Successives Randomisées avec Bud-
get
Données : δ ∈ (0, 1], ε ∈ [0, 1), B ≥ 0
Résultat : une ε-approximation du meilleur expert
S1 = S, ∀m, µ̂m(0) = 0, Z(0) = |S|2, t = 1;
tant que |St| > 1 faire

Z(t) = Z(t− 1) + |St|2;
Tirer un expert mt ∼ 1/|St|;
pour chaque m ∈ St faire

µ̂m(t) = t−1
t
µ̂m(t− 1) + |St|.ym(t)

t
Jm = mtK;

mmax = arg maxm∈St µ̂m(t);
Retirer de St tout les experts m tels que :

µ̂max(t)− µ̂m(t) + ε ≥ B/t+ 2

√
Z(t)

2t2
log

(
4Mt2

δ

)

Théorème 23. Pour M > 0, et δ > 0, et ε = 0, la complexité d'échantillonnage
de l'algorithme Éliminations Successives Randomisées avec Budget est
bornée supérieurement par :

O

(
M2

∆2

(
log(

M

δ∆
) +B

))
.

où ∆ est la di�érence entre les récompenses moyennes des deux meilleurs experts
à la �n de leur apprentissage.
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Corollaire 6. Pour M > 0, δ > 0, et ε = 0, l'espérance du pseudo-regret de l'al-
gorithme Éliminations Successives Randomisées avec Budget est bornée
supérieurement par :

O

(
M2

∆

(
log(

MT

∆
) +B

))
.

Les preuves du théorème 23 et du corollaire 6 sont détaillées dans les sous-
sections 6.7 et 6.7.

Cette borne supérieure, incluant un facteur M2 peut sembler haute mais est
inévitable lorsque les récompenses sont débiaisées par la probabilité de jouer l'ex-
pert. Nous fournissons une borne inférieure de la complexité d'échantillonnage du
problème d'identi�cation du meilleur expert lorsque l'information est complète,
que le support de la distribution des récompenses est [0,M ] au lieu de [0, 1] et que
B = 0.

Théorème 24. Pour B = 0 et ε = 0, il existe une distribution DY telle que tout
algorithme observant à chaque tour les récompenses 0 ≤ Ym(t) ≤ M de tout les
experts et cherchant le meilleur à une complexité d'échantillonnage d'au moins :

Ω

(
M2

∆2
log

1

δ

)
,

où ∆ est la di�érence de récompense moyenne entre les deux meilleurs experts.

La preuve du théorème 24 est fournie en sous-section 6.7. Cette borne inférieure
montre l'optimalité de l'algorithme Éliminations Successives Randomisées
avec Budget lorsque le support des distributions générant les récompenses est
[0,M ] pour B = 0.

6.4.5 Apprendre, Explorer et Exploiter pour les Forêts de
bandits

En utilisant la même méthodologie que Éliminations Successives Ran-
domisées avec Budget nous pouvons modi�er Forêt de bandits pour lui
permettre d'apprendre avec des récompenses provenant de bras tirés depuis des
distributions non uniformes. Nous appelons l'algorithme obtenu Forêts de ban-
dits randomisées. Le théorème 25 borne le pseudo-regret pour le cas où l'en-
semble contient uniquement des Forêts de bandits randomisées initialisées
avec des paramétrages di�érents.

Théorème 25. Pour M > 0, K ≥ 2, C ≥ 2, δ > 0, et ε = 0, la complexité
d'échantillonnage de LEE utilisant un ensemble de Forêts de bandits ran-
domisées est bornée supérieurement par :
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Algorithme 29 : Apprendre, Explorer et Exploiter (LEE)

Données : δ ∈ (0, 1], ε ∈ [0, 1), B ≥ 0
Résultat : une ε-approximation du meilleur expert
S1 = S, ∀m, µ̂m(0) = 0, Z(0) = |S|2;
pour tous les t = 1, ..., T faire

Z(t) = Z(t− 1) + |St|2;
Tirer un expert mt ∼ 1/|St|;
Tirer un bras kt ∼ Am,t;
Pkt = 0;
pour chaque m ∈ St faire

Pkt = Pkt + 1
|Am,t|.|St| ;

pour chaque m ∈ St faire
µ̂m(t) = t−1

t
µ̂m(t− 1) + |St|.ym(t)

t
Jm = mtK;

Mise à jour de l'expert m;

mmax = arg maxm∈St µ̂m(t);
Retirer de St tous les experts m tels que :

µ̂max(t)− µ̂m(t) + ε ≥ B/t+ 2

√
Z(t)

2t2
log

(
4Mt2

δ

)

O

(
max(t∗1, t

∗
2)

)
,

où t∗1 =
M2

∆2

(
log

M

δ∆
+B

)
,

et t∗2 = 2D
[
K2M2D

∆2
1

log
KMDLC

δ∆1

+
K2M2D

∆2
2

log
KL

δ∆2

]
,

où ∆ est la di�érence de récompenses moyennes entre les deux meilleurs experts
et où ∆1 et ∆2 sont les di�érences minimales entre les récompenses moyennes
de chacune des deux meilleures variables dans un n÷ud non terminal et des deux
meilleurs bras dans une feuille, L = maxm Lm, D = maxmDm.

La preuve du théorème 25 est détaillée en sous-section 6.7. La borne supérieure
obtenue sur la complexité d'échantillonnage nécessaire à la sélection de la meilleure
Forêts de bandits randomisées ne semble pas être aussi serrée que celle
de LTEE (voir théorème 20). En e�et, le premier terme t∗1 contient un facteur
additionnelM et le terme de budget B, correspondant au pseudo-regret cumulé du
meilleur expert, ne peut pas être considéré comme négligeable. De plus, le second
terme t∗2, correspondant à la complexité d'échantillonnage de l'apprentissage d'une
instance de Forêts de bandits randomisées, sou�re d'un facteur additionnel
M2K, du au tirage des experts.
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6.4.6 Discussion

L'analyse en pire des cas de LEE n'est pas très �atteuse et une autre manière
d'aborder le problème aurait pu être envisagée : retirer toute randomisation et
choisir les experts de manière déterministe tout en les faisant apprendre unique-
ment lorsqu'ils sont à l'origine du choix d'action. De cette manière, les dépen-
dances en M2, K2 et B seraient respectivement devenues des dépendances en M ,
K et MB. Cette approche a cependant certains désavantages, le budget n'est pas
partagé entre les experts et chacun doit e�ectuer sa propre période d'apprentis-
sage. Certains arguments moraux peuvent cependant montrer que la dépendance
quadratique en M2 peut être évitée. Lors de la période critique d'apprentissage,
l'analyse en pire des cas utilise comme hypothèse le fait qu'un bras nécessaire à
l'apprentissage a une probabilité 1

MK
d'être joué. En pratique, notamment dans

le cas des arbres, nous pouvons considérer que cette probabilité est davantage de
l'ordre de 1

K
lorsque les algorithmes sont en période d'exploration. En adoptant

ce point de vue et en paramétrant le critère d'élimination de manière optimiste, la
dépendances en M2 disparaît. LEE est comparé à l'alternative dont nous venons
de discuter dans la section suivante.

L'algorithme LTEE nécessite de connaitre une borne supérieure sur la com-
plexité d'échantillonnage S des experts, LEE une borne supérieure sur le budget B
et EXP3 ne nécessite aucune connaissance à priori. Chaque niveau de connaissance
inclut le suivant étant donné que S ≥ B (une borne supérieure sur la complexité
d'échantillonnage borne aussi le regret cumulé). Cette relaxation des connaissances
induit cependant un regret cumulé théorique plus élevé.

6.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous utilisons les jeux de données présentés dans la section
4.5 pour illustrer les méthodes de sélection d'experts apprenant sur des ensembles
d'Arbres de Bandits. Il est important de remarquer que dans l'approche Ap-
prendre puis Explorer Et Exploiter, l'apprentissage des experts n'est pas totalement
arrêté après la période d'apprentissage, un expert m continue d'apprendre durant
les itérations où celui-ci est à l'origine du choix d'action.

L'ensemble d'experts. L'ensemble est composé de 24 arbres de profondeur
1, chacun ne pouvant observer que 20% des variables de contextes et d'un arbre
de profondeur 12.

Les résultats expérimentaux de cette section sont résumés dans la table 6.1.
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Table 6.1 � Tableau récapitulatif des expériences. Les taux de classi�cation sont
calculés sur les 100000 derniers contextes.

Algorithme Regret Taux de classi�cation

Forest Cover Type, classe cible : Cover Type (7 classes)
LTEE 3.56 106 ±2.104 65.4%
LEE 3.68 106 ±2.105 65.4%

EXP3.S 4.21 106 ±6.104 62.9%
Arbre optimal 3.55 106 ±4.104 65.4%
Adult, classe cible : occupation (14 classes)

LTEE 7.01 106 ±2.104 29.6%
LEE 7.19 106 ±5.105 29.6%

EXP3.S 7.30 106 ±5.104 28.5%
Arbre optimal 7.00 106 ±7.104 29.6%

Les Figures 6.3 et 6.7 illustrent les di�érences de performances pouvant être ob-
servées avec des Arbres de Bandits initialisés avec des profondeurs maximales
di�érentes.

La Figure 6.4 montre les regrets cumulés obtenues par l'approche Apprendre
puis Explorer Et Exploite sur le jeu de données Forest Cover Type. Lorsque
la période d'apprentissage S est égale à 0, l'arbre de profondeur 12 est éliminé
avant qu'il ait le temps de converger. L'augmentation de la période d'apprentis-
sage à S = 50000 réduit ce phénomène, l'arbre de profondeur 12 étant parfois
sélectionné. Malgré une baisse du regret cumulé moyen, la variance reste forte. A
partir de S = 100000 itérations dédiées à l'apprentissage, la sélection d'experts
s'e�ectue correctement et le meilleur arbre est sélectionné de manière consistante.
La sélection de l'expert optimal après la �n de son apprentissage est rapide, les
écarts de performances avec les experts sous-optimaux étant élevés, et n'a que peu
d'impact sur le regret cumulé. Comme indiqué par l'analyse, lorsque le paramètre
S est sur-estimé, le regret cumulé augmente linéairement avec S.
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Figure 6.3 � Forest Cover Type. Le regret cumulé d'Arbres de Bandits
initialisés avec les profondeurs maximales di�érentes.

Figure 6.4 � Forest Cover Type. Le regret cumulé de la sélection d'experts
apprenants utilisant des stratégies Apprendre puis Explorer Et Exploiter est utili-
sée.
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Figure 6.5 � Forest Cover Type. Le regret cumulé de la sélection d'experts
apprenants utilisant des stratégies Apprendre Et Explorer Et Exploiter est utilisée.

La Figure 6.5 montre quant à elle les performances de LEE. Avec le bon para-
métrage, les regrets cumulés sont légèrement supérieurs à ceux de l'arbre optimal.
EXP3.S, bien que tardivement, sélectionne le meilleur expert à la �n du premier
tiers de l'exécution de l'algorithme.

La Figure 6.6 montre les performances de l'approche alternative à LEE, pré-
sentée dans la discussion de la section précédente. Lorsque cette alternative est
utilisée, les experts n'apprennent pas en parallèle et possèdent un budget qui leur
est propre. Les experts apprennent ainsi plus lentement et leur sélection est plus
longue. En utilisant cette approche alternative, le regret cumulé de LEE avec
son meilleur paramétrage n'est que marginalement meilleur que celui d'EXP3.S
(dont les experts n'apprennent aussi que lorsqu'ils choisissent l'action à jouer).
Contrairement à LEE, EXP3.S ne nécessite pas de connaissance du budget.

Les performances des algorithmes de sélection d'experts apprenants sur le jeu
de données Adult sont présentées en Figures 6.7, 6.8 et 6.9. L'ordonnancement
des courbes suivant les algorithmes ainsi que la sensibilité aux paramètres de
complexité d'échantillonnage et de budget sont identiques.
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Figure 6.6 � Forest Cover Type. Le regret cumulé de la sélection d'experts
apprenants utilisant une approche alternative à la stratégies Apprendre Et Explo-
rer Et Exploiter est utilisée. Ici, le budget n'est pas partagé et propre à chaque
expert.

Figure 6.7 � Adult. Le regret cumulé d'Arbres de Bandits initialisés avec
les profondeurs maximales di�érentes.



120 Récapitulatif

Figure 6.8 � Adult. Le regret cumulé de la sélection d'experts apprenants utili-
sant des stratégies Apprendre puis Explorer Et Exploiter est utilisée.

Figure 6.9 � Adult. Le regret cumulé de la sélection d'experts apprenants utili-
sant des stratégies Apprendre Et Explorer Et Exploiter est utilisée.

6.6 Récapitulatif

Dans ce chapitre nous avons formulé la sélection d'experts apprenants comme
un problème de bandits non-stationnaires avec budget. Nous avons proposé trois
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méthodes permettant de résoudre le problème suivant les informations dont dis-
pose le joueur. Lorsqu'une borne supérieure sur la complexité d'échantillonnage
est connue, l'algorithme LTEE peut être utilisé. Celui-ci consiste à tout d'abord
entraîner les experts, utilisant les bornes sur la complexité d'échantillonnage pour
arrêter l'apprentissage. Lorsque celui-ci est terminé, les performances des experts
sont théoriquement stationnaires et le meilleur peut être maintenant être iden-
ti�é avec Successive Elimination. L'algorithme LEE suppose quant à lui
la connaissance d'une borne sur le pseudo-regret des experts. Incorporer cette
connaissance dans l'intervalle de con�ance utilisé pour l'élimination des experts
permet d'entraîner les experts tout en les sélectionnant. Ce problème est beaucoup
plus compliqué que celui résolu par LTEE, les récompenses devant être débiaisées
pour l'apprentissage des experts. Nous avons de plus analysé l'usage d'EXP3 en
tant que méta-bandit pour le cas où aucune garantie théorique sur les experts
n'est connue du joueur (nous supposons cependant qu'une borne supérieure sur
le pseudo-regret cumulé existe). Les analyses de LEE et LTEE sont �nalement
poursuivies dans le cas où les experts sont des Forêts de bandits.

6.7 Preuves

6.7.1 Preuve du théorème 22

Démonstration. La preuve originale d' EXP3 est suivie jusqu'à l'équation :

T∑
t=1

ymt(t) ≥ (1− γ)
T∑
t=1

ŷj(t)−
M log(M)

γ
− (e− 2)

γ

M

M∑ T∑
t=1

ŷi(t) .

Comme ym(t) ≤ 1 nous avons :

E

[
T∑
t=1

ŷm(t)

]
≤ T .

Pour tout m nous avons :

T∑
t=1

ŷm(t) =
T∑
t=1

ym(t)

pmt(t)
Jm = mtK .

Nous prenons maintenant l'espérance vis-à-vis de la distribution des récom-
penses :

E

[
T∑
t=1

ŷm(t)

]
=

T∑
t=1

µ∗m − µ∗m + µm(t)

pmt(t)
Jm = mtK .
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E

[
T∑
t=1

ŷm(t)

]
=

T∑
t=1

(
µ∗m

pmt(t)
− µ∗m − µm(t)

pmt(t)

)
Jm = mtK .

Nous majorons le coté droit de l'équation précédente en utilisant l'hypothèse
de budget et prenons ensuite l'espérance vis-à-vis de la distribution des bras :

E

[
T∑
ŷm(t)

]
≥

T∑
t=1

µ∗m(t)− MB

γ
.

Nous �xons j = m∗ et injectons l'équation précédente dans la première équa-
tion :

E

[
T∑
t=1

µmt(t)

]
≥ (1− γ)

(
T∑
t=1

µ∗m(t)− MB

γ

)
− M log(M)

γ
− (e− 2)γT ,

T∑
t=1

µ∗m(t)− E

[
T∑
t=1

µmt(t)

]
≤ (e− 1)γT +

M log(M)

γ
+
MB

γ
.

E

[
T∑
t=1

µ∗m(t)−
T∑
t=1

µmt(t)

]
≤ (e− 1)γT +

M log(M)

γ
+
MB

γ
.

En �xant γ =
√

M log(M)
(e−1)T

, nous obtenons :

E [R(T )] ≤ 2
√

(e− 1)MT log(M) +B .

6.7.2 Preuve du théorème 23

Démonstration. En utilisant l'inégalité d'Hoe�ding au temps t, pour tout m nous
avons :

P (|µ̂m − E[µ̂m]| ≥ εt) ≤ 2 exp

(
− 2ε2t t

2∑t
i=1 |St|2

)
.

où E est l'espérance vis-à-vis de la distribution jointe Dy,m où pm(t) = 1/|St.

Nous bornons supérieurement
∑t

i=1 |St|2 par tM2.

En �xant

εt =

√
M2

2t
log

(
4Mt2

δ

)
, nous avons :
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P (|µ̂m − E[µ̂m]| ≥ εt) ≤ 2 exp

−2
√

M2

2t
log
(

4Mt2

δ

)2

t

M2

 =
δ

2Mt2
.

En utilisant l'inégalité d'Hoe�ding sur chaque pas de temps t, en utilisant
l'inégalité de Boole et le fait que

∑
1/t2 = π2/6, alors l'inégalité suivante est

véri�ée avec une probabilité d'au moins 1− δπ2

12M
:

µ̂m − εt ≤ E[µ̂m] ≤ µ̂m + εt . (6.2)

Un expert m′ reste dans l'ensemble S aussi longtemps que pour chaque m ∈
S − {m′} :

µ̂m − εt < µ̂m′ +
B

t
+ εt . (6.3)

En utilisant (6.2) dans (6.3) :

E[µ̂m]− 2εt < E[µ̂m′ ] +
B

t
+ 2εt . (6.4)

Pour chaque m nous avons :

µ̂m =
1

t

t∑
i=0

ym(i)

pm(i)
Jm = miK , où pm(i) =

1

|St|
.

En prenant l'espérance vis-à-vis de la distribution des récompenses Dy nous
avons :

EDy [µ̂m] =
1

t

t∑
i=0

µm − µm + µm(i)

pm(i)
Jm = miK ,

EDy [µ̂m] =
1

t

t∑
i=0

(
µm
pm(i)

− µm − µm(i)

pm(i)

)
Jm = miK . (6.5)

En prenant l'espérance vis-à-vis de la distribution des experts 〈m1, ...,mT 〉 des
deux cotés de l'équation (6.5) avec pm(t) = 1/|St| et en utilisant B ≥ 0, nous
avons :

µm −
B

t
≤ E[µ̂m] ≤ µm . (6.6)

Si (6.4) est véri�ée pour m et m′ , alors en utilisant (6.6) :
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µm − 2εt −
B

t
≤ µm′ + 2εt +

B

t
.

∆m,m′ < 4εt +
2B

t
. (6.7)

En remplaçant εt dans (6.7) :

∆m,m′ < 4

√
M2

2t
log

(
4Mt2

δ

)
+

2B

t
,

∆2
m,m′ <

8M2

t
log(

4Mt2

δ
) +

4B2

t2
. (6.8)

Pour m′ = m∗ et m 6= m∗, l'équation (6.8) est toujours vraie, impliquant que
l'expert optimal restera dans l'ensemble avec une forte probabilité pour tout t.

Nous supposons t ≥ B.

∆2
m,m′ <

8M2

t
log(

4Mt2

δ
) +

4B

t
. (6.9)

L'expert m′ a ou a été éliminé si l'inégalité (6.9) est fausse.

Soit ∆ = mini 6=m∗ ∆m∗,i et

t∗1 =
642

∆2
M2 log

(
16M

δ∆

)
.

Nous notons

C1(t) =
8M2

t
log(

4Mt2

δ
) .

Pour t = t∗1,

C1(t∗1) =
8∆2

642 log 16M
δ∆

(
log

4M

δ
+ 4 log

64M

∆
+ 2 log log

16M

δ∆

)
,

C1(t∗1) =
8∆2

642 log 16M
δ∆

(
log

4M

δ
− 4 log ∆ + 4 logM + 24 log 2 + 2 log log

16M

δ∆

)
,

C1(t∗1) ≤ 8∆2

642 log 16M
δ∆

(
8 log

16M

δ∆
+ 24 log 2 + 2 log log

16M

δ∆

)
.
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Pour X > 8 nous avons

24 log 2 + 2 log logX < 8 logX .

Ainsi, nous avons

C1(t∗1) ≤ 8∆2

642 log 16M
δ∆

(
16 log

16M

δ∆

)
,

C1(t∗1) ≤ ∆2

512
. (6.10)

Comme C1(t∗1) est strictement décroissante en fonction de t alors (6.10) est
vraie pour tout t > t∗1.

Quand t > t∗1, il existe C2(t) tel que :

∆2 = C1(t) + C2(t) .

Pour invalider l'équation (6.9) nous avons besoin de trouver une valeur de
t∗2 > t∗1 pour laquelle

t ≥ 4B

C2(t)
.

Comme C2(t) = ∆2 − C1(t) nous avons C2(t) ≥ ∆2 − ∆2

512
,

t ≥ 2048B

511∆2
. (6.11)

Pour t = t∗2 avec

t∗2 =
642

∆2
M2 log

(
16M

δ∆

)
+

5B

∆2
.

(6.11) est toujours vraie, invalidant (6.9) et impliquant l'élimination de tout les
experts sous-optimaux avec une probabilité d'au moins 1− δ, concluant la preuve.

6.7.3 Preuve du corollaire 6

Démonstration. Soit t∗ le nombre de pas de temps nécessaires pour trouver le
meilleur expert avec une forte probabilité.

L'espérance du regret-cumulé au temps T est :
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EDx,y [R(T )] = EDx,y

[
t∗∑
t=1

r(t) +
T∑

t=t∗+1

r(t)

]
.

Ensuite, pour chaque pas de temps de la phase d'exploration (i.e. t ≤
t∗), nous bornons l'espérance du pseudo-regret instantané EDx,y [r(t)] par ∆ =
minm 6=m∗(µm∗ − µm), nous obtenons :

EDx,y [R(T )] ≤ t∗.∆ + (T − t∗)EDx,y [r(t)]
≤ t∗.∆ + (T − t∗) [1.P(kt 6= k∗t ) + 0.P(kt = k∗t )] .

En utilisant l'inégalité de Boole, nous avons :

EDx,y [R(T )] ≤ t∗.∆ + (T − t∗) [P(i 6= i∗) + P(k 6= k∗)]

≤ t∗.∆ + 2(T − t∗)δ .

La complexité d'échantillonnage t∗ est donnée par le théorème 23. Si nous �xons
δ = 1

T
, nous obtenons :

EDx,y [R(T )] ≤ t∗.∆ + 2
T − t∗

T
≤ O

(
M2

∆

(
log(

MT

∆
) +B

))
.

6.7.4 Preuve du théorème 24

Démonstration. Soit 0 ≤ Yi(t) ≤ M une variable aléatoire bornée correspondant
aux récompenses de l'expert i. En divisant Yi(t) par M nous avons :

0 ≤ Yi(t)

M
≤ 1 (6.12)

et

E

[
t∗∑
t=1

Yi(t)

M

]
=
µi
M

. (6.13)

Soit Θ la somme des variables aléatoires binaires θ1, ..., θt, ...θt∗ où

θt =
rYi(t)
M
≥ Yj(t)

M

z
. (6.14)

Soit pi,j la probabilité que l'utilisation de l'expert i mène à davantage de ré-
compense que l'utilisation de lu bras j. Nous avons

pi,j =
1

2
−∆i,j, où ∆i,j =

µi − µj
M

. (6.15)
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L'inégalité de Slud (voir [66]) pour p ≤ 1/2 et t∗k ≤ x ≤ t∗k.(1− p) est :

P (Θ ≥ x) ≥ P

(
Z ≥ x− t∗k.p√

t∗k.p(1− p)

)
, (6.16)

où Z est une variable aléatoire normale N (0, 1).

Pour choisir le meilleur expert entre i et j, nous devons trouver le temps t∗ où
P (Θ ≥ t∗/2) ≥ δ.

A�n de �xer le nombre d'observations t∗ nécessaire à l'estimation de ∆ij, nous
rappelons et développons les arguments de [67].

En utilisant l'inégalité de Slud (voir inéquation 6.16), nous avons :

P (Θ ≥ t∗k/2) ≥ P

(
Z ≥ t∗.∆ij√

t∗.pij(1− pij)

)
, (6.17)

Ensuite, nous utilisons la borne inférieure de la fonction d'erreur (voir cite
C55) :

P (Z ≥ z) ≥ 1−

√
1− exp

(
−z

2

2

)
Ainsi, nous avons :

P (Θ ≥ t∗/2) ≥ 1−

√
1− exp

(
−

t∗.∆2
ij

2pij(1− pij)

)

≥ 1−

√
1− exp

(
−
t∗.∆2

ij

pij

)
≥ 1

2
exp

(
−
t∗.∆2

ij

pij

)

Comme pij = 1/2−∆ij, nous avons :

log δ = log
1

2
−

t∗.∆2
ij

1/2−∆ij

≥ log
1

2
− 2t∗.∆2

ij

Nous en déduisons :

t∗ = Ω

(
1

∆2
ij

log
1

δ

)
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Dans le pire des cas, µm est le même pour tout les experts sous-optimaux
m 6= m∗ et minij ∆ij = minj ∆i∗j = ∆′.

En utilisant le fait que θt est connu à chaque itération pour toutes les bras et
que ∆′ = ∆

µm∗−µm
alors la complexité d'échantillonnage est bornée inférieurement

par :

Ω

(
M2

(µm∗ − µm)2
log

1

δ

)
. (6.18)

6.7.5 Preuve du théorème 25

Démonstration. LEE joue le bras optimal lorsque l'expert optimal a terminé son
apprentissage et qu'il a été sélectionné par l'algorithme. L'apprentissage et la sé-
lection du meilleur expert sont e�ectués en parallèle. Ainsi, la complexité d'échan-
tillonnage nécessaire pour obtenir l'expert optimal est le maximum de t∗1, la com-
plexité d'échantillonnage nécessaire à la sélection du meilleur expert et t∗2, la com-
plexité d'échantillonnage nécessaire à sa construction. En e�et, en cas d'écart de
performances élevé entre les experts, l'expert optimal peut être sélectionné avant
qu'il ait terminé son apprentissage.

L'algorithme Forêt de bandits randomisées di�ère de Forêt de ban-
dits par une tirage randomisé des bras, la pondération des récompenses par la
probabilité de tirer le bras joué et un intervalle de con�ance di�érent.

La preuve de Forêt de bandits randomisées suit les même étapes que
la preuve du théorème 16 et contrairement à l'algorithme initial, le support de la
distribution de récompense est maintenant [0, KM ] au lieu de [0, 1].



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons abordé l'apprentissage en ligne en nous appuyant
sur le formalisme des bandits manchots et bandit contextuels. Nous avons dans
un premiers temps étudié les impacts de la non-stationnarité des récompenses en
l'absence de contexte.

Dans la Partie I, nous avons tout d'abord dégagé une hypothèse permettant
d'e�ectuer la tâche d'identi�cation du meilleur bras lorsque les distributions géné-
rant les récompenses sont non-stationnaires. Cette formulation généralise le pro-
blème des bandits stochastique stationnaires et permet aux algorithmes d'élimi-
nation d'action d'être utilisés sur une nouvelle classe de problème. L'algorithme
SER3 obtient des bornes supérieures sur la complexité d'échantillonnage et le
pseudo-regret cumulé quasi-optimales. Nous avons ensuite étudié le cas où le
meilleur bras peut changer au cours du jeu, invalidant l'hypothèse utilisée par
SER3. Deux algorithmes di�érents SER4 et EXP3.R sont proposés pour ré-
soudre ce problème. Ils sont tout deux basés sur les réinitialisations successives de
leurs sous-routines (SER3 et EXP3) a�n de faciliter les changements de meilleurs
bras empiriques. Les réinitialisations de SER4 sont randomisées et indépendantes
des données, compensant les nombreuses phases de sélection de la meilleure ac-
tion entre les réinitialisations par la complexité d'échantillonnage logarithmique
de SER3. Les réinitialisations de EXP3.R sont quant à elles contrôlées par un
détecteur de rupture, ne réinitialisant l'algorithme que lorsqu'un changement de
meilleur bras est détecté. Nous avons adapté la dé�nition de la complexité d'échan-
tillonnage au cas où le meilleur bras peut changer au cours du jeu et analysé SER4
dans ce cadre. Étant le premier algorithme à utiliser cette mesure, quanti�er la
qualité de la borne est di�cile. Pour cela, nous dérivons de ce résultat une borne
supérieure sur l'espérance du pseudo-regret cumulé de SER4. Ces garanties théo-
riques sont comparables à celles de EXP3.R et des autres algorithmes de l'état
de l'art. L'avantage de nos méthodes par rapport à d'autres modi�cations d'al-
gorithmes stochastiques (comme SW-UCB ou Discounted-UCB) est d'obtenir
une dépendance en N (le nombre de changements de meilleurs bras) et non en M
(le nombre de changements de distributions), qui peut être égal à T dans notre
formalisme.

129
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La Partie II se consacre aux bandits contextuels. Dans le chapitre 4 nous
avons proposé une heuristique pour l'utilisation de réseaux de neurones dans les
bandits contextuels, permettant d'apprendre des motifs non-linéaires. Les expé-
riences montrent une grande variance dans les performances suivant les di�érents
paramétrages. A�n de contrôler en ligne la sélection de la meilleure architecture,
nous avons utilisé des méta-bandits non-stationnaires et pu observer une forte
augmentation des performances. Le chapitre 5 nous a permis d'adapter l'algo-
rithme des forêts aléatoires au formalisme des bandits contextuels. La complexité
d'échantillonnage de l'algorithme de construction de forêts de bandits est proche
de l'optimal à un facteur logarithmique près. Celle-ci possède une dépendance lo-
garithmique vis-à-vis du nombre de variables contextuelles, permettant de prendre
en compte des contextes de grande taille avec un faible impact sur le regret. Sa
complexité algorithmique est faible, bien qu'elle grandisse exponentiellement avec
la profondeur de l'arbre. L'algorithme Forêt de bandits o�re ainsi une alter-
native convaincante à NeuralBandit pour l'obtention de modèles non-linéaires
pour les bandits contextuels tout en ayant l'avantage de posséder des garanties
théoriques fortes.

Le chapitre 6 pose le problème de la sélection d'experts apprenants comme
un méta-problème de bandits non-stationnaires (les bras sont des instances de
bandits contextuels dont les performances évoluent au cours de leur apprentissage)
et propose plusieurs méthodologies permettant leur sélection en ligne. Trois cas
sont traités, dépendant du niveau de connaissance sur les garanties théoriques des
algorithmes dont dispose le joueur ; le joueur connaît une borne supérieure sur la
complexité d'échantillonnage des experts ; le joueur connaît une borne supérieure
sur le pseudo-regret cumulé des experts ; une borne supérieure sur le pseudo-regret
cumulé des experts existe mais est inconnue du joueur. L'usage de ces méthodes
est illustré en poursuivant leur analyse lorsque les experts sont des Forêts de
bandits.

Ces travaux de thèse ont montré qu'il est possible d'utiliser des algorithmes
nécessitant habituellement la stationnarité des distributions au cour du temps sur
des distributions non-stationnaires pour peu que celle-ci soit contrôlée. Une piste
de recherche prometteuse dans le cadre contextuel concernerait par exemple la
création de détecteurs de ruptures pouvant être utilisés à partir des observations
récoltées par un algorithme de bandit contextuel ayant déjà terminé son appren-
tissage, et cela, sans nécessiter d'exploration explicite. Sous certaines hypothèses,
la randomisation des contextes peut en e�et induire une exploration explicite de
l'espace des contextes et des récompenses.

Ces travaux peuvent aussi être poursuivis dans d'autres directions. La pre-
mière est l'adaptation d'autres algorithmes d'apprentissage pour leur permettre
d'être utilisable lorsque l'information est partielle, par exemple, un algorithme
de boosting [71] utilisant des Arbres Bandits de faible profondeur. La se-
conde est l'adaptation des méthodes utilisées par SER4 et EXP3.R aux algo-
rithmes contextuels pour leur permettre d'être utilisables lorsque les distributions
générant les contextes ou les récompenses sont non-stationnaires. L'adaptation de
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SER4 aux bandits contextuels est directe, n'importe quel algorithme de bandits
pouvant être utilisé à la place de SER3. Celle d'EXP3.R est quant à elle plus
complexe et nécessiterait l'élaboration d'un détecteur de rupture contextuel.
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