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CHAPITRE 1

Introduction générale

Préambule

La turbulence au sein du mouvement d’un fluide est un phénoméne physique trés facile
a observer par tout un chacun, et omniprésent au quotidien : ’écoulement torrentiel de 1’eau
sous un pont, la fumée s’échappant lentement d’une cigarette ou le simple fait de remuer son
café pour le refroidir. C’est Léonard de Vinci qui, déja au 16°™¢ siécle, en fit les premiéres
observations scientifiques et qui le premier utilisa le terme turbolenza (du latin turba, la foule)
pour caractériser cet état désordonné d’un fluide en mouvement. A juste titre, car c’est bien
le caractére turbulent, chaotique et imprévisible des écoulements des fluides qui rend en partie
impossible la prédiction du temps qu'il fera dans un mois (voire dans quatre a cing jours).

Ces phénomeénes sont trés bien décrits par les célébres équations différentielles de Navier-
Stokes, qui traduisent le principe fondamental de la dynamique de Newton au travers de la
juste identification des forces s’exercant sur un fluide Newtonien au cours de son mouvement.
Ces équations laissent encore aujourd’hui perplexes physiciens et mathématiciens (I’existence
et I'unicité mathématique de solutions & ces équations font toujours partie des problémes « &
un million de dollars » non résolus du célébre Institut Clay de mathématiques '), et ce malgré
d’innombrables expériences et observations, qui en font un modéle fiable et reconnu. Malgré
tout, des théories de la turbulence ont vu le jour, la plus reconnue étant celle de Kolmogorov
(en 1941, soit plus de 400 ans aprés Léonard de Vinci) : un mouvement fluide au sein duquel
coexistent, sur une trés large gamme d’échelles, des tourbillons. Les plus grosses structures
tourbillonnaires sont instables et celles-ci peuvent éventuellement se rompre et donner des
tourbillons plus petits, transférant ainsi de ’énergie des grandes échelles vers les plus petites :
c’est la cascade d’énergie de Kolmogorov.

Les écoulements turbulents interviennent trés largement dans 'industrie. Dans certains cas,
on cherche a exploiter la turbulence, comme par exemple pour améliorer des procédés de mélange
ou de refroidissement. Dans d’autres cas, on cherche plutdt a la controéler voire la réduire, comme
par exemple pour diminuer les nuisances sonores qu’elle génére (décollage d’'un avion). Dans la
grande majorité des cas, on souhaite simplement comprendre la turbulence pour analyser et
prendre en compte les sollicitations mécaniques qu’elle engendre. Mais dans tous les cas, il est
extrémement important pour 'industriel de se doter d’outils lui permettant de comprendre la
turbulence des situations qu’il rencontre.

L’une des voies possibles est le recours a I’expérimentation : on reproduit, le plus souvent
a échelle réduite et de maniére simplifiée, les situations d’intérét de maniére & visualiser la

1. http://www.claymath.org/millennium-problems/navier-stokes-equation .
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FIGURE 1.1 — Demi-cuve de réacteur a l'échelle 1/2 A gauche, a) Maquette expérimentale
Hybiscus II. A droite, b) Calcul avec le code Neptune CFD d’une injection de sécurité dans
une branche partiellement dénoyée de la maquette Hybiscus II. Propriété de EDF. Extrait de la
plaquette MFEE.?

topologie de I’écoulement et & effectuer des mesures. Au sein de la division Recherche et Déve-
loppement d’EDF, cela se traduit par exemple par la simulation & échelle réduite de la rupture
d’un barrage pour la siireté des installations hydro-électriques, ou encore par la visualisation des
écoulements dans la maquette expérimentale d'un Réacteur nucléaire & Eau Pressurisée (visible
sur la figure (1.1a), maquette Hybiscus II, demi-cuve de réacteur a 'échelle 1/2 sur le site de
Chatou).

Mais dés lors que l'on cherche a réaliser des études systématiques et paramétriques sur des
configurations industrielles ou encore que 'on veuille reproduire des configurations acciden-
telles pour la stireté, il devient difficile de réaliser des expériences pour toutes les situations
rencontrées. A ce titre, la simulation numérique des écoulements fait ’objet depuis 'avénement
de calculateurs puissants d’un fort engouement (figure (1.1b), présentant une simulation de
la méme configuration que la maquette expérimentale). En effet, 'intégration numérique des
équations de Navier-Stokes permet d’observer le comportement d’un fluide dans ses moindres
détails, tant spatiaux que temporels. Cependant, dés lors que ’écoulement devient turbulent,
le spectre d’échelles a résoudre se répartit continiment sur une gamme tellement large que
les ressources informatiques nécessaires aux calculs sont encore aujourd’hui inaccessibles pour
un calcul industriel. On parle dans ce cas de simulations numériques directes (DNS3). A titre
d’exemple, si I’ensemble du super calculateur Tianhe-2% (numéro 1 du top 500 mondial en
novembre 2015) était utilisé, seule une simulation directe d’une voiture roulant a 3 km/h
serait possible : on est bien loin de la plage de fonctionnement industrielle. Malgré quelques
extrapolations comme celles de Spalart [Spalart 2000| qui entrevoit une utilisation industrielle
de la DNS d’ici 2080, il est impossible de dire aujourd’hui avec certitude si la simulation
numérique directe des écoulements turbulents sera un jour en adéquation avec les besoins et les
ressources industriels.

2. http://chercheurs.edf.com/organisation.
3. Direct Numerical Simulation.
4. Advanced Institute for Computational Science, Japan.



Les ingénieurs doivent-ils alors attendre l'avénement de la DNS pour espérer réaliser des
simulations numériques ? Il est évident que non. Deux axes de recherches sont développés dans
ce sens au sein de la division Recherche et Développement d’EDF.

Le premier exploite les possibilités et la richesse infinie de la Simulation Numérique Di-
recte pour élargir les connaissances de I'industriel sur la physique régissant la turbulence et les
contraintes qu’elle fait naitre proche des parois. On utilise alors des géométries simplifiées et on
se place & des nombres de Reynolds bien plus faibles que ceux rencontrés en réalité. Ceci permet
de mieux comprendre les enjeux liés & un phénomeéne bien précis. D’importants moyens informa-
tiques sont ainsi disponibles au sein I’EDF et exploités dans ce sens : la machine Zumbrota (IBM
BlueGene/Q) est par exemple équipée de 65536 coeurs et figurait en novembre 2015 a la 121™¢
position du top 500 mondial ®. Ainsi, les travaux de Cedric Flageul [Flageul 2015] s’inscrivent
par exemple dans une logique de compréhension & ’aide de calculs DNS de phénoménes tels que
celui du choc froid (injection d’eau froide dans une cuve de réacteur chaude en cas d’incident)
ol la cuve en métal est soumise a de fortes contraintes thermiques et mécaniques. Comprendre
ces phénomeénes, c¢’est pouvoir mieux les prédire, et mieux les prédire c’est, par exemple, étendre
la durée de vie d’une tranche en centrale.

Le second axe de recherche exploite 'alternative bien plus ancienne de la modélisation
de la turbulence et offre des possibilités trés vastes. Cette approche consiste & ne résoudre
numériquement, qu’une « partie » du contenu spectral d’'un écoulement turbulent. Concrétement,
on va éviter de résoudre les structures trop petites (les trés petits tourbillons) et ainsi rendre
Iintégration numérique des équations de Navier-Stokes accessible aux impératifs industriels
de temps et de coiit. Le probléme est que la partie non résolue du spectre impose & la
partie résolue des contraintes turbulentes, s’ajoutant aux contraintes dynamiques, qu’il est
impératif de prendre en compte pour espérer intégrer les équations. La modélisation de ces
contraintes et leur expression en fonction de la partie résolue est 'objectif de la modélisation
de la turbulence. Les travaux de Frédéric Dehoux |[Dehoux 2012| s’attachent par exemple a
développer une modélisation avancée de type RANS des flux thermiques turbulents pour une
meilleure prédiction des contraintes turbulentes lors de simulations industrielles.

En réalité, simulation directe et modélisation sont deux approches qui sont, de facto, indis-
sociables I'une de l'autre et évoluent en symbiose : des calculs DNS sont indispensables a la
validation des modéles de turbulence, qui eux-mémes sont indispensables & l’'industriel qu’est
EDF.

Contexte scientifique et industriel

Il existe aujourd’hui trois grandes stratégies de modélisation de la turbulence. Chacune de ces
approches propose une résolution plus ou moins partielle du contenu spectral d’'un écoulement.

5. http://www.top500.o0rg/
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Simulation des Grandes Echelles (LES )

Cette approche vise a ne résoudre que les plus grandes structures tourbillonnaires de I’écou-
lement : seule une partie du spectre d’énergie est résolue. Cette description de I’écoulement
turbulent est trés riche car elle permet d’avoir accés a une vision instationnaire de 1’écoulement.
La partie non résolue de ’écoulement (les petits tourbillons) doit ainsi étre modélisée. Ceci per-
met d’utiliser des maillages plus grossiers pour les calculs et ainsi permet 1’étude de géométries
plus complexes. Cette conclusion est cependant & nuancer en proche paroi, ot la résolution néces-
saire & un calcul LES est trés proche de celle nécessaire a un calcul DNS. Malgré une technologie
mafitrisée, trés bien documentée, et un contenu extrémement riche, cette approche est encore
aujourd’hui difficilement utilisée dans I'industrie pour des raisons de cofit de calcul.

Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS)

Une autre approche est celle des modélisations statistiques de ’écoulement, appelées
modéles RANS. Cette approche est fondée sur les travaux de Osborne Reynolds dans lesquels
les variables de I’écoulement comme la vitesse et la pression sont considérées comme des
variables aléatoires. L’approche RANS vise & modéliser le comportement statistique des
variables : c¢’est-d-dire le comportement qu’on obtiendrait si I'on répétait un grand nombre de
fois I'expérience d’un écoulement turbulent et qu’en tout point du temps et de I'espace on en
faisait une moyenne d’ensemble. Dans ce cas, aucune partie du spectre d’énergie turbulente
n’est résolue.

b) LES ¢) Hybride d) RANS
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FIGURE 1.2 — Représentation schématique du signal turbulent résolu par différentes méthodes
et spectre résolu correspondant. Extrait de [Manceau 2015a).

Méthode hybrides

Une troisiéme approche vise alors a proposer une catégorie de modéle décrivant la turbulence
tantot de maniére statistique (aucune échelle du spectre n’est résolue, seul le mouvement moyen
est connu) tantét avec une vision « grandes échelles ». Ces méthodes sont en plein essor mais

6. Large Eddy Simulation.



souffrent d’un certain manque de maturité de par le manque de formalisme sur lequel elles
reposent.

Motivations

L’approche RANS est largement la plus utilisée et la plus mature pour une utilisation
industrielle. Cette thése CIFRE, réalisée dans le cadre d’un co-encadrement entre le Labora-
toire de Mathématiques et leurs Applications (LMA) de 1'Université de Pau et des Pays de
I’Adour et de la division Recherche et Développement d’EDF, s’inscrit précisément dans l’axe
de recherche visant & améliorer la prédiction des modéles de turbulence de type RANS et
s’appuie sur le code de calcul Code_ Saturne” développé a EDF depuis 1998 [Archambeau 2004].

Idéalement, on voudrait un modéle RANS universel, valable pour n’importe quel type d’écou-
lement, et permettant de décrire avec une précision parfaite I’écoulement moyen d’un phénomeéne
turbulent. Malheureusement, un tel modéle n’existe pas et il existe un grand nombre de modéles
différents dans la littérature, chacun possédant ses limites et ses forces. Un certain nombre de
modéles seront détaillés dans le chapitre suivant.
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F1GURE 1.3 — Maillages a ’aval de deux grilles différentes dans un assemblage 5 X 5

Mais plus encore que les spécificités physiques liées a chaque modéle (un modeéle k- aura
tendance & surestimer ’énergie turbulente au niveau d’un point d’impact, le modéle de Spalart-
Allmaras donne de trés bons résultats en aérodynamique des écoulements attachés,...), les mo-
déles imposent de drastiques contraintes de maillage. Ainsi I'ingénieur précautionneux désirant
exploiter les possibilités d’un certain modéle devra veiller a ce que le maillage qu’il utilise soit
en adéquation avec les prérequis de ce modéle.

1l existe ainsi deux grandes classes de modéles, qui seront détaillées dans le chapitre suivant.
La premiére classe de modéles dits Haut-Reynolds impose une taille de maille proche des parois
suffisamment large de maniére & ce que les premiers points de calcul soient situés dans une
zone pleinement turbulente (diffusion visqueuse négligeable devant la diffusion turbulente) et

7. Code_Saturne est un code de calcul utilisant une méthode de type volumes finis colocalisés pour résoudre
numériquement les équations de Navier-Stokes sur maillages non structurés. Le logiciel est disponible gratuitement
sous forme open source (www.code-saturne.org). Un apergu des méthodes employées par le code est donné en
annexe.



6 Chapitre 1. Introduction générale

s’affranchissent de 'influence de la paroi. La deuxiéme classe de modéles, dits Bas-Reynolds,
nécessite au contraire un maillage trés fin prés des parois de maniére a capter tous les phénomeénes
dus a la paroi.

Utiliser un maillage grossier avec un modéle Bas-Reynolds ou utiliser un maillage fin avec
un modéle de type Haut-Reynolds fait courir le risque & l'ingénieur d’obtenir des résultats non
physiques et donc totalement faux, pouvant mener & de mauvaises interprétations sur le compor-
tement de ’écoulement turbulent qu’il observe. Il est donc primordial de respecter les contraintes
imposées par le modéle.

Malheureusement, les géométries trés com-
plexes auxquelles est confronté I'ingénieur I’em-
péchent souvent de maitriser totalement le pro-

Yplus cessus de maillage : malgré tout le soin apporté
100 l a la réalisation de ce dernier, il est possible que
des contraintes géométriques imposent aussi

79 bien des mailles trés fines que des mailles trés
grossiéres au sein du méme maillage. La fi-

gure (1.3), représentant les maillages a ’aval de

58 deux grilles successives (grille simple de main-
tien a gauche, et grille de mélange a droite)

3 pour un faisceau de tube 5x5, illustre parfai-
tement ce probléme. Le maillage du faisceau

I issu de la grille simple est plus fin que celui
15 de la grille de mélange. Le modéle utilisé ici
est un modeéle Haut-Reynolds et au vu de la

N
=

figure (1.4), présentant la répartition de la dis-

FIGURE 1.4 — Distance adimensionnelle a la tance adimensionnelle & la paroi® le long du
paroi autour du tube central & travers deux tube central, on ne se situe plus dans la zone
grilles (assemblage combustible 5 x 5). de validité du modele utilisé.

Beaucoup d’auteurs ont récemment tenté de répondre a cette problématique industrielle en
introduisant le concept de lois de paroi adaptatives permettant & un modéle de turbulence de se
comporter a souhait comme un modéle Haut-Reynolds ou comme un modéle Bas-Reynolds en
fonction du maillage qu’il rencontre. Ces développements ont malheureusement tous été réalisés
dans le cadre de modéles de fermetures dits « du premier ordre » et ne permettant pas de
reproduire certaines physiques mises en jeu dans le domaine nucléaire.

Objectifs

Cette thése propose d’explorer différentes possibilités de lois de paroi adaptatives pour un
modéle du second ordre disponible au sein de Code Saturne, et ayant prouvé a plusieurs re-

8. Distance calculée en fonction de la distance physique, adimensionnée par le frottement a la paroi et notée
yT. On considére généralement que I’on se situe en zone pleinement turbulente si y™ > 30.



prises sa capacité a reproduire des physiques complexes : le modéle EB-RSM (Elliptic Blending
Reynolds Stress Model).

L’objectif est de créer un modele, du second ordre et basé sur 'EB-RSM, qui donne des résul-
tats satisfaisants quel que soit le type de maillage utilisé, en particulier quand ce dernier contient
a la fois des cellules dont le centre est a une distance Bas-Reynolds et Haut-Reynolds. L'utilisa-
teur du modéle de turbulence aura ainsi moins de contraintes et moins de doutes concernant les
régions qui ne respectent pas les critéres trés strictes normalement imposés par le modéle.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est divisé en quatre grandes parties.

La premiére partie établit un état de I'art des modéles de lois de paroi disponibles dans
la littérature. Au préalable, on aura pris soin de faire un bref rappel du concept d’équations
moyennées au sens de Reynolds ainsi que de certains modéles de turbulence largement utilisés
dans I'industrie. On verra que le concept de loi de paroi est relativement ancien mais qu’il n’existe
pas de littérature trés riche concernant les modéles de fermeture du second ordre.

La seconde partie, coeur de ce manuscrit, s’attache a présenter les différentes approches
développées dans le cadre de cette thése. On détaillera la modélisation et les lois de paroi
associées & chaque variable du modéle considéré, ainsi que les motivations ayant conduit &
leurs élaborations. Chaque approche sera ensuite testée et validée sur le cas d’un canal turbulent
pleinement développé pour différents nombres de Reynolds turbulents. Une premiére vérification
de la robustesse de ces lois de paroi adaptatives sera par ailleurs proposée avec la simulation d’un
canal pleinement développé sur maillage déformé (taille variable des mailles de proche paroi).

Dans une troisiéme partie, on s’intéressera aux résultats de différentes approches sur des
cas mettant en jeu des phénoménes physiques plus complexes tels que ceux de recirculation ou
d’impact. On évaluera chaque approche par rapport aux méthodes existantes avant d’en dégager
les apports éventuels. On verra ainsi que la flexibilité permise par les méthodes décrites dans
cette thése donne des résultats trés prometteurs pour une future utilisation a visée industrielle.

Enfin, dans une derniére partie, on propose de mettre en avant la force des méthodes dé-
ployées sur un cas récent directement issu de l'industrie : un dispositif de mesure de débit par
diaphragme.

Le manuscrit est complété par quelques remarques de conclusion et différentes annexes.
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Ce chapitre est dédié a la présentation de la modélisation statistique de la turbulence. Une

présentation bréve mais non exhaustive des modéles de turbulence ainsi que de leur construction

est donnée. Une attention particuliére est portée a I’ Elliptic Blending Reynolds Stress Model car

c’est ce modéle qui a fait 'objet des principaux développements dans la présente thése. Enfin, la

modélisation de la proche paroi via des lois de parois est abordée. Une synthése des différentes

approches présentes dans la littérature est présentée.

2.1 Modélisation statistique - Opérateur de Reynolds

La modélisation statistique de la turbulence - ou modélisation RANS (Reynolds Averaged
Navier-Stokes) - traite la turbulence comme un phénomeéne chaotique déterministe. Les variables

étant considérées comme des variables aléatoires, cette modélisation est congue pour produire

des solutions numériques du mouvement moyen d’un fluide, au sens de la moyenne d’ensemble.
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Chaque variable (vitesse, pression, température...) est ainsi décomposée en la somme d’une partie
moyenne et d’une partie fluctuante :

A" =A+a (2.1)

La moyenne de Reynolds est définie comme la moyenne d’ensemble :

N
_ ) 1
A=A = lim (N;An> . (2.2)

En d’autres termes, cet opérateur sert a déterminer la moyenne d’une expérience donnée, sur
un grand nombre de réalisations. Les équations de Navier-Stokes sont certes déterministes mais
leur caractére fortement non linéaire leur confére une forte sensibilité aux conditions initiales
(comportement chaotique). En pratique, ’hypothése d’ergodicité permet de dire que, pour un
écoulement statistiquement stationnaire, la moyenne d’ensemble est égale a la moyenne tempo-
relle :

_ _ 1 (T
A(z,y, z,t) = A(z,y,2z) = lim (T/ A(z,y, z,t)dt) . (2.3)
0

2.2 Modélisation statistique des équations de Navier-Stokes

Le mouvement instantané d’un fluide newtonien incompressible et n’étant soumis & aucune
force volumique extérieure, est régit, pour la i-éme composante du vecteur vitesse U*(x, y, z, t),
par I’équation de quantité de mouvement :

oU* U’ 1 0P* 0*U;

ot + Uj 8$]’ - _; 8.731 + V@xjaa:j

(2.4)

Cette équation est associée a celle de la conservation de la masse, aussi appelée équation de
continuité, qui assure 'incompressibilité :

oU
Ut = L — 2.
VU=t =0 (2.5)

L’application de lopérateur de Reynolds & I’équation (2.4) permet d’obtenir les équations

du champs moyen :
oU; ou; _ 10p 0%U; OR;;

Bt "Yon; ~ pow o000z

(2.6)

ol R;j = uu; définit le tenseur de Reynolds. L’équation (2.6) différe des équations instantanées
par la seule introduction de la divergence de ce tenseur. Il est donc trés important car c’est lui
qui porte toutes les informations sur la turbulence de I’écoulement. L’objectif de tous les modéles
RANS est de déterminer les composantes du tenseur de Reynolds, ou tensions de Reynolds pour
déterminer la pression et la vitesse moyenne.

En outre, la propriété d’incompressibilité des équations locales instantanées s’applique aussi
en moyenne :
U
= e, =

V.U 0 (2.7)
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En pratique, la modélisation RANS des écoulements turbulents comprend deux niveaux de
modélisation. Soit on utilise des relations algébriques pour modéliser directement le tenseur de
Reynolds (R;;) présent dans I’équation (2.6) (modéle & loi de comportement, ou Eddy Viscosity
Models), soit on résout des équations de transport sur les tensions de Reynolds et on modélise
les termes inconnus apparaissant dans ces équations (voir paragraphe 2.4, modéles du second
ordre, ou Reynolds Stress Models).

2.3 Modélisation du premier ordre

La paternité des modéles a loi de comportement revient & Boussinesq, dont 'idée fondamen-
tale fut d’affirmer que turbulence et déformation du champ de vitesse moyen sont directement
liées. De la méme fagon qu’une loi de comportement lie contrainte et déformation en méca-
nique, Boussinesq proposa ainsi une loi de comportement linéaire faisant intervenir une viscosité
turbulente et reliant contraintes de Reynolds et déformations du champs moyen :

2
R;j = —21,.5;; + gkéij (2.8)
avec 8 aU
_ 1 U; f _ 1 B
Sij =5 (axj + 8%) et k=R (2.9)

Une généralisation de I’hypothése de Boussinesq a été apportée avec la théorie des bases d’in-
tégrités [Pope 1975]. Elle permet de relier les tensions de Reynolds aux puissances successives
du tenseur de taux de déformation et de rotation (respectivement S et W ). La loi de Boussi-
nesq n’est autre que la troncature linéaire de cette loi générale. Certains modéles utilisent des
termes non linéaires supplémentaires issus de la théorie de Pope, mais n’apparaissant pas dans
ces travaux, ils ne seront pas détaillés ici.

Il convient de souligner les hypothéses fortes sur lesquelles la loi de comportement de Bous-
sinesq est fondée :

— instantanéité : pas d’effet mémoire de la turbulence, la réponse de la turbulence & une

variation du champ moyen est instantanée.

— localité : la turbulence n’est influencée que par son trés proche voisinage

Tout 'objectif des modéles & loi de comportement est donc le calcul de la viscosité turbulente
ainsi que la modélisation de I’énergie turbulente k.

2.3.1 Modéles algébriques

Ces modéles, aussi appelés modéles a 0 équations, ne requiérent aucune résolution d’équations
de transports supplémentaires. Dans le modéle de Prandtl, on prescrit la viscosité turbulente
avec la relation suivante :

= (2.10)

ou [ est la longueur de mélange, donnée par exemple dans un canal plan de demi-hauteur h par :

| = min(ky, 0.1h) (2.11)
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Ce modele a été amélioré par Van Driest [Driest 1956], puis Cebeci et al. [Cebeci 1974] et enfin
Baldwin et Lomax [Baldwin 1978]. Ces modéles ne satisfont cependant pas au principe de com-
plétude (aucune connaissance a priori de I’écoulement ne doit étre nécessaire au calcul, voir par
exemple [Chassaing 2000]), requis pour une modélisation satisfaisante de la turbulence et sont
donc en pratique trés peu utilisés lors de la simulation de géométries trés complexes.

2.3.2 Modéles & deux équations de transport

La viscosité turbulente étant homogéne & une longueur au carré sur un temps (v; = L2-T71),
on considére généralement que celle-ci peut s’écrire comme le quotient d’une échelle de longueur
[ au carré et d'une échelle de temps 7 (v; = [?/7). On identifie ainsi facilement les valeurs
de [ et 7 dans la section précédente. Mais d’autres choix sont possibles, dans la mesure ot
ceux-ci fournissent une viscosité turbulente homogeéne & L?T~!. Dans le cas des modéles & deux
équations, deux équations de transport supplémentaires sont résolues de maniére & déterminer
ces échelles de longueur et de temps.

Le modéle k-¢

Initialement proposé par Launder et Spalding [Launder 1974], ce modéle fait intervenir 1’éner-
gie cinétique turbulente k ainsi que le taux de dissipation turbulente . On peut ainsi construire
deux échelles | = k3/2 /e et T = k/e (qui sont les échelles de longueur et de temps des gros
tourbillons), permettant d’établir :

k2
v = Cﬂ; (2.12)
L’équation modéle de transport de k est :
ok ok 0 v\ Ok
— +Uy=—=P— — — ) =— 2.13
ot + kaxk €+a$k [<U+Jk> al‘k:| ( )
Avec pour terme de production :
P = 2VtSz'jSij (214)

L’équation de transport exacte de ¢ étant trop complexe pour faire 'objet d’'une modélisation
terme & terme simple, une résolution inspirée de la résolution de k est adoptée : convection,terme
source, terme puit, diffusion visqueuse et diffusion turbulente :

Oe Oe 0 v\ Oe
Uy =P et — )= 2.1
0t+Uk8xk © Jr@a:k [(VJFJE) Ofnk] (2.15)

Les termes de production de dissipation et ceux de destruction de dissipation sont supposés
reliés & € et k par les relations simples :

P = C€1%P e = ng% (2.16)

Les constantes utilisées dans le modéle sont déterminées expérimentalement :

C,u Ca Co o o0:
009 144 192 1 13
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Le systéme est donc fermé et toutes les contraintes s’obtiennent, pour mémoire, avec la relation
de Boussinesq :

2
Rij = —21/,55@’ + gkélJ (217)

Le modéle k-w

C’est Wilcox [Wilcox 1988| qui revint en premier & la vieille idée de Kolmogorov et proposa
d’utiliser la fréquence caractéristique des tourbillons w = £/k comme seconde échelle. Dans cette
approche, on peut alors écrire :

vy = Ld (2.18)
Les équations de transports s’écrivent alors :
ok ok 0 v\ Ok
- —— —p_pk — — ) =— 2.1
ot +Ukal‘k b w+8xk |:<V+O’k> 6$k:| (2.19)
ow ow 9 9 0 v\ Ow
— — = — — — | — 2.2
5 +Ukaxk aS® — fw” + O Kv—i— Uw) (%J (2.20)

ou S est défini par la relation :
S = /288y, (2.21)
et les constantes sont données dans le tableau suivant :
Ba B op oy
0.09 5/9 3/40 2 2

Le modéle k-w SST

Menter [Menter 1994| proposa par la suite un modéle passant d’une formulation de type k-w
en proche paroi, évitant ainsi les écueils liés a 'utilisation d’un modéle de type k-e dans cette
zone, & une formulation de type k- en zone pleinement turbulente. En effet, le modéle k-w
montre une grande sensibilité aux conditions aux limites mais permet une bonne résolution des
couches limites turbulentes. La viscosité turbulente s’obtient dans ce modéle par :

ark
— . 2.22
" max(ajw, SFy) (2:22)
avec la fonction Fb définie par la relation :
2vk 5000
2
Fy = tanh [®3] ,®; = max ( Ty’ 7 ) (2.23)
Les équations de transport pour k et € s’écrivent :
ok ok 0 ok
— 4+ Up=— =P, — 5"k — — 2.24
T Fawy Lk B kw + By [(V+Uk7/t) &Uk;] (2.24)
ow ow 9 9 0 ow 1 0k Ow
— — = — — wlt) =— 21— F1)o,o——— 2.25
ot + Ukaxk 5" — fu + oxy, [(V +owrt) 8a:k] +2 1o 20 Oz Oxp ( )
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La production est donnée par ’expression :
Py, = min (P, 106" kw) (2.26)
Les constantes de fermeture sont d’une part :

o1 51 Okl Owl
5/9 3/40 0.85 05

d’autre part

Qo B2 Ok2  Ouw2
0.44 0.0828 1 0.856

Pour chacune de ces constantes, la valeur finale utilisée dans le modéle est calculée de la fagon

suivante :
¢ =1 +¢2(1 —Fl) (2.27)
ou l'on a
VE 5000\ 4ok
Fy =tanh [®7] ,®; = mi , . 2.28
| = tanh [®]] 1 = min [max (B*wy o ) Dt (2.28)
1 0k Ow
CDyy, = 2 =107 2.29
heo = THAX < powz Ox; 0x; ) (2:29)
Enfin, les constantes propres au modéle SST sont :
Y m
0.09 0.31

Le modéle (-f

Ce modéle, proposé par Hanjalic et al. [Hanjalic 2004| (on pourra également se reporter
aux travaux de Laurence et al. [Laurence 2005]), est issu de la famille des modéles a relaxation
elliptique (voir section suivante, sur la modélisation du second ordre). Une troisiéme équation
de transport est résolue pour une variable . La principale force de ces approches est qu’elle
vient corriger le mauvais comportement de proche paroi du modéle k-¢ sans aucune utilisation
de fonction d’amortissement ad hoc.

vy = C,CkT (2.30)

Les 3 équations de transport résolues en plus des vitesses sont les suivantes :

ok ok 9 w\ ok
Oe Oz CobPy— Ceoe i vt ﬁ
X g9 _ ¢ Sp 9 AN
5 HUige =~ 3Pt oy {(V—i— 0<> e (2.33)
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Une équation elliptique est résolue pour la variable f :
1 Py 2
L2V2f _ f— = -1 / _Z 2.34
Vi f T(c*l +czg><c 3) (2:34)

Celle-ci sert en réalité & mimer le comportement de la corrélation vitesse gradient de pression
(voir la section 2.4.2.1) pour plus de détails). Les échelles de longueur et de temps sont données
par les relations :

k 0.6

. v\ 1/2
T = max [mln (E, \/W) ,Cr <g) ] (2.35)

3/2 E1/2 L3\ /4
L = C}, max |min , ,Cy <> (2.36)
e " V6C,[S|¢ <

Enfin, les constantes de fermeture sont :

C, op 0. o Car Co C1 Ch, Cr Cp G,
022 1 13 12 14(140.012/¢) 1.9 14 065 6 036 85

Le modéle Bl-v2-k

Conceptuellement proche du modele ¢-f, le modele Bi-v2-k a été développé par Billard et
al. [Billard 2012]. En lieu et place d’une équation sur la variable ¢, une équation sur une variable
¢ est résolue. L’équation déterminant la viscosité turbulente est alors :

v, = C,okT (2.37)

Les 3 équations de transport résolues en plus des vitesses sont les suivantes :

ok ok 0 v v\ Ok
hatdd r _ P_—e—F4+ ) == 2.
5 —l—Ujaxj £ + o, [(2 + Uk) 8:1:]-] (2.38)
Oe Oe Ca P — Clye 15) v 1\ O
- L Om o Tell  Me2m T (2 ) = 2.
ot +Uj Oz T + Ox; 2 o0.) Oxj (2:39)
0¢ 0¢ 10} 2 v O¢p Ok 0 v v\ 0¢
bt T _—f_Tpy 2t 77y D ) = 2.4
ot +U]8xj k +k0k8$j 81‘j +8xj [(2 U¢> 81‘j:| ( O>

Le terme F, originellement introduit par Jones et Launder [Jones 1972| dans 1’équation du taux
de dissipation ¢, est défini par :
oU; oU;

k
— 3\
E=Cs(1—-« )621/Vt Darda, Drrdi, (2.41)

L’originalité du modéle vient de la pondération elliptique permettant le calcul de f :
f=0-a)fu+a’f (2.42)
oll « est solution de I’équation elliptique :

a— L*V%a =1, (2.43)
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et par ailleurs :

fw:—g% et fh:—% <C1—1+C2];> <¢—§> (2.44)

Le lecteur trouvera de plus amples détails sur la pondération elliptique & la section 2.4.2.1. Le

3/2
) (2.45)

Les échelles de longueur et de temps sont elles données par les relations :

coefficient C7, est donné par la relation :

aj(l/t/O'kajk)
g

:2 =Cao+ Oé3(054 - ng) tanh <

T=\Z3+ C%g (2.46)
k3 21,3/2
L=Cpy\Z+ C"elﬁ (2.47)

Enfin, les coefficients de fermeture utilisés dans le modele Bl-v2-k sont donnés dans le tableau
suivant :

Cp o o0 o045 Ca Co Cs3 Cy Cp C Cr CL G
022 1 15 1 18 19 23 04 14 065 4 0.164 75

2.4 Modélisation du second ordre

Un moyen de diminuer le niveau d’approximation par rapport aux modéles du premier ordre
est de directement résoudre une équation de transport sur les tensions de Reynolds R;; = w;u;.
Par soustraction des équations de Navier-Stokes instantanées (2.4) et moyennées (2.6), on aboutit
& une équation de transport sur les vitesses fluctuantes :

ou; 0 oU; ou; B ouu; 1 Op 0%u;

(77 %
- — i— +U;j— = —— 2.48
ot T Ox; + 0x; Y 0 Ox; p 0x; + V@xj&nj (248)
En remarquant alors que :
8u,~uj 8Rij 8Uj 8ui

_ — g 22 . 2.49
ot o Yo T (2.49)

on peut déduire de (2.48) les équations de transport du tenseur de Reynolds :

OR: OR.:

815” + Uk 8:1:;] = Pij + ¢ij — €ij + Dij (2.50)

ou Py, qﬁfj, €;j et D;; représentent respectivement les termes de production, de corrélation
vitesse-gradient de pression, de dissipation et de diffusion. Les expressions mathématiques de
ces différents termes sont données ci-dessous :

oU;
Pij = — (uiuk] + UjUL
g3

an) (2.51)

L
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. 1/ Op dp
I (P Y 4 2.52
bij p<u $j+uJ$i) (2.52)
Oou; Ou;
i =2w——L 2.
5J Va.l‘k aka ( 53)

Finalement, la diffusion se décompose en une diffusion visqueuse et une diffusion turbulente :

02uiuj _ 8uiujuk

Dij:I/

2.54
——

Dv. T
ij Dj;

On remarque que ’équation (2.50) fait intervenir des corrélations inconnues d’ordre supé-
rieur (corrélation triple dans D;-";- par exemple). Ceci met en évidence un phénomeéne de cascade
d’équations : le terme convectif non linéaire dans I’équation des corrélations d’ordre n génére
des corrélations d’ordre n + 1. Ainsi, quel que soit l'ordre des équations obtenues, une fermeture
est nécessaire via, a minima, une modélisation des corrélations d’ordre supérieure.

La différence fondamentale entre les modéles du second ordre et ceux du premier ordre se
situe, en particulier, au niveau du terme de production F;;. En effet, ce terme est suffisant
pour expliquer de nombreux phénoménes et ne requiert ici aucune modélisation. Par ailleurs,
la résolution d’équations de transport permet de s’affranchir de I’hypothése d’instantanéité : le
modeéle est capable de reproduire 'effet mémoire de la turbulence.

2.4.1 Modélisations des corrélations inconnues dans I’équation de transport
des tensions de Reynolds

2.4.1.1 Dissipation

Le tenseur du taux de dissipation ¢;; représente la dissipation des contraintes de Reynolds
par la viscosité. On le modélise grace a sa demi-trace, le taux de dissipation d’énergie ciné-
tique turbulente, pour laquelle on résout une équation de transport calquée sur celle de k (voir
paragraphe 2.3). Les composantes du tenseur s’obtiennent ensuite par une relation algébrique

isotrope :
2
Eij = 565“ (2.55)

2.4.1.2 Terme de pression

Le terme de pression, ou encore de corrélation vitesse-gradient de pression a une fonction &
la fois diffusive et redistributive. On peut en effet le décomposer ainsi :

10 1 8uz 8Uj
o Y (Wipdji + Ujpdir) + pp (8a:j + &’Ci) (2.56)
ij <I>Z-j

ij est appelé terme de diffusion par la pression. Il est souvent directement associé a la mo-
délisation des corrélations triples du fait de son caractére diffusif. ®;; constitue, lui, le terme
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de corrélation pression-déformation ou terme de redistribution. Chou [Chou 1945] montra que
le terme de redistribution peut se décomposer en la somme d’un terme « lent » noté ®!, non
directement li¢ au champ de vitesse moyen, et d'un terme « rapide » noté ®? dépendant expli-
citement du gradient de vitesse moyen et répondant donc instantanément & tout changement
de ce dernier. De nombreux modéles ont été proposés pour ces termes, loin de toute paroi, et
suivant les hypothéses suivantes :

— quasi-homogénéité : les gradients de vitesse moyens varient faiblement

— localité : le terme de redistribution ne dépend que de grandeurs locales

Modélisation du terme lent

Rotta [Rotta 1951] proposa le modéle suivant pour le terme lent :

®! = —Cieb (2.57)
ol b est le tenseur d’anisotropie défini par

Rij 1
=9k 3%

bij (2.58)

Le coefficient C est calibré de maniére & reproduire correctement le retour & ’isotropie, et vaut
3.4.

Modélisation du terme rapide

Speziale et al. [Speziale 1991] ont proposé le modéle suivant pour la modélisation du terme
rapide, appelé modéle SSG :

2 = _CiPb+ (03 - c;;\/{b2}) kS
+ Cik (bS +Sb— ;{bS}I)
+ Csk(Wb — bW) (2.59)

ou P n’est plus la production modélisée mais la demi-trace du tenseur définie par 1’équa-
tion (2.51). Les constantes pour le modéle sont les suivantes :

Ci|Cs |G| Cu | G
1.8 \ 0.8 \ 1.3 \ 1.25 \ 0.4

Le modéle SSG est souvent associé & une composante supplémentaire non linéaire dans le
terme lent mais on ne le considére pas dans cette theése.

2.4.1.3 Corrélations triples

Le terme D;"; de I'équation (2.54) représente la divergence des corrélations triples de vitesse
et nécessite lui aussi d’étre modélisé. Il est supposé traduire le mélange de la turbulence par
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elle-méme, on le modélise donc a 'aide d’une diffusion. La plus célébre d’entre ces modélisations
est celle proposée par Daly et Harlow [Daly 1970] :

0 k ouu;
pr =~ 2 (¢ P T 2.
ij 8xk <C €uk’ul 81’[ > ( 60)

La valeur de la constante Cg est classiquement fixée a 0.22.

2.4.2 Physique de proche paroi et pondération elliptique

De nombreux phénomeénes ont lieu en proche paroi tels que le phénoméne d’écho de paroi
ou leffet de blocage. Ces effets perturbent fortement 1’écoulement et les hypothéses faites lors
de l'expression du terme de redistribution (localité, quasi-homogénéité) ne sont plus vraies. Il
n’est ainsi pas possible d’appliquer tel quel le modéle SSG en proche paroi. Certains modéles
proposent ainsi d’intégrer des fonctions d’amortissement au sein du modéle de maniére & prendre
en compte les effets de paroi. Mais ces modéles ne rencontrent pas un franc succés et diverses
approches se sont succédées pour permettre 'intégration jusqu’a la paroi des modéles du second
ordre.

2.4.2.1 La pondération elliptique et ’EB-RSM

Développé par Manceau et Hanjali¢ [Manceau 2002], le modéle EB-RSM (Elliptic Blending-
Reynolds Stress Model) s’affranchit des hypothéses restrictives ayant abouti au modéle de type

SSG tout en simplifiant 'approche « relaxation elliptique » originellement proposée par Dur-
bin [Durbin 1993].

Principe

L’idée de 'EB-RSM est d’introduire un coefficient scalaire de pondération « € [0, 1] per-
mettant de pondérer, en étant élevé & une certaine puissance p, une grandeur A entre sa valeur
pariétale A* et sa valeur homogene A" :

A= (1-0aP)AY 4+ aP A" (2.61)

« doit ainsi étre nul & la paroi et valoir 1 loin de toutes parois. La grandeur A peut représenter
le terme de redistribution ¢;; ou encore le terme de dissipation €;;. En pratique, de maniere a
satisfaire le comportement asymptotique de ¢;; —&;;, il a été montré que la puissance p doit étre
prise égale & 3 [Manceau 2015b]. 1

Equation pour «

A partir de la théorie de la relaxation elliptique introduite par Durbin [Durbin 1993], Man-
ceau et Hanjali¢ proposent d’obtenir le coefficient v (unique pour toutes les tensions de Reynolds)
en résolvant une équation elliptique :

a—L*V?a=1 (2.62)

1. Une extension de ce modéle aux équations de transport des flux thermiques turbulents montre que pour
les termes de redistribution et de dissipation de ces équations, il faut prendre p = 1 [Dehoux 2012].
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L’échelle de longueur L apparaissant dans ’équation ci-dessus est une échelle caractéristique de
la turbulence représentative des effets de non localité de la pression. Cette échelle de longueur
est proportionnelle a I’échelle intégrale de la turbulence k3/2 /€ loin des parois mais se comporte
comme 1’échelle de longueur de Kolmogorov en proche paroi :

3/2 3/4
L = Cp max <k€ c,” ) (2.63)

P14
avec Cr, = 0.161 et C,, = 80.

Terme de redistribution pariétale

De maniére a rester consistant avec la théorie de Durbin et & satisfaire les comportements
asymptotiques des différentes variables, Manceau et Hanjali¢ proposent la forme générale sui-
vante pour le terme de redistribution pariétal :

k 1
o= —5g (uiuknjnk + wjuEnng — iukumknl(nmj -+ 5ij)> (2.64)

i =
ou ny, représente la k-iéme composante du vecteur normal & la paroi. Celui-ci peut étre défini a
I’aide du coefficient . En effet, o valant 0 au niveau de la paroi, celle-ci décrit un isocontour
pour a. Son gradient est ainsi en chaque point de la paroi orthogonal & celle-ci. On peut donc

définir :
Va

n—
Vel

Pour le terme homogéne n’importe quel modéle peut convenir mais c’est le modéle SSG qui
est adopté par les auteurs (équation (2.59)) :

(2.65)

h _ 4 SSG
b5 = i (2.66)

C’est également ce choix qui est adopté dans cette thése.

Dissipation
Le terme de dissipation homogéne correspond au modéle isotrope défini par I’équation (2.55) :

2
E?j = gaéij (2.67)

Pour le terme de dissipation pariétale, les auteurs font le choix du modéle suivant, initialement
proposé par Rotta [Rotta 1951] :

Wit

e = ijg (2.68)

L’équation de transport scalaire de la dissipation turbulente € est modélisée par 1’équation de

transport suivante :

, B 2
Oe O _ CLP—Caz 0 (C 3&‘) 0% (2.69)

ANy § S g
ot " %ag, T Fr Y oo,
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oul T est une échelle de temps, similaire dans sa construction a I’échelle de longueur L, définie

par :
T = max <k; C’T\/?> (2.70)
5 5

avec Cp = 6. Le coeflicient C’; est défini de la maniére suivante :
/ P 3 P
el — CEl (1 + Al (1 — )g> (271)

et constitue une modification classique du terme C¢; visant & augmenter la création de dissipation
en proche paroi 2. Les autres coefficients de 1'équation (2.69) sont donnés dans le tableau suivant :

CEI‘A{D‘CEQ‘ O¢ ‘ Cs
144 [ 0.1 [ 1.83 | 1.15 | 0.22

Corrélation triple

Le modele classique de Daly et Harlow est utilisé dans le modéle EB-RSM [Daly 1970, a la
différence qu’on introduit 1’échelle de temps définie par I’équation (2.70) :

0 ou;u;
DL =——(cC,T s 2.72
1] 8:% ( s URU] 8951 ( )

L’ensemble du modéle EB-RSM utilisé dans le cadre de cette thése pourra étre trouvé en
Annexe.

2.5 Modéles de paroi

Les modéles EB-RSM, k-w-SST ou Bl-v?-k décrits dans la section précédente utilisent des
conditions aux limites naturelles au niveau des parois pour chaque grandeur (vitesse nulle si
paroi immobile, énergie cinétique turbulente nulle,...). Pour des raisons physiques ou pour des
raisons de cotit de calcul, I'ingénieur ne souhaite parfois pas utiliser ces conditions aux limites
et souhaite s’affranchir de la résolution de la proche paroi. Un important axe de recherche en
modélisation de la turbulence consiste alors & proposer des modéles permettant d’éviter cette
résolution.

2.5.1 Comportement « universel » en proche paroi

Dans le cas d’'un écoulement entre deux plaques planes, dans la limite de nombres de Rey-
nolds suffisamment grands, Von Karman [Karman 1930] et Prandtl [Prandtl 1930] puis Milli-
kan [Millikan 1938] montrent que les différentes grandeurs de I’écoulement suivent un comporte-
ment « universel ». L’équilibre d’une tranche de fluide de hauteur 2h impose la condition suivante
sur la contrainte de frottement a la paroi (située en y = 0) :

d dpP
u =h

Tw = | — =h— (2.73)
dy =0 dx

2. 1l existe plusieurs types de modélisations pour ce coefficient CZ; variable (voir [Manceau 2015b]). Celle-ci
posséde l'avantage d’avoir un effet numérique stabilisant.
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Par ailleurs, les équations de quantité de mouvement selon z (direction de ’écoulement) et y
(direction normale & la paroi) s’écrivent :

1dP duv d*U

0 = _14P _ v 2.74
pdr dy +de2 (2.74)

2
0 - _;Ccll];_cz; (2.75)

avec p et v les viscosités dynamique et cinématique, respectivement. Intégrée entre 0 et y,
I’équation de quantité de mouvement suivant y donne :

P Py

— 42 = (2.76)
p P
ou Py est fonction de x uniquement. Les dérivées suivant = des grandeurs moyennes étant sup-
posées nulles (sauf pour la pression), on a % ~ 0. Il vient alors % = dd%. Intégrée entre 0 et
y, I’équation de quantité de mouvement suivant x donne alors :
dP, dUu dUu
0=-220 w4 S (2.77)
p dx dy dy =0
En posant 7, = pu?, u, définissant la vitesse de frottement, il vient (en utilisant '’équa-
tion 2.73) :
au 2 Y
—ww s =2 (1-7) 2.78

2.5.1.1 Equations adimensionnées

Prenant u,; et h comme échelles respectives de vitesse et de longueur, on obtient :

uv 1 d(U/u,) Y
S Tk Sl AP, I 2.79
u2 * Re, d(y/h) h (2:79)
ou b
Re, = = (2.80)
v

Lorsque le nombre de Reynolds est grand, le terme visqueux de I’équation (2.79) disparait.
Or, en région de proche paroi, les termes visqueux sont prépondérants. L’utilisation de ’échelle
de longueur externe n’est donc visiblement pas pertinente en proche paroi. Il est alors naturel
de choisir une nouvelle échelle de longueur 9, telle que :

Oplir v

— 1=, = — 2.81
” =9 ” (2.81)

Adimensionnant 1’équation (2.78) et posant y* = y/d, = yu, /v il vient :

w  dUjur ) yt

dy* —  Re,
~——

Tturb Tvisc

(2.82)
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Les équations (2.79) et (2.82) sont rigoureusement équivalentes tant que le nombre de Reynolds
reste fini.
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FIGURE 2.1 — Frottement en fonction de la distance & la paroi. Données DNS pour un canal a
Re, = 640, Iwamoto et al. [Iwamoto 2002]

2.5.1.2 Comportements asymptotiques

Par passage a la limite lorsque Re; — oo, mais n = y/h restant de ordre de 1, ’équation
(2.79) devient :
uv

- —=1- 2.83
u2 N (2.83)

La zone de validité de cette équation est appelée zone centrale. Lorsque ¢y reste de l'ordre de
1, le passage a la limite quand Re, — oo dans 1’équation (2.82) donne :

v dU/u,

u? dyt

=1 (2.84)

La zone de validité de cette équation, dans laquelle la contrainte de cisaillement totale est
constante, est appelée zone de paroi. La zone validité de ces deux équations est illustrée dans
la figure (2.1). On considére généralement la borne supérieure de cette zone autour de y™ =

yt =y/d,
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Zone de paroi

L’équation (2.84) suggére qu'il existe une relation entre les variables U, y, u, et v (mais pas
h), de la forme :
FU,y,ur,v) =0 (2.85)

Adimensionnant cette relation par u, et v il vient (théoréme de Vaschy-Buckingham) :
FU",y") =0 (2.86)

Le théoréme des fonctions implicites stipule 'existence d’une fonction f qui permet finalement
d’écrire :

Ut = £y (2.87)
Soit en dérivant la relation :

Ut df dU w2 df

-9 Raiu e 2.
dyt  dyt = dy v dyt (2.:88)

Par ailleurs, au sein de la sous-couche visqueuse le premier terme de I’équation (2.84) est
négligeable, étant donné que ce sont les effets visqueux qui dominent. Ceci est corroboré par la
figure (2.1) qui illustre bien qu’en trés proche paroi, la contrainte est entiérement portée par la
contrainte visqueuse. On peut donc intégrer 1’équation (2.84) pour aboutir a I’expression :

Ut =y (2.89)

Zone centrale

L’équation (2.83) suggere que I’écoulement dans cette zone est indépendant de la viscosité
du fluide. Un raisonnement similaire au précédent permet alors de dire qu’il existe alors une
relation entre les variables U, y, u, et h (mais pas v), de la forme :

H(U,y,ur,h) =0 (2.90)

Adimensionnant cette relation par u, et h il vient (théoréme de Vaschy-Buckingham) :

H(U*n) =0 (2.91)
Le théoréme des fonctions implicites stipule ’existence d’une fonction A qui permet finalement
d’écrire :
Ut = h(n) (2.92)
Soit en dérivant la relation :
au*t  dh dU - dh
- . (2.93)

dn “dg T dy b
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FIGURE 2.2 — Illustration du recouvrement progressif des zones centrales et de proche paroi
a mesure que Re; — oo. Données DNS dans un canal a Re, = 180 [Moser 1999|, Re, =
640 [Iwamoto 2002] et Re; = 5200 |Lee 2015].

Zone logarithmique

L’équation (2.88) est valable uniquement lorsque Re, — oo et 7 — 0. De la méme maniére
I'équation (2.93) est valable uniquement lorsque Re; — oo et y™ — oco. On peut cependant
supposer qu'il existe une région dans laquelle les relations sont valables simultanément (donc
pour yt — 0o et n — 0 en méme temps). D’ott la condition :

urdh _up df (2.94)
hdn v dyt

La figure (2.2), représentant les contraintes turbulente, visqueuse et totale pour 3 calculs
DNS de canal plan, illustre bien la présence de cette zone de recouvrement, qui conformément a
I’hypothése émise, n’apparait qu’a trés grand nombre de Reynolds turbulent. On a, dans cette
figure, considéré que la zone centrale était définie par la relation (2.83) & plus ou moins 5%. De
méme pour la zone de paroi définie par la relation (2.84), & plus ou moins 5%. Cette tolérance
est arbitraire mais illustre bien le propos de cette section.
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FIGURE 2.3 — Illustration d’un profil de vitesse et des diverses zones mises en évidence. Données
DNS dans un canal & Re; = 5200, Lee et al.[Lee 2015]

En multipliant alors la relation (2.94) de deux cotés par y/u, il vient :

dh_ o df

an _ 2.95
Tan =Y a7 (2.95)

Dans cette égalité le membre de gauche est fonction de 7 seulement et le membre de droite
de yT seulement. Les deux membres de ’égalité sont par conséquent constants et égaux & une
méme constante notée 1/k, k étant appelée constante de Von Karman. L’expérience montre que
k = 0.41. On en déduit par conséquent la loi logarithmique :
1
Ut = ;1n(y+) + B (2.96)
avec B = 5.2.
La figure (2.3) illustre la trés bonne adéquation de la loi analytique déduite par ces manipu-
lations et les données DNS de Lee et al., pour des nombres de Reynolds turbulents suffisamment
grands. Les profils de vitesse exhibent donc dans le cas d’un écoulement plan a 1’équilibre un
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comportement « universel » lorsqu’adimensionné en échelles internes. C’est sur cette universalité
que se fonde la construction de lois de paroi décrites dans le paragraphe suivant.

2.5.1.3 Critiques et autres developpements

Ces lois sont dites « universelles » mais il est important de ne pas perdre de vue qu’elles ne
sont vraies que sous des conditions trés particuliéres et trés rarement atteintes en pratique :

— Ecoulement sur plaque plane (canal ou couche limite)

— Nombre de Reynolds trés élevé (Re; — 00)

— Pas de gradient de pression adverse, ni d’autres phénomeénes tels qu’accélération ou flot-

tabilité pouvant perturber ’équilibre de I’écoulement de couche limite.

De maniére générale, Re, est loin d’étre infini dans de nombreuses configurations industrielles
et cette loi est perturbée voire complétement faussée par des effets d’écoulement complexes tels
que réattachement, séparation de couche limite ou impacts de jet par exemple. Certains auteurs
remettent régulierement en question la validité de ces lois, notamment la valeur des constantes
telles que k et B [Marusic 2013]. D’autres ont tenté d’y introduire diverses dépendances au
nombre de Reynolds turbulent, notamment dans [Wosnik 2000]. Pour une littérature plus éten-
due sur le sujet, on pourra se référer aux travaux de George [George 2007|. Ces approches n’ont
jamais dans la pratique rencontré un franc succeés, et encore aujourd’hui 'immense majorité des
lois de paroi industrielles sont fondées sur les lois « universelles » de proche paroi.

2.5.2 Sortie de I’équilibre

Malgré 1'utilisation toujours intensive de la loi logarithmique précédemment décrite, et ce
méme en dehors de son champ d’application théorique, de nombreux auteurs se sont penchés sur
la prise en compte des phénoménes négligés dans ’approche précédente. En effet, lors d’écou-
lement plus complexe, proche de la séparation, u, — 0 entraine ’apparition d’une singularité
dans I'équation (2.96) et celle-ci ne tient plus. Une belle illustration de ce phénomeéne est donnée
par la LES d’un diaphragme [Benhamadouche 2015], figure (2.4), ot il est clairement possible de
voir qu’au voisinage d’écoulements particuliers (ici en amont d’un décollement et en aval d'un
réattachement), la loi logarithmique est mise en défaut. Stratford en 1959 [Stratfort 1959] est le
premier d’une longue série a introduire une échelle de vitesse basée sur la pression :

vdPy,\ /3
— (22 2.
Up <,0 da:) (2.97)

A T'aide d’une analyse basée sur cette échelle Stratford obtient un profil de type racine carrée
pour la vitesse au niveau d’un point de décollement en faisant I’hypothése d’un frottement

U 2
AN e (2.98)
'LLp K 14

Plus tard, Tennekes et Lumley [Tennekes 1972] affirmérent que dans les mémes conditions (point
de décollement, frottement nul), ¢’est plutét un profil logarithmique qui s’appliquait :

rigoureusement nul :

Y _am (Z2) 45 (2.99)

Up



U+t

28 Chapitre 2. Bibliograhie - Modélisation RANS des écoulements
140 \+\\\\\H T T T TTTTT T T TTTTT T T TTTTT 30 T \\\\\H‘ T T T TTTTT T T TTTTT T T TTTTT
In(y™)/0.41+52 - - - In(y)/0A1 452 - - -
120 |- UT=vh o i .
z/R = —0.60 25 -
100 z/R=—065 -----
2/R= 073 weeee- 20 L
T/R=—0.82 e
80 o/B = .
©/R=—50 =-=-me- 5 1
60
10
40
20 |- ST
0 Il \\\\H‘ Il \\\\H‘ Il L1l 0 -—\-“'V-\T\H‘ Il \\\\H‘ L \\\\H‘ Il L1111l
0.1 1 10 100 1000 0.1 1 10 100 1000
y* y*
FIGURE 2.4 — a) Profils de vitesse adimensionnée en amont d’un décollement b) Profils de

vitesse adimensionnée en aval d’un recollement (LES d’un diaphragme, Benhamadouche et
al. [Benhamadouche 2015])

Townsend |Townsend 1961]| affina la théorie de Stratford a ’aide d’un concept de longueur de
mélange et P'étendit au cas d’un frottement non nul (mais positif) et obtint un profil hybride
avec a la fois une racine carrée et un logarithme. Ces trois travaux fondateurs ouvrirent la voie
a un grand nombre de travaux sur l’adimensionalisation de la vitesse en configuration « hors
équilibre » et le lecteur pourra se référer a [Skote 2002] pour une littérature exhaustive sur le
sujet. Il est cependant clair qu’il n’est pas possible de décrire de maniére analytique, universelle
et rigoureuse, avec une seule et unique échelle de vitesse basée sur le frottement & la paroi, tout
profil de vitesse.
Shih et al. [Shih 1999] eurent 'idée originale de considérer ’échelle de vitesse suivante :

1/3
”dP“’> (2.100)

UCZUT+<p dz

Se fondant sur les travaux de Tennekes et Lumley, et appliquant un principe de superposition
de solutions ils arrivérent & établir la loi suivante :

U . 1 ur Yuc Up Yue
u—c = |:/£’U,Cln( > ) + 01:| + |:Oéchl (7) + 02:| (2'101>
avec .
C1= & [ In <UT> + B} et O = Zr [Oé In <UP> + 5] (2.102)
Ue | K Ue Ue Uc

On notera les comportements asymptotiques de Cy et Cs, discutables d’un point de vue nu-
mérique, qui tendent vers 0 respectivement lorsque u, — 0 et u, — 0. Cette loi a I'avantage
d’exister méme lorsque l'on se situe au niveau d’une zone de séparation ou de recollement.
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FIGURE 2.5 — Profils de vitesse en amont d’une recirculation (LES d’un diaphragme, Benha-
madouche et al. [Benhamadouche 2015]) et lois hors équilibre associées.

Skote et Henningson [Skote 2002| proposérent :

+B (2.103)

gr=1 [ln(y+) —2In <V‘H;y++1> +2(v/1+ Ayt —1)

= <Zﬁ>3 (2.104)

Popovac & Hanjalic proposérent la formulation suivante :

avec

AyT
Utk

Dans leur publication originale, Popovac et Hanjali¢ autorisent leur loi & contenir non seulement

1
Ut = = In (Ey*) avec U=1- (2.105)

des informations sur le gradient de pression mais aussi des informations sur la convection tan-
gentielle et normale & travers le paramétre A (voir chapitre 3, section 3.2.1.3). Nous réduirons,
par soucis de cohérence et de clarté, cet état de I’art au terme de gradient de pression. Réécrivant
alors la relation précédente, il vient :

Ut == [ln(Ey") + Ay"] (2.106)

x| =

Les tentatives ont été nombreuses d’inclure des effets de pression au sein de la loi universelle.
On remarquera par exemple également les travaux de Cruz et Freire [Cruz 1998|[Cruz 2000],
dont la loi de paroi a été appliquée avec succés au calcul d’'une marche descendante.

Toutes ces tentatives ont été testées avec plus ou moins de succes et /ou de restriction comme
en témoigne la figure (2.5), qui compare a priori quelques lois extraites de la littérature au profil
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de vitesse en amont d’une bulle de recirculation sur un diaphragme [Benhamadouche 2015|. De
maniére générale, il peut étre bon, voire souhaitable, lors de 'utilisation de ces lois de prendre
en compte ces effets pour améliorer les prédictions des modéles. Il faut cependant garder en téte
que toutes ces lois ont des domaines d’application ou de validité réduits et personne ne peut
prétendre répliquer la solution compléte des équations de Navier-Stokes par un profil analytique.

2.5.3 Lois « unifiées »

Il peut étre trés intéressant lors de la construction de lois de parois pour la vitesse d’avoir
une loi qui évolue contintiment et non pas définie par morceaux sur des intervalles. On trouve
dans la littérature de nombreuses tentatives de raccordement continu entre les profils carac-
téristiques de proche paroi et de zone logarithmique. Les philosophies de ces approches sont
fondées sur différents principes. Cette section donne un bref apergu des possibilités offertes dans
la littérature.

e Loi de Reichardt |Reichardt 1951] : cette loi est représentée par une unique formule ana-
lytique :

U+—11n(1+m+)+78 1—e v —ie yr (2.107)
Tk 4 ‘ AT T P U ‘

On voit que lorsque y™ — 0 cette loi se comporte bien de maniére linéaire comme le
souligne 'analyse dimensionnelle menée dans la section 2.5.1.2. De la méme maniére
lorsque y* — o0, la loi récupére le comportement de la loi logarithmique. Entre ces deux
zones, la loi de Reichardt assure une transition continue.

e Loi de Van Driest [Driest 1956] : partant de la constatation que 'hypothese [, = rxy™
est fausse en proche paroi, Van Driest propose d’amortir la viscosité turbulente en proche
paroi en considérant :

+ +
2 Y dU
De ce fait, sous I’hypothése de Boussinesq uv = Vt% on peut mettre 1'équation (2.82)
sous la forme : )
au~ 2 yt au~
— 1-— - — =1 2.109
e + (ny ) exp %6 i ( )
qui permet d’obtenir la relation suivante :
au~ 1
— (2.110)
e e )
Finalement, par intégration on trouve le profil suivant pour U™ :
yt du*
Ut = / Y (2.111)
0 1+\/1+4/£2y*2 [1—exp(—%)]
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e Loi de Spalding [Spalding 1961] : Spalding part de la constatation que pour de larges
valeurs de y, le profil de vitesse doit se comporter de maniére logarithmique

Ut = i1n(y+) + B (2.112)
K

soit encore

yt = exp(—kB) exp(—rU™) (2.113)

Le développement limité en 0 de cette fonction est

U)2 U+)3
y* = exp(—&B) <1 4t 4 i G 5 i ) (2.114)
or en proche paroi, on souhaite que le profil se comporte linéairement soit
yt=U" (2.115)

De maniére a s’affranchir du mauvais comportement asymptotique de la relation (2.113),
il convient d’en retirer les premiers termes du développement limité. L’expression

(2.116)

(kU*)? (%U+)3>
2! 3!

yt = exp(—kDB) (exp(—ﬁUJr) —1-rkUT - -

posséde alors les mémes propriétés que ’équation (2.113) loin de 0, mais se comporte
en y1* en 0. Il est ainsi possible de prescrire directement le comportement asymptotique
désiré pour I’équation (2.116). Finalement la loi, implicite, de Spalding s’écrit :

(2.117)

(kUF)? (HU+)3>
2l 3!

yt =U" + exp(—kB) (exp(—mU‘*‘) —1—-rUT - -

e Loi de Popovac et Hanjali¢ [Popovac 2007] : les auteurs proposent de pondérer les com-
portements linéaire et logarithmique de la vitesse par une fonction inspirée des travaux
de Kader [Kader 1981] et développée a l'origine pour la thermique :

Ut =+ £ [y (2118)
avec
fi = exp(-I) _0.01y™*
{ fo = exp(—1/T) avec F(y+) = W (2.119)

Une illustration du comportement de ces lois est donnée sur la figure (2.6). Il est possible de
constater qu’elles donnent toutes de bons résultats en comparaison d’un profil extrait d’une
DNS de canal & nombre de Reynolds turbulent Re, = 5200. On notera tout de méme le mauvais
comportement de la loi de Popovac et Hanjali¢ en zone tampon.
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FIGURE 2.6 — Profils analytiques continus de vitesse et comparaison avec un canal & Re, =
5200 [Lee 2015]

2.5.4 Lois de paroi
2.5.4.1 Modéles Haut Reynolds, Modéles Bas Reynolds

Certains modeéles ne sont intrinséquement pas capables de reproduire les effets des phéno-
meénes de proche paroi. C’est par exemple le cas du modéle k-¢ standard. Une évaluation a priori,
avec des données DNS, de la contrainte Rj2 au travers de la loi de comportement (2.9) et de
Pexpression de la viscosité turbulente (2.12) montre en effet que celle-ci est trés mal prédite par
le modéle en proche paroi (figure (2.7a)). De la méme maniére, le modeéle SSG pour le terme de
redistribution par la pression, contraint par ses hypothéses de localité et de quasi-homogénéité,
est incapable de reproduire l'effet de blocage (figure (2.7b)).

Ces modéles requiérent donc d’avoir les premiers points de calcul de proche paroi suffisam-
ment loin de la paroi de maniére a toujours se situer dans leurs domaines de validité respectifs.
Typiquement, on considére que les points de paroi ne doivent jamais se situer sous la zone
logarithmique. Toutes ces approches sont dites Haut-Reynolds.

A contrario, toute approche permettant une résolution intégrale de la couche limite turbu-
lente, c’est-a-dire capable de reproduire les effets de proche paroi, est appelée Bas-Reynolds.
Ces méthodes sont toutefois cotiteuses car elles nécessitent une résolution plus fine et donc un
nombre plus important de cellules de calcul. C’est historiquement cette raison qui a rendu les
méthodes Haut-Reynolds si populaires, la majorité des calculateurs de I’époque étant bien moins
puissants que ceux d’aujourd’hui.
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FIGURE 2.7 — a) Calcul a priori de Ri2 prédit par le modéle k- & partir des données DNS
a Re; = 590 de Moser et al. [Moser 1999]|. b) Calcul a priori de ¢o92 prédit par le modéle
SSG [Speziale 1991] a partir des mémes données DNS.

2.5.4.2 Neécessité et principe

Notant P le premier point de calcul a la paroi, U, la vitesse en ce point et y, la distance a la
paroi, une intégration par la méthode des volumes finis sur cette cellule requiert deux conditions
a la paroi sur U lors de la résolution des équations de Navier-Stokes moyennées (2.6) : la valeur
de la vitesse tangentielle a la paroi, généralement 0 si le mur est immobile (condition pour le
calcul des dérivées d’ordre 1, ici les termes convectifs), ainsi que celle de sa dérivée normale a la

paroi (condition pour le calcul des dérivées d’ordre 2, ici les termes de diffusion).

a) b)

FIGURE 2.8 — Schéma de la situation & la paroi.

Dans le cas de modéles Bas-Reynolds, si P
est situé suffisament proche de la paroi une éva-
luation linéaire du gradient & la paroi ne pose
pas de probléme (figure (2.8b). En revanche si
le point P est situé loin de la paroi, I'erreur
commise par une évaluation linéaire du gra-
dient est importante :

v AU,

Il est donc nécessaire d’estimer correcte-
ment le frottement & la paroi de maniére a te-
nir compte de la couche limite non résolue si la
maille de proche paroi n’est pas suffisamment
fine comme c’est par exemple le cas dans les

500
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approches Haut-Reynolds . Ceci est la plupart du temps réalisé au travers de I'utilisation de la
« loi universelle » en proche paroi décrite plus haut. Différentes approches sont décrites dans les
sections suivantes.

2.5.4.3 Lois a une échelle de vitesse

L’équation (2.96) fournit, lorsque le premier point de calcul, noté par I'indice P, est situé
dans la zone logarithmique, une relation entre la vitesse au centre de la cellule et le frottement
a la paroi :

Ur K

U 1 U
2=~ (2% 4 B (2.120)
v
Cette relation est néanmoins implicite et il est nécessaire de résoudre itérativement & la maniére
de lalgorithme décrit dans la figure (2.9b). La relation précédente permet, une fois la vitesse
de frottement connue, de calculer le gradient de vitesse au point P ainsi que de reconstruire le

frottement & la paroi :

U
dy

Bradshaw et al. [Bradshaw 1967| furent parmi les premiers & utiliser cette intéressante propriété

ur o U 2 (2.121)

w

= V—
p Ky 0y

de maniére a ne pas résoudre la sous-couche visqueuse. En lieu et place de la condition naturelle
U = 0, gradient cellule et frottement a la paroi sont évalués au travers des relations (2.121).
Ces travaux pionniers furent par la suite suivis de nombreux autres, et cette stratégie est encore
aujourd’hui largement utilisée dans nombre de codes industriels et commerciaux.

15 l ‘L
DNS —e— ;

-'.' — oy >
10 # Modéle de Prandtl avec WF —a— -
5 Modéle de Prandtl sans WF —— |
08 \ \ \ \ \ - B
0 100 200 300 400 500 600 | Intégration de la Qdm
+
Yy
a) Profil de vitesse dans un canal pleinement b) Algorithme

2
puz

=ur/Ky v&= = Tw

developpé & Re, = 590

FiGURE 2.9 — Illustration de l'utilisation de lois de paroi pour l'utilisation d’'un modéle de
longueur de mélange

La figure (2.9a) montre les profils de vitesse obtenus par le modéle algébrique Haut-Reynolds
de Prandtl avec d’une part l'utilisation des conditions aux limites naturelles et d’autre part
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l'utilisation des relations (2.121). On notera l’erreur considérable commise sur la vitesse débitante
si on n’utilise pas de lois de paroi (noté ici WF, pour Wall Functions).

2.5.4.4 Grandeurs turbulentes

L’avénement des modéles & transport de quantités turbulentes rendit également nécessaire
de préciser les conditions aux limites pour les grandeurs turbulentes du modeéle utilisé (k et € par
exemple). Les conditions aux limites en configuration Bas-Reynolds se déduisent aisément des
conditions aux limites naturelles sur la vitesse et des équations régissant ces grandeurs avec des
analyses asymptotiques. Néanmoins, en configuration Haut-Reynolds, un traitement similaire a
celui de la vitesse est nécessaire. Lorsque ’écoulement de proche paroi est pleinement turbulent,
on peut supposer, en zone logarithmique, la turbulence en équilibre local, soit P = ¢. Ainsi on
peut écrire :

= —uvaaU —¢, (2.122)

ce qui peut encore s’écrire, sachant que dU/dy = u, /Ky,

3
ep=ulr =x (2.123)

T

Ry RY

De maniére & déterminer k, partons de 'hypothése qu’en zone pleinement turbulente 7w = u?2

(contribution visqueuse des contraintes négligeable devant la turbulence). On note par ailleurs
expérimentalement que le rapport uv/k reste constant :

w 1
W333= —— (2.124)

; N

On arrive facilement a la relation suivante pour I’énergie cinétique turbulente :

2
kp = —= (2.125)
VCu
On dispose ainsi d’une condition & la limite explicite au premier point de calcul pour k et ¢
(équations (2.125) et (2.123) respectivement).

2.5.4.5 Redimensionalisation

En pratique, la méthode précédente est trés peu utilisée car trés limitée en terme d’usage.
En effet, lors d’écoulements avec recirculation, ’énergie cinétique décroit vers 0, car par dé-
finition, en ces points, u, est égal & 0. Ce comportement pour le moins singulier peut avoir
des répercussions parfois dramatiques sur les résultats. Un tel modéle prédit par exemple un
transfert de chaleur quasi nul au point d’impact d’un jet sur une plaque plane! Cet écueil fut
partiellement levé par Spalding [Spalding 1967| puis Gosman et al. [Gosman 1967| en remplagant
la vitesse de frottement u, par une échelle de vitesse basée sur I'énergie cinétique turbulente.
L’équation (2.123) suggere ainsi qu’il est légitime de considérer une nouvelle échelle définie par

up = G/ 4KH? (2.126)
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2.5.4.6 Lois standards et améliorations

Methodologie de Launder-Spalding
La premiére version la plus aboutie de lois de paroi prenant en compte les développements
précédents a été donnée par Launder et Spalding [Launder 1974]. La méthode impliquait de
suivre les étapes suivantes :

— Résolution de la quantité de mouvement avec les conditions aux limites appropriées ve-

nant des lois de paroi,

— Résolution de I’équation de transport de I’énergie cinétique turbulente avec un terme de

production et de dissipation modifié,

— Prescription de la dissipation € en utilisant I’énergie cinétique prédite.

La méme méthodologie que décrite précédemment s’applique a la résolution de 1’équation
de transport de la quantité de mouvement. La seule différence est que la vitesse de frottement
ur n’est plus issue de la résolution itérative de 'équation (2.120) mais est calculée a I’aide de
I’échelle de vitesse uy par la relation :

+ _ Yug

Y = L

U 1

— = —In(y{)+B

Ur

S (2.127)

Dans ’équation de k, la valeur intégrale (1D) de la production d’énergie cinétique turbulente

est définie par :
_dU
pPdy = —uv@dy (2.128)

Sous I’hypothése d’'une contrainte turbulente constante dans toute la zone de paroi (ce qui est en
tout rigueur faux, on pourra s’en convaincre avec la figure (2.1)), on peut supposer —uv = Ty,
ce qui donne :

/dey = /deUdy:TwAU
dy
1/4
= purup AU = MAU (2.129)
In(Ey,)

Pour fixer la valeur du taux de dissipation moyen, Launder et Spalding préconisent :
u3 3/41.3/2
/psdy = kn (Ey,j) =2 7P (Ey;f) (2.130)
K K

A noter que dans [Launder 1974}, C,, plutot que C’E/ * est utilisé. De nombreux auteurs attribuent
cependant cette erreur & une erreur typographique. Cette formulation trouve certainement son
origine dans le calcul entre la paroi et la face de la premiére cellule adjacente, situé disons a Ay,
de l'intégrale :

Ay
/ pedy (2.131)
0
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Cette derniére intégration meéne toutefois & une singularité mathématique en proche paroi si
I'on considére ¢ = P = u3/ky (la fonction y +— 1/y n’est pas intégrable en 0) et nécessite
de reconsidérer les hypothéses. En effet, on considére dans cette approche que la loi de paroi
logarithmique sur U est valable jusqu’a la paroi ce qui est faux. En faisant alors I’hypotheése

que :
AV dU dU
—dy = Ay—, 2.132
/0 dy dy ( )
et que
dU AU  ur
— ~—=—1In(Ey" 2.133
on peut écrire :
Ay Ay Ay dU
/ pedy = Pdy = u?/ —dy
0 0 o dy
dU Uu uld
2 2 T T
UTAyaTy = uTAyA—y In(Ey") = — In (Ey;") (2.134)

On trouve bien la relation établie par Launder et Spalding. Disposant des termes de pro-
duction et de dissipation moyens il est ainsi possible d’intégrer numériquement 1’équation de
transport de I’énergie cinétique turbulente. Lors de la résolution de I’équation de transport de
la dissipation, cette derniére n’est pas résolue en proche paroi, mais prescrite au premier point
de calcul & sa valeur locale :

up
£, = —
p

KlYp

Modéle a deux couches et amélioration de Chieng-Launder

(2.135)

Il est évident que les hypothéses émises par Launder et Spalding sont sujettes & améliorations,
notamment pour la prise en compte de la sous couche visqueuse. Il est par exemple supposé que
la contrainte turbulente 7, = uv est constante et égale & 7, sur toute la hauteur de la premiére
cellule, ce qui est uniquement vrai dans la zone logarithmique. De maniére & prendre en compte
les effets visqueux, Chieng et Launder [Chieng 1980] se basérent sur la coexistence de deux zones
distinctes au sein de chaque cellule de proche paroi : une zone pleinement turbulente et une zone
visqueuse. L’épaisseur de la sous couche visqueuse y, est établie de telle sorte que le nombre de

Re, = Y2VEv (2.136)

v
soit constant et égal & 20. Par ailleurs 1’énergie cinétique turbulente est supposée suivre au sein
de chaque cellule de proche paroi le comportement suivant (on pourra se référer a la figure (2.10)

Reynolds défini par

pour la localisation schématique de yy, yp et yy) :

2
k:kv<y> si Yy <yy

Yu (2.137)
k=by+a si oy > Yy
avec
a=ky— k”_k”y,, et b= b (2.138)

Yn — Yp Yn — Yp
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FIGURE 2.10
Variation supposé des variables dans la premiére cellule de paroi. Modéle de
Chieng-Launder [Chieng 1980].

On notera le comportement quadratique bien connu adopté & la paroi. Ainsi, en combinant
I’équation précédente en y = g, avec I’équation (2.136), y, est déduit de la relation non-linéaire :

Yn — Yp v

kp = (Yp — o) =20 (2.139)

Une fois y, puis k, déterminé, il est possible de déterminer le frottement grace a la loi logarith-

mique :
we = 4/ key
gl =2 _
kU
e = g, = W (2.140)
L — ~n(Ey;) n(Hg)

Tw = PUTUE
La contrainte turbulente 7+ = wv varie linéairement en dehors de la sous couche visqueuse :
=0 si Yy <y

Yy (2.141)

Tt:Tw'i_(Tn_Tw)* si Y > Yo
Yn

Enfin, le taux de dissipation est déterminé par les équations :

2vk
€= V2v sty <y
Yy
03/4]{3/2 (2.142)
e= £ = si oy >y,
RY

Comme pour I'approche de Launder-Spalding, I'utilisation de quantités intégrées sur la pre-
miére cellule dans les termes sources des équations est avantageuse lors de l'utilisation de mé-
thodes type volumes finis. La production intégrale sur la premiére cellule peut alors s’écrire, en

Tt
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suivant le méme raisonnement :

— 1 1 (% d 1 [V d
P = y/dey — TtUdy—i-/ [Tw—F(Tn—Tw)yy:| —Udy

dy Yn n] dy
Yv 1 Yn  dU 1 [y y | dU
= — T, Tw—dy + — [ Tn — Tw ] —dy (2.143
/ Ydy yn - dy Yn Sy, ( ) nl dy ( )
12 I3

La contribution de la sous couche visqueuse (1) est identiquement nulle, la production étant
créée uniquement par la turbulence et le gradient de vitesse moyenne. On sépare alors l'intégrale
restante en deux parties (I et I3) :

Yn d
L= / de—Udy — 1 (Un — U,) (2.144)
v Yy

Dans la seconde moitié, on réécrit le gradient de vitesse avec la loi logarithmique :

Yn dU Yn U
Yy Yy T

I:/ [Tn—Tw ]dy = / [Tn—Tw ]d?/
’ v ( )yn dy ; ( )yn RY

_ =) <1 - y”) (2.145)

K Yn

De la méme maniére l’intégration du taux de dissipation ¢ le long de la premiére cellule donne :

o (- ) ) 1)

avec ¢; = 2.55. La constante \; dépend de ’énergie cinétique turbulente et de la variable a via

(2.146)

les relations :

si a>0

oot (VD
(VE: = a) (VE, + va)
2(—a)?/? [Atan <\/\/f:7;> — Atan (g)] si a<0

L’utilisation de ce modéle se révele plus efficace dans la prédiction des écoulements avec

(2.147)

Ae

séparation, impact ou recollement. Par ailleurs, les tests menés par Chieng et Launder suggérent
une dépendance moindre & la taille de maille en proche paroi sur la prédiction de 1’écoulement.
Malgré ces avancées, les auteurs révélent une sous estimation de 1'ordre de 20% du nombre de
Nusselt Nu sur les écoulements séparés.

Modification du modéle de Chieng-Launder

Pour des écoulements a 1’équilibre, les calculs DNS montrent que Re, = 20 correspond
environ a y* = 11.5, ce qui correspond au croisement des lois logarithmique et linéaire. C’est
donc une valeur de transition adaptée. Mais 'hypothése Re, = 20 n’est pas valable pour tous
les types d’écoulements. Johnson et Launder [Johnson 1982] ont montré que la prédiction des
transferts thermiques pouvait étre grandement améliorée en laissant ’épaisseur de la sous couche
visqueuse varier suivant la formule :
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Rey = — avec 7y =

(2.148)
avec ¢ = 3.1 et Reyyg = 20. ky, est extra-
polation linéaire & la paroi du comportement

linéaire en zone turbulente de k (illustré sur
la figure (2.11)). Les premiers résultats des au-

teurs sur un écoulement en présence de sépara- Fw [ hy k
tion montrent un accord raisonnable avec ’ex-

périence et une amélioration nette sur le modéle FIGURE 2.11

de Chieng-Launder. Schéma de la situation & la paroi.

Ciofalo et Collins [Ciofallo 1989] confirmérent plus tard I'importance vitale de la variabilité
d’épaisseur de la sous couche visqueuse pour les lois de parois lors d’écoulement en impact
ou avec séparation. Ils reliérent 1’épaisseur de cette sous-couche visqueuse non pas directe-
ment & k comme le préconisaient Johnson et Launder mais plutét & lintensité turbulente
locale k1/2 /U au point P. D’un point de vue numérique, leur approche est sans doute plus stable.

Amano [Amano 1984] affirma plus tard que la prescription, sous hypothése d’équilibre local,
de la valeur du taux de dissipation a € = kg/ 2 /c1yp dans la premiére cellule de proche paroi est
erronée. Il préconise un traitement de I’équation de transport du taux de dissipation similaire &
celui proposé par Chieng et Launder pour la production P. La production locale de k est écrite

P=r <6Z + av> : (2.149)

On notera l'introduction par Amano du terme 9V/0x, considéré comme constant et égal a la
valeur au point P. Il est ainsi possible de calculer :

o A EN_ L[ Vyta yl(oU oV
PE = (CEIEP> = y: . 0517 |:7'w + (Tn —Tw)yn:| <8y + ax> dy (2150)

Le terme source de dissipation du taux de dissipation est plus délicat & calculer. N’étant pas nul
comme FP; entre 0 et y,, il s’écrit :
62 1 Yn 52

E=Cat=—

—d 2.151
k Yn Jo E2k Y < )

Avec le profil employé dans I'approche de Chieng-Launder, le terme £2/k n’est pas intégrable
entre 0 et y,. Amano propose alors d’estimer sa valeur en supposant :

1 /y“ ky
— kdy = — 2.152
s 3 (2.152)

De cette maniére il est possible d’intégrer la contribution de la sous-couche visqueuse de la fagon

1 [v g2 12 [ ky \?
- ~dy=C 2.153
Yv Jo = k Y = YoYn <R€v> ( )

suivante :
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Soit finalement,

2 12 [ ky 1 v by+
==, ) =, +/ Ol ™ %y (2.154)
k Yoln \ Rey Yn Jy, ay

Extension a 3 couches du modéle de Chieng-Launder

Amano et al. [Amano 1984] proposa d’étendre le modeéle de Chieng Launder en réduisant la taille
de la sous couche-visqueuse et en intégrant une zone tampon comme décrit sur la figure (2.12).

Yn~

Yo~ |2

Lk, Lk |
v ' Kb k €

FIGURE 2.12
Schéma de la situation & la paroi. Modéle d’Amano.

Les profils analytiques au travers de ces 3 couches sont alors donnés par les relations :

=0 si oy <y

3
n=n<i> sty >Y > Yy (2.155)

Tt:Tw—F(Tn—Tw)i si Yy > Yy
Yn

Le taux de dissipation est donné par les équations :

2vk, .
E = y2 S1 y < yy
v
2.1
02/4]-(73/2 ) ( 56)
e=——— s8i y>uy,
KY
Enfin, k£ décrit le profil suivant :
y 2
k =k, <> S1 oy <Yy
Yo
k= kbyﬂ si yp > Y > Yo (2.157)
b



42 Chapitre 2. Bibliograhie - Modélisation RANS des écoulements

Les termes sources sont alors calculés par intégration comme dans les approches précé-
dentes. Pour les calculs détaillés, le lecteur pourra se référer & [Amano 1984|. Malgré une légére
amélioration par rapport au modéle & deux couches, Amano aboutit a la conclusion que ’ajout
d’une couche supplémentaire n’avait pas un bénéfice suffisant, au regard de I'effort d’intégration
numérique nécessaire.

Version dite « standard »

Bien qu’évoluées, les lois de parois décrites dans la section précédente restent trés peu utili-
sées. Une version de ces lois a deux couches dite « standard » [lacovides 2012| ou « conventio-
nelle » [Craft 2002| par certains auteurs est souvent utilisée dans la littérature mais ne fait, a la
connaissance de ’auteur, ’objet d’aucune publication de référence. L’épaisseur de la sous-couche
visqueuse ¥y, est établie de telle sorte que le nombre de Reynolds défini par

/R
Re, = 2V (2.158)

v

soit constant et égal & 20, soit y,, = 20v/4/k,. On notera que le nombre de Reynolds Re, n’est
non plus estimé & I'aide I'énergie cinétique turbulente en ¥, mais en y,. Au sein de chaque zone,
on suppose une variation prédéfinie des variables k, € et 7.

Yn—————————— |~~~ i

FIGURE 2.13
Variation supposée des variables dans la premiére cellule de paroi. Modéle « standard ».

La contrainte turbulente est supposée nulle dans la sous couche visqueuse, et constante en
dehors :

7w=0 si <
' LU (2.159)
Tt =Tw Sl Y > Yy
Le taux de dissipation est donné par les équations :
2vk, .
e= 2 sy <Yy
v
o3/443)? (2.160)
w Fp .
e=—"——"— s8I Y>1y

Ky

Tt
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Enfin, k reste constant et égal a k, au dessus de y,, mais observe un comportement quadratique
en dessous :

2
Yy .
k: - k - < v
8 <yp> Tysy (2.161)

k=kp, Si Y > Yy

La prise de k et 7 constants au dessus de la sous-couche visqueuse n’a pas de justification &
proprement parler. On observe cependant qu’elle rend les calculs non dépendants de la valeur des
variables en y,, (contrairement, par exemple, aux expressions (2.143) et (2.146) dans l’approche
de Chieng-Launder). C’est sans doute cet aspect, ayant des impacts sur la stabilité numérique
sur maillage quelconque, qui a influencé ce choix. Suivant la méthodologie de Launder-Spalding,
il est ainsi possible de calculer :

s v 1 (v o,
P=— dy = — Tt—dy+ Tw—dy (2.162)
Yn Jo Yn Sy, RY

= YTy (2”‘) (2.163)

RYn Yu

ainsi que

1 [ v 2 k: 1 [ CpES?
g = / edy = / Y / C“ipdy (2.164)
Yn Yn Jy,  KY
o L ( 3]
=P |2 4 " p 2.165
Yn Rev C Yo ( )

oll, pour mémoire, ¢; est la constante définie par ¢; = /4,/02/4 ~ 2.55.
Lois de paroi UMIST-A

Les lois de paroi UMIST-A développées par Craft et al. [Craft 2002] bien plus tard sont une
tentative de généralisation des lois décrites précédemment. Arguant que toutes les lois de paroi
existantes se basent sur la loi logarithmique, et que la plupart des situations complexes font
intervenir des phénoménes bien plus complexes (séparation, recollement, flottabilité,...) ils font
I’hypothése de variation suivante sur la viscosité turbulente v :

vy =0 si <
‘ Ly (2.166)
= (y - yv) S Y > Yy

avec up = C’}L/élw/k:p.
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Yn

Yvu

FiGURE 2.14

Variation supposée de la viscosité turbulente au sein de la premiére cellule. Modéle
« UMIST-A ».

Ainsi, une loi de paroi sur la vitesse est obtenue en intégrant 1’équation suivante, forme
simplifiée de ’équation de quantité de mouvement suivant x :

0 ou
ay |:(l/ + 1) 8y] =C (2.167)
e ou 10P
C = U@? + 567 (2.168)

considéré comme constant sur la cellule et égal & la valeur calculée au point P. On entrevoit
immédiatement la force de cette approche. Lorsque le terme C' est nul comme dans les approches
dérivées du modéle de Chieng-Launder, on retombe sur la loi logarithmique en zone pleinement
turbulente, alors que lorsque ces termes ne sont pas nuls, I'intégration donne une loi analytique
plus compliquée :

e Siy* <y,
C
vU = Ay*™ + Ey*Q (2.169)
o Siy* >y,
C ., CA\ o A . . c(Yo 1
I/U—E?/ —ﬁln(Y )—i—aln(Y ) + Ay, + Cyg (2 a) (2.170)

avec y* = y+/kp/v, a = cic, et les relations suivantes :

*2
Un—C (Lun— ) + % = Iam(vy)

A=
yi + 2 n (V)

A=1-ay,
Y =1+ aly - )

Cette loi, en la différenciant en y = 0, permet ainsi de prescrire le frottement 7,,. De méme
que dans les approches précédentes, ’équation de transport de k est résolue au sein de la premiére
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5
FIGURE 2.15
Variation supposée de € dans la premiére cellule de paroi. Modéle « standard » et modéle
UMIST-A.

cellule avec la prescription des termes sources moyen de production (P) et de dissipation ().
La modélisation du taux de dissipation est cependant modifiée. En effet, les observations faites
a partir de données DNS et expérimentales montrent clairement que le maximum de dissipation
est localisé a la paroi. Or, dans tous les modéles précédents, il n’y pas de continuité dans la
modélisation de la dissipation et la valeur de proche paroi est inférieure a celle au centre de la
cellule P (figure (2.15a)). Ainsi, afin d’assurer la continuité, on définit le point y4 tel que :

3/2
k 2vk
> _ (2.171)
C1Yd Ya
Cette derniére équation ameéne & définir y4 de telle sorte que :
VK
Reg=22V"" 90 — 51 (2.172)
v

La valeur obtenue, illustrée sur la figure (2.15b), est 4 fois inférieure a y,,. Il est ainsi possible de
définir la dissipation moyenne :

1 [ 32 [ 2 1. [y
= — edy=-"L—|— 4+ =1In <”)] 2.173
Yn Jo Y Yn Red < )

o]

De la méme maniére, le terme de production moyen est calculé par :

1 [un <dU>2 1 (% <dU>2 1 /yn <dU>2
— vl — | dy=— V| — ) +— vl — | dy 2.174
un Jo "\ dy un Jo \dy) Tyalt,, " \dy (2.174)

=0

ol
Il

ot dU/dy est la loi analytique issue de l'intégration de 'équation (2.167). Etant donné la
complexité analytique que peut atteindre une telle expression, les auteurs recommandent pour
ce terme une intégration numérique. Craft et al. rapportent avec cette approche couplée a un
modéle k- des résultats nettement supérieurs aux lois de paroi dites « standards » et proches
des calculs Bas-Reynolds sur des cas complexes incluant de la flottabilité.
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Extensions des lois UMIST-A

Les hypothéses intervenant dans le modéle UMIST-A sont moins restrictives que dans la
plupart des modéles de paroi conventionnels. Il est donc possible d’y introduire des termes
permettant d’étendre davantage son domaine de validité. Ces extensions incluent :

— Prise en compte des effets de relaminarisation par modification du taux de dissipation :

Enew = Fag (2175)

ol F; est une fonction analytique dépendant de la contrainte turbulente locale. On pourra
consulter |Craft 2002| pour plus de détails sur cet aspect,

— Variation de viscosité avec la température,

— Effets de flottabilité,

— Extension de la démarche & la thermique et introduction de modifications pour les

nombres de Prandtl élevés,

— Extensions aux surfaces rugueuses.

Ces modifications rendent les équations analytiques bien plus complexes, mais semblent
étre d'un effet non négligeable sur les résultats obtenus par Craft et al. Plus tard, Suga et
al. [Suga 2013] proposérent plusieurs modifications a ces lois de parois notamment par l'intro-
duction de fonctions d’amortissement dans le calcul du profil analytique de ;. Ces améliorations
semblent fournir des résultats légérement meilleurs sur un cas de jet impactant, cas sur lequel
le modéle a été calibré.

2.5.4.7 Et pour les modéles du second ordre ?

Alors que la littérature est abondante et assez précise sur le traitement de la paroi en présence
de modéles & viscosité turbulente, il est extrémement difficile de trouver des publications de
référence sur le traitement des tensions de Reynolds lors de I'utilisation de modéles du second

ordre.

Lois standards

La stratégie la plus simple et la plus courante (on pourra en trouver une description
dans [Tacovides 2012]) consiste a résoudre les équations de transports des tensions de Reynolds
au sein de chaque cellule de proche paroi, en imposant une diffusion nulle & la paroi :

8Rij
dy

=0 (2.176)

w

Les termes de production et de dissipation sont bien souvent issus de la lignée des modéles k-¢
avec par exemple :

Py =2P;, Pyp=P3=0 (2.177)
et
2
=82 =83 =3¢ (2.178)

ol P et &, peuvent étre estimées avec un modéle de loi de paroi issu des développements de
la section précédente. Un choix relativement similaire est adopté au sein du code de calcul
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Code_ Saturne |Archambeau 2004]. On notera cependant que le choix est fait pour les termes P,
et € de ne pas utiliser les valeurs moyennes mais les grandeurs locales au point de paroi considéré.
Tacovides et al. [lacovides 2013] soulignérent par ailleurs le caractére limité de ce dernier type
d’approche dans le cas de I’écoulement au travers de tubes alignés.

Lois avec prescription de ’anisotropie

Il existe cependant une stratégie complétement différente pour la détermination de lois de pa-
roi pour les modeéles du second ordre. Les différentes données DNS de canal disponibles montrent
en effet que les composantes du tenseur d’anisotropie définies par la relation :

. Rij 1

P 2.1
bis 2k 3 (2.179)

restent relativement constantes au sein de la zone logarithmique. Certaines stratégies tirent
ainsi parti de cette propriété pour directement fixer une valeur d’anisotropie tabulée a ’avance.
Pope [Pope 2000] suggére par exemple les valeurs suivantes pour ’anisotropie en zone logarith-
mique pour une couche limite pleinement développée :

by | b | bss | bio
0.517 | -0.313 | -0.204 | -0.058

Une équation supplémentaire sur I’énergie cinétique turbulente k est ensuite résolue de maniére
a pouvoir calculer les tensions de Reynolds issues de ces valeurs d’anisotropie :

Dk 0

Les traitements développés précédemment pour les modéles de type k- (Chieng-Launder,
Amano,...) peuvent de cette maniére étre appliqués a cette nouvelle équation sur k. Les condi-
tions aux limites pour les tensions de Reynolds sont calculées & partir des relations suivantes :

( 1
311=2k<511—3>

Rog = 2k (by —
922 = 22 = 3

1
R33 = 2k (b33 — 3)

Ris = -7y

et sont ensuite explicitement prescrites au premier point de calcul P. On notera qu’on prescrit une
valeur pour Ri2 égale au frottement total (on néglige le frottement visqueux, voir équation 2.84).
Les valeurs utilisées pour ’anisotropie sont fortement dépendantes des auteurs ainsi que du
modéle. Ainsi, on trouve dans le guide utilisateur du code commercial Fluent [Fluent 2013] :

b | b | bss
0.216 | -0.210 | -0.006
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Lors de la résolution de ’équation de transport sur le taux de dissipation €, la valeur locale
issue de

ep = —& (2.181)

est explicitement prescrite au premier point de calcul P comme dans les approches précédentes.

2.5.5 Lois de paroi adaptatives

La plupart des maillages industriels, pour des raisons de coiits, restent encore aujourd’hui
inaccessibles aux modéles Bas-Reynolds. Mais il est parfois trés difficile de maitriser pleinement
le processus de maillage pour l'ingénieur et comme on I’a vu dans le chapitre 1 il n’est pas
rare que le maillage ne satisfasse pas aux contraintes imposées par le modéle. Les premiers
points de calcul, se situant bien souvent en zone tampon (5 < y* < 30 pour les écoulements
de couche limite), rendent ainsi inapplicables les modeéles Haut (loi de parois) et Bas-Reynolds
(intégration de la couche limite). Les approches adaptatives sont une tentative de réponse a
cette problématique. La ou les approches conventionnelles (type Chieng-Launder) divisent la
cellule de proche paroi en plusieurs couches, les modéles adaptatifs proposent une pondération
entre les comportements de proche paroi et pleinement turbulent en utilisant des fonctions de
pondération assurant une transition continue pour différentes variables & travers la premiére
cellule, et cela méme si le centre de la cellule est situé en zone tampon.

2.5.5.1 Travaux sur la thermique de Kader

De maniére a lier de maniére continue, indépendamment de la localisation du premier
point de calcul et du nombre de Prandtl, la température et le flux thermique a la paroi, Ka-
der [Kader 1981] fut I'un des premier a tenter de construire une loi continue (ici sur pour la
variable température 6).

0% =Pry*exp(-T) + [2.12In(1 + yT) + B(Pr)] exp(—1/T) (2.182)
avec A
01 (Pry*
r— 201 (Pry7) (2.183)
14 5Pr’yt

et la définition suivante pour les flux et température adimensionnés :

Ty —T
@ et T, dw

ot = =
T pCpur

(2.184)

ou Ty, et g, sont la température et le flux a la paroi, respectivement et C), la capacité thermique
du fluide considéré. Cette loi se montre en trés bonne adéquation avec divers résultats expéri-
mentaux pour un nombre de Prandtl variant sur un large intervalle (Pr e [6.10_3,40.103]) et
est encore aujourd’hui largement utilisée.

L’extension de cette loi & la dynamique a été bien plus tardive. On pourra se référer a la
section 2.5.5.5 pour les détails de cette application.
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2.5.5.2 Esch et Menter

La premiére tentative d’application de loi continue pour la dynamique fut introduite par Esch
et Menter [Esch 2003a] pour modéle k-w-SST. De maniére & assurer une transition continue du
modéle de la zone pleinement turbulente a la zone visqueuse de proche paroi, et & mesure que
la cellule de proche paroi est raffinée, les conditions aux limites suivantes, fonctions de 3™, sont
exprimées pour w :

wly™) = Juli ) + By () (2.185)
avec
= 0 _ 2.186
Wyis = 0.0755°2 et wipg = 03ry+ (2.186)
Une formulation similaire est fournie pour décrire le frottement a la paroi :
Uy = il/(ugis)ll + (u%rOg)ﬁl (2187)
avec U -
vis = 2P ot ylod = TP 2.188
Ty N T mmyh) (2.188)

On dispose ainsi de conditions aux limites indépendamment de la localisation du premier point de
calcul. Cette tentative semble alors fournir de bons résultats sur un grand nombre de physiques
et de cas tests [Esch 2003b| mais reste a la connaissance de l'auteur peu utilisée, du fait qu’elle
n’offre aucune justification physique autre qu’offrir les bons comportements limitants.

2.5.5.3 Lois de paroi de type « scalable »

Les lois de pondération précédentes ne s’appliquant qu’au modéle k-w-SST, Esch et Men-
ter [Esch 2003a] exposent également une stratégie permettant Papplication de modéles Haut-
Reynolds sur des maillages de type Bas-Reynolds. Cette approche est dite « scalable wall func-
tion ». Cette appellation est cependant trompeuse puisqu’il ne s’agit pas vraiment d’une loi
adaptative au sens ol ’entend cette section mais plutét d’une limitation sur la vitesse per-
mettant d’éviter les écueils liés & I'utilisation d’un maillage excessivement raffiné. La vitesse de
frottement est alors déterminée par la relation

Uyp = M:E[/;QI;) avec 7 = max (y+,y;m) (2.189)
ol leZrm est la valeur pour laquelle se croisent les lois linéaire et logarithmique. Tout se passe
donc comme si on empéchait le modéle de tomber dans la zone logarithmique, en renvoyant
toujours une vitesse de frottement correspondant & la borne inférieure de la zone logarithmique
Ut (Yghm)):

Cette approche, tres utilisée, permet de diminuer la sensibilité au maillage lors de I'utilisation
de maillage non adapté au modéle et d’éviter de faire diverger le calcul. Elle est toutefois a utiliser
avec précaution : c’est un artefact permettant d’utiliser un modéle sur un maillage présentant

des zones plus raffinées mais en aucun cas cette approche ne convergera vers une approche
Bas-Reynolds.
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FIGURE 2.16 — Variation de dk™/dy*, données DNS a Re, = 950 de Hoyas et Jime-
nez [Hoyas 2006].

2.5.5.4 Tables de Kalitzin et al.

Les travaux fondateurs de Kalitzin et al. [Kalitzin 2004] posérent les bases de la modélisation
adaptative des lois de paroi. Partant de la constatation que le critére de localisation en zone
logarithmique est trop sévére pour beaucoup de maillages industriels, Kalitzin et al. identifient
comme particulierement importante la modélisation de la zone tampon intermédiaire, zone dans
laquelle le modeéle de Esch et Menter ne donne que des résultats approximatifs. Comme cela a
été exposé dans la section précédente, il est d’usage dans les lois de paroi de modéliser finement
les termes de production et de dissipation de I’équation de I’énergie cinétique turbulente, tout
en laissant le terme de diffusion libre. Kalitzin et al. remettent en cause cette hypothése souvent
formulée lors de 1'utilisation de lois de paroi, & savoir 'utilisation de la condition & la limite :

ok
e 0 (2.190)
aux parois. Cette hypothése n’est en réalité vraie que dans la sous-couche visqueuse ainsi que dans
la zone logarithmique, comme en témoigne la figure (2.16). Ainsi, si une loi de paroi doit avoir
pour ambition de modéliser finement les phénomeénes ayant lieu en zone tampon, il est nécessaire
pour les auteurs de s’affranchir de cette hypothése. Pour ce faire, des solutions analytiques ou
pré-intégrées de plusieurs modéles couramment utilisés dans la littérature sont transcrites sous
forme de tables :

Spalart-Almaras k-w-SST v — f
y-i- V;— L+ wT K+ et f—i— 2
0.1 0.041 0.12 |1 0.02 1 0.14 | 0.25 | 0.8 | 0.06

0.2
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A chaque pas de temps, et pour chaque cellule de proche paroi, on utilise les valeurs locales
de U, et y, pour calculer la distance adimensionnelle y;' ainsi que la vitesse de frottement
correspondante u,. Cette étape est réalisée a I'aide d’une loi continue sur la vitesse (loi de
Spalding, équation (2.117)) de maniére & pouvoir directement calculer :

ypU,
Rey = =5 =y U (y;) = F(y,)
y; = Fﬁl(Rey)
On tabule alors dans ce cas directement la fonction F~!. Pour chaque variable et suivant le
modéle utilisé on vient ensuite regarder la table et trouver les valeurs correspondantes. Ces

grandeurs sont ensuite dimensionnées a l’aide de ’échelle interne . et utilisées comme conditions
explicites (de type Dirichlet) a la limite. Dans le cas du modéle k-w, on aura par exemple :

kp = uszr(y;f)
Wp = uszr(y;r)/V

Cette stratégie fut appliquée avec succes a la simulation d’un canal et d’une bulle de recircu-
lation mais souffre de plusieurs lacunes qui ont fait 'objet de plusieurs tentatives de corrections
par la suite (voir par exemple le paragraphe 2.5.5.6).

Calcul de la vitesse de frottement
ﬁ*(y;f ) = U5 Juy ,

{ Yy = Yplir /v B

~ — Quantité de mouvement ~
Reésolution des équations de transport
a l'instant n

\ J

— FEnergie cinétique turbulente k ~—

. Y
y* k*+ wt Résolution de ’équation de transport

8% 88411 gg % =P, - Cuwk+ Dy, aveck=k,enP

E Yy — (25 4.1 06) i ) ’
L_::::::::::::::::':':':::::::::::::::::':':'::::::J — Dissipation spécifique w \
... puis mise & dimension ‘ Reésolution de I’équation de transport
§~w=u3-k+etww=U3-w+/V %L;:owﬂw2+Dw avec w = wy, en P

FIGURE 2.17 — Algortihme de paroi de Kalitzin et al. [Kalitzin 2004] pour un modéle k-w.
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FIGURE 2.18 — Lois analytiques de Popovac et Hanjali¢ pour la vitesse, la production et la
dissipation calculées a priori & partir des données DNS de Hoyas et Jimenez [Hoyas 2006]

2.5.5.5 Modéle de Popovac et Hanjalié¢

Popovac et Hanjali¢ [Popovac 2007] reprennent les idées de Esch et Menter mais s’af-
franchissent de la pondération quadratique ou en puissance quatre. Ils ont I'idée originale de
se servir d'une fonction introduite par Kader [Kader 1981] comme fonction de pondération
et introduisent également une pondération sur les termes sources de ’équation de 1’énergie
cinétique turbulente. Ce modéle de paroi est associé dans Darticle original au modéle de
turbulence (-f |[Hanjalic 2004| (dont une description détaillée est donnée au paragraphe 2.3.2).
Le schéma (2.20) résume cette approche.

Popovac et Hanjali¢ partent de la constatation que la fonction introduite par Kader pour la
thermique fournit d’excellents résultats lorsqu’elle est appliquée a la dynamique. Ils définissent
ainsi une loi continue sur la vitesse, dont une illustration pourra étre trouvée sur la figure (2.18),
définie par la relation :

Ut =y exp(-T) + [i ln(Ey+)] exp(—1/T)

0.01yt*
r— y

— 2.191
1+ 5y* ( )

La distance adimensionnelle & la paroi y* est calculée & partir de I’échelle de vitesse basée sur
1/4
k (up = CY*\/Ry) -
oy
yt = “u N pYp (2.192)
v

Il est & noter que cette évaluation ne tient pas compte du fait que k varie lorsque 'on sort de
la zone logarithmique. De ce fait, ’échelle u; définie par C’}/ 4, /kp n’est plus adaptée. Mais ceci
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ne semble pas perturber les résultats des auteurs car la valeur de y™ n’apparait en proche paroi

que dans la loi de vitesse. Le frottement & la paroi est donc déterminé par le systéme :

Theory —e—

14 - Popovac & Hanjalic .
Esch & Menter

1.3 | -

1.2 Normalisation avec u
1.1
]_ OO R R e R S R O D D S e R SR e S S S S R0
0.9 _
0.8 | . \‘ | \‘ | . \‘ | \‘ | T |
0 20 40 60 80 100
y+

FIGURE 2.19 — Estimation a prior: de 7,

( we=CY Nk

y* = ypur/v
Up/ur = U*(y") (2.193)
1/4
= S Uy
v TR TR

La figure (2.19) fournit une évaluation a
priori du frottement & la paroi obtenu par la loi
de Popovac et Hanjali¢ avec d’une part ’adi-
mensionnement de y* par u, (trait plein) et
d’autre part ’adimensionnement de y™ par uy
(trait pointillé, équations (2.193)). Ces résul-
tats sont comparés avec la loi de Esch et Men-
ter (voir paragraphe 2.5.5.2). Malgré une erreur
d’environ 20% en zone tampon, la supériorité
de la loi de Popovac et Hanjali¢ se voit claire-
ment en zone logarithmique : dés le début de la
zone logarithmique, on observe une prédiction
du frottement correcte.

On notera également que 'utilisation de la
seconde échelle de vitesse up détériore la pré-
diction du frottement dans tous les cas. C’est

cependant une condition indispensable pour la simulation d’écoulements complexes comme sou-

ligné au paragraphe 2.5.4.5.

Traitement des grandeurs turbulentes

La pondération de I’équation (2.191) est appliquée a toutes les grandeurs de I’écoulement qui

nécessitent une loi. L’équation de I'énergie cinétique est ainsi résolue a l'aide d’une pondération

sur ses termes sources, définies de la maniére suivante :

P = P"#exp(—T) 4+ P9 exp(—1/T)

e = " exp(—T.) + &' exp(—1/T.)

(2.194)

avec les expressions de proche paroi et zone logarithmique suivantes :

2
Pvis =y <8[]>
o/,

3
Uk

RYp

Plog _

_ 2vky

Yy

VLS
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Calcul de la vitesse de frottement
-
= 7 e

{ Yy = Ypur/v uj,

T 1T

Ut (yy) = U8 Juy

— Quantité de mouvement N
. Résolution des équations de transport
Tw = PUrUE <1
a l'instant n
— Parametre f Y \
Résolution de ’équation elliptique
—2u(,
LPV2f — f=5; avee floa = —a2
\ yp
— Variable ¢ Y \
Reésolution de I’équation de transport
Calcul des quantités D¢ C— ¢
) F:f7EP+DC aVeCai =
P = PV exp(—T) + P9 exp(—1/T) | De Ylwall )
e =e"exp(—TI) + &% exp(—1/T) — Energie cinétique turbulente k ————
. Résolution de I’équation de transport
= évaluation de P et Dt — ok
— =P -4 Dy, avec — =0
L Dt 8:[/ wall )
~ — Dissipation € y \
Calcul de la valeur Reésolution de I’équation de transport
_ i _ log _ De
gw =" exp(=I") + e exp(—1/T) D = e — €+ De avec € = g, en P
. v

FIGURE 2.20 — Algorithme de Popovac et Hanjali¢ [Popovac 2007] pour le modéle ¢-f.

On notera l'introduction de la fonction I'. définie par :
0.001y™
.= —"

1+yt

qui, selon les auteurs, permet d’obtenir une meilleure approximation de la dissipation. Une

(2.195)

illustration a priori de ces deux lois de comportement continues est donnée sur la figure (2.18).

Comme il est d’usage, Popovac et Hanjali¢ utilisent non pas les valeurs locales mais les
valeurs moyennes de la production et de la dissipation comme terme source de I’équation de
I’énergie cinétique turbulence k :

— 1 (Y 1 (Y
P = / Pdy, = / edy (2.196)
YJo YJo
Ces termes sources sont couplés a la condition suivante pour k :
ok
=0 (2.197)

o =
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La dissipation est quant a elle fixée au point P grace a la relation (2.194) et I’équation de
transport sur la variable ¢ est résolue de la méme maniére que celle de k. La résolution de
I’équation elliptique sur le paramétre f reste inchangée étant donné la difficulté de créer une
pondération pour cette variable, sans conséquences sur les résultats selon les auteurs.

Approfondissements

Basara |Basara 2006| trouva sur beaucoup de cas de meilleurs résultats en modifiant la

pondération de la dissipation suivant I’expression suivante :

3
Ui (2.198)

e=(1-a)e" + a9 avec a=—k_
KYp P

ou Py est donné par 'expression (2.194). Malgré ces modifications, la modélisation de £ dans
la zone tampon souffre d’une large erreur (figure (2.21)). Popovac et Hanjali¢ suggérérent de
modifier cette pondération en manipulant les coefficients de la fonction de pondération. Cette
solution ne convint pas & Rahman et Siikonen qui proposérent d’améliorer la pondération utilisée

sur la dissipation € [Rahman 2012] en la remplagant par I’expression :

3/2
, R
5:(1—a)€vls—|—afp€lf’g avec fp: tanh (VC’M Rey ) (2199)
€T
oit Rey = k%/ve et Re, = yVk/v.
0.4 \\\\\\\\\‘\\\\\\\\\ \\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\
DNS —e—
0.35 ,’\\\ Popovac & Hanjalic B
03 L ! \ Basara ----- _
i Y Rahman & Siikonen -------
025 ¢ |
1
+, 0.2 :'
]
0.15
0.1
0.05
0 \\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\
0 20 40 60 80 100
y+

FIGURE 2.21 — Estimation a priori de e™, comparaison aux données DNS & Re, = 950 de Hoyas
et Jimenez [Hoyas 2006].

2.5.5.6 Approche de Billard et al.

L’approche de Billard et al. [Billard 2015| s’inscrit dans la lignée des travaux de Popovac et
Hanjalic [Popovac 2007] puisque la stratégie reste globalement identique :
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— Se servir d’'une loi continue sur U' de maniére & prescrire le frottement & la paroi,

— Proposer une loi continue sur la production P et la dissipation turbulente £ de maniére
a intégrer I’équation de k avec une condition de Neumann homogéne sur les faces des
cellules de proche paroi,

— Proposer des lois continues pour les autres variables intervenant dans le modéle.

Ce modéle de paroi est associé dans l'article original au modéle de turbulence Bl-v%-k (dont
une description détaillée est donnée au paragraphe 2.3.2).

Traitement de la vitesse

L’utilisation de I’échelle de vitesse up = C’}/ 4k nest utilisable qu’en zone logarithmique. En
effet, si ’on se rapproche de la paroi, I’énergie cinétique varie fortement et il n’est plus possible
d’utiliser cette échelle. Le systéme suivant, utilisé dans 'approche de Popovac et Hanjali¢ est
donc mis en défaut :

w = CY/ky
y+ = ypuk/l/
Up/ur = U™ (y™)

Tw = PUrUf

et ne permet pas d’obtenir des résultats satisfaisants si on sort de la zone logarithmique. L’esti-
mation de la distance adimensionelle ¥ n’est en effet plus bonne, et ce quand bien méme une loi
continue sur U™ est adoptée. Popovac et Hanjali¢ se sont affranchis de cette difficulté en évitant
au maximum de se servir de la distance & la paroi y*. Mais Billard et al. proposent quant &
eux une méthode astucieuse, permettant de s’affranchir de cette problématique en mimant la
méthode couramment employée pour déterminer la vitesse de frottement u, a I’aide de la loi sur
U™. On définit ainsi le systéme :

k
2 P
U )
= yur/v

ot k™ est une loi analytique fonction de y*. Lorsque 1'on se trouve en Haut-Reynolds, k™ dégénére
alors vers son comportement logarithmique k* = C), /2 6t on retrouve ainsi I'échelle de vitesse

classique ug = 0/1/4\/161,.

Traitement des grandeurs turbulentes

Toutes les autres grandeurs turbulentes de I’écoulement (production P, dissipation e, pa-
ramétre de pondération a,...) sont issues de solutions préintégrées des équations simplifiées du
modéle ainsi que d’interpolation par spline cubique de Hermite.

Il est intéressant de noter que Billard et al. ont fait le choix de n’utiliser que des grandeurs
locales et non des grandeurs intégrées comme le suggére la littérature.
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F1GURE 2.22 — Lois de Billard et al. pour la vitesse, la production et la dissipation comparées
aux données DNS & Re, = 950 de Hoyas et Jimenez [Hoyas 2006] et au modéle Bl-v2-k.

2.5.5.7 UMIST-N

Une approche totalement différente des approches précédentes fut développée par Craft et
al. [Craft 2004]. Le but de ces lois de parois est similaire a celui des lois de paroi de type
analytique : dégager le frottement a la paroi (7,,) ainsi que les différents termes sources et puits
moyens des équations des grandeurs turbulentes (telles que production moyenne Py, dissipation
moyenne g,... ). Alors que les lois adaptatives de parois standards supposent des variations
prédéfinies pour chaque variable au sein de chaque cellule de proche paroi (comme U™, £kt ou
encore P et €T), les lois de parois UMIST-N permettent d’obtenir ces profils par la résolution
d’équations de transport simplifiées, de type couche limite, en utilisant une grille fine similaire
a celle employée pour un modéle Bas-Reynolds, embarquée dans chaque cellule de proche paroi
(voir le schéma (2.23)). Ainsi, sur chaque cellule de proche paroi, on fait ’hypothése que la
diffusion tangentielle est négligeable devant la diffusion normale a la paroi et on résout de
maniére découplée des équations de transport du type :

0¢ 0¢ 0 0¢
U% + Va—y = oy (Fay) + Sy (2.200)
ou ¢ représente U, k, € ou toute autre variable du modéle. Seule une équation de transport sur la
quantité de mouvement tangentielle (équation sur U) est résolue. On fait en effet la supposition
que le gradient de pression est constant sur ’ensemble de la cellule et égal & :
o°P  P.— Py
dx Ge—u

C’est 1a toute la force de la méthode : on s’affranchit de I'étape cotiteuse en temps de calcul de

(2.201)

la résolution multidimensionnelle d’une équation de Poisson pour la pression. La vitesse normale
V est déduite par continuité :

oU oV oU

el Viy) = [ Fody (2.202)
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N o Condition & la limite
pour la grille fine, interpolée
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Valeur pour le calcul
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FIGURE 2.23 — Schéma de la situation dans une cellule de proche paroi lors de I'utilisation des
lois de paroi UMIST-N

Les conditions aux limites des équations monodimensionnelles sont les conditions aux limites
naturelles du modéle au niveau de la paroi. Les conditions aux limites au niveau de la face de
calcul nord (n) sont déduites par interpolation linéaire des cellules avoisinantes :

¢n = %(qbp + éN) (2.203)

Cette stratégie s’avére particuliérement efficace sur les cas de jets impactants testés par Craft
et al. et donnent des résultats spectaculaires en comparaison des lois standards, et ce tout en
gardant un colit de calcul extrémement faible par rapport aux approches Bas-Reynolds.

Cependant, Chedevergne [Chedevergne 2010] mit en avant la grande difficulté de traitement
des maillages non structurés 3D avec 'utilisation d’une telle méthode. En effet, il devient trés
difficile alors de calculer localement les termes convectifs tangentiels. Les auteurs proposérent
alors de résoudre, sur le méme principe, des équations affranchies de tout phénomeéne convectif.

2.6 Conclusion du chapitre

La modélisation de la paroi pour les modéles du premier ordre a continuellement évolué
depuis les travaux de Bradshaw et al. [Bradshaw 1967] améliorant de maniére conséquente les
résultats de simulation sur physiques complexes [Craft 2002] mais atteignant parfois un niveau
de complexité et d’implémentation considérable [Amano 1984].

L’introduction de la notion d’adaptativité connait depuis les travaux de Kalitzin et
al. [Kalitzin 2004] un essor considérable et permet de répondre a une problématique industrielle
importante : I'impossibilité de la maitrise totale du processus de maillage.

La littérature est en revanche beaucoup moins riche concernant les lois de paroi pour les
modéles du second ordre, et on ne sait parfois pas réellement ce qui est fait au premier point
de paroi. Pourtant, ces modéles sont trés précieux pour l'industrie car ce sont bien souvent
les seuls capables de reproduire certaines physiques complexes [Benhamadouche 2014a]. Suivant
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les traces des approches adaptatives de Hanjali¢ et Popovac [Popovac 2007] puis Billard et
al. [Billard 2015], le chapitre suivant introduit la notion de lois de paroi adaptatives pour le
modéle EB-RSM. Celle-ci se base sur une approche originale permettant la bonne maitrise de la
fagon dont sont traitées les grandeurs turbulentes en proche paroi.

L’adaptation de I’approche UMIST-N [Craft 2004] pour les modéles du second ordre est
également investiguée.
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Ce chapitre est dédié a la présentation de différentes approches pour le traitement adaptatif
des parois : une premiére méthode est fondée sur des lois analytiques continues, une seconde

s’attache & la résolution d’équations 1D au sein de la couche limite.

3.1 Motivations et Objectifs

Comme I’a montré le chapitre précédent, les lois de paroi adaptatives font 'objet de dé-
veloppements importants depuis quelques années. Malgré cela, aucune approche de la sorte

n’a encore été proposée pour les modéles du second ordre. Ces modéles sont pourtant ca-

pables de reproduire avec précision des physiques parfois inaccessibles aux modéles du premier
ordre [Benhamadouche 2014a|. Le modéle EB-RSM (dont une description est donnée au para-
graphe 2.4.2.1) est un modéle du second ordre ayant montré de trés bons résultats et ce méme
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lors d’écoulements complexes (voir par exemple dans [Manceau 2014|, écoulement impactant sur
un disque en rotation).

On s’attache ainsi dans ce qui suit & développer des lois de paroi adaptatives originales pour
le modéle EB-RSM, de maniére a exploiter les capacités de ce modéle tout en lui donnant la
souplesse des lois de paroi, nécessaires d'un point de vue industriel.

3.2 Lois de paroi algébriques AAWF

3.2.1 Loi de paroi pour la vitesse

Dans un premier temps, on s’intéresse au traitement de la vitesse. On a vu au chapitre
précédent que de nombreuses lois continues existent pour la vitesse (paragraphe 2.5.3). Ces lois
présentent cependant certains désavantages comme un manque de souplesse ou une mauvaise
prédiction de la zone tampon. Ce paragraphe a pour but d’examiner le comportement de la
vitesse en proche paroi et de proposer une nouvelle loi, plus adaptée aux objectifs de cette thése.

3.2.1.1 Comportement asymptotique de U™

On peut écrire un développement asymptotique en 0 pour les vitesses fluctuantes u et v,
sachant que u|y, =0, v|,y, =0 et Jv/Jy =0 :

u = ay + aw?® + azy® + o(y?) (3.1)
v = + boy? 4+ b3y® + o(y?) '
soit finalement
W0 = a1byy® + (agby + a1bs)y* + o(y?) (3.2)

Re, = 5200 3 E
| Re, =4200  + 1 E .
: ’gfb N
Re, =2000  ~ u o
~  Re, =950  « 1 F f') ]
% Re, =640 o P
s L ) A
| Re, =590 = i fig
: . ;
Re, =180 ° = a =
E L] E
L 4 g E
Fox ;
= 0 E
001 0.1 1 1000 001 0.1 1 10 100 1000
+
y

FIGURE 3.1 — Profils de wo™ pour différents nombres de Reynolds turbulents
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En notant wot = ww/u? il vient alors :

w = albg+y+3 + ((JLgbg+ + a1b3+)y+4 + 0(y+4) (3.3)
ou 5
— b
atby = “11;” (3.4)

2

Le tracé de I’évolution de vt & partir de données DNS pour différents Reynolds turbulent,
donné en figure (3.1), permet de conjecturer un comportement peu dépendant de Re, en proche
paroi. Cette observation est corroborée par les travaux de Panton [Panton 1997|, qui aboutit a
la méme conclusion. Dés lors, il est possible pour 0 < y™ < 5 de supposer :

In(wwt) = Aln(y™) + B (3.5)

Une régression linéaire sur ’ensemble de ces données fournit alors le jeu de coefficient suivant :

Valeur gl

A [ 3.0233 [ 0.005005
B | -6.84251 | 0.006936

Soit, pour y* suffisamment petit :

it = e(Anh)+B)

= eByt4 (3.6)

Ces résultats confirment les conclusions sur le comportement de wo ' en y*3 et fournit une
valeur pour la constante a1bs. On a donc finalement :

wt =aby y + o(y™3) (3.7)

avec
aiby = eB =1.0674 107 = Cup (3.8)

et 'incertitude suivante sur ce coefficient :

eB—E S CW S eB+€
e %P < Oy < P
1.0621 1073 < Cp < 1.0728 1073 (3.9)

La figure (3.2) illustre le trés bon comportement de cette loi en puissance trois pour uv ™, et ce

quel que soit le nombre de Reynolds turbulent. Cette loi peut étre utilisée pour déterminer le

comportement asymptotique de la vitesse. En effet, les équations (3.7) et (3.8) permettent de
réécrire 'équation (2.82) (quantité de mouvement suivant ) :

dU+ + +

11— wr=1-Y

dyt " Re- Re

— Cawy™ + o(y™) (3.10)

1. e représente ici I’écart-type aux données de références.
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FIGURE 3.2 — Comportement asymptotique de wv+ pour différents nombres de Reynolds tur-

bulents

soit finalement, aprés intégration, le développement limité suivant a I'ordre 4 pour Ut en 0 :

1 Cww
U+ — y+ _ She y+2 _ #y+4 + O(y+4) (311)
T

De prime abord, ce développement semble contradictoire avec la loi universelle établie
au chapitre 2. En effet, on introduit ici une dépendance au nombre de Reynolds turbulent.
Evaluons chaque terme de ce développement & partir des données DNS & Re, = 640 issues
de [Iwamoto 2002|. Notons & présent :

_ y+2 i Caw

2Re; 4
~——

Ao(yt)  Daly™)

t-Ut y™ +o(y™) (3.12)

Ao + Ay + o(y™) constitue le reste du développement limité de UT a la paroi une fois qu’on
lui a soustrait son terme dominant y*. Il est intéressant de regarder si ces deux termes sont
importants ou s’ils ne représentent qu’une infime fraction du développement de U™ & la paroi
par rapport a y*. Pour ce faire, on a tracé sur la figure (3.3) I'évolution de Ay, Ay, et Ag + Ay
en fonction de y™, que l'on a comparé avec la valeur de y© — U™ extraite des données DNS.
Par soucis de clarté, les courbes sont tracées en pourcentage de U™. Par exemple, pour Ay, on
a représenté 100A,/UT.

On définit par ailleurs Ay, comme la valeur de y+ a partir de laquelle A4 porte 80% du
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reste du développement asymptotique :

Ag(Apim)

=08 3.13
Ao (Alim) + As(Agir) (3.13)
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FIGURE 3.3 — Comportement asymptotique de U™ a Re, = 640

On distingue ainsi sur la figure (3.3) deux zones :

— yT < Ay - Comme en témoigne la figure (3.3), le reste du développement limité de U™
(Ag 4+ Ay) représente moins de 1% de la vitesse! Ainsi, dans cette zone :

Ap+ Ay <UT si yt < Ay (3.14)

— yT > Ay Ici les termes supplémentaires As + Ay ne sont plus négligeables et repré-
sentent jusqu’a 10% de U*. Cependant, la figure (3.3) le montre bien, on a :

Ay + Ay~ Ay si y™ > Ay (3.15)

La figure (3.4) représente les mémes variables que la figure (3.3) mais examine leur com-
portement lorsque le nombre de Reynolds turbulent augmente. Les données issues de [Lee 2015]
pour Re, = 5200 sont donc superposées aux données précédentes. Les deux zones mises en évi-
dence sont toujours visibles mais on voit également trés clairement qu’a mesure que le nombre
de Reynolds turbulent augmente, Ay, diminue.
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100 E T T T T T T T T T T T T T T T E

; y* —U*DNS o P

10 & &5{ G—z

2 Ay —=—-- =3 3

: 2 e ]

1 L Ay ------- nﬁy‘? i
+ 0.1 E
S 2
Gy N

© FRer = 640

X001

0.001

\

0.0001 ¢

MY BRI RTTIT BT TTTT] R |||||||r [ERETI

16—05 ! ! ! ! ! L1
0.

—_
[u—y

—_
o

FIGURE 3.4 — Comportement asymptotique de UT & Re, = 640 et Re, = 5200

Il est donc possible d’affirmer qu’en proche paroi, U™ est indépendant du nombre de Reynolds
turbulent. Par ailleurs, on montre aussi qu'une bonne approximation de Ut au-dela de y* =5
passe par la prise en compte du terme d’ordre supérieur Ay. Il est d’ailleurs facile de s’en

convaincre avec la figure (3.5).
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FIGURE 3.5 — Comportement asymptotique de dU ™" /dy™
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Celle-ci représente I’évolution du gradient de la vitesse dU™T /dy™, avec et sans prise en compte
de A4. On peut donc raisonnablement faire I’hypothése qu’en proche paroi, on peut écrire U™
de la fagon suivante :

Cw
Ut =gyt — TyH + 0(y+4) (3.16)

3.2.1.2 Loi de paroi

De maniére & établir une loi analytique de paroi qui relie le comportement de proche paroi et
le comportement logarithmique, on cherche a trouver des fonctions fi et fo permettant d’effectuer
la pondération désirée. Typiquement on cherche & trouver fi(y™) et fo(y™) telle que :

Ut (y") = Ay Pu(y™) + fa(yT)Piog(y™) (3.17)

ot @, (y™) et j,4(y™) représentent respectivement le comportement de proche paroi et le com-
portement en zone log de la vitesse. On prend, généralement, dans ces cas 14 :

(I)w(y+) = ?J+
Duyly™) = lyT)+ B (3.18)

Il pourrait étre astucieux ici d’utiliser ’équation (3.16) pour I’établissement de la fonction ®,,.
Il n’est cependant pas aisé d’établir une pondération dans ce cas. On introduira de ce fait
ce comportement d’une autre fagon. On souhaite trouver une pondération simple de ces deux
comportements, on pose fo = 1— f1 et on cherche donc une fonction de pondération de la forme :

Ut =[Oy + (1= [)Piog (3.19)

Il est possible d’obtenir une évaluation de l