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INTRODUCTION

PARTIE 1. Apres avoir rappelé quelques inégalités intégrales connues
et largement appliquées a la stabilisation des systemes dissipatifs, on montre
tout d’abord quelques inégalités intégrales nouvelles permettant d’obtenir
une estimation sur le comportement a l'infini d’une fonction positive non
nécessairement décroissante. Ceci étend des inégalités intégrales dues a
A. Haraux [28, 29], V. Komornik [38], P. Martinez [56], M. Eller, J. E.
Lagnese et S. Nicaise [26] et F. Alabau-Boussouira [1] concernant des fonc-
tions décroissantes. Ensuite on donne des applications a la stabilisation
(interne ou frontiére) de certains systemes distribués non dissipatifs.

Chapitre 1. Les résultats de nombreux auteurs concernant ’estimation
de décroissance de ’énergie de certains problemes dissipatifs sont basés sur
le lemme suivant, di & A. Haraux [28, 29], V. Komornik [38] et P. Martinez
[56] :

Lemme 0.1. Soient F : Rt — Rt (ou RT = [0,+00[) une fonction
continue décroissante et ¢ : Rt — RY une fonction strictement croissante
de classe C' telle que

#(0)=0 et lim ¢(t) = oc. (0.1)

t——+oo
Supposons qu’il existe 1 > 0 et d > 0 tels que
+oo 1
/ SOFH (@) dt < ~F(0)F(s), ¥s > 0. (0.2)

Alors E vérifie les estimations de décroissance suivantes :

E(t) < E(0)e =40 i =0, (0.3)
E(t) < E(O)(l_:%d;(t))% si >0, (0.4)

Ce lemme a été démontré et utilisé par A. Haraux [28] dans le cas 7 = 0
et ¢(t) = ¢ sur BT pour I’étude de la stabilisation de certains probléemes
linéaires dissipatifs. A. Haraux [29] a démontré aussi le Lemme 0.1 dans le
cas particulier r = 1 et ¢(t) = t sur RT et V. Komornik [38] I'a généralisé
au cas r > 0 et ¢(t) =t sur RT pour étudier la stabilisation des problemes
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dissipatifs non nécessairement linéaires. V. Komornik [38] a démontré aussi
l’optimalité de (0.3) et (0.4) dans ce cas-la.

Quand ¢(¢) = ¢ sur RT, la fonction E est forcément intégrable sur RT et
converge vers zéro au moins polynémialement. En utilisant un changement
de variables, P. Martinez [56] a démontré (0.3) et (0.4) ce qui lui a permis
de considérer des fonctions décroissantes qui convergent vers zéro plus lente-
ment que ¢ +— ﬁ pour tout p > 0 (comme par exemple, E(t) = ﬁ)

Dans l'objectif de trouver une formule générale qui permet d’obtenir un
taux de décroissance de I’énergie de certains systemes hyperboliques dissi-
patifs en fonction du comportement au voisinage de zéro du terme de dissi-
pation (ce qui permet d’unifier tous les cas et notamment ceux pour lesquels
le feedback croit polynémialement et ceux pour lesquels il s’écrase exponen-
tiellement en zéro lorsque ¢ tend vers l'infini), M. Eller, J. E. Lagnese et S.
Nicaise [26] et F. Alabau-Boussouira [1] ont considéré le cas (plus général

que (0.2)) d’une fonction décroissante E : Rt — RT vérifiant :
+ o0 1
/ P(F(1) dt < SF(s), Vs >0

otl d est un réel strictement positif et ¢ : RT — RT est une fonction convexe
et strictement croissante vérifiant ¢(0) = 0 et ils ont montré, pour un o > 0
et une fonction h : [tg, +oc[— RT définie explicitement en fonction de ¢,
que

E() < h(1), Yi>to. (0.5)

En combinant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse
micro-locale développées par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [8], I. Lasiecka
et D. Tataru [50] et I. Lasiecka et R. Triggiani [51] ont traité le cas de
I’équation des ondes dissipative (avec des conditions de Dirichlet ou de
Neumann sur le bord) sous des hypotheéses géométriques plus générales
avec un feedback non linéaire sans hypothese de croissance a 'origine. Le
taux de décroissance obtenu pour I’énergie dépend de celui d’une équation
différentielle; plus précisément, ils ont déduit 'estimation (0.5) pour h(t) =
hl(% — 1) ot hy est la solution de ’équation différentielle

Ri(t)+ q(hi(t)) =0, Vt>0 et hy(0)= E(0)

et ¢ est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlinéarité du
feedback en montrant que F vérifie

(1d— )~ (E((m + 1)t9)) < E(mito), ¥m €,
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La décroissance de I joue un r6le crucial dans la démonstration de (0.3),
(0.4) et (0.5). Or, dans I’étude de la stabilisation des divers systemes dis-
tribués, on tombe sur une fonction positive non nécessairement décroissante,
P’obtention d’une estimation de stabilisation dans une telle situation est
Pobjectif principal de cette partie.

Chapitre 2. On donne ici de nouvelles inégalités intégrales qui générali-
sent dans plusieurs directions celles citées dans le paragraphe précédent.

emme 0.2. Soient £ : RT — Rt une fonction dérivable, a : Rt —
RT* (ot RT* =10, +oo[) et A : BT — RY deuz fonctions continues. Soit

Supposons qu’il existe r > 0 tel que

{f:’oo Erti(t)dt < a(s)E(s), Vs> 0, (0.6)
E'(t) < ANt)E(), VYt>0. '
Alors F vérifie, pour tout t > 0, les estimations suivantes :
~ ~ h(t)
BE(t) < %w(h(t))e“”‘“h(t))e_fo YT gir =0, (0.7)
w

=1

E(t) < w(h(t))eNO=AC0) ((%)T-I-r /O h(t)(w(r))”'l dr) " siv >0 (0.8)

ot w = % et g, h: RT — RT sont deux fonctions définies par :

() <
(w(s))H! /g DM g7 (0.9)

— T+ DA(s) ((%)T + T/(JS(M(T))T-H dT),
0 si 1€ [0,9(0)]

“”:{mwyﬂﬁn si 1€]g(0), +ocl. (0.10)

Commentaire. Le Lemme 0.2 donne des estimations précises ((0.7) et
(0.8)) sur le comportement de £, ces estimations sont définies a partir d’une
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fonction g qui est la solution d’une équation intégrale. Mais les estimations
(0.7) et (0.8) restent vraies pour toute fonction h positive vérifiant :

h(t) <t sur ]Tp,+oo]

pour un certain Ty > 0 (voir Chapitre 2). Donc pour des choix simples de
h, on obtient des estimations moins fortes que (0.7) et (0.8) mais qui sont
aisément calculables.

Dans le lemme suivant on considere des hypotheses plus générales que
(0.6) en incluant le cas d’une perturbation du second membre.

Lemme 0.3. Soient I : Rt — Rt une fonction dérivable, as € RT,
ap, ay : BT — BT et X : BRY — RT trois fonctions continues. Supposons
qu’il existe v, p > 0 tels que

az(r+1) il;g{/\(t)} <1, (0.11)

{ JL BT 0 dL < ar($)E(s) + ar(s) BV (s) +asEPNT) g

E'(t) < AMH)E(t), Vt>0.
Alors E vérifie (0.7) et (0.8) ot Mt) = [INr)dr, w = L et a est une

fonction dépendant des différentes données.
Dans le cas particulier ou A et a; sont des constantes, le Lemme 0.3

donne le résultat suivant qui sera largement appliqué dans les chapitres 3, 4
et 5.

Lemme 0.4. Soient £ : BT — BT une fonction dérivable, ay, ay € RT*
et az, r, p, A € RY des réels firés. Supposons que

{fST Etl(t)dt < a1 E(s) + aaEPT(s) + asE™TH(T), Y0<s<T, (0.13)

E'(1) < ME(1), Vi >0.

SiasA(r+1) < 1, il existe deux constantes strictement positives ¢ et w telles
que
E(t)<ce ™ si r=0, (0.14)

E)<c(1+8)7 si r>0etA=0, (0.15)

—1
E()<ec(l4+t)0H s r>0etA>0. (0.16)
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A la fin de ce chapitre, on considere le cas général

{f;“ e(E(t))dt < E(s), Vs >0,
E'(t) < AE(), Vt>0

otl A est un réel positif et ¢ : BT — BT est une fonction convexe strictement
croissante vérifiant ¢(0) = 0, et on montre (0.5) ot h est une fonction définie
explicitement en fonction de ¢ et de A. Ceci unifie, améliore dans certains
cas et généralise au cas non dissipatif tous les cas considérés auparavant
dans la littérature.

Chapitre 3. On applique maintenant les résultats du Chapitre 2 pour
démontrer des estimations de stabilisation de certains systemes distribués
non dissipatifs. On commence par considérer I’équation des ondes avec un
terme perturbant d’ordre 1 soumises a un feedback interne

W' — Au+ h(Vu)+ f(u)+ g(u')=0 Q x RY,
u=0 I xRt (P1)
w(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=ui() Q

ou frontiere

uw — Au+ h(Vu)+ f(u)=0 Q x RY,
=10 F()X]R-l—, ’
du+ g(u) =0 e, 1)

uw(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=1us(2) Q

ot  est un ouvert borné assez régulier de R" (ou n € N* dans toute la
suite) de frontiere I' = ToUT'y, {T'g, T'1} est la partition usuellede T, f, g €
C'(R;R) sont deux fonctions croissantes, f(0) = ¢(0) = 0, h € C'(R";R)
vérifiant, pour ( € B, a, 3, ¢ > 0, 1, c3 > 0 et 7 > 1 avec (n—2)g<n:

| £(s1) = f(s2)] < a(l + |17 + [s2]7)]s1 — 52|, Vs1,82 € R,
VAo < 00, |R() + - < B¢, V¢ er,

1
crmin{|s|,|s|"} < |g(s)] < e max{|s|™,[s|}, Vs € R

Dans tous les systemes considérés dans cette these, - désigne le produit
scalaire dans R™; ’ désigne la dérivée par rapport a ¢; v désigne le vecteur
normal unitaire extérieur a €; 0, désigne la dérivée par rapport a y; A et
V représentent respectivement le laplacien et le gradient par rapport a la

10
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variable de ’espace; | - | désigne la norme euclidienne dans R et R™; et || - ||
désigne la norme de la convergence uniforme sur {2, R et R".

Le vecteur {2 représente la partie linéaire de h (qui pose moins de diffi-
cultés pour la stabilisation que la partie non linéaire).

En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, on peut montrer que, pour

tout (ug,u1) € HYH(Q) x L3(Q) (ot HY(Q) ={ve HY(Q): v=0sur T'}),
Nu € C(J0,4+ocf; Hy(Q)) N CH(J0, +00[; L2 ().

Probléme de stabilisation. I.’énergie usuelle est définie par :
E(1) :/ (10 + 19ul? + 2F(w)) da +/ lu[2dT
Q Iy

ou F(s)= [ f(o)do > 0.

Dans le cas ot h = 0, la stabilisation de (P1) et (P1’) a été largement
étudiée, voir par exemple J. E. Lagnese [45, 46], R. Triggiani [81], A. Haraux
[29], V. Komornik [36-39], E. Zuazua [84-87], V. Komornik et E. Zuazua [44],
M. Nakao [64-67], S. Nicaise [69], P. Pucci et J. Serrin [71] et I. Lasiecka et
D. Tataru [50].

Dans tous ces travaux, (P1) et (P1’) sont dissipatifs; autrement dit, les
énergies de (P1) et (P1") vérifient respectivement :

FE'(t) = —Q/QU’g(u’) de <0 et FE'(t)=-2 i w'g(u’)dl <0,
1

et les résultats de stabilité suivants ont été obtenus (pour ¢,w > 0) :

{E(t) < cE(0)e~t si r=1 (stabilité exponentielle), (0.17)
- .

(14 t)% si r€]l, +o00[ (stabilité polynomiale).
Dansle cas ot b # 0, (P1) et (P1’) ne sont pas nécessairement dissipatifs

car
:—2/ug dx—?/uhVu

dans le cas de (P1), et dans le cas de (P17),

E'(t) = =2 i u'g(u')dl — Q/Q u'h(Vu) da.
1

Donc le Lemme 0.1 ne peut pas étre appliqué.
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En appliquant le Lemme 0.4, on montre, sous certaines hypotheéses supp-
lémentaires, les résultats de stabilité suivants :

Cas 1 : = 0. On montre le théoréme suivant :

Théoreme 0.5. L’énergie équivalente
E(t) = / & (Ju? 4 |Vuf + 2F(w) de +/ C w2 dT
Q I

vérifie (0.17).
Cas 2 : > 0. On montre le théoréme suivant :

Théoréme 0.6. Supposons quer = 1 et 3 est assez petit. Alors Uénergie
équivalente vérifie (stabilité exponentielle ou uniforme) :

E(t) < ce™™, VteRT. (0.18)

Chapitre 4. On considere dans ce chapitre I’équation des ondes avec
conditions aux limites de type mémoire suivante :

u" — Au+ F(z,t,u,Vu) =0 O x BT,
u =10 FoX]R"",
U+ fgg(t - S)ayU(S)d,S =0 Ty x ]R+7 (PQ)

w(z,0) = uo(z) et o' (2,0) =ui(z) Q

ou F' et g sont deux fonctions données vérifiant certaines hypotheses.

La stabilisation uniforme et polynémiale de (P2), sous des hypotheses
plutot restrictives sur g et I, est déja démontrée par de nombreux chercheurs
(voir M. M. Cavalcanti, N. A. Lar’kin et J. A. Soriano [17] et ses références).

En utilisant notre Lemme 0.4 et en introduisant une énergie équivalente,
on généralise et on améliore les résultats existants en donnant des estima-
tions générales qui relient la décroissance de g et le comportement de la
solution a l’infini. Dans le cas particulier ou ¢ est exponentiellement ou
polynomialement décroissante, on montre la méme propriété pour la solu-
tion.

Chapitre 5. La méthode introduite et développée dans les chapitres 2,
3 et 4 est directe et trés flexible; elle peut étre appliquée a des problémes non
dissipatifs variés (élasticité, thermo-élasticité, systemes couplés, coefficients
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variables, ---), soumis a un feedback interne ou frontiere, dans le but de
généraliser et d’améliorer des estimations différentes de stabilité (connues
dans le cas dissipatif).

On donne dans ce chapitre quelques applications a la stabilisation de
certains systemes non dissipatifs : équation générale des ondes, systéeme
de Petrovsky, systeme général d’élasticité, coefficients variables, systemes
couplés.

PARTIE 2. La stabilisation des systéemes couplés soumis a un seul
feedback (stabilisation indirecte) a suscité l'intérét de nombreux auteurs
ces dernieres années. Les résultats les plus récents dans cette direction
sont ceux obtenus par F. Alabau-Boussouira [2] et F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [3] ou des estimations polynomiales (dépendant
de la régularité des solutions) ont été démontrées pour quelques systémes
hyperboliques linéaires faiblement couplés. Ces résultats sont basés sur le
Théoreme 0.7 obtenu par F. Alabau-Boussouira [2] (sous une forme moins
générale) et . Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3].

I’objectif de cette partie est d’étendre le Théoréme 0.7 au cas de systemes
non liné€aires ou non dissipatifs et de donner deux applications a la stabilisa-
tion indirecte par un feedback non linéaire localement distribué et dégénéré
ainsi qu’ a la stabilisation d’un systeme couplé de deux équations des ondes
générales.

Chapitre 6. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe con-
tinu e’ dans un espace de Hilbert H, D(A) son domaine et F € C(H, RT)
une fonction donnée. Pour tout U? € H, on note : Ey(t) = E(t) = E(U(t))
et Ei(t) = EUX(1)) pour tout k € N*.

Les résultats de F. Alabau-Boussouira [2] et F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [3] sont basés sur le théoréme suivant :

Théoréme 0.7. Supposons que lopérateur A est linéaire. Supposons
qu’il existe un entier m € N et une constante positive ¢ tels que

T m
/ E(t)dt < ¢S Ep(0), ¥I'>0, YU°eD(A™).
0 k=0
Alors pour tout entier n € N* et tout U € D(A™™)

T (t _ S)n—l . o nm
/S WE(t)dt <c"(1+m) kZ:%Ek(S), Vo< S<T.

13
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Si, de plus, E est décroissante pour tout U° € H, alors pour tout entier
n € N* et tout U° € D(A™™)

‘ nm
E(t) < (1+ m)"_I% S E0), Vi 0.
k=0

F. Alabau-Boussouira a considéré dans [2] le probleme de la stabilisation
de quelques systemes hyperboliques dissipatifs couplés par un seul feedback
frontiere linéaire. En montrant le Théoréme 0.7, 'auteur de [2] a obtenu
des estimations polynoémiales qui dépendent de la régularité des solutions.
Les mémes estimations ont été démontrées par F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [3] dans le cas d’un feedback interne. Or, si
le systeme n’est pas dissipatif (comme dans le cas de deux constantes de
couplage différentes) ou si le feedback est non linéaire, ces résultats ne sont
plus applicables. L’objectif des chapitres 7-9 est d’étendre ces résultats,
entre autres, dans ces cas précis.

Chapitre 7. On montre dans ce chapitre deux théorémes qui permet-
tent d’obtenir quelques estimations (polynémiales par exemple) de stabilité
indirecte de certains systémes couplés (le systeme est controlé par une seule
équation). Ces deux théorémes généralisent le Théoreme 0.7 dans plusieurs
directions.

On considere les mémes notations utilisées dans le Chapitre 6. On
présente les théorémes 0.8 et 0.9 qui permettent de traiter le cas non linéaire
et le cas non dissipatif respectivement.

Théoréme 0.8. Supposons que opérateur A est linéaire et que la fonc-
tion F est décroissante. Soit f € C(RT) une fonction dérivable, décroissante
el strictement positive telle qu’il existe a1 > ag > 0 vérifiant : pour tout
U° € H, il existe a > 0 tel que

/ST FOOE™ (8)dt < af(S)E®=(5), Y0<S§<T. (0.19)

Alors pour tout n € N* et tout U° € D(A"™), il existe a, a > 0 tels que

n—1)(a1—asz T (t B S)n_l aq
(=) [CE S S B 1) di (0.20)
<af($)E™(S), Vo< S§<T,

14
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E2(0)\ war=tr=myaz
f(t)tn) . V> 0. (0.21)

B(t) < af

Théoréme 0.9. Supposons que opérateur A est linéaire et que la fonc-
tion E est dérivable. Soit f € C(RY) une fonction dérivable, décroissante
el strictement positive telle qu’il existe ag, ay, ag > 0 et m € N vérifiant :

agag

limt_>_|_oo f(t) <1et

/T FOEW AL < a1’y Er(0)+ asB(T), YT > 0, YU € D(A™),
0 k=0

E'(t) < agE(t), Yt>0,YU° € H.

Alors pour tout n € N*, il existe a, a > 0 tels que

/ST %f@)}f(o dt < af(9) % Ei(S)., YO<S<T, VU € DA™),
: k=0

E(t) < a(:é E(0) ‘;?(Z;r LS 0, w0 e A,

Remarques. 1. Si A est non linéaire, on obtient les résultats du
Théoreme 0.8 et du Théoreme 0.9 uniquement pour n = 1.

2. Siap=0,a; =ay=1et f(t) =1, les résultats du Théoreme 0.8 et
du Théoréme 0.9 coincident avec ceux du Théoreme 0.7.

Chapitre 8. On donne maintenant une application du Théoréme 0.8
a la stabilisation par un feedback localement distribué et dégénéré de deux
équations des ondes faiblement couplées.

Dans toute la suite, ¢q désigne la plus petite constante vérifiant (inégalité
de Poincaré) :

/ o2 da < co/ Vol2de, Yoe HNQ). (0.22)
Q Q
On considere maintenant le systeme couplé suivant :
w) — Auy + aug + a(z)g(u)) =0 QxR
" _ +
ug — Aug + aug =0 QxRT,
U = ug =0 FXR-l_, (Pg)

ui(2,0) = ud(z) et ul(z,0)=ul(z), 1=1,2 Q
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ot © C BY (N € N* dans toute la suite) est un ouvert borné assez régulier,
a €R* aeC(Q) et ge CHR) vérifiant : 0 < |a] < % et, pour dq, dy > 0,

dy < ¢'(s) <dy et do|s| <lg(s)| < dqls|, Vse€R, (0.23)

a(z) >0, Veew et a(z)>0, Ve (0.24)

ot w et Q vérifient les mémes hypothéses géométriques considérées dans [9,
10] par A. Beyrath.
Le probleme (P9) est bien posé (voir A. Beyrath [9, 10]) au sens suivant.
On pose :
H = Hy(Q) x Hy(Q) x L*(Q) x L}(Q)

et on définit I'opérateur A par :
D(A) = (H*(Q) 0 Hg () x (H*(Q) N Hy(Q)) x Ho(Q) x Hy(Q),

AV = (—v3, —vg, —Avy + avy + a(z)g(v3), —Avg + avy)?

et V = (v, v2,v3,v4)". Le probleme (P9) peut étre reformulé sous la forme
abstraite :

U+ AU =0 et U = (uy,ug,uy,ub)’.

Pour tout U% = (uf,u,ul,ul) € H, le systtme (P9) admet une unique
solution U € C(R*,H).
Si U° € D(A), la solution U € WL (R¥, H).
Si g est linéaire et U? € D(A™), la solution U vérifie :
U e nf_oCm Fm*t, D(AM).

L’énergie de (P9) est définie par :
1
OB /Q(|u’1|2 Fb|? + Vs 2 + [Vuo|? + 20uus) da,
et on a :

B() 2 50 = lale) [ (42 + [ + Va4 [Vuaf?) do.

N | —

(1) = — /Q a(a )it g(u)) dz < 0. (0.25)

On sait que

16
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1. (P9) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-Boussouira,
P. Cannarsa et V. Komornik [3]).

2. Si g est linéaire, |a| est assez petit et a(z) > 8 > 0, Vo € w (cas non
dégénéré), alors (voir A. Beyrath [9, 10])

Yo € IV, V(ul, u3, uj,uy) € D(A") 1 E(t) < et™™, Vt > 0,
V(ul,ud,ui,ud) € H: E(t) — 0.
Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas dégénéré en supposant que

dp>0: / a P(z)de < 400 (0.26)

et on montre les résultats de stabilité suivants :

Théoréme 0.10. Soient |a| assez petit et

I siN >3,
r= Hz—:o si N =1,2 (eg > 0 quelconque).

Alors il existe une constante ¢ > 0 (qui ne dépend que des données initiales,
et ce, de maniére continue) telle que

1 .
W(ud,ud, b ud) € DAY s B() < T ST <d iy s g0 (0.27)
T sir>1,
V(ul, ug, ug,ug) € Wi E(t) — 0. (0.28)

Si g est linéaire, alors pour tous n € N* et (uf,ud, u}, u}) € D(A")

E(t) < ot A=tV > 0, (0.29)

Remarque. En utilisant les techniques de P. Martinez [56] et en ap-
pliquant le Théoreme 0.8, on peut affaiblir (0.23) en supposant 'inégalité
dy|s| < |g(s)| uniquement pour |s| > 1 et montrer que

E(t)gc(/o

ou f est une fonction qui dépend uniquement de g. D’apres les hypotheses
sur f dans le Théoréeme 0.8, cette estimation est plus faible que (0.27).

t

f(r) dr);—l, Vi>0
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Chapitre 9. On considére dans ce chapitre un systéme couplé de deux
équations des ondes générales avec deux termes perturbants d’ordre 1 dont
la. premiere équation est soumise a un feedbak interne. L’objectif est de
démontrer quelques estimations polynémiales de stabilité en appliquant le
Théoreme 0.9. Soit le systeme couplé suivant :

— Ayuy — (Vo) - (Dyuy) + frug + agug + g(uy) =0 Q x BT,

— Asug — (V¢2) . (DQUQ) + PBoug + aqug =0 Q x ]R-l—,
U = Uy =0 I'x R-I_,
ui(z,0) = ud(z) et wli(z,0)=nul(z), i=1,2 Q
(PlO)

oit g € CH(R), ¢1, ¢2 € C1(Q), a1, oz, fr, B2 € C(Q),
A1u1 Z 8 a” 8 ul) et A2u2 Z 8 895] ’LLQ)
’] 1 ,] 1
avec des coefficients a;;, b;; € CH(Q) tels que
Jdi,dy > 0: dy < g'(s)<dy et dyls| <|g(s)| < di|s|, VseR,

aij(x) = aji(x), bij(x) = bji(x), Vi,je{l,---,N}, Ve e,

N
A1, A2 >0 Z al]( )525] > /\1|£|2 Z bzy 525] > /\2|£|2 VE € RN Vo € Q,
7,7=1 i,7=1
A A
inf B¢ > 2L et infﬂ2>——2,
Q Co Q Co

max{||aq oo, [|[@2]|o0 } €st assez petit et igf|a2| > 0.

Ici on utilise les notations :

D]’LL] = (Z(Il] 8 ul,-- ZG,N] 8 ul)

D2u2 = (Z bl] ax]u%" ZbN] 890Ju2)

On peut montrer (exactement de la méme fa(;on que pour le probleme (FP9))
que le probleme (P10) est bien posé au sens suivant. On note :

H=HLQ) x HLQ) x LX(Q) x LX(Q)
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et on définit I'opérateur A par :
D(A) = (H*(Q) 0 Ho(Q)) x (H*(Q) N Ho(Q)) x Ho(Q) x Hy(Q),

AV = (—v3,—vg, —A1v1 — (V1) - (D1v1) + frv1 + agvg + g(vs),
—Agvy — (Vg2) - (Dava) + Pava + 041?)1)T

et V = (v1,v2,v3,04)" .
Le probleme (P10) peut étre reformulé sous la forme abstraite :

U+ AU =0 et U:(ul,uQ,ull,u'Q)T.

Pour tout U° = (u1 uy, ui,ul) € H, le systéme (P10) admet une unique
solution U € C(R*,H).

Si U° € D(A), la solution U est plus réguliere et elle appartient a
Wheo (R, H).

Si g est linéaire et U? € D(A™), la solution U vérifie :

U € ni_oC"F(mt D(AF)).

On définit I’énergie (équivalente) de (P10) par :

Lt 2/ (bl |U * + Z a;j ()0, u10r ur + Prlua )

1,5=1

2/ ¢2 |u |2—|— Z bi;i(x OxluQﬁx]uQ—l—ﬁﬂuﬂ da:—l—/ a1e?uqus dz.

1,7=1

On sait que

1. (P10) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-Boussouira
[2] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3]).

2. Si g est linéaire, ¢; = ¢ = 0 et a3 = ay = const, alors (voir
F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3]) : soit m = 1 si
Ay = Ay, et m = 2 sinon. On a :

Vn € N, V(uf, u), ui,ud) € D(A™) : E(t) < et™™, Vt >0,

V(uf, ud, ui, uy) € H: E(t) — 0.

On montre ici les résultats de stabilité indirecte suivants :
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Théoréme 0.11. Soit m un entier tel que m =1 si Ay = Ay, et m =2
sinon.

1. Si g est linéaire et a1e?? = aze®, il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas
de (uf,uY,ut, ul)) vérifiant, pour tout t > 0 :

Yo € N, Y(ul, ud, ui, ud) € D(A™) ) < C(Z Er(0 )t_", (0.30)

V(u(l]vugvulvu2) €H: E( ) — 0. (031)

2. Si g est non linéaire et a1e?? = aqe?, les estimations (0.30) pour
n=1 et (0.31) sont satisfaites.

3. Si Ay = Aq et g est linéaire tel que ||a1e?? — aze® || est assez petit,
alors il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas de (ul,u,u},ud)) vérifiant, pour tout
t>0:

Vo € N, Y(ul, uy, uj, ug) € D(A™) : ) < C(Z EL(0 )t_”"'l, (0.32)

V(u(l]vugvulvu2) €H: E( ) — 0. (033)

20
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CHAPITRE 1

Rappels de quelques
inégalités intégrales connues

On rappelle dans ce chapitre quelques inégalités intégrales connues et
largement appliquées a la stabilisation des systémes distribués d’évolution
dissipatifs.

Les résultats de nombreux auteurs concernant I’estimation de décroissan-
ce de I’énergie de certains problemes dissipatifs sont basés sur le lemme
suivant, di a A. Haraux [28, 29], V. Komornik [38] et P. Martinez [56] :

Lemme 1.1. Soient E : Rt — RT une fonction continue décroissante
et ¢ : RT — BT une fonction strictement croissante de classe C1 telle que

#(0)=0 et lim ¢(t) = 4oc. (1.1)

t—4o0
Supposons qu’il existe r > 0 et d > 0 tels que
+oo 1
/ FOE (1) dt < E(0)B(s), Vs >0, (1.2)

Alors E vérifie les estimations de décroissance suivantes :

E(t) < E(0)e =40 i =0, (1.3)
E(t) < E(O)(l_:%d;(t))% sior >0, (1.4)

Ce lemme a été démontré et utilisé par A. Haraux [28] dans le cas 7 = 0
et ¢(t) = ¢ sur BT pour I’étude de la stabilisation de certains probléemes
linéaires dissipatifs. A. Haraux [29] a démontré aussi le Lemme 1.1 dans le
cas particulier r = 1 et ¢(t) = t sur RT et V. Komornik [38] I'a généralisé
au cas r > 0 et ¢(t) =t sur RT pour étudier la stabilisation des problemes
dissipatifs non nécessairement linéaires. V. Komornik [38] a démontré aussi
l'optimalité de (1.3) et (1.4) dans ce cas-la.

Quand ¢(¢) = ¢ sur R, la fonction F est forcément intégrable sur RT et
converge vers zéro au moins polynémialement. En utilisant un changement
de variables, P. Martinez [56] a démontré (1.3) et (1.4) ce qui lui a permis

22
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de considérer des fonctions décroissantes qui convergent vers zéro plus lente-
1 1

ment que ¢ — 57 pour tout p > 0 (comme par exemple, E(t) = m)

En combinant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse
micro-locale développées par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [8], I. Lasiecka
et D. Tataru [50] et I. Lasiecka et R. Triggiani [51] ont traité le cas de
I’équation des ondes dissipative (avec des conditions de Dirichlet ou de
Neumann sur le bord) sous des hypotheéses géométriques plus générales
avec un feedback non linéaire sans hypothese de croissance a 'origine. Le
taux de décroissance obtenu pour I’énergie dépend de celui d’une équation

différentielle; plus précisément, ils ont déduit ’estimation

B(t) < h(i-=1). ¥tz (1.5)

ol tg > 0, h est la solution de I’équation différentielle
B'(t)+q(h(t)) =0, Vt>0 et h(0)= E(0) (1.6)

et ¢ est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlinéarité du
feedback en montrant que F vérifie

(1d— )™ (E((m + 1)t0)) < E(mito), ¥m €,

Dans l'objectif de trouver une formule générale qui permet d’obtenir un
taux de décroissance de I’énergie de certains systemes hyperboliques dissi-
patifs en fonction du comportement au voisinage de zéro du terme de dissi-
pation (ce qui permet d’unifier tous les cas et notamment ceux pour lesquels
le feedback croit polynémialement et ceux pour lesquels il s’écrase exponen-
tiellement en zéro lorsque ¢ tend vers I'infini), M. Eller, J. E. Lagnese et S.
Nicaise [26] et F. Alabau-Boussouira [1] ont considéré le cas d’une fonction
décroissante F : Rt — RT vérifiant :

+o0 1
/ P(F(1) dt < SF(s), Vs >0 (1.7)

otl d est un réel strictement positif et ¢ : RT — RT est une fonction convexe
et strictement croissante vérifiant ¢(0) = 0 et ils ont montré les résultats
suivants :

Lemme 1.2 (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise [26]). Soit
E : Rt — BT une fonction continue décroissante vérifiant (1.7). Alors il
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existe trois réels strictement positifs tg, cg €t ¢q tels que

—1 (% (eot)
E(t) < ¢ (T) Yt > 1o (1.8)
ot P : RY* — R est définie par :
w(s) = /: ﬁ dt, Vs> 0. (1.9)

Lemme 1.3 (F. Alabau-Boussouira [1]). Soit F : Rt — RT une
fonction continue décroissante vérifiant (1.7) avec

o(t)=tF~(t), Vt>0 (1.10)

et F: BT — [0,b] est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un
réel b > E(0),
F(0)=0 et lim F(t)=0.

t—+4 oo

Alors il existe trois réels strictement positifs tg, cqg et ¢ tels que

1
< —_—, > .
E(t) < F(¢_1(Cot)), vt > to (1.11)
ot ) : [egtg, +oc[— R est définie par :
c1 1
5:5—|—/ ——dt, Vs> colo. 1.12
o) r() lt) o 142

Dans le cas polynomiale ou exponentiel (¢(s) = q(s) = st et r >0
dans (1.6)-(1.7) et ¢(s) = s dans (1.2)), les estimations (1.5), (1.8) et (1.11)
coincident avec (1.3) et (1.4). L’estimation de F. Alabau-Boussouira [1]
ne s’applique pas dans le cas exponentiel (¢(s) = s dans (1.7)) mais elle
est en général plus fine que celle de M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise
[26] et améliore, dans certains cas, celle de I. Lasiecka et D. Tataru [50].
L’estimation de F. Alabau-Boussouira [1] conduit, pour certains feedbacks
frontieres tres particuliers, a des taux optimaux de stabilité pour I’équation
des ondes en dimension 1.

La décroissance de F joue un role crucial dans la démonstration de (1.3),
(1.4), (1.5), (1.8) et (1.11). Or dans I’étude de la stabilisation des divers
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systemes distribués, on tombe sur une fonction positive non nécessairement
décroissante, 'obtention d’une estimation de stabilisation dans une telle
situation est 1’objectif principal de la premiere partie de cette these. Les
résultats que j’ai obtenus dans [16], [17] et [18] constituent une premiere

tentative dans cette direction.



CHAPITRE 2

Nouvelles inégalités intégrales

On montre dans ce chapitre des inégalités intégrales nouvelles permet-
tant d’obtenir une estimation sur le comportement a I'infini d’une fonction
positive non nécessairement décroissante. Ces nouvelles inégalités intégrales
améliorent dans certains cas et généralisent dans plusieurs directions celles
citées dans le chapitre 1.

Avant d’énoncer le premier résultat principal de ce chapitre, on introduit
une fonction h : BT — RT dont l'intérét est d’obtenir de meilleures estima-
tions de stabilité en minimisant, par rapport a h(t), les termes & droite de
(2.14) et (2.15) ci-apres.

Soient 7 un réel positif, @ un réel strictement positif, w : Rt — RT* et
A: BT — Rt deux fonctions continues. On note : \(¢) = [ A(T)dT et on
trouve que

+ o0 :
/ (DA gp — 4o, (2.1)
0

Pour tout s € R fixé, on définit la fonction I, : BT — R par :

t -
1,(t) = ()™ [ et g

S

B

_ o DA() ((aw(O))T+r/

0

(w(r))+dr).

Ona: I, € CHRY), I[(1) = (w(s)) el D3O > o,

0 .
1,(0) = (w(s))+! / DA g

S

B

_ (T DAGs) ((aw(o))r+r/

[ (w(rytdr) <o

et, d’apres (2.1), lim;— oo Is(t) = +00. Donc I; admet une seule racine dans
RT* notée g(s) d’oti on définit g : RY — RT* par :

I(g(s)) =0, Vs>O0. (2.2)

26
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D’une part, comme w est continue, il en est de méme pour la fonction g¢.
D’autre part, on a :

S

L(s) = —" 6 (aw(0)) + ¢ / (w(r) ) <,

0

d’ot g(s) > s, et par conséquent lims_ 4o, g(s) = +00. Donc g est surjective
de T sur [¢(0), +oo].
Soit maintenant ¢ €]g(0),+oo[ fixé. On définit la fonction J; : [0,1] —

Rt par :
ats) = (f

1) = (/temmm dT) ((W(O))TH/

s 0

[

M) dT) oG 0,

s 1
T

sir > 0.

(w(r))y+tdr)

La fonction J; est positive et dérivable sur [0,¢], et on a :
Ji(s) = Is(t)ef(;wm T s =0,

Ti(s) = L0 ((aw©)) + 7 [ (wlr))* dr) T Grso.

0

Comme J/(s) est de méme signe que I4(t), alors J; > 0 & droite de 0 (car
t > g(0)) et J; < 0 & gauche de ¢ (car g(s) > s). Donc .J; atteint son
maximum sur [0,] au moins en un point sqg €]0,¢[ vérifiant I;,(¢) = 0 d’ou
so € g7 ({t}).

On définit maintenant la fonction A : RT — RT par :

0 si t€ [0,9(0)],

i) = {maxg—1<{t}) s 1elg(0), +ocl. (23)

On a, pour tout ¢ > g(0) : h(t) € g7'({t}) et I(t) = 0. Pour minimiser
les termes a droite de (2.14) et (2.15) ci-apres par rapport a h(t), il suffit de
maximiser J; (avec o = ﬁ) Donc les termes a droite de (2.14) et (2.15)
atteignent leur minimum en h(t) pour tout ¢ > ¢(0).

Si w est une constante, alors ¢ est strictement croissante (il suffit de
dériver I’égalité (2.2)), et dans ce cas-1a,

T

B 0 si te€ [O,D_l(%)]:
h(t) = {g_l(t) = K=Y D(1)) si te ;
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ot K et D sont les deux fonctions définies sur Rt par :

T t

K(1) = D) + 00004 0 oy = |

DA g7

On généralise maintenant le lemme 1.1 dans plusieurs directions en mon-
trant le premier lemme principal suivant :

Lemme 2.1. Soient E : RT — RT une fonction dérivable, a : BT —
BY* et A: RY — RT deux fonctions continues. Supposons qu’il existe r > 0
tels que

{f:’oo Erti(t)dt < a(s)E(s), Vs> 0, (2.4)
E'(t) < AH)E(), Vt>0. '
Alors F vérifie, pour tout t > 0, les estimations suivantes :
~ ~ h(t)
E(t) < @w(h(t))d(f)—A(h(t))e—fo YT Gir =0, (25)

w(0)

L h(t) -1
E(t) < w(h(t))eMO=ARWD) ((@)wr / (w(T))"+! dT) " osir >0 (2.6)

E(0) 0

ot \t) = [EN(T)dr, h est définie par (2.3) avec a = % etw=1

a

Remarques. 1. En utilisant un changement de variables, les estima-
tions (2.5) et (2.6) peuvent étre généralisées au cas suivant :

{ff“’ ¢(OET(t)dt < ay(s)E(s), Vs >0, (2.7)

E'(t) < M(OE(), >0

ol ap : BT — BT* et \; : BT — RT sont deux fonctions continues et
¢ vérifie les mémes hypotheses que dans le Lemme 1.1. En effet, on pose

Fi=FEo¢ L a=aro0¢ et A= 2&::;5:11 D’apres (2.7), on a :

{ffoo By (1) dt < a(s)Eq(s), Vs >0,
Ei(t) < MO Ey(1), V> 0.

Donc Fy vérifie (2.5) et (2.6), et par conséquent, F vérifie (2.5) et (2.6) avec
t remplacé par ¢(1).

Si, dans (2.7), Ay = 0 et a3 = Y E7(0) avec d une constante strictement
positive (comme dans (1.2)), alors E vérifie (2.5) et (2.6) avec

0 si. te [0, 3]
h(t) = : dr
(1) {T}rl(t—%) s t€]d, +oof
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et ¢ remplacé par ¢(t). Et donc (2.5) et (2.6) avec t remplacé par ¢(t)
coincident avec (1.3) et (1.4) respectivement.

2. Si, dans (2.4), A = 0 et a est une constante, alors (2.5) et (2.6) sont
optimales (voir V. Komornik [38]).

Preuve du Lemme 2.1. Si F(s) = 0 ou si a(s) = 0 pour un s > 0, la
premiére inégalité de (2.4) implique que E(t) = 0 pour tout ¢ > s, et dans
ce cas-1a, il n’y a rien a démontrer. Donc, on peut supposer que E(t) > 0 et
a(t) > 0 pour tout ¢ > 0 sans perte de généralité.

On pose : w = Let ¢(s) = [ E"*+()dt. On a:

P(s) < E(s), Vs>0. (2.8)

La fonction ¢ est positive décroissante de classe C'' sur RY vérifiant, d’apres
(2.8) :
V(s) = —E™(s) < —(w(s)u(s)) T, Vs >0,

alors, par intégration,

¢(8) < ¢(0)6_f05 w(r)dr < E(O)E_ fos w(7r)dr sir =0, (29)

P(s) < ((%)T + r/(]s(w(r))”'l dT) > st r > 0. (2.10)

Maintenant, pour tout s > 0, on pose :

~ t ~
ﬂ@:KWWm/WmWMnVQ& (2.11)

S

La fonction fs est de classe C'! sur [s, +oo[ et strictement positive sur ]s, +-o0[
vérifiant :

fo(s)=0 et fi(t)+(r+ DAMD)S(1) =1, Vi=s5>0.
Donc, d’apres la deuxiéme inégalité de (2.4),
EN @) > 0 fu(E(0)), W= s >0, (2.12)

Donc, d’apres (2.12),

¢@ZLMEMWﬁZﬁM%W“Mw7WZO (2.13)
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ou g est définie par (2.2) avec a = ﬁ.
Soient maintenant ¢ > ¢(0) et s = h(t) ou h est définie par (2.3) avec

a = (0) On a donc g(s) = ¢ et on déduit alors de (2.13) que, pour tout

t>g(0),
- t -
b(h(t)) > fh(t)(t)ET‘H(t) — ( —(r+1)A(t) /h(t) (T1A(T) dT) ET"'l(t).

On conclut donc de (2.9) et (2.10) que, pour tout ¢ > ¢(0),

EQ) sor [f 30 N\ - MYumydr
E(t) < (0) e (/h(t) e dr) e Jo sir=0, (2.14)
- ¢ - -1
E(t) < 0 / (DA g ) T
a h(t)
/ )rtd )r“_“) sir > 0. (2.15)
En utilisant le fait que Ij,(;)(t) = Ls(g(s)) = 0, c-a-d :
/ DA g1
h(t)
h(t)
= () e (K [Tryytar),
(0) 0

on conclut (2.5) et (2.6) pour t > g(0).
Si t €[0,9(0)], la deuxiéme inégalité de (2.4) implique que

E(t) < E(0)eM,

et comme h(t) = 0 sur [0,g(0)], E(O)eﬁ(t) coincide avec les termes a droite
de (2.5) et de (2.6). Ceci acheve la preuve du Lemme 2.1.

Commentaire. Le Lemme 2.1 donne des estimations précises ((2.5)

t (2.6)) sur le comportement de F; ces estimations sont définies a partir
d’une fonction ¢ qui est la solution d’une équation intégrale (1’équation (2.2))
qui n’est pas toujours facile a résoudre. Mais les estimations (2.14) et (2.15)
restent vraies pour toute fonction A positive vérifiant, pour un certain Ty > 0

h(t)y <t sur ]1p,+ool.
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Donc pour des choix simples de h, on obtient des estimations moins fortes
que (2.5) et (2.6) mais qui sont aisément calculables d’oti les résultats suiv-
ants :

Lemme 2.2. Sous les hypothéses du Lemme 2.1, E wvérifie, pour tout
t > 1, les estimations suivantes :

- t ~ — t—1
J*J(t)<@e“”(/t_1 ) dr) el e G 0, (2.16)

—1

() + r/ot_l(w(f))T+1 dr) " sir > 0. (2.17)

Preuve. On choisit dans (2.13) :
g(s)=s+1, VseRr?

au lieu de la racine de I, on obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) =t — 1 pour
> 1. D'ott (2.16) et (2.17).

Remarque. Comme \ est croissante, alors
1 . .
/ (THDA) g > (A=),
i—1

Donc, on déduit de (2.16) et (2.17) qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
t>1,0ona:

t—1

E(t) < e = [T e g 0, (2.18)

: : t—1 =1
E(t) < ceXM=A0=1) (1 —I-/ (w(r)) ! dr) s e > 0. (2.19)
0

Lemme 2.3. Sous les hypotheses du Lemme 2.1, F vérifie, pour tous
€ €]0,1] et t > 0, les estimations suivantes :

~ T - — €t
E(t) < @eA(t) (/ M) dT) L fo e 0, (2.20)
a3
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—1

E(t) < 65\(75) (/t e(r+1)5\(7) dT) TH

((@)T N T/Oet(w(T))H-l dT) D) sir> 0. (2.21)

Preuve. On choisit dans (2.13) :

1
g(s) = —-s, Vsemrt
€

au lieu de la racine de I, on obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) = €t pour
> 0. D'oit (2.20) et (2.21).

Remarque. Comme A est croissante, alors

1 ~ -
/ (rHDIO) g > (1 = eygelrDNED),

t

Donc, on déduit de (2.20) et (2.21) qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tous
€€]0,1[ et ¢ >0, 0n a :

Bt < e OO RO im0 e2)

¢ ANy / « 1 \TED
< . .
<@g (1+ [ (w(r) dr) T sir > 0. (2.23)

Comme des cas particuliers, on déduit du Lemme 2.2 les estimations
suivantes :

Lemme 2.4. Sous les hypothéses du Lemme 2.1 et si A € RV et
a(s) = c1e” % avecc; >0 et cg € R,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout t > 1, les
estimations suivantes :
1

E(t)y<ce &' si r=cy=0,

—c
e <2 662:

E(t) <ce e si r=0¢€tcy#0,

-1
E(t)<etrt+D) st r>0elcy =0,

32
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e('r+1)c2 (t—1) _

1
E(t) < c( )r(r“) si r>0etcy #0.

C2
Preuve. Il suffit de remarquer que A(t) = M et w(s) = %6025, et
d’appliquer (2.18) et (2.19).

Remarque. Quand ¢y < 0, les estimations du Lemme 2.4 n’impliquent
pas que F converge vers zéro.

Lemme 2.5. Sous les hypothéses du Lemme 2.1 et si A € R et
a(s)=ci(s+1)72 avecey >0 ety € R,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout t > 1, les
estimations suivantes :

-1
Et)<ecter si r=0etey=—1,

tc2+1

E(t) < ceeTT si. T=0¢etcy #—1,
—1 _1
E(t) < e(In(t))r+D ) 0etcy =
(1) < ¢(In(?)) st r>0elcy )
e+ _ g ~1
El)<e|l——— T 0 et
()_C(CQ(T‘I—l)‘I—l) si. r>0e€lcyg #F—— et

Preuve. Il suffit de remarquer que A(t) = M et w(s) = Ci(s + 1),
d’appliquer (2.18) et (2.19).

Remarque. Quand ¢y <
pas que FE converge vers zéro.

_|_1 , les estimations du Lemme 2.5 n’impliquent

Dans le lemme suivant, on considére des hypothéses plus générales que
(2.4) en incluant le cas d’une perturbation du second membre.

Lemme 2.6. Soient I : Rt — RY une fonction dérivable, a3 € RT,
ay, ay 1 BT — RT* et X : BT — RT trois fonctions continues. Supposons
qu’il existe r, p > 0 tels que

as(r + 1)21;%){/\(15)} <1
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et, pour tout 0 < s < T < +o0,

{ JLEMN ) dt < an($)E(s) + aa(s) () 4 anEUT), g 0y

E'(t) < MOE(), Vt> 0.

Alors E vérifie (2.5) et (2.6) ot \t) = [y N7)dr, w =1 et a est défini
par (2.26).

Remarques. 1. Comme dans le Lemme 2.2 et le Lemme 2.3, on peut
montrer, sous les hypotheses du Lemme 2.6, que E vérifie (2.16)-(2.19) et
(2.20)-(2.23) ot w = 1 et a est défini par (2.26).

2. Sir = 0, A est une constante et Aaz > 1, alors E(t) = e satis-
fait (2.24). Ceci implique qu’une fonction vérifiant (2.24) ne converge pas
forcément vers zéro.

Preuve du Lemme 2.6. Il suffit de montrer que F vérifie la premiere

inégalité de (2.4) pour appliquer le Lemme 2.1.
On a:

T
as 7T = as / (B Y ()dt + az ™+ (s)
T S
< as(r +1) / NOE™ () dt + as " (s)
i T
< as(r + 1)sup{/\(t)}/ EH() dt + asFH(s).

>0

Donc, d’aprés la premiere inégalité de (2.24), on obtient :
+ oo
/ E(t)dt < b(s)E(s), Vs >0 (2.25)

ou

b ay(s)+ ax(s)EP(s) 4+ asE7(s)
(s) = )

L= a3(r + 1) sup,so{A(1)}
On considere la fonction fy (définie par (2.11) pour s = 0) et on intégre sur
[0, s] I'inégalité

¥s > 0.

BN @) > 0y (fo() B (1)), v >0,
on obtient, d’apres (2.25) :

b(0)E(0) > /SET“(t)dt > fols)ETH(s), Vs >0
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d’ou (on exclut s = 0 car fp(0) = 0)

E(s) < (%) BT e s 0,

D’autre part, la deuxiéme inégalité de (2.24) implique que
E(s) < E(0)e'®), Vs> 0.

Donc

E(s) < min{ £(0)e""), (%

La fonction d est continue et strictement positive, et on a :

a1(s) + az(s)(d(s))? + as(d(s))"
L —as(r+ 1) supso{A(t)}

)Ti_l} =d(s), Vs> 0.

b(s) < Vs > 0.

D’oui, on conclut de (2.25) la premiere inégalité de (2.4) avec

a1(s) + az(s)(d(s))? + as(d(s))"
I —as(r+ 1) supso{A(t)}

a(s) = (2.26)

Ceci achéve la preuve du Lemme 2.6.

Dans le cas particulier ou A et a; sont des constantes, le Lemme 2.6
généralise et améliore une version que j’ai démontrée (sous des hypotheses
plus fortes) et utilisée dans mes deux articles [16] et [17].

Lemme 2.7. Soient £ : BT — RY une fonction dérivable, ay, ay € RT*

et as, r, p, A\ € RT. Supposons que

{fST Eti(tydt < a1 E(s) + aaEPT(s) + asE™TH(T), Y0<s<T, (2.27)

E'(t) < ME(t), V¥t >0.

Si asA(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et
c telles que, pour tout t > 0,

E(t)<ce™™ si r=0, (2.28)
E)<c(1+1)7 si r>0etA=0, (2.29)

E(t) < (14T si r>0etA>0. (2.30)
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Preuve. Si A = 0, (2.27) implique (1.2). Donc, d’apres le Lemme 1.1,
(1.3) et (1.4) impliquent (2.28) et (2.29) respectivement.

Supposons que A > 0. D’aprés la preuve du Lemme 2.6, E vérifie la
premiére inégalité de (2.4) ol @ est défini par (2.26). Donc, on déduit (2.16)
et (2.17) avec w(s) = ﬁ Or, sous les hypotheses du Lemme 2.7, la fonction
a est bornée. Donc w(s) > m (si sup;sofa(t)} = 0, alors a; = ay =
az = 0, et par conséquent E = 0) d’olt (2.16) et (2.17) impliquent, pour tout
t>1,(2.28) et (2.30) respectivement.

Pour t € [0,1], on a :

E(t) < E(0)eM < E(0)e.

Donc E vérifie (2.28)-(2.30) aussi pour ¢ € [0, 1].

On généralise maintenant les Lemmes 1.2 et 1.3 au cas non dissipatif en
montrant le deuxiéme lemme principal de ce chapitre. Ceci unifie, améliore
dans certains cas et généralise au cas non dissipatif tous les cas considérés
dans le Chapitre 1.

Lemme 2.8. Soient £ : RT — RY une fonction dérivable, N € RT et
@ : BT — RT une fonction convexe et strictement croissante vérifiant :

2(0) = 0. (2.31)

Supposons que

(I @yt < B0, w20 232)

E'(t) < AE(t), Yt>0. '

Alors E vérifie Uestimation suivante :
E(t) < g7 (M o (w7 h(t) + 9(E(0)), V> Ty (2.33)
ot

w(t) /1 L 4o Wis 0 (2.34)

= — as, 9 .

¢ w(s)
(1) st A=0,

g(t) = { g@ds s A>0, vt >0, (2.35)

h(t) = K~Y(D(t)), Vt> T, (2.36)

36
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P! (t+¢(E(0)))

K(t) = D(t) + ) (¢_1 (M(E(O)))) M, V>0, (2.37)
D(t) = [yeMds, Vt>0,
Ty =D ) ) (2.38)

P(£(0))

Remarques. 1. Si A = 0 et ¢(t) = dt"™! pour d > 0 et r > 0, alors
Pestimation (2.33) coincide avec (1.5), (1.8) et (1.11), et elle coincide avec
(1.3) et (1.4) si de plus ¢(s) = s.

2. Si A = 0, alors I'estimation (2.33) est plus forte que (1.8) en général
grace a notre fonction h définie par (2.36) qui minimise (2.47) ci-apres.

Preuve du Lemme 2.8. Si F(s) = 0 pour un s > 0, la premiere
inégalité de (2.32) implique que F(¢) = 0 pour tout ¢ > s, et dans ce cas-1a,
il n’y a rien & démontrer. Donc, on peut supposer que E(t) > 0 pour tout
t > 0 sans perte de généralité.

On pose :

L(s) = /:oo S(E(1))dt, Vs> 0. (2.39)

D’apres (2.32), on a :
L(s) < E(s), Vs>0. (2.40)
La fonction L est strictement positive décroissante de classe C'! sur Bt
vérifiant, d’apres (2.39) et (2.40) :
—L'(s) = ¢(E(s)) = p(L(s)), Vs> 0.

La fonction ¢ définie par (2.34) est strictement décroissante, donc,

r_ = L(s) )
(v(r(s)) = Sy 2L vezo

Donc, par intégration sur [0,¢] et en utilisant (2.40) pour s = 0,

P(L(t)) > t+ ¥(FE(0)), Vt>0. (2.41)
Comme ¢ est convexe et ¢(0) = 0, alors

o(s) <@(l)s, Vs €[0,1] et (s) > ¢(1)s, Vs > 1, (2.42)
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et par conséquent lim;—g (1) = +oc et [(F(0)),+oc[C Image(¢). On
déduit donc de (2.41) que :

L(t) < ¢ (14 9(E0)), V>0, (2.43)

Maintenant, pour tout s > 0, on pose :

t
fs(t) = e_M/ dr, V> s, (2.44)

S

La fonction fs est strictement croissante sur [s, 400 et strictement positive
sur |s, +oo[ vérifiant :

fs(s)=0 et fit)+Nfs(t)=1, Vi>s>0. (2.45)

D’apres (2.42), la fonction ¢ définie par (2.35) est bien définie, positive et
strictement croissante vérifiant :

g(t) < @(t) et Mg'(t) = Ap(t), Vt>0,
donc, d’aprés (2.45) et la deuxiéme inégalité de (2.32),
0- (F(m)g(B(7))) = FUT)g(B(T)) + Fo(T)E/(7)g (B(r))
< (1= Ma(D) @l B(0) + Ma(T)@(E(7)) = 9(E(r)).  ¥7 > 5> 0.
En intégrant cette inégalité sur [s,1], on obtient :

1) 2 [P dr > f0g(PW), Vizs20. (246)

D’apres (2.42), lim;_.4, g(s) = +00. Comme ¢(0) = 0 et g est strictement
croissante, on déduit alors de (2.43) et (2.46) que :

E(t) < g™ inf i G S0)

s€fo,t] JAG) )7 Vi > 0. (2.47)

On fixe maintenant ¢ > Tj ou 1y est défini par (2.38) et on pose :

¢ (s + 9(B(0))
fs(1)

J(s) = Vs € [0,1]. (2.48)
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La fonction J est dérivable et on a, pour tout s € [0,1] :

J(s) = F720) [ M9 (s + 9(B(0) = (v (s + v(E©0))].
On vérifie facilement, d’aprés (2.44), que :
J(s)=0 & K(s)=D(t) et J'(s)<0 & K(s)< D(t)
(’-“}3(?3)) et D(0) = 0.
() = 35505 > 0,

est décroissante (puisque ¢ est convexe), alors K et D sont strictement
croissantes. Donc, si ¢ > Tp,

inf J(s)=J(K7'(D(®))) = J(h(1)).

se[0,¢]

ot K et D sont définies par (2.37). On a : K(0) =

De plus, comme ¥~! est strictement décroissante et d

Comme h vérifie J'(h(t)) = 0, alors on conclut de (2.47) I'estimation (2.33).

Remarque. Sous les hypothéses du Lemme 2.8, on a toujours

tl}_rl_noo E(t) = 0. (2.49)
En effet, il suffit de choisir s =
limy—g ¥(t) = +oo et limi—4uo f1
(2.49).

dans (2.48) et noter que ¢(0) = 0,

1y
2t
(1) > 0 d’ou, d’aprés (2.47), le résultat
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CHAPITRE 3

Equation des ondes
avec un terme perturbant d’ordre 1

3.1. Introduction

On consideére dans ce chapitre le probleme de la stabilisation (interne
et frontiere) de I’équation des ondes semi-linéaire avec un terme perturbant
d’ordre 1

u=0 I x RY, (P3)

{u”—Au—l—h(Vu)—l—f(u)—I—g(u’):(] Q x RY,
w(z,0) = ug(z) et u'(2,0)=u(2) Q

dans le cas d’un feedback interne, et

" — Au+ h(Vu)+ f(u)=0 Q x RT,
u=10 F()X]R-I_

9 Pl
dyu+g(u') =0 Iy x RY, (P3)

uw(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=1us(2) Q

dans le cas d’'un feedback frontiere, ou £ C R"™ est un domaine ouvert
borné de frontiere I' assez réguliére, et f, g : R — R et h: R® — R sont
des fonctions continues vérifiant certaines hypotheses (voir paragraphe 2).
Dans (P3"), I = TqUT; ou I'g et I'y sont deux parties fermées et disjointes.

L’objectif principal de ce chapitre est de montrer que toute solution de
(P3) et (P3') converge vers zéro quand t converge vers l'infini et de donner
des estimations précises de stabilité en utilisant, en particulier, les résultats
du Chapitre 2.

Quand h = 0, la bibliographie des travaux traitant ce probleme est
trés vaste. On peut citer entre autres les travaux de M. Nakao [64-67], S.
Kawashima, M. Nakao et K. Ono [34], M. Nakao et K. Ono [68], S. Nicaise
[69], A. Haraux et E. Zuazua [31], P. Pucci et J. Serrin [71], E. Zuazua
[84-87], V. Komornik [36-39].

Dans [67], M. Nakao a considéré le systeme suivant :

' — Au+ p(u)+ f(u) =0 Q x RY,
{u:[) T x Bt (3.1.1)
w(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=u(x) Q
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ott p(v) = |v|Pv, B > —1, f(u) = bulul®, a, b > 0 et Q est un domaine
borné de R™ de frontiere T' assez réguliere. I’auteur de [67] a montré que
(3.1.1) admet une solution faible globale unique si (n —2)a < 2 ainsi qu’une
solution forte globale unique si (n —2)a > 2, n = 1 ou n = 2. Le probleme
de stabilisation a été aussi traité. Dans les deux cas, M. Nakao a montré
dans [67] que I’énergie de la solution décroit polynémialement si 5 > 0, et
exponentiellement si g = 0. Ses résultats améliorent des résultats antérieurs
obtenus par le méme auteur dans [65] ou le probleme est étudié dans un
cadre abstrait et des résultats de stabilité sont obtenus uniquement dans le
cas (n — 2)a < 2. Plus tard, et dans un travail conjoint avec K. Ono [68],
ces résultats ont été généralisés au probleme de Cauchy pour I’équation

v’ — Au+ N (z)u+ p(u') + f(u) =0 R" x RF

ot p(u') se comporte comme |u’|’u’ au voisinage de zéro et I'infini, et f(u)
se comporte comme —bu|u|®*. Dans ce cas-la, les auteurs imposent des con-
ditions de petitesse sur la norme dans H'(Q) x L*(Q) des données initiales
avec un support compact.

P. Pucci et J. Serrin [71] ont traité le probleme de stabilisation du
systeme suivant :

' — Au+ Q(a,t,u,u’)+ f(z,u) =0 QxRT,
w=0 I x BT, (3.1.2)
uw(z,0) = ug(z) et u'(x,0)=u(2) Q

et ont montré que ’énergie de la solution est une fonction de Liapunov.
Bien qu’ils n’aient pas obtenu des estimations de stabilisation, ces derniers

ont montré qu’en général I’énergie converge vers zéro a 'infini. Dans le cas
spécial de (3.1.2) ol

Qz,tyu,u’) = a()tuw’ et fla,u) =V(z)u,

les auteurs de [71] ont démontré que le comportement de 1’énergie a I'infini
dépend crucialement du parametre a. Si |a| < 1, (3.1.2) est asymptotique-
ment stable. D’autre part, si @ < —1 ou a > 1, il existe des solutions qui ne
convergent pas vers zéro ou qui convergent vers une fonction non nulle ¢(x)
quand ¢ converge vers I'infini.

S. Messaoudi [58] a traité un systéme basé sur I’équation

u’ — Au+a(l+ ||+ buluPTE =0 Q x RT
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ot a,b>0,m>2 p> 2 avec des conditions aux limites sur le bord, et
a montré la stabilité exponentielle. La démonstration de ces résultats est
basée sur la méthode des multiplicateurs et sur une approche que j’ai utilisée
dans mes deux articles [8] et [9].

Concernant le cas d’un feedback frontiere, le probléme (P3’) avec h = 0 a
suscité un grand intérét ces vingt derniéres années. De nombreux travaux a
ce sujet existent dans la littérature et un progrés important a été réalisé dans
ce domaine. Des techniques nouvelles ont été développées qui ont permis
de stabiliser des systemes d’évolution a partir du bord ou de les controler
de ’état initiale a I’état finale (controlabilité). Il existe dans la littérature
une longue liste de références traitant de la stabilisation avec un feedback
linéaire sur le bord. On peut citer, comme exemples, les travaux suivants :
J. Lagnese [46], D. L. Russell [75], R. Triggiani [81] et Y. You [82]. Dans
le cas ou le feedback frontiere est non linéaire, on peut citer les travaux de
E. Zuazua [84], I. Lasiecka D. Tataru [50], V. Komornik [38] et moi-méme
dans [3] et [9], parmi beaucoup d’autres. Dans tous ces travaux, l'objectif
principal était d’obtenir les mémes résultats de stabilité quand le systeme
est soumis a une condition au bord de la forme

O+ a(x)u+b(x)g(v') =0 Ty xRY

ol I'y est une partie du bord I' de Q vérifiant certaines conditions géométri-
ques, a, b et g sont des fonctions données. En revanche, aucun controle n’est
appliqué sur Pautre partie, i.e. :

w=0 (T\Ty)xR*,

En utilisant un principe général de Russell [75], S. Nicaise [69] a montré,
dans un cadre général, que la dissipation et la stabilité exponentielle par un
feedback linéaire impliquent des estimations de stabilité (similaires a celles
obtenues par M. Martinez [56]) par un feedback non linéaire, ce qui établit
un lien direct entre les deux cas.

En revanche, quand h # 0, tres peu de travaux existent dans la littérature.
A ma connaissance, les résultats les plus généraux et les plus récents dans
cette direction ont été obtenus par M. M. Cavalcanti, N. A. Lar’kin et J.
A. Soriano [17]. Dans ce papier, les auteurs ont montré 'existence et la
régularité des solutions d’une large classe d’équations hyperboliques basée
sur ’équation

K(z,t)u" — Au+ F(z,t,u,v',Vu) = f(z) QxRY
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avec des conditions au bord et des données initiales comme dans (P3’) ol
K, F et f sont des fonctions données satisfaisant certaines hypotheses.

De plus, pour obtenir la stabilisation exponentielle des solutions en
utilisant des multiplicateurs et des inégalités intégrales classiques, M. M.
Cavalcanti, N. A. Lar’kin et J. A. Soriano [17] ont imposé des hypotheéses
supplémentaires sur F. Ces hypotheses impliquent, en particulier, que F est
globalement lipschitzienne par rapport a sa derniere variable ou la constante
de Lipschitz est une fonction en t convergeant exponentiellement vers zéro a
Pinfini. Cette forte hypothese n’est pas satisfaite si, par exemple, la fonction
F ne dépend pas de t, comme dans le cas des systemes (P3) et (P3').

Notons que, a cause du terme h(Vu), les systémes (P3) et (P3’) ne sont
pas dissipatifs puisque nous n’avons aucune information sur l'influence de
I'intégrale [ h(Vu)u' da sur la norme

(12 _ i 2 2
) g psrzey = |, (0 OF + V(e 0F) d.

ni sur le signe de sa dérivée; autrement dit, I’énergie F (définie dans le
paragraphe suivant) n’est pas nécessairement décroissante. La décroissance
de I’énergie joue un réle crucial dans I’étude de la stabilité asymptotique de
la solution, comme cela a été le cas, en particulier, dans les travaux cités
ci-dessus.

On introduit une énergie équivalente dans le but d’absorber la partie
linéaire de h; cette énergie équivalente est décroissante si h est linéaire.
En utilisant des multiplicateurs appropriés et le Lemme 2.7, on démontre
alors des estimations exponentielles et polyndmiales de stabilité. Dans le
cas ou h est non linéaire, on démontre la stabilité exponentielle sous une
hypothese de petitesse sur la partie non linéaire de h. La clef principale de
la démonstration est 'utilisation des résultats obtenus dans le Chapitre 2,
en particulier le Lemme 2.7.

3.2. Notations et résultats principaux

On commence ce paragraphe par considérer des hypotheses générales.
(H.1) Hypotheéses sur f.
f R — IR est une fonction de classe C'! telle que f(0) = 0,

3

|f(s1) = f(s2)l S a(l+|s1]? + |s2|?)|s1 — s2],  Vsi,80 € R,

F(s) > —as?, VseR (3.2.1)
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avec a, ¢ >0, (n—2)¢g<meta< ﬁ ou F est le potentiel défini par :

F(s) = /0 f(o)do, VsemR,

et ¢g est la plus petite constante positive (qui ne dépend que de Q et de 5
ot ¢ est défini dans I'ypothese (H.3)) vérifiant (inégalité de Poincaré) :

/Q€C-x|v|2 dx < CO/QeC.x|Vv|2 dx, Yo € H%O(Q) (322)

ot H} (2) = {v e H'(Q): v = 0sur I'}. Dans le cas de (P3) (I'g = T),
on utilise la notation classique Hg ().
On suppose aussi qu’il existe un réel b > 0 tel que

2bF(s) < sf(s), Vsé€R. (3.2.3)

(H.2) Hypotheéses sur g.
g : R — R est une fonction de classe C!, croissante et g(0) = 0 telle que

g(s)s >0, VseR". (3.2.4)

On suppose aussi qu’il existe trois constantes r > 1 et ¢, ¢g > 0 telles que

1

cymin{|s|, |s|"} < |g(s)] < ecamax{|s|",]|s|}, Vse€R. (3.2.5)

(H.3) Hypotheéses sur h.

h:R" — R est une fonction de classe C'! telle que
Vh est borné, (3.2.6)
et il existe 5 € R" et 3> 0 tels que

h(O) + (¢ < BICL, V¢ erm. (3.2.7)

On pose maintenant ¢(z) = Q: -z et on définit ’énergie équivalente de la
solution de (P3) et de (P3') par la formule

E(t) = / ) (o' + |Vuf* + 2F(w)) de, Vi€ BY. (3.2.8)
Q

Remarques. 1. Sila fonction f est croissante vérifiant f(0) = 0, alors

les conditions (3.2.1) et (3.2.3) sont satisfaites avec a = 0 et b = 1.



CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES 45

2. La condition (3.2.1) assure l'inégalité
/ PO (|2 + [Vl de < kE(D), Viert (3.2.9)
Q

ou k = . En effet, (3.2.1) et (3.2.2) impliquent que

1— 2ac
E(1) > / ) (Ju'? 4 [Vuf* ~ 2a]ul®) do
Q

2/ (|u| + (1 = 2ae0)|Vul?) da
Q

)
> (1 —QQCO)/Q D (W] + [Vul?) de

d’ou (3.2.9). Comme ¢ est bornée, I'inégalité (3.2.9) montre que 1’énergie
équivalente F définit une norme pour le couple (u,w’) sur H}(Q) x L*(Q).

Existence et régularité de solutions. En utilisant la méthode de
Galerkin (voir M. M. Cavalcanti, N. A. Lar’kin et J. A. Soriano [17]) - on
omet ici les détails - on peut montrer, sous les hypotheses (H.1), (H.2) et
(H.3), que le probleme ( P3) admet, pour toute donnée initiale

(uo,ur) € (H*(Q) N Hy(Q)) x Ho(Q),
une solution unique (forte) u :]0, 4o00[— R, vérifiant :
u € L]0, +ocl; HA(Q) N Hg(2)), u' € L]0, +0c; Ho(R)),  (3.2.10)

u" € L(J0, +o0f; L*()).

En revanche, si la donnée initiale (ug,u1) € H(Q) x L*(Q), alors, en
utilisant des arguments classiques de densité, on montre que (P3) admet
une solution unique (faible) u : 2x]0,+oo[— R dans ’espace

C(]0,400]; Hy(2)) 0 C(J0, +00[; L2 (). (3.2.11)

On présente maintenant les résultats de stabilité concernant (P3).

Théoréme 3.2.1. Supposons satisfaites les hypothéses (H.1), (H.2) et
(H.3) avec b < 1.

Alors Uénergie équivalente I définie par (3.2.8) vérifie, pour toute solu-
tion faible de (P3), les estimations suivantes :
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Cas 1 : h est linéaire (5 = 0). Il existe deux constantes positives ¢ et
w telles que
E(t) <cE(0)e™™, VteRT s r=1, (3.2.12)

3

EM) <c(1+1)71, VieR* si r>1. (3.2.13)

Cas 2 : h est non linéaire (§ > 0). Supposons que r = 1 et 3 est
assez petit. Alors E vérifie (3.2.12).

Remarques. 1. Dans la démonstration du Théoreme 3.2.1, on précise
la condition de petitesse supposée sur 3 dans le cas ou h est non linéaire.

2. Si r = 1, on obtient la stabilité exponentielle (3.2.12) que h soit
linéaire ou non. Dans tous les cas, et grace a l'introduction de 1’énergie
équivalente, aucune condition de petitesse n’est imposée sur |§:| (qui représente
la partie linéaire de h).

3. Dans le cas particulier ou g est linéaire (g(s) = as pour tout s € R
avec a > 0. Donc r = 1 dans (3.2.5)), on obtient les résultats obtenus par
S. Messaoudi [57].

4. Dans le cas ou f = 0 (h est linéaire), il est possible d’affaiblir les
conditions (3.2.5) (voir A. Guesmia [3, 7] pour le systeme d’élasticité et A.
Guesmia [6] pour le systéme de Petrovsky). Comme notre objectif principal
est de traiter le terme perturbant h(Vu), on ne considere dans ce chapitre
que les conditions (3.2.5).

On s’intéresse maintenant a la stabilisation de (P3’). Pour obtenir les es-
timations de stabilité (3.2.12) et (3.2.13) dans le cas d’un feedback frontiere,
on a besoin d’imposer quelques hypothéses géométriques sur I'. Soit z° un
point fixe dans R™. On pose :

m=m(z)=2—2° R=max|m(z)| = ||m]w (3.2.14)
r€Q

et on suppose que les deux parties non vides I'g et I'y de T' vérifient, pour
un réel § > 0 :

lo={eecl:m-v<0}, Th={z€l:m-v>d} (3.2.15)

Exemples. Concernant ’existence d’une telle partition de I', on peut
prendre 2 comme suit :
1. Sin =1, alors Q est un intervalle ouvert borné : Q =]y, 25[C R. Les

hypotheses géométriques (3.2.15) sont satisfaites dans les cas suivants :
1) FO = {$1}, Fl = {xg} et :EO S xq,
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11) FO = {332}, F1 = {$1} et $0 Z Z9.

2. Sin>2etQ =0\ Qo ot Q et Qy sont deux domaines ouverts
de frontieres I'y et I'g respectivement, Qg C 4 et Q4 et Qg sont étoilés par
rapport a un point z° € Qg (un domaine Q est dit étoilé par rapport a 20 si
m-v > 0 sur d2), alors les hypothéses géométriques (3.2.15) sont satisfaites.

3. Sin > 2et Q n’est pas de la forme mentionnée dans 1’exemple
précédent, alors 'existence d’un point z° vérifiant les hypothéses géométri-
ques (3.2.15) n’est pas valable en général. En appliquant une méthode
d’approximation, on peut affaiblir considérablement ces hypotheses géomét-
riques, au moins en dimension n = 2, 3, en adaptant des arguments donnés
par V. Komornik et E. Zuazua [44] pour I’équation des ondes (voir aussi les
références mentionnées dans [44]). D’autre part, il est possible d’affaiblir les
hypotheéses (3.2.15) en considérant le cas des domaines presque €toilés (une
notion introduite et appliquée par P. Martinez [55]).

(H.4) Hypotheése sur f.
f iR — R est une fonction de classe C? telle que (3.2.3), f(0) =0,

|f(s1) = f(s2)l < a1+ |s1]? + |s2|?)|s1 — s2],  Vsi,80 €R,

F(s)>0, VseR (3.2.16)

avec a, ¢ > 0 et (n — 2)q < n.

L’existence et la régularité des solutions de ( P3’) peuvent étre démontrées
par la méthode de Galerkin (voir M. M. Cavalcanti, N. A. Lar’kin et J. A.
Soriano [17] et S. Messaoudi [57]); mais ce point ne sera pas discuté ici. On
utilise les notations :

V={veH(Q): v=0sur I'o} = H{ (Q) et W=H(Q)NYV,

on obtient :
1. Pour tout (ug,uy) € W x V tel que d,ug + g(u1) = 0 sur T'q, le
probléme (P3’) admet une solution forte unique : u :]0, +oc[— R telle que

we L0, +oo[; W), «' € L(J0, +oc; V) et «” € L]0, +oo[; L3()).

2. Si (ug,u1) € V x L*(Q), alors (en utilisant des arguments stan-
dard de densité) le probleme (P3’) admet une solution faible unique : w :
02x]0, +00[— R dans I'espace

C(10,4+0c]; V)N CH(]0, +oc[; LAH(Q)). (3.2.17)
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Voici maintenant les résultats de stabilité de (P3’).

Théoréme 3.2.2. Soit u une solution de (P3') dans la classe (3.2.17).
Supposons satisfaites les hypothéses (H.2), (H.3) et (H.4) avec |§:| assez
petit, et b assez grand ou bien f linéaire. Alors l’énergie équivalente F de
u, définie par (3.2.8), satisfait les estimations du théoréme 3.2.1; autrement
dit, F satisfait (3.2.12) si B est assez petit (ou nul) et r = 1, et I satisfait
(3.2.13) si p =0 et r> 1.

Remarques. 1. Comme exemple de fonction f satisfaisant (H.4), on
peut prendre f(s) = as|s|? avec a, ¢ > 0 et (n — 2)g < n. Les conditions
(3.2.3) et (3.2.16) sont satisfaites pour tout b < 1+ 4.

2. L’exemple le plus simple d’une fonction g vérifiant (3.2.4) et (3.2.5)
est le suivant : g(s) = y|s|""1ssi|s| < 1, et g(s) = s si[s| > 1oty > 0.

3. Gréce a (3.2.16), I’énergie équivalente (3.2.8) satisfait I'inégalité

/Q (1P + [Val?) do < M= 1), (3.2.18)

1
La quantité (fQ|Vu|2dx) * définit une norme sur V équivalente & la norme

usuelle de H'(Q); par conséquent, V x L?(2) muni de F est un espace de
Hilbert.

4. Dans la démonstration du Théoreme 3.2.2. on précise la condition
imposée sur |§| ainsi que celle imposée sur b dans le cas ou f est non linéaire.

5. Comme (P3) et (P3') sont dissipatifs (au sens de I’énergie équivalente)
si h est linéaire, alors on peut considérer des conditions sur le comportement
de g au voisinage de zéro plus faibles que (3.2.5) et montrer des estimations
générales de stabilité (comme, par exemple, celles démontrées par F. Alabau-
Boussouira [1])

3.3. Feedback interne

Afin de justifier tous les calculs qui vont suivre, on montre tout d’abord
les estimations (3.2.12) et (3.2.13) pour les solutions fortes; et par I'utilisation
d’arguments standard de densité, on déduit ces mémes estimations pour
toute solution faible. Soient donc

(ug,ur) € (H*(Q) N HH(Q)) x HL(Q)

et u la solution de (P3) correspondante (vérifiant (3.2.10)).
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On va montrer que ’énergie équivalente (3.2.8) vérifie les hypothéses du
Lemme 2.7 (Chapitre 2) pour obtenir les estimations cherchées.

Dans toute la suite de ce chapitre, ¢ désigne une constante positive
générique qui peut changer d’une ligne a l'autre et qui ne dépend pas de

G.
On commence ce paragraphe par donner une formule explicite de la
dérivée de F. En dérivant £, on obtient (noter que ¢(z) = ¢ -z) :

—2/ u'(u'" + f(u ))—I—Vu-Vu’)dx.

En utilisant (P3) pour remplacer le terme u” 4+ f(u), et en appliquant la
formule de Green, on déduit

= —2/ ! g(u') de — 2/ h(Vu)+C - Vu) dz. (3.3.1)

En utilisant maintenant (3.2.4), (3.2.7.), (3.2.9) et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on trouve :

<2/ D! ||h(V) + € - V| da

1 .
< / e?(@) (ﬂ|u’|2—|— B|h(Vu)—|—C-Vu|2) dz
Q
et par conséquent (ou k est défini par (3.2.9))
E'(t) < BkE(t), VYtert (3.3.2)

d’ou la deuxieme inégalité de (2.27) avec A = fk.

On montre maintenant que £ vérifie la premieére inégalité de (2.27).
Soient 0 < S < T < +oo. Multiplions la premiére équation de (P3) par
E%(t)e¢(x)u et intégrons la formule obtenue sur Q x [9,7'], on obtient :

0= En 1) /Q @y (u" — Au+ h(Vu) + f(u)+ g(u')) dedt (3.3.3)
T
— Tgl &) 500!
[E (t)/Qe wu' dx .

> t)/ @) (— |u’|2 + [Vul* + uf(u)) dx dt
Q

49
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=1 e me [ @
— / E2(t)E(t)/e P dx dt
2 Js Q
T t)/ e?@ug(u') da di
Q

4 /ST Erg_l(t) /Q e?@y (h(Vu) + Q: . Vu) dx dt.

Or, en utilisant (3.2.2.), (3.2.3), (3.2.7), (3.2.9), (3.3.1) et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a :

e (170 + ¢ u) ]

Sg/ |u|2dac—|—2ﬂ/ DN (Vu)+ ¢ - Vul|? de

< ﬂc/ @\ Vul? d,
Q

. 1 . .
EF () [ it da| < SEF 1) [ AP+ fuf)do < B )

‘7‘—1

E(OE (1) / Dt da| < BT (1)| (1)
Q

<cE7 (1) /Q @20’ g(u') + 2| |[M(Vu) + € - Vu]) da
< BT (1)(=F'(1) + feb(1)
et

wf(u) > 2bF (u),
donc on déduit de (3.3.3) que

> t)/ﬂe"““” (o' + (1 = Bo) [Vul® + 26F(w)) dadt (3.3.4)

S
T r+1 T r—1 2

< ﬂc/ ET(t)dt—l—/ ET(t)/ @) (2|u’| - ug(u’)) dx di
S S Q

t)dt.

r41 r41 T
—I—C(ET(S)—I—ET(T))—C/S B (1)

En intégrant le dernier terme de (3.3.4) on obtient :

> t)/ﬂe"““” (' + (1 = o) [Vul® + 26F(w)) dadt (3.3.5)
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<ﬁc/ EF (t)dt + ¢ (B (5) + E5(T))

[ 50 o ) i
S Q

Comme b < 1, on suppose que 3 est assez petit tel que 1 — e > b, et on tire
de (3.3.5) que

b—ﬁc/ EF () dt < ¢ (B (5) + EF(T)) (3.3.6)

T r—1 2
_|_/ E7T (t)/ @) (2|u’| _ug(u’)) da dt.
S Q

On majore maintenant la derniere intégrale de (3.3.6). On note :
Ot ={zcQ:|u|>1} et Q =Q\Qt.

On applique les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Hdélder, et on utilise
(3.2.2), (3.2.4), (3.2.5), (3.2.9) et (3.3.1) on trouve, pour tout ¢ > 0 :

/ / (b(x)ug(u') dx dt
< c/ E7 (/ ) da:) (/Q+ e?@g(u’)
<c/ S (/ |u| dx + - / dx)dt
< ce/s Erer_l(t) dt + E/S E%(t)/ge(b(x)u'g(u’) dz di
T

§ce

Qda:)% dt

+- / E= — —2/ h(Vu) —I—C Vu)dx)dt.

Or, d’apres (3.2.7) et lmegahte de Cauchy-Schwarz, on a :

|/ |7(Vu) 4 { - V| < (IUI2+|V %),

donc

T r—1
—/ E (t)/ e?@ug(u’) du dt (3.3.7)
Q+

S
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c(e+§)/STE“"+ (1) + Ergl(S).

De méme,

— 7 t)/ e?Dug(u') de di
S Q-
T r—1
< E7=(t) (e/ DNul* dz + - / dx) dt
S
T 4 1
< 66/ E=2 (1) t)/ (eqs(x)u’g(u')) & dz dt
s -
< ce/ ET+1
T t)( E'(t —2/ A(Vu)+ (- Vu)dx)_ldt.

On distingue maintenant deux cas.

Si h(Vu) = —C-Vu (8 = 0), alors, d’apres (3.3.1) et I'inégalité de Young,

7 t)/ e?Dug(u') de di
a-

SCG/T Hydi 4 (/E+ 1) dt + ' TE(S))

T v _
< 66/ E72(t)dt + ce7"E(S5).
S

Si > 0 (dans ce cas-1a, on a supposé que r = 1), alors, d’aprés (3.3.1) et

(3.2.7),
/ /_ "Ydw dt

< 66/ t)dt + - / e(b(x)u’(h(Vu) +¢-Va) da:) dt
S

§C€/S E(t)dt + E /

Donc, dans les deux cas, on obtient :

7 t)/ e?@ug (') de dit (3.3.8)
-
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cle+ = / E t)dt + ce " E(S).

Les deux inégalités (3.3.7) et (3.3.8) impliquent que

7 t)/ e?@ug (') de dt (3.3.9)
Q

cle+ = / foken dt+c<e—TE(S)+1Er$1(S)).

€

()er(b )|w!'|? dz dt. On

~ BN . T
De la méme maniére, on majore le terme [g F
a, d’apres (3.2.5), (3.2.7) et (3.3.1) :

: t)/ A de dt (3.3.10)
O+

T -1
< C/ ET(t)/ PO g(u') du dt
S Qt

T
< cﬂ/ EF (1) dt 1 B ().
S

D’autre part, d’apres (3.2.5) et (3.3.1), on a :

T . 2
/ E (t)/ o[ da dt < C/ ES / (e(b(g”)u'!](u/)) " da dt
S Q- -
T r—1 2
< c/ ET(t)(/ Pl g(u) da:) THdt
S Q-

< C/ST B (0)(=E'(1) + BEW)) 2

En distinguant les deux cas (8 = 0 et 3 > 0) et en utilisant I'inégalité de
Young, on trouve : si § =0,

1 2 T 41 1—r
t)/ PO/ da dt < 66/ B2 (t)dt + ce 2 E(S),
Q- S

et si § > 0 (dans ce cas-la, on a supposé que r = 1),

/ST/_ 2| dxdt<cﬂ/ t)dt + cE(S5).
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Donc, on déduit que

T T r+1 1—1r
/ / @) o2 da dt < c(e—l—ﬂ)/ EF (O dt + e T E(S). (33.11)
S - S

Les deux inégalités (3.3.10) et (3.3.11) impliquent que

T
/ /e¢($)|u'|2dac dt (3.3.12)
S JQ

(5)) .-

€—|—ﬁ/ E2 tdt—l—c(gl%E(S)—I—ETj2L1

On substitue les deux inégalités (3.3.9) et (3.3.12) dans (3.3.6), on trouve :
J6} 1
(b—c(B+ T €)) t)dt (3.3.13)
41 _ r1
<e(l+ ) (S)—I—c(e T 4+ e )E(S) + BT (T).

Finalement, si 5 = 0 (donc F est décroissante), on choisit € < % et on déduit
de (3.3.13) que

T 1 r41 r4+1 r+1
/ EF (1)dt < ¢ (E(S) + EF(5) + EF(T)) < o (E(S) + EF(5))
S

d’ou, d’apres le Lemme 2.7, les inégalités (3.2.12) et (3.2.13).

Si 3 > 0 (donc, par hypotheése, 7 = 1), on prend € = v/ et on obtient :

(b= (3 +VB)) / 1) dt < esE(S) + ¢E(T)

ou cg est une constante dépendant de ﬂ On suppose que 3 est assez petit
pour que 3+ /B < et — k5 __ 1 (la constante k est définie par

c e(B+ \/_
(3.2.9)), on obtient :

T
/ E(t)dt < cE(S) + cE(T)
S
d’ou, d’apres le Lemme 2.7, I'inégalité (3.2.12).

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 3.2.1.

3.4. Feedback frontiére : cas non dissipatif
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Dans ce paragraphe, on montre I'estimation (3.2.12) (stabilité exponen-

tielle de (P3')).

La démonstration est tres similaire a celle donnée dans le paragraphe
3.3.

En utilisant la premiére équation de (P A 3’) et les conditions au bord, on
montre facilement que (noter que ¢(z) = ( - z)
Et)y=—=2 [ *@/g(u')de — 2/ h(Vu)+¢-Vu)de. (3.4.1)
I

En utilisant (H.2), (H.3) et (H.4), on déduit de (3.4.1) que

)< 2/ h (V) + ¢ - V) da

< ﬂ/ (o[ + [Vul?) do < BE1),

donc I satisfait la deuxiéme inégalité de (2.27) (avec A = ). On montre
maintenant que F vérifie aussi, pour deux constantes a et @, l'inégalité
suivante :

/S " Bt < ak(S) + aB(T). (3.4.2)

Soit 0 < ¢y < 1 (¢ sera fixé ultérieurement). On multiplie la premiére
équation de (P3’) par :

e?@) (2m - Vu + (n — eo)u)

ot m est défini par (3.2.14) et (3.2.15), et on utilise les conditions au bord.
On note :

I = / / u” 2m Vu+ (n—e)u ) dx dt,
/ / —Au—¢-Vu) (Qm -Vu+(n— GO)U) dx dt,
/ / hM(Vu)+ C Vu) (Qm -Vu+(n— eo)u) dz dt,

/ / 2m Vu+ (n—¢)u )dwdt.
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On commence par majorer les intégrales I; (qui vérifient : Iy + Io+ I3+ [y =

0). On a:
L = / / u” Qm Vu+ (n — e)u )d:rdt
T
[/ 2m Vu+ (n—e)u )dm]s
—/ /e¢($) m.V(u’)2+(n—€0)|u'|2) dx dt
S
T .
:/ /(eo—l—C-m |u’| dacdt—/ / (m-v |u’| dl dt
S JQ

+ [/Q e?(®)y/ (Qm -Vu+(n-— GO)U) dx]s

On majore le dernier terme de cette inégalité, on a :

/ @) (Qm -Vu+(n - €0)U)2 de — / e?@(2m - Vu)? da
Q Q

= /Qe¢(x) ((n — o) |u)® + 2(n — e)m - V(u)Q) dx
= /Qe¢(l’) ((n —€0)? [ul* = 2(n — eo)n |u|2) dx

+2(n — eo)/ P (m - v) |u* dr
I

= (€0 + n)(eo — n)/ @) |uf? da + 2(n — eo)/ @ (m - v) |ul* dT
Q

1

<2n—e)R [ €@ |u* dr
Iy

(noter que ¢g —n <1 —n <0), alors
2
/ (@) (Qm -Vu+ (n— eo)u) dx (3.4.3)
Q
< / @ (2m - Vu)? de + 2(n — €0)R/ @) |u)? dr.
Q I

Et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

2m Vu+(n—e)u)u do
o Julda]
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< E/ (@) |u'|2dx—|—i(/ e (2m-Vu)? dx—l—?(n—eg)R/ @) |u)? dF)
2 Ja 2e \Jq Iy

9 2
< / @) (E |u’|2 + 2 |Vu|? da:) + E(n — 60)6/ ) | Vul? da
Q 2 € € Q

ou ¢ est la plus petite constante positive vérifiant (inégalité de Poincaré) :

/ @) [y)? dT < 5/ O\Vol2de, VoeV = HL(Q).  (3.4.4)
I Q

Choisissons € = 2\/R(R + £(n —¢)) et posons a; = \/R(R + £(n — €0)),

on obtient :
‘/ () (Qm “Vu+(n— 6O)U) o’ dac‘ < a E(1).
Q

Donc, on déduit que

T
L > —ay (E(S)+ E(T)) - R/ / @) |/ |* dr dt (3.4.5)
S JI

T
+(eo — RHW)HOO)/S /QeW) ' |* da dt.

D’autre part, en utilisant la formule générale de Green et 'identité
2Vu-V(m-Vu)=2|Vul* + m - V(|Vu|*)

(noter aussi que sur I'g on a : Vu = d,ur), on trouve :

/ / (=Au—(- Vu)(Qm-Vu—I—(n—eg)u) dx dt

:/T/(Q—l—g:-m—eo) ) |Vl dxdt—/ / (m - v)|Vul* dI' dt

—I—/ / (m-v)|Vul* = (n — €)ud,u — 2(m - Vu)d, u) dr dt.
'

En utilisant la définition (3.2.15) de T'y et T'y, on conclut que

T
I > (2— e — R|C|)/S /Qab(x) Val? da dit
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+/ / (8190 = (n — co)udu — 8 |Vuf? ——(a u)?) dr di

R T
L>(2—e— R|C|)/S /QeW) Vul? de dt (3.4.6)

/ /1“1 n—GO)uau—l— (8 u))dfdt.

De méme, en utilisant (3.2.7), (3.4.3) et l’inegalite de Cauchy-Schwarz, on
trouve :

13_/ / h(Vu) —I—C Vu) (2m-Vu+(n—€0)u)dacdt

/ / h(Vu) —I—C Vu) dz dt

b 2 [ o) 2 $(<) 1,12
~1B (4R / |Vu|® dz + 2(n — ¢)R /1“1 e\ | dF) dt

et par consequent

T
I > —QﬁR/ / @) |Vuf? de dt (3.4.7)
S Q

——n—eo// ) |u|* dT dt.

En utilisant (3.2.3) et le fait que F'(0) = 0 et F soit positive, on obtient :

I4_/ / 2m Vu+ (n—e)u )dxdt
> (n— € b/ / 2)2F (u dacdt—l—/ / 2om - V(F(u))dz di
2/5 /Q((n—eo)b—n C-m)e?@2F (u dxdt—l—/ /Fl YF(u)dl dt.

On en déduit alors que

> ((n = co)b—n — RIE)) / / w) da dt. (3.4.8)

On distingue maintenant deux cas (qui correspondent aux hypothéses du
Théoréme 3.2.2 : f est linéaire ou b est assez grand).
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Cas 1 : f est non linéaire. On suppose que

RG<1, RIC|<min{l - RG.n} et b> "TELL
n — R[(]
On choisit alors
‘|, mi : n+ R|¢
€0 €]R|C], min{2(1 — RS) — R|],n - T"}[,

ce qui implique que ¢; > 0 ou
e1 = min{eo — R|([,2 — €0 — 2RB — RI(|,(n — €0)b— n — R|{[}.

Combinons (3.4.5)-(3.4.8) et notons que Iy + I3 + I3 + 14 = 0. On obtient :

63/ / H(ju! 2 4 [Vul? + 2F(w)) da di < an(E(S) + E(T))  (3.4.9)

2
-I-/ / R|u’| + = n—€0)|u| + (n — €0)ud, u—I—R (0, u))dfdt.

Cas 2 : f est linéaire. Si f(s) = as pour une constante a > 0 (donc
b =1 dans (3.2.3)), on déduit de (3.4.8) que

€0-|-R|C| / / w)dx dt

(€0 — RI()) / / 2V2F (u) da dt — 260/ / w)dz dt
(€0 — RI()) / / 2)2F (u) da dt — 2€0a/ / ) |ul? da dt
> (o — R|(]) / / 2P (u) da dt — QGOQCO/ / 2 |\Vul? da di

ol ¢g est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-la que

s 1—Rp
R <1 et R|(|< .
On choisit alors o €]R|(], %[, ce qui implique que ¢; > 0 ou

¢1 = min{eg — R|C[,2 — €0 — 2RS — R|(| — 2¢paco)}. (3.4.10)
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On obtient donc la méme inégalité (3.4.9).
En utilisant maintenant la condition au bord sur I'y, on obtient dans les
deux cas précédents :

& /ST E(t)dt < ar(E(S) + E(T)) (3.4.11)
-I-/ /1“1 R |u’| + R—g (u') + g(n — ) Jul®* = (n - Go)ug(u’)) dT dt.

En utilisant (3.4.1), 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en prenant en con-
sidération les hypotheses (3.2.4), (3.2.5) (avec r = 1) et (3.2.7) on trouve

//n R|u|—|——g( ))dwdt< //Fl ) de di

1 R R?
= §(a—|—702)/5 (— —2/ h(Vu)+C - Vu)da:) dt
1 R R? 1 R R?
< S ) (E(S)- BT 5( 4 o) / [ (1 + 19 uf) ot

T R2
/ / ) (Rl + 792(1/)) da dt (3.4.12)
s JI

T
< as(E(S) = E(T)) + ﬂag/s E(t)dt.

De méme, on a : pour tout € > 0 et € > 0 (ou ¢ est défini par (3.4.4)),

TL—€0/ / —|u|2—ug( ))da:dt

S%n—eo/ /1“1<12 ﬂ—|—€)|u|2)dwdt
<o [ [ e (Zutgtuty + 5+ luf?) de

<2n- go)/s (—%E’(t) —/Qab( D! (h(Va) + ¢ - V) dac) dt

€
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T
—I—l(ﬂ + €)(n — 60)6/ / @) |V u)? dz dt
2 5 Ja

IN

Z(n —co)(E(S) = B(T)) + %(ﬁ +e)(n - eo)c/ST /Q |V ul? de dt

T /32
2 b [ BLrguz + Ly
—|—2€(n 60)/5 /Qe ( 5 |Vu|* + 26/|u| dx dt,

coe!

P 1
on choisit : € = € ¢ = —= et on note :
ﬂ 2 °? ﬁ\/i

a3:%(n—€0) %Qﬂ’ a4:(n—60)(%—|— ;C\Q/g)

On trouve :

(n —€o) /ST /F] @) (§|u'|2 — ug(u')) dx dt (3.4.13)

< aq /T E(t)dt + as(E(S) — E(T)).
S

En combinant (3.4.11), (3.4.12) et (3.4.13) on obtient :

(e1 — Baz — ay) /ST E(t)dt (3.4.14)

S (a1 4 a9 + ag)E(S) + (a1 — ay — ag)E(T)

On suppose 3 assez petit de sorte que
max{faz + a4, (a1 — az) + a4} < €1

(noter que, quand  converge vers zéro, Saz+ay et (a1 —as)+aq convergent
vers zéro, et €1 reste strictement positif), on note :
. aptax+tas . 1 — a3 — as
i=— G=—"
€1 — Paz — ay €1 — faz — ay
et on obtient (3.4.2) avec fa < 1 d’ou on déduit, d’apres le Lemme 2.7,
Pestimation (3.2.12).
Ceci achéve la démonstration du Théoreme 3.2.2 dans le cas non dissi-

patif (8 > 0 dans (3.2.7)).
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3.5. Feedback frontiére : cas dissipatif

Dans ce paragraphe, on montre les estimations (3.2.12) et (3.2.13) du
Théoréme 3.2.2 dans le cas ot h(Vu) = —( - Vu avec ( € B (donc § = 0
dans (3.2.7)).

Dans ce paragraphe, on note par ¢ une constante positive générique, par
€ une constante positive générique assez petite et ¢, une constante positive
générique dépendant de € (et qui peuvent changer d’une ligne a 'autre).

Comme h(Vu) = —( - Vu et g est croissante, (3.4.1) implique que

E'(t)y=—-2] *u'g(u')de <0, Vtert (3.5.1)
Iy
olt ¢(x) = -x. Ainsi, (P3') est dissipatif.
On fixe ¢ > 0, on multiplie la premiére équation de (P3') par :

r—1

E5 (1)) (Qm -Vu+ (n— eo)u)

et on integre la formule obtenue sur Q x [S, 7], on obtient : Iy + I, + I3 =0
ol

T
I = / ET (t)/ @)y (Qm -Vu+ (n— eo)u) dx dt,
S Q

T r—1 ~
I, = / 2 (t)/ @ (—Au— (- V) (Qm -Vu+ (n— GO)U) dx dt,
S Q

I3 = /ST /Q ET (1)e?®) f(u) (Qm -Vu+ (n— eo)u) dx dt.

On estime maintenant les intégrales /;. On a :

T r—1
L = / E— (t)/ @)y (Qm -Vu+(n— GO)U) da dt
S Q

r— T
- [~ 5

T (t)/ Py (Qm -Vu+ (n— eo)u) d:r]
Q
U e ) [ e

— E7 () (t)/ e (Qm -Vu+ (n— eo)u) dx dt
2 Js Q

T r—1 2
—/ ET(t)/ e"s(“’)/ (m-V(u’)2+(n—eg)|u'| )dwdt

S Q Q

T r—1 ~
:/ £ (t)/ e¢(l’)(€0—|—C-m)|u’|2 dz dt
S Q

62



CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

T r—1
—/ E— (t)/ e (m vy || dU di
S Iy

r—1

7 (1) /Q @)y (Qm -Vu+ (n - eo)u) dx]

T
+E ;
r—1
2

T i / z
/S E73(1)E'(t) /Q et )(Qm -Vu+ (n— GO)U) dx dt.

r+

(9,

Les deux derniers termes de cette égalité peuvent étre majorés par cF
on déduit donc (d’apres (3.2.14)) :

r—

I N 8@ [y 2
L >—cE=Z(S)—R| E7= (1) W] dl dt (3.5.2)
S Iy

~ T r—1
Heo— BRI [ EF () [ ') dodr
S Q

D’autre part, en utilisant la formule de Green (voir le paragraphe 4 de ce
chapitre), on trouve :

I, = /ST foken (1) /Q Y@ (—Au — (- V) (Qm -Vu+ (n— eg)u) dx dt

T r—1 ~
:/ ET(t)/(Q—l—C-m— €)@ |Vu|? d dt
S Q

T r—1
_/ ET(t)/ e¢(9")(m-1/)|Vu|2 dl' di

S o

T r—1
—I—/ 2 (t)/ (@) ((m ) [Vl = (n — eo)ud,u — 2(m - Vu)al,u) dr dt.
S 'y

D’apres la définition (3.2.15) de T'g et 'y, on conclut que

-~ T r—1
I>(2— e — R|C|)/S ET(t)/Qeqb@ Vul? da di (3.5.3)

T r—1 R2
—/ B (t)/ (@) ((n — ¢o)ud,u + —(ayu)z) dl' dt.
s 0

I

En utilisant maintenant (3.2.3) et le fait que F soit positive, on obtient :

I3 = /ST /Q E%(t)e¢(x)f(u)(2m -Vu+ (n— eo)u) dx dt

63



CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

> (n—€)

T t)/ e P(u) da dt
Q
—I—/E /26 Ym - V(F(u))dx dt
> / E%(t)/ (n = eo)b = n — ¢ - m)2e?@ F(u) da di
S Q
T r—1
+/ ES () [ 2699 (m - ) F(u)dT dt,
S I
on déduit donc, d’apres (3.2.15),
. T
I>((n—e)b—n— R|C|)/ s / 2@ Flu)dzdi.  (3.5.4)
S

On distingue maintenant deux cas correspondant a la linéarité de f.
n+RI|(|
n=R|(|’

Cas 1 : f est non linéaire. On suppose que R|(| < 1 et b >

et on choisit :

. ) i
R|{| < €0 < min{2 — R||,n — %ICI}’
ce qui implique que

min{eg — R|é|a2 — € — R|C|7(n — )b —n— R|C|} > 0.

Cas 2 : f est linéaire. Si f(s) = as pour une constante positive a
(donc b =1 dans (3.2.3)), on trouve, d’apres (3.5.4) :

60—R|C|/ E= /26 w)dx di

€O—R|C|/ E% /26 u)dz dt
—260/ E5 /26 u)dz dt

€O—R|C|/ E% /26 u)dz dt

—2€0a/ E%(t)/ @) |ul? du dt
S Q
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> (€0 — R|(]) / ET /26 u)dz di

—2€0aco/ Er;_l(t)/ @) |Vul? d dt
S Q

ol ¢g est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-la que

2 2-R|¢
RI¢| < s Traae

et on prend ¢ €]R|(] [. Ceci implique que

1—|—ac
min{eo — R|{],2 — R|C| — (1 + 2aco)eo} > 0.

En combinant (3.5.2)-(3.5.4) et en prenant en considération la condition
au bord sur I'y, on déduit de 1’égalité It + I, + I3 = 0 que

T T
/ ES(t)dt < cE

S

(9) (3.5.5)

T —1
—|—C/ ETT(t)/ @) (|u’|2 + g*(u') + |ug(u’)|) dI' dt.
S Iy

On majore maintenant le dernier terme de (3.5.5). On utilise I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et I'inégalité (3.4.4) on trouve :

/‘gwmwmmdrgg/ ﬁwmﬁdr+q/'¢”w%wﬁﬂ
Fl Fl

Iy
<eBE(t)+ CE/ e¢(l’)gz(u') dr.
I

En substituant cette inégalité dans (3.5.5) et en choisissant ¢ > 0 assez petit,
on obtient :

(5) (3.5.6)

e t)/ e?(@) (|’LLI|2 + g2(u/)) dl' dt.
Iy

On suit maintenant la méthode utilisée dans le paragraphe précédent. On
note :

T T
/ ES (t)dt < cE™S
S

+c
S

It ={zecly: |u|>1} et T™=Ty\TT.
D’apres (3.2.5) et (3.5.1), on a :

=) [, I+ g da
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<cE 7T / E= / @l g(u') de dt
<c(EF(8) - EF(T) < eBE(S),

De la méme maniere (en utilisant 'inégalité de Young), on trouve :

|-
<c/ . ( @)y "g(u ))Tilda:dt

§€/ Eh’zL dt—l—cc/ / "dz dt

<€/ B t)dt + ¢ (E(S) — <€/ Dy t)dt + c. E(S9).

(/P + g(u')) da dt

En substituant la somme de ces deux derniere inégalités dans (3.5.6) et en
choisissant ¢ assez petit, on déduit que, pour tout 0 < 5§ < 7T < +o0,

/ST E () < o B(S) + B (5)).

On en déduit, grace a (3.5.1) et au Lemme 2.7, la stabilité exponentielle
et la stabilité polynémiale de (P3") (estimations (3.2.12) et (3.2.13)). Ceci
achéve la démonstration du Théoreme 3.2.2.



CHAPITRE 4

Equation des ondes avec conditions
aux limites de type mémoire

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I’existence des solutions et le comportement
asymptotique de I’énergie du systéme non linéaire avec conditions aux limites
de type mémoire suivant :

w — Au+ F(z,t,u,Vu) =0 QO xR,
u=10 F()X]R-I_

’ P4
u+ fLg(t —$)d,u(s)ds = 0 Iy x BT, (P4)

u(z,0) = uo(z) et u'(z,0)=ul(x) Q

ou ) est un domaine ouvert borné de R", de frontiere I' = TI'g U I'y assez
réguliere. Ici, T'g et I'y sont fermés, disjoints et T'g # . L’équation imposée
sur I'y représente la condition au bord de type mémoire.

On observe que dans le systeme (P4), u représente le déplacement trans-
versal, et la fonction de relaxation g : RT — R est décroissante appartenant
a C*(RT) N W2L(RY) telle que g(0) > 0. Soit 7 une constante telle que
vy>0sin=1,2,et0< v < n% si n > 3. Supposons que la fonction
F:Q xRt x BT — R est de classe C'! vérifiant, pour tout (z,¢,£,() €

QX R xR xR :
[P, 6O < e(1+ [+ [¢]) (4.1.1)

ol ¢ est une constante positive.

Supposons qu’il existe une fonction positive ¢(¢) dans I'espace L>(RY),
une fonction ¢(z) dans I’espace W1>°(Q) et une constante positive D telles
que, pour tout (z,?,£,() € @ x RT x R x R",

(F0.6.0)+ V() - ) 2 DIEP€n— ¢+ allC]). Vo€ B (412

En particulier,

(Fla,t,6,¢) + V() - ) (m(a) - )
> DIEPE(miz) - ) — o) (14 [¢llm(z) - ¢]) (4.1.3)
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pour toute fonction m : R"™ — R". On suppose aussi l’existence de con-
stantes positives ¢q,...,¢,42 vérifiant (la notation 9, désigne la dérivée par
rapport & y), pour tout (z,¢,£,() € QA x RT x R x R",

|00 (2, 1,6, O < enpa(1+ 17 4 [C)), (4.1.4)
|0 F(2,1,€, )] < enpr(1 + [€]7), (4.1.5)
|0¢, F(2,6,6,0)| < ¢, i =1,2,...,n. (4.1.6)

On suppose aussi qu’il existe deux constantes positives Dy, Dy vérifiant,
pour tout (z,4,£,(,&,() € X X RT x R x R™ x R x R", I'inégalité suivante :

(F(a,1,6,0) = Fla,t.£.0)) (= )

> —Di(IE]" + 1EMIE = Ellm— 7 C—¢, V¥mpeRr (4.17)

— Da|n — 1
Exemple. On considere la fonction

F(z,t,u,Vu) = [ul"u+ o(t) Y sin (gj) — Vé(z)-Vu
=1 ¢

ol ¢ et ¢ sont deux fonctions assez régulieres. La fonction F satisfait les
hypotheses ci-dessus.

Remarque. L’hypothése (4.1.2) implique que

(F(2.1.6.0)+ Vo-C)n > DIEPén— @lalic, ¥y ek (4.1.8)

En effet, 'hypothese (4.1.2) implique que

(F(a,1,6,0)+ Vo ¢ = DIEPE+ p()|cl)n > (), V>0

et
(F(2,1.6,0) + Vo ¢ = DIEe = p(h)|cl)n > —¢(t), vy <0,
donc
F(2,1,6,0)+ Vo ¢ —DIEE+ (1) >0
et

P, 1,6,0) + Vo - ¢ = D[E[E = ¢(1)|¢] < 0.
Ceci démontre (4.1.8). On peut supposer désormais (4.1.8) au lieu de (4.1.2).
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Dans le cas du systeme (P4), ’équation intégrale considérée sur la partie
I'y peut étre causée, par exemple, par 'interaction avec un autre élément
viscoélastique. En effet, du point de vue physique, la condition imposée a
T’y signifie que le domaine €2 est composé d’une matiére qui est serrée contre
une partie rigide I'y du bord, et contre la partie complémentaire du bord,
nommée 'y, avec des propriétés viscoélastiques. Donc on s’attend a ce que
le comportement asymptotique de la solution dépende de celui de la fonction
g. En particulier, si ¢ décroit exponentiellement ou polynémialement vers
zéro, le méme comportement asymptotique est valable pour la solution de
(P4).

Dans la suite (et comme dans le Chapitre 3), on suppose qu’il existe
xg € R™ tel que

Fo=Hz €T :v(z) (2 —29) <0},

I'y=Hzel :v(z) (2 —29) >0}

Posons m(z) = @ — 29 et R = ||m||s. Le fait que I'y soit fermé implique
qu’il existe une constante positive ¢y telle que

0<do <m(z)-v(z), Veeli. (4.1.9)

Pour des exemples de domaines € vérifiant ces hypotheses, on se reportera
au Chapitre 3.

Dans la littérature, il n’existe pas beaucoup de travaux sur l'existence
et le comportement asymptotique des équations d’évolution soumises aux
conditions de type mémoire sur le bord. Il est intéressant de mentionner
quelques travaux qui ont un rapport avec les effets viscoélastiques sur le
bord. Dans [11], j’ai considéré I’équation des ondes soumises a un feedback
linéaire et des effets viscoélastiques sur le bord, et ou j’ai montré la stabilité
exponentielle. On peut aussi citer le travail de D. Andrade et E. Munoz
Rivera [5] ou I’équation des ondes en dimension 1 soumises a un effet non
linéaire et non local de type mémoire sur le bord a été considérée. Dans ce
travail, les auteurs ont montré que la dissipation occasionnée par le terme
de mémoire est suffisante pour garantir des estimations globales, et par
conséquent, permet de montrer 1’existence d’une solution globale réguliere
pour des données initiales assez petites, et d’obtenir la décroissance exponen-
tielle (resp. polynémiale) si le terme de mémoire décroit exponentiellement
(resp. polynémialement) vers zéro a 'infini.

Dans le méme contexte, on peut mentionner les travaux de M. L. San-
tos [77, 78] ou des estimations de stabilisation ont été démontrées pour
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P’équation des ondes avec des coefficients dépendant du temps et une condi-
tion de type mémoire sur le bord.

Concernant les questions d’existence ou de non existence (ainsi que les
questions liées aux problémes viscoélastiques) de solutions de I’équation des
ondes avec un effet viscoélastique sur le bord, on peut citer les travaux de
M. Kirane et N. Tatar [35], T. Quin [72, 73] et M. Ciarletta [19].

A ma connaissance, les résultats les plus récents dans cette direction ont
été obtenus par M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L. San-
tos dans [16] ol est considéré le systeme (P4) sous les mémes hypothéses avec
¢ = const et —g’ et ¢ convergeant exponentiellement ou polyndémialement
vers zéro a l'infini, et ol il y est montré que la solution ’est également.
Le fait que ¢ converge exponentiellement ou polynémialement vers zéro a
I'infini constitue une hypothese plutot forte qui n’est pas satisfaite si, par
exemple, F' ne dépend pas de ¢.

I’objectif de ce chapitre est de généraliser et d’améliorer les résultats
obtenus dans les travaux mentionnés ci-dessus. On donne des relations
générales entre la convergence de 1’énergie vers zéro et celle de —¢’ en con-
sidérant des hypotheses plus faibles sur la fonction k (définie dans le para-
graphe 4.2, et qui ne dépend que de ¢’), et sur ¢(z) et p(t) qui représentent
respectivement (en un certain sens) la partie linéaire et la partie non linéaire
de F par rapport & Vu. On suppose que ¢ est assez petite au voisinage de
I'infini, ce qui signifie en quelque sorte, que ¢ n’a pas de réelle influence sur
la stabilité de (P4). Dans le cas particulier ou —g’ décroit exponentielle-
ment ou polynémialement, on obtient la méme estimation sur 1’énergie et
donc les résultats de M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M.
L. Santos [16] en sont un cas particulier. On distingue aussi le cas ou la
premiere donnée initiale ©® s’annule sur I'y, et dans ce cas-la, on montre que
I’énergie décroit exponentiellement ou polynomialement, méme si —¢’ n’a
pas le méme accroissement au voisinage de I'infini.

D’autre part, nos résultats sont valables en dimension quelconque, ce
qui engendre quelques difficultés supplémentaires. De plus, comme le terme
F(z,t,u,Vu) dépend, d’une facon non linéaire, de Vu, on n’a aucune in-
formation sur 'influence de lintégrale [, F(x,t,u, Vu)us dz sur ’énergie
équivalente E(t) (définie dans le paragraphe suivant) ni sur le signe de sa
dérivée E'(t). En d’autres termes, la décroissance de F n’est pas garantie.

Dans le but de démontrer ces résultats, on utilise la méthode développée
dans le Chapitre 3 ainsi que les inégalités intégrales démontrées dans le
Chapitre 2.

Notons que la condition aux limites supposée sur la partie I'g du bord

70



CHAPITRE 4. CONDITIONS DE TYPE MEMOIRE 71

implique que la solution du systéme (P4) doit appartenir a ’espace
Vi={ve H'(Q) : v=0 sur To} = Hf (Q).

Comme dans le Chapitre 3, on utilise des notations classiques. Dans
la suite, C' (quelques fois Cy,C1q,...) désigne une constante générique ne
dépendant pas de t et dépendant de [|(u”, u')|| 1 (q)x 12(q) mais d’une fagon
continue.

4.2. Notations et résultats principaux

Dans ce paragraphe, on présente tout d’abord quelques notations et on
étudie ensuite I'existence des solutions régulieres de (P4) ainsi que sa sta-
bilité.

Tout d’abord, on estime le terme d,u en dérivant par rapport a t la
condition aux limites considérée sur I';. Soit g * ¢ le produit de convolution
défini par :

(g0 @) = [ glt = s)pts) ds.

Donc, en dérivant par rapport a ¢ ’équation considérée sur I'y, on obtient :

1 ou 1
D+ — (g’* —) =———u" T1x]0,+oc.
g0 o) = Ty Tt
Appliquant U'opérateur inverse de Volterra, on obtient :
1 ! !
U= ———(u +k*xu 'y x]0, 40
ou k satisfait :
k—l—ig’*k——igl (4.2.1)
9(0) 9(0)" -
Posons n = ﬁ, on trouve :
dyu ==y + k(O)u — k()u® + K xu) T1x]0,+oc] (4.2.2)

Réciproquement, si on considére que la donnée initiale satisfait «® = 0
sur I'1, (4.2.2) implique la condition aux limites considérée sur I'y dans (P4).
Dans la suite de ce chapitre, on consideére la condition plus générale (4.2.2).

Soit h une fonction vérifiant :

k(1) — k + h(t) = h(1).
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On commence par montrer que, si h converge exponentiellement (resp. poly-
némialement) vers zéro a l'infini, alors k& converge aussi exponentiellement
(resp. polynémialement) vers zéro a 'infini.

Lemme 4.2.1. Supposons que h est une fonction positive et continue,
alors il en est de méme de k. De plus,
1. 57l existe deux constantes positives cg et ¢ vérifiant co < ¢ et telles
que
h(t) < coe™,

alors la fonction k satisfait :

pour toul 0 < € < ¢ — ¢g.
2. Soient p > 1 et

t
¢, = sup(l+ t)p/ (1+1t—35)7P(1+4s) Pds.
0

teERmt

Sl existe une constante positive co vérifiant coc, < 1 et telle que
B(t) < co(1 + 1),

alors la fonction k satisfait :

k() < —2 (14 1)

1— cocp

Preuve. Voir M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L.
Santos [16].

Remarque. R. Racke [74, Lemme 7.4] a démontré que la constante ¢,
est finie.

Lemme 4.2.2. Soient g, ¢ € C1(RT). On pose :

(982111 = [ ot = $)olt) = ol ds.

On a la relation suivante :

% (g'lp - (/Otg(s)ds)w) _

N | —

1 1
(9% )t = —§g(t)lﬁp(t)l2 +59'0p -
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Preuve. Il suffit de dériver gO¢.

L’énergie équivalente de (P4) est définie par (D est la constante définie
dans (4.1.2)) :

2/ ) (Jue D + [Vula, 1) dac—l——/ |z, 1)+ da

_0 [ @ (W ou) () dr + ﬂk(t)/ ) u(z, )2 dT.
2 Jr, 2 T

Les résultats d’existence et de régularité des solutions de (P4) sont
donnés par le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.3. Supposons que k € WY (RY) ainsi que les hypothéses
(4.1.1)-(4.1.7).

1. Pour tout (u®,u') € V x L*(Q), (P4) admet une solution unique faible
dans Uespace

C(RT; V)N CHrY; L2(Q)).
2. i (u0,ut) € (V0 HA(Q))? vérifie :
O,u’ +nqut =0 sur Ty, (4.2.3)
alors la solution u (dite forte) de (P4) satisfait :

u € L¥(RT, VN H*Q)), o' € L°®RY, V), v € L®(®RT, V).  (4.24)

Preuve. Ces résultats d’existence et de régularité peuvent étre démontrés
en suivant exactement la démonstration donnée par M. M. Cavalcanti, V.
N. Domingos Cavalcanti et J. A. Soriano dans [15].

Voici maintenant les résultats de stabilité de ce chapitre.

Théoréme 4.2.4. Supposons que k € WY (RY) ainsi que les hypothéses
(4.1.1)-(4.1.7) et (4.1.9). Supposons qu’il existe 0 < q < %, b>0etto>0
tels que

k(1) >0, K(t)<0, E'(t)>b(—K ()", (4.2.5)

AR (4.2.6)

Vo oo||m||oe < min{1,
1V ||| { P
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sup  ¢(t) et sup k(t) sont assez petits. (4.2.7)
t€(to,+oo] t€[to,+oo[
Alors lénergie équivalente F(t) associée au (P4) satisfait, pour toute solu-
tion faible de (P4), les estimations de stabilisation suivantes :
Cas 1. ¢q =0 : pour tout t > 0
t
E(t) < Ceo <1+ / k2(s)e* ds), (4.2.8)
0
E(t)<Ce™® si w®=0 sur T, (4.2.9)

ou C' et a sont des constantes positives.
Cas 2. 0<q<% : pour toutt > 0

E(t) < C(t+ 1) (1 + /Otk:Q(s)(s + 1) ds) . W 6]1,3 [, (4.2.10)

E)<Ct+1)77 si «®=0 sur Iy (4.2.11)

Si de plus [;F¥k*(s)(s + 1) ds < +oo pour un certain \o > 1, alors

Uestimation (4.2.10) est satisfaite aussi pour A\ = %

Remarques. 1. Dans (4.2.7), on peut prendre {y = 0 sans perte de
généralité.

2. D’apres (4.2.5), 'hypothese faite sur v et le fait que ¢ soit borné,
Pénergie F satisfait 'inégalité, pour une constante d > 0,

E(t) > dl|(u, w7 @) 220 (4.2.12)

3. D’apres (4.2.1) et le Lemme 4.2.1, si la fonction —g¢’ décroit exponentielle-
ment ou polynémialement vers zéro a l'infini, alors la fonction k possede
la méme propriété. Donc, dans ces deux cas-la, les estimations (4.2.8) et
(4.2.10) impliquent que I’énergie des solutions de (P4) a le méme comporte-
ment que k & U'infini. En effet, si

kZ(t) < Ce Pt ou kz(t) <C(1+ t)—2p
pour des constantes 5 > 0 et p > %’ alors, d’apres (4.2.8) et (4.2.10), on a :
E(t) < Cemin{of}t oy B(1) < C(1 + 1) min(h2e-1}

respectivement (E(t) < Ce= (=9 pour tout ¢ > 0 si @ = ). Ces cas
particuliers donnent les résultats de M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos
Cavalcanti et M. L. Santos [16].
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4. En utilisant des arguments usuels de densité, il suffit de montrer
les estimations (4.2.8)-(4.2.11) pour les solutions fortes de (P4) pour en
déduire que ces estimations restent valables pour toute solution faible de
(P4). Donc, dans toute la suite de ce chapitre, on considére des données
initiales (u®,u') € (V N HZ(Q))2 vérifiant (4.2.3), et par conséquent tout le
calcul qui va suivre est justifié.

4.3. Estimations générales de stabilisation : cas ¢ =0

Dans ce paragraphe, on va démontrer les estimations (4.2.8) et (4.2.9).
Supposons donc que la fonction £ satisfait, pour b > 0, les conditions

k(t) >0, K(t)<0, k'(t)>—bk'(1). (4.3.1)

Ces hypothéses impliquent que k' converge exponentiellement vers zéro a
Pinfini, i.e. :
0< —K(t) < Ce™™,
M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L. Santos ont supposé
dans [16] que la fonction k vérifie aussi I'hypothese &'(t) < —bk(t).
On commence par établir quelques inégalités pour les solutions réguliéres

(fortes) de (P4).

Lemme 4.3.1. Toute solution forte u de (P4) satisfait

Py < =2 [ es@ e ar + Qk?(t)/ @) [402 T
2 Jr, 2 Iy

7 PO (k"Tu) dT + c,o(t)/ @ ||Vl da.
Q

Preuve. En multipliant la premiére équation de (P4) par ey, et en
intégrant par parties sur {2, on obtient :

1d
L é(z) 12 2
th/Qe ()2 + |Vul?) de

= - / () (F(x, t,u,Vu) + Vo - Vu) wdr+ | e? @, un dl.
Q I
En utilisant (4.1.8), (4.2.2), (4.3.1) et le Lemme 4.2.2, on obtient le résultat
du Lemme 4.3.1.
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Soit maintenant 'opérateur ¢ défini par :
¢
(ko@)t) = [ kit = s)(elt) = ¢ls)) ds.

0

En utilisant I'inégalité de Holder pour 0 < p < 1, on trouve :

ol < [ B a (iEropm. @az

On définit maintenant les deux fonctions

{N(t) = Jo ?ON (' + [Vul* + 25 |u[*?) da,

4.3.3
W) = 2 o e (m - V) + 6 [ e udd da (4.3.3)

ol 8 une constante vérifiant (R = ||m||) :

2(n + R[[Vo|)

Ty Y <<= RIVe

max{n + R|[Voll.. - 2,

(grace a (4.2.6), la constante @ existe). Le lemme suivant jouera un role
important dans la construction d’une fonction de Liapunov.

Lemme 4.3.2. Pour toute solution réguliére de (P4), on a :

)< [P+ [ (0= Vo()et | da
I Q

— / (0 — (n+m-Vo—2)e?@|Vul? de + / e?@ 3, u(2m - Vu + 6u) dl
Q I

_ / e(b(r)(m . V)|Vu|2 dl — D/ (6 — (n+m- V¢($)))e¢(x)|u|’y+2 dz
ry Q

—I—0<,o(t)/ e¢(x)|u||Vu|dac—|—2cp(t)/ O\l |m - Vul da.
Q Q

7+2

Preuve. En dérivant i par rapport a t et en utilisant la premiere
équation de (P4), la formule de Green et 'identité

2Vu - V(m - Vu) = 2|Vul* + m - V(|Vul|?),

on déduit que (noter aussi que d,u = Vu - v sur I'g)

()= [ @ (m - v)ul2dr + / (0= n—m-V)e!@ | da
I Q
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+ [ Do,u2m - Vu+ u) dF—I—/ (m - v)|Vul*dl
Iy
—/ @) (m - v)|Vu|? dl — / 0 —(n+m-Veé—2))e?@|Vul|? de
I’y
—2/ x,t,u,Vu)—I—V¢(:r)-Vu)(m-Vu)dx

—0/ e(b(“ F(x,t,u, Vu) + Vé(z) - Vu)uda:. (4.3.4)
Q

D’apres l'inégalité (4.1.8), on obtient :
—0/ () (F(:E,t,u,Vu) + Vo(z) - Vu)udx
Q
< —00/ @) 42 4 + 0(,9(15)/ @) || V| de, (4.3.5)
Q Q
—2/ e?(@) (F(a:,t, u,Vu) + Vo(z) - Vu)(m -Vu)dx

< 2D/ DNl u(m - Vu)de + 2p(1 )/ e\ Vul|lm - Vul de
Q

—2D
< —= | @ (m.v)u|"t?dl
Y+2Jn
2D [ o) +2 4()
+—— [ "W (n+m-Vo)|ul” dw—l—?cp(t)/ e\ Vul||m-Vu|dz. (4.3.6)
7+2 /o 0

En substituant les inégalités (4.3.5) et (4.3.6) dans (4.3.4) et en notant que

—-2D

=2 [ @ )| TRAD < 0 et / @ (m - v)|Vul?dl < 0,
Y+ 2Jrn, Lo

on obtient le Lemme 4.3.2.

Finalement, on va montrer que ’énergie équivalente F vérifie quelques
inégalités intégrales. D’apres (4.3.1) et 'inégalité de Young, le Lemme 4.3.1
implique que

)< __/ D(|u'[2 = bk Ou — k2(1)|u®|) dT
Iy

—I—%cp(t)/ (WP + |Vl da. (4.3.7)
Q
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En appliquant les inégalités de Young et de Poincaré dans le Lemme 4.3.2
et en utilisant (4.1.9), on obtient :

V< [ e p)fu P ar
r

1

HO=n+ RVl [ A dat (=04 0+ RIV|—2) [ e*O|Vul do
Q Q

4 2(n+ R[VY[e) / () [, |72
+D(-0+ o ) Qe | dz

e <€/ O (|Vuf? + u?)dl + @(tw(t)) + cc/ |9, u|? dT
'

1
—bo / @) |V u)? dl
r

1

ol € est une constante positive arbitraire.

Notons que la condition au bord (4.2.2) peut étre écrite sous la forme

dou=—n (u' + k(t)u— kK ou— k(t)uo) .

On arrive donc a
V() < (8= nt BVl [ 2 da
Q

(=04 1+ RV —2)/ )|Vl da
Q

2(n + R||VY||o) / $(2) [, |7+2
+D(—6 + o ) Qe | dz

_50/ | Vul2 dT 4 C (e/ ) ((Vuf? + u?) dT + c,o(t)/\/'(t))
T I

1
—|—CE/ PO |2+ E2(0)|ul? + |k o ul? + E2()]u’|?) dr. (4.3.8)
'

D’autre part, en appliquant I'inégalité (4.3.2) pour k' avec p = % et le
théoreme de trace dans 'inégalité (4.3.8) avec ¢ assez petit, on obtient :

VO <=0+ [Voll) [ Nl da

=0+ 1+ R|VY||o —2)/ @) |V u? da
Q
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Q

7 +2
HC(R(t) + N + Co [ X2 4 K0 |uf? = KO 4 K(0)]u[?)
Grace au choix de 8, on a : ¢ > 0 ou
. e
€1 = min{n — R|V|lec — 0,0 — (n+ R||VP||ow —2),n + R||VP||oo — —0}
Donc
/ $(2) [ [,1012 2, 2D
P'(t) < —eq | e+ |Vul* + ——=u|"77) da (4.3.9)
Q v+ 2
HC(e(t) + N + Co [ X2 4 K0 |uf? = KO 4 K0)]u[?)
On introduit maintenant la fonction de Liapunov
L(t)= NE(t)+ (1) (4.3.10)

avec N > 0. D’aprés (4.3.7) et (4.3.9), on a:

£0) < (5 + e)plt) + e = N+ (e LN o3 K1)

—|—cek2(t)/ X |2 dT + (e — QN)/ @) |2 T
F] 2 1_‘1
—|—(77—bN - ce)/ @ Oudr.
2 I
Or, d’apres (4.3.3),

N(t)=2E(t)+7n | @ FOudl — nk(t)/ @ |2 dr.
Fl 1

Par conséquent, en remplacant A'(¢) par le second membre de 1’égalité ci-
dessus dans l'inégalité précédente et en choisissant N assez grand pour que
les coefficients des intégrales [ @/ |2 dT et - Jr, e?@E'Oudl soient
négatifs (noter que &' < 0), on trouve :

ﬂms2«%+@ww+«—aﬁmxw+m+gNwwﬁmnﬁm



CHAPITRE 4. CONDITIONS DE TYPE MEMOIRE

+(eck(1) - n((% + )p(t) + ce — e )k(1)) /F e?()[y)2 dT.

1

On utilise alors (4.2.12) (avec le théoréme de trace) pour absorber le terme
Jr, e?@)|u|? dT par E, on choisit € assez petit et on utilise (4.2.7) pour que
le coefficient de F soit négatif. On en déduit qu’il existe deux constantes
positives Cgy et (' telles que

L(t) < =CoE(1) + Cullu® |11, K (1)-

D’autre part, en appliquant I'inégalité de Young et en choisissant N assez
grand, on déduit de (4.3.10) que

wE(1) < L(1) < qE(1) (4.3.11)

pour des constantes positives gg et g;. D’aprés ces deux derniéres inégalités,
on conclut que

LI(t) < —al(t) + Cul|a®|[T2r, ) k(1) (4.3.12)
ou a = ;—(1) On distingue maintenant deux cas suivants :

Cas 1. Si u® = 0 sur I'y, alors HUOH%Z’(Fl) =0 et (4.3.12) implique que
L(t) < —al(t),

d’ou L(t) < L(0)e~*". Donc, d’aprés (4.3.11), on déduit (4.2.9).
Cas 2. Si u® # 0 sur T'y, on réécrit (4.3.12) sous la forme

L'(t) < —aLl(t) + Cok?(t) (4.3.13)

ot Cy = Ch||u°||3. (r,)- Pour prouver (4.2.8), on introduit la fonction

t
F(t) = L(t) - CQe—at/ k2(s)e ds.
0
En utilisant (4.3.13), on voit facilement que

) < —af(),

ce qui implique que f(t) < f(0)e~*!. D’apres (4.3.11) et la définition de f,
on obtient alors (4.2.8). Ceci achéve la preuve.

Remarque. M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L.
Santos [16, Lemme 3.3] ont considéré I'inégalité (4.3.13) avec k%(t) = Ce=P!
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ol 3 est une constante positive, et ils ont prouvé que £ décroit exponen-
tiellement vers zéro a I’infini. Notre preuve donne une généralisation a toute
fonction k(1).

4.4. Estimations générales de stabilisation : cas 0 < ¢ < %

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer les estimations (4.2.10) et
(4.2.11) ou la fonction k vérifie les hypothéses

k(t)>0, K(t)<0, E'(t)>b(—k () (4.4.1)

pour un réel 0 < ¢ < % et un réel positif b. Ces hypotheses impliquent que
k' converge polynéomialement vers zéro a l'infini, c-a-d :

0< —k'(t) < C(1+1)5.

M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L. Santos ont supposé
1
dans [16] que la fonction k vérifie aussi I’hypothese &'(t) < —b(k(t))T-q.
Le lemme suivant jouera un réle important dans la suite.

Lemme 4.4.1. Soit u une solution forte de (P4). Alors pour tout p > 1,
O<r<lett>0,0na:

I+
(/ e¢(l’)|k/||:|udr) (1—r)(p+1)
I
! T
1—7)(p+1 1
¢ (HUH%N(W;LQ(H))/O |K'(s)I" dS) /F O T T OudD
1

et

1

1+
( / e¢<x>|k'|uudr) o
I

t p+1
<c (/ Hu(s,.)”%z(rl)ds—I—tHu(t,.)H%z(Fl)) / A 1 7 O
0 r

Preuve. En utilisant le fait que ¢ soit borné et le Lemme 4.1 de M.
M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L. Santos [16] (voir aussi
[77]), on obtient ces deux inégalités.
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En considérant l'inégalité (4.3.2) pour &' avec p = (¢ 4+ 1) (comme
0<q< % alors 0<p<1et k2174 ¢ LY(RY)) et en utilisant (4.4.1), on
obtient I'inégalité

K oul? < C(=k)'"0u.

Notons que la condition au bord (4.2.2) peut étre écrite sous la forme
dyu=—n (u' + k(tu— K ou— k(t)uo) .

En appliquant donc ces deux propriétés ainsi que (4.1.9) dans le Lemme
4.3.2, on trouve :

G0 <O = nt RIVo]) [ ) da

—(0 = (n+ R|[V|e — 2))/ @) V2 da
Q

—D(H _ Q(R—I- R”V(bHOO))/ €¢(x)|u|'y+2 da
Y+ 2 Q

_50/ @)V a2 dT + C (e/ |Vl dT + (1) + e)/\f(t))
Iy I
4 e (P R ()41 4 K0)[0]?) T

ol € est une constante positive arbitraire et A est défini par (4.3.3).
D’autre part, en utilisant (4.4.1) pour 0 < g < % et I'inégalité de Young
dans le Lemme 4.3.1, on obtient :

)< __/ (1P + (=) 100 = (D)%) T

+3e(t) [ P+ Val?) da
Q

Donc, en choisissant N assez grand, ¢ assez petit (comme dans le para-
graphe précédent) et en utilisant (4.2.7), on trouve que la fonction de Li-
apunov définie par (4.3.10) satisfait, pour des constantes positives C;, i =
0,1,---, I'inégalité suivante :

£1(1) < =GN + CalluClf)k*(0) = Ca [ (-~ 0uar
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—|—C4k2(t)/ @) u[2 dT
I

d’otlt, en utilisant (4.2.7) et le théoreme de trace (pour majorer la derniere
intégrale de cette inégalité),

L) < —C (/\/’(t) + (—k’)1+undF> + O 02 B2 (D). (44.2)

r

On fixe maintenant ¢ < r < 1 — ¢ (donc 0 < r < 1). D’apres (4.4.1), on

400 oo —r
/ K (8)]" dt < c/ (14 1) dt < +o0.
0 0

En utilisant cette estimation dans la premiere inégalité du Lemme 4.4.1
(pour p = % — 1), on trouve :

q

1+1—T
/ @) (Y H0udT > C (/ e¢(l’)(—k’)DudF) . (44.3)
Fl 1_‘1

D’autre part, grace a la régularité (4.2.4), A est borné. Donc, on déduit
que

1+
N(t) + ( /F e¢(“’)(—k’)DudF)

1+ 4

1—r

>C (N(t) + e¢<x>(—k')mudr) > CE(1)"™* 5, (4.4.4)

'
En substituant (4.4.3) et (4.4.4) dans (4.4.2), on obtient :
£(t) < =CE®' T + Cullua(r, K1),

En prenant en compte les inégalités (4.3.11), on conclut que

L(1) < —CL)™* s 4 Cil[w® 72, K2 (2). (4.4.5)

Maintenant, on distingue les deux cas suivants :
Cas 1. Si u° = 0 sur I'y, alors HUOH%Q(FI) =0 et (4.4.5) donne

d 1+-4
— < — —r
SL(1) < O+

ce qui implique, par intégration, que

1—r

L)< O(1+1) . (4.4.6)
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Cas 2. Si u® # 0 sur I'y, on réécrit (4.4.5) comme suit :
L(1) < —CL)FT + Cok(1) (4.4.7)

ot Cy = Ch||u°||3. ()" On introduit les fonctions

F(1) = L(t) = h(t).  h(t)= Co(t+ 1) 7 /Ot R (s)(s + 1) 7 ds.
En utilisant (4.4.1), on voit facilement que (pour un ¢ assez grand)
W (1) + Ch(t)™F T > Cok®(t), Vi > 1.
Alors, en utilisant (4.4.7), on a : si f(t) > 0 pour un ¢t > 1, alors

F1(t) < —=CLO TS + Cok(1) — W(1)
c(<f<)+h<>) o - 2
—o (f0 T ' S - )

< —Cf(t)' -

ce qui implique que, si f(tg) < 0 pour un #g > 1, alors f(¢) < 0 pour tout
t > tg. On obtient alors (dans les deux cas et pour tout ¢ > 0)

1—r

f <o

Et par conséquent, en utilisant la définition de f et de h,

L) < C(1+ 1) <1+/0t B(s)(s +1)'F ds). (4.4.8)

Donc, en utilisant (4.3.11), on déduit (4.2.10) avec

1- 1
d E]la__l[
q q

A=

(car g <r<1—gq).
Si de plus

+oo
/0 K2(s)(s 4 1) T ds < 400
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pour un certain 7 vérifiant ¢ < 7 < 1 — ¢ ou si u® = 0 sur I'y, alors,

en utilisant (4.2.12) et (4.3.11), on trouve, d’apres (4.4.6) et (4.4.8), les

majorations suivantes (noter que IET >1):

tullfaqr,) < CHL(1) < +oc.

1 1
/ lull22(, ds < c/ L(s)ds < +oc.
0 0

En prenant en considération ces majorations dans la deuxieme inégalité du
Lemme 4.4.1 (pour p = % — 1), on trouve :

1+q
/ e¢(x)(_k/)1+undl“ >C (/ €¢(l’)(_k’)|judr) .
F] 1_‘1

En utilisant cette inégalité a la place de (4.4.3) et en suivant les mémes
arguments que ceux utilisés dans le cas de (4.4.3), on arrive a montrer que

d
L) < =CLO + Col|u’l[72 0, (1)

Cette inégalité est similaire a (4.4.5). Par conséquent, avec les mémes argu-
ments qu’auparavant, on conclut que

L(t)<C(1+ t)_é si u’ =0sur Iy

et
L(t) <C(1+ t)_% (1 + /Ot E*(s)(s + 1)% ds) si. u® £ 0 sur Ty.

Finalement, d’apres (4.3.11), on déduit (4.2.10) (pour A = %) et (4.2.11).
Ceci complete la preuve.

Remarque. M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti et M. L.
Santos ont considéré dans [16] I'inégalité (4.4.7) avec k() = C(t +1)77 ou
3 est une constante positive. Ces derniers ont montré ([16, Lemme 4.2]) que
L converge polynémialement vers zéro a 'infini. Notre preuve généralise ce
lemme pour toute fonction k?(1).
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Applications a la stabilisation
des systéemes non dissipatifs

5.1. Introduction

Dans [6] et [14], j’ai considéré le systéme de Petrovsky suivant :

u” + A?u+ g(z)u+ g(u') =0 QxRT,
uw=30a,u=0 I x RY, (5.1.1)
w(z,0) = up(z) et u'(2,0)=ui(z) Q

ol ) est un domaine borné de R"™ de frontiere I' assez réguliere. Pour une
fonction ¢ continue, croissante, vérifiant g(0) = 0, et une fonction ¢ : Q —
Rt bornée. Jai démontré des résultats d’existence globale et de régularité.
J’ai obtenu aussi, sous des hypothéses convenables d’accroissement sur g,
des estimations de stabilité. Plus précisément, j’ai démontré que 1’énergie
de toute solution faible décroit exponentiellement (resp. polynémialement)
vers zéro a 'infini si g est entre deux droites passant par l'origine (resp.
si ¢ a une croissance polynémiale au voisinage de zéro et de linfini). J’ai
démontré des résultats semblables dans [9] pour le systeme (5.1.1) couplé
avec une équation des ondes semi-linéaire.

Des résultats similaires ont été obtenus par de nombreux auteurs dans
le cas semi-linéaire ou avec des conditions sur le bord différentes de celles de
(5.1.1). On peut citer les travaux de V. Komornik [38, 41] et V. Komornik
et S. Kouémou-Patcheu [42].

Dans [5], j’ai considéré le probléme de stabilisation du systéme d’élasticité
suivant :

wi = 055 + gi(u;) = 0 Q xR,
u; =0 I x RT,
5.1.2
ui(@,0) = ul(z) et w(@,0)=ul@) O (5:1.2)
i=1,---,n
ot l'inconnue u = (uy,---,u,) : @ — R". Ici, 055; = >0, %, oy =
J

n 1 _ Ju, -l 1,
Y=t Gigkiekts €ij = (Uit i) i = Gprs i = g et ag € WH(Q).

J’ai démontré quelques estimations de stabilité qui dépendent principale-
ment de la croissance de g; & 'origine et a 'infini. Dans [13], j’ai généralisé
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ces résultats au cas des dissipations localement distribuées ot le damping
est effectif uniquement sur un voisinage d’une partie bien choisie du bord.

J’ai considéré dans [2] et [15] (voir aussi ma these de doctorat [14]) le
probleme de controlabilité exacte et de stabilisation frontiere des systemes
d’élasticité et de ’équation des ondes avec des coefficients variables dépenda-
nt de 'espace et du temps respectivement. Dans [8], j'ai généralisé les
résultats de stabilisation que j’avais obtenus auparavant au cas d’un feed-
back non linéaire. Les résultats que j’ai obtenus dans [2] et [8] améliorent et
généralisent dans plusieurs directions ceux obtenus par F. Alabau-Boussouira
et V. Komornik [4] dans le cas ol les fonctions ¢; sont linéaires et a;; =
const.

J’ai obtenu dans [11] des résultats de stabilité exponentielle d’une classe
d’équations des ondes soumises a une condition aux limites de type mémoire.

Dans tous les travaux cités ci-dessus, la dissipation du systeme considéré
(i.e. : I"énergie est décroissante) joue un réle crucial dans la démonstration
des différentes estimations de stabilité.

La méthode introduite et développée dans les chapitres 2, 3 et 4 est di-
recte et treés flexible; elle peut étre appliquée a des problemes non dissipatifs
variés (élasticité, thermo-élasticité, systémes couplés, coefficients variables,

--), soumis & un feedback interne ou frontiere, dans le but de généraliser
et d’améliorer des différentes estimations de stabilité (connues dans le cas
dissipatif).

On donne ici quelques applications.

5.2. Equation générale des ondes avec un terme perturbant d’ordre 1

On considere dans ce paragraphe I’équation des ondes semi-linéaire avec
des coefficients variables (dépendant de l’espace) soumises a un feedback
interne

u” + Au+ q(2)h(Du) + g2(2) f(u) + gs(2)g(u') =0 Q@ x RBF,
uw=0 I x R,
u(x,0) = ug(z) et u'(2,0)=ui(a) Q
(5.2.1)
ol Au= =1 0, (aij(2)0y;u), a;j € W (Q) vérifiant, pour ag > 0 :

n

a;j(z) = a;i(z), Z a;; ()G > a0|C|2, Ve e Q, V( € R”, (5.2.2)

1,5=1
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¢; € L>™(Q) vérifiant, pour ¢y > 0 :
q2(2) >0, ¢3(z) > e, Vreh (5.2.3)

et g et f vérifient respectivement les hypotheses (H.2) et (H.4) du Chapitre
3. La fonction h € C1(R" ) vérifie, pour 8 > 0 et ¢ € WH>(Q) :

[VAlloe < +00,  a(2)h(()+V(x)-(] < BIC], Vo e, VO e R (5.2.4)

On utilise ici la notation :
n n
Du = (Z ay; ()0, u, - Z an;(2)0s, u)
J=1 7=1

On définit énergie équivalente par :
E(t) = /Qe(b(x)(|u’|2—|— zn: i ()0 ud, u + 25(2) F(w)) dz - (5.2.5)
ig=1
et on trouve :
E'(t) = —Q/Q @)y (qg(:r)g(u') + ¢1(2)h(Du) + Vé(z) - Du) dz.
En utilisant (5.2.4) et (5.2.5), on obtient :
E(t) < AE(t), Yt>0 (5.2.6)

ot A = ¢f3 et ¢ > 0 ne dépendant pas de 3.
On obtient alors les résultats suivants :
1. Si g =0, E vérifie (0.17).
2. Sir =1 et [ est assez petit, F verifie (0.18).

Démonstration. La démonstration de ces résultats est identique a celle
du Théoreme 3.2.1 (Chapitre 3).

Remarque. Des résultats similaires a ceux du Théoréme 3.2.2 (Chapitre
3) peuvent étre aussi démontrés dans le cas d’un feedback frontiere

u” + Au+ q(2)h(Du) + g2(z)f(u) =0 Q x RT,
u=20 T'g X ]R-l—,
dyu+ qa(z)u+ gz(z)g(u') =0 Iy x RY,
w(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=u(x) Q

(5.2.7)
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olt g4 € L>(Q;RY) vérifiant, pour €; > 0 :
@u(z)>6a, YzeQ ou Iy#0. (5.2.8)

5.3. Equation des ondes avec un coefficient variable

Un autre exemple intéressant des systémes distribués non dissipatifs est
I’équation des ondes avec des coefficients variables (dépendant du temps).
On considere ici ’exemple le plus simple suivant :

u — A(t)u +bu' =0 Q xRt
{u:O T x BF, (5.3.1)
w(z,0) = ug(z) et u'(z,0)=u(x) Q

ott b >0, A(t) = a(t)A et a € C*(RY)N W2 (RT) vérifiant, pour ag > 0 et
A>0:

a(t) > ap, Vt>0, (5.3.2)

a(t) < Aa(t), Vt>0. (5.3.3)

Dans un cadre plus général (A(t)u = 37,y Oz (a;j(7,t)0;,u)), jai
démontré dans [15], sous certaines hypotheses de régularité et de petitesse
sur les coeflicients a; ;, que le systéme (5.3.1) avec b = 0 est bien posé au
sens des semi-groupes linéaires et qu’il est exactement contrélable.

En appliquant les résultats du Chapitre 2, on montre dans ce paragraphe
que le feedback bu’ stabilise exponentiellement le systéme (5.3.1).

On définit ’énergie de (5.3.1) par :

E(t) = / (1u/? + a(1)| Vul?) da-.
Q2
Grace a (5.3.2) et (5.3.3), E vérifie :

E(t) > min{a0,1}/9(|u'|2+ Vul?) de, (5.3.4)

E'(t) = /Q (Ol = 26’ ?) de < NE(t). (5.3.5)

Alors on a le résultat de stabilité exponentielle suivant : soit ¢qg la plus petite
constante vérifiant :

/Q|v|2dx < Co/Q Vo dz, Yve Hy(Q). (5.3.6)
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Si
2min{ag, 1}

Ve

le systéme (5.3.1) est exponentiellement stable, c-a-d : il existe ¢, w > 0 tels
que

A < min{b, "1, (5.3.7)
E(t) <ce™™, Vt>0. (5.3.8)

Démonstration. On a, pour 0< S < T < 40 :

0_/ / a(t)Au + bu') du dt
[/ u —|——|u| dw —I—/ / —|u|* + a(t)|Vu )dwdt
= [/Q(uu + —|u| —I—/ dt—2/ / [u'|? du dt.

En utilisant I’égalité de (5.3.5), on trouve :

/ E(t [/ uu—l——|u| o] | 1/ +/ DIVl dr)

En utilisant (5.3.3), on trouve :

(1 - %)/T E(t) di < %(E(S) . E(T)) _ [/Q(uu’—l— g|u|2) dx]z

S

En utilisant maintenant (5.3.4) et (5.3.6), on obtient :

[/ (ud’ + |u| )de] | <%( (S)+E(T))+Mii{%E(S).

En combinant ces deux inégalités et en utilisant (5.3.7), on trouve :

/S U Bty dt < 1 B(S) + e B(T)

ottc; >0etey = %(% — ). Dapres (5.3.7), on a: Acy < 1. Donc,

en appliquant le Lemme 2.7 (pour r = 0), on déduit (5.3.8).

Remarque. L’estimation (5.3.8) peut étre démontrée d’une facon tout
a fait analogue si on rajoute a la premiere équation de (5.3.1) un potentiel
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(variable) d(?)u ou la fonction d vérifie certaines hypothéses de régularité et
de petitesse, mais sans étre forcément positive ou décroissante. L’estimation
(5.3.8) reste aussi valable si on considére un feedback non linéaire g(u') ou
g est une fonction donnée vérifiant I’hypothése (H.2) avec » = 1 (Chapitre
3). Dans les deux cas, la condition de petitesse & imposer sur A dépendra
de d et de g.

5.4. Systéme de Petrovsky avec un terme perturbant d’ordre 2

On considere ici le probléme de stabilisation interne du systeme de Petro-
vsky semi-linéaire suivant :

u” + A%u+ qi(z)h(Au)

+qa(z)f(u) + gz(z)g(u') = 0 Q x RT,
u=0,u=0 I x RT,
uw(z,0) = uo(z) et u'(x,0)=ui(x) Q

(5.4.1)

ou ¢ et f sont des fonctions données vérifiant respectivement (H.2) et (H.4)
(Chapitre 3) et ¢; sont des fonctions bornées vérifiant (5.2.3). On suppose
ici que h € C'1(R;R) vérifiant, pour un réel 8 >0 :

1B |0 < 400, [R(O)] < B¢l VC € R (5.4.2)

On définit I’énergie classique F par :
E(t) = /Q(|u'|2 £ 1Auf 1 25(2) F(u)) da (5.4.3)
et on trouve :
(1) = —2 /Q as(2 ) gy de — 2 /Q ¢ (2)u'h(Au) d. (5.4.4)
D’apres (5.2.3), (5.4.2) et (5.4.3), on a :
E'(t) < AE(t), Vt>0 (5.4.5)

ot A = f|q1]]ce-
Alors on obtient :

Si f=0(ca-d:h=0), L vérifie (0.17).
Sir=1et f|lq1]|« est assez petit, £ vérifie (0.18).

Démonstration. La démonstration est tout a fait analogue a celle du
r—1
Théoréme 3.2.1 (Chapitre 3) en utilisant le multiplicateur £72 u (ici ¢ = 0).
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Remarque. Il semble que I'introduction d’une énergie équivalente n’est
pas possible dans le cas de (5.4.1). Pour cette raison, on a considéré I’énergie
classique et imposé la condition de petitesse sur tout h (dans le cas des
équations d’ordre 2 par rapport a l’espace considérées dans ce chapitre et
grace a I’énergie équivalente, cette condition de petitesse n’est imposée que
sur la partie non linéaire de h).

5.5. Systéme de deux équations couplées

On considere ici le systeme couplé de I’équation des ondes et le systéeme
de Petrovsky suivant :

ulll + Azul + ll($)h1(Aul) + lg($)f1(u1)
+ls(x)g1(uy) + az(z)uz = 0 Q x Bt
uy — Aug + qi(2)ho(Vug) + qa(@) fo(ug) (5.5.1)
+g3(2)g2(u3) + ar(z)ug = 0 Q x rt, o
U = Uy = dyug =0 T x BT,
ui(z,0) = ud(z) et wi(z,0)=ul(2), Q0

ou f;, g; et [; sont définies respectivement comme f, ¢ et ¢; dans le para-
graphe 5.2, hy € C1(R;R) et hy € CY(R";R) vérifiant, pour By, B2 > 0 et
¢g € Wl’OO(Q) :

[Pillec < 400, |h1(Q)] < BilCl,  VCER,

IVhalloo < 400, [q1(2)ha(C) + Véa(z) - (| < Bal¢], Vo € Q, V(eR"

et aq et as sont deux fonctions bornées telle que

Veoerelzlle|lay || < 1 (5.5.2)

ol ¢q est défini par (5.3.6) et ¢ est la plus petite constante vérifiant :
/ [v|* dz < cl/ |Av|? dx, Vv € HE(Q).
Q Q
On définit maintenant ’énergie équivalente de (5.5.1) par :

E(1) = /Q(|u'1|2 T 1Aw]? 4+ 20(2) Py (wn)) do (5.5.3)

—I—/ e (@) (|u'2|2 + |Vu2|2 + 2q2($)F2(u2)) dx + 2/ e¢2(x)a1(x)u1u2 dx.
Q Q
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L’hypothese (5.5.2) garantit le fait que E soit une norme pour (uy, ug, ), u})
équivalente a la norme usuelle de

H3(Q) x HJ(Q) x L*(Q) x L*(Q).

D’autre part, 'énergie I vérifie :

F(t) = —2/9(13(x)u'1g1(u'1)+e¢2<x>q3(x)ugg2(ug)) de (5.5.4)
—2/9([1(:16)u'1h1(Au1) + 2@y, (ql(x)hg(VUQ) + Vo(z) - Vuz)) dx

—|—2/ (e@(x)al(a:) — a2($)) wjug da
Q
d’ot, grace aux hypotheéses imposées sur les différentes fonctions,
E'(t) < AE(t), Vi>0 (5.5.5)

ot A = emax{fa, B1|l1||co, |2 @ayr(2) — az(2)||oo} et ¢ > 0 ne dépendant
pas de max{ . 51 oo % @as (2) — aa(2)oc)-

On obtient alors les résultats de stabilité suivants :

1. Si By = By = 0 et ay = are®?, F satisfait (0.17).

2. Sir =1 et max{fa, B1]|l1]|oc, |6 a1 () — ag()||oe} est assez petit,
E satisfait (0.18).

Démonstration. Il suffit de multiplier la premieére et la deuxiéme
équation de (5.5.1) par E%ul et B 5 e uy respectivement, d’intégrer la
somme sur [S,7] x et d’utiliser les mémes arguments que dans le para-
graphe 3.3 (Chapitre 3).

Remarque. Sous des hypotheses supplémentaires similaires a celles
du Théoreme 3.2.2, on peut généraliser ces résultats au cas d’un feedback
frontiere pour I’équation des ondes, i.e. :

{U2 =90 I'g X ]R—l—,
dyuz + qa(2)uz + ga(2)ga(uy) Ty x BT

ol ¢4 est une fonction positive et bornée vérifiant (5.2.8).

On peut aussi considérer un systeme couplé de deux équations des ondes
ou de deux équations de Petrovsky (avec méme un couplage d’ordre < 1
pour les ondes et d’ordre < 2 pour Petrovsky ou un couplage non linéaire
comme par exemple celui que j’ai considéré dans [21]).
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5.6. Systéme général d’élasticité

On considere ’exemple du systeme d’élasticité avec des coefficients a;;x(2)
(dépendant uniquement de 'espace) suivant :

ui = 0ijj + qri(e)hi(Dug)

+q2.:() fi(ui) + g3.i(x)gi(ui) = 0 Q x BT,
w; =0 T x RY, (5.6.1)
ui(2,0) = u)(z) et wui(z.0)=ul(x) &
i=1,--.n

ou on utilise les mémes notations qu’auparavant (paragraphe 5.1) avec
Du; = (071, ,04n). (5.6.2)

Iei, pour ¢ = 1,---.n, fi, gi, 14, 92, €t g3, vérifient respectivement les
mémes hypotheses que f. g, ¢1, ¢2 et g3 dans le paragraphe 5.2. On suppose
que h; € C1(R™, R) vérifiant, pour 8; > 0 et ¢; € W (Q),i=1,---,n:

Vhillso < +00, |a1,i(2)hi(C) + Voi(z) - (| < Bil¢], Vo € Q, V(€ R

I’énergie équivalente définie par :
E(t) = /an: e?i(®) (|u;|2 + Zn: o€ + 2q2’i(:r)Fi(ui)) dx (5.6.3)
i=1 =1
vérifie, d’apres (5.6.1) et (5.6.2) :
E'(t) = -2 /Q Zn: e(bi(x)u; (qg’i(x)gi(u;») + ¢1i(2)hi(Du;) + V() - Dui) dx
=1

< emax{f; }E(t)

ot ¢ > 0 ne dépendant pas de max{;}.
Et on trouve les résultats de stabilité suivants :
Si 3; = 0 pour tout i = 1,---,n, F vérifie (0.17).
Sir =1 et max{f;} est assez petit, £ vérifie (0.18).

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Théoréme
r—1
3.2.1 (Chapitre 3) en multipliant la premiére équation de (5.6.1) par £ 2 e®iu;
et en intégrant la somme sur [S,7] x Q.
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Remarque. Sous certaines hypotheses géométriques sur le domaine £}
(voir mon article [8] et ses références), ces résultats peuvent étre généralisés
au cas d’un feedback défini sur une partie du bord, i. e. :

i=0 Iy x RT,
{ u 0 (5.6.4)

S ouvi + qai(e)u + gza(a)gi(ul) =0 Ty x RF

ol ¢4, sont des fonctions positives et bornées vérifiant (5.2.8).



PARTIE 2

STABILISATION INDIRECTE
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CHAPITRE 6

Rappels de quelques résultats connus

La stabilisation des systemes couplés par un seul damping ou feedback
(stabilisation indirecte) a suscité I'intérét de nombreux auteurs ces derniéres
années. Les résultats les plus récents dans cette direction sont ceux obtenus
par F. Alabau-Boussouira [2] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V.
Komornik [3] ot des estimations polynomiales (dépendant de la régularité
des solutions) ont été démontrées pour quelques systemes hyperboliques
linéaires faiblement couplés. Ces résultats sont basés sur le Théoreme 6.1 ci-
apres obtenu par F. Alabau-Boussouira [2] (sous une forme moins générale)
et I'. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3].

I’objectif de cette partie est d’étendre le Théoréme 6.1 au cas de systemes
non linéaires ou non dissipatifs et de donner deux applications a la sta-
bilisation indirecte par un feedback non linéaire localement distribué et
dégénéré, et a la stabilisation d’un systéme couplé de deux équations des
ondes générales.

Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu e*A dans
un espace de Hilbert H, D(A) son domaine et £ € C(H, R') une fonction
donnée. Pour tout U° € H, on note : U(t) = MAUC, Eo(t) = E(t) = E(U(L))
et Ex(t) = EUP (1)) pour tout k € N*,

Les résultats de F. Alabau-Boussouira [2] et F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [3] sont basés sur le théoréme suivant :

Théoréme 6.1. Supposons que Uopérateur A est linéaire. Supposons
qu’il existe un entier m € N et une constante positive ¢ tels que

T m
/ E(tydt < 3" Ex(0), ¥T>0, YU°eDA™),
0 k=0
Alors pour tout entier n € N* et tout U° € D(A™™)

/T =5 S)n_lE(t) dt < ¢"(14m)"! g”: Ex(5), Y0<S<T. (6.1)
s (n—1)! k=0

Si, de plus, E est décroissante pour tout U° € H, alors pour tout entier
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n € N* et tout U € D(A™™)
1 nm
E(t) < "(1+ m)”_I% S E(0), Vi 0. (6.2)
k=0

F. Alabau-Boussouira [2] a considéré le probleme de la stabilisation de
quelques systemes hyperboliques dissipatifs couplés et soumis a un seul feed-
back frontiére linéaire. En montrant le Théoréeme 6.1, ’auteur de [2] a obtenu
des estimations polynomiales qui dépendent de la régularité des solutions.
Les mémes estimations ont été démontrées par F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [3] dans le cas d’un feedback interne. Or, si le
systéme n’est pas dissipatif (comme dans le cas de deux constantes de cou-
plage différentes) ou si le feedback est non linéaire, ces résultats ne sont plus
applicables. L’objectif des chapitres 7-9 est d’étendre ces résultats, entre
autres, dans ces cas précis.
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CHAPITRE 7

Généralisations

On montre dans ce chapitre deux théoremes qui permettent d’obtenir
quelques estimations (polynomiales par exemple) de stabilité indirecte de
certains systémes couplés (le systéme est controlé par une seule équation).
Ces deux théoremes généralisent le Théoreme 6.1 dans plusieurs directions,
en particulier, ils permettent de traiter le cas de systémes non linéaires ou
non dissipatifs.

On considére les mémes notations utilisées dans le Chapitre 6 et on
démontre les théoremes 7.1 et 7.2 qui permettent de traiter le cas non linéaire
et le cas non dissipatif respectivement.

Théoréme 7.1. Supposons que opérateur A est linéaire et que la fonc-
tion E est décroissante. Soit f € C(RT) une fonction dérivable, décroissante
et strictement positive vérifiant, pour deux réels aqx > ags > 0 : pour tout
U® e H, il existe a > 0 tel que

/ST FOOE™ (8)dt < af(S)E®(5), Y0<§<T. (7.1)

Alors pour tout n € N* et tout U° € D(A™), il existe a, a > 0 tels que
T n—1
(n=1)(a1—az) [ (E=5)
(E(T)) [
<af(9)E=2(S5), Y0<S<T,
E“Z(U)) ey
O '

FOE™ (1) dt (7.2)

E(t) < a( Vi > 0. (7.3)

Remarques. 1. Si A est non linéaire, alors on obtient (7.2) et (7.3)
uniquement pour n = 1.

2. En utilisant la décroissance de £, (7.1) implique que, pour tout
U°cH, 1
E(t) < (M) V> 0.

Jo F(r)dr

Cette estimation est plus forte que celle donnée par (7.3) pour n = 1 et sans
que f soit nécessairement décroissante.
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3.8 a1 =ay=1et f(t) =1, (7.3) coincide avec (6.2).

Démonstration du Théoréme 7.1. On montre (7.2) par récurrence
sur n. Pour n = 1, (7.2) n’est que I’hypothese (7.1). Supposons que (7.2)
est vrai. On a :

(E(T))(”_l)(al_”)/; /tT %fﬁ)]ﬂal(r)dr di < a/T FOOE™ (1) dt,

S

donc

(E(T))‘n(al—a2) /T (t - S)n

S n!

T

FOOVE“ (1) dt < a( E(T))" 4 / FOOVE= (1) dt.

S

D’autre part, (7.1) et la décroissance de £ impliquent que

T

T
()= [ e < [ HoEn @ d < of(5)E(S)

S

donc, d’apres les deux inégalités précédentes, on obtient (7.2) (pour le rang
n). En utilisant la décroissance de fE*, (7.2) implique (7.3).

Théoréme 7.2. Supposons que 'opérateur A est linéaire et que la fonc-
tion F est dérivable. Soit f € C'(RT) une fonction dérivable, décroissante

et strictement positive telle qu’il existe ag, a1, ag > 0 et m € N vérifiant :
apas

lilllt_+4_oo if(gy <1et
T m
/ FOE@) < ar S Fy(0) + az B(T), ¥T > 0, VU° € D(A™), (7.4)
0 k=0
E'(t) < agE(t), Vt>0,YU° ¢ H. (7.5)

Alors pour tout n € N*, il existe a, a > 0 tels que

/ =S B i (7.6)

S (n — 1)!
<af(8)>  En(S), YO<S§<T, VU € D(A™),
k=0

aot +1
fae’

E(t) < a(% Ek(O)) vt >0, YU € D(A™). (7.7)
k=0
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Remarques. 1. Si A est non linéaire, on obtient les inégalités (7.6) et
(7.7) uniquement pour n = 1.
2. Si ag = 0, alors (7.4) implique que, pour tout U% € D(A™),

(a1 + a2) (o Fi(0)
1) < 7 ;
Jo f(r)dr
Cette estimation est plus forte que celle donnée par (7.7) pour n = 1 et sans

que f soit nécessairement décroissante.
3. Siag=0et f(t) =1, (7.7) coincide avec (6.2).

vt > 0.

Démonstration du Théoréme 7.2. Premierement, on majore le
terme ap (1) dans l'inégalité (7.4). D’apres (7.4), (7.5) et la décroissance
de f,on a :

an—mm:@/

0

T T

Emﬁgw%é mm<ﬁ%

2

< gy 2 PO+ F B,

comme lim;_ 4o % < 1 et f est décroissante, alors il existe ¢ > 0 tel que

T
| sweaa

SUPQQ{%} <1 — ¢, et par conséquent

ayE(T) < %(agE(O) + (1 —€e)aq i Ek((])) < u —L— az i E(0)
k=0 k=0

Donc, on conclut de (7.4) que, pour az = ﬁ(al + @),

[ 0E0 < a3 B0, 7000 € D)
0

En appliquant le Théoreme 6.1 sur f(t)£(t), on obtient (7.6).

D’autre part, on a :
T T n ,

SHIET) = [y d

T 1n n—1

= /0 (Hf(t)E’(t) + ﬁf(t)E(t) + gf/(t)E(t)) di

< (14 apT) /OT hf(t)E(t) dt < af(0)(1+ agl) % Er(0)
: k=0

n—1

dott (7.7).



CHAPITRE 8

Stabilisation par un feedback
localement distribué

On donne maintenant une application du Théoreme 7.1 a la stabilisation
indirecte par un feedback interne localement distribué et dégénéré de deux
équations des ondes couplées. Dans toute la suite, ¢ désigne une constante
générique qui peut changer d’une ligne & 'autre, et ¢g désigne la plus petite
constante vérifiant (inégalité de Poincaré) :

/Q|v|2dac < CO/Q Vol2de, Vo HA(Q) (8.1)

On consideére le systeme faiblement couplé de deux équations des ondes avec
condition de Dirichlet homogene au bord suivant :

) — Auy + aug + a(z)g(u)) =0 QxR
" _ +
ug — Aug + au; =0 QxRT,
U = ug =0 FXR-l_, (Pg)

ui(z,0) = ud(z) et wi(z,0)=nul(z), i=1,2 Q

ot  est un ouvert borné non vide de RV de classe C? de frontiére I', o € R*,
a € C(Q) et g € CHR) vérifiant : 0 < |a] < % et, pour dy, dy > 0,

do < g'(s) <dy et dyls| <|g(s)] < dqls|, VseR, (8.2)

a(z)>0 Ve ew et a(z)>0 Ve (8.3)

ol w et  vérifient les mémes hypotheses géométriques que celles considérées
par A. Beyrath [9], autrement dit, il existe € > 0, des sous-domaines Q; C Q,
1 <7 < J,avec un bord Lipschitz I'; et des points z; € RN tels que

QiﬂQjI@ si 1 # 7,
QNN[U; T U(Q\U; Q)] Cw
avec NV(0) = {z € BN @ inf,cp |z — y| < €} ot § C RV et

It ={zel;: (z—u;)-v>0}
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Le cas le plus simple est de prendre w comme un voisinage de
I ={zeT:(z—20)-v>0}

dans Q, c-a-d: w = QNN (I'F) pour un € > 0 et 9 € BV fixé.
Le probleme (P9) est bien posé au sens suivant (voir A. Beyrath [9, 10]).

On pose :
H = Hy(Q) x Hy(Q) x L*(Q) x L*(Q)

muni du produit scalaire
<V,Z >y= / (Vvl - Vz1 4+ Vg - Vg + v323 + v424 + a(v122 + ?]221)) dx
Q

oV = (’1)1,1)2,?]3,?]4)T et Z = (21,22,23,24)T, et on définit I'opérateur A
par :

D(A) = (H*(Q) 0 Hg(Q)) x (H*(Q) 0 Hg(Q)) x Ho(Q) x Ho(Q),
AV = (—v3, —v4, —Avy + avy + a(@)g(vs), —Avg + avl)T.
Le probleme (P9) peut étre reformulé sous la forme abstraite :
U+ AU =0 et U= (ul,u2,u'1,u'2)T.

Pour tout U% = (uf,ud,ul,ul) € H, le systeme (P9) admet une unique
solution U € C(R*,H).

Si UY € D(A), alors la solution U est plus réguliére et elle appartient &
Wheo (R, H).

Si g est linéaire, alors pour tout n € N* et U% € D(A"), la solution U
vérifie :

U € ni_oC"F(mt D(AF)).
On définit ’énergie de (P9) par :

1
B() = 5 [+ [ + [V + [Vaaf + 2aurs) da.
On a : F vérifie :

B(1) 2 50~ faleo) [t + 6l + [Vl + [Vuaf?) do,

N | —

E(t) = — /Q a(e ), (i) de < 0. (8.4)
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On sait que

1. (P9) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-Boussouira
[2] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3]).

2. Si g est linéaire, || est assez petit et a(z) > 8 > 0, Va € w (cas non
dégénéré), alors (A. Beyrath [9, 10])

Vn € N, V(u§, uy, uj, ug) € D(A™) : B(t) < ct™™, Vi > 0,
V(u(l]vugvulvu2) S E( ) — 0.
Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas dégénéré en supposant que

dp>0: / a P(z)de < 400 (8.5)

et on montre le résultat de stabilité suivant :

Théoréme 8.1. Supposons satisfaites toutes les hypothéses ci-dessus.
Soient |a| assez petit et

I si N> 3,
r = P
1-;60 si N=1,2 (eg > 0 quelconque).

Alors il existe une constante ¢ > 0 (qui ne dépend que des données initiales,
et ce, de maniére continue) telle que

V(ul, uy, ui, uy) € D(A), ¥t > 0: E(t) < AT sir < 1, (8.6)

V(u?,ug,ul,ug) EDA),VE>0: E) < ct™r st > 1, (8.7)
V(u(l]vugvulvu2) € H E( ) — 0. (88)

Si g est linéaire, alors pour tout t > 0

Vo € %, V(ul, u, ul, ub) € D(A™) 1 E(t) < ¢t "0AD=G-DmmliT . (8.9)

Remarque. En appliquant le Théoréeme 7.1 et les techniques de P.
Martinez [56], on peut affaiblir (8.2) en imposant I'inégalité dy|s| < |g(s)|
uniquement pour |s| > 1, et montrer que

E(t)gc(/o

t —1

f(r) dr)m, Vi >0
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ou f est une fonction qui dépend uniquement de g. D’apres les hypotheses
sur f dans le Théoreme 7.1, cette estimation est plus faible que (8.6) et

(8.7).

Démonstration du Théoréme 8.1. Fn utilisant le fait que D(.A) soit
dense dans H et les estimations (8.6) et (8.7), on obtient facilement (8.8).

Le début de la démonstration est identique a celle de A. Beyrath [9, 10] :
on considere les mémes multiplicateurs multipliés par E”. On obtient, pour
tout 0 < 5 <T < 400 :

T T
[ B @< e ($)ES) + Bi(s) +e [ B [itdrdr (8.10)

S S w
ot Ey(t) = E(U'(1)).

On pose maintenant : ¢ = 1+ z%’ alors g €]1, 400 et (N—2)g < N+2.
En utilisant (8.2), (8.4), (8.5), I'injection compacte H*(Q) — LITL1(Q) et le
fait que u} € L>°(R*, H'(Q)), on obtient, en appliquant deux fois I'inégalité

. . ; 2(p+1)(g+1

de Holder et le fait que -F5(1 — (r-l—liw) = i et % =2
(voir mon article [13]) :

[ s = [ 1o 5 7 do
w w

2(g+1) .
< C(/ Juf | T! dac)q}r_l(/ |u’1|7<r+1><cé+1>—2r dx)l——<r+1§<q+1)
w w

-2 B, 2(g+1) 1 2r
< c(/ a p+lgp+l |u1|(r+1)(q+1)—2'r dx) (r+1)(q+1)
w

D

1 2(p+1)(g+1) P 1 — 27
< c((/ a’? dac)m(/ alul | PO+ D=2) dac)p+1) (r+1)(a+1)
w w

12 1 / / 1 / 1
< ol [ a2 da) T < of [ auiglun)da) T = (=B (2.

Donc, d’apres (8.10) et I'inégalité de Young, on obtient (pour tout ¢ > 0) :

T T 1
/S ETN ) dt < cET(S)(E(S) + Ei(S)) + C/s ET()(—E'(1)) 7T dt

T T
< cE7(S)(E(0) + Ey(0)) +e/s E() dit - c/s F(t) di

T
< o(E7(S) + E(9)) + e/s E(1) dt.
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En choisissant alors 0 < € < 1, on obtient :
T .
/ Et) dt < e (g, (8.11)
S

En utilisant la décroissance de E"*! et en choisissant S = 0, on obtient (8.6).
En appliquant le Théoréme 7.1 avec f(¢t) =1, a1 = r+ 1 et ag = min{1,r},
on trouve (8.9).

Si r > 1, 'estimation (8.11) implique que :

+oo
/ E (1) dt < cE(S), VS > 0. (8.12)
S

Donc, en appliquant le Lemme 1.1, on déduit (8.7). Ceci achéve la démonstration
du Théoreme 8.1.



CHAPITRE 9

Systéme couplé
de deux équations des ondes

L’objectif de ce chapitre est de démontrer des estimations polynomiales
de stabilité du systeme couplé de deux équations des ondes générales, dont
la premiere équation est soumise & un feedbak interne, avec deux termes
perturbants d’ordre 1 et la condition de Dirichlet homogéne au bord

— Ayug — Vi - (Dyuy) + Brug + agug + g(uf) =0 Q x R,

—AQUQ—V¢2-(D2U2)+ﬁ2ﬂ2—|—alul =0 QX]R-I_, (PlO)
U = Uy =0 I x ]R-l_,
ui(z,0) = ud(z) et wui(z,0)=ul(z), i=1,2 Q

olt © est un ouvert borné non vide de BV de classe C? de frontiere T,

g€ CHR), ¢1, g € CH(Q), ay, ayg, fr, B2 € C(Q) et
Alul = Z axz az] 8 U] AZUZ Z aazz 2] aa;JUZ)
i,j=1 ,7=1
avec des coefficients a;;, b;; € C1(Q) tels que
Ady, dy > 0: dy < ¢'(s) < dy, dals| < |g(s)] < dy|s], Vs € R, (9.1)

aij(z) = aji(v), by(x)="1bj(z) Vi,j€{l,---, N} Vo€,

N
A1, A2 >0 Z az]( )525] > /\1|€|2 Z bzy &E] > /\2|£|2 V€ € ]RN Vo € Q.
7,7=1 1,j=1
A A
infﬁ1>——1, 1nfﬁ2>——2
Q Co Co

max{||a1]|oo, [|@2||eo } et assez petit et igf|a2| >0

ol ¢ est la constante définie par (8.1). On utilise (comme auparavant) les
notations :

D1u1 = (Z(Zl] Ox]ul Z(ZN] Ox]ul)
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N N
Dauy = (Z blj(w)ax]u27 T, Z ij(w)axjuz)
7=1 7=1

On peut montrer (exactement de la méme fagon que pour le probleme (P9))
que le probleme (P10) est bien posé. On note :

H=HLQ) x HLQ) x LX(Q) x LX(Q)

muni du produit scalaire

< V,Z >H= / (Dl’l)l -Vz + ﬂlvlzl + 032’3) dz
Q

+ /Q (D21)2 - Vzg 4 Pavazg + vaza + ar(v122 + 71221)) dx

oV = (vl,v2,v3,v4)T et Z = (21,22,23,24)T, et on définit I'opérateur A
par :

D(A) = (H*(Q) N Hg(Q)) x (H*(Q) 0 Hy(Q)) x Ho(Q) x Ho(Q),
AV = (—v3, —v4, —Ajv1 — V1 - (D1v1) + Bror + agve + g(vs),
—AQ?JQ — V¢2 . (DQUQ) —|— ﬁ2’1)2 —|— Otl’l)l)T.
Le probleme (P10) peut étre reformulé sous la forme abstraite :
U+ AU =0 et U= (ul,u2,u'1,u'2)T.

Pour tout U° = (ul,ud,ul,ul) € H, le systéme (P10) admet une unique
solution U € C(R*,H).

Si UY € D(A), la solution U est plus réguliere et elle appartient a
Whee(rt H).

Si g est linéaire et U® € D(A") avec n € IN*, la solution U vérifie :

U e ni_oC"F(mt, D(AF)).

On définit I’énergie (équivalente) de (P10) par :

1 N
E(t) = §/Qe¢1 (|u’1|2 + Z @;j ()0, w10y uy + ﬂ1|u1|2) dx

1,5=1

1 N
+§/Q€¢2(|U'2|2+ > bz’j(w)ﬁx,mﬁx]m+ﬁ2IU2|2) dw+/ﬁa1e¢2ulm dx.

7,7=1
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D’apres les hypotheses ci-dessus et I'inégalité (8.1), il existe des constantes
¢é1, €2, €3, ¢4 > 0 (ne dépendant ni de oy ni de ay) telles que

N
1 .
5/96(‘51 (|u'1|2—|— Z aij(x)axlulax]ul—l—ﬁl|u1|2) dz > cl/Q(|u'1|2—|—|Vu1|2) dz,

1,5=1

1 al .
5/96(‘52 (|u'2|2—|— Z b,-j(:r)aximaxju2—|—ﬂ2|u2|2) dx > 02/Q(|u'2|2—|—|Vu2|2) dz,

1,5=1
‘/Qale(b?uluQ dx‘ < 63H041||00/Q(|Vu1|2 + |Vuz|2)dx,

[ aae uruada] < el [ (Vi +|Vual) do.

On obtient alors les inégalités suivantes :

B> ar [ (I + [ + [Tunf*+ [Vuaf?) do, (9.2)

FE'(t)=— /Q el g(ul) dz + /Q(oqe(‘62 — age® Yl uy du

< —/ P g(uh) da + agE(t) (9.3)
Q

ol a; = min{éy, éa} — ésl|a]| €t ag = 2:f |1 e?? — age® || . Les conditions

de petitesse a imposer sur [y |/o et [laz]lss sont les suivantes :

T . .. T . .. .
lat]|eo < — min{éy,éa} et [|az|leo < — min{éy,éz}
C3 C4

d’olt a1 > 0, et par conséquent <, >4 engendre une norme sur H, et F est
une norme pour (uy, ug, uj, uh) équivalente a la norme usuelle de

HY(Q) x HY(Q) x L*(Q) x L*(Q).

L’inégalité (9.3) montre que F n’est pas nécessairement décroissante si aye?? #
a26¢1.

On sait que

1. (P10) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-Boussouira
[2] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3]).



CHAPITRE 9. DEUX EQUATIONS DES ONDES 110

2. Si g est linéaire, ¢; = ¢y = 0 et a3 = ay = const, alors (voir
F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [3]) : soit m = 1 si
Ay = Ay, et m = 2 sinon. On a :

Vo € N, V(ul, ud, uj, ug) € D(A™) : E(t) < et™", ¥t > 0,
V(u(l]vugvulvu2) € H E( ) — 0.
On montre ici les résultats de stabilité indirecte suivants :

Théoréme 9.1. Supposons satisfaites toutes les hypothéses ci-dessus.
Soit m un entier tel que m =1 si Ay = Ay, et m = 2 sinon.

1. Si g est linéaire et a1e?? = age®, il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas
des données initiales) vérifiant, pour tout t > 0 :

Vo € N*, Y(ul,uy, ui, ud) € D(A™) : ) < C(Z Ex(0 ) L (9.4)
V(u(l]vugvulvu2) € H E( ) — 0. (95)
2. Si g est non lin€aire et a1e??> = aqe?, les estimations (9.4) pour

n=1 et (9.5) sont satisfaites.

3. 51 Ay = Ay et g est linéaire tel que ||0qe¢2 — pe?? ||oo est assez petit,
alors il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas des données initiales) vérifiant, pour
toutt > 0 :

Vn € N, V(ul,ud, ul,ud) € D(A"): ) < C(Z EL(0 ) (agt + 1)t7",

V(ul, ud, ui,uy) € H: E(t) — 0.

Remarque. Lorsque aje?? # age®, le systeme (P10) n’est pas dis-
sipatif (son énergie n’est pas décroissante en général). Dans ce cas-la, le
Théoréme 9.1 ne donne aucune estimation de stabilité de (P10) si Ay # A,
ou si g est non linéaire.

Démonstration du Théoréme 9.1. Par densité, (9.4) et (9.6) im-
pliquent (9.5) et (9.7) respectivement. D’autre part, (9.3) implique (7.5).
Donc, en montrant (7.4), on obtient les autres résultats du Théoreme 9.1.
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En multipliant la premiére et la deuxiéme équation de (P10) respective-

ment par e?lu; et e?2uy et en intégrant par parties leur somme sur Qx [0, 7]
on trouve :

/OT E(t)dt = —% [/Q(elﬁlulu'l + e2ugul )da:] (9.8)

1 T
—|——/ /(a16¢2 —a26¢1)u1u2 dx dt
2Jo Ja
1 T T
——/ /e(blulg(u’l)d:rdt—l—/ /(e¢1|u'1|2—|—e¢2|u'2|2)d:rdt.
2Jo Ja 0o Ja

On majore successivement les termes de droite de (9.8).
D’apres (8.1) et (9.2), on a :

1
5‘/9(6(‘511111/1 + e¢2uQu'2)dx‘

1 1 1
<= max{||¢1||oo,||¢2||oo}/ 2 /2 2 2) g
<3 (gl + vl + —hl + Vel da
< AAL

{ max{||¢1||oo,||¢2||oo}/Q(|ull|2 + |u/2|2 + |Vu1|2 + |Vu2|2) dz < ClE(t)

A e e

_% [/Q(e¢1u1u'1 + e¢2U2U§)d$]oT < er(B(0) + E(T)).

1 T
5/ / (0416(‘62 - aze(bl)uluz dx dt
0 Ja

De méme,

¢2 _ 4l T !
lone = onePloto [ 0oy Ry vt < 0 [ B
4 0o Ja 0
ol ¢y = 4a1 "0416(‘52 — e [|oo \/20_0‘10'

En utilisant (8.1), (9.1), (9.2) et (9.3), on trouve, pour tout g > 0 :

1 T b1 / 1 T b1 2 1 2 /
——/ /e urg(uy)da dt < —/ /e (eolur]|* + —g"(uy)) da dt
2Jo Ja 4 Jo Ja €0

<4_€0/T dt—l——/ (aoE(t) — E'(1))dt.

111
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De méme,

T 1 T
/ /e¢1|u’1|2dx di < —/ (a0 E(t) — E'(1)) dt.
o Ja dy Jo

Finalement, on obtient :

d1 1 Co€o /T
1 —cy— —+ =) — E(t)dt .
( 2 a0(4€0 + dz) 4@1 ) 0 ( ) (9 9)

< ea(B0) + BO) + G+ 23080) ~ 5+ [ [ b dear

460

Pour simplifier (9.9), on distingue les deux cas suivants :

Cas 1 : a1e?? = aze?. Dans ce cas, ag = ¢o = 0 et F est décroissante.
Donc, on trouve :

Cp€p T T 112
(1- —)/ E(t)dt < CEOE(0)+/ /e¢2|u2| d dt. (9.10)
daq 0 0 Q
Cas 2 : a1e?? # ase?1. En choisissant ¢y = «/%, on obtient :

(1—c3)/OTE(t)dt < C4E(0)+c5E(T)+/OT/Qe¢2|u'2|2dx dt (9.11)

ou

_ \/% 1 1 Co(lodl _ 1 1 Codl 1 1 Cod1
= ( 2 +d2 )a0+2 ay P Cl+d2+ Ll(](ll7 “G=a d2 4 apay '

Il s’agit maintenant de majorer la derniere intégrale de (9.10) et de (9.11).
D’une part, en intégrant 1’égalité de (9.3) et en utilisant I’hypothese
(9.1), on obtient :

E(T) / / ¢1' dxdt—l—/ /ale — age? Dl ug du di

// i gl de di+ 2 // ¢1|u1|2dxdt+c6/ / €9 us|2 da di
g——/ / g dacdt—l—c6/ / 9 u 2 da dt
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2
— 4ay

Y __1 __1
ol e = llare? — aze?t |2 [T |2, = JoLyjeT 4|2 a3 et par

conséquent

doco

/L/¢Wg (Mﬁ<ﬂmm—an+%ATA&mm%mﬁwgm)

D’autre part, on multiplie la premiere équation de (P10) par €®1uy, on
integre sur Q x [0,77] et on utilise (9.2) et le fait que infq f > —i—;. On
trouve, pour tout € > 0 :

//‘7512@” Ol,zul@ w1 dx dt

1,5=1

= [/ ¢1u1u1dyc //a26¢1u1u2da:dt
//(blulgul dacdt—l—/ / et |uh |2da:dt—/ / €1 By |uq |* da dt

[|61]]eo 2.2¢1—h2
€ C Qas5€ €
< S 0y 4+ [ [T o el
2aq o Ja 2¢ 2
T ce®1 1
[ [ ES P + e g ) do dr
0 Q €

T A T
—I—/ /e¢1|u'1|2d:rdt—|——/ /€¢1|’LL1|2 dx dt.
0 JQ o Jo JQ

En utilisant (9.1) et (9.12), on obtient :

//‘7512(1” )0y, U1 Oz uy da dt (9.13)

1,5=1

< er(B(0) + E(T) + es(£(0) — £(T))

T T
+Cg/ /e¢2|u2|2dxdt—|—clo/ /e¢1|u1|2dacdt
0 Q 0 Q

ou
VO il g = D14 2
2a4 € dy
o € dl 1 o A] € 1 2 ¢1_¢2
cy B C6(Z+d—2) Clo——+§‘|‘i||ae |
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On distingue maintenant les deux cas suivants :

Cas 1 : Ay = A;. On multiplie la premiere et la deuxiéme équation
de (P10) par e®?uy et e?2u; respectivement et on intégre leur différence sur
Q x [0,T], on trouve :

T T T
/ /a26¢2|uQ|2dxdt:/ /a16¢2|u1|2da:dt—/ /e¢2qu(u'1)da:dt
0 Q 0 Q 0 Q

G247 ! T T $2
+ [/ €2 (ujuy — u2u1)dx] —I—/ / €?2(By — fr)urug da dt
Q 0 0 JQ

T N
—I—/ /Qe¢2u2 Z a;j(2) 0, (P1 — $2)0z,uy da dt.
0

7,7=1

Par hypothése, on a : infq |ag| > 0. Soit 0 < ag < infg |az|. Donc,

T T
‘/ / 0426(‘52|u2|2 dz dt‘ > ao/ / e¢2|u2|2dacdt.
o] Q 0 Q

On majore maintenant les termes de droite de I’égalité ci-dessus.
D’apres (8.1) et (9.2), on a :

/06‘752 lubuy — ugul| dx

1

1
< _€||¢2||oo/ AL
<3 (Ve +

1
ur? + /Gl + —=luaf”) do < exn B
oll ¢11 = %e”@”‘x’. Donc
b2( ! / T
I [ e - uzul)dx]o‘ < ey (F(0) + E(T)).
En utilisant (9.1), on obtient :
¢2 ! @0 ¢2 2 3 ¢2,2(,1
e ugg(uy)| dx < o ¢ |ug|* da + 5 | €79 (uy) dz
Q Q Qg JQ
d
<2 e |uq|? da + 341 2=l / Pl g(ul) de,
6 Ja 2aq Q

Q 3
/ e?|(B2 — Br)urusg| dz < —O/ € ug|? dz + —/(ﬂz — (1)%e??|uq |* da
Q 6 Ja 200 Jo

3 o
< o6 - B2 [ Pl da+ 5 [ e usf do,
2aq Q 6 Ja
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N

[ e lun Y a1, (61 = 6200, do

7,7=1

< %o e |ug)? da
Q

3 N N

2 b2 . _ _ B
o /Q 5 (mZ:l 0i;(2)0s, (61— 62)0s, (61— 62)) (l_’jzz1 45 ()0 110, 01 )

< @/ € ug)? dz
6 Ja

3 N N

+EH€¢2_¢1 Z aij(x)axi(¢1—¢2)3x](¢1—¢2)Hoo/Qe(bl Z ;j(2)0p, w10y Uy da.
,5=1 i,5=1

Finalement, on trouve :

%/OT/QM'“?'W di < e11(E(0) + E(T)) (9.14)

T T N
-I-Clz/ /6¢1|u1|2 dz dt—l—cl3/ /€¢1 Z aij(ﬂﬁ)axlulaxjm da dt
0 Ja 0 JQ “
2,7=1

T
—|—cl4/ / e g(u}) de di
0 JQ

oll
- 3 _
c1z = [lare® ™" floo + 5=l (B = B2 e,
13 = i”e@—m g: i (2) 0, ($1—62)0 (d1— 02|00, €14 = %6”(152—451”00‘
20&0 i=1 I ‘ J ’ 20[0

En utilisant (9.12), on majore le dernier terme de (9.14) et on trouve :

(87

(52— coera) /OT /Q P |us)? de dt < e1y(E(0) + E(T)) (9.15)

T
+2¢14(E(0) = E(T)) + e1s / / ey |2 d d
0 Q

T N
-I-C13/ / e Z a;j ()0, w10, uy dz dt.
0o Ja

1,5=1
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Pour simplifier (9.15), on distingue deux cas comme auparavant.
Si a1e?2 = aye®, on a alors ag = ¢g = 0 et E est décroissante, donc, en
utilisant (9.13) avec € assez petit et tel que

Qg

€
€13C9 = 5013 < o

(9.15) implique que

T T
/ / e®|ug|? dz dt < ¢E(0) + c/ / e |uy|? da dt.
0 Q 0 Q

Par un raisonnement analogue, on montre que le systéme dérivé (par rapport
at) de (P10) vérifie :

T T
/0 /Qe¢2|u'2|2dxdtg cE1(0)+c/0 /Qe¢1|u'1|2dxdt§ (E(0) + 1 (0)).

Finalement, en reportant dans (9.10) (avec ¢g assez petit), on obtient (7.4)
pour m=1et f(t)=1.

Si aje?? £ age?, E n’est pas décroissante en général. Par hypothese,
g est linéaire : ¢(s) = ds (dy = dy = d dans (9.1)) et donc, on déduit de
(9.13) et (9.15) que

(&%s]

T T
(——015)/ / e¢2|u2|2dx dt < 616E(0)—|—017E(T)—|—018/ / e¢1|u1|2dw dt
2 0o Ja 0o Ja
ou
€15 = CC14 + C9C13, C16 = €11 + 2¢14 + c13(c7 + ¢3),
c17 = c11 — 2¢14 + ciz(er — ¢g), 18 = ¢12 + croc13.

De méme, pour le systeme dérivé (par rapport a t) de (P10)

T T
(7—015)/ /€¢2|’LLI2|2 dz dt < 616E1(0)—|—617E1(T)—|—618/ / e(‘51|u’1|2 dx dt.
0 Q 0 Q

On choisit € = \/ag dans la définition de cg, cg et c1g et on suppose que ag
est assez petit et tel que

c15 < ? (916)

On obtient, d’apres (9.1), (9.3) et (9.11) :

(1 - 619) /OT E(t) dt S C20(E(0) + El(O)) + C21E(T) + C22E1(T)
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ou
2apc1s 2¢16 2¢18
€19 = €3+ ——————, €90 = max{ a4+ ;
d(OtO — 2615) Qg — 2615 d(O[O — 2615)
2¢18 217
€yl = C— —————, (g = ———.
d(ao — 2615) Qg — 2615

On choisit 0 < ag < infq |as| et tel que ¢17 < 2¢14 et on suppose que ag est
assez petit et tel que

C19 < 1, 2o <0 et ageyr <1-— c19, (917)

et on trouve (7.4) pour m = 1 et f(t) = 1. Noter que, quand ag converge
vers zéro, ¢15, C19 et agcay + €19 convergent vers zéro, et cgo devient négatif.
Donc, avec ag assez petit, les conditions (9.16) et (9.17) sont satisfaites.
Cas 2 : A; # Ay. On a alors, par hypothése, aje® = age?'. Donc
ag = cg = 0 et F est décroissante.
Soit z1(¢) la solution de ’équation différentielle

{Agzl(t) = Aquq(t) dans Q,

z1=20 sur I

La solution z; vérifie (voir F. Conrad et B. Rao [22]) :

/Q|zl|2dac < C/Q lui)? da, (9.18)

/ |21]? dx < c/ |u)|? de, / |27|? dz < c/ |u/|? dx, (9.19)
Q Q Q Q
N
/Q|V21|2 dx < C/Q Z ;i (@ )00 w1051 di. (9.20)
7,7=1

En multipliant la premiére et la deuxieme équation de (P10) par e®2u,
et €2z, respectivement, en remplacant Aju; par Agzy et en intégrant par
parties leur différence sur Q x [0,7], on trouve :

T T T
/ /0426(‘52|u2|2 dx dt = [/ e¢2(21u'2—ziuQ)dx] —I—/ /0416¢221u1 dx dt
0o JQ Q 0 0o JQ

T
-|-/0 /Qe(b?uz (Zil —uf + Boz — Prug — g(ull)) dx dt
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+/ / %2 aij(x)axid)l@%ul wa $l¢28$]zl)dxdt,

7] 1 ,] 1
donc, en utilisant (9.18), (9.19) et (9.20) (noter que 0 < ag < infg |asg)),

T ag [T
ao/ / €2 |ug|* du dt < cE(0) + —/ / €92 |uy|* du dt (9.21)
0 Ja 2 Jo Ja

+C/ / |U |2 + g ) —I_ |U1|2 + Z az] @Elul@ U]) dx dt

ihj=1
D’apres (9.3) et (9.1), on a :

T T
/ / g (uy) da dt < c/ / Pl g(u)) da dt < c¢E(0). (9.22)
0 Q 0 Q
De méme, en utilisant le systeme dérivé de (P10), on obtient :
!
Ey() = (B (0,u(0) = = [ e a2y’ (u}) do.
Q

D’ot, d’apres (9.1),

T T
/ / |uf|? da dt < c/ / el |ul |2 (u)) da dt < eFq(0). (9.23)
0 JQ 0 Q

En reportant I'inégalité (9.13) et les deux inégalités (9.22) et (9.23) dans
(9.21) avec € (définition de cg, ¢g et ¢10) assez petit, on obtient :

T T
/ /Qe¢2|u2|2da:dt§c(E(O)—l—El(O))—l—c/ /Q|u1|2da:dt.
0 0

De méme, on obtient 'inégalité similaire pour le systeme dérivé (par rapport
at) de (P10) suivante :

/ / P2 ubh|? da dt < ¢(E1(0) + Ey(0 —I—C/ /|u1|2dxdt
Finalement,
T
/ / P |u)? de dt < e E(0) + E1(0) + E5(0)).
0 Q

En remplagant dans (9.10) et en choisissant €y assez petit, on obtient (7.4)
pour m =2 et f(t) =



COMMENTAIRES
ET QUESTIONS OUVERTES

La méthode présentée dans la partie 1 est directe et tres souple; elle
peut étre appliquée a différents systemes non dissipatifs et permet d’obtenir
des estimations (exponentielle et polynomiale par exemple) de stabilité a
condition que les termes perturbants soient d’ordres inférieurs de sorte que
la deuxieme inégalité de (0.12) soit satisfaite.

Les questions ouvertes générées par les résultats de ce mémoire sont
nombreuses et diverses. Les plus importantes sont, de notre point de vue,
celles qui concernent des systémes beaucoup plus généraux et 'optimalité de
nos estimations de stabilité. On précise ici quelques unes de ces questions.

L’hypotheése la plus restrictive sous laquelle nos applications sont valables
est la condition de petitesse supposée sur certains parameétres (dans ['objectif
d’absorber certains termes d’ordres inférieurs génants) ainsi que la croissance
linéaire (7 = 1) imposée sur le feedback dans le cas ou 1’énergie équivalente
n’est pas décroissante. D’ol la question ouverte : jusqu’au ou peut-on
affaiblir ces hypotheses et quel type d’estimations peut-on obtenir dans ce
cas-1a? D’autre part, nos estimations de stabilité sont, dans certains cas tres
particuliers, optimales. La question reste posée dans le cas général.

Il est intéressant (en particulier du point de vue des applications) de
traiter un systéme hyperbolique plus général basé sur I’équation

K(z, " + A(tyu + Fa,t,u,o/, A2 (Hu) =0 Q x &Y

ou K et F' sont des fonctions données et A(t) est un opérateur linéaire,
coercif et auto-adjoint.

D’autre part, dans le second membre de la premiére inégalité de (0.12) on
exclut la présence du terme E?t1(T) avec ¢ # 7, 'obtention d’une estimation
de type (0.7) et (0.8) dans une telle situation reste posée. Pour cela, il est
utile de déterminer le comportement a ’infini d’une fonction positive F
vérifiant, pour trois fonctions données A : RT — R¥ et ¢, o : RT x RT —
RT, les inégalités suivantes (plus générales que celles de (0.12)) :

{f? (t, E(1))dt < $(E(s), E(T)), V0<s<T < +oo,
E'(t) < At E(t), Yt >0.
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Un tel résultat permettra d’affaiblir considérablement les hypotheses im-
posées sur le feedback.

Dans le cas dissipatif, S. Nicaise [69] a démontré, dans un cadre général,
un lien direct entre la stabilité exponentielle par un feedback linéaire et la
stabilité non exponentielle par un feedback non linéaire. Un tel lien reste a
démontrer dans le cas non dissipatif.

Comme généralisation significative du Théoréme 7.1 et du Théoreme 7.2
démontrés et appliqués dans la partie 2, il serait intéressant d’obtenir une
estimation de stabilité similaire & (7.3) sur [ sous les hypotheses

{ Jo FOE)dt < ay i (B2 (0) + EE(T)),  ¥T >0, V0° € D(A™),
E'(t) <agE(t), Yt>0,YU° € D(A)

ot a; > 0et € fe C(RT,RT).

Une autre question ouverte intéressante concerne la stabilisation indi-
recte des systémes non dissipatifs, comme le systeme (P9) avec deux con-
stantes ay et ag de signes différents.

Dans le cas d’un feedback non linéaire, nos estimations de stabilité ne
sont satisfaites que pour n = 1, c-a-d : on a la méme estimation E(¢) < ¢
quelle que soit la régularité des données initiales. Si de plus, le systeme
considéré est non dissipatif, on n’obtient aucune estimation de stabilité et
la question reste ouverte dans ce cas-la.

Dans les systemes couplés traités dans cette these, le couplage considéré
est linéaire et d’ordre zéro. Il est trés intéressant de regarder le cas d’un
couplage plus général (comme par exemple celui que j’ai considéré dans [21])
et surtout d’ordre supérieur a zéro, notamment dans le cas de la stabilisation
indirecte.

D’autre part, les résultats obtenus dans la partie 2 peuvent étre générali-
sés au cas d’un systéme couplé de n équations (avec un couplage linéaire
d’ordre zéro du méme type) soumis & n — 1 controles. L’une des questions
intéressantes qui restent posées est la suivante : quel est le minimum de
controles nécessaires a la stabilisation du systeme et quelles sont les estima-
tions de stabilisation valables dans ce cas-1a?
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