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Introduction

Dans toutes sortes de milieux industriels comme ’aéronautique, 'industrie spatiale,
I'industrie pétroliére et tant d’autres, il est indispensable d’effectuer des calculs
numériques pour simuler des phénoménes intervenant dans des systémes naturels
ou artificiels modélisables par la mécanique des milieux continus.

Parmi les calculs auxquels cette thése est susceptible de contribuer, figure le
calcul modéle illustré par les figures 1 et 2 et mis au point & Lemma durant la thése
de Damien Guégan, [47].

Figure 1: Calcul de 'impact d’une colonne d’eau sur un petit batiment (dans un
bassin rectangulaire), visualisation de la surface de la masse d’eau pour trois instants
successifs.

Ce calcul est réalisé a 1’aide d'un logiciel numérique, ANANAS, développé en uti-
lisant un nombre de plus en plus grand de méthodes mathématiques. Dans le calcul
présenté, on utilise de maniére assez usuelle un modéle mathématique représen-
tatif de la physique, les équations de Navier-Stokes. Ces équations sont discrétisées
par des méthodes d’approximation numérique (des méthodes d’éléments finis en
Poccurence). Les équations discrétes sont résolues notamment par un algorithme
de résolution linéaire du probléme elliptique discret définissant le champ de pres-
sion. D’ordinaire, la discrétisation est supportée par un maillage fourni initialement
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par l'utilisateur (obtenu avec d’autres outils). Le choix de ce maillage influe sur la
qualité du résultat. L’originalité du calcul montré ici est que le logiciel de calcul
ANANAS développé par Lemma régénére automatiquement une série de maillages
de telle sorte que les maillages effectivement utilisés maximisent la précision du
calcul, cf. la figure 2.

Figure 2: Deux maillages adaptés typiques issus de la collection des maillages en-
gendrés et utilisés successivement par 1’algorithme de calcul.

Les apports de la présente thése vis-a-vis du logiciel ANANAS concerneront deux
étapes différentes: d’une part la partie résolution linéaire recevra ’algorithme FMG
sous une version parallele MPI, d’autre part, le critére d’adaptation sera étendu a
terme pour prendre en compte les nouveautés des formulations orientées norme. La,
premiére étape de transfert est en cours et décrite dans le dernier chapitre de ce
mémoire.

La place des simulations dans les activités humaines est désormais si cruciale
qu’un des problémes technologiques essentiels de la décennie est le controle de la
précision de ces simulations compte tenu des données et modéles employés, ou
inversement de l'évaluation des incertitudes liées au processus de simulation. Ce
probléme est au centre du travail de consortiums tels le projet Européen UMRIDA
(Uncertainty Management for Robust Industrial Design in Aeronautics, 21 indus-
triels et instituts, dont 'INRIA). Les travaux de ce type de consortium portent
sur des méthodes alimentées par des recherches en analyse numérique telles que
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celles réalisées dans le cadre du projet ANR MAIDESC (Maillages adaptatifs pour
les interfaces instationnaires avec déformations, étirements, courbures) coordonné
par 'INRIA. Ces recherches sont aussi soutenues par des sociétés d’ingénierie et de
recherche telles que la société Lemma. Cette thése s’incrit dans ces deux projets,

UMRIDA et MAIDESC.

Plus précisément, nous nous sommes intéressés a la question scientifique suivante:

Comment pour une simulation donnée et des moyens de calcul donnés obtenir la
plus grande précision de prédiction?

Cette question reléve de deux thémes de ’analyse numérique. D’une part, pour
une taille du vecteur inconnu donnée, nous voulons obtenir la solution avec le moins
d’opérations possibles. Il s’agit d’un probléme d’algorithmique numérique. D’autre
part, pour une taille du vecteur inconnu donnée, nous voulons la meilleure précision.
1l s’agit d’approximation numérique, et nous allons examiner des méthodes de mail-
lage adaptatif. Cette these touche & ces deux domaines et son but aussi est de faire
le lien entre deux techniques de simulation numérique : les méthodes multigrilles et
les nouvelles méthodes adaptatives récemment développées.

Les méthodes multigrilles (MG) peuvent produire des algorithmes de résolution
rapides et efficaces. Elles peuvent étre appliquées a une large variété de modéles et
d’approximations en calculs mécaniques.

Les multigrilles utilisent de fagon intensive les propriétés d’approximation. Une
simple itération locale est appliquée sur une grille donnée. La convergence itérative
est ensuite accélérée au moyen d’un ensemble de corrections grille grossiére. Typ-
iquement, chaque correction est calculée sur un maillage deux fois plus grossier que
le maillage donné et le maillage le plus grossier contient seulement quelques dizaines
de points. Cette approche produit généralement une convergence itérative qui, ex-
primée en terme de (logarithme de) la norme du résidu en fonction des itérations,
est de pente plus ou moins constante. De plus, cette pente ne dépend pas de la
taille du maillage. En particulier, une bonne solution discréte avec N degrés de
liberté est obtenue avec un nombre d’opérations délimité par const. N Log(N), une
complexité presque optimale. Enfin, les multigrilles peuvent étre combinées avec le
raffinement de maillage, produisant 'algorithme Full-Multigrid (FMG): FMG im-
plique n phases, chaque phase j utilisant j maillages, du plus fin au plus grossier. La
j-iéme phase de FMG résout 'EDP discrétisée sur le j-iéme maillage. Cette j-iéme
phase part d’une interpolation du résultat de la 7 — 1-iéme phase et fait un certain
nombre k; de cycles multigrilles avec les j — 1 maillages grossiers disponibles, du
premier au j — l-ieme. Dans un cas idéal, le nombre k; de cycles dans chaque phase
est le méme. Notons que FMG a une complexité optimale de const. N, prédite
par la théorie et observée sur beaucoup d’exemples pratiques, voir [76]. On doit
cependant noter quelques inconvénients. Tout d’abord, dans beaucoup de cas, la
simple itération locale des multigrilles n’est pas suffisante pour traiter des problémes
singuliers ou raides comme des discontinuités ou des couches limites. Pour régler ce
probléme, on peut utiliser des maillages grossiers définis avec des méthodes plus so-
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phistiquées comme les multigrilles algébriques [19][75] ou le déraffinement anisotrope
de maillages [66], [63], [39]. On peut aussi utiliser des transferts inter-grilles plus
adaptés.

En fait, dans certains cas, la correction de la grille immédiatement plus grossiére
n’est pas capable de corriger l'itération grille fine ou peut méme fonctionner de
fagon défavorable. En conséquence, le meilleur ensemble de grilles & appliquer pour
I'accélération multigrille n’est pas nécessairement le meilleur ensemble de grilles &
appliquer pour le procédé Full-Multigrid.

Pour beaucoup d’applications complexes, il a été remarqué que le procédé FMG
ne fonctionne pas car le critére d’arrét habituel produit une solution finale discréte
avec une précision détériorée par une résolution itérative insuffisante. Voir, par
exemple, [24]. Les deux hypothéses de la théorie FMG sont (1) une convergence
MG qui ne dépend pas de la finesse du maillage et (2) la convergence asymptotique
d’ordre élevé de la solution discréte vers la solution continue sur les différents mail-
lages de FMG, y compris les grossiers. Si on assume que la convergence du cycle
MG est bonne, I’échec du FMG peut étre expliqué par le manque de convergence
asymptotique vers le continu, soit parce que les maillages sont encore trop grossiers,
soit parce que la solution inclut des petits détails ou des singularités.

En conséquence, quand l'algorithme FMG basique, impliquant un nombre fixe
de cycles par phase, est appliqué, la solution produite & la fin peut étre mauvaise.
Le fait d’ajuster le nombre de cycles, si ce n’est pas fait correctement, peut entrainer
un cofit de calcul beaucoup plus important que celui que la théorie FMG prédit et
avoir pour conséquence la perte de la complexité optimale const.N.

Les critéres d’arrét pour les problémes itératifs ont été le sujet de beaucoup de
travaux publiés. Dans le cas de 'itération quasi-Newton, un travail typique est celui
d’Arioli et de ses co-auteurs [61]. Il est communément admis que le meilleur critére
consiste & arréter l'itération quand l’erreur d’itération entre la solution approchée
itérée et la solution approchée convergée est plus petite que 'erreur d’approximation
entre la solution approchée convergée et la solution exacte [76],[61]. Hélas, le fait
de calculer 'erreur d’approximation est colteux en terme de temps calcul. Dans
[61], cette évaluation est remplacée par une hypothése concernant la convergence en
O(Rh?). Une proposition de cette thése est d'utiliser un résidu a posteriori comme
référence pour 'arrét des cycles MG.

Les méthodes MG et FMG ont été combinées avec ’adaptation de maillage
dans de nombreux travaux. Nous pouvons citer un travail pionnier de R. Bank,
[11], et quelques autres plus récents comme [73],[17],]67] ou [64]. Dans ces travaux,
I’adaptation est, le plus souvent, basée sur le raffinement de maillage par division
locale, produisant des maillages emboités. De facon plus générale, 'application des
méthodes MG et FMG avec des maillages non-structurés non-emboités a été pé-
nalisée pendant des années par la difficulté de construire et d’utiliser de multiples
maillages non-structurés, grossiers et fins, en particulier pour les applicatons in-
dustrielles. Cette difficulté est plus facile & surmonter aujourd’hui avec les récents
progres dans la génération et 'adaptation de maillages, voir e.g. [42]. Gréce & ces
progrés, de nouveaux algorithmes d’adaptation de maillages fortement anisotropes
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sont désormais disponibles.

Les méthodes d’adaptation de maillage anisotropes autorisent la génération de
maillages dont chaque maille est susceptible de présenter des étirements importants
(triangles trés plat par exemple) pour prendre en compte des différences d’échelles
suivant les directions spatiales de forte variation qui auront pu étre détectées dans
le champ physique inconnu par ’algorithme d’adaptation.

La parfaite adaptation du maillage & la physique nécessite de traiter le maillage
comme une des inconnues que ’algorithme mathématique doit calculer.

La définition d’un maillage repose sur une structure de donnée trés compos-
ite, comprenant typiquement des dimensions de tableaux, un graphe complexe, des
vecteurs de coordonnées. Prendre en compte intégralement cette structure dans un
processus d’optimisation du maillage conduit & des formulations topologiquement
complexes (comment dire si deux maillages sont proches?) et d’une grande com-
plexité de résolution (pas de convexité, colit probablement non-polynomial vis-a-vis
du nombre d’inconnues).

A Theure actuelle, un grand nombre d’approches par maillage adaptatif
anisotrope remplacent la recherche directe d’un maillage par la recherche d’une
métrique Riemannienne. Pour nous, une métrique Riemannienne est une matrice
symétrique définie positive, calculable en tout point du domaine de calcul, permet-
tant de mesurer par intégration la longueur de tout chemin joignant deux points de
ce domaine. Elle permet en pratique de mesurer les arétes du maillage. Dans la plu-
part des méthodes adaptatives anisotrope, la métrique optimale apparait comme le
minimum d’une forme quadratique convexe, c¢’est & dire calculable de maniére sim-
ple. Autrement dit la nouvelle formulation a régularisé le probléme de la recherche
du maillage optimal. Dans cette thése, nous utiliserons cette formulation en con-
struisant un contexte mathématique continu. Les méthodes de métrique continues
ont été formalisées progressivement par différents auteurs. Nous adopterons la for-
mulation particuliérement compléte de métrique Riemannienne continue proposée
dans [54, 55].

Les maillages adaptés anisotropes présentent deux avantages importants. D’une
part, ils permettent que de nombreux calculs soient effectués dans de bien meilleures
conditions qu’avec les méthodes traditionnelles, permettant méme dans certains
cas des calculs qui n’étaient simplement pas possibles sans adaptation anisotrope,
comme la propagation d’un bang sonique depuis un avion jusqu’au sol [60]. D’autre
part, les adaptateurs de maillages anisotropes fournissent une convergence en mail-
lage & un ordre élevé pour des problémes singuliers [53].

Cependant, un second ingrédient important doit étre pris en compte dans le
processus d’adaptation. Il s’agit du critére d’adaptation, qui constitue le lien entre
maillage et erreur de discrétisation.

La premiére génération de méthodes basées-métriques est celle des approches
basées-hessien. Elle minimise 'erreur d’interpolation du champ inconnu, indépen-
damment de 'EDP résolue. Son développement a représenté un grand progrés en
adaptation car le probléme d’adaptation a eu pour la premiére fois une formulation
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mathématique rigoureuse dans le cadre de la théorie de l'optimisation.

Néanmoins, 'utilisateur de 1'outil qui en résulte peut objecter que son véritable
souci réside dans la précision de ce qui sort du calcul, avec prise en compte de
I’équation résolue. Les méthodes orientées fonctionnelles reposent sur le choix (par
le programmeur) d’une quantité scalaire, nommée fonctionnelle, sortant du calcul,
par exemple, dans notre exemple, la pression exercée sur l'obstacle & un temps
donné. Dans ces méthodes, I’erreur d’approzimation sur cette fonctionnelle remplace
Perreur d’interpolation précédente grace a I’évaluation d’un champ supplémentaire,
I’état adjoint. L’adaptation anisotrope orientée fonctionnelle répond rigoureusement
au probléme du maillage rendant la plus petite possible 'erreur d’évaluation de la
fonctionnelle.

Les approches orientées fonctionnelle montrent leur limites quand 1'utilisateur
ne souhaite pas se contenter du contréle d’une seule sortie scalaire du calcul. Dans
cette thése, nous proposons une nouvelle formulation, orientée norme permettant de
controler plusieurs sorties scalaires (pour le méme cofit) et plus généralement I’écart
dans une norme choisie entre un champ approché et le champ exact.

Cette thése propose donc une combinaison de chacun des trois critéres adaptatifs,
basé sur l'interpolation, orienté fonctionnelle, orienté norme, avec la méthode de
résolution FMG et une évaluation des trois algorithmes FMG-adaptatifs résultants.
Enfin, elle propose une synthése entre ces approches en métriques continues et une
approche discréte, I’approche des métriques tensorielles.

Ce mémoire comporte huit chapitres. En premier lieu, nous présentons un rappel
des notions de métriques riemanniennes et de maillages unités ainsi qu’une descrip-
tion du calcul d’erreurs d’interpolation P1 (chapitre 1).

Il s’agit ensuite de présenter les modeles numériques d’estimateurs d’erreur et de
correcteurs, avec les approches a priori et a posteriori (chapitre 2).

Puis, on passe aux descriptions des méthodes de résolution elles-mémes: tout
d’abord le Full-Multigrid (chapitre 3), puis le Full-Multigrid adaptatif basé hessien
(chapitre 4), puis le Full-Multigrid adaptatif orienté fonctionnelle (chapitre 5), le
Full-Multigrid adaptatif orienté norme (chapitre 6) et, enfin, le Full-Multigrid adap-
tatif orienté norme en tensoriel (chapitre 7). Les travaux effectués lors du cadre de
la collaboration avec la société LEMMA sont également présentés (chapitre 8) .

Le chapitre 4 résulte d’une collaboration avec Olivier Allain et Alain Dervieux
publiée dans un journal, le chapitre 6 résulte d’une collaboration avec Alain Dervieux
et est soumise dans un autre journal et le chapitre 7, article en préparation, résulte
d’une collaboration avec Thierry Coupez et Alain Dervieux. Ces trois chapitres
reprennent le format et la langue des manuscrits d’articles correspondants. Le
chapitre 8 résulte d’une collaboration avec Olivier Allain et Vincent Levasseur.

Cette these a donné lieu aux communications scientifiques suivantes:

G. Bréthes, O. Allain, A. Dervieux, “A Mesh-Adaptative Metric-Based Full-
Multigrid for the Poisson problem”; International Jowrnal for Numerical Methods
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in Fluids,79-1, 30 53, 2015

G. Bréthes, A. Dervieux, “Anisotropic Norm-Oriented Mesh Adaptation for a
Poisson problem” (soumis)

G. Bréthes, O. Allain, A. Dervieux, “Main issues in anisotropic mesh adaptive
FMG”, 11th World Congress on Computational Mechanics (WCCM XI)/ 5th
European Conference on Computational Mechanics (ECCM V)/ 6th European
Conference on Computational Fluid Dynamics (ECFD VI), July 20-25, 2014,

Barcelona, Spain

G. Bréthes, A. Loseille, F. Alauzet, A. Dervieux, Convergent error-controlled mesh
adaptation, VII International Conference on Adaptive Modeling and Simulation,
ADMOS 2015, F. Chinesta, L. Chamoin, P. Diez (Eds)

G. Bréthes, A. Loseille, F. Alauzet, A. Dervieux, Main issues in anisotropic mesh
adaptive FMG, PANACM 2015, 1st. Pan-American Congress on Computational
Mechanics Buenos Aires, 27-29 April 2015

“Les deux idées des méthodes multigrilles”, Exposé au Séminaire INRIA Caféln,
2014.

“Adaptive multigrid methods”, Exposé & la conférence Young ECCOMAS 2013 a
Bordeaux, 2013

“Algorithmes full-multigrid adaptatifs basés sur des métriques riemanniennes”,
poster au congrés SMAI 2013 & Seignosse-le-Penon.

Ainsi qu’aux communications vers le grand public suivantes:
- Démonstrations aux fétes de la Science 2013, 2014 et 2015,

- Participation & un film “Adaptation automatique de maillage en mécanique
numérique industrielle”, 2015.






CHAPTER 1

Représentation de maillage

1.1 Introduction

La mécanique des milieux continu counsidére la matiére & 'image de la droite des
réels, comme formée de blocs infiniment denses (sans vide), et infiniment découpables
sans que l’on isole un quelconque “grain élémentaire de matiére”. Cette infinité de
composants est incompatible avec le traitement numérique. Le bloc de matiére va
étre remplacé par un réseau de mailles porteuses de propriétés physiques, pas si loin
du réseau d’atomes d’un solide, mais dimensionné par les capacités de I'ordinateur,
c’est-a-dire beaucoup plus grossier (beaucoup moins de mailles que d’atomes). Ce
procédé est la discrétisation. Il repose sur le choix et la définition d’un maillage sur
lequel sera résolu un probléme approché.

Avec les maillages non-structurés, l'ingénieur peut mieux s’approcher de la
physique en maillant mieux la forme du domaine de calcul (définie par exemple
par celle d’'un objet manufacturé de géométrie complexe) et en maillant mieux les
champs solutions de I’équation discréte via ’adaptation de maillage. Mais le maillage
non-structuré est un objet mathématique complexe : un graphe et des coordonnées.
1l est un objet peu régulier car on ne sait pas bien identifier que deux maillages sont
proches pour les applications que nous en tirons: nous ne savons pas mesurer une
distance utile entre deux maillages, autrement dit les maillages non-structurés ne
sont pas dans un espace métrique. Or on aimerait bien les optimiser, et dans ce but,
idéalement, les mettre dans un espace de Hilbert.

Dans ce premier chapitre, nous rappelons les différentes notions nécessaires & une
représentation réguliére du mailllage dans notre étude: les métriques riemanniennes,
les maillages unités et une méthode d’estimation des erreurs d’interpolation P1. Une
présentation et une justification en grand détails de ces notions peuvent étre trouvées
dans [54, 55].

1.2 Meétrique

L’outil le plus essentiel & l’adaptation de maillages anisotropes est la métrique
riemannienne.

Considérons l'espace R¥™ oi1 la dimension dim est 2 ou 3. En géométrie euclidi-
enne, la norme Ls, correspondant & la longueur euclidienne classique, est définie
par le produit scalaire usuel. Ainsi, la distance, c¢’est-a-dire la norme euclidienne,
entre deux points A et B est définie de la facon suivante:
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. — _— _— —

dist(A, B) = HABH - <AB,AB> — \/ABTAB.
En géométrie riemannienne, les distances sont mesurées & 1’aide d’un produit
scalaire variant en fonction du point de I’ensemble considéré (en général une variété).

Dans R%™ une métrique riemannienne gy est une forme quadratique définie positive
dépendant du point x du domaine Q.

gx - 2 — R
9x : (u,v) - gx(u,v)

On note M(x) la matrice associée a gx. On peut alors définir la distance entre deux
points suivant le champ de métriques M:

1 —
distai(A, B) = / VABTM(A + 0AB)AB a9
0

La géométrie euclidienne précédente est simplement le cas particulier pour
lequel M(x) est égale identité pour tout x. Dans les travaux effectués ici, chaque
M(x) est définie & partir d'une solution approchée du probléme. M (x) est une
matrice symétrique définie positive de taille (dim x dim) que 'on peut diagonaliser
sous la forme suivante:

M(x) = R(x)" <Aléx) Az(()x)) R(x), (1.1)
en 2D ou
)\1(X) 0 0
M) =R)T| 0 Xx 0 |Rx), (1.2)
0 0 )\3(}()
en 3D.

Les rotations R définissent les dim directions d’étirement locales, et les Ag
leur forces respectives.

1.3 Maillage unité

Etant donné un champ de métrique, on en déduit un maillage unité qui est le maillage
paramétré par cette métrique. Dans ce qui suit, on considére seulement des maillages
par simplexes, c’est-a-dire des triangles en 2D, des tétraédres en 3D. On suppose de
plus qu’ils sont des maillages en éléments finis valides, au sens suivant:

- le domaine de calcul est partitionné en un nombre fini d’éléments simplexes
tous de mesure non-nulle,

- l'intersection entre deux éléments distincts est soit vide, soit un sommet, soit
une aréte, soit une face.
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1.3.1 Elément unité

Considérons un élément K d’un maillage, triangle ou tétraédre suivant qu’on
travaille en 2D ou en 3D. K est un élément unité suivant le champ de métriques M
si chacune de ses arétes a une longueur suivant M égale a 1. Pour un élément K,
on considére sa liste d’arétes (€;)i=1,. nbAretes 00 NbAretes vaut 3 en 2D et 6 en
3D.

La longueur [pr(e;) d'une aréte e; suivant M est définie comme la distance suivant
M entre ses deux extrémités.

Ainsi, si on appelle A; et Bj les deux extrémités de e;,

1
Im (ei) = dist pmq (Ai, Bi) = / \/AiBiTM(Ai + GAiBi)AiBi do
0
K est un élément unité suivant M si et seulement si:

Vi =1,...,nbAretes,lr(e;) = 1.

En 2D, l'aire de K suivant M vaut |K|yp = %.

En 3D, le volume de K suivant M vaut |K|y = g

Theorem 1.1
[54, 55] Pour tout élément K tel que |K|rq # 0, il existe un unique tenseur de
métrique Mg pour lequel K est un élément unité suivant Mg, voir figure 1.1.

Figure 1.1: Exemples d’éléments unité 3D

Sur la figure 1.1, on peut observer chaque boule unité ayant pour centre un des
sommets du tétraédre. A gauche, le cas ou My vaut l'identité et, a droite, le cas
ou Mg est quelconque. Sur les deux exemples, on observe que chaque boule unité,
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centrée sur un sommet, a les trois autres sommets a sa surface. Dans les deux cas,
K est un élément unité suivant M.

1.3.2 Elément quasi-unité et maillage unité

On est tenté de définir la notion de maillage unité comme un maillage dont tous
les éléments sont des éléments unités suivant un champ de métrique donné. Mal-
heureusement, il n’est pas du tout garanti que, pour une métrique donnée, on puisse
construire un maillage dont tous les éléments sont des éléments unité.

On introduit donc une notion d’élément quasi-unité. Au lieu de considérer des
longeurs d’arétes égales & 1, on se contente de longueurs comprises dans un in-
tervalle proche de 1. Malheureusement, cette contrainte plus faible entraine une
incertitude sur la valeur de Daire/volume qui peut dés lors valoir 0. Pour éviter
cela, on pose une contrainte sur l’aire/volume en définissant la fonction qualité

36K
BB Byles)

Pour deux réels a et § tels que a > 0et 0 < 3 < 1, un élément K est un élément
quasi-unité suivant M si et seulement si

Om(K)

Vi =1,...,nbAretes,lr(e;) € [é,a] et OMm(K) € [B,1]

En pratique, on prend o = v/2 et = 0.8.

Un maillage est un maillage unité suivant M si et seulement si tous ses éléments
sont des éléments quasi-unité suivant M

Le paramétrage qui fait correspondre en pratique une métrique et un maillage
unité n’est donc certainement pas une correspondance biunivoque. En particulier &
chaque métrique correspond une classe de maillages unité. L’important est qu’a
cette classe on fasse (approximativement) correspondre un seul champ d’erreur
d’approximation. Ce point sera abordé & partir du paragraphe suivant. Signalons
enfin qu’en pratique, le représentant dans la classe sera instancié par 'algorithme
discret de remaillage choisi.

1.3.3 Nombre de sommets

En algorithmique numérique il est coutumier de définir la complexité d’un algo-
rithme de résolution d’EDP discréte en fonction du nombre d’inconnues, qui n’est
autre que le nombre de sommets du maillage multiplié¢ par un facteur faisant in-
tervenir des quantités constantes (notamment nombre d’inconnues par nceuds). Or
on sait que résoudre une EDP sur un maillage trés étiré va cotiter plus cher que
la résolution sur un maillage non-étiré (isotrope) contenant le méme nombre de
neeuds. Cette différence compte cependant peu devant les avantages de la simplicité
d’une mesure de la complexité du maillage basée sur le nombre de sommets. C’est
I’option choisie dans la théorie de la métrique continue. Par ailleurs, plusieurs mail-
lages unité d’une méme métrique peuvent avoir des nombres de sommets légérement
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différents. Nous préférerons compter ce nombre de sommets directement & partir de
la métrique. Définissons donc le nombre de sommets relatifs & une métrique donnée.
Rappelons qu’un tenseur de métriques s’écrit sous la forme:

_ T (Mx) 0

Mex) = Reo" (M D) Re0 (13)

en 2D ou

/\1(X) 0 0
M) =RT|[ 0 Xx 0 |REx), (1.4)
0 0 )\3(X)
en 3D.

Si on considére un maillage unité suivant M, on a \;(X) = ;o= ot h;(x) est

h3 (x)
la taille de maille dans la i-iéme direction caractéristique. On peut alors calculer la
densité par sommet dy(x).
En 2D,

() = s = VMGIR(0) = VM)

FEn 3D,

1
G — Y M ORNs() = Vet (MG))

dm(x) =

On en déduit expression du nombre total de sommets, noté C(M) d’une
métriqgue et par extension, du nombre de sommets de tout maillage unité de cette
métrique M comme donné par:

C(M):/QdM(x)dx:/Q\/det(/\/l(x))dx.

1.4 Erreurs d’interpolation P1

La premiére erreur de discrétisation & laquelle nous allons nous intéresser est ’erreur
d’interpolation P;.

1.4.1 DModélisation de ’erreur d’interpolation

On se donne un domaine de calcul € dans R? ou R? et sa discrétisation €2j,. Pour
simplifier nos notations, nous prendrons ’habitude de supposer que 2 = €. On
note:

V = H}(Q) N H*(Q).

oit HY(Q) et H?() sont les espaces de Sobolev usuels et H}(Q) le sous-esapce des
fonctions de H'(£) nulles au bord.
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Le domaine 2 = 2, est triangulé par une triangulation (2D) ou une tétraedrisa-
tion (3D) notée H. On note Vi l'espace des fonctions continues sur €y, affines sur
chaque élément K de H. On note Iy Uinterpolateur P; sur le maillage H:

My :V—>Vy v Ily(v) avec Ily(v)(x;) =v(x;) Vi, sommet de H.

Pour une fonction réguliére u, on peut faire correspondre a tout maillage unité
‘H d’une métrique M une erreur d’interpolation P; notée u — IIyu. Pour deux
maillages unité d’une méme métrique, la différence entre les erreurs d’interpolation
n’est pas a notre sens significative ; on devrait pouvoir noter Il x4 pour désigner I1y.
Pour deux métriques trés proches I'une de 'autre au sens par exemple de:

M — MIH(cO(Q))dnn2 <e

nous considérerons que la différence des erreurs d’interpolation est elle aussi trés pe-
tite. Ces idées sont bien exprimées par la construction d’'un modéle continu d’erreur
d’interpolation. On montre dans [54, 55|, que ’erreur d’interpolation liée au maillage
unité est bien représentée par une fonction de la métrique et du hessien de wu.

L’erreur d’interpolation continue est définie comme suit:

1 1 1
|lu — mpmul(x) = Etrace(M_E(X) |Hy(x)| M ™2 (x)) (1.5)
ou |H,| est deéduit de H, en prenant les valeurs absolues de ses valeurs pro-
pres. Le lecteur notera que ce modéle dépend analytiquement de la métrique
dans 'ouvert des matrices symétriques a valeurs propres strictement positives dans

, dim(dim+1) . L.
I’espace R 2 des matrices symétriques.

1.4.2 Optimisation de Perreur d’interpolation continue

Une premiére illustration de la puissance de cette modélisation est le calcul de la
métrique optimale minimisant le second membre de (1.5) sous la contrainte d’un
nombre total de sommets C(M) égal au paramétre N. Dans [54, 55|, aprés avoir
résolu analytiquement ce probléme d’optimisation, on déduit I'unique métrique op-

timale (Mg, (x))xeq comme:

_ —1
M, = Drs (det|Hu|)72p+12 |H,| avec Dip =N </ (det|Hu|)2p’i2> . (1.6)
Q

ot Dppr est un terme de normalisation globale pour obtenir un maillage continu
de complexité N. On notera que la partie matricielle |H,| est indépendante du
choix de la norme L? tandis que le champ scalaire (det\Hu\)ﬁJi2 est un terme
de normalisation locale reflétant l'influence de cette norme. Dans la suite, pour
simplifier, nous nous restreignons au cas ot p = 2.
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Conclusion du chapitre

La paramétrisation de maillage par métrique continue est une paramétrisation trés
réguliére, dans un sous-ensemble de fonctions supposément réguliéres & valeurs dans
R¥™_ Pour qu'elle donne accés & des applications, nous devons introduire des mo-
déles décrivant effet du choix du maillage paramétré sur les différentes erreurs de
discrétisation. Nous avons introduit un premier modéle d’erreur d’interpolation P;.
C’est une fonction réguliére et simple de la métrique. Nous avons vu que cela permet
une optimisation analytique de 'erreur d’interpolation par rapport & la métrique.
Nous verrons au chapitre 4 comment ce schéma conduit & une méthode d’adaptation
basée sur ’erreur d’interpolation. Le passage & des erreurs d’approximation d’EDP
(abordé dans les chapitres 4 et suivants) est moins direct. Dans cette perspec-
tive, nous rappellerons dans le prochain chapitre (chapitre 3) quelques éléments
d’estimation d’erreur et de construction d’un correcteur.






CHAPTER 2
Modéle numérique, estimateurs et
correcteurs

2.1 Introduction

En simulation numérique le premier résultat produit est le champ solution ap-
prochée, disons wj, approximation de la solution wu, dite continue ou exacte, de
I” EDP modélisant le modéle physique. Nous rappellerons rapidement sur le cas
particulier qui nous intéresse dans ce mémoire, c’est a dire les éléments finis P; pour
le probléme de Poisson, comment est défini u. L’erreur & réduire qui nous intéresse
maintenant est ’erreur d’approximation u — uy. Elle pourra étre mesurée suivant
différentes normes, et en particulier en norme L?:

£ = \u - uh|L2(Q)-

Un but essentiel du numéricien est de contréler le niveau de cette erreur. Mais bien
str, il ne connait pas u — up mais seulement uy. Il s’agira donc de substituer a la
connaissance de u — uy, celle de termes remplacants qui I’approchent de maniére plus
ou moins précise. Deux types de termes remplacants seront considérés. D’une part
des estimateurs qui seront typiquement des majorants de |u — uy|, et d’autre part
des correcteurs cp rendant uy + ¢, plus proche de .

Ce chapitre couvre pour le probléme de Poisson un rapide état de ’art concernant
le cheminement qui conduit du maillage jusqu’a U'erreur et sa correction.

2.2 Approximation P1 du probléme de Poisson

Les méthodes numériques étudiées dans cette thése ont pour objectif la résolution
des équations aux dérivées partielles (EDP). Nous les présentons pour un modéle el-
liptique simple utilisé dans toute cette thése pour illustrer les méthodes de résolution
et d’adaptation proposées.

On considére un espace € inclus dans R¥™ et on pose V = H} (). Le modéle
d’EDP de base qui sera considéré dans la plus grande partie de ce mémoire est le
suivant:

uwe HIQ), —div(uVu)=f (2.1)

ott f € L?() est donnée, ott u € V est notre inconnue et ol g est une variable
connue pouvant éventuellement étre discontinue. Notons que, dans le cas ou u est
constante et égale & 1, on retombe sur le Laplacien.
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Classiquement, il existe une unique solution & (2.1). Pour p suffisamment
régulier, cette solution est dans H2(Q) et dans C%(Q2). La continuité de u est vraie
aussi pour des champs p discontinus mais réguliers de part et d’autre d’une courbe de
discontinuité assez réguliére, comme on en rencontre dans les modéles multi-fluides.

La formulation variationnelle s’écrit:

ueV, YweV /Q,u(x)Vu(x).Vv(x) dx = (f,v).

avec (f,v) = /Qf(x)v(x) dx

Considérons un maillage HM, unité pour la métrique M et de N sommets.
Nous utilisons une méthode d’éléments finis P; pour discrétiser notre équation sur
ce maillage. Nous indexons directement le contexte discret par la métrique M.

Pour tous les sommets internes du maillage on définit les fonctions (¢M) € V
telles que, pour chaque fonction qﬁzM et pour chaque point x; du maillage HM, on
ait:

{ GM(xj) = 0 5i j # i

pM(x;)=1sij=1i et x;¢ 0.
Nous notons Vj, l'espace engendré par les fonctions qﬁZM. Le probléme discret se
formule comme suit:

um € Va, Yo € Vg /Q,u(x)VuM(x).Vv(x) dX = (f,v).

2.3 Rappels: estimations d’interpolation

Etant donnée une fonction u que I’on interpole P;, son interpolée II,u approche la
fonction u & l'ordre un dans H! et & 'ordre deux dans L?:

Proposition: Pour u € HQ, il existe k1 > 0 et ko > 0 tels que:
lu —pulgn < kihlu|ge (2.2)
et

]u—Hhu|2 S k2h2|u|2 (2.3)

avec les notations: |v|y = +/(vv) et |u|gm = \/Zagm(Dav,Dav) .

2.4 Estimations a prior:

Quand on utilisera uaq au lieu de u, on commettra une erreur d’approximation

u—uprg. La théorie de approximation par éléments finis nous dit que si le maillage
est pris assez fin, certaines normes de l’erreur seront petites. Les estimations a pri-
ori ne sont pas formulées en fonction de la solution discréte ua mais seulement en
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fonction de la solution continue u. Elles permettent notamment d’établir la conver-
gence de 'une vers 'autre et 'ordre asymptotique de convergence. L’estimation de
base pour notre approximation est le lemme de Céa (qui remonte & [26]):

[lw = upmllmr (@) < khllullg2()- (2.4)

Cette estimation découle de la propriété de projection que l'on peut écrire:

[u — upml o) < Klu — Daul| g q)-

Cette derniére estimation est souvent invoquée pour justifier une adaptation basée
sur le hessien de u via (2.2) ou plus exactement un hessien approché de upq. Mais
dans la pratique les méthodes adaptatives basées hessien ne mesurent que des normes
L? de lerreur d’interpolation au lieu d’une norme H'. La justification n’est donc pas
rigoureuse mais seulement heuristique. D’autre part, 'estimation (2.4) a 'avantage
de concerner aussi les dérivées premiéres, mais n’est que d’ordre un vis-a-vis de la
taille de maille.

Des analyses d’erreur a priori de Verreur d’approzimation d’ordre deux ont été
obtenues indépendamment par Aubin [9] et Nitsche [68]. Il s’agit d’une majoration
de la norme de Perreur dans U'espace L?. Ces estimations a Uordre deuz dans L?
seront au centre des critéres d’adaptation développés dans cette thése. Nous en
donnons maintenant une formulation.

Proposition: Si on suppose que la solution exacte u est dans H?, alors il existe
k > 0 tel que :

lu—upla < kR%|u|ge (2.5)

ol up, est la solution discréte dans Vy,.

La démonstration repose sur l'introduction d’'un état adjoint. L’estimation issue
du lemme d’Aubin-Nitsche est sous sa forme actuelle trés grossiére et nous devrons
faire dans les chapitres 5, 6, 7 des analyses plus fines pour trouver des critéres
d’adaptation. L’introduction d’un état adjoint suggeére de rendre plus facile I’analyse
d’erreur en introduisant une fonctionnelle, ce qu’ont proposé Becker et Rannacher.

2.5 Estimateurs a posteriori de Becker-Rannacher

L’idée est de s’intéresser a la précision obtenue sur un scalaire déduit de I'inconnue
u:
j: V=R ur ju).

On parlera d’analyse orientée fonctionnelle (goal-oriented). Considérons une forme
bilinéaire a de V? dans R et une fonction donnée g € V2. On définit z comme
I'unique solution du systéme adjoint:

Y eVia(,z) = (9,9),
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On peut alors écrire:

](U) —](’U,h) = (gau - Uh) = a‘(u - uhvz)'
On note II;, 'interpolateur de Clément introduit dans [28]:

Oy : V= Vi, v e 5 Hi(v)(xg) = / vdx/ dx Vi, sommet de H,
Suppg; Suppg;

ou Suppg; désigne le support de la fonction de base ¢;. Alors on a :
a(u,z) — alup, 2) = a(u, z — Mp2) — a(up, z — Upz) + alu, Upz) — alup, O;2) .

Et d’aprés les équations d’état continues et discrétes, les derniers termes sont nuls.
En notant 6z = z — I,z , il vient:

CL(U, 52) - a(uha 52) = (f’ 52) - a(uha 62)
et en posant p(up,dz) = (f,0z) — a(up, dz) il vient
j(u) = j(un) = a(u —up,82) = p(up, z — Mpz) .

Ce résidu de poids dz se décompose sur les élements K et faces E du maillage:

plun,02) = Y (f + Aup,62)k + Y _ ([Onun],02) -
K E

Commencons les majorations:

p(“h) 52) < EKEThpK (uha 5Zh)

1
pr(Un,0Zy) = [|f + Aup||x [|02]|x + izEeS(K)H[@nUh}HEH5Z|!E-

Le terme ||6z|| = ||z — [x2|| doit étre approché : deux niveaux d’interpolation
de Zp sont utilisés pour construire 67Z;. Cela peut reposer sur des différentes
finesse de maillage (un grossier, et un deux fois plus fin) ou sur différentes degrés
d’interpolation (ce qui suppose un minimum de convergence en maillage pour
ladjoint z).

Pour décider de la finesse du nouveau maillage, p(up,dZp,)k sera comparé avec
une tolérance “I'OL”. On verra plus loin que la comparaison avec une tolérance
est rendue inutile par le choix d’'un paramétrage par métrique. Le reste du
développement plus haut est & la base des approches orientées fonctionnelles.

Becker et Rannacher proposent aussi une méthode a posteriori sans fonctionnelle
dans [12] qui se rapproche de ce que nous appellerons dans un autre chapitre une
méthode orientée-norme :

(up, —u,g) = p(up,0z) mais g est inconnu .



2.6. Correcteurs 21

Dans ce cas ces auteurs choisissent comme estimation:

plun,0z) < Xken,|[f + Aunllr [102l|x + Epeell [Onun] l[£lldz2]| 2

L’adjoint 2z est inconnu mais supposé régulier, d’oi:
1/2

l|u — up|| < const. Z n%
Ker,

avec:
1 .
me = i (If + Bl | + 3Epeeqoll Buunrioht]le)

La méthode de la tolérance est alors adaptée comme suit: 'indicateur local ng est
équilibré en raffinant ou de-raffinant les éléments K de 73, suivant:

TOL
K = —F/—
1 \/Nconst.

La majoration de I’état adjoint par une constante rend cette méthode moins précise

N nombre d’éléments.

que la précédente.

2.6 Correcteurs

2.6.1 Correcteurs pour des fonctionnelles

L’intérét pour la construction de correcteurs a cru de maniére importante avec la
proposition de correcteurs a posteriori pour les fonctionnelles formulée par Giles et

Pierce, cf. [44, 72, 45, 43].
On considére & nouveau une fonctionnelle dépendant du champ inconnu w:

Ji L) — R, j(u) = (u,9).
Et on admet que lerreur |Rpuy, — u| est d’ordre «, alors:
Jn = (Rpup, g) = j(u) + (Rpup — u, g) = j(u) + O(h?).
On peut alors soit mieux évaluer cette erreur, soit essayer de la corriger :
gn = jlu)+ (A"Y ARy, — f),9) = j(u) + (ARpuy, — f,2)
ol on a introduit 1’état adjoint continu noté z et son analogue discret Zp:
z = A9 ; Znp=RyAg.

Le terme d’erreur que nous avons mis en évidence peut étre approximativement
corrigé, de facon & obtenir la fonctionnelle corrigée :

jn = (Rpun,g) — (ARyuy, — £, Zy)
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dont l'intérét est démontré par ’ordre formellement élevé du nouveau terme d’erreur:

A~

Jn — j(u) = (ARpuy, — f,z — RyZp).

On pourrait aussi supposer que le systéme adjoint converge a 'ordre «, |z — RpZp| =
O(h®). 1l en reésulterait:

jno= Jju)+O(h*) .

Dans le cas d’approximations en différences finies structurées avec des maillages
lisses et des interpolations Ry, lisses, des coefficients de trainée et de portance sont
obtenus au quatriéme ordre dans [72, 71].

Dans le cas général et notamment en non-structuré, le résidu continu ARpup, — f
ne converge pas vers zéro dans L?(Q) a I'ordre a mais le correcteur peut néanmoins
apporter un bon supplément de précision sur la fonctionnelle.

2.6.2 Champ correcteur basé Defect-Correction

Soit uarq un champ discret. Nous nous proposons de trouver une approximation a
posteriori robuste du champ d’erreur u — upq et non plus seulement d’une fonction-
nelle scalaire. Pour cela, nous nous reposerons sur un principe de convergence en
maillage. On considére un nouveau maillage, plus fin que le maillage courant. Pour
le construire, on divise chaque élément du maillage courant en prenant le milieu de
chaque aréte. La figure 2.1 montre une subdivision d’un triangle et la figure 2.2 celle
d’un tétraédre. On obtient quatre sous-triangles en 2D et huit sous-tétraédres en

2

Ho2

Ho1

Figure 2.1: Subdivision d’un triangle
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Figure 2.2: Subdivision d’un tétraédre

~M/2

3D. On considere les fonctions (¢; ') de base de 'espace Vi /2 A8SOCI€ & ce nouveau

maillage. Pour chaque point x;,

a(u —upnt, 0% = alu, GM?) — a(up, 617

a(u — upm, qi;fw/Q) = (f, d%M/Q) — a(upm, ¢~>ZM/2)

On définit le résidu res’j\‘jls/g de sorte que

Vx; € M/2, res’j&s/g(xi) = (f, (%vt/z) — a(uM,élM/?).
On définit R g/ a0 de sorte que vx; € M:

1 . 1 .
(RM/Q_,Mresf\ZS/tQ)(Xi) = reslj’\‘/’ls/t2(xi)+ Z (iresﬁzs/tZ(HmT)—i—iresﬁis/tz(H’Lk|T))
TGM‘X»;ET

En faisant cela, on transfére resﬁ‘jf/g de M /2 sur M. Puis on définit @), € Vi tel

que pour tout entier ¢ € [0, N — 1],

a’(a;osh QEZM) = (RM/QHMTBSI;\ZS;Q) (Xi)

1
POS

Richardson sur u — upq et sur u — upq/o:

et on suppose que Uy, ~ [Ipmupgz — upm. On utilise ensuite linterpolation de

u — upg = hPus + O(h?)
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R\ 2 n\? 1
ORI (OIRERE

On en déduit
1 3
Upgo — um = (U —up) — (U —upg2) = h2us — ZhQUQ +O(h?) = Zh2uz + O(h?)

Cela nous donne 5
umyz —um = (U —um) + O(n?)

4

u—up = (U2 — um) + O(n?)
donc
4

U—upm R g(uM/Q —up)

et donc A
HMU—’U,M = HM(U —uM) ~ HM (3(uM/2 —uM)>
4 4_
~ 3 (HMuM/2 — uM) ~ gu;ost'

On définit [rhsPostApprox] € RN tel que, pour tout entier
ie€0;N—1],
[rhsPost Approx|; = RM/QﬁMresf&s/tQ (1)

et on écrit
[A ][] = [rhsPost Approx].

Définition : Le correcteur Defect Correction est défini par:

At (W] = Rty paresty (i),

Précisons comment ce champ est calculé en pratique. On résout I'’équation ex-
/

actement comme dans le cas a priori et on obtient u,

ost = 3 (ILpqu — upq). Faisons
apparaitre 'erreur d’interpolation:

u—up = (Mpu —upg) — (Tpu — )

_ ~ o] _ 4—/
U= UM R Uppip = 5 Uprio

prio = 3 —errQuadpg

Nous voulons calculer le second membre [rhsPostApprox|. Pour tout entier i €
[0, N —1],

1 . 1 .
[rhsPost Approx|; = resﬁfls/tz(xi) + Z (—resﬁfffz(Hu‘T) - 57“885)\28;2(]{2]{5‘71))

2
TeM|X;eT
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M2 TM/2
avec Vx; € M/2, resﬁffé(xﬁ = (f, ¢; / ) — a(u, &5 / ).
Chaque (f, (5;\4/ 2) est calculé grice a une quadrature de Gauss.

afup, F) = / () Vi (%) VY2 (x) dx

nbElementsFins

atinnd) )= Y [ 0T x).95 ) ax

TeMm

1 est considérée comme constante par élément et uaq et (;;Z/Vl/ % sont linéaires par
élement donc cette somme est facile & calculer. Par conséquent, on sait calculer
chacun des a(uM,qﬁM/Q) et (f, (5;\4/2) et, donc, [rhsPostApprox|. A partir de 14,
on peut calculer .

Au total, le calcul du correcteur Defect Correction proposé coiite 1’assemblage
sur un maillage plus fin d’un résidu, suivi d’une résolution du systéme linéarisé sur

le maillage courant.

Conclusion du chapitre

Ce chapitre a planté le décor du modele continu choisi et de sa discrétisation. Il a
rappelé les détails clé des estimations d’erreur existantes. Tout le reste de la thése
fera référence & une analyse dans L? et & I'ordre deux prolongeant I'estimation de
type Aubin-Nitsche. Nous avons aussi proposé d’aller plus loin que la correction de
fonctionnelles en corrigeant le champ de solution approché par une méthode Defect-
Correction. Cette derniére approche sera au centre des formulations d’adaptation
orientées norme.






CHAPTER 3
Méthode de résolution multigrille
avec critére d’arrét

3.1 Introduction

La taille de I'espace de discrétisation détermine en grande partie le cotit calcul d'une
simulation. A taille égale, I'effort de calcul, consommé en pratique dans la phase
de résolution du probléme discret, est conditionné par V'efficacité de ’algorithme
de résolution du ou des systémes discrets. Les systémes des modéles haute fidélité
en mécanique des milieux continus sont des systémes de grande taille et souvent
non-linéaires. Il en résulte que leur traitement par ordinateur paralléle utilise la
plupart du temps un algorithme itératif, jugé plus efficace pour des grands systémes
linéaires et occupant moins de mémoire. On analyse la convergence des algorithmes
itératifs en examinant le comportement de erreur itérative ou de résolution,
différence entre l'itéré et sa limite, point fixe de Ialgorithme. Les méthodes de
résolution itératives comme les méthodes de Jacobi ou de Gauss-Seidel permettent
de faire disparaitre en quelques itérations les composantes hautes fréquences de
I’erreur. Malheureusement, ces méthodes sont trés inefficaces pour ce qui concerne
les composantes basses fréquences.

Les méthodes multigrilles (MG) permettent de régler ce probléme. En effet, des
composantes basses fréquences sur une grille fine deviennent des composantes
hautes fréquences sur une grille plus grossiére. On peut alors les faire disparaitre en
itérant sur cette grille. Ces idées ont inspiré les premiers travaux sur les multigrilles
qui remontent a Fedorenko [37] et Bakhvalov [10].

Depuis, ces méthodes ont connus d’importants développements théoriques (voir les
livres de Hackbusch [49] et de Wesseling [82]) ainsi que méthodologiques (voir 18]
et le livre synthétique de Trottenberg, Oosterlee et Schuller [76].

Gréce a la combinaison des MG avec les raffinements successifs (nested iteration)
les multigrilles FMG sont de complexité optimale, produisant N résultats en KN
opérations.

Dans cette thése, nous combinons de maniére originale les méthodes FMG avec
les nouvelles méthodes d’adaptation de maillage. Dans ce but nous introduisons une
nouvelle méthode de critére d’arrét pour FMG. Cette méthode est la contribution
originale de ce chapitre.

La spécification d’un critére d’arrét pour une méthode de résolution itérative est
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une question assez sensible, un critére insuffisamment sévére pouvant donner une
solution itérée trop différente de la solution discréte cherchée. Un criteére trop sévére
renchérit le cotit calcul d’un facteur qui peut dégrader la complexité de I’algorithme.
Le critére d’arrét devrait atteindre la situation idéale ou l'erreur de résolution,
écart entre l'itéré et sa limite le point fixe, est plus petite que I'écart entre ce
point fixe et la solution continue de PEDP. Mais cette propriété est, elle aussi,
colteuse & controler. Dans le cas des méthodes FMG@G, une théorie est proposée, par
exemple dans [49]. Elle ne va pas & notre sens au bout du chemin dans la mesure
ou elle suppose que la convergence des cycles MG est idéalement fixe. Notons
par ailleurs des contributions focalisées sur des méthodes quasi-Newton de type
gradient conjugué ou GMRES, cf. par exemple [61]. Ces méthodes supposent que
Papproximation est dans sa phase asymptotique (erreur d’approximation quatre
fois plus petite sur maillage deux fois plus fin), ce qui reste difficile ou coiteux
a vérifier, et inadaptable en FMG si FMG débute avec des maillages plutot grossiers.

Avant d’expliquer ce nouveau critére d’arrét, nous nous intéressons au fonc-
tionnement et aux propriétés des méthodes bigrille, multigrille et Full-Multigrid
sur maillages emboités ainsi qu’aux méthodes & employer sur des maillages non-
emboités.

3.2 MG

3.2.1 Algorithme bi-grille

Un algorithme multigrille repose sur une boucle récursive. Pour en comprendre
le principe, on se propose d’étudier 'algorithme bi-grille, décrit par Peter Wessel-
ing [82].

On reprend notre équation aux dérivées partielles discrétisée sur un
maillage/métrique M de N nceuds et écrite sous forme matricielle:

A pup =y

On commence par la phase de pré-lissage, c’est-a-dire que l'on fait quelques
itérations de la résolution de ’équation a ’aide d’une méthode itérative classique,
par exemple celle de Jacobi.

On considére trois pas que ’'on note %, % et 1.

On part de A yqupq = foq et on pose:

VM = SMUS)\A =+ D/_\ij,

avec Sy = DX/}NM et Dy — Ny = A, et ot Dy est la diagonale de A pg.
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On applique ce schéma v fois et on obtient le résultat suivant:

1
uj{A = Syj\l/[u%/l + TM(Vl)fM

avec Trq(11) = (Sjl/l_1 + SZ&[Q + o+ T )My
On définit alors 'erreur et le résidu, donnés par les formules suivantes:

1 1

3 _ _ 113
€ = Upm — Uy,

et

1 1
ri = Apui, —fr.
1 1
On connait r}, et on veut calculer e} . On remarque que 'on a:

1 1 1 1
Aper, = Apmun — Apuy, =y — Apuy = -1}y

Pour résoudre cette équation d’inconnue e/%\/l, on change de grille. Les données
sont transférées sur une grille plus grossiére notée M. Les transferts inter-grilles
se font grace a des opérateurs de prolongement et de restriction notés Py, et
Ry -

11 existe plusieurs possibilités pour définir Py;_, 1, et 2 _, x4 Voici un bon exemple
appliqué au cas 1D.

Considérons une grille grossiére M de N sommets et une grille fine M de N = 2N —1
sommets.

Pour un vecteur u sur la grille fine M, on note u sa restriction sur la grille grossiere
M et on définit Py et Ry aq par les formules suivantes:

(Priop)2; = Uy
_ 1 _ _
(P21 = i(uj +Uj11)
ot I'indice j varie de 0 & N — 1 et

1 1
(RM—>/\7{U)0 = 5110 + Zul

1 1
(R ) y_1 = 7Y2N-3 + 5U2N—2

1 1 1
(Rpjmpqun)j = U1 + 52 + 7 U2+l

ot I'indice j varie de 1 a N — 1.

Il est important de remarquer que @ = (R, ;yu) mais que u # (P, ,0).
La figure 3.1 montre un exemple de ces transferts.
1 1 1
On cherche a présent e tel que Py € =ej. Ona Ayel, = —rj, donc
1
AmPy_ppx4 = —1j, donc
1
By i AMPR - m@ i = — B T
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© B N w & w
© H N w & wu

© H N w &
© H N w & wu

Figure 3.1: Exemples de prolongement et de restriction entre deux maillages de
tailles 3 et 5

Ainsi, on peut écrire

Avenm =t

_ _ 1
avec A v = Ry gy AMP et £ = _RM—>MI'/3\A-
On suppose que l'on peut facilement résoudre cette équation et trouver une bonne
approximation €, de e ;. Dans le cas contraire, on utilise encore d’autres grilles
et ce n’est donc plus le cas de la méthode bi-grille. On prolonge €, sur la grille
1

fine en utilisant PM—»Mlet on trouve Py;_, \ €4 qui est une approximation de e/g\/1
puisque Py € = ei/l. On peut ainsi écrire:
2 1
3 3 _ o -
uy, =uj, + Py

On peut ensuite appliquer le post-lissage ¢’est-a-dire appliquer & nouveau la méthode
itérative utilisée dans le pré-lissage mais en prenant 43 comme valeur initiale. On
fait cela un nombre donné de fois 5. On trouve ainsi:

2
u}\/( = SZ\Q/IU.X/I + T pm(v2) .
On réitére ensuite ce procédé jusqu’a trouver une approximation de u suffisam-
ment bonne.

3.2.2 Algorithme multigrille

L’algorithme multigrille s’appuie sur ’algorithme bi-grille en utilisant un principe
de récursivité. Si on considére ’algorithme bi-grille, on constate qu’il y a une étape
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ot I'on doit résoudre I'équation Aé = f sur la grille grossiére. Pour cela, on peut
appliquer encore une fois I’algorithme bi-grille en prenant en considération une autre
grille encore plus grossiére. Il faudra ensuite résoudre une autre équation similaire
sur cette nouvelle grille, ce que I'on pourra faire en utilisant encore une autre grille
et ainsi de suite jusqu’a ce que l'on ait une grille suffisamment grossiére pour y
résoudre facilement 1’équation. Il ne reste plus ensuite qu’a transférer les résultats
sur la grille fine tout en effectuant, éventuellement, des post-lissages.

3.2.3 Critére de convergence des méthodes multigrilles

On étudie le cas sans post-lissage c’est-a-dire le cas ot vo =0. On a alors

1 0
ey = Qmeny

avec:
Qum = (Anf — P A R i) (AmSTy)- (3.1)

3.2.4 Propriété de lissage

Définition: La propriété de lissage est respectée s’il existe une constante Cg et

une fonction 7(v) indépendantes de la taille h des mailles de la grille fine telles que

[[AMSY || < Csh™?™n(v), avec n(v) - 0 ou 2m est l'ordre de I’équation aux
V—T00

dérivées partielles & résoudre. Cela suppose que ordre est pair, le cas oil il est
impair n’étant pas étudié ici.

Notons que cette propriété implique que la méthode de lissage soit une méthode
itérative convergente puisque cela donne:

1S3l < (A4 AMSRAl < [[A][Csh™*n(v).

3.2.5 Propriété d’approximation

Définition: La propriété d’approximation est respectée s’il existe une constante C'4
indépendante de h telle que
-1 A1l 2
1AM = P mA g Bl < Cab™™.

3.2.6 Convergence

Proposition: Si les propriétés de lissage et d’approximation sont vérifiées, alors il
existe un nombre r indépendant de h tel que

QM| < CsCan(v) < 1,Vv > v

et la méthode MG est convergente. Le démonstration peut étre trouvée dans [49].
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3.2.7 Complexité des méthodes multigrilles

L’erreur itérative est donnée par la formule \uﬂcy —uSg| < ™|l — usyl, n étant

le facteur de réduction et nbcy le nombre de cycles effectués. On veut obtenir 'erreur
d’approximation e(N) = N4 c’est-a-dire avoir

—

Yl — ufy| = N7
ce qui s’écrit:

exp(in([ufly — ufy])) exp(nbey x In(n)) = eap(—-In(N))

In(luly, — uS|) + nbey x In(n) = _Taln(N)

nbcy = O(In(N)).

Chaque cycle a une complexité de N (1 + % + i + ...
Or,1<(l+3+1+.)<2donc N1+1+14.0)=0).

Ainsi, chaque cycle a une complexité de O(N) et on a nbcy = O(In(N)) donc
I’ensemble de l'algorithme a une complexité de O(N) x O(In(N)) = O(NIn(N)).

3.3 FMG

3.3.1 Description de la méthode Full-Multigrid

Quand on utilise une méthode itérative, on est obligé de partir d’'une solution
initiale ug qui peut étre plus ou moins éloignée de la solution exacte que 'on
recherche. La méthode Full-Multigrid, ou multigrilles complétes, consiste a résoudre
tout d’abord le systéme sur une grille grossiére, puis & transférer la solution sur
une grille plus fine par interpolation et & utiliser la solution ainsi obtenue comme
solution initiale d’'une méthode multigrille et ainsi de suite jusqu’a la grille la plus
fine, cf. schéma de la Figure 3.2. En d’autres termes, au lieu de prendre une
solution initiale quelconque, on prend une solution déja calculée sur une grille plus
grossiére. Cette méthode est décrite et analysée dans le cas d’'une approximation
d’ordre deux par Eric Morano dans sa these [65].

On part de la grille la plus grossiére . On interpole la solution calculée sur [ sur
la grille I — 1. On applique une phase multigrille sur plusieurs cycles en utilisant
les grilles [ et [ — 1. On trouve une solution sur [ — 1, on 'interpole sur [ — 2 et on
lance une nouvelle phase multigrille en utilisant, [, [ — 1 et [ — 2. On continue a
procéder de la sorte jusqu’a ce que l'on trouve la solution sur la grille la plus fine.
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|

1G Tteration

|
1

2G Cycles

|

'
MG Cycles

|

Figure 3.2: Chaque phase de numéro k, de l'algorithme Full Multi-Grid comprend

quelques cycles de kg-grille

On a toujours I'équation Au = f. On la discrétise et on la résout sur la grille
grossiére ‘H;. Cela nous donne:

Ayup, = fy,

et
-1
uy, = AHZ le.

On transfére ce résultat sur la grille H;_1 et on le prend comme solution initiale:

0 _
Uy, , = PH1—>H1—1qu'

Pour cette condition initiale, on applique n fois un schéma multigrille & 1’équation
Ay, juy, | = fy, | avec Hj—; comme grille fine et H; comme grille grossiére. On
calcule ainsi uf, .

-1
On pose u%li2 = Py, ,—n_,uy, | et on continue ainsi jusqu’a trouver uy, ou
Ho est la grille la plus fine considérée.

A la phase kphase, le nombre de noceuds du maillage le plus fin de la phase est noté

&, . On a choisi des maillages de sorte qu’a chaque nouvelle phase, le nouveau
phase

maillage ait une taille de maille deux fois inférieure a celle du maillage précédent.
En terme de nombre de points, cela implique:

Ny (3.2)

phase"" phase’

A Tordre 2, l'erreur d’approximation qui en résulte sera 4 fois plus petite. Si,

phase+1 = 2 Nk
l'erreur en 2D sera seulement 2 fois plus petite et le nombre de cycles nécessaire

au contraire, on choisit un nouveau maillage de sorte que Ny hase’
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sera aussi 2 fois plus petit. Par contre, deux phases seraient nécessaires pour la
méme précision, ce qui nécessiterait un effort CPU global similaire. Par conséquent,
Uefficacité de lalgorithme ne dépend pas sensiblement du choix de Nkphaseﬂ/]\fkpmm.
Algorithme Full-Multigrid:

- résoudre sur le maillage le plus fin avec une résolution 1-grille,

- interpoler la solution sur un deuxiéme maillage 1égérement plus fin,

résoudre sur le deuxiéme maillage avec une résolution 2-grille,
- interpoler la nouvelle solution sur un troisiéme maillage encore plus fin,

résoudre sur le troisiéme maillage avec une résolution 3-grille,
- etc...

3.3.2 Propriétés de la méthode Full-Multigrid

Les propriétés de lissage et d’approximation déja nécessaires pour les méthodes
multigrilles ont pour conséquence que l'algorithme est une contraction pour 'erreur
itérative.

On définit les opérateurs de prolongement et de restriction. Pour cela, consid-
érons une grille H; et une grille deux fois plus grossiére H;yi. L’opérateur de
prolongement Py, , .7, est I'interpolation P1 des fonctions affines par élément sur
H;1q vers les fonctions affines par éléments sur H;. In versement, l'opérateur de
restriction Ry, 3, , est 'accumulation des fonctions fonctions affines par éléments
sur H; vers les fonctions affines par éléments sur H; .

Hypothése 1: On suppose que le facteur de contraction est unique pour tous les
cycles et toutes les phases, et égal & S.

La méthode Full-Multigrid a besoin en plus de la propriété de convergence
numérique suivante:

Hypothése 2: |[ufrhasetl — P

HkP}Lase kphaseWLlukphaseH S Clhkphuse+1 pour Chaque
0 —Hy

phase Kppase
avec ng hase ot H’S” hasetl jog maillages les plus fins respectivement de la phase kppqse
et de la phase kppase + 1.

On prend Au = f avec A elliptique. On considére (H, ||.||) Uespace de Hilbert
engendré par A, avec ||.|| le produit scalaire associé. On obtient alors le probléme
variationnel associé a Au = f:

(Au,v) = (f,v),Yv € H.

On suppose lexistence de sous-espaces éléments finis de H notés Hy, Ha..., Hy,
chacun d’entre eux servant a définir une grille.

Soit 1, opérateur de restriction de ‘H sur Hj. On définit erreur de discréti-
sation: rpu — ug. On a alors rp_1 = Rry et on définit erreur d’interpolation



3.3. FMG 35

PRug — ug. Remarquons que R et P dépendent de k£ méme si, traditionnellement,
ils sont notés sans indice k.

||rru — ug|| = O(hY), avec k 'ordre de consistance
o ) IPIl=00)
1R[] = O(1)

||PRuy, — ug|| = O(h},), avec T 'ordre d’interpolation

alors il existe une constante réelle C' telle que
| Pug_1 —ugl] < Ck™ =),
Définissons maintenant le rapport de précision Co entre les solutions uy et ug_1:

Co = max (hp_1/hg)"

2 131@%(1( k—1/Nk)

ol 7 = maxj<k<i(hg—1/hi) est le rapport de maille entre les deux maillages. Soit ¢
le numéro de l’itération pour laquelle on obtient une solution 4 quand on applique
un schéma multigrille au niveau k. On a:

it — ur]| < C3C1hy

avec CS = 1-Ce87"

Sion a ||ty — ug|| < C3C1hY et 058" < %, alors ||y — ug|| < C1hg.

On déduit de cela le nombre de cycles ¢ nécessaire pour atteindre 'erreur de

discrétisation spatiale:
ln(QCQ)

Y= T (s

Notons que la condition CyS* < % exprime le fait qu’aprés ¢ contractions MG de
rapport .S, on doit avoir réduit 'erreur d’un facteur 2 Co = 2 r*.

Dans le cas d’approzimations d’ordre deuzx qui nous intéresse, et avec un rapport
de maillage classique de 2 entre deur niveauz successifs, cela signifie que le facteur
de réduction a chaque cycle doit étre d’au moins 2 Co = 8.

3.3.3 Complexité de la méthode Full-Multigrid

On commence l'algorithme sur la grille la plus grossiére et, & chaque phase multi-
grille, on part d'une erreur de (%)Ta et on veut la faire passer & N4, c’est-a-dire
la diviser par 2. On veut donc

—
nnbcy — 9270

nbecy x In(n) = —704[”(2)

nbey = _Taln@ —n) = 0(1).



36 Chapter 3. Meéthode de résolution multigrille avec critére d’arrét

On fait cela pour chaque phase multigrille. La complexité vaut alors:
nbey x 1+nbey x 2(1+ ) +nbey x 41+ 5+ 1) + ..

log2(N) i )

= > mbcyx2">" (%)]
i=0 7=0

loga(N) 1_(%)i+1

= > 2inbcy><171
i=0 T2

log2(N) ) ]
— 2z+lnbcy % (1 _ (%)Prl)
=0

1=

loga(N)
= nbcy (201 — 1)
i=0
loga(N)  loga(N)
= nbcy(2 28— > 1)
i=0 i=0
= nbcy(2 X % — (14 log2(N)))

= nbcy(2(2 x ologa(N) _ 1) =1 —loga(N)) = nbey(4 x 9log2(N) _ 9 1 — loga(N))
= nbcy(4N — 3 —loga(N)) = O(1) x O(N) = O(N).

Ce calcul montre, sous les hypotheses 1 et 2, la complexité optimale O(N) du
FMG tel que défini dans ce chapitre et utilisé dans les prochains chapitres.

3.3.4 Synthése sur la complexité FMG

Nous avons rappelé ’état de ’art dans I’analyse de FMG. En pratique, on contréle le
nombre de cycles par phase en le forcant & une valeur fixe. Mais les deux hypothéses
1 et 2 ne sont pas systématiquement vérifiées en pratique:
- le facteur de contraction n’est pas toujours constant,
- la propriété de convergence n’est pas toujours vraie.
Il peut en résulter un échec de la stratégie FMG, caractérisé par un résultat final
entaché d’une importante erreur itérative.

Une discussion des échecs de FMG et une tentative assez complexe d’y remédier
a l'aide d’un critére d’erreur multi-niveau peuvent étre trouvées dans [24]. Notre
proposition de critére d’arrét, assez différente, est décrite plus loin.

3.4 Maillages non-emboités

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés aux maillages emboités, c’est-a-dire
aux maillages tels que, & chaque niveau, les points de la grille grossiére fassent partie
des points de la grille fine. Il peut étre intéressant d’étendre les méthodes multigrilles
au cas des maillages non-emboités. Il faut donc définir les transferts entre les grilles.
Pour cela, on utilise des opérateurs d’interpolation et d’accumulation basées sur des
coordonnées barycentriques.
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Pour changer de grille, pour commencer, on considére chaque point de la grille fine
et on recherche le triangle de la grille grossiére dans lequel il se trouve.

Pour passer de la grille grossiére a la grille fine, on alloue, & chaque point de la grille
fine, les valeurs aux trois sommets du triangle de la grille grossiére correspondant,
pondérées par les coordonnées barycentriques du point.

Pour passer de la grille fine & la grille grossiére, on prend les valeurs & chaque point
de la grille fine, on la divise par l'aire de la cellule du point puis on alloue sa valeur,
pondérée par les coordonnées barycentriques, a chaque sommet du triangle de la
grille grossiére correspondant. Ensuite, pour chaque point de la grille grossiére, on
divise la valeur ainsi attribuée par l'aire de la cellule du point.

Les cellules en question sont délimitées par les segments formés par les milieux des
arétes associées au points et les centres de gravités des triangles voisins, cf. figure
3.3.

Figure 3.3: Cellule autour d’un point donné.

3.5 Un nouveau critére d’arrét

On appelle kg-ieme phase FMG la ky-iéme phase d’itération utilisant le cycle
kg-grid. Grace & l'initialisation par la phase précédente, une convergence suffisante
a chaque phase kg peut étre obtenue par un petit nombre k. de cycles ky-grid. Grace
a la propriété des multigrilles d’avoir un ordre de convergence quasi-indépendant
du nombre de niveaux et de la taille de la grille, on peut obtenir un gain impor-
tant. L’arrét des itérations de la solution est généralement basé sur le critére suivant:

Critére d’arrét: Lerreur d’itération doit étre plus petite que [erreur
d’approximation.

Dans la théorie FMG présentée dans [49] et, pour des schémas d’approximation
de second ordre, il existe une constante K telle que, pour toute phase kg, la solution
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approchée ug, calculée en fin de phase satisfasse:
[l — g, || < kR, (3.3)

L’erreur pour uy, est quatre fois plus grande que pour ug,—1 ce qui suggére naive-
ment une réduction de résidu par quatre & chaque phase. I’analyse plus rigoureuse
rappelée plus haut montre qu’une condition suffisante pour (3.3) est que chaque
phase de cyclage FMG divise le résidu par un facteur plus grand que 27", ou
7= (Nk,11 /N;%)l/ 4 est le ratio (fixé) des tailles de maille entre deux phases, choisi
ar =2, d est la dimension spatiale et kK = 2 est I’ordre de précision du schéma. Cela
donne 2r" = 8. Notons h = hy, la taille de maille & la phase ky et u]ff la solution
itérée obtenue a cette phase aprés 'application de k. cycles. En prenant une marge
de sécurité, nous choisissons d’imposer & chaque phase une réduction d’un facteur
10:

1
| Anuy = full < TOIIAW% = Iull- (3.4)

La faiblesse de cette théorie réside dans I'hypotheése principale (3.3). Une pre-
miére remarque évidente est que (3.3) est une hypothése de taux convergence en
maillage asymptotique, ce qui ne peut étre établi que pour un maillage suffisam-
ment fin. Cela est vrai pour des grilles ou niveaux £ ou £ est suffisament grand.
Au contraire, pour £ prés de ['unité, le nombre de sommets est petit, le maillage
est grossier, et I'estimation précédente est sans doute fausse. Une autre difficulté
majeure survient quand (3.3) ne convient pas pour les derniéres grilles fines. Dans
le second cas, le dilemme du FMG est le suivant.

Si le test de convergence (3.4) est basé sur une décroissance fize du résidu a
chaque phase, alors, la convergence, n'étant pas suffisante, produira une mauvaise
solution sur le maillage fin.

Si, au contraire, nous appliquons un critére d’arrét trop sévére a chaque phase,
alors nous aurons une bonne solution mais nous aurons augmenté le coit de calcul
de fagcon imprévisible et probablement perdu la complexité optimale const. N du FMG.

Nous sommes aussi motivés par une seconde question en relation avec
I’adaptation de maillage : si la boucle de convergence est appliquée, le cycle MG
sera, a chaque nouvelle phase, initialisé par une solution obtenue avec un maillage
de méme finesse mais légérement moins adapté. Cette solution peut étre déja tres
proche de la solution convergée. Ainsi, dans le but d’éviter un trop grand temps de
calcul inutile, nous avons besoin de déterminer quand notre solution est assez bonne
afin d’arréter les calculs relativement t6t dans le cycle MG.

Les deux prochains paragraphes traitent de lintroduction d’une erreur
d’approximation et du controle de lerreur d’itération dans le FMG en vue
d’améliorer la test d’arrét du FMG et de consolider le précision du FMG.

3.5.1 Estimation de ’erreur d’approximation

Considérons H g le maillage courant sur lequel nous voulons résoudre itérativement
le systéme discret Apqunpr = fug.
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Soit u]jw = Zulj\/(,iNi la fonction approchée & l'itération k (NN; étant la fonction
de base éléments finis associée au nceud 7). Pour obtenir une bonne approximation
d’ordre 2, Arioli et collaborateurs proposent, dans [61], un critére d’arrét basé sur

A muig = fallg-1 < B || faal |

ott H~! désigne 'espace dual de l'espace de Sobolev H&.

En utilisant le facteur A%, on suppose que la convergence numérique en maillage
est proche de la convergence asymptotique, ce qui risque d’étre souvent faux en
pratique. On propose ici une méthode qui, a priori, ne suppose pas la convergence
en maillage. Introduisons quelques notations. Soit V = H}(£2), Q étant le domaine
de calcul. Le systéme continu d’EDP s’écrit

Au=f ou uveV YoeV alu,¢)=(f, )
avec

a(u, p) = /Q ;Vu - Vo dady

ol p est un coefficient positif non uniforme qui peut étre discontinu. Soit Vi 'espace
usuel continu d’approximation éléments-finis ;. La discrétisation éléments-finis
s’écrit:

upm €V ¥V om € Ve alunm, dm) = (fm, dm)-

On introduit les composantes de upq pour la base d’éléments finis (/V;) de la facon
suivante avec T : R" — V:

UpM = ZUM,iNi & up =Tupy.

Remarquons que T est un isomorphisme de RN dans V. Donc up, = T luy.
Notons T* I’adjoint de T pour le produit scalaire L?:

TV RN [T*fli = (f, Ny).

Puisque la matrice de masse de ces éléments finis est inversible, T est un isomor-
phisme de V), dans R™.
La discrétisation variationnelle:

a(d upmNj, N = (fa, No) Vi & D a(Nj, Noupg; = (fag, Ni) Vi
donne, sous forme algégrique:
Apuy, =1y, where [Ap]ij = a(N;,N;) and £, =T f. (3.5)
L’estimation usuelle de erreur a posteriorsi s’écrit:
u—un = AN — Aupy).

Cette estimation comporte deux éléments que nous avons besoin de transformer:
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- Vopérateur A est continu et ne peut pas étre inversé de fagon exacte,
- le résidu f — Aupq comporte des variations de Dirac, le rendant difficile & utiliser
dans des codes numériques.

Il est naturel d’approcher A~! par son analogue discret, ce qui s’écrit:
-1 . -1
AT = TA T
Dans le but de rendre le résidu plus lisse, nous utiliserons le procédé Defect Correc-
tion introduit au chapitre précédent mais seulement pour une évaluation de résidu.

On évalue ce résidu sur un maillage deux fois plus fin H/; obtenu en divisant
chaque élément de Haq en quatre éléments égaux. (Figure 3.4). On appelle (Npy/2,;)

Figure 3.4: Points d’intégration pour I’évaluation du résidu sur un maillage plus fin
HM/2,

(k)

la base canonique éléments finis de Vo défini sur HM/2. La fonction discréte u M
appartient & Vj (/o mais ne satisfait pas, en général, le systeme discret associ¢. En
d’autres termes

TeS /2 = AM/2TM/2U,(/61) —fppe #0

ol res /2 peut etre exprimé en termes de notation variationnelle:

[respyeli = (f, Nagyo,i) — G(Ux;)v Nat/2,i)-

Ce résidu est transféré sur le maillage courant en utilisant un opérateur R /2
que l'on définit de la facon suivante:

V i sommet de H™M,

1
[Rija—n(respe)li = [resapoli + Y 5 (respapal ) + [res ol )
TlieT

ou Hj (resp. Hj) est le milieu de 'aréte faisant face au sommet j (resp. [). On
propose d’appliquer I'approximation suivante:

T*(f — AuSE)) ~ Rt o i (resan2)-
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Finalement, on propose l'estimation a posteriori:
u—ul) = (TAAT )T R ptjoma(respnse) & TATIR o pi(res o).
3.5.2 Erreur itérative controlée FMG
Maintenant, le systéme algébrique (3.5) est résolu par un nombre k. de cycles:
uwy =0 ; u]j\j’fr1 = [terate(u kc) ;oup’ =y,

L’erreur itérative peut étre évalué en résolvant le systéme avec un second membre
égal au résidu local d’itération:

uM—qu\il = Ay (fM AMUM)

Il reste & comparer lerreur itérative avec l'erreur d’approximation. Rappelons-
nous tout d’abord que la définition de l'erreur d’approximation ne suppose pas
nécessairement que upq soit solution du systéme discret. Fn particulier, la méme
estimation est valable pour le résultat u de la résolution itérative incompléte.
Introduisons I’élément de Vg:

ke ke _ ke,
uyy = Tuyy = > [uyyliVs,
On utilise alors 'estimation d’erreur a posteriori:

u—uM ~TA, RM/QQh(TesM/Q) (3.6)

avec [respq2)i = (f, Naajo,i) —a(ulj\‘;[, Npq/2,:)- Il est maintenant utile de transformer
le résidu algébrique itératif A Mulj\jl — £ de facon similaire. On part de:

An(uhy —upn) = Al — fu — (A — far) = Al — g,
ainsi
u’j\/l—uM A (AMu —fv) & uljvl—uM TA (AMu —fnm). (3.7)
Heuristique: En assumant que, dans une certaine norme & spécifier plus tard,
llu —uml|| <e, e petit et positif,

et qu’apres k. itérations, nous avons

ke ke
lupm —wpyl] < 0.1 [Ju— uyyll, (3.8)
alors
ke 1
[Ju —ujyl| < [ — upql]. (3.9)

0.9
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Comme cela a déja été mentionné, la derniére inégalité (3.9) est, pour nous, un

critéere d’arrét de la convergence itérative acceptable. On observe que ce test d’arrét
est réalisable puisque, au fur et & mesure que le nombre d’itérations augmente, la
norme ||lu — u]j\le est supposée converger vers |[u — upq|| que l'on suppose ne pas
valoir zéro alors que ||lupg — uf\il|| peut descendre jusqu’'au zéro machine en itérant
suffisamment de fois.
Malheureusement, évaluer les deux termes de (3.8) suppose de résoudre deux sys-
témes discrets avec la matrice A, un calcul qui est plus ou moins aussi coliteux que
le systéme original & résoudre et est donc trop cotiteux. Une solution possible est de
résoudre approximativement le systéeme d’erreur discréte sur une grille grossiére. Ici,
on propose de diminuer le cotit du test d’arrét, prenant ainsi le risque de diminuer
son exactitude, en prenant la norme [' du second membre:

[1Ea — Ayl =D [[Ev — Anqudilil
(2
On compte sur le fait que les cycles MG font décroitre beaucoup de normes différentes
du résidu avec la méme pente. De fait, rien n’indique que le test d’arrét proposé
serait capable de fonctionner correctement si on 1’utilise avec une autre méthode
itérative que les MG.
Test d’arrét 1: En assumant qu’apres k itérations de résolution,

[|[fr — AMu’j\lep <&l|fm — AMuE&)Hll, e’ petit et positif, (3.10)
et que nous avons

[1Ea1 = Apquly |l < 0.1 || Rovtjon(resny2)|lin (3.11)
alors, on arréte l'itération.

D’apres (3.4), € est choisi valant %. En pratique, puisque le calcul du second
membre de (3.11) peut nécessiter plus de temps CPU qu’un cycle, le test (3.10)
prévoit que plusieurs itérations soient effectuées dans le but de diminuer le résidu
itératif afin de satisfaire (3.10) avant que le second test (3.11) soit effectueé.

Si le test (3.11) est négatif, plusieurs itérations sont encore effectuées avant que
(3.11) soit appliqué une seconde fois, etc... Cette alternance de tests permet d’avoir
un cofit CPU moins important. Cela est inspiré par une méthode analogue utilisée
par Arioli et ses collégues [61]. Notre formulation finale se résume comme suit :

Test d’arrét 2:
1. Application de cycles d’itération jusqu’a ce que

1 0
1En = Anufln < 75l = Anealflln.

2. Si||fm — AMuE\]if)Hll > 0.1 [[Rpqj2—m(resps2)llin, alors usgz = u(/\]ff) retour @

1.

3. Arrét des itérations.
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3.5.3 Application de la méthode FMG proposée

L’algorithme MG que Uon utilise est construit & partir:

- d’une séquence de maillages non-structurés qui ne sont pas nécessairement em-
boités. Les transferts inter-grilles basiques sont, de fagon classique, 'interpolation
P! (pour un transfert d’un maillage vers un maillage plus fin) et une accumulation
pondérée par des coefficients barycentriques (pour un transfert d’un maillage vers
un maillage plus grossier),

- d’'un V-cycle en dents de scie avec 10 relaxations de Jacobi amorti comme
lisseur,

- d’une encapsulation de ce cycle MG comme préconditionneur de la boucle
GMRES.

Quand on parle d’'un “cycle”, on veut dire la combinaison d’'un V-cycle MG avec
un GMRES réactualisé. Le nombre assez élevé de balayages, avec 1'utilisation du
GMRES, est le prix que nous payons afin d’avoir une convergence robuste dans le
cas ol le coefficient 1/p présente des discontinuités de forte amplitude.

Trois contextes sont présentés pour montrer comment fonctionne la combinaison
du FMG avec le test d’arrét. La fonction & calculer n’est pas importante mais,
pour fixer les idées, il s’agit du cas test de la tache circulaire décrit dans le chapitre
suivant. On retiendra seulement qu’il s’agit d’un cas peu raide, justifiant le choix
de notre cyclage robuste GMRES-MG.

Sur la figure 3.5, la solution initiale est uniforme. On applique 90 cycles
GMRES-MG. La norme /! du résidu préconditionné MG (commencé a l'itération
1) décroit de fagon monotone et rapide de 1 & 1078 (c’est la courbe avec des
symboles x). La courbe marquée par des symboles superposant + et X représente
la norme du résidu de léquation ||[fy — AMu’j\ial. Elle commence & moins que 1,
présente une augmentation durant une phase et, ensuite, décroit jusqu’a environ
2.5 1073. La courbe marquée par des symboles + représente la norme du résidu
d’approximation ||R g 2—n(r€spq/2)|li1- Elle aussi augmente tout d’abord de fagon
similaire et, ensuite, diminue vers une valeur limite non-nulle. Ces deux courbes
présentent une intersection a environ 70 cycles GMRES-MG. Ce nombre de cycle
est vraisemblablement beaucoup trop grand et contient donc une forte marge de
sécurité. Dans 'exemple choisi, on connait la solution exacte ce qui fait qu’on peut
aussi représenter la norme de l'erreur d’approximation ||u — U%)H i1 qui commence
a un nombre proche de 1 et décroit vers une valeur limite égale & [|u — upq||pn et
valant environ 5 1075, La courbe nous confirme qu’avec 70 cycles, cette valeur est
bien approchée.

Sur la figure 3.6, le changement principal est que la solution initiale fournie
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en interpolant la solution discréte calculée sur le précédent maillage, plus grossier.
Les cycles sont arrétés a 34. La norme [' du résidu préconditionné MG com-
mence & une petite valeur et décroit rapidement jusqu’a 5 10~% (courbe avec
des symboles x). Marquée par des symboles superposant + et X, la norme du
résidu de I'équation 0.1]|Raq/2—am(7€504/2)||;1 commence & une valeur plus petite
que dans le cas précédent et décroit de facon monotone d’une fagon similaire au
résidu de 1’équation, tendant vers une valeur limite non-nulle. Ces deux courbes
présentent une intersection & environ 22 cycles GMRES-MG. Contrairement au
cas précédent, la norme de lerreur d’approximation ||u — ulj\ilHll commence a une
petite valeur d’environ 10™* et décroit jusqu’a environ 5 107° ce qui indique (1)
que la convergence numérique n’est pas si bonne (ordre 1) entre deux maillages et
(2) que, encore, 'erreur itérative a l'itération 22 est beaucoup plus petite que celle
d’approximation.

Sur la figure 3.7, on donne un exemple de séquence FMG pour un probléme
légérement plus facile (I’équation de Laplace avec des maillages uniformes). La
convergence sur quatre maillages successifs est montrée. L’erreur d’approximation
converge numériquement au second ordre. Avec les maillages 2 et 4, le second test est
négatif lors de sa premiére application et une seconde convergence MG est appliquée.
Les quatre phases sont complétes avec un total de 16 cycles ce qui donne un nombre
moyen raisonnable de 4 cycles par phase FMG.

Conclusion du chapitre

Nous avons introduit un nouveau critére d’arrét pour FMG et avons montré com-
ment il s’insére dans la théorie existante. Une importante hypothése heuristique est
la convergence par MG des différents modes & des taux voisins. Cette hypothése est
essentielle, et rend illusoire toute tentative d’étendre la méthode directement & un
autre type d’algorithme.

En revanche, les calculs préliminaires en FMG semblent indiquer un bon fonction-
nement du critére, que nous vérifierons dans les trois chapitres qui suivent, aucun
incident ne nous ayant conduit & changer ce critére.

Comme l'ont démontré les développements de ce chapitre, la méthode FMG n’est
pas une méthode purement algébrique, mais fait intervenir des considérations
d’approximation. Nous avons proposé un critére d’arrét basé sur un estimateur
de lerreur d’approximation. Comme on l'imagine, ce type d’estimateur a sa place
dans un algorithme combinant résolution et adaptation de maillage.
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Figure 3.5: Convergence de l'itération GMRES-MG en norme [! du résidu itératif
[Apuf — falln (), du résidu d’approximation ||Rp a—p(resy/2)|ln (+), du résidu
itératif préconditionné ||[MG(Apuf — fi)|l/|lfnl|(X), et de la norme ||u — up||;n de
Perreur d’approximation (J), pour un probléme de Poisson, en partant d’un champ

uniforme u% =1 a l'itération 0.
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Figure 3.6: Convergence de l'itération GMRES-MG en norme [! du résidu itératif
[[Apuf — fulln (), du résidu d’approximation ||Ry o4 (resp 2)|ln (+), du résidu
IMG(Apuf — f)ll/l fall(X), et de la norme |[u — up||;n de
Perreur d’approximation (0J), en partant de l'interpolation d’une solution convergée
sur la grille juste plus grossiére a l'itération 0.
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Figure 3.7: Convergence de l'itération GMRES-MG en norme [! du résidu itératif
[Apuf — falln (), du résidu d’approximation ||Rp/a—p(resy 2)|ln (+), du résidu
itératif préconditionné ||[MG(Apuf — fu)||/|lfnl|(x), et de la norme ||u — up||;p de
Perreur d’approximation ((J), en partant de I'interpolée de solution convergée sur la
grille la plus grossiére (grille 1) et en appliquant 4 phases FMG, de la grille 2 & la
grille 5.






CHAPTER 4

FMGA basé-hessien

4.1 Avant-propos

Le but de ce chapitre est de proposer un couplage entre ’algorithme de résolution
FMG et une méthode d’adaptation anisotrope basée sur une métrique continue et
sur un hessien au sens suivant: l’erreur minimisée est une norme L? de lerreur
d’interpolation commise sur le champ solution.

Ce travail a été publié dans un article

A mesh-adaptative metric-based full multigrid for the Poisson problem, Inter-
national Journal for Numerical Methods in Fluids,79-1, 30 53, 2015

que nous incluons dans ce chapitre.

Cet article contient une description de la méthode du critére d’arrét, méthode
déja discutée dans le chapitre précédent. Le lecteur est invité a passer cette descrip-
tion (qui utilise les mémes notations).

4.2 Introduction

Multi-grid methods (MG) can produce fast and robust solution algorithms. They
apply to a large variety of models and approximations in Computational Mechanics.

MG uses intensively approximation properties. A simple local iteration is applied
on the given grid. The iterative convergence is then accelerated by means of a set
of coarser-grid corrections, ranging typically from a level which is just twice coarser
than the given grid to a coarsest level containing just a few dozens degrees of freedom.
The approach generally produces an iterative convergence which, when expressed
in terms of (logarithm of) residual norm decreasing with iterations, is more or less
of constant slope. Further, this slope does not depend on mesh size. In particular,
an accurate discrete solution with N degrees of freedom is obtained with a number
of operations bounded by const. N Log(N), a complexity nearly optimal. Lastly,
MG can be combined with a nested iteration producing the Full-Multi-grid (FMG)
algorithm: FMG involves n phases, working from the 1-st coarsest mesh to the n-th
finest mesh. The j-th phase of FMG solves the appproximate PDE on the j-th
mesh. This j-th phase starts from an interpolation of the result of j — 1-th mesh
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and applies a certain number k; of MG cycles with the available j coarser meshes,
from 1-st to j-th. In an ideal case, the number k; of cycles in each phase is the
same. Then, FMG has an optimal complexity of const. N, predicted by theory and
observed on many practical examples, see the reference book [76].

But this rosy picture needs some rectifications.

First, in many cases, the single local iteration of MG is frequently not sufficient
to deal with singular or stiff configurations like discontinuities or boundary layers.
It becomes necessary to use more sophisticated less local iterations and/or more
sophisticated coarse mesh definition, as proposed by Algebraic MG [19][75] or by
anisotropic mesh coarsening [66], [63], [39] and /or more adapted inter-grid transfers.
Indeed, in some cases, the directly-coarser grid correction is not able to complement
the fine grid iteration or may even work in a defavourable way. As a consequence,
the best set of grids to apply for MG acceleration is not necessarily the best set of
grids to apply for the FMG process. With the method proposed in this paper, many
anisotropic strategies can be applied thanks to the way we parametrize our meshes
but this issue is not addressed in this paper.

Second, for a lot of complex applications, it has been remarked that FMG does
not work, in the sense that the usual stopping criterion produces a discrete final
solution with an accuracy deteriorated by an insufficient iterative resolution. See for
example [24]. Let us examine a possible FMG failure scenario. The two assumptions
in FMG theory are (1) a MG convergence which does not depend of level fineness
and (2) the asymptotic high-order convergence of the discrete solution to continuous
one on the different meshes of FMG, including coarse ones. Assuming the MG
cycling convergence is good, FMG failure can be explained by the lack of asymptotic
convergence to continuous, either because meshes are still too coarse or because
solution involves small details or singularities. As a consequence, when the basic
FMG algorithm involving a fixed number of cycles per phase is applied, the solution
produced at end of FMG may be inaccurate. Adjusting the number of cycles to
the necessary convergence, if not done accurately, may result in a computational
cost much larger than the one which the theory of FMG would let expect and may
result in loosing the const.N complexity. Stopping criteria for iterative solvers have
been the topic of many published works. In the case of quasi-Newton iteration,
a typical work is [61]. It is commonly admitted that the best criterion is to stop
the iteration when the iteration error between iterated approximated solution and
converged approximated solution is smaller than the approximation error between
converged approximated solution and exact solution [76],[61]. But computing the
approximation error is computationally costly. In [61], its evaluation is replaced
by an assumption concerning O(h?) mesh convergence. In the present paper, we
propose to use an a posteriors residual as reference for stopping MG cycles.

MG and FMG have been combined with mesh adaptation in many works. Let
us cite a pioneering work of R. Bank, [11], and a few more recent ones, such as
[73],[17],[67],[64]. Adaptative works are most frequently based on mesh refinement
by local division, producing embedded meshes. More generally, unstructured non-
embedded MG and FMG have been penalized during years by the difficulty in
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building and managing multiple coarse and fine unstructured meshes in particular
for industrial applications. This difficulty is easier to address today, with the recent
progress of mesh generation and adaptation, see e.g. [42]. Due to this progress, novel
anisotropic strongly mesh-adaptative algorithms are now available. By strongly
mesh-adaptative, we mean that an anisotropic mesh adaptation is strongly cou-
pled with the solver thanks to a nonlinear fixed point iteration. Anisotropic mesh
adaptors have been observed as carrying two important advantages. First, not only
many computations are performed in much better conditions than with traditional
methods but, also, they allow computations which were simply not feasible without
anisotropic adaptation, like the propagation of a sonic boom from aircraft to ground
[60]. Second, anisotropic mesh adaptors provide mesh convergence at high-order for
singular problems [53]. For non-singular problems but rather heterogeneous prob-
lems, non-adaptative methods will produce higher order convergence only with very
fine meshes. Anisotropic adaptation will give a high order numerical mesh conver-
gence with a much smaller number of nodes.

The purpose of the present paper is to discuss some important issues in the
combination of FMG and anisotropic mesh adaptation for a simple problem, the 2D
Poisson problem. The plan is as follows. The next section introduces Riemannian
metrics for defining what we call a continuous mesh model and the fixed-point
mesh adaptation algorithm. Section 3 combines MG and mesh adaptation. Section
4 presents FMG and proposes a stopping criterion for it. Section 5 defines the
complete proposed algorithm, combining FMG and anisotropic mesh adaptation.
The paper is completed by several test cases and a discussion.

4.3 Mesh parametrization and mesh adaptation loop

4.3.1 Continuous mesh model

We recall shortly the continuous mesh framework, introduced in [54, 55]. This
framework lies in the class of metric-based methods. A continuous mesh M of
the computational domain  is identified to a Riemannian metric field [16] M =
(M(x))xeq- For all x of Q, M(x) is a symmetric 2 x 2 matrix. Its diagonalisation
writes:

— d(x) "R(x _1(X) X
M) = dix) Rix) g ) RO (4.)

The total number of vertices C is defined as:

C(M):/Qd(x)dX:/Q\/det(M(x))dx.

A discrete mesh H of the same domain €2 is a wunit mesh with respect to M if, to

simplify, each edge e = ab verifies fol V/!ab M(a + tab) ab dt € [%, \/5}
Given a smooth function u, to each unit mesh H with respect to M corresponds

a local interpolation error |u — ITyu|. In [54, 55], it is shown that this interpolation
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error is well represented by the so-called continuous interpolation error related to
M which is locally expressed in terms of the Hessian H,, of u as follows:

= gl (x) = %traee(/\/l_%(x)|Hu(x)|./\/l_%(x)) (4.2)

where |H,| is deduced from H, by taking the absolute values of its eigenvalues.
We define as optimal metric the one which minimizes the right-hand side under
the constraint of a total number of vertices C equal to a parameter N. After solv-
ing analytically this optimization problem, this defines the unique optimal metric

(M3 (x))xea as:

—1
MY = Dy (det |H,|)% 7% |H,| with Dy = N (/ (det|Hu|)2p”+2) . (4.3)
Q

where Dpp is a global normalization term set to obtain a continuous mesh with
-1

complexity N and (det|H,|)?*+2 is a local normalization term accounting for the

sensitivity of the LP norm. In the sequel, we choose p = 2.

4.3.2 Fixed-point mesh adaptation

In the case where the function w is the solution of a Partial Differential Equation, the
Hessian-based method extends heuristically as follows. Given a discrete solution uy,
to the PDE, a Hessian H (uy,) is defined from it. The so-called optimal mesh M4,
is defined by:

Mpde = MOPt(H(uh(Mpde)))

where, for any metric M, u,(M) is the discrete PDE solution computed on a unit
mesh for M. We solve the non-linear problem giving the optimal mesh M4 by
applying the following loop:

Fized point for adaptative PDE approximation:

1- compute the PDE approzimate solution up, on current mesh M,

2- compute an approzimate Hessian H(up),

3- adapt with N nodes according to this Hessian, obtain M = M (H (up,)),
4- go to 1.

For remeshing phases, we used indifferently MeshGems-Adapt of Distene and
in-house versions of Yams (|40, 41]). Due to the discrete and noisy character of
remeshing, a strictly-fixed point cannot be obtained but, instead, the iteration needs
to be stopped when further work would be useless. In contrast to the adaptation to
an analytic function, the deviation to a known target is not available. However, it
is possible to rely on the approximation of the interpolation error given by integral
(4.2). In [4], it is proposed to stop the iteration when the difference between two
approximate solution fields uy is smaller than a positive quantity to choose cleverly
since this difference does not converge to zero. The simple option of a fixed number
of adaptation iterations is also a rather secure one.
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Figure 4.1: Mesh adaptation loop

4.4 The MG Anisotropic fixed-point

A MG solver uses several grids/meshes in order to iteratively converge to the
discrete solution of the finer grid under study. Each iteration is called a cycle. A
typical 3-grid cycle writes:

Linear 3-grid saw-tooth V-cycle:

- 1.-iterate on the finer grid, correct unknown, compute residual,

- 2.-define on medium grid a« RHS as fine grid residual transfered to medium,

- S.-iterate on the medium grid with this RHS, get medium correction, compute
restdual,

- 4.-define on coarse grid a RHS as medium grid residual transfered to coarse,

- S.-iterate on the coarse grid with this RHS, get coarse correction,

- 0.-update the fine corrected unknown of step 1 with the two above corrections,
transfered to fine grid.

In our case, transfers are defined as follows: correction transfers from coarse to
fine are P; interpolated in triangles. Residual transfers, from fine to coarse, are
accumulated on coarse nodes with barycentric weighting. A saw-tooth V-cycle with
10 Jacobi sweeps as pre-smoothing and without post-smoothing is applied.

As for previous section, we propose to apply the adaptative loop as an external
one, the MG resolution by MG being an internal loop. The resulting algorithm is
depicted in Figure 4.2.

The external loop of mesh adaptation is iterated five times for convergence of the
coupling between PDE solution and adapted mesh. We now define in more details
the ingredients of this loop.

4.4.1 Generating the different grids

In many cases, in particular when applying nested iteration, the coarse grids are
available from previous computations. Otherwise, we want to emphasize that, as
soon as a metric M has been computed for the current mesh, coarser meshes can
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Figure 4.2: Mesh adaptation loop with Multigrid

be built from coarser metrics. We start from:

s 0
M@wamW%A%W LR
An?(z,y)

in which A&(x,y) = is mesh size in the first caracteristic direction, An(z,y) = is
the mesh size in the second caracteristic direction, and R(x,y) = is the matrix
of eigenvectors of M. Then, coarser metrics can be built using the metric-based
embedding:

1

TAEZ Y 0
memm:%ww<wyw 1 )wa
4An(z,y)

and even coarser:

1
— 0
Mcoarserz (51;7 y) = tR(xy y) ( 16A§(2)($7y) 1 > R($7 y)
16An2(z,y)

etc.

Remark: Anisotropic coarsening can also be applied. For example, assuming that
the ordering of eigenvalues satisfies A& < An, we can coarsen in an equivalent way
to [39]:

1 0
Mcoarsem (.TC, y) = tR(x) y) ( 4A£i)(x,y) 1 R(.ﬂ?, y)
Maz(An?(z,y),4A82(z,y))

This option has been tested but did not improve the results for the test cases which

we present, probably because the involved meshes were not sufficiently stretched.
0.
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4.4.2 Global fixed point

In the mesh-adapted MG, the adapted solution with a prescribed number of nodes
Ny, is obtained by encapsulating the MG cycle into the adaptation loop. For the
adaptation convergence, we have chosen to uniformly apply 4 adaptations.

4.5 The FMG algorithm

The adaptative FMG is the succession of adaptative MG phases with transfer of
the solution between each phase. At phase kg, the number of nodes is prescribed
to be equal to Ni,. We have chosen the usual option of a new mesh size two times
smaller in next FMG phase:

Niy+1 =4 Ng,. (4.4)

The resulting approximation error will be presumably 4 times smaller. If, instead
of a factor 4, we choose N, 1 =2 Ni,, the error would be 2 times smaller and the
necessary number of cycles would also be 2 times smaller. But two phases would
be necessary for the same final accuracy, resulting to a similar global CPU effort.
Therefore, the algorithm efficiency is not sensitive to the choice of N ¢+1/Nk. 5

4.5.1 Global FMG convergence

FMG can be defined as the combination of a MG loop with a nested iteration. A
first coarse mesh is used for a first evaluation of the solution. On the coarse mesh,
in principle, a coarser level for acceleration is not necessary since the convergence
of a standard iterative solution algorithm is rather fast. A finer mesh is built,
generally by uniformly refining the first mesh. The previous solution is transfered
to the new mesh, typically by interpolation. The two meshes are available for
playing the role of two levels in order to solve fastly the problem with a two-grid
iteration on the new mesh, starting with a good initial condition. This process is
reiterated with a 3-grid solution on next mesh, etc...

Full-Multigrid:

- Solve on the coarsest mesh with o 1-grid iteration,

- Interpolate the solution to a slightly finer second mesh,
- Solve on the second mesh with a 2-grid iteration,

- Interpolate the new solution to a finer third mesh,

- Solve on the third mesh with a 3-grid iteration,

- etc...

We call FMG kg-th phase the ky-th nested iteration phase, using kg-grid
cycling. Due to the initialization by the previous phase, a sufficient convergence
at each phase kg can be obtained by a small number k. of k4-grid cycles. Due to
the ability of MG in exhibiting a convergence rate quasi-independant of number of
level and grid size, an important gain is reachable. The prescription in stopping
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iterative solutions is generally based on the following criterion:

Stopping criterion: [lteration error should be smaller than the approximation
error.

|

1G Iteration

|
L

2G Cycles

|

'
MG Cycles

Figure 4.3: Each phase &, of the Full Multi-Grid algorithm is made of several ky-grid
cycles

In the FMG theory presented in [49] and for second-order approximation
schemes, it is sufficient that there exists a constant K such that, for any phase
kg, the approximate solution uy, computed at the end of phase satisfies:

||u—uk¢||§Khi¢. (4.5)

The error for uyg, is four times larger than for wuy,—1, which naively suggests a
residual reduction by 4 at each phase. A rigorous analysis [49] shows that a sufficient
condition for (4.5) is that each FMG cycling phase divides the residual by a factor
more than 2r%, where r = (Nk¢+1/Nk.¢)1/d is the (fixed) mesh size ratio between two
phases, here chosen as r = 2 (d is the space dimension), and x = 2 is the accuracy
order of the scheme. This gives 2r" = 8. Let us denote h = hy, the mesh size at
phase k4 and u]ff the iterate obtained at this phase after k. cycles have been applied.
A conservative choice is to take a factor 10:

1
ke
[Anuy = fall < 7511 Anuh = full (4.6)
The weakness of this theory lies in the central assumption (4.5). An evident first
remark is that (4.5) is a mesh convergence assumption, which can be established only
for a sufficiently fine mesh. This is true for grids/levels ¢ with ¢ sufficiently large.
Conversely, for £ close to unity, the number of nodes is small and the above estimate
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is clearly not true. Another major difficulty arises when (4.5) does not holds for the
last fine grids. In that latter case, the dilemma of FMG is the following.

If the convergence test (4.6) is based on a fixed decrease of residual at each phase,
then, the convergence, being not sufficient, will produce an inaccurate solution on
the finer mesh. Otherwise, we apply a too severe way to stop convergence in each
phase, then we get an accurate solution but we have increased the cost in a rather
unpredictible way and have presumably lost the optimal const.N complexity of
FMG.

We are also motivated by a second issue: if a mesh adaptation loop is applied,
the MG cycling between mesh updates will be initialised by a candidate solution
obtained with a just slightly less adapted mesh of same fineness. This candidate
solution can be already very close to the converged solution. Then, in order to avoid
a rather large amount of unnecessary computing time, we need to recognize it and
stop early the MG cycling.

Next two paragraphs deal with introducing a measure of approximation error
and a control of iteration error in FMG in order to improve the cycling stopping
test for FM@G, consolidating the accuracy of FMG.

4.5.2 Approximation error estimate

Let us denote My, the current mesh on which we try to iteratively solve the discrete
system Apu, = fn. Let uf(z) = 3 ufHNl(x) be the approximate function at
iteration k of a given iterative solver (N; holds for the finite-element basis function
related to node 7). For a second-order accurate approximation, Arioli and co-workers
propose, in [61], a stopping criterion based on:

ARy — fallg— < B2 || fallg—

where H~! holds for the dual of the Sobolev space H{. Using the h? factor assumes
that the numerical mesh-convergence is close to scheme asymptotic convergence.

We propose here a method which does not a prior: assume mesh convergence.
Let us introduce some notations: let V = H}(£2),  be the computational domain.
The continuous PDE system is written in short:

Au=f or ueV Vo€V a(u,d)=(f,¢)
with
1
a(u,qb)—/Qqu-Vqﬁ dxdy

in which p is a positive non-uniform coefficient which can be discontinuous. Let V},
be the usual P;-continuous finite-element approximation space. The finite-element
discretisation is written:

up € Vi Y o € Vi alun, ¢n) = (fu, én)
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We introduce the components of uy, for the finite-element basis (1V;) as follows, with
T:R" —V:

Up = Z uhﬂ-Ni & up = Tuay,.
Note that T is an isomorphism from R” to V3, up, = T 'uy. Let us denote T* the
adjoint of T for the L? scalar product:

TV SR [T*fl; = (f, N;).

Since the mass matrix of this finite-element is invertible, T™ is an isomorphism from
Vi, to R™. The variational discretization:

a(d up N Ni) = (fa, N;) Vi = > a(Nj, No)up; = (fn, N;) Vi
transforms into an algebraic one:
Apuy, =1y, where [Aplij = a(N;,N;) and £, =T fy. (4.7)
The usual a posteriori error estimate writes:
u—up = A7N(f — Auy,).

This estimate is made of two factors which we need to transform:
- the operator A is continuous and cannot be exactly inverted,
- the residual f — Awy, involves Dirac layers, making it difficult to use in numerical
codes.
It is natural to approximate A~! by its discrete analog, which writes:
AT = TAT

In order to get a smoother residual, we evaluate it on a finer mesh My, 5 obtained
by dividing each element of M, into four equal elements, (Figure 4.4). We denote
(Np/2,4) the canonic finite-element basis of V}, /5 defined on My, 5. The discrete
function ui belongs to V}, /o but does not (in general) satisfy to the discrete system
set on My, /o, in other words

respjo = —ApsoThjouf, + 0 # 0
where resj, /5 can be expressed in terms of the variational notation:
[resnyali = (fajor Nijoi) — a(uf, Nijo ).

This residual is transfered on the current mesh by using the operator Ry, /o, which
we define as follows:

. 1
Vi vertex of My, [Rpjo—n(resp/a)li = [resy )i+ Z 5([Tesh/2](Hj)-i—[resh/z](Hk))
T|ieT

where H; (resp. Hy) is the mid-size facing vertex j (resp. k). We propose to apply
the following approximation:

T (f — Auﬁ) ~ Rpja—n(resy a)-
Finally, we propose the approximate a posteriori estimate:

u — UI;L ~ (TAHIT*)T_*R}Z/Q_,}Z(Tesh/2> ~ TA;th/Q_,h(TGSh/2>.
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H:
Ho

Ha

Figure 4.4: Integration nodes for residual evaluation on a finer mesh My, 5.

4.5.3 Iterative-Error-controlled FMG
Now, the algebraic system (4.7) is solved by a number k. of cycles:
u?L =0 ; uff“ = Iterate(ulff) ;oup” =uy

The iterative error can be evaluated by solving the system with a right-hand side
equal to the local iteration residual:

u; — uﬁc = A;l(fh — Ahuhc).

It remains to compare the iterative error with the above approximation error. Re-
member first that the approximation error above derivation did not use the assump-
tion that wy, is the solution of the discrete system. In particular, the same estimate
holds for the result uff of the incomplete iterative resolution. Let us introduce the
element of Vj:

ke ke ke
Uy~ = Tuh = Z[uh ]iNi7
Then, we use the a posteriori error estimate:

u— uic ~ TA}?th/Q_}h(TGSh/2). (4.8)

with [resy, o]i = (f, Nh/zvi)—a(ufl“, Npja,i). It is now useful to transform the algebraic
iterative residual Ahu’ff — f}, in similar terms. We start from:

Ah(uz‘z — l_lh) = Ahuic _ fh — (Ahuh — fh) — Ahuze _ fhv
thus

uZC —up = Agl(Ahuhc —f,) < ul;;c —Uup = TAgl(AthC —f5). (4.9)

Heuristics: Assuming that, in some norm to specify later,

llu—wup|| <e, e small and positive,
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and that after k. solver iterations, we have
ke ke
un — ] < 0.1 fJu— k], (4.10)

then

1
llu = upe] < o v~ unll- (4.11)

As already mentioned, the last statement (4.11) is, for us, an acceptable iter-
ative convergence stopping criterion. We observe that stopping criterion (4.10) is
realizable since, as iteration number increases, the norm |ju — quL°|| is supposed to
converge to ||u — uy||, assumed to be not zero while |Ju, — u}°|| can be driven to
machine zero by iterating over k. Unfortunately, evaluating the two terms of (4.10)
involves solving two discrete systems with matrix A, a computation which is more
or less computationally as costly as the original system to solve and is therefore too
costly. A possible solution is to solve approximatively the discrete error system with
a coarse grid. Here, we propose to decrease the cost of the stopping test, with some
risk of decreasing its accuracy, by taking the following ! norm of the right-hand
side:

16 — Apwgelln = > [[fn — Apuyel;l
7
We rely on the observation that MG-cycles decrease many different norms of the
residual with about the same slope. Therefore, we do not claim that the proposed
stopping criterion is able to work adequately when associated with another iteration
than MG.
Stopping test 1: Assume that, after k solver iterations,

£, — Apube||p < €||f — Apublp, ¢ small and positive, (4.12)
and that we have
16, — Anupe|lp < 0.1 | Ry jon(resn )|, (4.13)

then stop the iteration.

According to (4.6), €’ is chosen to be %. In practice, since the computation of
the RHS of (4.13) may need more CPU than a cycle, the test (4.12) means that
several iterations are performed in order to decrease the iterative residual to satisfy
(4.12) before the second test (4.13) is evaluated. If test (4.13) is negative, several
iterations are again performed before a second test of (4.13) is again evaluated, etc.
This splitting allows for a lower CPU cost. It is inspired by an analog one proposed
by Arioli and co-workers [61]. Our final formulation is as follows:

Stopping test 2:
1. Iterate cycling until ||f, — Apule|[n < 1 — Apul [

2. If ||fr, — Apufe|[n > 0.1 ||Rpjan(respa)|ln, then u) = uj* go to 1.
3. Stop the iteration.
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4.5.4 Application to the proposed FMG

The MG algorithm which we use is built from:

- a sequence of unstructured meshes which are not necessarily embedded. The basic
inter-grid transfers are classically the P! interpolation (for a transfer from a mesh
to a finer mesh) and an accumulation weighted with barycentric coefficients (for a
transfer from a mesh to a coarser mesh),

- a saw-tooth V-cycle with 10 damped-Jacobi relaxation as a smoother,

- an encapsulation of this MG cycle as a preconditioner of a GMRES loop. When
we shall talk about “a cycle”, we shall mean the combination of the MG V-cycle
with the GMRES updating.

The rather high number of sweeps, together with the use of GMRES, is the price
we pay in order to get a robust convergence in the case where the coefficient 1/p
presents high-amplitude discontinuities.

Three contexts are now examined for showing how works the combination of
FMG with the stopping criterion.

In Figure 4.5, the function to compute is not important but, to fix the ideas, it
is the circular test case described in the sequel. The initial solution is uniform. We
apply 90 GMRES-MG cycles. The preconditioned (by MG) residual ! norm (started
at iteration 1) indeed decreases monotonely and fastly from 1 to 10~% (multiply-
shaped marked curve). Marked by plus-covered-by-multiply, the equation residual
norm ||f, — AthCH p starts from less than 1, shows an increasing phase and, then,
decreases to about 2.5 1073. Marked by plus-symbols, the approximation residual
norm ||Ry/2—p(resy 2)||pn also first increases in a similar way and, then, goes down
to a non-zero limiting value. The two above curves intersect at about 70 GMRES-
MG cycles. This is probably too many cycles, i.e. rather conservative. In the chosen
example, we know the exact solution and can also depict the approximation error
norm ||u — uZCH 11 which starts from a number close to 1 and decreases to a limiting
level ||u — up||z1 of about 5 107°. We get confirmation that, with 70 cycles, this
level is tightly approached.

In Figure 4.6, the main change is that the initial solution is provided by interpo-
lating the discrete solution computed on previous coarser mesh. Cycles are stopped
at 34. The preconditioned (by MG) residual /! norm starts with a small level and
decreases fastly to 5 1078 (multiply-shaped marked curve). Marked by plus-covered-
by-multiply, the equation residual norm ||f, — Ajuf*|[;x starts from about 0.5 and,
monotonely (this time), decreases to about 2 1073, Marked by plus-symbols, the
approximation residual norm 0.1{|Ry, /o—.5(resy/2)|[; starts from a lower value than
previous case and monotonely decreases in a similar way to equation residual, go-
ing down to a non-zero limiting value. The two above curves intersect at about 22
GMRES-MG cycles. In contrast to the previous case, the approximation error norm
[|lu — u’ffHU starts from a low level of about 10™* and decreases to about 5 1075,
indicating (1) that the numerical convergence is not so good (first-order) between
the two meshes and (2) that, again, the iterative error at iteration 22 is much smaller
than the approximation one.
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In Figure 4.7, we give an example of FMG sequence for a slightly easier problem
(Laplace equation with uniform meshes). The convergence on four successive meshes
is shown. The approximation error is numerically converging at second order. With
mesh 2 and mesh 4, the second test is negative and a second MG convergence is
applied. The four phases are complete with a total of 16 cycles, that is a reasonable
mean number of 4 cycles per FMG phase.

100 T T , — —
"approximation_residual" —+—
10 | "preconditioned_iterative_residual" 4
"non_preconditioned_iterative_residual" —x—

1 "approximation_error"

0.1
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Figure 4.5: Convergence of the GMRES-MG-iterative I! residual norm ||Ajuf — fu||n
&#, the approximation I! residual norm [[Rp/2—n(resp )|l (+), the preconditioned
residual norm (x), the norm ||u — up||;1 of deviation to exact (), for a Poisson
problem, starting from a uniform field u% =1 at iteration 0.

4.6 The FMG Anisotropicly adaptative algorithm

The synthesis of the above sections is the FMG anisotropicly adaptative algorithm.
We insert the adaptation loop as an intermediate loop between FMG phases and
MG cycles. Concerning the process of going to a larger number of nodes, we keep
the previous meshes and define a finer one by a simple division of each element into
four elements of same area. The global algorithm, sketched in Figure 4.8, writes:

Anisotropicly adaptative FMG:

step 0.- k =1, start with a coarse mesh, with N1 nodes,

step 1.- apply mesh-adaptation loop combining MG and adaptative remeshing with
Ny nodes,

step 2.- transfer solution to a mesh with Niy1 ~ 4Ny nodes, obtained by element
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Figure 4.6: Convergence of the GMRES-MG-iterative [ residual norm ||Ajuf —
fulln 6, the approximation I' residual norm [[T*Ry, /oy (resy o)l (+), the
preconditioned residual norm (x), the norm ||u — up||1 of deviation to exact (OJ),

for a Poisson problem, starting from a coarser-grid interpolated solution at iteration
0.

division,
step 3.- if k = kmax, stop, else go to 1.

Let us re-visit the ways these loops are stopped. The k-indezed external loop,
i.e. the FMG phase, will increase the number of mesh nodes. Theoretically, it
should stop when some norm of the approximation error |u — up| is smaller than a
number prescribed by the user. This option is yet rather far from practice and is
not studied in this work. The intermediate loop (step 1), i.e. the mesh adaptation
loop, is stopped after 4 iterations. Only the finer grid is adapted, the coarser ones
being kept. As concerns inner loop, i.e. the MG cycling loop, it is controlled by the
stopping criterion defined in Section 6. The stopping criterion is used when solving
on a new mesh. This happens in two different contexts: (1) after we have changed
from a first mesh of N nodes to a finer mesh of 4N nodes between two FMG phases,
as well as (2) after we have changed from a first mesh of N nodes to a second mesh
of same number N of nodes, but more adapted.
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Figure 4.7: Convergence of the FMG-iterative I! residual norm ||Apuf — fr,||;n &4, the
approximation I* residual norm [|T~*Ry, jo—p,(resp 2|11 || (+), the norm |[u—up|| 11
of deviation to exact ({J), for a Poisson problem, starting from the coarsest-grid (grid
1) solution and performing four FMG phases from grid 2 to grid 5.
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Figure 4.8: Mesh adaptative Full Multi-Grid
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4.7 Examples

The proposed Adaptative Anisotropic FMG is applied to three test cases and com-
pared with a pure FMG method applied with a sequence of embedded uniform
meshes. Due to our restriction to a Poisson-like model, test cases will be rather
trivial problems. However, we choose them in order to represent the three following
typical difficulties of multiphase incompressible flows:

- boundary layers,

- discontinuous phase changes,

- Dirac layer source term from capillarity.

Our three simplified representations of these difficulties, in combination with the
specification of mesh sizes (number of vertices), constitute a small benchmark for
the performance of mesh adaptative methods, which could be used for the evaluation
of various sensors.

Each of our three test cases has an analytic solution. We shall call total approx-
wmation error or simply approzimation error the error between the analytic solution
from one side and, from the other side, the discrete solution produced by the al-
gorithm: since the GMRES-MG algorithm is not converged to machine-zero, our
approximation error combines numerical scheme approximation error and iterative
error.

4.7.1 A smooth boundary layer test case

For modelling the stiffness of a boundary layer, we consider a Poisson prob-
lem with a smooth solution presenting some anisotropic local variations. Let:
rhs(z,y) = [ (exp(l/a) — 1)]_1 exp(x/a) with o = 0.03. We solve —Au = rhs
with g—Z(a:,O) g—;(m, 1) = 0 and uw(0,y) = u(l,y) = 0. Then u(x,y) =
lexp(1/a) — 1] exp(x/a) + & + [exp(1/a) — 1] . An example of approximated
solution wuy, is shown in Figure 4.9. That allows us to compute directly the norm of

—_

the approximation error defined by |ju — up||1 = [, [u — up|dedy which is depicted
as a function of the number N of nodes of the mesh. For evaluation of our Hessian-
based criterion, we draw the error of interpolation of u on the current meshes as
a function of the number N of nodes of the meshes, in Figure 4.10. We observe
a convergence of order two for the non-adaptative case and a similar convergence
in the adaptative case. Since the criterion for adaptation which we adopted pos-
tulates that the interpolation error is a good representation of the approximation
error, it is interesting to examine the convergence of the interpolation error of the
exact solution on the meshes we used, see Figure 4.11. We observe that indeed both
convergences are similar but that the interpolation error decreases to values which
are smaller by a factor larger than two orders of magnitude. This observation has
also been done for the other test cases and delivers a strong message saying that the
interpolation error and its companion the Hessian criterion, while providing rather
good adaptations, are not faithful representations of the actual approximation error.

Comparing the non-adaptative case and the adaptative one (Figure 4.10) for the
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Figure 4.9: Boundary layer test case solution and adapted mesh
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Figure 4.10: Boundary layer test case. Approximation error ||u—up||z1 as a function
of the number of mesh nodes. (+) non-adaptative FMG, (x) adaptative FMG. The
straight line shows the second-order slope.

same number of vertices, we observe that the error ||u — up||r1 is notably smaller in
the adaptative case. We also draw this error in function of the CPU time in Figure
4.12. We distinguish mesh division phase with steep slopes from the mesh adapta-
tion ones with less steep slopes. Thanks to the stopping criterion, the iterations 2
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Figure 4.11: Boundary layer test case. Corresponding behavior of the interpolation
error of exact solution ||u — IIul|,1 on the same meshes as in Figure 4.10. The
straight line shows the second-order slope.

to 4 of adaptation consume less cycles and, therefore, less CPU. For about 1000 sec-
onds of a workstation, the obtained accuracy is 6 10™3 for the non-adaptative case
and 107° for the adaptative one. The accuracy for the non-adaptative calculation
with 750 seconds is obtained by adaptation with 10 seconds.

4.7.2 A singular internal layer case

The second test case exemplifies the singularity which is met in the simulation of
multi-fluid flows with a large deviation between the densities p; and ps of each
phase. In the case where a projection algorithm is applied, a Poisson problem with
discontinuous coefficients has to be solved. An example can be found in [48]. We
consider the equation of Poisson —div(%Vu) = rhs with a discontinuous coefficient
taking two different values 1/p; and 1/p2 on two sub-domains ; and {2y separated
by an interface which is sufficiently smooth for having a normal vector. This is
mathematically referred as a transmission problem and the solution is continuous
across the interface but of discontinuous normal derivatives since:

1/p1V’LL1 ‘n = 1/p2VU2 n
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Figure 4.12: Boundary layer test case. Approximation error ||u—uy||r1 as a function
of the CPU time. (4) non-adaptative FMG, (x) adaptative FMG.

where u; and usg are the restrictions of the solution u on €2 and €25. In our example,
we define them as follows

ulo, = u; = a; + Bi(2% + y?) 1=1,2.

Further, 9 is the disk of center (0.5,0.5) and of radius 0.2 in the computational
domain ]0,1[x]0, 1] and we have:

1/p1 = 1000. ; a1 =1.23579... ; (B = —2.47158...
1/ps = 1. ; ag = 100. ;P9 = —2471.58... (4.14)

This is sketched in Figure 4.13. In the discrete model, the interface appears only
as values of 1/p evaluated on the vertices of each grid. Convergence in terms of
number of vertices is given in Figure 4.14. We observe that, without mesh adaptation
(crosses +), the convergence order is around 1. This behavior can be explained by
the singularity of the solution. In contrast, the overall convergence order of the
adaptative process is about two. This is a usual bonus obtained by anisotropic
mesh adaptation which has been noted in [59]. A short analysis of this property is
proposed in [32]. The gain in efficiency is also good, see Figure 4.15.

We made a computation with iterative convergence to machine zero in order to
measure a possible effect of the stopping criterion, see Figure 4.16. The result is
only slightly different with, for medium meshes (between 1000 and 30, 000 vertices),
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Figure 4.13: Singular internal layer: sketch of exact solution definition and a typical
computation of it.
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Figure 4.14: Singular internal layer: error as a function of number of vertices (with
stopping criterion).

a better convergence order after refinement. But the overall accuracy is not notably
changed. This gives a measure of the fiability of the stopping criterion for a singular
context.

A last comparison helps to understand the essential difference between
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Figure 4.15: Singular internal layer: error as a function of CPU time.
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Figure 4.16: Singular internal layer: comparison between the use of the stopping
criterion and the application of convergence to zero machine for solution MG itera-
tion.

anisotropic and isotropic mesh adaptation. In [32, 59|, the second-order convergence
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on singularities of anisotropic adaptation was noted. In [29], some counter-examples
demonstrate that isotropic adaptation will produce only first-order convergence in
similar conditions. We have recomputed the adaptation sequence with same param-
eters (stopping criterion, four adaptations steps, same numbers of vertices) except
that, in the Hessians of unknowns which are used in (7.12), both eigenvalues are
replaced by the maximum of their absolute values. This produces an isotropic mesh
adaptation. Figure 4.17 compares the error as function of vertices for this isotropic
calculation and the error with the anisotropic one (already shown in Figures 4.14
and 4.16). We observe that isotropic adaptation does not provide a second-order
convergence while the anisotropic adaptation does.

10

stopping(liriterion AFMG anisgtropic hessian-baséd U — Up —+—
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L1 order 1
' order 2 ——
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Figure 4.17: Singular internal layer: comparison between the use of anisotropic mesh
adaptation and isotropic mesh adaptation.

4.7.3 Circular spot test case

Capillary models exhibit, along the interfaces, Dirac layer source terms for the
pressure equation, see for example [52]. These terms imply a discontinuous pressure.
For example, the pressure is equal to 1 on a disk at center and equal to 0 in the
rest of the domain. This context is then even more singular than the previous one.
But a very frequent approach is to combine a level-set approach with a thickening of
the interface. Instead of considering a strictly discontinuous solution, we approach
it by defining a thickness € of the layer between the two uniform phases as shown
in Figure 6.7. If (z,y) is located inside the thickness of the layer, uc(z,y) is given
by: uc(z,y) = 3[1+ L + Lsin(®)] with ¢ = R — /(zc — )2+ (yo — y)% The
value of ¢ controls the thickness of the transition between uc = 1 and uc = 0
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u=0

Figure 4.18: Circular spot test case: geometry

and is chosen equal to 0.02. Let rhs = Auc. We consider the Dirichlet problem
Au = rhs in , u = 0 on 9. The right-hand side rhs is close to a Dirac
distribution concentrated along the circle limiting the disk. In practical nonlinear
situations as capillary models, that kind of feature is not a priori known. Then,
we choose in our variational formulation to integrate the discrete RHS (rhs, N;)
(N;: finite element basis function) on the given mesh without particular care of
the quasi singularity of rhs, which means that a coarse mesh may produce a very
inaccurate solution. Indeed, in our computations, we observe, in Figure 4.24, that
very large errors are produced by coarse uniform meshes. With 10,000 nodes, a 100
% L' error is still produced. Full second-order asymptotic convergence seems to be
reached only after 30,000 nodes are used. This behavior can be a strong handicap for
3D calculations where the number of nodes cannot be much increased. In contrast,
the mesh adaptative computation produces much smaller errors with coarse meshes
and always performs as well, or better. A mesh-adapted approximate solution uy, is
shown in Figure 6.12. A second remark is that most gain of adaptation is obtained at
about 1000 —2000 nodes while adaptation for finer meshes seems to bring no further
acceleration (slope remains second-order). This phenomenon is observed also for the
interpolation error of the exact solution onto the different meshes which are used.
Our interpretation is that, once the layer around the circle is captured, no further
adaptation is needed since a fine enough, but uniform, mesh is quasi-optimal in the
vicinity of the layer described by a sinus function. Then, the subsequent efforts
in adaptation are useless which explains that, after an interesting performance for
2000 nodes, the adaptation option does not amplify its CPU advantage.
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Figure 4.19: Circular spot test case solution and adapted mesh
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Figure 4.20: Circular spot test case: errors as functions of the number of mesh
nodes. Approximation error ||u —wup||z1 as a function of the number of mesh nodes.
(x) non-adaptative FMG, (4) adaptative FMG. The straight line shows the second-
order slope.
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Figure 4.21: Circular spot test case. Behavior of the interpolation error of exact
solution |lu — Ipul|z1 as a function of the number of mesh nodes, on the same
meshes. The straight line shows the second-order slope.

4.7.4 Thinner circular test case

Now, the value of € controlling the thickness of the transition between v = 1 and
u = 0 is chosen equal to 0.001. An approximate (adapted) solution uy, is shown in
Figure 4.23 (right). Now, due to the very thin definition of the Dirac-type right-
hand-side, the brut force use of an uniform mesh of 100,000 nodes does not allow
the computation of a good solution, see Figure 4.23 (left). In the same figure is
depicted the approximate mesh-adaptative solution with the same number of nodes.
The adaptative L' approximation error norm is 0.3 with 10, 000 nodes and 0.04 with
100, 000 nodes.

4.8 Concluding remarks

We have proposed a combination of the well-established FMG method with an
anigsotropic mesh adaptation method. The mesh adaptation fixed point loop is
introduced in the FMG process.

In order to master the extra computational complexity, an improved stopping
criterion for MG cycling inside FMG is proposed. We believe that it is important
for robustness and efficiency. We emphasize that this stopping criterion assumes
that the iterative MG convergence rate is more or less norm-independant, a prop-



4.8. Concluding remarks 75

log([[u — up|]) Error of approximation
100 — — : — — T — T

—TT T —]
adaptFMG —+— |
FMG ——¢—

01}

0.01 |

0.001 . Lol N Lol N N . ,log(CPUtime)
1 10 100 1000 10000 100000 1e+060m

Figure 4.22: Circular spot test case: errors as a function of the CPU time. Approx-
imation error ||u —up||z1 as a function of the CPU time. (x) non-adaptative FMG,
(+) adaptative FMG. The straight line shows the second-order slope.

-5.7840E+00 1 S270E+00 2 5003E-01 &7130E-01

| e ——— | | e S —— |
-7.7125E+00 -3.8555E+00 1.5345E-03 -1.5601E-02 5.7567E-01 1.1669E+00

Figure 4.23: Thin-circular spot test case uniform-mesh solution and mesh-adaptative
solution.

erty surely not enjoyed by many other (non-MG) solution algorithms for which our
stopping criterion is definitively not recommanded.

Let us comment the choice of the main parameters in the global algorithm.

We have defined a robust MG scheme with a 10-sweeps Jacobi smoother, a saw-
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Figure 4.24: Thin circular spot test case: errors as functions of the number of
mesh nodes. Approximation error ||u — up||z1 as a function of the number of mesh
nodes. (x) non-adaptative FMG, (+) adaptative FMG. The straight line shows the
second-order slope.

tooth V-cycle and a GMRES encapsulating the cycles. These options are chosen for
computing robustly the case of discontinuous coefficients with ratios as high as 1000.
Probably a better smoother can be introduced in order to improve the efficiency.
Also, in the case of very stretched meshes (aspect ratio of thousands), anisotropicly
generated coarse grids should be useful.

When building FMG, the mesh size ratio between two phases can indeed be
more easily controlled when we use metrics. As far as strict arithmetic complexity
is concerned, we remark the mesh size ratio is not a too sensitive parameter. Then, in
the present 2D study, the classical choice of dividing mesh size by 2 (N, /Nk, 11 = 4
times more nodes) is adopted. This option can be reconsidered in 3D applications
where series of embedded meshes, each one with 8 times mode nodes than the
previous one, involve much more vertices and are more difficult to manage.

Let us consider the stopping-criterion parameter. The theory makes it depend
only of two factors: (1) the mesh ratio Ny, /Ng,+1 = 4 between FMG phases and
(2) the convergence order which is fixed to scheme’s L?-convergence order, 1.e. 2.
Convergence is order two for smooth solutions. For non-smooth problems, we con-
jecture that anisotropic mesh adaptation also carries second-order convergence (cf.
test case 2). The FMG stopping criterion is chosen equal to 10., a conservative
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Figure 4.25: Thin circular spot test case: errors as a function of the CPU time.
Approximation error ||u—up||r1 as a function of the CPU time. (x) non-adaptative
FMG, (+) adaptative FMG. The straight line shows the second-order slope.

figure close to the 8. proposed by the theory.

The number of adaptation iterations is fixed to a minimal number of 4 once for
all, in order to reduce the computational cost of adaptation while keeping most part
of the error reduction.

The overall anisotropic adaptative FMG is of rather high program-
ming/algorithmic complexity, due to the higher number of tests and embedded loops.
The central question is therefore: does it enjoy a robust computational efficiency?
In other words, is it computationally efficient for difficult problems?

The few numerical experiments tend to promote a positive answer. The four
test cases are run with a unique set of parameters, i.e. without parameter tuning.
In contrast to the non-adaptative case, with the use of anisotropic adaptation, we
observe the early capturing of many different scales. A significative comparison be-
tween AFMG and FMG relies on the total approximation error as a function of CPU
time. In most test cases, for a same CPU time, the mesh adaptative computation
produces a lower or much lower approximation error. For a same CPU time, the
number of nodes is much lower. A second measure concerns the asymptotic behavior
in terms of number of unknowns and CPU. When it works, our FMG indeed shows
O(N) complexity, namely the considered norm of the total approximation error is
proportional to the logarithm of the number of nodes V. This also approximatively
holds for the AFMG version. For FMG, with some variations, the norm of total
approximation error is also proportional to the logarithm of CPU time. Because
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of our choice of limiting adaptation iteration to 4, we expect that this also holds
for AFMG and we observe it, again approximatively. The discontinuous coefficient
case desserves a particular mention since even for the L' norm of solution, the con-
vergence on uniform meshes is first-order. The improvement in that case is of two
orders of magnitude.

We have not proposed a smart stopping criterion for the adaptation loop. We
plan to discuss this issue in a forthcoming paper in combination with a different
mesh adaptation criterion.

Indeed, the present study relies on the Hessian-based mesh adaptative criterion.
This simple and robust option has some limits which we have measured by com-
paring the convergence of the interpolation error and the convergence of the actual
approximation error. The Hessian-based criterion is designed exactly for the in-
terpolation error and, by the way, the interpolation error converges fastly to small
values. This shows that the different approximations of u by w;, and of the Hessian
of up do not introduce a too important penalty. The -expected- bad news is that
the approximation error does not decrease as fastly and as low. We interpret this as
an effect of the lack of consistency between the interpolation error and the approxi-
mation error. Introducing adjoint-based adaptation criteria may improve this issue.
We plan to discuss this in a forthcoming paper using the benchmark proposed in
the present work.

Of course, we are not sure that the extension to 3D will enjoy the same qualities.
We expect that the gain provided by anisotropic mesh adaptation will be importantly
larger as observed in several works, e.g. [4, 48]. Conversely extension of FMG to
3D carries a number of difficulties:

- FMG is less easy in 3D since a mesh ratio of 2 in terms of mesh size turns into a
mesh ratio of 8 in terms of number of unknowns.

- The fabulous gain by MG happens for fine meshes. The 3D equivalent of a 10,000
nodes 2D mesh is a 1,000,000 nodes 3D mesh. Fortunately, our computations are
already encouraging for 10,000 nodes 2D meshes.

- Last but not least, useful computations with million nodes need to be done with
parallel computing for which MG need some complex changes of strategy for coarse
levels.

In our opinion, this parallel 3D extension desserves to be tried but for more practical
physics. Extension to models of Continuum Mechanics can be envisaged as far
as the application of MG satisfactorily works. In a forthcoming paper, 3D CFD
applications are considered.
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CHAPTER 5

FMGA orienté-objectif

5.1 Introduction

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, une méthode d’adaptation basée sur une
minimisation de la norme de ’erreur d’interpolation: on cherche la métrique M qui
minimise ||u — IIr¢|| pour une norme donnée. Le principal défaut de cette méthode
est qu’elle repose sur ’hypothése qu’en interpolant le mieux possible I'inconnue dis-
créte, on obtiendra une erreur d’approximation u —uaq la plus petite possible. Nous
avons signalé au chapitre deux que cela est en toute rigueur faux. En pratique c’est
une méthode heuristique pas si mauvaise que cela, notamment pour des modéles
elliptiques (moins pour des modéles advectifs). La méthode dite orientée-objectif
(goal-oriented) consiste & minimiser une véritable erreur d’approximation, a condi-
tion qu’il s’agisse d’une erreur sur une fonctionnelle -scalaire donc- dépendant du
champ inconnu.

On consiere pour simplifier une fonctionnelle jjou = (g,u). Le but de 'adaptation
sera de minimiser 6jgoq(M) = (g,u — upq) par rapport au maillage. Faute de
garantir la meilleure approximation de u, ni méme la convergence vers u, cette ap-
proche nous assure d’obtenir la meilleure approximation de jsoq et la convergence

de Jgoar(un) vers jgoar(w).

5.2 Théorie
Partons de notre expression de 0jgoqi-

6Jgoat(M) = (g, u — up)| = [(g, mu — upg + u — Hpqu)|. (5.1)
Définissons 1’état adjoint discret “Z,M:

Vo € Vm,  a(bm,ugag) = (Y, 9)- (5.2)
Puis:
(9, Mmu — upg +u — Tpu) = a(llpu — upsg, ug pq) + (9, u — Tpu)

et, en utilisant (6.3),
(9, vy — upg +u— ) = a(llpw —u, ug aq) 4 (ug aps [ =T f) + (g, u = Hpu).
donc

0Jgoar(M) =X |a(llmu =, ug ag)| + [(ug ags [ =T f) + [(g; u = Tipmu)]-
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Rappelons que u est inconnue. Le troisiéme terme (g, u — IIpqu), similaire au
terme principal de 'adaptation basée hessien dans le chapitre 4, peut étre approché
explicitement de la méme facon, i.e. en introduisant U'erreur d’interpolation con-
tinue:

dgoar(M) =X la(llmu — u, ug p)] + [(ug ags [ =TI f) + [(g; Tmuat = upd)-

On procede de la méme fagon pour pour le deuxiéme terme (f — I f, U;M) en
introduisant I'erreur d’interpolation continue sur f comme on I'avait fait pour wu:

67goal(M) =2 a(Tpu — u,ug p)| + [(ug ps M f = I+ 1(9; Tmun — upm)|-

Le premier terme est le plus difficile & traiter. La formule de Green nous donne:
a(llpmu — u,uy o) =

> (‘/K(u—HMu)dw(uvu;M)dXJr/

pl(u — HMU)Vu;’M.WdO'>
K,element oK

Pour continuer notre analyse, nous utilisons le lemme suivant démontré dans [13].

Lemma 5.2.1

On considére une métriqgue Mg d’étirement borné par un nombre positif, et une suite
de métriques de plus en plus fines proportionnelles & My, ainsi que leurs maillages
unité. Pour un couple de fonctions lisses (u, @) ot u n'est pas nécessairement une
solution de (7.1) et, pour une fonction positive pu pas nécessairement continue, on
a:

Z /(?KM(UHMU)Vgp.ﬁdJ < const /Q,u p(H(p)) |u— I pmuldx (5.3)

K,element

ot A =2 B désigne une magjoration asymptotiquement valide, i.e. A < B + o(A).
L’expression p(H(p)) désigne la plus grande valeur propre (en waleur absolue) du
hessien H(yp) de . O

La démonstration dans [13| fait dépendre la constante de 'étirement maximal
des maillages considérés. En revanche, les calculs dans ce méme papier sont réalisés
avec const. = 3. Nous choisirons cette valeur, et considérerons donc que:

Z / p(u — Maqu) Vg o 70 do SS/,up(H(u;M)) lu — T pqu|dx.
oK Q

K,element

Ainsi, on obtient:

8goal(M) <3 /Q,u p(H(p)) |u— I pu|ldx + Z — /K(u — Ipmu)div(pVug pq)dx

K,element

+(ug ps S = )+ 1(gs Taun — ua)|-
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On fait maintenant ’hypothése que p est constante par élément ce qui nous
donne:

0jgoar(M) =3 /Qu p(H () v — Mpquldx + [(ug v, Tarf = )l + (g, Tauar — urd)l

et donc

5jgoal(M) =
/Q( 3 1 p(H(uy p0) + 19l] Impqumt —um| + [ug sl [opaf = 1) dx. (5.4)

Sachant cela, on essaie de minimiser le second membre de cette inégalité au
lieu de minimiser §jgoq(M). Cela implique une difficulté car 1’état adjoint Uy g
dépend de M. On doit donc simplifier notre fonctionnelle §j40q; en gelant, pendant
une partie de l'algorithme, ’état adjoint. Cela est justifié par le fait que, quand
on change le parameétre M, uy ,, est proche de sa limite continue (non nulle) et
n’est que peu affecté par le changement de maillage, contrairement aux erreurs
d’interpolation |mapuaps — ung| et |maqf — f|. De plus, au fur et & mesure que le
point fixe du maillage converge, cet état adjoint change de moins en moins. On
considére alors, pour une métrique donnée My, le probléme optimal suivant:

min | ( [BuntH(5.00,)) +lal] Iraesa = s + g, [maaf = 1) a2
Cela produit une métrique optimale:
Mopt, Mo = arg min [t (MY ([Bp(H (u pa)) + 1g1] [ Hul + [ a1 H g [) M)
On observe que:

Hyoa,0 = [Bup(H (ug ary)) + |91l [Hul + g s | [Hyl

est une matrice symétrique définie positive. Cela nous permet d’appliquer la méme
formule que dans le cas basé hessien en remplagant simplement H, par Hgoq,0:

Mopt. o = Ka( [Bup(H (ug agy)) + 1911 [Hul + |ug agol [Hyl)

ou K1 est définie par
-1
K1(H) = Dy1 (det |H|) T |H| and Dpi = N (/ (detyHDi) . (5.5)
Q

Cette solution peut alors étre introduite dans une boucle point-fixe:

Etape 1: calculer une solution discréte ua sur le maillage Hag,

Etape 2: calculer 1’état adjoint discret Wiy,

Etape 3: calculer la métrique optimale M;’O)ZZ(UM),

Etape 4: prendre M = M;Z;Zl(u M), générer un nouveau maillage
Ham = H ot (ur) et retourner a ’étape 1, jusqu’a convergence.

goal

L’adaptation de ce procédé au modeéle d’Euler est étudiée dans [57] pour le cas
stationnaire et dans [15] pour le cas instationnaire.
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5.3 Cas tests

On teste cette méthode sur les mémes cas tests que ceux effectués dans le chapitre
précédent et on compare les résultats du cas goal-oriented avec ceux des cas uniforme
et basé hessien.

5.3.1 Cas test circulaire discontinu

On reprend le cas test du cercle avec une discontinuité de densité du chapitre 4
illustré par la figure 4.13 et défini par la relation

1/p1Vus -n=1/p3Vuz - n

avec
up = a; + Bi(z* + y?) i=1,2.
et
1/py = 1000. ; a1 =1.23579... ; B = —2.47158...
1/py = 1. © g = 100. © By = —2471.58... (5.6)

ur = 1.236 — 2.471((0.5 — )2 + (0.5 — )?)
uy = 100 — 2471((0.5 — )% + (0.5 — )?)

p1 = 0.001 .

Uq

Figure 5.1: Discontinuité circulaire: définition de la solution exacte.

La figure 5.2 nous montre que la convergence goal-oriented est tout-a-fait com-
parable & la convergence basée hessien. Les résultats semblent de la méme qualité
sur les deux premiéres phases, puis les résultats goal-oriented sont un peu meilleurs
sur les troisiéme et quatriéme phases avant de se détériorer sur la cinquiéme pour
finalement redevenir bien meilleurs que ceux du basé hessien dans la sixiéme.

La figure 5.3, en revanche, montre que la méthode goal-oriented est bien plus cot-
teuse en temps que la méthode basée hessiens, et cela pour un résultat pas franche-
ment meilleur.
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L FMGU — Up —+— |
AFMG hessian-based U — Uy,

F AFMG goal-oriented U — Up —x— |

1L order 2 —— |

r order 1 1

0.1 |- .

0.01 |- —_

0.001 - .

0.0001 L ool L ool L ool L + 1l npPoints

100 1000 10000 100000 le+06

Figure 5.2: Convergences en nombre de points du cas test de la discontinuité circu-
laire.

| FMGU — Up —+— |
AFMG hessian-based U — Uy,

AFMG goal-oriented U — Up —x— |

1 -

0.1 - .

0.01 __

0.001 - -_
0.0001 ol ol ol vl CPUens

1 10 100 1000 10000

Figure 5.3: Convergences en temps CPU du cas test de la discontinuité circulaire.

5.3.2 Cas test circulaire continu avec interface fine

A nouveau, on considére un cas test déja étudié précédemment avec le cercle défini
par la figure avec, dans l'interface,
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u=0

£=0.02

Figure 5.4: Tache circulaire avec interface fine: géométrie.

u(e,y) = 50+ L+ Zsin(™)] 0w v = R~ /lzo — 27 + (o — 0

100 ¢ ———— — T — T
F FMG U — Up —+—
L AFMG hessian-based U — Up, —— |
10 AFMG goal-oriented U — Uy, .
order 2 —— |
1 .
0.1 - .
0.01 | ~% .
0.001 .
0.0001 E
1e-05 L Lol L MR | L Lol 111l nbPoints
100 1000 10000 100000 le+06

Figure 5.5: Convergences en nombre de points du cas test de la tache circulaire &
interface fine.
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100 [ T — T — T — — T T
F FMG U — Up —+— A

L AFMG hessian-based U — Uy, |
10 b /\\ AFMG goal-oriented U — Up 4
F order 2 — |

0.001 |

0.0001

1e-05 L L M| L L | L L | L L | L L 1 CPUens
1 10 100 1000 10000 100000

Figure 5.6: Convergences en temps CPU du cas test de la tiche circulaire & interface
fine.

Contrairement au cas discontinu, on observe, sur la figure 5.5, une importante

différence entre le basé hessien et le goal-oriented. A la fin de la derniére phase,
I’erreur dans le cas basé hessien vaut 0.00929769 alors qu’elle n’est que de 0.00022429
dans le cas goal-oriented ce qui veut dire que la valeur de 'erreur a été divisée par
plus de 40.
La figure 5.6 nous montre le temps de calcul pour les différentes méthodes. On
observe ici que le goal-oriented donne les meilleurs résultats en donnant rapidement
une erreur plus petite que les méthodes uniforme et basée hessien pour un méme
temps de calcul.

5.3.3 Couche limite

On consideére a présent le cas test de la couche limite avec

u(z,y) = [eap(l/a) — 1] exp(z/a) + x + [exp(1/a) — 1] 7. ot a = 0.03.

La figure 5.7 nous montre une convergence meilleure pour le goal-oriented que
pour le basé hessien et, bien siir, I’'uniforme. Malheureusement, on observe, au fur
et & mesure qu’on avance dans les phases, une perte de la convergence & 'ordre 2.
Cette détérioration de la convergence est due au fait que, dans notre second membre
a majorer

5jgoal (M) =

[ (18 1 B0+ 0] b = wsdl + el lasas = 71) @, (5.7)

le terme |u; ! [T f — f| ne capture pas correctement les variations de f aux points
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FMGU — Up —— |
AFMG hessian-based U — Uy,

I AFMG goal-oriented U — Up, —*—

01 order 2 ——

0.01 - .

0.001 .

0.0001 .

le-05 -
1le-06 L ool L ool L ool L w0l nbPoints

100 1000 10000 100000 le+06

Figure 5.7: Convergence en nombre de points du test de la couche limite.

trop proches du bord parce que, en ces points, u; v tend vers 0. Nous reviendrons
I
sur ce probléme dans le prochain chapitre et une solution sera proposée.

Conclusion du chapitre

Nous avons mis en place une seconde méthode d’adaptation, basée sur une méthode
goal-oriented. Cette approche prend a priori mieux en compte 'EDP & travers le
calcul d'un état adjoint. En revanche le principe d’optimisation utilise n’assure pas
une convergence globale du champ solution mais seulement celle d’une fonctionnelle
scalaire dépendant de cette solution. Les résultats présentent certaines améliorations
intéressantes par rapport au simple basé hessien dans certains cas. Malheureuse-
ment, dans d’autres cas, on a pu observer des détériorations. C’est pour cela que
I’on va maintenant s’intéresser & une troisiéme méthode d’adaptation: la méthode
orientée norme.



CHAPTER 6

FMGA orienté-norme

6.1 Avant propos

Ce chapitre contient un manuscrit “Anisotropic Norm-Oriented Mesh Adaptation
for a Poisson problem “ soumis & un journal pour publication.

6.2 Abstract

We present a novel formulation for the mesh adaptation of the approximation of
a Partial Differential Equation (PDE). The discussion is restricted to a Poisson
problem. The proposed norm-oriented formulation extends the goal-oriented for-
mulation since it is equation-based and uses an adjoint. At the same time, the
norm-oriented formulation somewhat supersedes the goal-oriented one since it is
basically a solution-convergent method. Indeed, goal-oriented methods rely on the
reduction of the error in evaluating a chosen scalar output with the consequence
that, as mesh size is increased (more degrees of freedom), only this output is proven
to tend to its continuous analog while the solution field itself may not converge.
A remarkable quality of goal-oriented metric-based adaptation is the mathematical
formulation of the mesh adaptation problem under the form of the optimization, in
the well-identified set of metrics, of a well-defined functional. In the new proposed
formulation, we amplify this advantage. We search, in the same well-identified set of
metrics, the minimum of a norm of the approximation error. The norm is prescribed
by the user and the method allows addressing the case of multi-objective adaptation
like, for example in aerodynamics, adaptating the mesh for drag, lift and moment
in one shot. In this work, we consider the basic linear finite-element approxima-
tion and restrict our study to L? norm in order to enjoy second-order convergence.
Numerical examples for the Poisson problem are computed.

Keywords: goal-oriented mesh adaptation, anisotropic mesh adaptation,
adjoint, metric, Poisson problem, finite elements

6.3 Introduction

This paper addresses anisotropic mesh adaptation. We focus on methods which
build a somewhat optimal mesh defined by a parametrization using a Riemannian
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metric. A typical family of optimal metric-based methods for CFD is the fam-
ily of Interpolation-based /Hessian-based methods. An attractive property of these
methods is that they are founded on a mathematical optimization principle.

Iso-distribution /equi-repartition Hessian-based methods tend to minimize a Sup
or L*™ norm of the (main term of) interpolation error with respect to a metric
considered in a subset of metrics with a prescribed number of vertices. We refer
to the two pioneering works [25, 35]. Multiscale methods tend to minimize the LP
norm (p < oo) of the interpolation error of one or several sensors depending on
the CFD solution. Cf. [2, 77, 78, 51, 27, 3]. Sensors are fields chosen by the user
according to their ability to take into account mesh-resolution difficulties of the flow
to compute.

The Hessian-based methods are particularly well adapted to the finite-element
approximation of second-order elliptic PDEs. It is true, by the projection theo-
rem, that a norm of the approximation error is bounded by the analog norm of the
interpolation error but this concerns the H' norm while Hessian-based method con-
centrate on L™ or LP norms. More generally, while taking into account the features
of the PDE solution, these methods do not take into account the features of the
PDE itself. This is penalizing in the case of systems, for which several sensors need
to be chosen and weighted by the user. However, if sensors are wisely chosen, a
good convergence of the whole approximate solution field to the exact solution field
is usually observed.

Taking into account the influence of the PDE on the error through an equation-
based estimate has also been an important research topic. The formulation of goal-
oriented methods is an important step for a more justified error evaluation. It has
been introduced in [12]. It relies on an a posteriori estimate. A good synthesis
concerning a posteriori estimates is [81], see also [36]. An interest of a posteriori
estimate is that it is expressed in terms of the approximate solution, assumed to be
available in a mesh adaptation loop. A second interest is that it does not require
the use of higher-order (approximate) derivatives, in contrast to truncation analyses.
These estimates show accurately where the mesh should be refined. A method for
deducing a better anisotropic mesh from an a posteriori estimate is proposed in [38].
These methods cannot focus on an arbitrary user-specified error norm but relies
on a particular one, specified by the variational formulation of the PDE. A more
popular option is to chose, as accuracy target, a particular scalar output depending
on the PDE solution. Any scalar output can be considered, except that difficulties
can arise for the so-called non-admissible ones, according to [7]. An a posteriori
estimate also allows for building correctors for goal-oriented analyses [44, 72]. In
[79], the goal-oriented approach is cleverly combined with the correction strategy of
[72] and with the Hessian-based metric approach, still minimizing the interpolation
error of a user-prescribed sensor.

A priori estimates generally rely on Taylor series, either through divided differ-
ences or through polynomial approximation of functions. Then, approximations of
higher-order derivatives of solution need to be built from the approximate solution.
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This is a delicate job since there are not so many proofs ensuring that a good ap-
proximation of a higher-order derivative of the exact solution can be recovered from
the low-order approximate solution. However, since the development of the first
recovery methods (see for example [84]), many numerical experiments tend to show
that the method is useful and rather reliable.

A remarkable feature of the goal-oriented metric-based adaptation of |56, 14|
is the complete and coherent mathematical formulation of the mesh adaptation
problem. Indeed, it takes the form of the optimization of a well-defined functional,
namely the error for a prescribed scalar output, to be minimized with respect to a
parameter, the metric, belonging to a well-identified and compact set. This strategy
is applied to the discrete case in [83]. In [56, 14], in order to analytically solve the
optimum, an a priori analysis is developed. It restricts to the main asymptotic term
of the local error in order to exhibit more easily the dependance with respect to
metric.

Goal-oriented methods have strongly impacted the applications but, due to its
formulation, a goal-oriented method has two inherent limitations. First, it does
not naturally extend to several scalar outputs. This “multi-target” issue is well-
known and a proposition for addressing it is made in [50]. Second, because they
are specialized to a given scalar output, the features of the solution field which are
not influencing this output might be neglected by the automatic mesh improvement.
When a goal-oriented method is used for producing a mesh-converging sequence, the
convergence to continuous analog holds for the prescribed scalar output but generally
does not hold for the whole flow field itself. To clarify this point, let us consider the
mesh adaptative computation of a sonic boom footprint at ground. The functional
depends only on pressure at ground. Now, many details of the flow on upper part
of the aircraft do not influence the pressure at ground. This vanishing influence is
taken into account by the adjoint state which also vanishes on these upper regions.
Then, in these regions, the adapted mesh is not refined and the approximation of
the flow field does not converge. See an illustration in [57]. Another limitation of
a goal-oriented method is the scalar character of the error to reduce. It leads to
use integrals of solution fields as in (u — up,g), u being the exact solution, uy, its
approximation and g a field prescribed by user. Now these integrals are generally
not sufficiently sensitive to oscillating deviations between w and uy,.

In the new norm-oriented formulation proposed in this paper, the user can pre-
scribe a norm or a semi-norm |u — uy| of the error in order to minimize it with
respect to the mesh. As a typical example of semi-norm, this can be the sum of
square deviations on particular outputs. Let us take an example in aerodynamics.
The semi-norm |u—up,| = |C)(u) — Cy(up)|? + |Ca(u) — Cq(up)|? + |Cm (w) — Crn (up,)|?
will account for minimizing the errors on lift, drag and moment measured from flow
solution uy with respect to mesh. The proposed method will ultimately address
this kind of semi-norm, assuming that, as for the goal-oriented method, the possible
issue of a non-admisssible norm according to |7] is solved. As for the goal-oriented
method, the norm-oriented method takes into account the PDE features and, in the
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case where a morm is prescribed, it produces an approximate solution field which
does converge to the exact one in this norm. In this paper, the method is demon-
strated with the usual linear finite-element method in 2D. This approximation is
first-order accurate for H!' norm but second-order accurate for L? norm which we
shall consider here. The method relies on the use of a corrector field and on an a
priori error estimate from which is extracted the asymptotically largest terms of the
local error. After we have the best mesh for the prescribed norm, are we in the best
of all possible worlds? Not really. We need that this norm be less than a prescribed
level. The central difficulty, in our opinion, is the accurate evaluation of this error
norm. Most estimates are conditioned by mesh convergence. Therefore, we compare
our estimates with mesh convergence analysis and try to propose a least uncertain
error evaluation. In our test cases, this evaluation is compared with the information
produced by the analytic exact solution.

After a formulation of the problem, the derivation of two correctors is proposed
in Sec.2. Next three sections are devoted to the three identified mesh adaptation for-
mulations: Hessian-based, minimizing an interpolation error in Sec.3, goal-oriented
formulation in Sec.4 and our proposal for a norm-oriented in Sec.5. Sec.6 is de-
voted to a numerical comparison between the two field-convergent formulations, viz.
Hessian-based and norm-oriented and the paper is completed by a discussion of
methods and numerical examples.

6.4 Two correctors for the Poisson problem

On the way for minimizing the error norm, let us say |u — uy|, we have to replace
u — up, by a so-called corrector which would be rather easy to evaluate.

6.4.1 Notations

Let V = H}(Q), Q being a sufficiently smooth computational domain of R?. The
continuous PDE system is written in short:

ueV | Au=f or weV | VoeV, alu,¢)=(f,0) (6.1)

where
A= —div(;V) ;oalu,p) = /;Vu -V dzdy
and where 1 is a positive, possibly discontinuous, scalar field on . Further, we
assume that the bilinear form a is coercive in space V, i.e. there exists a positive «
such that:
a(v,v) > alvl}.

This model exemplifies the pressure equation in some multi-phase incompressible
flow formulation, see e.g. [48]. Let Q) = Q for simplicity, 7, a triangulation of €,
and V}, be the usual P;-continuous finite-element approximation space related to 7:

Vi = ¢n € COUQ) NV, ¢p|7 is affine VT € 7.
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The finite-element discretisation of (7.1) is written in variational and operational
form:

up € Vi, and V ¢y € Vi, alun, én) = (fn, &) (6.2)
in such a way that uy, is a linear function of f; which we denote:
up = Aglfh.
We denote by Il the usual interpolation operator:
Yo ell(Q) NV, eV, and, V x; vertex of Qp, Iho(x;) = v(x;).

Scalar correctors, i.e. correctors for scalar outputs j(up) depending on the solution,
e.g. j(up) = (g,up) with g prescribed, have been defined by Giles and Pierce, [44].
Our interest concerns the correction of the unknown field itself. Two options are
now proposed.

6.4.2 A priori corrector for the PDE solution

A first rather simple a priori corrector can be derived from an analysis of the error
RHS. We observe that:

a(u —up, ¢n) = (f = fn.dn)  Vén € V.
Assuming that the solution u is continuous, we get:
a(Ilpyu — up, én) = a(llpu —u, ¢p) + (f — fosén)  Von € Vi (6.3)

We call IT,u — uyp, the implicit error. By implicit, we mean that it can be obtained
through solving a discrete system. It differs from the approximation error by an
interpolation error:

w—up = Hpu—up + uw—Iju. (6.4)

In order to find an approximate of the implicit error, we need to evaluate the RHS
of (6.3) for any test function ¢. The second term of RHS of (6.3) is easy to evaluate
(we know f and f3,). The first term of RHS of (6.3) can be transformed as follows
(assuming that % is constant on each element):

1
Mu—wuén) = > [ =VénV(Ihu—u) ded
a(Ilpu — u, ¢p) 4 /TP opV(Ipu — u) dedy

= (ITpu — U)EV(ﬁh -1 do.
aor p
T

Then, we get:

T, 0T

a(Mpu — up, ¢p) = > ;V(%m — ¢nl1y) - nij/ (Ipu —w) do+ (f = fn, 91 X6.5)
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where the sum is taken for all edges 07T;; separating triangles T; and T} of the
triangulation. The unit vector n;; normal to 97;; is pointing outward 7;.

Now, we do not know u but uy. In order to evaluate the interpolation error, we
first approximate the Hessian of u by an approximation Hp(uy) in Vj, of the Hessian
of up. This is done with a Zienkiewicz-Zhu-type ([84]) recovery method defined in
the seventh chapter of [62]. Then, the evaluation of IIpu — w is built on the edge e;;
as a quadratic function vanishing at both extremities of e;; and of second-derivative
in direction e;; defined from Hp(up). We replace Iyu — u by Tpup — up where
Thup — up is defined on edge 5 as follows:

Vxe ey, (uun— ) (0) = 5 (i) () + i) 7)) (¢ — x0)(x — ;)

which allows a mid-edge integration on each triangle of €. We shall see, in the
sequel, that it is useful to apply a similar estimate for the f — fp term, f — fr =~
—(mhfn — fn) . We define our a priori implicit corrector by:

a’(a;rim ¢h) =

> (;Vqﬁhm — Vénlr,) - 0y / (Thun —up) do — (¢n, Thfn — fn)-(6.6)

T, T3

Then, we define our a priori corrector by:

u;)rio = ,L_L;m'o - (ﬁ-huh - Uh) (67)

built in such a way that:
/

uprio ~Uu— Uh

This corrector is easy to compute but of a priori low accuracy.

6.4.3 Finer-grid defect correction corrector for the PDE solution

A second option for a corrector relies on using a fictitious finer grid. Let us assume
that the approximation is in its asymptotic mesh convergence phase for the mesh
Qp under study, of size h. Then, this will be also true for a strictly two-times
finer embedding mesh 2, 5 and, for our second-order accurate scheme applied to a
sufficiently smooth problem, we would have:

_ _ 1
un = A o une = Ay fre = u— g 7 (u—un) (6.8)

where up and wuy, /5 are respectively the solutions on € and €, /5. We have also:
1
Hpu — Hpuy o ~ Z(Hhu —up).

This motivates the definition of a finer-grid Defect-Correction (DC) corrector as
follows:

4
Aptipe = th/QHh(Ah/QPhHhﬂuh — fny2) (6.9)



6.5. Interpolation error optimization 95

where the residual transter Ry, /5, accumulates on coarse grid vertices the values
at fine vertices in neighboring coarse elements multiplied with barycentric weights
and Pj,_j/7 linearly interpolates coarse values on fine mesh. In the case of local
singularities, statement (6.8) is not true for uniform meshes but we have some hints
that it holds almost everywhere for a sequence of adapted meshes, according to [59].
The DC corrector ﬂ’DC approximates IIpu—wuy, instead of u—wuy, and can be corrected
as the previous one:

upe = Upe — (Thtn — un). (6.10)

6.5 Interpolation error optimization

Main notions and notations are stated by recalling the basics of the Hessian-based
approach.

6.5.1 Mesh parametrization

We propose to work in the continuous mesh framework, introduced in [54, 55]. The
main idea of this framework is to model discrete meshes by continuous Rieman-
nian metric fields. It allows us to define the adaptation problem as a differentiable
optimization problem i.e., to apply, on the class continuous metrics, a calculus of
variations which cannot be applied on the class of discrete meshes. This framework
lies in the class of metric-based methods. A continuous mesh M of the computa-
tional domain €2 is identified to a Riemannian metric field [16] M = (M (x))xen
where M(x) is a symmetric 3 x 3 matrix. We define the total number of vertices of

M as:
C(M):/Q\/det(/\/l(x))dx.

Given a continuous mesh M, we shall say that a discrete mesh H of the same domain
Q is a unit mesh with respect to M if each triangle K € 'H, defined by its list of
edges (aibl')izlmg, verifies:

1
1
Vi € [1, 3], / \/taibl- /\/l(al + taibi) a;b; dt € |:, \/§:| .
0 V2
The rest of the paper will try to find the best metric M from an error analysis which
is asymptotic with respect to mesh size.

6.5.2 Interpolation-based optimal metric

Let u be any sufficiently smooth function defined on €. Let M be a mesh/metric
of . In the rest of the paper, M replaces h as the discretization index. We
consider only meshes M involving enough nodes for justifying the replacement of the
complete error by its main asymptotic part. The P! interpolation error [TTpqu — u
can be approximated in terms of second derivatives of u and of the metric M by
the continuous interpolation error:

TIpu — u| = ju — 7aqul
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with:

1
lu — Tpmul(x) = Etrace(/\/l_%(x) |Hy(x)] M_%(X)) (6.11)
where |H,| is deduced from H, by taking the absolute values of its eigenvalues.
Starting from:

lu — mamullLe(o,) = (/Q (trace(/\/l_é(X)|Hu(x)|/\/l_§(x))>pdx>IIJ , (6.12)

we define as optimal metric the one which minimizes the right hand side under
the constraint of a total number of vertices equal to a parameter N. After solving
analytically this optimization problem (see e.g. [25, 2, 77|), we get the unique
optimal (Mryp(x))xecq as:

My = Kp(H,) with

-1
K,(H,) = Dy (det |H,|)%7 |H,| and Dp» = N (/ (det\Hu\)zp'iz> , (6.13)
Q

where Drp is a global normalization term set to obtain a continuous mesh with

complexity N and (det |Hu|)#w&2 is a local normalization term accounting for the
sensitivity of the LP norm. In the case of an adaptation loop for solving a Partial
Differential Equation, a continuous function u is not available but an approximate
solution upq is. In that case, the continuous interpolation error (6.11) is replaced
by:

luad — Tagtipd] (x) = Tlotracew—%(x)|HUM(X)\M—%(X)) (6.14)

where H,,, is an approximate Hessian evaluated with the recovery method.

According to the continuous mesh framework, statement (7.12) defines directly
a continuous optimal metric. In practice, solving (7.12) is done by approximation,
i.e. in a discrete context with a couple (mesh, solution) denoted (Haq, uprq) and
iteratively through the following fixed point:
Step 1: compute the discrete state uag on mesh Hayq,
Step 2: compute sensor sy = s(urq) and optimal metric Mfﬁﬂ = Kp(Hpm(sm)),
Step 3. put M = M;‘)ﬂew generate a new mesh Hy = HM?S;T and go to 1, until
convergence.

In the above algorithm, the continuous Hessian of s is replaced by an approximate
Hessian Hq(snm), evaluated by the patch-recovery approximation defined in [62].
In our Hessian-based numerical examples, the L? case, p = 2, has been considered.

The above notation K, will also be used in the next sections for p = 1.
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6.6 Implicit a priori error estimate

In contrast to a corrector as defined in Section 6.4, an asymptotic upper bound
of the approximation error should allow an easier error reduction by minimisation
of its norm with respect to the metric. In our PDE discretisation notations, we
henceforward replace in the discretization index h by the index M which holds for
any unit mesh of the metric M. The implicit a priori estimate (7.5) then writes:

Voe Vm, allpu—um,d) =
1
> Vel ~ Volr) my [ (uu—w do — (@I - f) (619
or, P 0T
ij
where T;; are the triangles of a unit mesh for M and the proposed corrector is
expressed with the discrete solution:
A(Upyiny ®) = K(M,d,um) Vo€ Vg  with
1
KM, ¢,upm) = > =(Volr — Volr,) - ny / (T — un) do
or, P T35
ij
- (¢7 Ter - f)a
u;n"io = a;)m'o - (ﬂ-MuM - UM) (616)
We now restart from (7.5). The following result is proven in [13]:
Lemma 6.6.1
We assume that the metric anisotropy is bounded by a positive number. For any

smooth couple of functions (u, @), where u is not necessarily a solution of (7.1), we

have the following bound:
1 1
| ;V(u—HMu)VHMgpdxl = K p p(H(p)) |u— I puldx (6.17)
Q Q

where A < B holds for a majoration asymptotically valid, i.e. A < B + o(A).
Ezpression p(H (¢)) holds for the largest (in absolute value) eigenvalue of the Hessian

H(p) of ¢. O
The next section shows two ways in using this estimate.

6.7 Equation-based adaptation

6.7.1 Scalar output “goal-oriented” analysis

The goal-oriented analysis relies on the minimization of the error §j40q (M) done in
the evaluation of the scalar output j = (g,u) , error which we simplify as follows:

0jgoat(M) = (g, u — urd)| = [(g, Mmu — unp + v — Hpqu)|. (6.18)

Let us define the discrete adjoint state “;,M:

Vm € Vi, albom, ug ) = (Y, 9)- (6.19)
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Then:

(9, TTmu — upg +u — pu) = a(llpu — up, ug ag) + (9, u — Tpqu)
and, using (6.3),

(ga HMU_UM +u— HMU) = G(HMU—U,, U;M) + (f _HMf7 'LL;M) + (gau - HMU)

thus

5jgoal(M) ~ ‘a(HMu — U, u;,/\/{) + (f —mf, uZ,M) + (gvu - HMU)|

Recall that u is unknown. The second term IIxqu — w, similar to the main term of
the Hessian-based adaptation in Section 6.5.2, can be explicitly approached in the
same way, ¢.e. introducing the continuous interpolation error (6.14):

5jgoal(M) = |CL(HMU —u, u;,/\/l” + |(f —mf, u;,/\/l)| + |g||7TMUM - UM|

For the second IIxqu — u term, we first apply Lemma 6.6.1 and then also introduce
the continuous interpolation error. We get

Sjgoat(M) = /

1
Q( [;ﬁ(H(uZ’M))'i‘ 91] |mpmung —uml + Jug pml leanf = f] ) dQ.

It is then reasonable to try to minimize the RHS of this inequality instead of the
LHS. But this involves still some difficulty due to the dependancy of adjoint state
u; v With respect to M. We shall further simplify our functional by freezing, during
a part of the algorithm, the adjoint state. The idea is that, when we change the
parameter M, u;, A s close to its (non-zero) continuous limit and is not much
affected, in contrast to the interpolation errors |mypuapm — upm| and [T f — f|. We
then consider, for a given My, the following optimum problem:

. 1_ . *
win [ (a0 + o] Irasi — usal + ia] lraaf = 1)

This will produce an optimum:
M sty = g for (M2 ([;pr;,MD) T 1gl] |H) + ru;,MOHHf\) M)
Observing that, in the integrand,

Hynoro = [ p (0 000))+ o) 1Hal + 0, 1]

is a positive symmetric matrix, we can apply the above calculus of variation and

get:
1_
Mopt,mo = K [;p(H(uZ,MO)) +gll [Hul + lug agol [Hl)
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where C; is defined in (7.12). This solution can then be introduced in a fixed-point
loop and will produce the solution of:

1_
Mot ot = Ka( L (H (g 0t,0) + 161] Hal + 500,01 1)
Let us precise how the discrete algorithm is organised:
Step 1: compute the discrete state uag on mesh Hayg,
Step 2: compute the discrete adjoint state u’,
i . ¢
Step 3: compute optimal metric M;ﬁal(uM),
Step 4: put M = M;’;ZZ(UM), generate a new mesh Hyq = HM:ng(uM) and go to

1, until convergence.
The adaptation of this process to the Fuler model of Gas Dynamics is studied
in [57] for the steady case and in [15] for the unsteady case.

6.7.2 Norm-based functional

We are now interested by the minimization of the following expression with respect
to the mesh M:

53 (M) = [Ju = upml[72 (- (6.20)

Introducing g = u — upg, we get a formulation similar to the goal-oriented formu-
lation:

3j(M) = (g, u — um). (6.21)
Let us define the discrete adjoint state u,:
Yom € Vi, a(¥oam, i) = (Y gm)- (6.22)

Then, similarly to Section 6.7.1, we have to solve the following optimum problem.

n%ln/Q( [ll)p(H(UXl))Jr lgml] [mmupt —uml + il [ f — f] ) de.

Exactly as for Section 6.7.1, we freeze the dependancy of the adjoint state.

. 1_ * *
win [ (o) + losa] Iracnas —wusal + fii| s = 11 ) a2
1 . .
Mopt sty = Ka( [ (i) +loaall [Hl =+l 177

/

prio,M* In

In practice, the grg RHS in (7.24-7.26) is replaced by the corrector u
order to get the final norm-oriented optimum M pt norm, we apply:
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Step 1: first solve the linearised corrector system:

a (ﬂ;wio,/\/( ) ¢) =

> (VoI = Vélr,) - nj / (Tpum —upm) do = (&, maafan = faa)- (6.23)

0Ty 9T

where mesh is unit for M and mapua — upaq is expressed in terms of metric and
Hessian, as in (6.6).
/ )
Put UprioM = Uprio M — (T‘-MUM - UM)

Step 2: Then, solve the adjoint system:

a(ﬁ% u;rio,/\/{) = (u;)rio,./\/lv ¢) (624)

Step 3: Finally, put:
(a+1) _ / 1_ * *
M - Kl(““pm’o‘ + ;pH(upM'o)] |HUM‘ + ’uprioHHfD (625)

the three-step process being re-iterated until we get a fixed point Mpt norm =
M),

The new algorithm involves the solution of two extra linear systems with respect
to a basic Hessian-based algorithm and one extra linear system with respect to the
goal-oriented algorithm.

Remark: In contrast to the adjoint of the goal-oriented algorithm, these auxiliary
variables are not consistent with a continuous adjoint (and do not converge towards
it when mesh is refined). They are correctors and converge to zero. We assume
that our data and solution are sufficiently regular for applying the Aubin-Nitsche
L? analysis. This implies the second-order L? convergence of approximate solution
to exact one, i.e. |upg — u|p2 = O(h?). This tends to indicate that our corrector
norm |up, ., rqlz2 is also O(h?). We write this in terms of the number N of vertices
for metric M as follows:
‘u;rio,/\/{’ = O(Nil)

Further, following a Richardson expansion:

-1
u;)m'o,/\/l ~N u;)m'o (626)
where w,;, is the limit (assumed to exist) of Nuy,.;, 1, when mesh is refined. Simi-
larly, we can put:
u;rio,./\/l ~ N_lu;m'o' (627)

In particular, when passing from a mesh M; with Ny vertices, My with Ny vertices,

/
prio,Ma

*

prio My CAIL be defined as

approximations of u and u

Ny Ny
! ~ ! . * ~ *
Uprio, Mg ™ Eum‘io,/\/{l ) Uprio,My =~ Eupm’o,/\/h‘lj (628)
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6.8 Numerical examples

We restrict our study to a benchmark of two-dimensional Poisson problems. We
conjecture that the two following mesh adaptation methods produce L? convergent
solutions to continuous. The first method, the Hessian-based method (with p = 2),
is just heuristically relying on usual finite-element estimates. The second method,
our novel norm-oriented method, is directly built on the minimisation of the L2
error norm. We do not consider goal-oriented applications for which examples of
computations can be found in [57] and [15]. As already remarked, the convergence
of goal-oriented solutions to continuous is definitively questionable.

6.8.1 Numerical features

In [21], a mesh-adaptative full-multigrid (FMG) algorithm relying on the Hessian-
based adaptation criterion is designed. We first describe in short this algorithm for
the Hessian-based option. A sequence of numbers Ny of vertices is specified from
a coarse mesh to finer one Ny = N, N1 = 4N, Ny = 16N, N3 = 64N, .... For each
mesh size Ni, a sequence of adapted meshes of size Ng is built by iterating the
following loop:

(1) computing a solution,

(2) computing the optimal metric,

(3) building the adapted mesh.

In (1), a multi-grid V-cycle is applied to a sufficient convergence. In (2), ap-
proximations of the Hessians are performed as in [57]. When changing of mesh,
an interpolation is applied in order to enjoy a good initial condition. A prescribed
number of 4 adaptation iterations is applied at each mesh fineness N.

The extension of the above loop to norm-oriented adaptation consists of
replacing the single Hessian evaluation by:

- the computation of the corrector, using MG and, as initial solution, the previous
evaluation interpolated to current mesh and corrected according to (6.28),

- the computation of the adjoint, using MG and, as initial solution, the previous
evaluation interpolated to current mesh and corrected according to (6.28),

- the evaluation of (6.25).

Let us discuss computer efficiency. In the demonstrator of [21]|, a particular
feature is the stopping criterion of FMG which applies to the convergence of the
solution of the unique solved system, i.e. the system under study, w = A= f. Tt is
then possible to enjoy a better and better initial condition and control the iterative
and approximation errors convergence. Consequently, it was possible, in [21], to
show that mesh adaptation carries large improvement not only in terms of accuracy
for a given number of vertices but also in terms of accuracy for a given computational
time.
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23519E-01 7.0558E-01

HEE T 00—
0.0000E+00 4.7039E-01 9.4075E-01

Figure 6.1: Fully 2D Boundary layer test case : sketch of the solution.

In contrast, the method proposed in this paper involves three systems to solve:
(1) the system under study, v = A~'f, (2) the corrector system, (3) the adjoint
system. We shall give an idea of the performances for one test case.

6.8.2 2D Boundary layer

This test case is taken from [38]. We solve the Poisson problem —Au = f in
10,1[x]0, 1] with Dirichlet boundary conditions and a right-hand side f chosen for
having:

w(z,y) = [1—e™ — (1 —e"")zfdy(l - y).

The coefficient « is chosen equal to 100. The graph of the solution is depicted
in Figure 6.1. Before applying our mesh adaptative algorithm, it is interesting to
evaluate the accuracy of our correctors. We choose a 161 x 161 uniform mesh and
show, in Figure 6.2 and Figure 6.3, the cut of u — w, compared with the cut of
u’. We observe that the a priori corrector does its job in a correct but inaccurate
manner while the DC one is rather accurate. We have also observed that the DC
corrector does not consume notably more CPU than the a priori one. Therefore,
we keep this option for the rest of the test case. In Figure 6.4, we show a set
of FMG calculations for the considered test case. The numbers of vertices of the
successive meshes are supported by the horizontal axis, from 120 vertices to 30,000
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Figure 6.2: Fully 2D Boundary layer test case : comparison of error cuts for y =

0.5: plus signs (+) depict the approximation error u — up, and crosses (x) depict

/
prio*

the a priori corrector u The corrector is able to correct about 60% of the

approximation error.
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Figure 6.3: Fully 2D Boundary layer test case : comparison of error cuts for y = 0.5:
plus signs (+) depict the approximation error u — wuy, and crosses (x) depict the
Defect-Correction corrector u,. The corrector is able to correct about 95% of the
approximation error.

vertices. The vertical axis gives the L?-norm of the approximation error |u — wup| 2
obtained on the mesh. Its variation with respect to number of vertices is compared
in Figure 6.4 for the three following algorithms: (a) the uniform-mesh FMG, (b)
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the Hessian-based adaptative FMG and (c) the norm-oriented adaptative FMG.
We observe that both adaptation methods carry an important improvement with
respect to uniform-grid FMG (25921 vertices on finest mesh). For essentially the
same number of vertices (32318), the Hessian option gives an error divided by 47.
The norm-oriented option appears as better with an error divided by 208 with 29485
vertices.

10 [ —— ——— ——

I norm-oriented AFMG u — wp, —%— |

hessian-based AFMG u — uy, |

1b FMG v — u, —— |

I order 2 —— |

01k 4

0.01 | 4

0.001 | i

0.0001 | 4
1e_05 1 1 1 IR | 1 L L b0l L 1 1 I T B ] nbVertlces

100 1000 10000 100000

Figure 6.4: Fully 2D Boundary layer test case: convergence of the error norm |u —
up|r2 as a function of number of vertices in the mesh for (4) non-adaptative FMG,
(x) Hessian-based adaptative FMG, (x) norm-oriented adaptative FMG.

We also propose an a posteriori measure of the correctors efficiency by comparing
the convergence of our norm-oriented adaptation equipped with either corrector with
the same method in which the corrector is replaced by u—wuyp. Of course, that latter
algorithm is not a mesh adaptation method since we assume that we already know
the exact solution. In Figure 6.5, we observe that the error convergence for the
three computations are very close to each other. This confirms the interest of the
two proposed correctors.

Lastly, when using the proposed method in usual conditions, i.e. without know-
ing the analytic solution, it can be interesting to have an evaluation of the final error
u —up, by using the second corrector which has been introduced and which appeared
in experiments as more accurate. Figure 6.6 shows a comparison of the virtual error
computed from the corrector with the actual error. We observe that the prediction
is useful, giving the good order of magnitude. For the finer mesh of 30,000 vertices,
the predicted error is 2.14 10~° while the actual error is 4.31 10~°. However, for
most meshes, the prediction remains somewhat optimistic (smaller than the actual
error).
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Figure 6.5: Fully 2D Boundary layer test case: convergence based on (x) the a

priori corrector or on the (x) Defect-Correction one, compared with () a virtual

adaptation controlled by u — wuy,.
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Figure 6.6: Fully 2D Boundary layer test case: comparison of the predicted error

norm proposed by the method, curve with (x), with the exact error norm (+).

6.8.3 Bubble-like test case with thick interface

We are interested by a Poisson problem the solution of which is a function w equal

to 1 on a disk and to 0 in the rest of the domain. This function is the prototype

of the pressure in a multi-fluid flow involving capillary forces. The source term is
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a Dirac derivative. We smooth this computation by defining a thickness € of an
annular region separing the two subdomains (outside the disk, inside the disk) and
in which w is smoothly varying from 0 to 1 as shown in Figure 6.7. If (x, y) is located

u=0

Figure 6.7: Circular-test-case-domain: sketch of the solution .

inside the annular region, u(x,y) is given by the formula: u(z,y) = % + %sm(%)
with ¢ = 0.25 — \/(zc — )2 + (yc — y)?. From this solution, a right-hand side f
is computed. Given a mesh, vertex values of fj are interlopated from the analytic
f. As a result, for rather coarse meshes, the zone where f is not zero can be simply
missed and f; can be zero even in the neighborhood of the high values of f. We
consider first a quite large thickness of ¢ = 0.1. An approximate solution wuy, is shown

in Figure 6.8. As for the previous test case, we first evaluate the accuracy of the

2.4985E-01 7.4988E-01

| ]
-B4011E-05 4.8977E-01 9.9961 E-01

Figure 6.8: Circular layer test case: an adapted mesh and the corresponding numer-
ical solution wuy,.
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corrector. We choose a uniform mesh 161 x 161 and show, in Figure 6.9 and Figure
6.10, the cut of u — uj, compared with the cut after correction, that is u — up — uj,.
We observe that both g priori and Defect-Correction correctors do an accurate job.

0.003 I T I I I I T

0.002 + U ——

R | |
1

-0.001 =

-0.002 4

-0.003 |- .

-0.004 -

-0.005 | [ 1 1 1 | 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 6.9: Thick bubble case: comparison of (+) error u — up and (x) a priori
corrector.

The three methods are again compared in Figure 6.11: standard FMG, Hessian-
based adaptative FMG and norm-oriented adaptative FMG. For the Hessian-based
calculation, we observe a tendancy for a slower convergence for finer meshes, finishing
with an error which is worse than the uniform refinement. The proposed norm-
oriented adaptative method behaves in a better way with a five times smaller error
than for the uniform refinement.

6.8.4 Bubble-like test case with thin interface

In order to evaluate the robustness of the methods with respect to steeper gradients,
we consider the same test case with a thinner transition: € = 0.02.

The convergence of the three methods is shown in Figure 6.15. Due to the very
thin support of the right-hand side f compared with the initial coarse mesh size,
the three methods start with a zero f,. Then, either with adaptation or uniform
refinement, the error increases to several units. The convergence of the uniform FMG
shows an acceptable slope but the error values are relatively huge. By comparison
with the thick-bubble convergence, we may infer that the slope of uniform FMG
will be second-order with even higher number of vertices and a 0.1 % error may
be not attained for meshes of less than 10 millions nodes. The Hessian-based final



108

Chapter 6. FMGA orienté-norme
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Figure 6.10: Thick bubble case:
Correction corrector.
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comparison of (4) error u — uy, and (x) Defect-
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Figure 6.11: Thick bubble test case: convergence of the error norm |u — up|r2 as

a function of number of vertices

in the mesh for (4) non-adaptative FMG, (x)

Hessian-based adaptative FMG and (*) norm-oriented adaptative FMG.

result is a little better but globally disappointing. The norm-oriented convergence
starts chaoticly before being monotone and second-order for meshes finer than 2000
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Figure 6.12: Thin bubble case: an adapted mesh and the corresponding numerical
solution wuy,.
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Figure 6.13: Thin bubble case: comparison of (+) error u — uy, and (x) a priori
corrector.

vertices. The final L? errors produced by the three methods are 0.17589 with 25921
vertices for the uniform FMG, 0.03773 with 32127 vertices for the Hessian-based
adaptation and 0.000585 for 29742 vertices for the norm-oriented calculation, 300
times smaller than the first result. In order to show the behavior of the algorithms
for more complex solutions, we have computed the case of a solution involving
three bubbles of different sizes. A comparison, in Figure 6.16, of the solutions with
and without adaptation demonstrates that the uniform FMG (results of top range)
is unable to produce even a rough approximation with 6561 vertices. Ounly the
solution for 25921 vertices is rather good, with an error L' norm of 0.50 but with
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Figure 6.14: Thin bubble case: comparison of (+) error u — up and (x) Defect-
Correction corrector.
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Figure 6.15: Thin bubble test case: convergence of the error norm |u — up|z2 as
a function of number of vertices in the mesh for (+) non-adaptative FMG, (x)
Hessian-based adaptative FMG and (*) norm-oriented adaptative FMG.

mean values in bubbles showing still 10% deviations. In contrast, the norm-oriented
mesh-adapted solutions (bottom range of Figure 6.16) show a fast convergence. For
1681 vertices, the solution has the same quality as the uniform 25921-vertices one
(error is slightly larger, 0.54). For 6561 and 25921 vertices, the accuracy seems
good. The apparent convergence order is greater than two. In contrast, we observe
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that the Hessian-based calculation is rather disappointing.

Figure 6.16: Multiple bubble test case: top: non-adaptative solutions for 441,
1681,6561, 25921 nodes, and, bottom, the mesh adaptative solution for about the
same number of nodes (palette restricted to values between the minimum (0.) and
the maximum (1.) of the exact solution.

6.8.5 Poisson problem with discontinuous coefficient

This test case exemplifies the singularity which is met in the simulation of multi-fluid
flows with a large deviation between the densities p; and ps of each phase. In the
case where a projection algorithm is applied, a Poisson problem with discontinuous
coefficients has to be solved. An example can be found in [48]. We consider the
equation of Poisson —div(:Vu) = rhs with a discontinuous coefficient taking two
different values 1/p; and 1/py on two sub-domains ; and Qo separated by an
interface which is a sufficiently smooth curve for having a normal vector. This PDE
is mathematically referred as a transmission problem and the solution is continuous
across the interface but of discontinuous normal derivatives since:

1/p1Vu1 -n = 1/p2V’U,2 -n

where u1 and uy are the restrictions of the solution u on 21 and 5. In our example,
we define them as follows

ulq, = u; :ai+ﬁi(x2+y2) 1=1,2.
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Figure 6.17: Multiple bubble test case: convergence of the error norm |u — up|z2
as a function of number of vertices in the mesh for (4) non-adaptative FMG, (x)
Hessian-based adaptative FMG and (%) norm-oriented adaptative FMG.

Further, Q is the disk of center (0.5,0.5) and of radius 0.2 in the computational
domain ]0,1[x]0, 1] and we have:

1/py = 1000. ; a1 =1.23579... ; B = —2.47158...
1/py = 1. © an = 100. . By = —2471.58... (6.29)

This is sketched in Figure 6.18. In the discrete model, the interface appears only as
values of 1/p evaluated on the vertices of each grid. From the examination of cuts of
the correctors in Figures 6.19 and 6.20, we observe that their accuracy is somewhat
a disaster. However, the convergence of our process is not really affected as can be
seen from the comparison of convergence with the correctors or with the exact error,
Figure 6.21. A convergence in terms of number of vertices with non-adaptative and
Hessian-based adaptive is given in Figure 6.22. We observe that, without mesh
adaptation (crosses +), the convergence order is around 1. This behavior can be
explained by the singularity of the solution. In contrast, the overall convergence
order of the adaptative process is about two. This is a usual bonus obtained by
anisotropic mesh adaptation which has been noted in [59]. A short analysis of this
property is proposed in [32].

Although not optimised for CPU, the novel algorithm may give a good increase of
efficiency. We present, in Figure 6.23, the behavior of the error as a function of CPU.
Three curves are compared. The upper curve corresponds to the non-adaptative
FMG calculation. An error of about 0.06 is obtained on 100000 vertices after 25000
seconds of CPU. We present also the Hessian-based adaptative convergence obtained
in [21] in which the convergence of MG is adequately controlled by a stopping
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Figure 6.18: Poisson problem with discontinuous coefficient: sketch of exact solution
definition and a typical computation of it.
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Figure 6.19: Poisson problem with discontinuous coefficient: comparison of (+) error
u —up, and (X) a priori corrector.

criterion. Despite the remeshing and re-computing for adaptation, the total time is
only about twice the non-adaptative FMG time, for an error of 0.001—0.002, at least
30 times smaller. The third curve shows the CPU behavior of the norm-oriented
algorithm. The total time is about ten times the non-adaptative FMG time, for an
error of 0.001. After 25000 seconds of CPU, the error is about 10 times smaller than
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Figure 6.20: Poisson problem with discontinuous coefficient: comparison of (+) error
u — up, and (x) Defect-Correction corrector.

with the non-adaptative FMG at same time.
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Figure 6.21: Poisson problem with discontinuous coefficient: convergence based on
(x) the a priori corrector or on the (x) Defect-Correction one, compared with ([J)
a virtual adaptation controlled by u — uy,.
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Figure 6.22: Poisson problem with discontinuous coefficient: convergence of the
error norm |u — up|r2 as a function of number of vertices in the mesh for (+)
non-adaptative FMG, (x) Hessian-based adaptative FMG and (x) norm-oriented
adaptative FMG.
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Figure 6.23: Poisson problem with discontinuous coefficient: efficiency analysis :
CPU time for (+) non-adaptative FMG, (x) Hessian-based adaptative FMG and
(*) norm-oriented adaptative FMG.

6.8.6 A 1D Boundary layer

The new method has shown a good behavior for all test cases we tried except one
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Figure 6.24: 1D Boundary Layer: comparison of error cuts for y = 0.5: plus signs
(4) depict the approximation error u — wy, and crosses (Xx) depict the a priori

! The corrector is able to correct about 55% of the approximation
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error.
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Figure 6.25: 1D Boundary Layer: comparison of error cuts for y = 0.5: plus signs (+)
depict the approximation error u — up, and crosses (x) depict the Defect-Correction
corrector ul,. The corrector is able to correct about 80% of the approximation
error.

which we describe now. It is a boundary layer case with a 1D solution: u(x,y) = u(zx)
of a Dirichlet-Neumann problem —Awu = rhs with

rhs(z,y) = (& (exp(1/a) — 1)) texp(z/a) ; o =0.03.
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We check first the correctors. Both seem adequate on a uniform grid, as shown with
a horizontal cut depicted on Figure 6.24 and Figure 6.25.

In Figure 6.26, the non-adaptative FMG produces an approximation error of
0.003 (30000 vertices). This convergence is relatively satisfactory, being a second
order convergence. However, in order to reach a 10~7 error level, several hundred
millions vertices will be necessary with this sequence of uniform meshes. A second
curve is obtained with the adaptative FMG with the Hessian-based criterion. Final
convergence is disappointing since the slope is first-order. The same problem appears
with our new algorithm. A deeper examination of adaptation criteria has shown that
the high derivatives of the right-hand side f are very close to boundary x = 1. It
could not be seen by the algorithm, because of the weighting by the adjoint «*, which
is zero at this boundary. We have replaced the norm-oriented optimum metric by
its intersection with the metric based on the Hessian of f. Then, the convergence
improved a lot. In contrast, introducing the same metric intersection in the other
cases did not produce second order convergence.

norm-oriented intersection AFMG v — U, ——

L norm-oriented AFMG v — uj, —«—

01F hessian-based AFMG u — uy, 3

I FMG v — uj, —— ]
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Figure 6.26: 1D Boundary Layer: convergence of the error norm |u — up|r2 as
a function of number of vertices in the mesh for (+) non-adaptative FMG, (x)
Hessian-based adaptative FMG, (x) norm-oriented adaptative FMG, and (o) norm-
oriented adaptative FMG with intersection with RHS Hessian.

6.9 Conclusion

The norm-oriented mesh adaptation method is an answer to a well formulated prob-
lem. Considering a numerical scheme, here the most used FEM, and prescribing a
norm, we want to find the mesh giving the smallest approximation error in that
norm for a given number of vertices. The norm-oriented mesh adaptation method
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transforms the problem into an optimization problem which is mathematically well-
posed. It relies on the following other features.

A corrector represents the approximation error. We give two examples of cor-
rectors. An a priori corrector is built from the variational discrete statement. A
Defect-Correction corrector is built from a finer-mesh defect correction principle.
These correctors appear as not very accurate but sufficiently accurate for our pur-
pose. According to the type of approximation, at least the second one, Defect-
Correction is extendable to many models and schemes.

The norm-oriented algorithm is presented as a natural extension of the goal-
oriented algorithm which, in our formulation, is itself a natural extension of the
Hessian-based algorithm. More precisely, while the Hessian-based algorithm solves
only the PDE under study in the mesh-adaptation loop, the goal-oriented algorithm
also solves an adjoint system (with linearised operator, transposed). The norm-
oriented algorithm solves three systems, a corrector (linearised system with an adhoc
RHS), an adjoint (linearised and transposed with the corrector as RHS) and the PDE
itself. The three algorithms have in common an anisotropic a prior: error analysis
and a metric-based mesh parameterisation.

The Hessian-based method produces convergent solution fields but does not take
into account the precise equation and discretization. The goal-oriented method
takes into account equation and discretization but is too focused on a particular
output and does not generally produce convergent solution fields. The norm-oriented
method has the advantages of both.

In order to show the improvement obtained with respect to previous methods,
we compare, in our experiments, the two field-convergent options, Hessian-based
and norm-oriented. Our benchmark examines convergence to continuous thanks
to the application of a Full-Multigrid (FMG) process. Approximation errors can
then be compared as functions of the number of degrees of freedom. Although of
larger complexity, the mesh adaptative algorithms are generally more efficient in
terms of CPU time than the non-adaptative one. The advantage is renforced by the
fact that the same level of error is reached with a much lower number of vertices.
Secondly, although the elliptic context is known as favourable to Hessian-based
methods, the norm-oriented approach behaves notably better than Hessian-based in
terms of approximation error for a given number of vertices. This is observable in
particular for singular or stiff contexts.

We have presented an example of comparison of computational effort but our
algorithm is not optimised. It is, therefore, in several cases, less efficient than
Hessian-based adaptative FMG.

The method is rather general and it is now applied to more complex PDE models
from CFD (Euler, Navier-Stokes), see [58], involving dominant advection effects for
which a Hessian-based approach is much less efficient.
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FMGA orienté-norme tensoriel

7.1 Introduction

This paper addresses anisotropic mesh adaptation for PDE’s (Partial Differential
Equations). We focus on methods which prescribe a somewhat optimal mesh under
the form of a parametrization of it by a Riemannian metric. These Riemannian
metrics can be considered under a continuous standpoint, as proposed in [54, 55].
A dual way is proposed in [30, 31| and relies on mesh-based tensorial statistics.

Continuous and tensorial metrics both rely on the parametrization of the mesh
by a spatial field defining in any point of the computational domain a matrix giving
information on mesh size in all the spatial directions.

Both methods solve an optimality system, the continuous metric builds a con-
tinuous optimality system which has, afterwards, to be discretised and solved, while
the tensorial metric builds a discrete optimality system to be solved directly. Also,
the continuous metric theory defines the ideal metric to be choosen. The resulting
ideal mesh produced by metric optimization is a unit mesh for the ideal/optimal
metric. In contrast, the tensorial metric obtained from optimization in [30, 31| de-
fines the modification to apply to the current mesh in order to obtain the ideal mesh.
Then the way to parameterize the final mesh with the two metrics is different, since
the ideal mesh is of length unity (any edge has a length 1 for the metric) for the
continuous metric, while the tensorial metric defines the ideal mesh from local di-
rectional amplifications of the background mesh. Similarly, the constraint imposing
a prescribed number of nodes is formulated vertices by vertices for the continuous
metric and edges by edges for the tensorial method.

Both methods apply to a typical family of optimal metric-based method for
PDE’s, the P;-Interpolation-based/Hessian-based method. Continuous and tenso-
rial Hessian-based methods involve the equi-distribution method, which turns out
to finding the metric which minimizes a L* norm of the interpolation error of one
or several sensors depending on the PDE solution. Also involved in the continuous
Hessian-based methods is the multiscale method, which minimizes the LP interpola-
tion error of the sensors. Cf. 25, 35,2, 77, 46, 78, 51, 27, 3, 83|. These Hessian-based
methods, while taking into account the features of the PDE solution, do not take
into account the features of the PDE itself. However, if sensors are cleverly chosen,
a good convergence of the whole approximate solution field to the exact solution
field is usually observed.

Goal-oriented methods allow to take into account the PDE under study. A
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combination with anisotropic Hessian-based adaption is proposed in [80]. Goal-
oriented optimal methods [56, 14, 83|, minimize with respect to the metric the
approximation error committed on the evaluation of a scalar functional depending
on the PDE solution. They do take into account the features of the PDE, typically
through the use of an adjoint state. Goal-oriented methods needs also to rely on an
error estimate (and on its sensitivity to mesh).

Several methods have been proposed for reducing the approximation error
through an estimate. A pioneering approach is the work Becker and Rannacher
[12] which rely, as many estimate-based work, on an a posteriori estimate. A good
synthesis concerning a posteriori estimates is [81]. An interest of a posteriori es-
timate is that it is expressed in terms of the approximate solution, assumed to be
available in a mesh adaption loop. A second interest is that it does not require the
use of higher order (approximate) derivatives, in contrast to truncation analyses.
These estimates show accurately where the mesh should be refined. However, de-
ducing the best anisotropic mesh from an a posteriori estimate remains difficult (see
however [83]).

A priori estimates rely quasi-systematically on Taylor series, either through di-
vided differences, or through polynomial approximation of functions. Then approx-
imations of higher order derivatives of solution need be built from the approximate
solution. This is a delicate job since nothing ensures that a higher order derivative of
the approximate solution is a good approximation of the corresponding higher order
derivative of the exact solution. In contrast with the a posteriori option, the Taylor
series can be easily used for proposing a somewhat optimal mesh. Further, A priori
estimates can also provide correctors: an example is given in [23]. In [56, 14], in or-
der to be able to solve the goal-oriented, metric-based, mesh optimization problem,
the authors introduce an a priori analysis which restricts to the main asymptotic
term of the local error. In this paper we use the tensorial formulation in order to
build a novel a priori estimate for the Poisson equation which does not explicitly
require the evaluation of higher-order derivatives.

With the metric-based goal-oriented formulation, metric-based mesh adaptation
becomes a well-posed optimization problem for the reduction of a genuine approx-
imation error. However, goal-oriented optimal methods are specialized to a given
scalar output. Features of the solution field which are not related to this output
may be neglected by the automatic mesh improvement. As a consequence, these
methods do not provide a convergent solution field. In the present paper, we study
a norm-oriented formulation (according to [23]) in which the user can prescribe a
norm of error |u — uy| which the algorithm will minimize with respect to the metric
parametrization of the mesh. As a consequence, with an adequate choice of the
norm, the norm-oriented mesh adaptation produces convergent solution fields.

The continuous approach for Hessian-based, goal-oriented, and norm-oriented
has been defined in papers like [56, 14, 23].

The purpose of this paper is to analyse the possible novelties which can be
derived from the application of a tensorial method to Hessian-based, goal-oriented,
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and norm-oriented problematics. The main feature of tensorial approach which we
shall exploit is the tensorial inversion of main error term. In order to adapt this
feature to L'-Hessian, to goal-oriented, to norm-oriented problematics, we unify
the parametrization by choosing the unit-mesh formulation and by measuring the
number of nodes on a vertex basis.

In Section 2 we define the Poisson problem under study and propose a simple
corrector for the discrete solution. Section 3 recall the main features of the continu-
ous metric adaptation. Section 4 introduces the discrete context for tensorial metric
optimization. In Section 5, we focalise on a particular family of errors, edge-based
second-order errors. Section 6 gives the optimal metric for this family of errors. Nu-
merical examples are presented in Section 7 and the paper is concluded by Section
8.

7.2 Poisson problem approximation

Let us introduce some notations: Let V = H(Q2),  being a smooth enough com-
putational domain of R?. The continuous PDE system is written in short:

Au=f or wveV, Yo eV, alu,¢)=(f,9). (7.1)

To fix the ideas and simplify notations,

But the extension to a coercive case where A = — )" %(akf(x)a%g) (where agyg is a
scalar, possibly discontinuous, field) is not difficult. Let €, = Q for simplicity, 7, a
triangulation of €2, and V} be the usual Pj-continuous finite-element approximation

space related to 7p:
Vi, =op € CO(Q) NV, ¢p|7 is affine VT' € 7p,.
The finite-element discretisation of (7.1) is written:

up € Vi ¥ on € Vi alun, én) = (f, on)- (7.2)

We are interested first in getting estimates of the approximation error up —u. Let N
be the dimension of V}, that is the number of vertices in 7;,. We observe that (7.2)
is equivalent to computing the array uy of the degrees of freedom of the discrete
solution:

u, € RV Ajuy, = 1. (7.3)

From the above array we derive uy by

Uup = Z uh’iNi(x)

i=1,N
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where the N; are the canonic finite-element basis of Vj,:
N; € Vi, Ni(xj)=1ifi=j, 0 else.
We also introduce the interpolation operator Ilj:
for ve VAHAQ), MyweV, (v-—v)(x)=0 Vx; vertex of 7.

An a priori error analysis can be applied in order to build a corrector, which is a
signed approximate, and not a upper bound, of the approximation error. We start
from the discrete above statement

a(un, on) = (fn, 0n)  Von € V.

and observe that for the exact solution satisfies:

G/(’LL, ¢h) = <f7 ¢h> v¢h S Vh'
Then
a(uhv ¢h) - a(“’ (bh) + (fh - f7 ¢h) v¢h € Vi

Assuming that the solution w is sufficiently smooth, we get:

a(lpu — up, ¢p) = a(llyw — u, ¢p) + (f — fo. ®n)  Von € V. (7.4)

We call IIpu — up the implicit error. 1t differs from the approximation error by an
interpolation error:
u—up=u—Ipu 4+ Ipu — up.

The rest of the section is devoted to finding an approximate of the implicit error.
In practice, we need to evaluate the RHS of (7.4). The second term of (7.4)’s RHS
is easy to evaluate (we know f and f;). The first term of (7.4)’'s RHS can be
transformed as follows:

o= o) = Y [ VonUllu—w) dudy
T T

= ZT: /E)T(Hhu —u)Vop - n do.

Then we get:
a(llpu —u, ¢pn) = K(¢,up) with
K@) = = Y Vionln = anlr) ny [ (Mu-wdo  (73)
oT; oTi;

where the last sum is taken for all edges ij = 0T;; (2D case) separating triangles
TZ'; and TJ of the triangulation. The unit vector n;; normal to d7j; is pointing
outward T;.
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In order to evaluate the interpolation error, we introduce the following interpo-
lation estimator m:

for veVNC*Q), mv—v=H(v)dxdy

where H(v) holds for the Hessian matrix of uw and dzdy hold for local mesh sizes
in Cartesian directions. We could write IIyu — v = mu — u, but we do not know wu.
Replacing u by uyp, the second derivatives of the unknown u are approximated by
approximate second derivatives of the discrete solution as for example in [4]. This
more or less assumes that the approximate second derivatives of the approximate
solution are not a too bad approximation of the second derivatives of the unknown
exact solution. This last statement is far from being satisfactorily stated. However,
under this condition, our corrector is defined by:

a’(u;rim (bh) = K(¢h, Uh) with

K((Z)h, uh) = Z (V(bh‘Tz — V(z)h’Tj) . nz-j / (ﬂ’h’u,h — uh) dO’. (76)

oTy; oTi;

In practice, the term mpup, — uy is built on the edge T;; as a quadratic function
vanishing at both extremities of T;;, and of second derivative in direction 7;; equal
to the approximate second derivative in same direction of uy.

The above relation (7.6) is routinely used for building mesh adaption loops, see
[15].

7.3 Continuous metric parametrization

7.3.1 Mesh parametrization

We recall the continuous mesh framework, introduced in [54, 55]. The main idea of
this framework is to model discrete meshes by Riemannian metric fields. It allows
us to define a differentiable optimization problem [1, 8], i.e., to apply on the class
continuous metrics a calculus of variations which cannot be applied on the class
of discrete meshes. This framework lies in the class of metric-based methods. A
continuous mesh M of the computational domain € is identified to a Riemannian
metric field [16] M = (M(x))xeq. For all x of Q, M(x) is a symmetric 3 x 3 matrix
having (Ai(x))i=1,3 as eigenvalues along the principal directions R(x) = (vi(x))i=1,3-
Sizes along these directions are denoted (h;(x))i=13 = ()\i_%(x))i:Lg and the three
anisotropy quotients r; are defined by: r; = h} (h1h2h3)_1. The diagonalisation of
M(x) writes:

M(x) = d5 (x) R(x) ry 3 (x) "R (x), (7.7)
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The verter density d is equal to: d = (hihghg) ™t = ()\1)\2/\3)% = /det(M). By
integrating it, we define the total number of vertices C:

C(M):/Qd(x)dx:/gx/det(/\/l(x))dx. (7.8)

Given a continuous mesh M, we shall say, following [54, 55|, that a discrete
mesh H of the same domain () is a unit mesh with respect to M, if each
triangle K € H, defined by its list of edges (e;);=1..3, verifies:

Vie[1,3], fa(e) € [\2

in which the length of an edge ¢x(e;) is defined as follows:

1
la(e;) = / V/tab M(a+tab) ab dt, with e; = ab,
0

The unit edge property of unit mesh writes also in short:

M

;7 satisfies (XM — x#,/\/l(x/‘./l M)) -1,

For a unit mesh x™ | any edge x i i~ X

We want to emphasize that the set of all the discrete meshes that are unit meshes
with respect to a unique M contains an infinite number of meshes, but these meshes
have properties sufficiently close to each others so that we consider these meshes as
an equivalence class of meshes. We henceforward denote by M both the metric and

the corresponding unit mesh.

7.3.2 Optimal continuous metric

We recall, following |54, 55|, the main features of the metric-based analysis initiated
in several papers like [35, 25, 2]. The continuous interpolation error of a function u
defined on the computational domain is denoted now:

U — g = |tr(M 2| Hy | M™2)] (7.9)

where H, is the Hessian of u. Let denote also M a unit mesh for metric M. We
shall use the estimate

1
]u—HMu|x§|u—7rMu|. (7.10)
Once we have a continuous tensorial error kernel, we consider minimizing:
Jp(M) = [lu = mpullLe(ay,) (7.11)

and we define as optimal metric the one which minimizes the right hand side under
the constraint of a total number of vertices equal to a parameter N. In the case of
a bounded p, after solving analytically this optimization problem, we get -without
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using the fact that H is anything but a positive symmetric matrix- the unique
optimal (Mps(x))xeq as:

MLP - le(l,H) with

K,(1, H) = Dyy (det(H))%+? H and Dy» = N3 (/Q(det(H))%pH>_2 (7.12)

where Dr» is a global normalization term set to obtain a continuous mesh with

—1
complexity N and (det(H))2r+2 is a local normalization term accounting for the
sensitivity of the LP norm.

A particular case: L*°-norm/iso-distribution It is important to remark that error
iso-distribution is taken into account by setting p = oo, a limiting case for which we
get:

(det(H))z=+2 = 1.

and
MLoo = ,COO(LH) with ,Coo(lyH) == DLoo H

where Dy is defined from the specification of the number of nodes of the mesh.
Another way to see it is to write that the error is uniform, indeed:

My~ (x) = const.(indep. of x) H

implies that:

1 1
trace(Myp 2 (x)H (x) M2 (x)) = const.(indep. of x).

Main case under study: L'-norm optimisation The rest of the paper concentrates
with the case:
p=1

Replacing the optimal metric My,1 in the L' norm shows that second-order conver-
gence is obtained for smooth contexts. This can also be extended to non-smooth
ones, cf. [59].

Let k£ a sufficiently smooth scalar function defined on 2. We shall be, in the
sequel, interested in minimizing the right-hand side of:

|(k:,u—HMu)Q]%/Qtrace(./\/l_é(x)|k:(x)H(x)|M_§(x))dx. (7.13)

The optimum metric is given by:

MYE = Ky (k, H) with

opt =

Ky(k, H) = DY (det |[kH|) T |kH| and DL% =N (/ (det ka|)1> . (7.14)
Q

opt opt —
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It is interesting to compare this result with the result of equidistribution, at least
for the particular case of an interpolation error. We observe that:

Mtl)g;:const, \k|%|(det|H|)%1|H‘ = const. |Hg|
3 1
Hy = ¥ (et [ 1) (715)

. . . . . . 1 . . .
Which means that the error minimisation in Lweight,k is equivalent to an equi-

distribution process with a matrix H corrected by a scalar factor |k|%|(det |H|)7T1

M = const. Koo(|k|T|(det |H|) T, H).

To synthetize, the continuous mesh/metric method yields the mesh adaptation
solution under the form of a continuous KKT system involving the continuous initial
PDE, its continuous adjoint, and a stationarity condition explicitly solved by (7.14).
In practice, the KKT system is discretized and then solved.

The rest of the paper examines the approach closer to [30, 31], refered in this
paper as a tensorial method, which consists in the direct building of a discrete KKT
system.

7.4 Approximation of metric properties

In contrast to the continuous method, the tensorial method works only in a discrete
context. Also, the optimality system of the tensorial formulation relies on an edge-
based error modelling. Then most of the important discrete fields need to be cast
in an edge-based format. We introduce a few notations for this.

7.4.1 Generic mesh notations
Given a mesh Hy, we can define the following partitions:

- a mesh-vertez is a vertex of numero ¢ and coordinates x; of an element of the
mesh.

- when there is an edge between vertex ¢ and vertex j, we denote x;; = x; — x;.

- two tetrahedra m and n having a common face have face mn or face nm as
common face.

- elements : triangles (i,7,k) or tetrahedra (i,j,k,l). Elements are divided
in sub-elements: 6 subtriangles using medians and 24 subtetrahedra using median
plans. The vertices of a subtetrahedron are : a mesh-vertex ¢ , a center I;; of an
edge ij having i as extremity, the centroid g;;; of a face ijk containing i and j, the
element centroid G;ji. The measure of a subtetrahedron of the tetrahedron 7' is
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1/24 meas(T).

- cell i : for a vertex i of the mesh, cell ¢ is union of sub-elements having i as
vertex of the sub-element. A cell measure is defined as

AN |
measx(i) = gma7 D ors; meas(Tx)
where Ty are elements of Hx containing i.

- 2D-diamond D;; : union of the 4 subtriangles (of triangles ijk and ijl) having
a side included in edge ij.

- face-diamond Dy, where m and n are two tetrahedra having a common face
ijk : union of 6 subtetrahedra having a subtriangle of the common face ijk as face.

- edge-diamond D;j: union of subtetrahedra having having a side included in
edge ij.

The integral of a function e;; defined on the edges can be approximated by:
errpn = Z measy (i)['(i) ! Z €ij
i J

or introducing the diamond partition 2 = UD,,, where m and n are elements with
a common face:

1 _
errpy = 3 Dz: measx(Dpmn) (€5 + €ir + €jk)-

where i, j, k are vertices of the face mn.

7.4.2 Discretizing an arbitrary continuous metric on a background
mesh

In order to find the optimal metric we are given a background mesh x . We as-
sume that the unknown metric M is defined on the vertices M(x;) = M® of the
background mesh and that it is P'-continuously interpolated. The total number of
nodes can be approximated on the mesh x by a quadrature of (7.8) as follows:
C(M) =", measx(i)\/det(M?).

To simplify, we assume that the unit mesh is a deformation of x, and that X{}/l and
x;; are colinear. Then we can derive from the unit-mesh property a relation between
the edge lengths of unknown mesh and the edge lengths of the background mesh:

M AfeM x5 X} TN
(x; , M) = 1 = (x5 , Mx;j ) = (%ij, Mx45)——
|| x5 %5

1
= Xz/}/[ ~ Xij(x’ija MXij) 2.
In order now to evaluate the approximation error provoked by the application of the
unit-mesh, we need to define a generic error model.
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7.5 Second-order error of a metric on a background mesh

To any given metric, i.e. to any given mesh, should correspond a numerical error
field. Let us define a generic family of error field with values on mesh edges. We
restrict to second-order or quadratic errors, on the model of P;-interpolation error.

Definition : An edge-based second-order (or quadratic) error produced by the use
of the unit mesh x5 of metric M has an intensity defined on edge x{\j/‘ by:

M _ = M2
€i; = Cij |ij .
in which €;; depends only on location and direction of x%/l, typically:
M
M _ M2 Z (1 M My Xij
el = |xj; eij(z(x" +x571), \x{iﬂ)'m

Since we a priori do not know the optimal metric nor its mesh, it is useful to
evaluate this error on a given background mesh x. We use that the unit mesh is a
deformation of x in such a way that x{»}/‘ and x;; are colinear. Then the intensity
e{}/‘ of the error with the unit mesh evaluated at middle of x;; of the initial mesh

writes:
Xij

1
et = Ixil? (xig, Mijxig) Tt e (5 (xi %), ) (7.16)

2 %41
where M;; is evaluated on %(xZ +x;). The mesh adaptation problem will be set as
the research of the discrete metric, defined on mesh vertices and linearly interpo-

lated, of a given number of nodes N
C(M) =N,

and minimizing the discrete error norm:
: 5L M
JM) = EZ measx(z)r(i)iéi e (7.17)

In Section 7.6 we determine the optimal mesh for this type of error, as far as €;;
is identified. The rest of the present section is devoted to the description of three
examples of quadratic errors.

7.5.1 First example: interpolation error

The error committed in interpolating a smooth function on a P! mesh is a quadratic

error. Indeed, the weighted Pj-interpolation error of a quadratic function v on x2\!

ij
can be discretized similarly to (7.9),(7.10) as follows:

[lgllu—ThuldQ 2 3 Y, meask()I(E)~ Y, eI (i)

v
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with

WM M
|9i| [Hij| - 757 - Fa i

|x¢j |

M,g,u
ij

e = |X,L/;/l 2
and where H;; = H(1(xM + xj\/‘)), H(x) being the Hessian of u at point x, and
9ij = g(%(x{w + xﬁ\/‘)) Here < holds for an inequality applying for a sufficiently
fine mesh, with a multiplicative constant close to 1. It can be evaluated on a
background mesh as follows:

M.,g, _ _ _
e (ki) = NP ei(xig) = (i Mxig) T [xi? ei(xig)
with:
€ii(xii) = |gii(xi7)| |H(x)|ﬁ x5 |9 (xi3)| | Hij (xi5)| - 2L i
15\ Xij 9ij\Xij ij \ Xij |x{;/t| ‘X{EA‘ G9ij\Xij ij \ Xij ERNETE

Then this first example takes place into the context of (7.16)(7.17).

7.5.2 Goal-oriented error

Let u be the solution of (7.1) and wxq the discrete solution of (7.2) where the
mesh is an unit mesh for metric M. A typical goal-oriented analysis relies on the
minimization of the error §jg0q(M) committed in the evaluation of the scalar output
j = (g,u) , error which we write as follows:

5jgoal(M) = |(gau - UM)| = |(97HMU — UM T U— HMU)| (718)

According to the Aubin-Nitsche analysis, this error is second-order with respect to
mesh size. Let us define the discrete adjoint state u*

goal:

V%\A € VM> a(w/\/hu;oal) = (17/)./\/17.9) (719)

In the sequel, we use a fixed-point in which the adjoint is frozen with respect to the
metric M. Injecting (7.19) in (7.18) we get:

(9, Ipmu — ung 4+ u — Ivu) = a(llyvw — um, ugeq) + (9, u — Hpu)
and, using (7.4),
(g, Tpmu —upg +u— M pqu) = a(llpyu —u, u;aal) + (f =TI f, u;wl) + (g, u —pu)
thus
0jgoat (M) = |a(llpmu — u, ugeq) + (f = Tadf; tugoq) + (95w — Hvqu)|
or:

6jgoal (M) = la(Tlmu — u, tgoq)| + |(f = TS tgoar)| + [gllu — Tapqu| — (7.20)
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The RHS of (7.20) involves three terms. The second and third terms give Hessian-

. . Mol oo f
like quadratic errors e;; 9°¢" and ef}/t’g s

|(f - HMf? u;oal)| + ‘gHTfMUM - U/\/[|

Mk,
= > meask (D@D (61-]- oarf Hy,g,u)
)

VEY
< Z measx(i)f‘(i)fl Z (Xijm/\/lxij)il ’Xij‘Q <€Eju;oalvf+€gj9,u>
i VEY
with
o N
eij oo (xig) = Wgoar sl |- 207 T2
) v
) N
i (i) =loal 151 5
) v
and

* o Xt X
ugoal,ij - ugoal( 92 )

X; + X;
95 = 9(=—5—)
o in+Xj
Hij_H(72 )
X; + X;
Y = (),

The first term of (7.20)’s RHS is more complex. It can be estimated in a different
way from the continuous method presented in [13] and used in [23] (chapter 6 of
this thesis). Indeed,

(Mg — )| = | /QV(HMU W)V ]

PN

Z ’(V“Zoal‘Tm - vu;oal|Tn) : nmn| / |HMU — U| do. (7.21)
T mn OTmn

Study of the 2D case. In the 2D case, 01}, is exactly an edge ij. We introduce
the interpolation error estimate on ij, and its measure . We get from (7.21):

la(Tpgw =t whoo)| =Y kg (Uon) i3] (x5, Mo et
i

where the sum is taken over the edges with

Kij (uz;oal) = ‘(VU’ZOGZ‘Tm - vu;oal|Tn) ’ nm’n|
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We need know to identify the local intensity of the error term by comparing the
RHS with an integral over the computational domain. This integral is taken as a
sum over the diamond cells:

AT = w, )| =Y 1Dl | Dig| ™ ki (o) [xis | (x5, Mixig )
i

which shows that |Dij]’1/£ij(u;ml) ]Xij\g’(xij,./\/lxij)ég.

; 1s the local error intensity.

The cellwise error integral then writes:

1
M,a 2 (s Y-
E = % NG E 5] (xzj,/\/lxz])eij

ij>i

with
U

&g = [xijl| Dij| " roij (wipou ) €55

We observe that for a Cartesian mesh of mesh size Az, term [x;;| is O(Ax), term
|D;ij| 71 is O(Az) 72, term £;; (Upoar) 18 O(Az) (non divided difference of normal gra-

dient), and el

is O(1).

which is a directional second derivative is O(1). The error intensity

Study of the 3D case. The intersection 97T},, of two elements T}, and T, is a
common face with vertices i, j, k and an area area(mn). The following quantity is
again known:

’{mn<u;oal) = | (Vu;oal) |Tm ‘Dmn — (vu;oal) ‘Tn ’ nmn"

The remaining expression can be expressed in terms of interpolation errors:
1 Mu Mu Mu
/8T Tyvu — ul ~ garea(mn)(eij Tt teg)

with (for af=ij,ik and kj):

Cus" = (Xap Mxag) ™ [xagl® €ig
and: » o Ko Xus
eaﬁ(xaﬁ) - | aﬁ‘ ’ |Xaﬁ| ’ |Xa/3|.
We get:

area(mn) , am, M, M,
‘G(HMU —u, u;oal)| = Z 3 (eij vy €L vy €k “) Hmn(uzoal)
D77L7L

Let us convert the RHS into an edge-by-edge sum:

I m
la(Tpmu — u, ugeq)| = E Z area(mn) 3 op Fomn (Ugoar)
Dinn aB=ij,ik,jk
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L m ] M,
= Z Z area(mn) 36 lomn (Ugoar) = Z € “ | Dy

edges ij Dmn3ij edges ij

where we recognize the edge-by-edge integral of a field el/.}/l’a defined on edges, with
the notation:

M, 1 1 M, .
€ij = 3 | D, €ij ' Z area(mn) Kmn (Ugoql)- (7.22)
“ Dinndij
Equivalently (at the second order) we get the(7.16)(7.17) format:
% L1 M,
la(Tpmu — u, ugeq)| = ZZ: Tmf:asx(z)m Z e a

171

We can then define:

_ _ 1 _
e;.lj = (Xz],MX”) ‘XZ] 2 eij = g |D‘ e% E area(mn) Hmn(“’;oal)
iJ - .
D77L'”/91j

which does not depend on M.

Synthesis. Finally, gathering the estimate of the three RHS, we get:

5jgoal (M) =

N/ — _ _ Upoard |
Z measy (1)T(i) Z (x5, Mxi) ™1 [ (e% +;) +efju>
i

iji
which takes place in the context of (7.16)(7.17).

Remark: The a priori estimates at the starting of this analysis relies on edge-
based terms which are essentially products of : nmn(u; oal)» & second-order directional
derivative, normal to edge in 2D, of the adjoint, times €}, a second-order directional
derivative in edge direction (in 2D). In the analysis proposed in [13] and used in [23]
(chapter 6), the majoration of the directional adjoint derivative consists in using
the largest eigenvalue p(H,~) of its Hessian. Further, the demonstration is obtained
thanks to the assumption that the mesh stretching is bounded. In the present study,
the second directional derivative of uzoal 1s directly taken into account, which makes
the estimate more accurate, and this is done without any extra assumption. This

progress is the central output of the present work.

7.5.3 Norm-oriented error

The norm-oriented analysis is defined in details in the case of the continuous metric
method in |20]. In short, this method focusses on the minimization of the following
norm with respect to the mesh M:

55 (M) = Ilu — ]z - (7.23)
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Introducing gy = u — up, we get a formulation similar to the goal-oriented formu-
lation:

07 (M) = (g, u — um). (7.24)

But in the practical application u — upq is not known. We approximate it by a
function close to it, which we call a corrector. Let us define:

IM = ’agario,/\/l - (TFMUM - UM)

in which mapupa — upq is a Hessian-based approximation of the interpolation error

and in which @’

priom 18 the solution of:

a(’a;rio,/\/l ’ ¢) =

> (VoI = Vélr,) - nj / (mmum —um) do — (¢, maafm — fa)(7.25)

T ; oT; j

Another example with a RHS evaluated on a two-times finer grid is given in [20].

* .

Let us define the discrete adjoint state w;,.,,:

YoM € Vm,  a(bam, Unorm) = (Y, gMm)- (7.26)
Then, similarly to previous section we shall minimize:
5jnorm(M) ~ |a(HMU - u, u;kzorm) + (f - HMf7 u;orm) + (g./\/l7 U — HMU)‘

Turning now to the tensorial formulation, we minimize:

EM) = Z meas (i)T(i) ! Z (%35, Mxij) 1 |xi)° (eEjM’a +é1.‘]7w"'m’f —i—éfj“)
i ijoi

with

Xij ] Xij

x| [

_ *
eijunm«mvf = ‘u:mrm,ij’ ‘HZ];| '

Xij Xij

Ixij| [l

e = lgij| |Hjj| -

€ = |xi5] [Dij| ™ K (W grm) €5 (7.27)

and with Kmn (W) orm) = | (VU orm) [T - mn — (VU 000 |7, - i |. This again takes

place in the context of (7.16)(7.17).
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7.6 Optimal metric

The purpose is to minimize with respect to the metric for a given number of vertices
N a functional of the form:
EM) = Y meask(i)T(1)™1 > (i) (xij, Mxij) " €
7 Xij

which takes into account the three different types of errors defined in the previous
sections. We solve this in two steps as in [54, 55]: first we minimize the functional in
a point of the computational domain and get a first property of the solution, second
we finish determining the optimum by solving a sub-problem on the whole domain.

7.6.1 Pointwise optimal metric

The purpose of the pointwise metric optimisation is to look for the optimal stretching
of the metric, independantly of mesh density. The number of vertices is fixed. We
consider metric Mg such that the determinant, or product of eigenvalues is equal
to unity, i.e. A;jA2A\y =1 or, equivalently det(My) = 1.. We know that:

(xi5)? (xi5, Mxi;) 7" & = 62/}4 Vj.

1 are not vanishing for any couple of

In that expression, (x;;)? and (x;j, Mx;;)~
neighboring vertices ¢ and j,

6'1»/}4 =0 < €ij = 0.
Now, for any i and any j belonging to I'(¢) such that é;; # 0,
_ N My —
(xij) ™% (g, Mxig) (e3) ™" = (eif) ™
Summing around the vertex i, it gives:

> (i) (@)™ (i Maxig) = D ()

JEL () 7€el(i)

|&;;#0 |&;;#0

For the sake of simplicity, let us denote: D; = > (e{}-/l)_l.
JEL ()
|&457#0

We note that each el-/}/‘ is positive and therefore so is D;. This implies:

_1 _1 _1 _1
Di= ) (M2 xilxij, 6, [xiglxig) = M Y &% [xiglxi © &2 x5

JEL() Jer (i)
Now, remembering that A : B = tr(*A.B), it is interesting to choose (among other
solutions):
-1
i _ Di -1 -2
Mt = dim Z € |Xij’ Xi; ® Xij . (7.28)
JEL()

The optimal pointwise metric is then defined as:

M = (det(MP)) 2 M. (7.29)
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7.6.2 Global optimal metric

The global optimal metric will be obtained by multiplying the pointwise metric by
a scalar field to be determined:

= C; M.

i
opt
We search (C;); which minimizes
errp = measx(DT() 71> (xi5)% (xig, CiMixi) ™' &
% Xij
or

errpn = Z a; C;71 5 with a; = measx(i)T(i) " Z (xi5)% (%05, Mbxij) ! &

i Xij

while satisfying to the constraint: Y, measx(i)y/det(C;My) = N or:

dim .
Z pu; C;2 =N with ;= measg(i)y/det(Mp).

(2
dim
This can be simply solved by applying the variable change d; = 1;C; * , which
gives:

;2
Min Z nid#™ under the constraint Z d; = N, (7.30)

7 2

2
with 7; = a; ™. The solution of (7.30) writes:

-1
d’ii'm dZm
24dim 2 im
di — nj+ 772 + N.
J
Lemma: The optimal metric is defined by:
M = C; M}
with
-1
. o1 . . 1 . .
My = (det(My) 2 My, My = - > ekl ki @ xi |
JEL()
2
dim
— g T T AT
C’i — ’ul dim an nl Ndim,
J

0Xij)

2 measx (1 x;:)? . :
ni = opm = F(;;( ) > (Xij(7 i) eij ; pi = measx(i)y/det(Mg).0
Xi]'
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7.7 Numerical examples

The analysis developed in this paper gives an answer to the same problem as in [22]
in which the continuous approach were introduced and a series of test cases were
presented for its evaluation. Our evaluation of the new method will then consist in
recomputing these test cases and comparing the results with the results of [22]. We
refer to [22]| for a detailed presentation of each test case.

7.7.1 A 2D boundary layer test case

We study the 2D boundary layer test case for five different methods: uniform
FMG, continuous Hessian-based adaptative FMG, tensorial Hessian-based adapta-
tive FMG, continuous norm-oriented adaptative FMG and tensorial norm-oriented
adaptative FMG. We can first compare the meshes obtained with the four different
adaptative methods. At the begining, we have the uniform mesh given by Figure
7.1. Using this mesh, we compute an approximate solution and we use it the create
an adapted mesh with the four methods:

e continuous Hessian-based adaptation gives Figure 7.2,
e tensorial Hessian-based adaptation gives Figure 7.3,
e continuous norm-oriented adaptation gives Figure 7.4,

e tensorial norm-oriented adaptation gives Figure 7.5.

Figure 7.1: Initial uniform mesh.
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Figure 7.2: Adapted mesh obtained thanks to continuous Hessian-based adaptation.

Figure 7.3: Adapted mesh obtained thanks to tensorial Hessian-based adaptation.

We have computed the results for the continuous case and for the tensorial case,
using ten adaptations per phase. The convergences of the different methods are
given in figures 7.6 and 7.7 in function of the number of points.
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Figure 7.4: Adapted mesh obtained thanks to continuous norm-oriented adaptation.

Figure 7.5: Adapted mesh obtained thanks to tensorial norm-oriented adaptation.

We can observe the uniform case in red, the Hessian-based continuous and ten-
soriel respectively in green and dark blue and the norm-oriented continuous and
tensorial respectively in pink and clear blue, the black line being simply the order
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[l —ual| Error of approximation
L FMG U — Up —— |
AFMG continuous Hessian-based U — Uy,
AFMG tensorial Hessian-based U4 — Up —%—
1 order 2 — T
0.1 -
0.01 -
0.001 .
0.0001 | =
le-05 el el e vl nbPoints
100 1000 10000 100000 le+06

Figure 7.6: 2D boundary layer test case, Hessian-based methods: error convergence
in terms of number of vertices.

[l —ual| Error of approximation
L FMG U — Up —— |
AFMG continuous norm-oriented 4 — Uy —&—
I AFMG tensorial norm-oriented U4 — Up,
1 order 2 —— T
0.1} -
0.01 ¢ .
0.001 | .
0.0001 | -
le-05 el el T v nd nbPoints
100 1000 10000 100000 le+06

Figure 7.7: 2D boundary layer test case, norm-oriented methods: error convergence
in terms of number of vertices.

2. The two Hessian-based cases are very similar and, in the same way, the two
norm-oriented cases are very similar too. That assures us our tensorial method is
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good, at least for this test case.

7.7.2 Poisson problem with discontinuous coefficient [22]

Error of approximation
10 ¢ T ———T T T ———TT T

FMG U — Up, —+— 7
AFMG continuous Hessian-based 4t — Uy, ]
AFMG tensorial Hessian-based U4 — Up —%— A
order 2 — 1
order1 ——

0.1}

0.01 |

0.001 ] L ol nbPoints
100 1000 10000 100000

Figure 7.8: Poisson problem with discontinuous coefficient, Hessian-based methods:
error convergence in terms of number of vertices.

Results of Figure 7.8 are also good but Figure 7.9 shows results which are a
little disappointing. The two Hessian-based cases and the continuous norm-oriented
cases present very good results, of order two. Unfortunately, the tensorial norm-
oriented case present a result very different, of order one, whereas it should look
very much like the continuous norm-oriented. It seems that the discontinuity does
not permit to have a good tensorial norm-oriented adaptation or maybe it needs
some rectifications.

7.7.3 Bubble-like test case with thin interface

We study now a bubble-like test case with thin interface. Figures 7.10 and 7.11
give us the results. In this case, the tensorial version and the continuous version
perform with very similar efficiency.

7.7.4 Bubble-like test case with thick interface

We have also run the easier case with a thicker transition. Figures 7.12 and 7.13
depict the convergence curves.

Like in the previous test case, we observe that the tensorial version and the
continuous version are very similar.
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Figure 7.9: Poisson problem with discontinuous coefficient, norm-oriented methods:

error convergence in terms of number of vertices.

[l —aal| Error of approximation
1000 T T — T T — T
3 FMG U — Uup, —+— A
| AFMG continuous Hessian-based U — Uy, |
100 L AFMG tensorial Hessian-based U — Up —%—
L order 2 ——
10 - =
1F =
0.1 | .
0.01 | -
0.001 4
00001 L L L IR | L L L R | L L L T R N ano|nts
100 1000 10000 100000

Figure 7.10: Bubble-like test case with thin interface, Hessian-based methods: error
convergence in terms of number of vertices.
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Figure 7.11: Bubble-like test case with thin interface, norm-oriented methods: error
convergence in terms of number of vertices.
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Figure 7.12: Bubble-like test case with thick interface, Hessian-based methods: error
convergence in terms of number of vertices.

7.7.5 A 1D boundary layer test case

Figures 7.14 and 7.15 give us the results in the case of the 1D boundary layer. The
two Hessian-based results are similar but we can observe an important difference
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Figure 7.13: Bubble-like test case with thick interface, norm-oriented methods: error
convergence in terms of number of vertices.

bewteen the two norm-oriented results. The continuous norm-oriented gives a bad
convergence which loses the order two at the end of the computation whereas the
tensorial norm-oriented remains of order two. Because of that, the tensorial norm-
oriented is better than the continous norm-oriented.

7.8 Conclusion

We have proposed several extensions of the discrete tensorial metric method for the
metric-based mesh adaptation of an elliptic model. First, it is formulated in terms
of an equation defining an intrinseque optimal metric, giving the optimal adapted
mesh as a unit mesh of the optimal metric. Second, the method is extended to the
minimization of LP norms. Third, it is extended to anisotropic goal-oriented mesh
adaptation. It is also extended to the novel norm-oriented analysis.

The proposed tensorial approach assumes that the iterated mesh is locally of
same edge directions as the background mesh, but this assumption is just a way
of reasoning and not a constraint in adaptation. This is illustrated by the fact the
tensorial method produces optimality systems which are essentially discretisations
of the optimality systems given by the continuous metric method.

We compared the tensorial method with the continuous metric method. In the
continuous metric method, discrete fields are theoretically mapped into a continuous
one in order to define a continuous optimality system for the metric. In the tensorial
treatment of Hessian-based, goal-, and norm-oriented error analysis, no continuous
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Figure 7.14: 1D boundary layer, Hessian-based methods: error convergence in terms
of number of vertices.
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Figure 7.15: 1D boundary layer, norm-oriented methods: error convergence in terms
of number of vertices.

context needs to be invoked. Further, the error analysis in the tensorial case does
not require any anisotropy bound while the continuous analysis does (at least in
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theoretical arguments).

Two-dimensional numerical experiments on a benchmark already used for contin-
uous Hessian-based, goal-, and norm-oriented adaptation show that both continuous
approach and tensorial approach behave similarly. The tensorial method appears
as less smooth than the continuous one and improvements of this issue need to
be applied. These preliminary outputs confirm the interest of the new approach.
The comparison will be continued with strongly anisotropic mesh adaptation (shape
aspect ratio larger than 100).

This work also proposes a 3D analysis. 3D experiments will soon be produced.






CHAPTER 8
Application aux écoulements
incompressibles

8.1 Introduction

Une des missions de cette thése est de soutenir le transfert des méthodes de maillage
adaptatif développées par 'INRIA vers la société Lemma, co-support de la bourse
de thése. La société Lemma développe notamment dans le logiciel ANANAS des
outils de simulation & la fois trés innovatifs (adaptation du maillage) et fonction-
nant sur des plateformes informatiques les plus modernes (parallélisme massif).
Rappelons dans ce contexte quelques réalisations résultant de la collaboration de
Lemma avec la recherche.

Dans sa these [47], Damien Guégan a travaillé & un démonstrateur de simulation
par maillage adaptatif et parallélisme massif d’écoulement diphasiques, avec des
critéres d’adaptation basés hessiens.

Suite & la thése de Hubert Alcin a PINRIA |5, 6], le module Navier-Stokes a été
enrichi par un algorithme de résolution de type Schwarz multiniveau par déflation.

Des critéres basés adjoints ont été ensuite introduits dans certains modules de
structure ’ANANAS.

Une certaine priorité étant mise sur l'efficacité, notre travail de these s’est
focalisé sur 'adaptation de notre algorithme FMG dans le module Navier-Stokes
d’ANANAS. Dans un premier temps, cette implémentation se fait indépendamment
de l'algorithme de Schwarz, mais pourrait étre combiné avec Schwartz (qui serait
appliqué a la grille la plus grossiére) pour atteindre un niveau supérieur de scalabilité.

Pour adapter l'algorithme FMG & un module Navier-Stokes paralléle, une
difficulté essentielle est la mise au point d’une version paralléle du solveur el-
liptique en pression sans perte importante d’efficacité. L’essentiel du travail de
mise au point du démonstrateur ezpérimental présenté dans ce chapitre porte sur
la transposition de FMG & un contexte partitionné pour une mise en cuvre avec MPI.

Dans un premier paragraphe on introduit le modéle Navier-Stokes. Le second
paragraphe définit une petite adaptation & I'instationnaire. Le troisiéme paragraphe
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définit les conditions d’adaptation au cas partitionné. Le quatriéme paragraphe
présente quelques mesures d’efficacité. Un cinquiéme paragraphe fait la synthese.

8.2 Modéle Navier-Stokes incompressible instationnaire

Le modéle considéré concerne les écoulement multi-fluides incompressibles. Sa for-
mulation sous forme d’EDP est basée sur une formulation en courbe de niveau
(Level-Set), comme dans [34, 69| incluse dans un modéle Navier-Stokes paralléle
comme dans [52] et étendue au cas adaptatif comme dans [48].

8.2.1 Equations bi-fluides via Level-Set

On considére le modéle des équations de Navier-Stokes pour deux liquides incom-
pressibles non-miscibles, non soumis & une tension interfaciale et se déplagant dans
une enceinte fermée €.

U
P o +pV-(UU) = V-(v(p)VU)—-Vp+pg dans Q (8.1)
V-U = 0 dans Q (8.2)
9p +V-(pU) = 0 dans Q (8.3)

ot

ou U désigne le vecteur vitesse du systéme des deux fluides, p sa pression, p sa masse
volumique, et g le vecteur des forces de gravité. Dans cette formulation, la masse
volumique prend seulement deux valeurs p; et p, strictement positives chacune et
prise chacune dans un sous-domaine de €2, les deux sous-domaines étant séparés
par une interface. Le modéle est mathématiquement bien posé quand la viscosité
v(p) n’est pas nulle, voir par exemple [74]. L’interface est supposée étre une surface
suffisamment réguliére, et en particulier, avoir une normale bien définie n:

1
Pl — Pg

né, = Vp,

ou 9, désigne la couche de Dirac portée par cette interface. Pour fixer les idées,
pr est la masse volumique d'un liquide, et p, est la masse volumique d’'un gaz (le
mouvement du gaz étant supposé garantir son incompressibilité). Typiquement, le
rapport entre les deux masses volumiques peut atteindre un millier, ce qui représente
une difficulté certaine au niveau de ’approximation, aussi bien qu’au niveau de
la résolution, et ceci explique que nous ayons tout au long de cette étude utilisé
un cyclage extrémement robuste incluant un GMRES. Le systéme précédent est
complété par une condition au bord, de type glissement (U -ngg = 0 on 92 ot nyg
est la normale au bord).

Dans la méthode Level-Set, on modifie la formulation (8.1-8.3). On considére
une fonction lisse ¢, la Level Set, dont le contour 0 est porté par l'interface. Les
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deux sous-domaines sont donc repérés par la fonction de Heaviside H appliquée &

¢:
_J 0 sig<O
H(d))_{l sig>0.

p(@) = pg+ (pr — pg) H(¢)

o +V-(Ugp) =0, (8.4)

ouU
p(cb)ﬁ +p(@)V-(UU)+Vp—p(p)g=0 (8.5)
V.-U=0. (8.6)

8.2.2 Approximation par éléments finis

Le systéme (8.5-8.6) est approché par une méthode de projection standard avec
une approximation Pj-P; en éléments finis continus de degré un comme dans [52].
L’interface est advectée a I’aide de I'équation (8.4) qui est approchée par des volumes
finis centrés-sommets [33].

Introduisons quelques notations supplémentaires. Soit €25, la discrétisation du
domaine de calcul © inclus dans R¥™ et soit H un maillage de €. Pour simplifier
nous supposons que le domaine discret €2, est identique & 2. On omet les indices
de discrétisation spatiale ,. V = {¢ € C°(Q) | ¢|k is affine VK € H} est I'espace
usuel d’éléments finis P;. V est engendré par les fonctions de base 1; décrites dans
les chapitres précédents. On note V.= V%™ Les variables multi-fluides discrétes
sont:

U = ZUM, p = Zpiwi and ¢ = Z@-wz—.

Projecteur L?: pour tout u € L?(Q2), on note Pu : L? — V la fonction telle que
pour tout sommet x; de H:

Pulxi) = ff “f dd; .
Q 1

Pour tout U = (u,v) € (L?(2))?, on note PU = (Pu, Pv) le projecteur dans V.
Cet opérateur P est utilisé pour transformer un champ discret constant par élément
en un champ discret continu et affine par élément.

L’algorithme global d’avancement en temps s’écrit:

Etape 1: (Etape de prédiction) La vitesse est explicitement prédite via
I’équation (8.5) en omettant le terme de pression:

_ At

U, = U'— 28 [ 4 (V.(UeU) — g)dx,
P o [ (v UeU) - ax
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ou |C;| est le volume de la cellule associée au sommet i
Gy = Z/ﬂwmj dx .
J

Etape 2: (Etape de projection) Cette étape évalue la pression en utilisant la preé-
diction de la vitesse et met & jour la vitesse en imposant une contraint approchée
de divergence nulle (8.6). A cet effet, on résout

1 1 ~
/vp"+1.wdx = /w.de VeV,
p At

dans V par éléments finis P;. La correction de vitesse basée sur le gradient de
pression est constante par élément. Elle est transférée dans V a 'aide de P et
ajoutée a la vitesse :

_ 1
Ul =U+AtP (pr”“) et U™ =0 sur 9.

Etape 3: (Advection de la Level-Set) La fonction ¢ est advectée a l'aide de
Péquation (8.4) avec U™ comme vitesse pour passer du niveau en temps n au niveau
en temps n + 1. Cette équation est approchée par des volumes finis centrés-sommet
précis au second ordre. De maniére classique, afin d’éviter sur la Level-Set la
formation de trés forts (ou trop faibles) gradients, la Level-Set est remplacée
réguliérement par une fonction <Z~>"+1 définie comme la distance signée au contour
{¢"T! = 0}. Nous renvoyons & [52] pour plus de détails.

Epaissement de Uinterface. Pour de grands rapports de masse volumique de chaque
coté de l'interface, la manipulation de fonctions Heaviside H(¢) strictement discon-
tinues pour définir la masse volumique conduit & des instabilités de 'approximation
et quelquefois a des divergences du calcul. Dans I’équation (8.5), H(¢) est remplacée
par une version “épaissie” Hy(¢) définie par :

0 if ¢ <—n,
Hy(¢) = 3(1+2+Lsin(Z2)) if g <,
1 if ¢>n.

En pratique, le paramétre n est choisi de maniére que n = k Ax avec k = 3. Cet
épaissisement d’interface renforce comme attendu la stabilité globale mais introduit
un parameétre de discrétisation supplémentaire a prendre en compte. On notera
que dans les chapitres précédents, nous avons pris en compte cet épaississement
d’interface dans nos cas tests.

Quelques remarques. Dans le modéle numérique présenté, I’avancement en temps
peut se faire soit en semi-implicite en ne résolvant que 1’équation pression, soit
en implicite faiblement couplé en résolvant chaque étape de maniére implicite, soit
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encore en implicite couplé en ré-itérant & chaque pas de temps les étapes précédentes
comme dans les algorithmes de type SIMPLE [70]. On s’intéresse ici a la premiére
option, semi-implicite et on se pose la question des modalités de résolution par FMG
du systéme dont la pression est la solution.

8.3 Une idée globale du module adaptatif

Dans l'algorithme de point fixe local instationnaire utilisé dans [48], l'intervalle en
temps est préalablement divisé en un certain nombre de sous-intervalles:

[O,T] = [O,tl] U [tl,tg] u...u [tk,tk+1] U...u [tnsiflytnsi]-
La simulation calcule chaque sous-intervalle 'un aprés 'autre.

Dans chaque sous-intervalle [ty t;11]:

- L’avancement en temps se fait a maillage spatial fixe. Mais ce maillage est adapté
par point fixe, c’est-a-dire que dans chaque sous-intervalle, I'avancement en temps
est ré-itéré entre deux mises a jour du maillage (sur la base d’une nouvelle métrique
dépendant de 'avancement en temps précédent).

- (a) Dans la nouvelle version a laquelle cette thése contribue, la génération
d’un nouveau maillage adapté (toujours pour [tg,tr41]) est suivie de la génération
de maillages plus grossiers en utilisant des métriques plus grossiéres.

- (b) Les différents niveaux sont partitionnés en commencant par le niveau fin et
en calquant la partition d’un niveau grossier sur celle du niveau directement plus fin.

- (¢) Lavancement en temps est réalisé. On résoud la projection en pression par
FMG/FMV en utilisant les niveauz construits.

- Les étapes (a)(b)(c) sont ré-itérées jusqu’a un couplage solution/maillage sat-
isfaisant.

8.4 Vers MG en instationnaire : FMV

8.4.1 Motivations

Nous présentons une courte étude d’'une modification assez simple de notre
algorithme pour une adaptation a l'instationnaire. Rappelons le contexte de
FMG stationnaire. le but est d’obtenir une solution assez précise en partant de
grilles grossiéres en raffinant et en adaptant, et en s’arrétant de raffiner quand
le maillage et sa solution sont satisfaisants. Dans la plate-forme ANANAS, la
résolution adaptative instationnaire se fait sur un intervalle en temps durant lequel
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le maillage est figé, cf. [48]. On dispose donc des maillages et des inconnues au
temps précédent, et on conserve le méme maillage pour le niveau de temps a calculer.

On notera que 'EDP & résoudre n’est pas de type Cauchy-Kowalevska pour la
pression, en d’autres termes que la pression ne sera pas avancée en temps sur la
base d’une dérivée en temps de la pression. Il est néanmoins possible d’extrapoler
& partir des instants précédents une condition d’initialisation de la pression pour
I’algorithme itératif de ’étape de projection. Cette option n’est pas tres robuste et
n’a pas été envisagée dans ce travail. On utilisera seulement l'existence du maillage
fin en transformant le FMG en un cyclage proche des cycles FMV. Bien que FMV
désigne une méthode de cyclage, nous conservons cette appellation pour le nouveau
solveur proposé.

8.4.2 Description de la méthode

Notre méthode de résolution FMV est trés semblable a la méthode FMG. La seule
différence réside dans l’assemblage du second membre de ’équation & résoudre.
Dans le cas de FMG, & chaque phase, on assemble le second membre sur le maillage
courant, c’est-a-dire le maillage le plus fin de la phase.
On a I'équation

Apv = fumg.

Dans le cas de FMV, a chaque phase, on assemble le second membre non pas sur le
maillage courant mais sur le maillage le plus fin. Puis, on le transfére sur le maillage
courant par accumulation. On résout donc

Apmv = BMgp—MI My

Pour étre plus clair, on compare les seconds membres pour le cas test du cercle.

8.4.3 Exemple avec le cas test du cercle

On considére une suite de maillages uniformes, les mémes que ceux utilisés dans
les exemples en FMG. Le maillage le plus grossier a 121 points et le plus fin en a
103041. Ces deux maillages sont montrés par les figures 8.1 et 8.2.

On remarque que le maillage & 103041 points est tellement fin qu’on ne peut
méme pas voir ses mailles. Un zoom sur ce maillage est donné par la figure 8.3.

Le second membre fu assemblé directement sur le maillage grossier est montré
par la figure 8.4.

La figure 8.5 montre, au contraire, le second membre faq,,, assemblé sur le
maillage fin.

On constate que les deux seconds membres faq et faq,,, sont tres différents,
My, étant nécessairement une meilleure représentation du second membre analy-
tique f.

Reste a transtérer faq,, sur le maillage grossier. Une simple accumulation nous
donne R, —MJS My, T€Présenté sur la figure 8.6
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Figure 8.1: Maillage uniforme 121 points

Figure 8.2: Maillage uniforme 103041 points

Figure 8.3: Zoom maillage uniforme 103041 points
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Figure 8.6: Second membre assemblage fin transféré sur grossier
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On observe une grande différence avec faq. Ce nouveau second membre ressem-
ble beaucoup plus & faq,,,-
A partir de 14, on peut lancer notre résolution de la méme facon que pour le FMG
avec, a chaque phase, un second membre transféré depuis le maillage & 103041 points.
Notons qu’au fur et & mesure que ’on avance dans la résolution et qu’on passe d’une
phase a la suivante, le second membre transféré ressemble de plus en plus au second
membre assemblé sur le maillage courant, jusqu’a ce qu’on arrive a la derniére phase
ou le maillage courant est lui-méme le maillage le maillage & 103041 points.

Les courbes de convergence des méthodes FMG et FMV sont données par les
figures 8.7 et 8.8 qui représentent 'erreur, respectivement en fonction du nombre de
points et du temps CPU.

10 T T

T z|
FMGU — Up —+— 4
FMV U — Up,
1k order 2 4

01} ]
0.01 | 4

0.001 - E

0.0001 |- J

le-05 E
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Figure 8.7: Convergence en nombre de points du FMG et du FMV
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Figure 8.8: Convergence en temps CPU du FMG et du FMV

On observe, sur la figure 8.7, que les résultats, au début de la résolution, sont bien
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meilleurs en FMV qu’en FMG mais que, plus on avance dans les phases, plus les deux
courbes se rapprochent, 'avantage du FMV sur le FMG diminuant, pour finalement
arriver & des résultats identiques & la derniére phase. Ceci est parfaitement logique
puisque, au fur et & mesure qu’on utilise des maillages de plus en plus fins, le second
membre assemblé dessus est de plus en plus proche du second membre assemblé
sur le maillage & 103041 points. Finalement, & la derniére phase, le maillage utilisé
pour la résolution est le maillage & 103041 points lui-méme ce qui implique que,
lors de cette phase, le méme second membre est employé dans les deux méthodes
ce qui ameéne trés logiquement & des résultats identiques. Notons toutefois que
ces résultats ne sont identiques que parce que, dans nos expériences, la résolution
multigrille est convergée sur la derniére phase (tout comme elle ’est aussi sur les
autres phases d’ailleurs) car, sans cette convergence compléte, les résultats seraient
différents du fait de la condition initiale, transférée depuis ’avant-derniére phase et
donc différente entre les deux méthodes. Or, en pratique, seulement quelques cycles
seront appliqués & chaque phase.

La figure 8.8 nous montre le temps de calcul pour les deux méthodes. On remarque
que, pour la premiére phase, le calcul ne prend qu’une seconde en FMG alors qu’il
en prend quatre en FMV. Cela n’a rien d’étonnant puisque 1’assemblage du second
membre sur un maillage plus fin prend nécessairement plus de temps et qu’il faut,
de plus, le transférer sur le maillage grossier. Cette différence se fait aussi sentir a la
derniére phase ol on observe des résultats égaux mais décalés en temps CPU: il faut
550 secondes pour le FMG et 594 pour le FMV. Cependant, pour toutes les autres
phases, le rendement est meilleur pour le FMV que pour le FMG. Notamment, si
on arréte la résolution a l’avant-derniére phase au lieu de la derniére, on a un gain
en efficacité par rapport au FMG.

8.5 MG en MPI

Dans le cadre de cette thése, la version FMG MPI a été développée en 2D et
3D et validée sur poste de travail biprocesseur. La méthode s’applique au cas
non-adaptatif aussi bien qu’au cas adaptatif. Nous résumons la description des
principaux modules/algorithmes qui ont été nécessaires a ce développement:

- Génération de grilles grossiéres si elles ne sont pas disponibles au lancement de la
phase de résolution de I’étape de projection.

- Partition des grilles grossiéres calquée sur la partition de la grille fine.

- Construction des opérateurs de transfert inter-grille paralleles.
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8.6.

8.6 Un cas test de validation/évaluation en 3D

Le nouvel algorithm a été validé en 2D et 3D. Nous donnons un exemple de validation

3D. Pour cela, on a utilisé le maillage d'un cube montré en Figure 8.9.
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Figure 8.9: Maillage d’un cube en trois dimensions

La fonction u & approcher est définie par la formule suivante:

u=azx(x—1)

= 1000000000.
La résolution est faite en FMG uniforme avec quatre grilles ayant respectivement

o
216, 1331, 9261 et 68921 points.

7

t

2

esen

avec, dans le cas pr

Cela nous permet d’obtenir une

chaque phase.

tions a

era

On effectue 100 it
solution convergée. En effet, on a trac

¢ la convergence du résidu sur chacune des

Ces quatres courbes de

convergence sont données par les Figures 8.10, 8.11, 8.12 et 8.13.

quatre grilles et on observe qu’il y a bien convergence.

On peut voir une grande différence entre la courbe de convergence de la premiére

phase et les suivantes avec une brusque descente de la courbe & la septiéme itération

au lieu d'une descente progressive. Cela est di au fait que, lors de la premiére phase,

on effectue un GMRES avec un simple préconditionnement Jacobi alors qu’ensuite,

On observe également que la

le préconditionnement se fait avec des multigrilles.

convergence ne ralentit pas d’une phase a l'autre, conséquence de l'utilisation des
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Figure 8.10: Convergence du résidu premiére phase

T T T
1e+08 L non_preconditioned_iterative_residual" —+— _|

le+06
10000

100

0.01

0.0001

. L R RE RN R RN it .
AR

le-06

1le-08 ' ' ' '

Figure 8.11: Convergence du résidu deuxiéme phase

multigrilles. La figure 8.14 montre la solution calculée. Les résultats sont identiques
en calcul MPI sur deux processeurs. Les maillages de partition et les solutions
correspondantes sont donnés par la figure 8.15.
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Conclusion du chapitre

Nous avons résumé la description du transfert vers lindustrie de résultats de

recherche effectués dans le cadre de cette thése.

Ce transfert reste & consolider,

puis & tester sur des cas massivement paralléles. Une des premiéres applications

sera la simulation de grandes structures dans un écoulement diphasique turbulent.
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Figure 8.14: Solution calculée du cas en trois dimensions

Le nombre de points des maillages utilisés est de plusieurs dizaines de millions de
sommets et dans ces niveaux de nombre de points les méthodes FMG apporteront
un important progrés en efficacité.
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Conclusion générale

I’étude présentée dans cette thése s’est attaquée a la recherche d’une meilleure
efficacité du calcul de phénomeénes modélisés par des EDP elliptiques stationnaires
multi-échelles. Par multi-échelles nous entendons que le champ de solution présente
des grandes et petites échelles. Un exemple typique un peu extréme est le cas de
champs discontinus. La situation physique cible est par exemple la modélisation
d’un milieu fluide diphasique avec interface discontinue.

Les quatre ingrédients principaux de la simulation efficace de tels phénoménes
sont les suivants:

(a)- la preécision asymptotique formelle de 'approximation choisie ainsi que sa
complexité (nombre d’opérations par inconnue),

(b)- 'adaptation de maillage afin d’obtenir le plus de précision possible pour un
nombre de noeuds donné, et en particulier une convergence a ’ordre asymptotique
formel.

(c)- la mise en ceuvre d’algorithmes de résolution du systéme discret les plus
efficaces possibles et en particulier de complexité linéaire (O(N)),

(d)- la mise en ceuvre massivement paralléle du code de simulation complet
avec le meilleur speed up et en particulier présentant des propriétés de scalabilité.

L’analyse de tous ces ingrédients doit permettre de relier asymptotiquement la
précision recherchée avec les moyens mis en ceuvre: nombre de processeurs, temps
horloge.

Cette thése est partie d’une approximation formellement & l'ordre deux (point
(a)). Elle a cherché a contribuer aux trois autres points par les avancées suivantes:

- nous avons proposé une méthode MG efficace pour des discontinuités, control-
lée par un critére d’arrét (point (c)),

- nous avons proposé des critéres d’adaptation de maillage (point (b)) basés
Hessien, orientés fonctionnelles, orientés norme, en version métrique continue et en

version métrique tensorielle,

- nous avons développé une version parallele MPI de ces algorithmes, notamment
de la méthode FMG (point (d)).

Les méthodes développées apportent des réponses & plusieurs questions posées



164 Chapter 8. Application aux écoulements incompressibles

dans le programme ANR MAIDESC. Elles ont trouvé divers débouchés, avec notam-
ment des méthodes orientées normes pour la Mécanique des Fluides Compressibles
mises au point par 'équipe INRTA GAMMA de Rocquencourt et constituant une
des livraisons du projet Européen UMRIDA. Ces méthodes s’appliqueront a terme
aux modeles CFD turbulents 3D.

Les méthodes développées donnent lieu a des transferts vers les activités

industrielles, notamment & travers des développements informatiques dans le code
ANANAS de la société Lemma.

De nombreuses extensions sont a envisager:

- nous avons signalé l’extension au 3D.

- Padaptation & des phénoménes instationnaires (dans la suite de la thése de Anca
Belme) est un probléme ouvert et représente un besoin industriel urgent.

- I'extension & des approximations d’ordre trois et plus, dans la perspective ouverte
par la thése d’Alexandre Carabias.

- Pextension & des couplages physiques (fluide-structure par exemple).

Tous ces développements augmenteront les capacités de la simulation numeérique
avec pour corollaire une meilleure maitrise par ’lhomme des processus naturels qui
I’entourent et des dispositifs qu’il crée.
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