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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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���� ������ ���������� ����� ���� ����� ����� ������ ��� �� �������� ������� ��
��� ����������� �� ��� �������� �� ���� � ������� ��� ��� ����������� ��
��� ��� �� ����� ��� �� �� ��� �������� D �� �� ������� �� ��� ���� ���������
�� D�
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������ ���� ��� �������� ��� ���������� ����� ���� ��� �����

�� ��� �������� �� ������ �� ��� �������� ���� ��������� ���� ��� ���
�������� ���� ������ ��� ��� ����� ��� �� ����������

� � ���� ���� ����� ��� �� ���������� �� ��������

�������� ������tag� ������type���

����� type �� � �������� ���� ���� ������� �������� ����

� � �������� ���� ����� ��� �� ���������� �� ��������

�������� ������tag��
�������������

type
��������������

����������

����� type �� �� ��� ���������� ���������� ���� ��� ��� �������� ��������
�� ��������� �� ���� �����

�� ���� ���� ��� �������� ��� ��������� ������������� ��� ������

� �������� ������name� �����������a� �����������b� ����

���� ��� ���������� ��������� ��� ��������� �� �������� ��� �������
��� ������� ������ �� ����� ���� ������������� ��� ������ a ���� ��
� ������������ ������� ��� b ���� �� ������ � ������������ ������� �� ���
����� ���������� �� ����� ���������� ��� ��� �������� ���� ��� ������� ��
�� ��� �� ��

� ����������type1 . . . typen�����������

��



�� �������� �� ������� �������� �� ��������� ��� ���� ��� ����� �� type1�
��� ������ ��� �� type2� ����

� ��������type1 . . . typen���������

�� �������� ���� ��� ����� ���� �� �� ��� �� ��� ������ ������

���� ����������� ��� ���� �� ����� � ���� �� ������

������ ������name�� type ��������

����� ��� ����� �� �������� ��� �� ���� �� ��������� ���������� �� ��������

������ �����name� �����������a� �����������b���
�������� �����tag� �����������a� �����������b���

������� � ��� ��������� ���� �� ��� ���� ��������� ��� ������������ �������
�� ����

�������� ����������� ���������������

������ ��������������

��������

�������� ������������

�������� �������������

�������������

����������

������ ��������������

�����������

��������������

����������

�������� ���������������������

�������������

����������

������ ��������������

������ �������������

�����������

��������������

����������

���������

��������

������ �������������

��������

�������� �������������������

�������������

����������

�������� ��������������������� ������������� �������������

���������������������������

��



�����������

��������������

����������

�������� �������������������

�������������

����������

������ ��������������������� ������������� ��������������

�����������

��������������

����������

���������

��������

���� ����� ���� �� ��� ���������� �� ����� ��� �� ��� ���� ������ �� �� ��
�� ��� �� ��� ��������� �������

� ������ string �������

� ������� symbol ��������
� ��������������� symbol label ����������������

����� string �� � ��������� ������� symbol ������ label� �� �� ��� ����������
����� ��� ��� ���� ������ ������ �������

�������� ���� ����� ��� ����� ���� ��� �� ������� ��� ��� �� ������� ��
�������� �����������

��



������� �

���� ��������� ���

����������� �����������

�� ���� �������� �� ��������� ��� ������� �� ������������ ���� ��������� ���
����������� ���������� ��� ���� ��������� ��������

��� ����������� �� �������� ���������

� ������ �������� �� � ��� A �� � ������ �� A × A� ����� � ������ ��������
R �� � ��� A� �� ������� ����� tRu �� (t, u) ∈ R� ��� ��� R−1 �� ��� ������� ��
R� ���� ��� tR−1u �� uRt�

����� ��� ������ ��������� →1 ��� →2� �� ������ �� →1 · →2 ����� ����
��������� ���� ��� t →1 · →2 v �� ����� �� ���� u ���� ���� t →1 u ��� u →2 v�

����� � ������ �������� →� �� ����� →∗ ��� ��� �������� ��� ����������
������� �� →�

� ������ �������� → �� � �������������� �� �� �� �������� ��� ����������� ���
�� �������� �� �� �� ��������� ���������� ��� �������������� ��� ��������� →∗ ��
� ���������������

��������� � ������������� ����� � ��� A� �� ������� a ∈ A �� ��������

����������� ��� � ������ �������� → �� A �� ����� �� �� ������� ����� a = a0 →
a1 → . . . ��� SN(→) �� ��� ��� �� �������� �� A ���� ��� �������� �����������
���� ������� �� →� ��� �������� → ���������� ��� �� ������������� �����������
�������� ������������ �� ����� ������� �� A �� �������� ������������ � ������
�������� →1 ���������� ���������� �� ������� ������ �������� →2� ������� SN(→1

/ →2)� �� →∗
2 · →1 �����������

����������� � �������� → �� ���������������� ������� ¬SN(→)� �� ����� ������
�� ������� ������

��



��������� � ��������������� ����� � ������ �������� → �� � ��� A� ��� ���
Acc(→) �� ��� �������� �� A ���� ��� ���������� ���� ������� ��→ �� ��� ��������
������ �� A ���� ���� a ∈ Acc(→) �� ��� ���� ��� ��� ��� b ∈ A ���� ���� a → b�
b ∈ Acc(→)�

�� ��� ����� �� ��� ��� �������� ���������� �� ������������ ����� ��� ������
����� �� ��������� ����� ������ �� ��� ����� �� ������� �� ��������� ����� ���
���� ������������ �� ���� �������� ����������� �� ������� ������ �� ��� �������
�� ������� ������ ���������� ��� ����� �� �������������� ������ ����������� �� ����
���� ������ �� � ������������ ��������� ��������� ������ ������������� ����������
���

�� ��� ����� �������� ����������� �� ������ �� ������������� ��� ����� �� ���
�������������� ����� �� ���� �� ��������� ���� ����� �� P �� � ������� ������ �����
��� ����� �� �������� ������� ���� ¬¬P �� �������� �� �������������� ������ ����
��� ������� ����� ��� ����� �� �������� ������� ��� ������������ �������� ��
����������� �������� ����� ��������� ����� �� ��� ������ ���� �� ��������������
����������� ���� SN �������� �� Acc ���� ��� ¬¬SN�� �� ���� ����� ��� �����
������� ���� ��� ����� �� �������� ������ ��� ��� ����� �� �������

��� ���� ������� ���������

�� ���� ������� �� ������ ��������� ������������ ���� ���������� ��� ����
�������� ��� ��� ������� ���� ����� ��� X �� � ��� �� ����������

��������� � ����������� � ��������� Σ �� � ���� (F , ar) ���� �� � ��� F ��
�������� ������� �������� ���� X ��� �������� ar : F → N ���������� ��� �������
�� ��� �������� ��������

�� ����� �� ��������� �� ����� ����� f ∈ Σ ������� �� f ∈ F �

��������� � ������ ��� ��� �� ����� T (Σ,X ) ���� Σ ��� X �� �����������
������ �� ��������

� X ⊆ T (Σ,X )
� �� f ∈ Σ ��� t1, . . . , tar(f) ∈ T (Σ, X)� ���� f(t1, . . . , tar(f)) ∈ T (Σ, X)

�� ����� ����� f ������� �� f() ���� ar(f) = 0�
��� ��� �� �������� ������� ������ ���������� ��������� �� � ���� t ∈ T (Σ,X )

�� ������� �� Fun(t) ������ Var(t)�� ����� ������� ��������� ��� ������ ������

�� �������
� ���� t �� ������ �� �� �������� ��� ���� ���� ��� ���������� �� t� ���

��������� x ∗ (n + 1) �� ������� ����� x ∗ (x + 1) �� ��� ��������� ���� x ��� n
��� �������� ��������� ��� +, ∗ �������� ���������

��� ���� ������ �� � ���� t� ������� root(t)� �� ������ �� ��������
� root(t) = t �� t ∈ X
� root(t) = f �� t = f(t1, . . . , tar(f))

��



������ ���� ���� �������������� �� f(a, g(h(y), x))

����� ��� �� ���� �� ����� ����� ������ ��� ������� �� �������� �� �������
�������� ������� ��� ����� �������� ����� ��� ������� �� ����������� ��������
��������

��������� � ���������� ��� ��� Pos(t) �� ��� ��������� �� � ���� t �� ������
�� ��������

� Pos(t) = {�} �� t ∈ X
� Pos(t) = {�} ∪ {i · p | i ∈ [1, n], p ∈ Pos(ti)} �� t = f(t1, . . . , tn)

����� � ���� t ��� � �������� p ∈ Pos(t)� �� ������ �� t |p ��� ������� ��
t �� �������� p� ��� �� t[u]p ��� ����������� �� � ���� u�

������� � ������ ���� {f, g, h, a} ⊆ F � ar(f) = ar(g) = 2� ar(h) = 1 ���
ar(a) = 0� ������ �������� ���� x, y ∈ X � ����� f(a, g(h(y), x)) �� �� �������
�� T (Σ,X )� ��� ���� �������������� ���� ��� ��������� �� ��� ��� �������� �� �����
�� ������ ���� ��� ��������� ��� ������� �� �������� 2 · 1 �� t |2·1= h(y)�

��� ������ �� ������ ������� �������� � �� ��� �������� ���������� �������� ��
����� ���� ���� ti � f(t1, . . . , ti, . . . , tn) ��� ��� f ∈ F � t1, . . . , tar(f) ∈ T (Σ,X )
��� i ∈ [1, ar(f)]� ��� ������� �������� � �� ��� �������� ������� �� ��

��������� � �������������� � ������������ σ �� � ��� ���� ��������� �� ������
���� σ : X → T (Σ,X )� ��� ����������� �� � ������������ σ �� � ���� t� �������
tσ� �� ������ �� ��������

� xσ = σ(x)
� f(t1, . . . , tn)σ = f(t1σ, . . . , tnσ)

��������� � ��������� � ������� �� � ���� C ���� � ������ ���������� ��
� ������������� �������� [ ] ������ ����� ��� ������������������������ �� u ��
������� C[u]�

��������� � �������� ��������� � ������ �������� �� ����� → �� ��������

������ ������� ��� ��� ��� ������� C ������ ������������ σ� ��� ����� t ��� u�

��



C[t] → C[u] ������ tσ → uσ� �������� t → u� �� �� � ������� �������� �� �� ��
���� �������� ��� ������� ��� ������� �������� ��������� �� � ������ ��������
�� ����� R� ������� →R� �� ��� �������� ������� �������� ���������� R�

��� ��� ������ ����� ���� t →R u �� ����� ��� � �������� p ∈ Pos(t)� � ����
l → r ∈ R ��� � ������������ σ ���� ���� t |p= lσ ��� u = t[rσ]p�

������� � �������� ��� ���� �� �������� �� ����� ������� �������� ������
���� F �������� ��� ������ z �� ����� 0 ��� ������������ ����� ��� ������ s ��
����� 1 ��� ������������ ��� ��������� ��������� ��� ��� ������ add �� ����� 2
��� ������������ ��� �������� �� ��� �������� ����� add ��� �� ������ �� ���
��������� ��� R �� ������� ������

�� add(z, x) → x

�� add(s(x), y) → s(add(x, y))

�� ���� ��� �� ������� ������ ���� ��� ��� �� ������� ��� ���� t = add(s(s(z))�
s(s(z)))� ������ �� ��� ���� t = add(s(s(z)), s(s(z))) ������� ��� ���� ���������
�� ��� ���� ���� ���� ��� t = (add(s(x), y))θ ����� θ = {x �→ s(z), y �→ s(s(z))}�
������ t →R (s(add(x, y)))θ = s(add(s(z), s(s(z))))� �� ��������� ���� ��������
�� ������ ��� ��������� ������� ���������

add(s(s(z)), s(s(z))) →R s(add(s(z), s(s(z)))) →R

s(s(add(z, s(s(z))))) →R s(s(s(s(z))))

��� ���� ���� ������ �� ��������� ��� ����� �� �� ������ �������

��������� � ����� � ���� ������� ������ ����� �������� �� � ��������� Σ
��� � �������� R �� T (Σ,X )�

��� ����������� �� ���� ������� �������

�� ��� ���� � ��� (Σ,R) ���������� �� ����� ������� �� T (Σ,X ) �� ��������
����������� ���→R� ��� ����������� �� � ��� �� ����������� �� �������� �����
�� �� ������� ������� ������ �� ����� ��� ��� (Σ,R) ��� ���� �� ������ ������
�� � ����� ������ �� ���� ������� →R ���������� �� ���� ���� ���� R �� �
��������� �����

�� ��� ��� ����� �� ��� � ��� ��������� ���������� ���� �� ������� �����
����� ����������� ������� ��� ������ �� ����� ��� ����������� �� � ����

����� ���� �����������

����� ���� ���� ������� ��� ����������� �� � ��� R �� ���������� �� ������
� ��������� �������� ���������� R �����

��������� �� ���������� ��������� � ��������� �������� �� � ������������
�������� �������� �� ����� ���� �� ������������� ������ ��� ���������

��



������� �� ������ (Σ,R) ���������� �� ����� �� � ��������� �������� ����
������� R�

���� ���������� ����� � ��������� �������� S� �� �� �������� �� ������ ���
����������� �� (Σ,R) �� ��� ����������� �� (Σ,R − S)� ����� A − B = {a ∈
A | a /∈ B}� �� R �� �������� �� � �������������� E ���� �� ��������� ������ ���
���������� ���� S �����

��������� �� ���������� ����� � ��������� ���� �� � ���� (E,S) �� ���������
�� ����� ���� �����

� E �� ��������� ����������� ������ ��� ���������
� S �� ������������ ��� �������
� E · S ⊆ S �� S · E ⊆ S�

�� �� �������� �� S �� ���������

������� �� (Σ,R) ���������� �� ����� �� � �������� ��������� ���� (E,S)
���� ���� R ⊆ E ��� (Σ,R− S) �����������

����� �������������������� ��������� �����

� ������ ��� �� ����� ��������� ����� �� �� ������������ ����� �� � �����
������� ������� ���� ��� � ��� �������� ���� � ������������ �������� �����

��������� �� �Σ��������� ����� � ��������� Σ� � Σ�������� �������� �� � ����
����� ��� A ��� �� �������������� �������� If : Aar(f) → A ��� ���� f ∈ Σ�
����� ����� � ��������� ρ : X → A� ��� �������� �� T (Σ,X ) ��� ����������� ��
A �� ��������

� [[x]]ρ = ρ(x)
� [[f(t1, . . . , tn)]]ρ = If ([[t1]]ρ, . . . , [[tn]]ρ)

���� ����� � �������������� ≥ �� A ����� ������ ���� > = ≥ − ≥−1 �� �����
�������� ���� ��� >I ������ ≥I� �� ��� �������� �� ����� ���� ���� t >I u ������
t ≥I u� ��� ��� ��� ρ� [[t]]ρ > [[u]]ρ ������ [[t]]ρ ≥ [[u]]ρ�� �� ��� ���� If �� ������
������� �������� �� ��� i��� �������� ��� ��� ��� x1, . . . , xn, x

�
i ∈ A� �� xi > x�

i�
���� If (x1, . . . , xi, . . . , xn) > If (x1, . . . , x

�
i, . . . , xn) ������ If (x1, . . . , xi, . . . , xn)

≥ If (x1, . . . , x
�
i, . . . , xn)�� ��� ���� If �� ������ ������� �������� �� �� �� ������

������� �������� �� ���� ��������� ��� ������ ���� ��� ������� �� ������
������� �������� ��� ��� ��� f ∈ Σ� If �� ������ ������� ���������

������� �� �� � �������� ������� (A, (If )f∈Σ,≥)� (≥I , >I) �� � ��������
��������� ����� �� � ������ �������� ������� (A, (If )f∈Σ,≥)� (≥I , >I) �� �
��������� �����

��� ��������� ��� ��� ������ � ������������ �������� ������� �� ����� �
���������� �������������� �� ��� ������������ ��� N �� ������� �������� ����
��� ��� ���� f ∈ Σ� � ���������� Pf ∈ N[x1, . . . , xar(f)] ���� �� �������� �� ����
xi� ����� If (a1, . . . , an) �� ��� ����� �� Pf ���� x1 = a1, . . . , xn = an�

��



������� � �������� ��� ��� �� ������� � ��� ��� ��������� ���������� ���
�������������

� Pz = 1
� Ps(x) = x+ 1
� Padd(x, y) = 2x+ y

���� ���������� �� �������� �� ����� ��������� �� ��� ����� ���� R ⊆ >I �

�� [[add(z, x)]] = 2(1) + x > [[x]] = x ��� ��� x ∈ N�
�� 2(x+ 1) + y > (2x+ y) + 1 ��� ��� x, y ∈ N�

����� ���������� �����

�� ��������� ��� � ��� (Σ,R) ��� ��� ���������� ���� ��� ����� ������
���� ��� ������ �� ���������� ���� ���� ����� �� ��������� ���� ���� �� ��� �����
��������� ���� ��� ������ �� �� ������� ��� �� ��������� ���� �����

��������� �� ����������� ������ ��� (Σ,R) �� � ����
� ������ f �� ������ �� ����� �� � ���� ����� ���� ��������� �� ������ �� f �

��� D �� ��� ��� �� ��� ������ �������� D = {f ∈ Σ | ∃l → r ∈ R, root(l) = f}�
��� ���������� ����� �� � ���� f(t1, . . . , tp) → r ��� ��� ��� ����� (f(t1, . . . , tp)�

g(u1, . . . , uq)) ���� ���� g ∈ D ��� g(u1, . . . , uq) �� � ������� �� r ���� �� ���
� ������ ������� �� l �� ��� DP(R) �� ��� ��� �� ��� ��� ���������� ����� ��
R� DP(R) = {(f(t1, . . . , tp), g(u1, . . . , uq) | (∃r, u1, . . . , uq)(f(t1, . . . , tp), r) ∈
R ∧ g(u1, . . . , uq)� r ∧ g ∈ D ∧ g(u1, . . . , uq) �� l}�

������� ���� ������ ���� →R ���������� ��
>�−−→

∗
R

�−→DP(R) ����������� �����
�−→ ������

>�−−→� �� ��� ����������� �� →R �� ������ ���� ��� ����������
���� �������� ��� �� ��������� �� ����� ��� ������� ��� ��� ����������� ��

���������� ������

��������� �� ������� �������� ��� Σ� �� ��� ��������� (F �, ar�) ���� ����
F � = F�{f � | f ∈ F} ��� ar�(f) = ar�(f �) = ar(f)� ����� � ��� �� ����� P �� Σ�
��� P� �� ��� ��� �� ����� �� Σ� ���� ���� P� = {(f�(t1, . . . , tm), g�(u1, . . . , un)) |
(f(t1, . . . , tm), g(u1, . . . , un) ∈ D}�

������� �� ����� ��������� ��� ��� ����������� �� ���������� ������ →R
���������� �� →∗

R
�−→DP�(R) ���������� �→R ���� ��� ���� �� �� ���������� ��

������� ��������� ���������

��������� �� ��� �������� � �� ������� �� � ������ (Σ,R,P) ���� �� �
��������� Σ ��� ��� ��������� R ��� P �� T (Σ,X )� �� �� ���� ����� �� ���
�������� →∗

R · →P �����������

������� �� ����� (Σ,R) ���������� �� (Σ�,R,DP�(R)) �� ������

�� ����������� ��� �� ���������� �����

��



������� � �������� ��� ��� ������������������������������� ���� ����

����� �� ������� ��� �������� �� ��� ����� ������� ��������

quot(0, s(Y )) → 0
quot(s(X), s(Y )) → s(quot(minus(X,Y ), s(Y )))

minus(0, Y ) → 0
minus(s(X), Y ) → ifMinus(le(s(X), Y ), s(X), Y )

ifMinus(false, s(X), Y ) → s(minus(X,Y ))
ifMinus(true, s(X), Y ) → 0

le(0, Y ) → true
le(s(X), 0) → false

le(s(X), s(Y )) → le(X,Y )

��� ���������� ����� ����

�� quot�(s(X), s(Y )) → quot�(minus(X,Y ), s(Y ))

�� quot�(s(X), s(Y )) → minus�(X,Y )

�� le�(s(X), s(Y )) → le�(X,Y )

�� minus�(s(X), Y ) → ifMinus�(le(s(X), Y ), s(X), Y )

�� minus�(s(X), Y ) → le�(s(X), Y )

�� ifMinus�(false, s(X), Y ) → minus�(X,Y )

���� ��� ����� ���������� ���� ������� ��� ������� ��� ��������� �� ��
��������� ��� ��������� ��� ��� ��� � ��������� ���� ���� ���� ��� ���� �� ��
�������� ����� P����������� ��� ���� ����� �� ��� ����

������� �� ����� (Σ,R,P) �� ����� �� ����� �� � ��������� ���� (E,S) ����
���� R ⊆ E ��� P ⊆ S�

���� ���������� �� ��� ������ ���� �� ��� ����� �� P�

������� �� ������ (Σ,R,P) �� ����� �� ����� �� � ������ ��������� ���������
���� (E,S) ���� ���� R ∪ P ⊆ E ��� (Σ,R,P −S) ������ (Σ,R−S,P −S)� ��
������

������� � �������� ��� ��� �� ������� �� ����� �� ���� ��� ����������
�����

add�(s(x), y) → add�(x, y).

��� ������������� �� ������� �� ���� ������ ������ ����� �� ������ ��� �����
������ ���������������

� Pz = 0
� Ps(x) = x
� Padd(x, y) = x+ y
� Padd�(x, y) = x

��



������ ���� ��� ���������� ����� �� ������� �

������� ��������� ��������� �������� �� ��������� ��� �������� ���������
���������� �� ��� ���������� ����� ��� ����� ��� ��������� �� ����� ������
���� ��������������

��������� �� ����������� ������ ��� ���������� ����� �� � �� �������
(Σ,R,P) �� ������ �� ��������

� ��� ����� ��� ��� �������� �� P�
� ����� �� �� ���� ������� l1 → r1 ��� l2 → r2 �� ����� ��� ��� �������������
σ1 ��� σ2 ���� ���� r1σ1 →∗

R l2σ2�
��� ���� �������� �� ��� ���������� ������� �� ��� ���� ��������� � ��������
��������� ��������� �� � ������� ������ Q ⊆ P ���� ����� ��� ����� ����
(q1, q2) �� �������� �� Q� ����� �� � ���� ���� q1 �� q2�

������� �� (Σ,R,P) �� ����� ��� ��� ����� �������� ��������� ��������� Q
�� ��� ���������� ������ (Σ,R,Q) �� ������

������� � ��� ���������� ����� �� ������� � �� ����� �� ������ ����
�� ��� 3 �����������

�� QA = {3}� ��� ������������� �� ������� ��� �� ������ ����� �� �����
��� ��������� ���������� ���������������

Ple�(x, y) = x+ 3y

P0 = 0
Ps(x) = x+ 5
Ptrue = 0
Pfalse = 1

Ple(x, y) = 1
Pminus(x, y) = x+ 3
PifMinus(x, y, z) = 3x+ y
Pquot(x, y) = 2 + 3x+ 2y

�� QB = {4, 6}� ��� ������������� �� ������� ��� �� ������ ����� ��
����� ��� ��������� ���������� ���������������

Pminus�(x, y) = 4x+ 3
PifMinus�(x, y, z) = x+ y

P0 = 0
Ps(x) = 5x+ 4
Ptrue = 0
Pfalse = 0

Ple(x, y) = x+ 4
Pminus(x, y) = x
PifMinus(x, y, z) = y
Pquot(x, y) = 5x

�� QC = {1}� ��� ������������� �� ������� ��� �� ������ ����� �� �����
��� ��������� ���������� ���������������

��



Pquot�(x, y) = 5x

P0 = 2
Ps(x) = 3x+ 3
Ptrue = 0
Pfalse = 0

Ple(x, y) = 3x+ y
Pminus(x, y) = x
PifMinus(x, y, z) = y
Pquot(x, y) = 3x

��� ����������� �����������

�� ���� ���� �� ��� �������� ������� ���� � ����������� ����� ��� �� ���
������ �� ��������� �������� �������� �� �������� ��������� �� ��� ���� ����
����� ���� � ����� ��� �� ����������� �� � ����������� ���� ����� ����� ���
������� �� ����������� �������� ����� �� �� ���������� ��� ����� ����� ���
������� �� ������� ������ ��� ������� �� �� �����

(Σ�,R, ∅) �� �����

(Σ�,R,QA) �� �����
���� ���

(Σ�,R, ∅) �� �����

(Σ�,R,QB) �� �����
���� ���

(Σ�,R, ∅) �� �����

(Σ�,R,QC ) �� �����
���� ���

(Σ�,R, DP�(R)) �� �����
���� ���

(Σ,R) ����������
���� ���

�� ������ ������ � ������ ��������� ��� ����� ��� ���� ��������� ��� ������
������� ���� ����������� ������� ��� ���� �� ���� ���� �� �� ������� � ��������
������ ������� ��� ���� ���� ����� ����� ���� ��� ��� �� ���� �� ��������

P1 . . . Pn

P0
�������� T�

����� ���� Pi �� � ����������� �������� ���� ��� ��� �� ����� ���� ��� ����
�������� �� ��������� �� P0 ������ ������� ���� ��� ����������� �� ���������
�� P1, . . . ,Pn �� ����� ������� T� ���� ��� ������� ����������� �������������
�������� ��� �������� ��� ��������� ��������� �����

(Σ1,R1,P1) �� �����

(Σ0,R0,P0) �� �����
�������� �� ���� ��������� ���� (E,S)�

�� �� ����� �� ��� ��� ��������� ���������� ��� ���������
� Σ1 = Σ0

� R1 = R0

� R0 ∪ P0 ⊆ E
� P1 ⊆ P0

� P0 − P1 ⊆ S
� E �� ��������� � � �
������ ��� �������� �� ���� �� ������� ��� ������� ��� ��� ����� �� ���������

���� �� ������� ����� �� ��� ����� �� ������� ����� �� ��� ��������� ������� S
���� �� ��������� ��� ��� �� ��� ���� ����������� �������� E ����� �� ������� �
������ �� ���������� ���� ������������� ����

��� ��������� �� ��� ���� �� � ���������� �������������� �� N� ���� ����� ���
����� �� ����� ��� �������������� �� ����������� �� N� ����� �� �� ���� ����������

��



����� ���������� ������ ��� ���� �������� ���� ���� ���������� ��� ��� ����������
��� �� E� �� ���� ������ ��������� �������� ���������� ���� ��� �������������� ��
����������� ����� �� ������� ��� ��������� ���� �� ��������� ������� �������
���� ������ �� ��� ���������� ��������������� ���� ��� ���� ������ �� �����

��



������� �

��������� ���������� �� ���

��� ����� ���� ����������

��� ������������ ��� ����

����� ��� �� ��� ��������

��� ������ �������� ��� ���� ���� �� ��������� ������� ������� ��� ������
������� ����������� ����������� �� ������ �� �� ��� �������� ����� ����� ����
����� ���� � ����������� ���������� �� �� ��� ��� ����� ���� ���� �� ����� ���
���� ��� ���������

������ ��� ����������� �� ����������� ����������� �������� ��� ��� �� ����
��� ������� ���� ���������� ��� ������������ ��� ��������� ����� ��� ����
��� ��������� ��� ����������� ��� ���� ����� ���� ����������� ��������� ���
�� �������� ����� ���� �� ��� ����� �� ������������ �� ������ ��� �����������
�� ����� ���� ���������� ��� ������� ���������� ��� ������ ��� ���� �� �������
� ��������� ����� ��� ���������� ���� ������������� ���� ��� ��� ��������
������� ����

����� ������ ������� ��� ������� ��� ����������� �� ��� ��� ����� ��
���� ���� ����� ��� ����������

�� ���� �������� �� �������� ��� ����� ����� ��� ����������� �� ������
������ �� �������� ��� ����� ���� ���� ��� ���� �� ��������� ��� ������ ��
��� �������� �� ���� ���� � ���� �� ������ �� ���� ���� ������� �� �������� ���
��������� �� ��������� �� ���� � ���� �� ����� ������� ���� ���� ��������� ��
�� ��� �������� ���� ��� ������ ������ ��������� ���� �������������� �����
�� ������� ��� �� ��� ���� x �� ���������� ���� � ��� ���� Tx ���� �����������
�� ����� �� �������� �� ������������ �������� �� ������� ��� �� ����� �� ���

��� ���� ���� � ���� ���������� ��� ������� ��� ������������ ��� ����� �� ���
��� ��������� ������� ���� ��� ��� ���� ���� ���� ����� ��� ���� ��� ���� x�
�� �������� �� ����� �������� ϕx������Tx ��� ����������� � ����� �� ���� ���

��



���� � ����� �� ���� Tx�

��� ����� �������������� �� �� ��� ���

��� ����� ���� ���� �� ��������� ��� �������� �� ������ �� ������ ��
��������

���� ����� � ����� �� ��� � �����������

���� ��� �

� ��� �� ������ � ��� ������ � ��� � �����

� ����� �� ������ � ��� ������ � ��� � �����

� �������� �� ������ � ��� � �����

� ������ �� ��� ����

� �������� �� ��� ����

� ���������� �� ��������

��� ���� ����� �� ���� �� ��������� ��� ������ �� ��� ��������� ����������
������ � ������������ ������� �� ��� ������ ������������

�� ��� ������� x �� ���������� ���� � ����� ψ(x) �� ���� ��� �� ������� ����
��� ���������������

� ψ(�������� �����n ����������a ����������b��)
�����n������a�b��

� ψ(�������� �����n �����s ����������a ����������b��)
�����n���������������� s��a�b��

� ψ(�������� �����n ����������a ����������b��������������t
������������������������)
�����n�����ψ(t)�a�b��

� ψ(�������� ����n ����������a ����������b�)
�����n����������������n��a�b��

� ψ(������ �����n ����������a ����������b��������������t
����������������������)
�������n�����ψ(t)�a�b��

� ψ(������ ����n ����������a ����������b�)
����������n�a�b��

� ψ(��������t1 . . . tn���������)
��������ψ(t1)�. . .�ψ(tn)��

� ψ(����������t1 . . . tn�����������)
����������ψ(t1)�. . .�ψ(tn)��

���� ����� ��� ����������� �� ��� ��� ����������� ���������� ��� ���� ���
�������� � �������� ���� ��� ���� ��� �������� � ��������� �� � ������� ����
��������� ����� ����� ������� �� � ������ ��������
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���� �� ��� �������� �������� �� � �������� �� ���� ����������� ���� ���
�� ��������� �� ������� ������������ ���� ��� ���� ������ � �������� ����

��������� �� � ����������� ���������� �� �� ����������� �� �� ����� ���� ��
��� ������ �� ��� ���� ����n������ t��a�b� �� ������n������ t��a�b�� �����
���������� ��� ���� ���������� t �� ��� ���� n� ���� ����� �� ��������� �� ����
t �������� �� ����������� ������

��� ����������

�� �� ���� ��� �� ����� �� ���� ��������� � ������ ���� ���� �� ���������
���� ��������� ���� � ����������� ��� ���� �������� ����� �� ��� �� ������ ��
�� ������� ��� �������� �� ���� � ���� ��������� ������ ������� ���� ����������
�� ��������� ���� �� ��������� � ��� ����� ��� ���� ������ ��������� ������ �
���� ���������� ��� ������� ���� ���� ��������� �� � ��������� ���� ���������
��������� �������� � ��� ��� �������� ���� ������ ��� ���� ���������
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��� � �������� ���� ���������� �� �� ��� ����� ����� ���� ��� ������������
��������� ��� ��� �������� ����� ��� � ������ ���� ���������� �� �� ��� �����
�� ��� ���� ������� t1�� � � � tn� ���� ���� ����� ti �� � �������� ���� �����������
������ ��������� ���������� � ���� �� ��������� ��� ������ ��� ���������� ���
����� ������ ���� � ���� �� �������� �� ������ ���� ������������

��� �������������� �� ��� ����� �� ���

�� ���� �������� �� ������� ��� ��� ���� ���������� ��� ����������� �� ����
���� �� ��� ���� ��������

����� ���� ���� ��� �������� � ������ �� �������� ����� ���� �� ���������
���� ����� �� ��� ��� �������� ������� �� ���������� �� ������ ����
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������ ���� ����������� �� ��� �������� ����� ���� ��� ��� �����

����� ������ ������ ��� �������� �� ���� ��� ��� ���������� ������� ��
����� ��� �� ���� �� ��� ��� ������� �������� ����� ��� ����������� ����� �� ����
���� ��������� �������� �N� Z� �����

����� �� ����� � �������� θ ����������� � �������� ���� ���������� t ����
� ��� ���� θ(t) �� ���������� �� ������ ���� ����� ��������� ����� �� �������
���� ��� ��������� ��� ����� ��� ����� ����������� �� � ����� ��� ���� �� �� ���
�� ����� ��� �������� ��� ����������� ��������� ���� ����� ������� ��� ���� ����
��������� ���� ����� ��� ���� �� ���� ������� ��������� ��������� ��� �������
���� ��� ��������� ���� ����� ����� ��� �� C���� ���� ����

���� ���� ��� ���� ���������� ���� ��� ���� ��������� ������� �� �����

���� ���� ��������� n ��� ���� ��������� �� ����������� ��������� t �����
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��������� t1�� � � � tn� θ(t1)�� � � �θ(tn)

���������n�������� �� n
���������n�������� �� ������n
���������n�������� k� n�� � � �n
���������n������������� ����n

����n������ t��������� �� θ(t)
����n������ t��������� �� ������ θ(t)
����n������ t��������� k� θ(t)�� � � �θ(t)
����n������ t�������������� ���� θ(t)

������ ���� ����� ��� ����������� � �������� ���� ���� � ��� ����

����� �� ��� �� ��� ��������� �� � ���� ����� n� ����� ���������� t �� ������ �
������ ���� ���������� �� � �������� ���� ����������� �� �� �� � �������� ����
����������� ���� n �� ������ �� ��� �� ��������

���������� n �� θ(t)�
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� n�tagk � θ(Tk)
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������� ��� ���� ����������� ������ ���� t� ��� ������������� ���������
�� ��������� ��������� t����� �������������� �� ���� �� ���� ���������� �����
��� ���� ����������� ����� ���� ������ �� ������� ��� ��� ���� ��� ���������
��� ���� ��������� �� ���������� ���������� �� ��� ����� � ������� ���������
��������� �� ����� � �������� ���������� ���� �� ��������� ���� �������� ��
��� ��� ����������������������

����� �������� �� ��� ���� ���������� �� ���

�� ���� ���� ���������� ��� ��������� ��� � ���� ��������� ��� ����� ��
����� ������ ����� �� ��� ���� ���� �� ��� � ������� �� ����� �� ��� �����
����� ��������� ������� �������� ������ ������ �������� �� ��������� �� ����
�� ���� ������� ���� �� �������� ������ ����� �� ��������� ��� ������� �� ���

��� ����� ��� ���� ����� ���� �� � ���� ��������� ��� ���� ����� �� ���� �����
�� ��� ���� ��� �� �������� ������ ����� �� �� ���������� ������ ������ �� ��
��������� �� ����� ��� ��� ���� ���������� ���� ������� �� ����� �������������

��������� �� ��� ��� �������� �� ��� �������� ���� � ���� T �� ������ �� �
����� ��� �� ������������ c1, . . . , cn� ���� ����������� ci ����� �������� ���� �
���� �� ����� Ti,1, . . . ,Ti,ni

��� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ��� ���� �
���� T ������� �� � ���� U� ������� U�T� �� ����� �� � ����������� �� T ������
�� �������� �� ���� U�

� ���� U ���� �� ������ ������ � ���� T �� U � T� ����� � �� ��� ���
������ ��� ���������� ������� �� �� ��� � �� ��� ��������� ������� �� �� ���
≺ = �−�−1 �� ��� ������ ����� ��� ������� ���� �� �������� ��������� �����
���������� ���� �� ��� ����������� ������� �� ��� � ����������� ��������� ���
����� ������� ��� �� ������������� ������� �� ����� ≺� �� ������� �� ������
������ ���������� ��������� ����� ��� ��������� �� � ��� ≺ ���� ��� ���������
��������� ������ �� ��

��� ��������� ���������� �� ������� ���������

�� ���� �������� �� �������� ��� ���� ������ ���� ��������� ����� ���������
��� ������� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��������� �� ���� ���� �� ��� ���
��������� ������� ���� ����� �������� � ���� ���� ��� ��� ������� ��������� ���
������������ ��� ����� �� ���� ��������� ���� ������� ��������� �� ��� ���
������� ���� ��� ���� ��� ���� ��������� x� �� �������� �� ����� ��������
ϕx������Tx ��� ����������� � ����� �� ���� ��� ���� � ����� �� ���� Tx� �����
Tx �� ��� ����� ���� ������������� ��������� �� ������� ��� x�

����� �������������� �� �� ��� ���

��� ��������� ������� �� � ����� ����� ������� ��������� ����� ��������� ��
����� �� ��� �������� ���� ��� ��������� ����� ���� ����������
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��� ���� �������� �� ������� �� ��� ��� �� ��� ��� �������� ��� �����
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������� ��� ������ ��������� ���������� �� ������ �� ������
����� �� ������� �� ������� � ����������� �������� ��� ���� ��� ��������
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−∞ �����
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• ��������� ������� ��������������� ��� ����������
� ����������������������������� �������� ��� ���� ��� ��� ������� �������
�� ���� 1 ������ ���������

� ������������������������������ �������� ��� ���� � ��� ������� �������
�� ���� 2�

� ���������������������������������������� �������� ��� ���� ������ ���
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��� ��� ������������������������ �������� ��� ��� ��������� �� ��� ���
����� ������� ���� �� ����� � �� ������ ���������

• ��������� ������� ��������������� ��� ����������
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������������� ������� �� ���������������������������� ����� �� ��������� ��
��� ��������� ��� �������� ��������� ���� ������ ��� �� ��� ������� �� �����
����� ������ ���������� ������� ������ ������ ���������� ��������������� ����
�������� ���� ����� ���� ��� ������ �� ���������� ����������� ���� �������� ���
��� ���� �������� ����� �� ��� ������� ������ ������ ��������������� � ����
������ ��������� ����� �� 1 ���������� ����� �� ������ ������ ���������� ������
��� �� ��� ������� �������� ������� ������ ��������������� ��� ���� ���������
�� �������� ���� ��� ��������� �� ��� ���� f(v1, . . . , vn) = M1v1+ . . .+Mnvn+v0
����� vi ∈ Nd�Mi ∈ Nd×d ��� Nd �� ������� �� ��� �������� ≤d

1 ���� ���� x <d
1 y
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����� ����������� ������� �� �� ������ �� �������� ��� ���� ��������� ��� �����������
��� ���� �� ����������� ������� �� ��� ������� ������ n �� ��������� x1, . . . , xn�
� �������� xk1

1 . . . xkn
n �� ����������� �� ��� ������ (k1, . . . , kn)� ����� � ����������

�� ����������� �� � �������� �� ����� (c,m) ����� c �� �� ������� �� ��� ���� ��� m ��
� ��������� ������ � ���������� ��� �� ����������� �� �������� ����� ��� ���������
0 ��� �� ����������� �� ��� ����� ���� �� ��� ���� [(1,m), (−1,m)] ����� m �� ���
��������� ���� ���� ���� ���� �������� ��� ��� ����
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� ��������������� �� ���� ������������ ������� ����� ���������� �� ������ ���
��������������

� ���������� ��� ��������� ���� �������� ����� ���� ����
� ���������������� ��� �������� ����� ���������� �� ���� ��� ������ �� ��������
� ������� ������ �� ���� �� ������� ���������

� ����� ��� �������� ����� �� ��� ����������� ��������� ��� ����
�� ������ ��� ���� ��� �����

������� ��� ��������� �������������� �� ��� ���

��������� ����������������������� ��

� ������������������������������� � ������� �� �����������������������

� ��� �

��������� ������� ��

� ���������������������� � ��� �� �������

� ����������������� � ��� �� �������

� ��� �

����� ��������� ���� ��������� ����� ��� ������ ���������� �� ����������������������
� ������������� ������� �� ��������������������������� �� ��������

����� �������������� �� ���������������� �

���������� �� ������������������� ����

����������� � ���� �� ���� �� �����

��������������� � ����������� ����������� �� �������� ������������

����������������� � ��������� ����������� ������������

������������� � ���� �� ���� �� �����

����������������� � ����������� ������������� �� ����������� ������������

���������������� � ���������� �������� ������������

������������������ � ���������� ����������� ����������� ��

����� ����������� ��� ������������� ��� ������� ��������� ����������������� ���
��������� ����������� ��������� ������� ��� ���������� ������������ ������������
�����������������������

������� ��������� ��� ���� �������� ��� �������� ��������� ����� ���� �� ������ ��
��� ���� ���������

���� ��������������
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� ����� ��������� ����� ���� �� �������������� �� �� ����������� �� ������ ������
���������� �� ���� �� ������� �����

� ���������� ����� � ���� �� ������� (f, k, If) ����� f �� � �������� ������� k ���
������ ��� If ��� �������������� ���������

������� ��� ��������� �������������� �� ��� ���

��������� ������� ��

� ���������������������� � ������� �� ���� ������� � ����� � ��������� �� �������

� ��� �

����� ��� �������������� �� � ��������� ��� �� ������ �� ������� �� �����������

����������������������������

������ �������������� � ���� �� ���������������� �

������ �� �����

�������� � �������

���� � ������ � � ���� ������������� ������ ������ �� ��

�� �� ���� ���� �� ������� ������ ����� �� �������������� I �� ���� ������������
������ (D,≤)� ��� ��� ����� � ���� �� ��������� (≥I , >I)� ��� �������� ������� >
�� >I �� ������ �� ����������������������������������������� �� ��������

���������� �� � �������� ���� ��

��� � � �� ������ ����� � ��������� ���� �� ��������� ���� ���

����� �������� �� ��� �������� ������������ ����� �� ������ ����� � ��� ��������
������� ��� ���� ��� ����������

���� ��� ��� ���������� �������� ��� I� ≥ ��� >� ��� (≥I , >I) �� �� � ���������
���� �������� ��� ��� ������� �������� ���� ��� ��������� ���� ��������� ������ ��
�����������������������

����� ������������������� �� �

������ � �������������� ����

������� � �������� ������� ��������

��������� � �������� ������� ��������

�������������� � ��������� ����������

������������� � ���������� ��������

��������������� � ���������� ����������

������������������ � �������� ������ ����������
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����� �������� ��� ���������� ��� ��������� ������������� ��
��� ������ �������� ��� ��� ������ ���������� ������������� ����� ��������� ����
��������� ��� ���������� �������� �� �������� >I ��� ≥I ��� �� ����������� �� �� ����
����������� ��� ��� ��������� �� ������� �� �� ������� ���������� ��� ����� �� �� ����
�� ����� ������� ���� ���� l → r �� �� >I �� ���� �� ��������� ���� �� ���� �� �������
������� �������� ��� �������� ������� l >I r ����� �� ���� ��� ����� ��������� ���
����� �� ����� ���� ����� �������������� �������� �� ��������� ��� ����� ������ ���
�� ����������� �� �� ���� �����������

���� ��� �������� ��� ���� �� � ���������� �������������� �� N� ����� ��� ������
������ �� ���������� ��������� �� N� ���� ���������� � ���� t ���� n ��������� ��
����������� �� � ���������� �������� [[t]] �� n ��������� x1, . . . , xn ���� ���������� ��
N ����� �� ���������� �� ������������������������� �������� ���� � ���������� �����
���� P (x1, . . . , xn) �� ���������� ������� ���� ������� ���������� ��������Q(x1, . . . , xn)�
�������� ��� ������ �� x1, . . . , xn ��� �� R� �� �� ���� ���������� ������ �������� ����
���� ���������� �������� P (x1, . . . , xn) �� �������� �� ��� i��� �������� �� ������
������� �� N �� �������� ����

P (x1, . . . , xi + 1, . . . , xn)− P (x1, . . . , xn) ≥ 0.

������ ����� ��� ���������� ��� �� ������� �� ������� ������������ ����� � ������
���������� ���� �� ���� ������� �������� �� �� ����� ���� ���������� ��� ���������
���� ������� �������� �������� ����������� ���� �������� ���������� ����� ���� ��
���� ��� ���� ��������� ���� �� ������� �� ��������������������������������������
��� ��������� �� ���� ����� ���� ��� ��������� �� xi �� �������� ������� ���� 0�

����� ����� ������� ���� ���������� �� ��� ����� �� �������� �� �������������
������� ��� ���������� ��������������� ���������������������������� ��� ������
��������������� ����������������������������

���� ���������

� ���� ����� ������� � ������������ �������� �� �������� ������� ���� � ���������
���� �� ��������� ��� ���� ������� ��� ��� �������� ������������ ��� �������� ��� ��
���� �� �� ��������� ��������� ����� ������ ��� �������� ���� ����� ����� ����� �� ��
������� ������� ����� ������ ��� ������������� ���� ����� ����� ����� �� � �����������
�������� ����� ������ ��� ��������� ���� ����� ���� ������ ������

��������� �� �������������� ��������� ��� ������������� ��������� �� � ��������
> �� A �� ��� �������� >lex �� ��������� �� �������� �� A ���� ���� (x1, . . . , xm) >lex

(y1, . . . , yn) �� ����� �� i ���� ���� xi > yi ���� ��� ��� j < i� xj = yj �

��������� �� ��������� ��������� � ������� ��������M ���� � ��� A �� � ��������
M : A → N ����� ������ {x ∈ A | M(x) > 0} �� ������

��� �������� ��������� �� � �������� > �� A �� ��� �������� >mul �� ��� ��� Mul(A)
�� ��������� �� A ���� ���� M >mul N �� ����� ����� X,Y ∈ Mul(A) ���� �����

� X �= ∅ ⊆ M �
� N = (M \X) ∪ Y �
� ∀y ∈ Y, ∃x ∈ X ���� ���� x > y�

� ����� �������� ��� ����M �� ���� � ����� ��� ��� �� ����� �� ������� x ��� �����
M(x) ������ ��� �������� �������� �������� ���� �� ���������� ��������� �� �������
x �� ��� ������ �� �������� y �� ���� �� x > y�

��



��������� �� ����� ��� � �� � ������������ ������� ����� �� Σ� ������ � ������
������ ��� τ �� � ������ �������� �� Σ� ���� τ : Σ → {lex,mul}� ��� ��������� ����
����� �� ������ �rpo �� ������ �� ��������

s = f(s1, . . . , sm) �rpo t �� �������

� si �rpo t ��� ���� i�
� t = g(t1, . . . , tn)� s �rpo ti ��� ��� i ��� �������
� f � g ���
� f = g ��� (s1, . . . , sm) �rpo

τ(f) (t1, . . . , tn)

��� �������� >rpo
τ(f) ������� �� ��� ������ �� f� �� τ(f) = lex ���� �� �� ��� �������

������� ��������� �� �rpo ���������� ���� �� τ(f) = mul ���� �� �� ��� �������� ���������
���������� ����

������� �� ������ (�rpo,�rpo) �� � �������� ��������� �����

��� ��� ���� ��� ���������� � ���� �������� �� �� ��������
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�������� ������������� ����������������������
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����������

��� �������� � �� �������� ������� �� ����� �� ��������� � ������������ ������
p(f) �� ���� �������� ������ f� f � g �� p(f) > p(g)�
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������� ��� ��������� �������������� �� ��� ���

��������� ��� ��

� �������

� ��������

��������� ������� ��

� ����������������� � ����� ������� � ����� � ������������������ � ����� ��

������ �������������� �� �������

� ��� �

����� �������� � ������������� �� ��� ��� ��� �� �������� ����� ���� ��� ����
� ������������� �� ����� �� �� ������ ����� ����� ��� �� ����� �� ������������ ��
������� �������� ��� ������� ����� �� ��� ����� ����� ��� ���������� ������� ���������
�� ��������� �������� ���� � �������� ��� �������� ����� ���� ���� �� �����������
�������������������� �������� ��� ��������� ���� ��� ���������

��������� ����������� � ���� ��

� ��� � �����������

� ��� � ������������

����� ����� � �������� ������� ������� �� ��� ������� ��� �� ���������� �� ����
�������� ���� ������ �� ��� ������������� ������������������ ��������� ����� ������
������ ����� ��������� ��� ���������� ���� �� �������� �� � �������������� ���� ������
��������������������������������� ��������� ��� ��� ����������������������������
� �������� �� ��������� ��� ����������� ����� ��������� ����� ���� ���������� ��������
����� ��� ������� �� ����� �������� ������ �� ����������� �� ����������� ��� ���
������������ ������� ��������������������������� �������� ��� ��������� ���� ������
���� ��� ������������ ��� ������������

����� ��� �� ������������ �

���������� � ��� �� ������������

������������ � ��� �� ����

������ � ����

������������������ � ������ � �� ������� ������������ � � ��

���������� � � ���������� � ��

����� ��� ���� ���� �� � �������� ��������� � ������ ��������� �� �������������� ��� ����
�������� ������� ��� ������ ���� � �������� ��������� ��� ���������� �� ���� ��������
������� ��� ����� ���� ��� ������� ������ �� ��������� �������� �����������������
�� ���� ��� ���� ���� � ����� ���� ��� ������ ���������� �������� �� ���������� ���� ���
���������� ���� ��������� ��� ���������� �� ������ ������� � � ��� ��� ������ �� ����
��� ���������� �� ������ ������� � �� ��� ��� ������ �� ���� ���� �� �� ������������
��������

����������� ����������������

���� ��������������

�������� �������� �� � �������������� �� ����� ��� ����� ���� �� ������� �����
���� ������� �� ��� �� ����� ��������� �� �� ��������� ������� ��������� �� ��������
������� ����

��



��������� �� �� �������� �������� �� � �������� π ������� ����� n���� ��������
������ f ∈ Σ = (F , ar) �� ������ � �������� i ∈ {1, . . . , n} �� � ��������� ������ ����
�� �������� �������� ��������� i1, . . . , ik ∈ [1, n]� ��� Fπ �� ��� ��� �� ������� f ∈ Σ
���� ���� π(f) = {i1, . . . , ik}� ��� ��� arπ(f) = k �� ���� ����� �� �������� �������� π
������� � ��� ���� T (Σ,X ) �� T (Σπ,X )� ����� Σπ = (Fπ, arπ)� �� ��������

� π(t) = t �� t �� � ���������
� π(t) = π(ti) �� t = f(t1, . . . , tn) ��� π(f) = i�
� π(t) = f(π(ti1), . . . ,π(tik )) �� t = f(t1, . . . , tn) ��� π(f) = [i1, . . . , ik]�

����� � �������� R �� T (Σ,X )� ��� Rπ �� ��� �������� �� T (Σπ,X ) ���� ���� tRπu ��
π(t)Rπ(u)�

��� ��������� ��� t = f(x, y, z)� �� π(f) = 2� ���� π(t) = y� ��� �� π(f) = [3, 1]� ����
π(t) = f(z, x)�
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����� ����� �������� �� ������� ��������� �� �������� �������� ���� ���� ��������
�� �������� ��� ���������� ����� �� �������� �������� ����� ��������� ��� �������� ���
�������� ���������

�� �������� �������� π �� �������������� ��� ��� ����� ������ f �� ����� n� π(f) �� �
���� �� ���������� �� �� ���������� ��� ��� ����� ������ f �� ����� n� ������ π(f) = [1, . . . , n]
�� π(f) ∈ [1, n]�
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����� ���� �� � ����� � ������ �� ���� ������ �� � � � ����� �� ��

����������� ���� �� ��������������� �� ����� ���� � ���� ��� ��� ��������������
����� ��� � ���� ��� ��� ���������� ����� ���� ��� ����� ����� �� �������� ������
��� ���������� �� ���� ����� ��� ���������� ���� ��� �� �������� �� ������ ���
���������������

���� ����

��� ���� ������ �� ���� ��������������� �� �� ��� � ����� ���� ��� � ���������
�������� t1 → t2 . . . → tn �� ���� tn �������� �� �������� �� t1� ���� tn = C[t1σ] ���
���� ������� C ��� ������������ σ�
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�� t1� �� ��������

���������� �������� �� ���� ����

���������� ���� �� ������������������ � �����

���

���������� ������� � ���� �� ���� ���� �� ������������������ �� �����

���

����� ��������������� � ������ � �� �� ������� � �� � � ���� �� ��� ���� ���

���

����������� �� ��������� ������ �� ��������� � ���� ���� � �������

���� � ���� ���� � �������������������

��



��� ���� � ������� ���� � ������������������� ����� �� ��� ���� ��������

��



������� �

������������� ��� ����� �� �

���������� �������

���� ������� �������� ��� ��������� ��� ����� �� � ��� ���������� ������� �� ���
����� ��� ����� ���� ��� ��� ���������� ���� ��� ����������

��� ��� ���� ��������� ��� ����������� �� ������ �� ������� ��� ���� �������� ���
����� ����� ��������� �����������

�������� ����������������������������

�������������

����������

�������� ��������������������������

�������� ����������������� ���������������

�������� �������������

�������� ����������������������������

��������������

����������

�������� �������������

�������������

��������

�������� ���������������������������

�������� ���������������

�������� ������������������������������

���

���������

�������������

���������

�������� ���������������������������

�������������

��������

�������� �����������������

��



�������� ��������������������������������

�������� ����������������������������

���������

�������������

���������

�������� ���������������

�������������

��������

�������� �����������������

�������� ���������������������������������

�������� ��������������������������������

�������� ������������������������������������

�������� ���������������������������������������

���

���������

��������������

����������

�������� ������������������������������

�������������

��������

�������� ����������������������������������

�������� ������������

���

���������

��������������

����������

������� ��� ��������� �������������� �� ��� ���

��������� ������� ��

� ����������������

� �������������������� � ���

� ������������������� � ���

� ����������������������� � ���

� �������������������������� � ���

� ��� �

��������� ������������������� ��

� ����������������������������

� ������������������������������� � ���

� ��������������������������� � ���

� ��� �

��������� ���������������������� ��

� ������������������������������������������������

� ��������������������������� � ���� �� ����������������������

� ��� �

��



���������� ����� �� � ������ �� ���� �� � ���������������������

� ������ ���� �� ���

���������� ������ �� � ����� � �� �� � ���� �� ���� ��

���������� ��������������� � ��

����� � ����

� ������������������������� � �� ����

� ���������������������������� � �� �����

� ������������� � �� ����

� ���

����

���������� �������������� �� � ��������������������� ��

����� � ���� ��� �� �� �� �� ��������������� � ����

����� �������� � ������ �� ��� � �� ����������� � ��

������ �� ��������� � ������������� � � �� � ��

����� � � � �� ��

������ ��������������� �� ���� ����������� ����

������ ���� ��� ������ ��������� ��� ��� ����������� �� �������

��������� ����� ��

� ������������������������� � ������������������� �� �����

� ���������������������������� � ���������������������� �� �����

� ������������� � ������� �� �����

� ��� �

���������� �������������������� �� ����� � ������ � ����� � ��� �

��� ���� �� ���� �� ����� ��� ����� ������� � �������� ����� ���� ��� ���������
�����

����� � ������� �� ���� �� �������������������� �� ������ �����

��� ���� �������� �� ����� �� ��� ����� �� �������� ���� �� ��������� �������� ���� ���
����� ��� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ������������ �� ��������� �� ������� ����

�� ���� ���� �� ������� ��� ���� � ��� ����� �� ���������� ���� � ����� ������

����� �� ����� �� ����������� �� � �������� ���� ��� �������� ����������� ��� ��������
����� ��� ���� �� ������ ���� ��� ����� �� ������� ��� ��� ������ ����� �� ���������
�� �������������������������� ��� ���������� �� ������ ����

�� ����� ������ ����� � ���������� � �� ����� ������� ���� ����� �� �� � ��� ��
���������� ���� � ������ � ��� ����� ��������� ���� ����� ������ �� ������ ��� �������
������� �������� ��� ��� �������� ���������� �� � �� ��� ���������� �� � ���������������
������ ������������ �����������

��



�� ����� ��� ����� ������ ��� ���� ����� ����� �� ��� �� ��������� �������� ������
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���� ���� ��� ������� ��� ��� ����������� ������� ����� �� ��������� ���� ����� ����
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����������

������
� ������������������� ��������� ����������� ���� ���� �� �������� �� ��� ������
��� ���� �����������

� ����������������������� ��������� � ��������� ���� (>,≥) ���� ������� ������
� ��� �� � ���� S �� ������
� ������������������� �� � ����������� ���������� p ��� S�

���� � ���������� �� ������� ��� � ��� R �� ����� ���
� R ⊆ ≥�
� S = R\ >�
� p �� ������� ��� S�

����� ��� ������������� �� ���� ����������� �� ����� �� ������������

������� ���� �� ���� ����������������
��� ������� R ⊆ ≥� �� ��� ��� ������� ��������� ��������� ��� ���� ��������� ����

�� ��������� �� ������� �����
��� �������� ��� ����������� �� ��� ����� �� ����� l1 ��� l2� �� ������ ����� ����

����� ������� �� l1 ������ �� l2 ��� ����� ������� �� l2 ������ �� l1� �� ���������
�� ��� �������� �� ���������� � ���� ���� �� � �������� �� ������� ����� �������� ���
����������� �� ����� ������ �������� ����� �� ���� ���� ���������� ��� ��� ����
�� ����� ���� ���� �� ���� ���� ������ �������� ���� �� ��� � ���������� ��������� �����
����������� ������� �� ��� ������ ��������� ���������� �� ���� ���� �� ����� �� �������
�� ����� ��� ��� �������� ��������� ��������� �� ������������������������������

�� ����� �� ������ ��������� ��� ����������� �� ������� �������� �� �� ���� �� ������
����� �������� �� ���� � ��� ���� ����������� ����� ���� �� ��������� �������� �����
������ ����� �������� x �� ��� �������� �� ��� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ������

����������� ��� ��������
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������
� ��� �� ��� ���� D �� ���������� ������
� ������������� �� � ������� ������ ������� ��� �������������� ���� ���������
�� ����

� ������� �� � ����������� ���������� c ��� ��� ��������� �� ��������

���� � ���������� �� ������� ��� � ���� R �� ����� ���
� D = DP(R) �� D = DP�(R) �� ��� ���� ����������
� c �� ������� ��� ��� �� ������� (R,D)�

����� ��� ������ �� ���������� ����� ��� ���������� ���� �������������� �������
������ ������� �� ���������� �� �������������� �� ��������

���������� ����� � �� ������� � � � ������ ��� ���

����� �������� � ������ ��� �� � ���� ������

������� ������������� � � ���� �� ������������������� � ��

�� ������ �� �� �� ���� ���

����� ������ � ������ ������� �� �� ��� ����������� �� ��� � �� ������ ���� ���
���������� � �� ��� �������� ��� ��� �������� ��� ���������� �������� � �� ��� ��������
��� �������� ������������ ������������� �� � ������� �������� �������� ���� ��� ����
��������� �� � ���� �� ��� � ��������� ��� ������������������� � �� � ��������� ������
����� ��� ����� ���� l → r �� �� ����� �������� ��������� �� r ������ �� l ����

��� ������ �� ������ ������ ��� ������ ������ �������������� �� ���������� ��
������������������������������������� �� ��������

��������� �������� � ���� ��

� ������� � ��� �� ��������

� �������� � ��� �� ���������

���������� ������ � ��

����� � ����

� ������� � �� ����� �
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� ��� � � �� ��� �������� �� ����� ������������ ��
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����� ����������������������� �

�� ����������� �������������� �� ������������� ���

�� �� ����������� �������� � �� ���

������ ���� � ��������
>�−−→

∗
E

�−→R �� � ��������� ��� ���������� �� ��� �������� →∗
E

�−→R�

�� ������� ���������� ������ �� E ��� R� � �� �������� �� �������� � ����������
��� �� ��� ��������� �� R ����� � �� �������� �� ������� � ��������

������� ��� �������� ���� ������� ���� ��� ����� �������� �� ������� ��� �������
���� ��������� �� ������� ���� �������������������������

���������� �������� �� � ������� � ��� ��

����� � ����

� ������������ � �� ����� �

� � �� ����� �

����

����������� �� ���� �� ����� ����� �� (D, b, c) �� � ������� ���������� ��� (Σ,R)�
���� (Σ,R) ����������� �� �������� ��� ���� �� ��������� ����� ���� b =����� �� ��� ����
�������� ������� ��� �� ����� ��� ����� �������� �������� ��� �������������������
����� �� ���� �� ����� ���� (Σ�,R�,D�) �� ������ ����� Σ� �� ������� Σ� R� �� R
���� � �������� �� �������� �� ��� D� �� D ���� � �������� �� ������� � ������
�������� �� �� ������ ���� ��� ���������� �������� �� ��������� ����������� �� ����
���� (Σ�,R,D) �� ������ ����� Σ� �� Σ ���� ����� �������� �� ��������� �� ���������
���� �� ����� ���� (Σ�,R�,D�) �� ����� �������� (Σ�,R,D) �� ������ �� ���� ���� ��
��� ��� ��������� ������� ���������� �� ���������������������������������

������� �� ��� Σ1 = (F1, ar1) ��� Σ2 = (F2, ar2) �� ��� ����������� ��� ϕ : F1 →
F2 �� � ��� ���������� �������� ��� ��� f ∈ F1� ar2(ϕ(f)) = ar1(f)� ��� ��� ϕ ���������
������� �� ����� ��� ����� �� ��������

� ϕ(x) = x�
� ϕ(f(t1, . . . , tn)) = ϕ(f)(ϕ(t1), . . . ,ϕ(tn))�
� ϕ(l → r) = ϕ(l) → ϕ(r)�

��� ��� ��� �� ����� R �� Σ1� (Σ1,R) ���������� �� (Σ2,ϕ(R)) �����������

��



���� ���� �� �������� �� �������� ��� ϕ ����� ���� �� ������� �������� �� �����������
�� ���� ��� ���� �� �� ����������

�� ��� ����� �� ���� Σ1 = Σ�� Σ2 = Σ� ���� ��� ϕ� ��� �������� ������������ ���

���������� �������� ���� �� ������ ������ �� ����������������������� �� ��������

���������� ��������������� �� � ��������� � ������ ��

����� � ����

� ������� � �� ������������ �

� �������� ������������� � �� �� �� ������������ �

� �������� � �� �

����

�� ���� �� ��������� �������� ���� �� ���������� ���� ��� ������ ���� �� ���������� ������
����� ���� f = ������������ g� �� ����� ���� ar2(ϕ(�������� f)) = �������� f =
����� g ��� ar1(�������� f) = ������(�������� f) = ����� f �

��� ������������

���� �� ��� �� ��� ���� ��������� ��������� ���� ��� �������� ��� ����������� ��
�� ��������� ��������� �� ������� ������ �� �������� �� ��������� � �� ������� ����
�� ���� ������������ �� ����� ��� �������� ��������� ���������� �� ��� ����������
������ ��� ����������� �� ����� ��� �� ������� ������������� ���� ���� �� ����������

�������� ��� ���������� ����� �� ��������� ��� ����������� ����� �� �� ���� ����
(l1, r1) �� (l2, r2) ��� �������� ������� ��� ���� �� ���������� ���� r1 ��� l2 ���� ��
�������� �� ������� ����� �� � ������������ σ ���� ���� r1σ →∗

R l2σ� �� �� �������
�������� �� ����� ��������� ������������������� �� ��� ��� ��������� ���� ��� �����
���������� ��� ��������� ���������������� ������������� EDG�

��������� �� ����� �� EDG(R,P)� ����� �� �� ���� ���� (l1, r1) �� (l2, r2) �� REN(CAP
(r1)) ��� l2 ��� ��������� ���� ��� ����� �� � ������������ σ ���� ���� REN(CAP(r1))σ =
l2σ� ����� CAP(t) �������� �� � �������� ����� ������� �� t ������ �� � ������ ����
���� ��� REN(t) ������� ��� ��������� �� t �� ���� REN(t) �� ������ ��� �������� ������
�������
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����� ����������� ��� ����� �� ����������� ����� ��� ���� ��������� ��������� �
������ ��� �������� ��������� ���������� �� ��������

� ��� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ����������
� ������� �� � ������� ������ ������� �� �� � ���� �������� ��������� ���������
�� ���� � ��� �� �������� ������

� ���� ���������� ��������� ���� ��� ��� ����� ���� � ��������� �� ��� ����
���������� �� ��� ���� ���� ��������� �� ��� i��� ��������� ��� {1, 3} �� ��� ��
����� ���� ����� �� �� ���� ���� ��� i��� ��������� �� i+1��� ���������� ���
���� ��� i��� ��������� �� ��� i+ 3��� �����������

� ������� �� � ����������� ���������� ��� ��� ��������� �� �� �� �������� � ��������

������� �� ��� ��������� ��� ������������� �� ��� ����� �� ������ ��� �� ���� ��
��� �� ��������� �� ��� ��������� ���� �� ����������� (C1, C2, C3, C4, C5) ������

� C1 = ({1}, ����, {1}, p1)
� C2 = ({2}, �����, {1, 2}, p2)
� C3 = ({4, 6}, ����, {1}, p3)
� C4 = ({5}, �����, {1}, p4)
� C5 = ({3}, ����, ∅, p5)

����� ��� ������ �� ���������� ������ ���������� ����� �������������� ���
��������� REN ��� CAP� � ���������� ���������� ��� EDG ��� ���������� �� ���
���� ������������������ ������������������� �������������������������������
���������������������������� ��� ������������������ ������������� �� ��������
���� �� �� �������

������� �� ������ SN(
�−→P / →R) ���

� ��� ����� i ∈ [1, n]� SN(
�−→Ci / →R)�

� (C1, . . . , Cn) �� � ����� ������������� �� (R,P)� ���� ���
�

�n
i=1 Ci = P�

� ∀i < j, b ∈ Ci ��� c ∈ Cj � ����� �� �� ���� ���� b �� c�

��� ������������� �� � ����� ������������� ����� �� ������� �� �� ������ ��
��������

�������� ������������ ��� � ������� � ���� ��

����� �� ����

� ��� �� ����

� �� �� ��� �� ������������ ��� ��
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�� � ��������� ����� �� ������ ���� ����� �� �������� �� ����� �� ����� � ����� ����
��� � �� ���������� ����� �� ��������
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���������� ���������� �� �� �� ��� �� � �� ��� �� � �� ������������� �� ���

��� ����� ���������� ��������� ���� ���� ��������� � ��� ��� ���� ������ ����
�� ��� � ��������� � �� ��� ����������� �� ����������� ������������ �� ���� ���
��������� ��� �������� �� ������������ �������� �� ���� ������ �� ����� ����� ���
������ �� �������� ���� �������� ��� ������������ �� ���� � �� ��� ��� ������� �����
����� ��� �������� �� ��� ��������

����� ��� �������� ������� �� ������ �� ��������� �� ��� ������ �� ����������
����� ��� ��������� ������������

���������� ������ �� ��

������� ���� � �� ������� ���� � �� ���� ������� � ��� ��� ���
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����� � ������� ���� �� �� ������ �� � ���� �� ����������� � ���� ����
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����� ���� �� ���� ���������� ���� �� ��� ������ ��� ������ ������ ������� � ���������
�� � ��� �� �������� �������

������� ���� �� ���� ���������������� �� �� ��� ���� ���� ������� ������� �����
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��� ������������������
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