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Résumé

La premiere partie de cette these, concerne une étude de robustesse des algorithmes
de points intérieurs prédicteurs correcteurs, ainsi qu'une approche par décomposition
de cette méthode pour la résolution de problemes de multiflot.

Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons au Probleme de Sécurisation Glob-
ale dont l'objectif est de déterminer un multiflot (qui transporte toute demande
de son noeud origine & son noeud destination en respectant la loi de Kirchhoff) et
I'investissement de moindre cout en capacité s nominale et de réserve qui assure le
routage nominal et garantit sa survie par reroutage global.

Dans notre modele les routages et les capacités peuvent étre fractionnés. PSG se
formule alors comme un probleme linéaire de grande taille avec plusieurs niveaux de
couplage. Sa structure particuliere appelle a I’emploi d’algorithmes de décomposi-
tions.

Nous proposons quatre méthodes utilisant la technique de génération de colonnes.
Les deux premieres sont basées sur les techniques proximales. Leur tache principale
consiste en la résolution de sous problemes quadratiques indépendants.

Le troisieme algorithme s’inspire de "approche de points intérieurs décrite a la pre-
miere partie.

Pour finir, nous intégrons une procédure d’élimination de chemins dans une adapta-
tion d’'un solveur de points intérieurs.

Nous reportons des résultats numériques obtenus en testant ces algorithmes sur des

données réelles fournies par le CNET.

Mots-clés :
Programmation linéaire de grande taille, méthodes de points intérieurs, décomposi-
tion, problemes de multiflots, algorithme prédicteur correcteur, méthode de décom-
position proximale, conception de réseaux de télécommunications, sécurisation de

réseaux.



Abstract

The first part of this thesis, is concerned with the study of the robustness of the
predictor corrector interior point algorithm and with a decomposition approach of
this method for solving multicommodity network-flow problems.

In the second part, we are concerned with the Global Survivability in Telecommu-
nication Networks (PSG). The objective consists in finding the optimal routing and
the least cost investment in base and reserve capacities. The routing and the base
capacity insure base traffic and the reserve capacity guarantees survivability of the
traffic against any arc failure (using a global rerouting strategy).

In our model we consider that routings and capacities can be fractionated. So PSG
can be formulated as a large-scale linear program. Its special structure favors the use
of decomposition algorithms.

We propose four methods using columns generation technics.

The first tow are based on proximal decomposition methods. The main task of these
algorithm consist in solving independent quadratic subproblems.

The third algorithm is inspired by the interior point decomposition approach de-
scribed in the first part.

Finally, we incorporate path elimination procedure into an adaptation of ready-to-use
interior points code.

We report some numerical results obtained by testing these algorithms with data from

the France-Telecom Paris district transmission network.

Key-words:
Large-scale linear programming, interior point methods, decomposition, multicom-
modity network flow models, predictor corrector algorithm, proximal decomposition

method, network design problems, survivability.
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1. Introduction

1.1 Objectifs généraux

Cette étude a pour objet ’application des algorithmes rapides basés sur la notion de
points intérieurs au probleme dit de routage-reroutage de communications.

Les algorithmes de points intérieurs ont été la principale innovation dans le domaine
des algorithmes d’optimisation dans ces dernieres années. La rapidité et la robustesse
de ces méthodes leur ont méme permis de supplanter ’algorithme du simplexe, qui
était resté le principal outil de résolution de problemes linéaires depuis environ 50 ans.
Dans certains domaines spécifiques, dont le plus important est celui des problemes de
flot, les algorithmes spécialisés (par exemple la version du simplexe adaptée au flot)
sont néanmoins capables de mettre en échec les outils généraux.

Le probleme de routage-reroutage constitue un cas intermédiaire puisqu’il se mod-
élise comme un probleme de multiflots. Malgré son analogie avec les problemes de
flot, la structure multiflots est loin d’avoir des propriétés aussi porteuses sur le plan
numérique : les solutions ne sont pas forcément entieres (en présence de données en-
tieres).

La complexité du probleme pratique est néanmoins due en grande partie a la ques-
tion du reroutage. Il s’agit de concevoir comment I"acheminement des messages sera
modifié en cas de panne. Ce probleme rentre dans le cadre général de 'optimisation

(linéaire) avec recours, structure qui appelle 'emploi d’algorithmes de décomposition.

1.2 Cadre général

Les réseaux de télécommunications sont des systemes de transmissions complexes des-
tinés a transmettre des informations entre des paires de nceuds. Ils sont sujets a des
pannes.

Quand une panne se produit, I'opérateur chargé de gérer le réseau en temps réel doit
rediriger toutes les demandes portées par 1’élément défaillant aussi rapidement que

possible. Méme si le reste du réseau a un exces de capacité, le reroutage peut étre



1.2 Cadre général 1

impossible a réaliser.

Dans le modele étudié dans cette these, pour assurer ’existence d’une capacité suff-
isante pour le reroutage, nous considérons un second réseau appelé le réseau de
réserve. Ce réseau est installé en parallele avec le réseau nominal, est de méme
type que ce dernier et possede une topologie identique.

Notre probleme de sécurisation consiste a trouver le routage et l'investissement de
moindre colt en capacités nominal et de réserve pour un certain jeu de demandes.
Dans notre étude nous écartons la possibilité d’avoir simultanément plusieurs pannes.
Nous nous limitons au cas des pannes simples d’arcs pour des raisons de complexité
numeérique.

Il existe deux types de reroutage : local et global. La stratégie de reroutage local est
de considérer que la rupture d’un arc crée entre ses extrémités une demande égale
a la somme des flots qui le traversaient. Cette demande doit étre reroutée dans le
réseau de réserve. Dans ce cas, le reroutage se ramene a un probleme de flot simple.
Dans le cas du reroutage global, la demande créée par la panne est analysée pour
trouver les différentes paires (origine-destination) affectées. La demande générée par
la panne est considérée, alors, comme un multiflot. Rerouter cette demande revient
a résoudre un probleme de multiflot dans le réseau de réserve.

L’interruption de ces flots libere de la capacité dans le réseau nominal. Cette capacité
libérée peut étre utilisée pour le reroutage. Dans notre modele nous utilisons unique-
ment la capacité de réserve pour assurer le routage d’un certain jeu de demandes.
L’approche globale est plus difficile a réaliser que la locale mais elle est économique-
ment préférable.

Le probleme de sécurisation avec reroutage local a été déja étudié par Lisser, Sarkissian
et Vial [87]. Il comporte deux volets liés : celui du dimensionnement du réseau de
réserve et celui du routage du trafic. Lisser et al formulent le probleme comme un
programme linéaire de tres grande taille qu’ils résolvent a ’aide d’un algorithme de
plans sécants basé sur le concept de centre analytique (ACCPM). La méthode per-
met ainsi de sécuriser avec ’approche locale des réseaux d’une taille allant jusqu’a
60 nceuds et 120 arcs, ce qui correspond a une modélisation réaliste du réseau de

transmission d’interconnexion de France-Télécom.
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1.2.1 Problemes linéaires de multiflot

Un grand nombre de problemes dans différents domaines (comme le transport, les
télécommunications, la finance, etc ...) peuvent étre modelés en terme de flots. Dans
ces problemes on cherche a trouver le moyen le plus optimal pour transporter un
flot (d’information, de bus, de courant électrique) dans un réseau (de transmissions,
routier, électrique, etc ...).

Parmi ces problemes d’optimisation, plusieurs représentent une classe spéciale de
problemes linéaires.

Dans un probleme de flot minimal, I'objectif est de déterminer un flot qui transporte
la demande de son nceud origine a son nceud destination de la maniere la plus effi-
cace tout en respectant la loi de Kirchhoff (la loi de conservation de flot [46]) et les
limitations sur les arcs (les contraintes de capacité).

La complexité d’un algorithme de résolution de probleme de flot dépend fortement
de la représentation du réseau (représentation avec matrice d’adjacence ou matrice
d’incidence ou liste d’adjacence, etc ...) et des structures utilisées pour maintenir
et mettre a jour les calculs intermédiaires [120]. Au cours de notre étude nous con-
staterons 'impact de la formulation (sommets-arcs ou arcs-chemins) sur la vitesse de
convergence de 'algorithme.

Pour trouver un flot réalisable (vérifiant la loi de Kirchhoff et les limites sur la capac-
ité sur les arcs) on pourrait résoudre un probleme de flot maximal [5].

Dans beaucoup de cas réels, plusieurs flots partageant un méme réseau doivent étre
optimisés. La formulation de ces derniers s’exprime en terme de multiflot. Un cas
particulier des problemes de multiflot est celui de flot de cout minimal.

L’intérét aux problemes de multiflot dans les réseaux remonte aux années 40, ou
Hitchkock [67] a proposé un algorithme pour résoudre un probleme de transport.
Dantzig [31] a ensuite développé la méthode de simplexe dans le cadre de la program-
mation linéaire.

Pendant les années 50, Kruskal s’est intéressé au probleme d’arbre de poids minimum
et a proposé un algorithme pour sa résolution [83]. Trouver un plus court chemin
est 'un des plus importants problemes de flot simple. En 1957, Prim a proposé un
algorithme pour le résoudre [118].

Le premier livre sur les problemes de flots était publié par Ford et Fulkerson [37].



1.2 Cadre général 3

Depuis, avec la commercialisation intense des grands ordinateurs, des recherches ac-
tives ont produit une variété d’algorithmes et de codes pour résoudre ces problemes.
Pour une introduction de problemes de multiflots et de leurs applications nous ren-
voyons le lecteur aux livres [5, 113, 37, 77].

Un résumé de 'histoire des différentes approches proposées a la résolution du probleme
de multiflot linéaire jusqu’a 'année 1977 se trouve dans [18]. Les études numériques
menées pendant les deux dernieres décennies (voir par exemple [40, 55, 77, 108])
élisent les spécialisations de 1’algorithme de simplexe comme les algorithmes les plus
rapides pour la résolution de ces problemes.

Pourtant en 1970 Klee et Minty ont montré dans [80] que 'algorithme du simplexe
de Dantzig [32] n’est pas polynomial.

1.2.2 Meéthodes de points intérieurs

La possibilité de résoudre un probleme linéaire en temps polynomial a été prouvé par
Khachiyan en 1979 [79]. Cet algorithme a donné naissance a une famille de méthodes
connues sous le nom de méthodes de points intérieurs (MIP). Ces dernieres ont été
utilisées pour résoudre efficacement des problemes de multiflots. En effet, la meilleure
complexité connue pour la résolution de problemes de multiflots a été fournie par une
de ces méthodes [74].

Cependant les premieres implémentations n’étaient pas avantageuses pour les méth-
odes de points intérieurs. L'une des premieres implémentations est décrite dans [4].
La tache principale dans un algorithme de points intérieurs est la résolution des
systemes linéaires nécessaires au calcul des directions de déplacement. En 1988, Kar-
markar et Ramakrishnan [75] introduisent une méthode de points intérieurs (approa-
imate dual projective) qui utilise un algorithme de gradient conjugué précondionné
pour résoudre ces systemes linéaires. Plusieurs auteurs ont proposé différents précon-
ditionnements pour résoudre des problemes de multiflots [114, 75, 116, 73, 95]. Pour
une étude plus complete des méthodes de points intérieurs pour la résolution de prob-
lemes de réseau nous nous référons a [120]. Toutes ces approches ont tenté d’exploiter
la structure du probleme linéaire de multiflot. Cependant les préconditionnements
qu’elles utilisent restent indépendants de la structure du probleme.

Récemment, Castro [20] a proposé un préconditionnement qui exploite la structure
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du probleme de multiflot linéaire de cotit minimum (PMLCM).

Au cours de cette these nous nous sommes également intéressés a ce probleme. Nous
avons trouvé des similarités entre notre algorithme de points intérieurs et celui proposé
par Castro [20] en terme de schéma de décomposition. L’intérét de notre algorithme
par rapport a celui de Castro réside dans 'utilisation de la formulation arcs-chemins.
En effet la matrice de préconditionnement proposée par Castro [20] repose sur la
formulation sommets-arcs et ne peut pas étre étendue a la formulation arcs-chemins.
Nous verrons dans la suite que cette derniere est numériquement plus performante
que la formulation sommets-arcs pour la résolution des problemes traités dans cette
these.

Dans notre étude nous nous limitons aux problemes linéaires de multiflot. Pour les
problemes non-linéaires de multiflot nous renvoyons le lecteur aux références suivantes
[99, 82, 112, 62, 61, 41].

Nous nous sommes intéressés plus particulierement a une méthode appartenant a la
famille des méthodes de points intérieurs primales duales. Elle a été introduite par
Mizuno, Todd and Ye dans [102] sous le nom de méthode prédicteur-correcteur. Les
méthodes de points intérieurs primaux duaux (appelées encore méthodes de suivi de
trajectoire centrale) possedent a la fois la meilleure estimation de complexité connue

a ce jour (O(y/nL) itérations) et une convergence quadratique [13, 52].

1.2.3 Meéthodes proximales

La difficulté d’'un probleme de multiflot provient non seulement de sa grande taille
mais surtout de la gestion des conflits sur les arcs, occasionnés par la limitation des
capacités.

Le probleme de sécurisation globale admet en plus de ces limitations, un autre niveau
de couplage entre les pannes du réseau. Ce qui rend ce probleme particulier de mul-
tiflot encore plus compliqué.

Dans [110], Ouorou s’intéresse au cas non linéaire convexe des problemes de multiflot
et propose une approche de décomposition utilisant les techniques proximales. Il ap-
plique plus précisément la méthode de décomposition proximale introduite dans [91]
par Mahey, Oualibouch et Tao. L’algorithme de décomposition proximale appliqué au

probleme de multiflot strictement convexe de [111], donne des résultats satisfaisants
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en comparant avec ACCPM [42].

L’idée générale de cette approche est de représenter le couplage entre des sous-
systemes par des sous-espaces de produit d’espaces des copies des variables primales
et duales. La structure du probleme transformé serait adéquate a 'application des
techniques proximales. L’algorithme effectue a chaque itération deux pas distincts :
un pas proximal qui régularise la fonction objective en ajoutant un terme quadratique
dépendant des solutions primale et duale de I'itéré précédent et un pas de projection
sur les sous-espaces correspondants.

L’efficacité de ’algorithme de décomposition proximale dépend du choix de ces sous-
espaces.

Dans notre étude nous proposons deux stratégies de décomposition du probleme de
sécurisation globale. La projection sur les sous-espaces correspondant a ces stratégies
revient a un simple calcul de moyenne. La tache principale des deux algorithmes as-
sociés a ces stratégies est I'optimisation de sous-problemes décomposés de multiflots

quadratiques avec des contraintes linéaires.

1.3 Contenu de la these

Ce mémoire est organisé en 10 chapitres, dont le premier est cette introduction.

Le deuxieme chapitre introduit des notions de la théorie des graphes que nous util-
isons dans la suite.

Une étude de la robustesse des algorithmes prédicteurs-correcteurs est présentée dans
le troisieme chapitre. Nous nous intéressons au cas ou la direction de Newton est
calculée de maniere approchée.

Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude des problemes linéaires de multiflot. Nous
proposons la résolution de problemes de multiflot de colit minimum par une approche
de points intérieurs par décomposition. Les algorithmes utilisant cette approche, sont
testés sur des données réelles fournies par le CNET.

La deuxieme partie de cette these concerne la conception de réseaux de communi-
cations. Nous commencons cette partie par une description d’une série de modeles
mathématiques de conception de réseaux de télécommunications qui ont été dévelop-
pés récemment (Chapitre 5).

Le probleme de sécurisation des réseaux de transmission introduit au chapitre 5, est

étudié dans le sixieme chapitre. Nous discutons ses différentes formulations possibles.
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Nous explicitons ensuite, une méthode de génération de chemins qui est intégrée a
la formulation arcs-chemins du probleme. Nous proposons également des garanties
d’optimalité.

Les chapitres suivants présentent des méthodes de résolution du probleme de sécuri-
sation globale.

Dans le chapitre 7, nous proposons deux stratégies de décomposition basées sur la
méthode de décomposition proximale et la génération de chemins.

Une troisieme méthode de décomposition basée sur les points intérieurs est présentée
dans le chapitre 8. Elle est inspirée des travaux que nous avons effectués dans le cadre
du routage [15].

L’étude de complexité de I'algorithme précédent nous a amené a la résolution directe
du programme maitre par une méthode de points intérieurs. Ceci fait 'objet du
chapitre 9, ou nous décrivons 'utilisation du code HOPDM (Higher Order Primal-
Dual Method) pour la résolution du probleme de sécurisation globale. La croissance
du nombre de colonnes peut représenter un handicap a cette méthode. Pour une
meilleure utilisation de ce code nous avons étudié des stratégies de suppression de
chemins.

A D'exception de la méthode de points intérieurs présentée au chapitre 8, toutes les
autres méthodes ont été implémentées et étudiées numériquement. Le chapitre 10 est
consacré a ’analyse numérique de ces méthodes.

Une annexe concernant les détails des implémentations des algorithmes étudiés est

également fournie.



2. Quelques notions de la théorie

des graphes

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions sommaires de la théorie des
graphes qui vont nous étre utiles dans les chapitres suivants. Pour plus de détails
nous nous référons a [46] de Gondran et Minoux, ainsi qu’a I’ ouvrage [5], plus récent,

de Ahuja, Magnanti et Orlin.

2.1 Généralités sur les graphes

La théorie des graphes permet de représenter simplement la structure d’un grand
nombre de situations. L’exemple le plus classique est la représentation d’un réseau
de communication : réseau de routes représenté par une carte routiere, réseau de
chemin de fer, de téléphone, ou de relais de télévision, réseaux électriques, réseaux

d’informations dans une organisation, etc ... [46].

Définition 1. Un graphe orienté G(V, E) est déterminé par un ensemble V non vide
dont les éléments sont appelés sommets ou neuds et un ensemble £ dont les éléments
sont des couples ordonnés de sommets appelés arcs. Les sommets seront numérotés

L,---,p (on dit alors que GG est d’ordre p), et les arcs 1,---, n.

Définition 2. Pour A C V, nous désignons par W*(A) I'ensemble des arcs ayant

leur extrémité initiale dans A et leur extrémité terminale dans (V — A).

Nous avons W~ (A) = WH(V — A).
Définition 3. Le degré d'un sommet i € V est entier d(i) = [W*(i)| + [W~(7)].
Définition 4. La matrice d’incidence sommets-arcs d’un graphe ' est la matrice

A = (a;5) de taille p x n, définie par

1 si 7 est le sommet initial de j,
a;; = —1 si¢est le sommet terminal de j, (2.1.1)

0 dans les autres cas.
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Définition 5. Une aréte est un couple non ordonné de neeuds. Tandis que pour un

are 'ordre du couple de nceuds qui le définit est important [(¢,7) # (7,7)].

Définition 6. Une chaine dans GG est une suite d’arcs jy,- -+, j, telle que chaque arc
Ji (2 <1< p—1) aune extrémité commune avec 'arc j41.

Une chaine est simple si elle ne comporte pas plusieurs fois le méme arc dans la suite
qui la construit. On dit qu’une chaine est élémentaire si tous les sommets sont au

plus de degré 2.

Définition 7. Un cycle est une chaine dont les extrémités coincident.

Un cycle est dit élémentaire s’il ne contient strictement aucun autre cycle.

Définition 8. Un chemin est une chaine dont tous les arcs sont orientés dans le
meéme sens. Un chemin élémentaire est un chemin dont tous les sommets sont au plus

de degré 2.

Définition 9. Un circuit est un chemin dont les extrémités coincident. Un circuit

élémentaire est un circuit ne contenant strictement aucun autre circuit.

Définition 10. Un graphe G(V, E) est dit complet si, pour toute paire de noeuds

(4,7), il existe au moins un arc de la forme (¢,7) ou (7,1).

2.2 Connexité

Une notion importante pour la sécurisation des réseaux est la connexité. Ce para-

graphe introduit quelques définitions liées a la connexité.

Définition 11. Un graphe est dit connexe si, pour tout couple de sommets 7 et j, il

existe une chaine joignant ¢ et j.

Définition 12. Un graphe est dit fortement connexe si, étant donnés deux sommets
quelconques 7 et j (dans cet ordre), il existe un chemin d’extrémité initiale ¢ et

d’extrémité terminale j.

2.2.1 Point d’articulation et Isthme

Définition 13. Un point d’articulation d’'un graphe est un sommet dont la suppres-

sion augmente le nombre de composantes connexes.
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Définition 14. Un isthme est une aréte dont la suppression augmente le nombre de

COHlpOSELHtGS connexes.

Définition 15. Un ensemble d’articulations A € V d’un graphe (G est un ensemble
A de sommets tel que le sous-graphe Gy _ 4, déduit de G par suppression des sommets

de A, ne soit plus connexe.

2.2.2 La k-connexité

Définition 16. Un graphe est dit k-connexe si et seulement si il est connexe d’ordre

p > k41, et il n”’admet pas d’ensemble d’articulations de cardinal & — 1.

2.2.3 La k-aréte-connexité

Définition 17. Un graphe est dit k-aréte-connexe si et seulement s’il est connexe

avec n arétes n > k + 1, et n’admet pas d’ensemble d’isthmes de cardinal &£ — 1.

Autrement dit, (G est k-aréte-connexe s’il ne peut étre déconnecté par I’élimination

de moins de k arétes [46].

Définition 18. Un graphe fortement connexe est k-arc-connexe s’il reste fortement

connexe apres élimination de moins de k arcs.

On remarque que l-arc-connex est équivalent a la forte connexité.

“Un des meilleurs exemples pour illustrer la notion de flot sur un graphe est certaine-
ment celui du courant électrique, et c¢’est d’ailleurs dans ce cadre qu’ont été d’abord
étudiés les problemes de flots” [46].

De nos jours, la notion de flot offre un modele général qui couvre un large champs
d’applications importantes. Elle s’applique a des problemes concrets comme les prob-
lemes de transport (routier, aérien, ferroviaire), la structuration et dimensionnement
optimaux des réseaux de télécommunications, les problemes de gestion des stocks,
d’ordonnancement et d’affectation sans oublier sa grande importance dans les math-

ématiques combinatoires.
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2.2.4 Définition d’un flot

Soit G(V, E) un graphe connexe dont les arcs sont numérotés e = 1,2, -+, n.

Définition 19. Un flot est un vecteur a n composantes « = (x1,x9,--+,2,) € R",
tel qu’” en tout sommet ¢ € V de G, la premiere loi de Kirchhoff soit vérifiée, c’est a
dire

Yo=Y T (2.2.1)

uEWT(7) ueEWL(3)
Pour e € E, la composante e du vecteur x est appelée quantité de flot ou flux sur

larc e. La relation (2.2.1) exprime simplement que la somme des flux entrant en un

sommet, est égale a la somme des flux sortant (loi de conservation aux nceuds).

2.2.5 Définition algébrique des flots

Soit A = (a), © = 1,---,p, e = 1,---,n, la matrice d’incidence sommets-arcs du

graphe G. A chaque sommet ¢ de V' correspond la ligne ¢ de la matrice A, et 'on a :
WHi)={ee Ejal =41} et W (i) = {e € E/a’ = —1}.

La loi de conservation aux neeuds (2.2.1) peut donc se mettre sous la forme matricielle

équivalente: Ax = 0.

2.3 Multiflots

Les problemes de multiflots apparaissent lorsque plusieurs produits partagent un
meéme réseau. La planification, le management, les transports, les télécommunications
sont quelques-uns des domaines ou un grand nombre de situations se modelisent en
problemes de multiflots.

L’une des raisons de I'importance des multiflots est le fait qu’ils constituent un champ

de tests naturel de nouvelles méthodes de décomposition.

2.3.1 Définition d’un multiflot

Soit un graphe G(V, E) orienté (|V| = pet |F| = n ) sur lequel circulent K flots

simples 2!, -+, 2. Pour k =1,---, K, " est un flot simple entre le nceud source o*
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et le noeud puits p* de valeur r* sl vérifie :
Axk = b,

oit A est la matrice d’incidence sommets-arcs du graphe et b* € IR” est un vecteur a
composantes toutes nulles sauf b* . et bkpk, qui valent respectivement +r* et — ¥,

Considérons le vecteur 2™ = (2™/).cp défini par

K
P Z 2"
k=1

Le vecteur ™/ est un vecteur multiflot sur Gi de valeurs ', 72, ... r.

La valeur totale de ™/ est r = vt + 92 4+ .o 4+ oK,

2.3.2 Exemples de problemes de multiflots

Considérons un réseau de communication constitué par un ensemble de centres V', et
un ensemble de voies de communication K.

Ce réseau a pour fonction d’écouler, entre certains couples de centres (¢,7) une cer-
taine quantité de trafic {;;. Comme le trafic entre ¢ et j ne peut pas se mélanger a
du trafic entre k£ et [, les problemes d’écoulement de trafic dans de tels réseaux se

formulent comme des problemes de multiflots.

e Sion s’'intéresse a la possibilité d’écoulement d’une certaine demande T' = (,;) a
travers un réseau donné, dont chaque arc (aréte) e € E est muni d’une capacité

connue U, > 0, il s’agit d’un probleme de multiflot compatible.

e Si on munit chaque arc e € E dun cout ®.(U.) d'installation de U, unité
de capacité, et que l'on cherche a écouler une certaine demande T' = (¢;;) au
moindre cotit, on a a résoudre un probleme de multiflot de cout minimum (pour

plus de détails voir [46]).

2.3.3 Définition d’un routage

On dit que I'on a effectué un routage des flots z',---, 2™ lorsqu’on a affecté a chaque

flot & des chemins particuliers pris parmi I"ensemble des chemins entre o* et p*.



2.4 Méthode de génération de colonnes 12

$0"k$

$p kS

Extremites de |a demande

- Chemins portant |lademande

Figure 2.3.1: Exemple de routage

Remarque 2.3.1. On peut définir un multiflot £/ sans imposer aux flots d’étre posi-
tifs.

Dans ce cas la composante z™/; du multiflot est la somme des valeurs absolues des
composantes z%; des différents flots.

Sur un graphe non orienté N, en remplacant chaque aréte j = [¢,¢] par deux arcs
37 = (i,t) et ;= = (¢,1), on définit un graphe orienté i. Soient alors K flots !, -+ 2®

a composantes positives sur . Le vecteur 2™/ = S8 2% défini par

K K
2 = lefr + Zxk—
k=1

k=1

est appelé multiflot sur le graphe non orienté N.

2.4 Méthode de génération de colonnes

Dans ce paragraphe nous présentons le principe général de la génération de colonnes
[85] (XII.4.2).

Nous nous intéressons a la résolution d’un probleme linéaire

Mxin '
(i) Az = b, (2.4.1)
(il) z € X,

ou X C IR” est un ensemble polyhédral, A € IR**" ¢, x € IR" et b € IR?. La
contrainte (2.4.1.1) rend le probleme (2.4.1) plus difficile. Nous supposons que sans
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la contrainte (2.4.1.i), le probleme pourrait exploiter pleinement la structure spéciale
de I'ensemble X et étre facilement résolu.

Tout point de ’ensemble polyhédral peut étre représenté par une combinaison linéaire
de ses points et rayons extrémaux. Soient py, ---, pr et ry, ---, r; respectivement
les points et les rayons extrémaux de X. Pour tout # € X il existe des coefficients

barycentriques aq, ---,ay et By, ---, G tels que :

k I
r= ampi+ Y B,
=1 7=1
i>07.:17"'7k7
di= (2.4.2)
ﬂjzovjzlv"'vlv

k
ZO@ = 1.
=1

En utilisant (2.4.2) nous formulons le probleme (2.4.1) comme suit :

k !
Min Z aic p + Z ﬂchrj
PN RN =

k !
(i) D aidpi+ ) BjAr; = b,

=1 7=1

k
=1

(iii)a; >0, i =1, ---, k,

(iv)3; >0, 5=1, ---, L

Le probleme (2.4.3) a un tres grand nombre de variables. Il est souvent impossible
de le formuler explicitement (2.4.3) et de le résoudre directement. Par contre nous
pouvons générer les points p; et les rayons r; uniquement s’ils sont nécessaires. Nous
considérons respectivement des sous ensembles de points extrémaux et de rayons
extrémaux de X : {p;, ¢ € I'} et {r;, j € J}. En restreignant le probleme (2.4.3) a ces
sous ensembles, nous obtenons un probleme maitre réduit. La solution primale de ce
dernier fournit une estimation supérieure de la valeur optimale du probleme (2.4.3).
Pour avoir une estimation inférieure de cette valeur, nous utilisons la solution duale du
probleme maitre réduit. Plus précisément, nous utiliserons le multiplicateur associé
a la contrainte (2.4.1.¢), que nous notons y. En dualisant la contrainte (2.4.1.7),
le Lagrangien associé au probleme (2.4.1) peut s’écrire comme suit L£(z,y) = clx +

yT(Az—b), z € X. Une estimation inférieure de la valeur optimale du probleme (2.4.1)



2.4 Méthode de génération de colonnes 14

est donnée par L(y) = }g)f; L(x,y). La technique de génération de colonnes fournit des
garanties de la qualité de la solution. [’algorithme est arrété lorsque la différence entre
les estimations supérieure et inférieure est plus petite que la précision désirée. Si la
solution courante ne vérifie pas le critere d’arrét précédent, nous pouvons déduire que
I’ensemble X n’est pas assez caractérisé et qu’une nouvelle colonne Ap; ou Ar; devrait
étre introduite au programme maitre réduit. Suivant la valeur de L(y), I'algorithme
introduit une nouvelle colonne Ap; ou alors Ar; au programme maitre réduit. Si L£(y)
est fini alors il existe un point extrémal p de X tel que L(y) = ¢Ip + yT(Ap — b).
Et si L(y) est infini, il existe alors un rayon r de X, tel que ¢I'r + yT(Ar — b) < 0.
Dans le schéma classique de la génération de colonnes [76], tout programme maitre
réduit est résolu jusqu’a 'optimalité. Gondzio et Sarkissian proposent dans [51] une
méthode de génération de colonnes qui s’inspire de la méthode ACCPM (analytic
center cutting plane method) [42] et utilise les prix centraux. Ils utilisent pour la
résolution du programme maitre réduit, un algorithme de points intérieurs primal
dual et non réalisable qui emploie la notion de u-centre afin de contréler la distance

a l'optimalité.



3. Algorithmes de suivi de chemin

perturbé

Les méthodes de points intérieurs ont apporté une véritable révolution [52, 81]. En
particulier la famille des algorithmes de points intérieurs primaux duaux qui donne les
meilleurs résultats. Ces algorithmes possedent a la fois une complexité polynomiale
et une convergence quadratique. Malgré les progres effectués dans ’analyse théorique
des algorithmes, 1l y a un écart important entre les vitesses théoriques de convergence,
assez lentes, et les performances pratiques. Nous nous intéressons plus spécifiquement
aux algorithmes prédicteur-correcteur. Ce sont des algorithmes de suivi de trajectoire
centrale qui operent a l'intérieur d’un voisinage R.

Ils consistent a alterner:

e les pas de centralisation, de facon a se rapprocher de la trajectoire centrale.

o les pas affines dans lesquels 'algorithme calcule le plus grand pas permettant

de rester dans R.
Ces algorithmes de suivi de chemin operent en prenant comme direction de déplace-
ment la direction de Newton associée a 1’équation de la trajectoire centrale, tout en
controlant le centrage grace a une mesure de proximité [52]. Ils utilisent un parametre
t, qui mesure le respect des conditions de complémentarité. On évalue la complexité
de 'algorithme par le nombre d’opérations permettant de calculer un point associé a

la mesure visée fio,. On pose L = log(jo/tte0) O jio est la mesure du point initial.

Les algorithmes de suivi de chemin de type prédicteur-correcteur se sont avérés tres
efficaces pour résoudre des problemes d’optimisation linéaire. Cependant, I’hypothese
du calcul exact de la direction de Newton (correspondant a un pas affine ou de cen-
trage) est peu réaliste. En effet, dans le cas de problemes de grande taille, il peut
étre nécessaire d’utiliser des algorithmes itératifs. L’article [16] présente une étude de
ces algorithmes prenant en compte une erreur dans le membre de droite. On donne
des estimations précises et explicites de I'erreur permettant de préserver la complex-

ité algorithmique du cas non perturbé. On calcule aussi des estimations explicites
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permettant de garantir un taux de convergence linéaire donné. Les résultats sont
obtenus dans le cadre de problemes de complémentarités monotones. Ils s’appliquent

donc aussi a 'optimisation quadratique convexe.
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PERTURBED PATH FOLLOWING
PREDICTOR-CORRECTOR
INTERIOR POINT ALGORITHMS Abstract

The path following algorithms of predictor corrector type have proved to be very
effective for solving linear optimization problems. However, the assumption that the
Newton direction (corresponding to a centering or affine step) is computed exactly is
unrealistic. Indeed, for large scale problems, one may need to use iterative algorithms
for computing the Newton step.

In this paper, we study algorithms in which the computed direction is the solution
of the usual linear system with an error in the right-hand-side. We give precise and
explicit estimates of the error under which the computational complexity is the same
as for the standard case. We also give explicit estimates that guarantee an asymp-
totic linear convergence at an arbitrary rate. Finally, we present some encouraging
numerical results.

Because our results are in the framework of monotone linear complementarity prob-

lems, our results apply to convex quadratic optimization as well.

3.1 Introduction

In the last decade, a new generation of polynomial algorithms, based on the idea of
computing a sequence of interior points, brought a revolution in the field of linear
optimization [52, 81]. In the past few years, some algorithms that follow the central
path, using Newton directions on the equation of the central path, focused the atten-
tion of the community because they both reach the optimal complexity known until
now, while converging quadratically [102, 104, 117]. Most available implementations

of interior point methods are actually of this type.
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For very large scale problems it may be useful to compute the Newton step by an
iterative algorithm. It is often observed that iterative algorithms compute at a small
cost a rough approximation of the solution, while it may be much more expensive
to obtain a precise value of the solution. Therefore a question arises: will the good
convergence properties of path following algorithms remain if the Newton direction
is computed approximately? This question is meaningful in the general framework
of linear complementarity problems, in which linear optimization problems can be
embedded (this also allows us to embed quadratic programming). Our concern is
when the linearization of the complementarity condition is solved approximately, that
is to say we consider the usual linear equations corresponding to the complementarity
condition with a perturbation in the right-hand-side; we assume that the equations
of the Newton step corresponding to the linear equations of the complementarity
problem (i.e., in the case of linear optimization, the primal and dual linear feasibility
constraints) themselves are not perturbed, but they can have a non-null right-hand-
side if the starting point is infeasible.

In that framework, we are able to give explicit estimates on the precision with
which the Newton step is computed, in order to keep complexity at the same order as
for the non-perturbed case, or an asymptotic linear convergence rate at an arbitrary
rate. We give such estimates for two algorithms of the predictor corrector type, in
small and large neighborhoods, respectively.

An early reference where inexact computation of the Newton step is discussed
is [82]. Let us mention the reference [105], where inexact Newton steps are also
discussed in the framework of linear programming. The perturbation in that paper
is in the right-hand-side of the linearization of the equations of the Newton step
corresponding to the primal and dual feasibility conditions, and the obtained bounds
are not so explicit as those obtained here. However, we note the following relation
between the two kind of perturbations: if the perturbation is in the right-hand-side
of the feasibility conditions by using projections it can be reduced to our framework.

Another discussion of inexact Newton steps, in the context of interior point algo-
rithms for network flow problems, can be found in [115], where it is shown that this
kind of method may be effective.

The paper is structured as follows. Section 3.2 presents the main results for
the perturbed predictor corrector algorithm in small and large neighborhoods. The

proofs are given in Section 3.3. Finally some numerical results are reported in the
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last section.

Conventions Given a vector & € IR" the relation = > 0 is equivalent to x; >
0, 2 =1,2,-++,n, while > 0 means z; > 0, : =1,2,---,n. We denote R} = {z €
R": 2 >0} and B}, = {z € R" : 2 > 0}. We write ||.|| instead of ||.||;. Whenever we
use other norms like ||.||c we use the corresponding symbol.

Given a vector z, the corresponding upper case symbol denotes as usual the diag-
onal matrix X defined by the vector. The symbol 1 represents the vector of all ones,
with dimension given by the context.

We denote component-wise operations on vectors by the usual notations for real
numbers. Thus, given two vectors u,v of the same dimension, uv, u/v, ete. will
denote the vectors with components wv;, u;/v;, etc. We denote the null space and
range space of a matrix M by N (M) and R(M) respectively.

The notation % = O(u) means that there is a constant K (dependent on problem
data) such that for every k € IN, ||z*|| < Kpy. Similarly, if % > 0, 2% = Q(u;.) means
that (2%)7! = O(1/uy). Finally, 2* &~ p; means that ¥ = O(pus) and 2% = Q(uy).

We use the same notations for a point « in a set parameterized by p, say &,. We
say that © = O(p) (vesp. @ = Q(u), © &~ p) whenever there is a constant K such that
|z]| < Kp (resp. a7t = O(1/u), x = O(p) and @ = Q(p)) for all z € &,, and all small
enough p. In particular, =~ 1 in £, means that there are constants K, > K7 > 0,
such that any @ € &, satisfies Ky < a; < Ky, 1 =1,--+,n.

Given two vector functions x and y,  ~ y means that x; ~ y, for: =1,-.-,n, for

small enough p.

3.2 Main results

The monotone horizontal linear complementarity problem (LCP) is as follows: to find

(z,s) € IR™ x IR" satisfying

xs = 0,
Qu+ Rs = h, (LCP)
.8 >

Y

where i € IR", and Q, R € IR"*" are such that for any u,v € IR",

Qu + Rv = 0 implies uv > 0. (3.2.1)



3.2 Main results 20

Note that the monotone horizontal linear complementarity problem is equivalent to
the monotone linear complementarity problem in standard form (e.g. [14]), and LCP
is more convenient for the asymptotic analysis, as we will see later.

We denote the feasible set, and the set of solutions of (LCP) as
Fi={(z,s) €R} xRY}; Qu + Rs = h}, (3.2.2)
S:={(z,s) € Fyxs = 0}. (3.2.3)
Also, we denote the set of strictly complementary solutions by
S :={(x,s) € S;a +s > 0}. (3.2.4)

It is well known that if (LCP) represents a linear programming problem, then
if § is nonempty so is §Y. This is not true in general, since it is easy to construct
a quadratic program with nonempty S and empty S°. The existence of a strictly
complementary solution will be an essential assumption in points 3.3.2, 3.3.3 and
3.3.4.

Let (2°, 8% po) € BY X BY X By be given. Set

9= (h—Qz" = Rs")/ po.
Then (2°,° o) is an element of the set
Foi={(x,s,p) € RY X R X Riy; Qu + Rs = h — pg}. (3.2.5)

If in addition 2%s° = pol, then (29, s°, o) belongs to the infeasible central path pinned
on ¢, defined as
vs = al (3.2.6)
Qe+ Rs = h—pug.
We consider algorithms for solving (LCP) that follow approximately this infeasible
central path, which whenever ¢ = 0 (feasible case) coincide with the (usual) central

path. We assume that the algorithms under consideration generate points (z,s, ut)

belonging to a “small” neighborhood of the form
s TS
Vo =A@ s,m) € 7% |- =1l s o 1 < pobs
where a > 0 and po > 0 are given constants, or to a “large” neighborhood

Ny = {(z.s,p) € F5 vl £ <71, < oo}
o
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where 0 < v < 1 and po > 0 are again given constants. It is easily seen that
V,CN, forall0<v<1—a, (3.2.7)

N, CV, foralla>+/n (3 — 1) : (3.2.8)
14

The algorithms studied in this paper start each iteration from data (x, s, ) € V,
(or V,) and then compute two steps in V, (or N,), a corrector step “near” to the
central path and a predictor step with a smaller value of p. Consider (3.2.6) with u
replaced by vu where v € {0,1}. An approximate solution of (3.2.6) can be found by
making a Newton step. Fixed v, our algorithms compute a Newton direction (u,v)

that is solution of the following perturbed linear system:

su+zv = —xs+ yul 4+ un,

where n € IR" is a perturbation taking into account the error in the computation of

(3.2.9)

the Newton step. (As the unperturbed right-hand side is of order g, we may expect to
deal with perturbations of order u, i.e. n of order 1.) Note that the second equation
is not perturbed. We can do this assumption without any loss of generality as the
perturbed Newton step may be projected at a low cost into the set of solutions of the
second equations in order to reduce to our framework. Furthermore, in the case of
considering explicit perturbations only in the second equation of (3.2.9), it is not so
easy to obtain explicit error estimates that guarantee a polynomial complexity of the
algorithm (see [105]).

Let us note that under the monotonicity assumption (3.2.1) the system (3.2.9)
has a unique solution. We denote by (u°, v°) the solution of (3.2.9) with v = 1,
called centering direction, and by (u®,v*) the solution of (3.2.9) with v = 0, called
affine-scaling direction. The centering direction and the affine-scaling direction are
computed in the corrector step and predictor step respectively.

Finally, both steps choose a step-length 6 € (0, 1] such that the new point
2! =+ fu, st =s+0v, =1 —0+60v)u, (3.2.10)

belongs to V, (or to NV,,).
Now we are ready to state a generic perturbed predictor corrector algorithm

(GPC), in which the set G denotes V,, or N, depending on the algorithm:
Algorithm GPC Data: po, >0, (2%,5% o) € G. k:=0
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REPEAT

y S =870, = Mk

e v:==
e Corrector step: Compute (u®, v°) solution of (3.2.9) with v = 1.
x(0) :=x + 0u’, s(0) := s+ Hv°.
Compute 0° €]0,1] such that (2(6°),s(0°),u) € G.
x = x(0°), s:=s(0°).
e Predictor step: Set v = 0. Compute (u®, v*) solution of (3.2.9) with v = 0.
2(0) :=ax + 0u, s(0) :=s+0v°, u(d):=1—-0)u.
Compute 0%, the largest value in |0, 1[ such that
(x(0),s(0),u(0)) € G, V<09
gFtl = 2(0%), sP = 5(0%), pryr = (1 — 0%) .

o k:=k+1.

UNTIL g < floo-

In the following we consider two particular algorithms of the above general scheme

and we state our main results in both cases.

The perturbed predictor corrector algorithm in small neighborhoods is defined as

follows:

Algorithm SPC
Fixe. > 0,¢, >0, a €]0,1/2] and G =V,

Specialize Algorithm GPC to this case with [|n|| < ea, where € < €. during the

corrector step and € < ¢, during the predictor step, and #° = 1 at each iteration.

Note that in GPC we require that the point obtained after a restoration step is
in the neighborhood G, whereas we fix here §° = 1. We check below that when e. is
small enough, then the point obtained in a corrector step with §° = 1 belongs to ny/z-
In addition, we give an explicit estimate of the size of errors for which the complexity
of O(y/nlL) for the feasible case (resp. O(nlL) for the infeasible case) is preserved.
Assuming the strict complementarity hypothesis, we also compute a tighter bound
under which a given asymptotic linear rate may be observed.

We say that (2°,5°) dominates (z*,s*) if 2° > 2* and s° > s*. Similarly, we
say that (2, s°) dominates a solution of (LC P) if there exists (2, s*) € S which is
dominated by (29, s°).
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Theorem 1. Let L :=log,(po/ftee). We assume that €. < 1/12 (e, < 1/4 whenever
a < 1/4), and that (2°,s°) dominates a solution of (LC'P) whenever it is not feasible.
Then Algorithm SPC has the following properties:
(i) (Feasible case) Assume (2, s%) to be feasible. If ¢, < 1/4, then the algorithm
finds a feasible point such that pp < po, in at most 3y/n/al iterations.

(ii) (Infeasible case) If ¢, = O(n), then the algorithm finds a point such that
fr < oo in at most O(nL) iterations.

(iii) (Asymptotic rate of convergence) Assume S° # (). Let 5 € (0,1) and ¢, be
such that

2
€

ea(1+(1—ﬁ) 4+§ ST

) P (3.2.11)
Then lim sup pgr1/pr < . In particular, if ¢, < 1/5, then ppyq < pp/2 for k

large enough.

We now state the perturbed predictor corrector algorithm in large neighborhoods.

Algorithm LPC
Fix e, >0, ¢, >0, v €]0,1/2] and G = N,.

Specialize Algorithm GPC to this case with ||n]|. < €. when computing the

centering direction and ||n]|. < €, when computing the affine direction, and

. 7 1
b = 1,7<—— Oo) 3.2.12
min{ 15 (5= i) | 3:212)

at each iteration.

This choice of §° implies, as we will see, that the point obtained after a corrector
step belongs to the interior of the large neighborhood, so that the algorithm is well
defined. The theorem below also gives an explicit estimate of the size of errors for
which the known complexity of the algorithm with = 0, which is now O(nL) for the
feasible case and O(n+/nL) for the infeasible case, is preserved. Assuming the strict
complementarity hypothesis, we also compute a tighter bound under which a given

asymptotic linear rate may be observed.
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Theorem 2. Let L = log,(po/fiee). Assume that e, < 1/4 and that (2, s%) domi-
nates a solution of (LC P) whenever it is not feasible. Then Algorithm LPC has the
following properties:
(i) (Feasible case) Assume (2, s%) to be feasible. If ¢, < 1/4, the algorithm
finds a feasible point satisfying pux < jtoo in at most 16nL/v? iterations.

(ii) (Infeasible case) If ¢, = O(y/n), then the algorithm finds a point satisfying
ke < floo in O(n/nl) iterations.

(iii) (Asymptotic rate of convergence) Assume S° # (). Let 3 € (0,1/2) and ¢,
be such that
4
€q < VB .
= 64(1 — B)2ndl?

Then lim sup pgy1/pr < f3.

3.3 Proof of main results

3.3.1 Preliminary results

In this section we start by recalling some known technical results and deriving an easy

consequence of them. These results will be used for the analysis of both algorithms.

Set
/ dv — _
Q= E; d:= ﬂ; T:=d 'u; 7= —v; Q:=QD; R:=uRD™".
\ © $ 1

Multiplying the first equation in (3.2.9) by 1/,/pxs, we obtain

1/ / /
\/ pV s \ s s

Therefore (w,7) is solution of the scaled equation

{ THT = edkaeTi AT, (3.3.1)
Gu+ T = (1-)ug
From (3.2.9) and (3.2.10) it is easily seen that
ot 10 (ﬁ - 1) +14 n+ A (3.3.2)
Iy 1—04+0y\ p 1—60+4 6~ 1—0+0y p

The first statement of the lemma below is due to Mizuno ([103], Lemma 1), and

the second statement is due to Mizuno, Jarre and Stoer ([104], Corollary 1).
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Lemme 1. i. If y, z € IR" satisfies yTz > 0, then |lyz| < + 2|2

\/—Hy

ii. Let (&, 0) be solution of

Il
it

U+ v
Qu+Ro = g,
and z, § such that Q& + RS = §. Then

3

Y

3|

The following technical estimates will be useful in the sequel.

Lemme 2. Let (2% 5% uo) and (z,s,pu) be two elements of N, such that (2 s%)
dominates a solution (x*,s*) of (LC'P). Set (#,3) = (a* — 2° s* — s%)/u". Then

2Ts? + 5720 < 4,uoﬁ,
v
Qi+ Rs = g,
ds In
d |+ = < .
il + 15 <

Preuve. By Theorem 2.2 of [17], we have
a5 4+ 5720 < 2,u0— + £,
where
f S (xO)TS* T (SO)TJ}* S Q(J}O)TSO S 2#02
v

The first relation follows. The second statement is obvious. Let us prove the last one.

We have

s ¢! [[67 lse 1||<>o e I8 oo 16 oo 1.
ld" 2| = [[——sz|| < sz < sl = s'|zl,
1 1 1
and similarly
[[67 lse 1||<>o e B ooy o 67 e 7y,
||—|| = || w3 < s < sl = 3.
1 1

As (29, 8° ) dominates (x*, s* ) we obtain
- 17 o [ 7 (@® —2%) o) 2 |
ld~"a ||+|| ) < +at
o Mo Ko
Combining with ||¢7!||.. < 1/y/v and the first statement, the result follows.

(5 x —I—:L'TSO)

[1]
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The next lemma gives upper bounds for the term [|uv||/p of (3.3.2). Part i will
be used in the centering step and in the feasible affine-scaling step, while part i1 will

be useful in the infeasible affine-scaling step.

Lemme 3. Let (z,s,u) € N, and (u,v) be solution of (3.2.9). Then

i. If ulv >0, then
[uoll

T Sl

ii. If (2% 5°) dominates a solution of (LCP) and u < pg, then the affine-scaling

&* + 41 + 7> (3.3.3)

direction satisfies

[[u®o] (Ilnll
< +
H Vv

Preuve. i. Using Lemma 1i and (3.3.1) we get

Vﬁ)z. (3.3.4)

[[uv]] .
= |[we] <

P f|IU+v|| \[H—

\/g

Since ||¢7H||2, < v, the result follows.

d+v67" + 07|,

ii. Applying Lemma 1ii and Lemma 2 to the scaled equation (3.3.1), and using
|67 oo < 1/4/v and [|@]] < 1/n/v, we have whenever v = 0

) ey dB
[l < l-¢+¢ 177||‘|‘M(||d 19¢’||+||—||),
vl

SRV RN I

ﬁﬁfof

The same estimate holds for . Using ||ug|| < ||@||||7]|, the result follows.

[1]

3.3.2 Asymptotic analysis

We now prove a general result that will be used for the study of the rapid asymptotic
linear convergence in Section 3.3.3 and 3.3.4. Here, as in those sections, we assume
(LCP) has a strictly complementary solution, i.e. §® # 0. It is well known that in

this case there is a unique partition

BUN:{LQ,"',TL}, BmN:@v
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such that for any (z,s) € 8 we have g > 0,s5 = 0,2y = 0 and sy > 0.

Following Bonnans and Gonzaga [14] we rename the variables in the following way
z— (xp,sy) and s« (sg,anN).

Algorithm GPC is invariant with respect to the permutation, whose advantage is
just to simplify the analysis by assuming that N = (). Therefore in points 3.3.3 and
3.3.4 we will always refer to o as the vector of large variables and to s as the vector of
small variables. Of course this change of variables can only be done in the analysis,
it cannot be used by algorithms since B and N are unknown.

The following lemma indicates what are the order of magnitudes in the vicinity

of the infeasible central path.

Lemme 4. ([17], Lemma 4.1) If (x,s, ) € G, then v = 1, s & p and d ~ 1.

Define the scaled variables

d
Ti=d 'z, 5:= —s.
i
This scaling transfers x and s to the same vector 7 = d~'a = ¢ = ds/u = 5.

This scaling allows us to represent the solution of (3.2.9) as O(x) perturbations of
quantities that are easily analyzed. In order to do so we represent the solution of
the scaled equations (3.3.1) in terms of orthogonal projections. Given M € IR™*",
g € IR™ and the affine space defined by Mz = ¢, we define the projections operators
Purr, and Py by

r — Py o = argmin{||w — z|| : Mw + ¢ =0},

and Py := Pyo. Similarly, we denote Py = I — Py the orthogonal projection on
R(MT). Tt is easily checked that Py v = Pyx + Py ,0 for any x € IR* and ¢ € IR™.

Lemme 5. Let (z,s,u) € G.

i. (Feasible case) If (x,s) is feasible, then the solution of the scaled system (3.3.1)

satisfies

|
I

VP57~ + Pglé™n) + O(p).
—0+1Pge™ + Palé™'n) + O(p).

|
I
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ii. (Infeasible case) Let (&, ) be such that Q& + RS = g. Then the solution of the
scaled system (3.3.1) satisfies

T = Pg(67 +d3) + Py(¢7'n) + O(p).
T o= —o+Pgle7" — Padi) + Pg(é™'n) + O(p).

Preuve. It is known (see [14]) that
Qi+ Ro=0= o€ R(QT). (3.3.5)

Let us recall the proof for the sake of completeness of the paper. Indeed, if (a,0)
satisfies the above relation, then Q(u + «’) + R = 0 for an arbitrary v’ € N(Q).
Therefore (4t + u')Td > 0. As ' is an arbitrary element of the vector space N(Q), it
follows that (u)Td =0, i.e. © € M(Q)™ = R(QT), as was to be proved.

i. In the feasible case we have Qu + Rv = 0. So, using (3.3.5) applied to the
scaled system (3.3.1), it follows that T = dv/u € R(@T). Set

fi=—0+v¢7 4+ o7

Then by (3.3.1):
i€ [+R@Q).

Qu+Ro = 0. (3.3.6)

This is the optimality system characterizing the orthogonal projection of f over the

set defined by the second relation. Since Ro = Rv, it follows that
u = Pgp, ="+ Pgp0.

This expression can be simplified noticing that Pz¢ = 0. Indeed, let (x*,8%) € S,
then s* = 0 and Q(x — z*) + Rs = 0; and therefore, using (3.3.5), s € R(QT) and
o=ds/p € R(@T). Hence, we deduce that

U= Py(v¢™" + 67'n) + P5 5,0 (3.3.7)
We obtain the desired expression for u by using linearity of Fg p,, and checking that

Pg.p,0 = O(p). (3.3.8)
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Indeed, using n = O(1), ||[u+ v|| = [|f|| = O(1) and, as u’v > 0, we deduce that
7|l < IfIl = O(1), whence, using Lemma 4, ||v|| = y||d™*v|| = O(x). Now, let @~ be
a right inverse for Q such that Q(D~'Q~ Rv) = Rv, whence

125 7,0l < [D7'Q™ Ro|| = O(||v]|) = O(p).

This proves the formula for u, from which we deduce that

T=f—TU=—¢+70"" + ¢l — P07 — Py(¢7'n) + O(p),

and so the last relation of part 1 follows.

i1. Now let us deal with the infeasible case. Set

t:=u— (1 —7)pud'z,

s
0:=70— (1 —~)ud—,
(1=7) o
fr==0—yud'z + d;)-
Then, by using (3.3.1), we get
Qi+ R = 0. -

Hence, as in the first part of the proof, we have
i = Py(f+1)+0(),
= Py(—¢—ds+4(¢7" +d8)+ 67y — p(1 = 7)d™'&) + O(p).
Let us check that Pg(¢ + d3) = 0. Let (2%, 57) € S, s* = 0, then
Qz+pz—2")+ R(s+ps)=0

and from (3.3.5) we deduce that s+ us € R(QT). Therefore ¢ +ds = (d/p)(s+ p3) €

R(@T) = N(Q)~. Combining with the above display and Lemma 4 we deduce

U =yPy(¢™" +d3) + Pg(¢™'n) + O(p).

Using @ = @& 4 O(u), we obtain the formula for @, from which we deduce the formula
forv=f—u.

L]
=
el

We will use the above lemma for the affine-scaling step in the rapid asymptotic

linear convergence analysis.
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3.3.3 The perturbed predictor corrector algorithm in small

neighborhoods

Let us define the centrality measure as the mapping
xs
(5, ) = |22 — 1.
i

If (x,s,p) € F2 and 6(x, s, 1) = 0, then (x, s) is the infeasible central point associated

with the parameter value p.

Polynomial convergence

Centering step. We start by describing the effect of a centering step on the

centrality measure.

Lemme 6. Let (x,s, 1) be such that 6(x,s,u) < a. If €. > 0 is so small that

(a4

€ + mu +e)? < % (3.3.10)
then after a centering step, the centrality measure is not more than «/2. In other
words,

5o | e
1 2

This holds in particular if ¢. < 1/12 whenever @ < 1/2; and ¢, < 1/4 whenever
a<1/4.

Preuve. From (3.3.2) with v = § = 1 we get

z + u°)(s + v° uo°
o) g, e

From (3.2.7) and (3.3.3), using 6(x, s, ) < a, v =1 and ||n|| < e.c, we have

(3.3.11)

[[ucoc]] 1
—— < ———(athl)* =

1
TSN TN
Combining (3.3.12) and (3.3.11) and ||n|| < e.a0 we deduce

(1+ ec)2a2. (3.3.12)

(2 + u)(s + v°)
7

-1 (1+ ec)2a2.

< ea+

R
(01— a)B

[1]

From (3.3.10) we obtain the conclusion.
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Affine-scaling step. We now analyse the effect of an affine-scaling step on the
centrality measure, beginning by considering an upper bound for this measure. From

3.3.2) with v = 0, we get
v g

(x4 0u®)(s + Ov*?) | rs 14 - 0% utv® 7
Iy i 1—4 1—4
< ||z 1l + 0 Il + 67 ||luto|
= T L

By Lemma 6, the centrality measure after a centering step is at most «/2. Hence we
deduce that the point obtained with a value 6 of the step-length along the direction

(u®,v") belongs to the small neighborhood whenever

0 67 ||luto|
i+

<2 (3.3.13)
= -0 pu —2 .

Therefore the main point is to estimate |[u®v||.

Lemme 7. Let (z,s,u) € VY ,,. Then

i. (Feasible case) If (x,s) is feasible, we have

[utotfl (L a(l/2+ )"

= n 3.3.14
[ (1 —a/2)V/8 ( )
If in addition 0 < ¢, < 1/2 and < 1/2 verifies
X 2
n02(1 + 05(1/2 + ﬁa)) S (l _ ea) a, (3315)
(1—a/2)V2 2

then 6(a + u®, s+ 0v*, (1 —O)p) <o, VO€ (O,é]. In particular, if ¢, < 1/4
then 0% > —y/a/n.

ii. (Infeasible case) Let (2%, s") dominate a solution of (LCP). If ¢, = O(n), then
0 = Q(1/n).

o =

Preuve. i. Remembering that §(z,s, 1) < a/2, and using (u®)Tv* > 0, we deduce
from (3.2.7) and (3.3.3) with v = 0, that

[Juo]

1 9 2
no (1_a/2)\/§H¢ _UH '
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Using [[¢2]] < v/ 6], < V(L + /2), and y]] < cuar, we obtain

luro  [Vitalea+vn/2)) _ (1+a(l/2+ )
S U—as S (—avs
This proves (3.3.14).

Using 6(x, s, 1) < /2, (3.3.13) and |[|n|| < €., we deduce that 6 is feasible

whenever
0 N 67 ||uo| < a2
Tt T S af2.
As the function f: (0,1) — IR defined by
0 0*
e O 0 L]

1—-0" 1—60 pu
is increasing, for obtaining the desired inequality it suffices to show that f(é) <
~ 1
a/2. Using 6 < 5

1—0—
Iuvll
7

Hence using part 1 and (3.3.15) we obtain that after a displacement step of value

f(0) < ea

é, the new point belongs to V,.

For the proof of the last statement, observe that if * > 1/2, the result is
A 1
obvious. Otherwise it suffices to prove that § := g\/oz/n satisfies (3.3.15). In
fact, as @ < 1/2 and 0 < ¢, < 1/4, we have
A (1 1/2 2))? ~ (11/8)? 1 1
pltal/2ta)) 5 (11/8) <_a§<__60a'
(1—a/2)V2 3 N
4

ii. Combining with (3.3.4) and (3.3.13), we deduce that § is feasible whenever

5N ? Q@
ol + 0 (2l <(1-0)%.
i+t (A ) <00

If 0 > 1/2, the conclusion is obtained. Otherwise, the right-hand-side is greater

than a/4. Assuming ||n|| < cn, we see that 6 is feasible whenever

(nb)e + (ﬂc__a + _5a)3/2)2(n(9)

The left-hand-side is null when # = 0. Therefore, the inequality holds whenever

%IQ

n# is small enough. The result follows.

L]
=
el
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Using the above results we can easily prove in Subsection 3.3.3 that Algorithm

SPC has polynomial convergence.

Rapid asymptotic linear convergence

We now turn to the analysis of the asymptotic speed of convergence of the sequence

k-

Lemme 8. One has
1.
[t~ oo Il

. Sllqﬁ‘lloollnll( " +||¢||oo).

ii. If in addition é(x, s, p) < a and |[|n|| < e, v, then

o Z
< eqon/4+ 2+ 0(p).
< o4+ 5+ O()

Preuve. Define u® := d~'u*,v* := d~—. From Lemma 5 with v =0 we get
i

_ @ = (Pag~'n)(=6 + Fgé~n) + Op). (33.16)
Using Lemma 11, and the fact that Pz and P@ are contractions, we have

1(Pgo™ " m) (= + Pgo™'n)ll < [[(Pge™" n)(Pge™" )|l + |(Pge™ " n)4ll,

< %nwnn%||¢—1n||||¢||oo,
~ el (—'W s ||¢||oo) |

< 16 el (12020 . ),

|ollce < V14 aand ||n|| < €., we deduce that

proving i. Using ||¢7} e <

1
—JVi—-a’

L e
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€t . .
Since the concave function @ — —= 4+ V1 — o? attains its maximum on [0,1/2]

NG
€q ,
at ———, we have, using (1 —a)™' < 2:
€2 +3

-1 P -1 63 8
I(Pé~m) (=6 + Pos ™)l < 2eaa(f¢62—+\/62+8)
= 2e,« 6 +8 7'62 eaoz\/4—|——
VB +38

Combining the above inequality and (3.3.16) we obtain the conclusion.

[1]

Lemme 9. Let 8 € (0,1) and («, s, p) such that 6(x,s,p) < a/2. If there exists a
strictly complementary solution and (3.2.11) is satisfied, then % > 1 — 3 for k large

enough.

Preuve. Using the same function f as in proof of Lemma 7, it suffices to show
f(1 =) < a/2 to obtain the conclusion. From Lemma 8, we get
1-5 (1= 8)* [Ju"v?|

f=p) = g ot

L
1_6eoz 60(7(1_ﬂ)2 i
< 5 + ¢ 3 \/4—|- + O(p)

_ aelTF €
= 7 (1+1— 4+§)+0

Hence, using (3.2.11) the result follows. =

In the next subsection we will use the previous results for proving the asymptotic

rate of convergence of Algorithm LPC.

Proof of Theorem 1

i. By Lemma 6, we know that the centrality measure after a centering step is at most

a/2. In the feasible case, from Lemma 7 i the step-length of Algorithm SPC sat-

o (1)

, 1 1 [a\" ,
isfies * > —y/a/n. Then py < (1 - = —) to. Using
| 3 3Vn

—+1/a/n we obtain the conclusion.

3
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ii. Similarly, in the infeasible case, from 8% = Q(1/n), obtained in part ii of Lemma

7, we deduce that no more than O(nL) iterations is necessary.

iii. This is a simple consequence of Lemmas 6 and 9.

3.3.4 The perturbed predictor corrector algorithm using large

neighborhoods

In order to measure how interior is a point (z,s, ) with respect to N, we will use

the distance of xs/u to the boundary of the set
T"={2cR" v1 <z<v'1},

measured in the infinity norm.

Polynomial convergence

Centering step. Let us denote

xf=ax 40U, s°=s40%°".

Lemme 10. Let (x,s,u4) € N, and v € (0,1/2]. If e. < 1/4, then (2%, u) € N,

and ,
C.C 2
dist(Z2, 97 > ”32[. (3.3.17)
[t n
Preuve. From (3.3.2) with v = 1, we obtain
SR (E—l) F1 409 + (72
N N N
= (1= 0922 4 0°1 4 0% + (6°)2 2 (3.3.18)
[t

Using (z,s,u) € N, and 0° < 1 we get

1
(4 01— )L = (1 — )l + 61 < (1 — 02 191 < ((1—96)—+90)1,
i v
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As

1
1— =
v

v =11

14

o° =0

>0°(1 — v),
we have

dist((1 — 6° ) —|— 0°1,07") > 0°(1 —v) > %
7

Using (3.3.18), the above inequality and 6° > 0, we get

dist(Z2,07%) > dist ((1 — )2 4o, 87”) o — (ory2 e
1 [
> (= — ) — ¢ 27‘
= 0°(5 = [lnllee) = (0°) p

Let us first consider the case when 6° = 1. Then, from (3.2.12),

[uvfloe _ 1
<(z-— 0 2.
< (5 Il

x°s 1
Using [|7]|ee < 1/4, we deduce that dlst( 8’7”) (5 —Inll=)/2 > 1/8, and the
7

result follows. Otherwise, by (3.2.12):

LTSS 1 [ 4
dist ( P ,O0T") = (§—||77||oo)2 >

Hluevelloe ™ 29[lucve]|o

Using (3.3.3), (z,s, 1) € N, and ||n|l« < 1, we obtain

fervlee el o 1 sy E ( . ||77||°°)2
f BN 2VER (7 V\f . ’
< P ((B-) i) <
/8 \\w 13v/8
Combining with the previous inequality, we obtain the conclusion. =

Affine-scaling step. From (3.3.2) with v = 0, denoting by (F, s, y14) the point

obtained after a step of value 8, we get

st s 0 0% u®
-7 - 2 3.3.19
g ﬂ+1—9n+1—9 Iz ( )
and therefore, by Lemma 10,
zhgh 32 0 67 ||luto|
dist(——, 07" — ——|Inl|ee — =. 3.3.20
(0T = Sl - 7 (3.3.20)

The following technical lemma is used in the proof of Theorem 2.
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Lemme 11. Let (z,s,p1) € N,.

i. Assume that (x,s) is feasible. If ¢, < 1/4, then

[0 n
—_— —. 3.3.21
e 2 (3321
3 2 _ 3
Moreover if dist(ﬁ, aT") > V2 then 6§ := 11/— satisfies
7 n n

(v +0u®, s+ 0v* (1 —)u) e N,, Ve (0,0].

3
ii. If (29, s°) dominate a solution of (LCP), dist(ﬁ,a’f”) > Y
7

32\/75 and £, = O(y/n),
then 0% = Q(1/(n/n)).

Preuve. i. Whenever (z,s) is feasible, we have (u®)Tv® > 0. Hence from (3.3.3)

with v = 0, using (z,s,u) € N, ¢, <1/4 and v < 1, we get
||uo?| 1 s

< L +||||2
1 = Bl T SR ol Moo |

< n <1+1)2< n 25 <n
— /8 \v  4) T y816v2 T v

This proves (3.3.21).

It is easily checked that for all 8 € (0, 6], we have

n 0 182
2—0* 4+ = < .
v3 + 2 7 32n

Using (3.3.20) and (3.3.21) we have whenever 6 < 1/2 and ||n||. < 1/4

i off 3./2 0
Gist(CF gy s UV2 0 gpn
Iy 2n 2 v3

(3.3.22)

In view of (3.3.22), the right-hand-side is positive whenever 6 € (0,6]. The

conclusion follows.

ii. If #* > 1/2, the conclusion is obtained. Otherwise with (3.3.20) and (3.3.4), we
get

5t 3 2
dist(ﬁ,aT”) > 7 v2 — 20|90 — 207 Vi|nlle n on ‘
Hy 32n N2 N
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Assuming ||n]|s < ey/n, we see that 0 is feasible whenever

V32
32

2
— Wen/m — 20%n (\c/—n; n V%) >0,

Therefore 0 is feasible whenever

CL o+ (o (o)

The right-hand-side is null when # = 0. Therefore, the inequality holds when-

ever Ony/n is small enough. The result follows.

L]
=
el

Using the above results we will prove in Subsection 3.3.4 that Algorithm LPC

has polynomial convergence.

Asymptotic rate of convergence

Lemme 12. Let (x,s,u) € N,. If there exists a strictly complementary solution and

€o < 4/8/n then

Preuve. Using (3.2.8) and Lemma 8i, we obtain

[ oo [luto®] [~ ool

< < |16 leollm ( + || oo)-
P P 167" [|eoI7]] v 9]l
Using [|67 leo < 1/, [|9llee < 1/, 0]l < V2ll0loos [10]lee < €a and ¢, < 1/8/n,

it follows that
||utv®]] o < €ar/n [ €/ 1) < 2y/n
f v\ V8

Combining the above inequality and (3.3.4) we obtain the conclusion. =

Lemme 13. Let 3 € (0,1/2),0 <v <1/2and (z,s, ) € N, such that dist(ﬁ,a’]'”) >
I

V32
32n

. If there exists a strictly complementary solution and
4
€, < Vs ,
~ 64(1 — 3)2n3/2
then §* > 1 — 3 for k large enough.
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Preuve. It suffices to show that the right-hand-side of (3.3.20) is positive whenever
f<1-—7,i.e.

1— 56a N (1= 8)%|uv®||s - VWZ
3 3 Jz 32n

By Lemma 12, this will be satisfied if

2vn

1—54-7(1—5)26 g V32
3 © T 32
l.e.
S Y, S S .
. 1_ﬁ+¥(1—ﬁ)2 320 vt 2yn(l—3)(1— B)n 32
The conclusion follows. =

The results of this subsection will be useful for obtaining the asymptotic rate of
convergence of Algorithm LPC.
Proof of Theorem 2
i. From Lemma 10, we get
coC 3 2
dist(x i LOTY) > Y \/_;
] 32n

hence from Lemma 11 i the step-length of Algorithm LPC satisfies * > v /16n.

We obtain the conclusion following the same argument as in proof of part i of

Theorem 1.

i1. Similarly, in the infeasible case, from 6% = Q(ﬁ), obtained in part i1 of Lemma

11, we deduce that no more than O(n\/nl) iterations are necessary.

i1i. This is an immediate consequence of Lemma 13.

3.4 Numerical experiments

In this section we present some numerical results that strongly support the theoret-

ical estimates obtained in the preceding sections. These experiments are limited to
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the large neighborhood predictor corrector algorithm, choosing the size of the neigh-
borhood v = 0.01. The algorithm is the one described in this paper, in which the
step-size for the centering displacement is as follows: starting from a unit step, we
divide the step by two until the new point belongs to the large neighborhood. This is
a rather rough linear search. Because it proved to be efficient, we content of it. We
apply this algorithm to a family of linear programming problems in standard form,
ie.

Min ¢!z

xr

s Ar=b; x>0, (3.4.1)

where x € IR" and b € IRP. The necessary and sufficient optimality conditions for

this problem are

xs = 0,
Ax = b,
ct+ AT = s,

x>0,s > 0,

and may be formally reduced to the linear complementarity format by writing the
third condition in the equivalent form BT¢ = B”s, where B is a matrix whose columns
form a basis of the kernel of A. The associated perturbed Newton step (u,v,6) is

solution of

su+zv = —xs+yul 4+ un,

Au = (1 =7)pgp,
A6 —v = (1—=7)ugp,

where gp and gp depend on the starting point.

In order to test numerically the robustness of the Newton direction, we choose to
generate some perturbations of the right-hand-side of the corresponding linear system
in a random way. Then we compare the number of iterations to the one obtained
without perturbation.

We generate the data of the problem to be solved as follows. Given an even value
for n, we fix p = n/2. Then the matrix A is randomly generated (we performed
all computations and generations of random numbers using the standard MATLAB

functions). We randomly generate two nonnegative vectors & and 8. Then we take
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b= Az and ¢ = 5. In that way, & and (é,j\ = 0) are primal and dual feasible, and
therefore the linear problem has solutions. The starting point is 2° = s = 1 and
po = 1. The algorithm stops when p < 10710,

The test were run on a DEC Alpha 3000 with 62MB of main memory (the machine
precision is approximately 2.2204e — 16).

The perturbation 5 is chosen so that it satisfies at each iteration

plinll = €l £l

where f = —xs + ~yul is the right-hand-side of the equations of the Newton step
corresponding to the linearization of the complementarity condition. That is, the
perturbation parameter € is the ratio (measured in the L? norm) between the pertur-
bation and the right hand side. It varies between 0 and 0.25. Note that n = ex™'|| f||2,
where z belongs to the unit sphere of IR". One difficulty is that we do not have a
direct mean for generating an element of the unit sphere of IR" with uniform proba-
bility. When generating at random the components of z we obtain a distribution that
is too “uniform”. It seems that the perturbation is more difficult to handle with if it
is localized on a limited number of components. Therefore we propose two ways for
generating z.

The first method consists in generating at random each component of a vector 2.
Then we obtain z by changing to 0 half of the components of Z, i.e. we have either
zi=Z% or z;=0,¢=1,...,n, and finally we renormalize z in order to have ||z]| = 1.

Our results are a mean over ten runs except for n = 10000 where we perform only
three runs. Using this first method for generating z, we obtain the results of tables 1
and 2.

We now consider a second method of generating the direction z where we choose
to concentrate the perturbation in one component; i.e., all components of z are 0
except one, of value £1, taken at random. We test this perturbation method only
in the case n = 10000. Table 3 and 4 summarize the obtained results. We perform
three runs for each value of e.

From these results, we may conclude that, at least for randomly generated prob-
lems, the large neighborhood predictor corrector algorithm described in this paper is
both rapid and very robust with respect to perturbations in the computation of the

Newton step.
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Table 3.4.1: Mean value of the number of iterations.

n/e 0 0.05 0.1 015 0.2 0.25

10 9.3 127 155 16,5 214 249

30 109 149 16.7 19. 22, 243
100 15. 171 19.2 21.2  23.7 26.7
300 175 19.2 21.8 23.7 26.1 28.8
1000 179 199 21.8 24.7 27.6 304
3000 20. 229 25, 274 30.1 333
10000 27. 29. 29. 32,67 36. 37.67

Table 3.4.2: Number of iterations in the worst case.

n/e 0 0.05 0.1 015 0.2 0.25

10 10 15 18 21 25 33
30 13 17 18 20 23 26
00 17 19 20 22 24 27
300 19 20 23 27 27 30
1000 21 22 23 29 31 32
3000 24 24 28 30 33 37
10000 29 31 30 34 44 39

Table 3.4.3: Mean value of the number of iterations.

e 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

54.34  62.67 64.67 68 52.67

Table 3.4.4: Number of iterations in the worst case.

e 0.05 0.1 015 0.2 0.25

62 83 76 74 T4




4. Une approche par
décomposition des méthodes de
points intérieurs pour les

problemes de multiflots

Résumé

Ce chapitre introduit une approche par décomposition d’une méthode de points in-
térieurs pour la résolution d’un probleme de multiflot. Nous présentons d’abord cette
approche dans le cadre général de problemes avec contraintes couplantes. Nous pro-
posons ensuite de spécialiser 1’algorithme aux problemes de multiflot linéaire. Nous
exposons cette spécialisation en utilisant la formulation sommets-arcs. Nous nous
concentrons ensuite sur la formulation arcs-chemins et nous proposons une méthode
de décomposition qui incorpore la méthode de points intérieurs dans la technique de
décomposition de Dantzig-Wolfe. Les résultats numériques montrent la supériorité
du dernier algorithme. Enfin, nous présentons des résultats numériques obtenus en
testant ces algorithmes sur des problemes fournis par le CNET.

Introduction

Nous nous intéressons au probleme de multiflot linéaire de cout minimum PMLCM.
I1 représente le probleme d’optimisation de multiflot le plus souvent étudié [78],[5] et
[21].

PMLCM consiste pour un réseau dont les arcs, les noeuds et les capacités sur les
arcs sont fixés, a déterminer un acheminement optimal des paquets (de messages, de
produits,...) a travers le réseau au sens d’un certain critere de performance.

Le premier ouvrage traitant les problemes de mutilfot dans les réseaux était publié en
1962 par Ford et Fulkerson [37]. Inspiré par leur travail, Dantzig propose dans [29]
une méthode de décomposition par les prix. Récemment, Chardaire et Lisser présen-

tent dans [21] des approches variées basées sur des spécialisations de I'algorithme du
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simplexe et des méthodes de points intérieurs pour résoudre des problemes de multi-
flots non orientés.

Pour étre compétitif dans la résolution de PMLCM, 1" algorithme doit exploiter la
structure bloc angulaire du probleme.

La technique de décomposition de Dantzig-Wolfe exploite cette structure particuliere
et est considérée comme une approche réussi dans [7] pour les problemes de multiflots.
Des variantes plus récentes utilisant la décomposition par les prix ont été proposée
pour ces problemes. Nous citons par exemple les travaux de Frangioni [39], de Goffin
et al [41], et de Zenios [132], basés respectivement sur la méthode de faisceaux, le
centre analytique et les méthodes de pénalité.

La meilleure complexité connue pour la résolution de probleme de multiflot est donnée
par un algorithme de points intérieurs [74]. Mais jusqu’a maintenant aucune implé-
mentation efficace de cet algorithme n’a été obtenue.

Dans [21], Chardaire et Lisser s’intéressent tout d’abord a la spécialisation de la for-
mulation sommets-arcs. Ils appliquent des méthodes directes (primal simplexe et
affine scaling duale) tout en exploitant la structure particuliere de la matrice des
contraintes. Ces méthodes ne sont pas intéressantes pour résoudre les problemes de
grande taille.

Les auteurs de [21] proposent alors des approches plus puissantes basées sur des méth-
odes de décomposition spécialisées. Ces dernieres résolvent les exemples testés en une
fraction du temps de calcul des méthodes directes.

Dans le méme esprit nous présentons dans ce chapitre une approche par décomposi-
tion d’une méthode de points intérieurs pour résoudre PMLCM.

Notre choix des méthodes de points intérieurs est motivé par leur efficacité dans la
résolution des problemes d’optimisation de grande taille [52, 81]. En fait nous al-
lons nous intéresser particulierement a la famille des algorithmes de points intérieurs
primaux-duaux qui donne les meilleurs résultats.

La tache principale dans un algorithme de points intérieurs est la résolution des sys-
temes linéaires nécessaires au calcul des directions de déplacement. Dans [75] Kar-
markar et Ramakrishnan introduisent une méthode ( approzimate dual projective) de
points intérieurs qui utilise un algorithme de gradient conjugué précondionné pour
résoudre ces systemes linéaires.

Plusieurs auteurs ont proposé, ensuite différents préconditionnements pour résoudre

des problemes de flots [114, 75, 116, 73, 95]. Pour une étude plus complete sur les
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méthodes de points intérieurs pour la résolution de problemes de réseau nous nous
référons a [120].

Récemment, Castro [20] propose un préconditionnement qui exploite la structure du
probleme de multiflot linéaire de cott minimum.

Nous avons trouvé des similarités entre notre algorithme de points intérieurs et celui
de Castro [20] en terme de schéma de décomposition. L’intérét de notre algorithme
par rapport a celui de Castro réside dans 'utilisation de la formulation arcs-chemins.
En effet la matrice de préconditionnement proposée par Castro [20] repose sur la
formulation sommets-arcs et ne peut pas étre étendue a la formulation arcs-chemins.
Nous verrons dans la suite que cette derniere est numériquement plus performante
que la formulation sommets-arcs.

L’algorithme de points intérieurs, prédicteur-correcteur, que nous utilisons dans cette
étude appartient a la famille des algorithmes de suivi de trajectoire centrale (al-
gorithmes de points intérieurs primaux duaux). Ces algorithmes possedent a la
fois la meilleure estimation de complexité connue a ce jour (O(y/nL) itérations) et
une convergence quadratique [13, 52]. Nous nous intéressons plus spécifiquement a
I’algorithme prédicteur-correcteur de Mizuno, Todd et Ye [102]. Cet algorithme opere
a l'intérieur d’un voisinage R et consiste a alterner les pas de centralisation (de fagon
a se rapprocher de la trajectoire centrale) et les pas affines (plus grand pas permettant
de rester dans R).

La grande taille des systemes linéaires associés a ces pas nous amene a utiliser une
méthode de décomposition-coordination. Nous nous proposons donc de décomposer
le systeme linéaire de calcul de direction de Newton en sous-systemes qu’on voudrait
résolubles séparément et dont la coordination fournit la solution globale. Nous nous
intéressons plus particulierement aux propriétés d’un de ces sous-systemes que nous
appellerons le systéme réduit.

L’intérét du systeme réduit réside dans le fait que sa résolution permet de découpler
les autres sous-systemes et de les résoudre en parallele.

L’étude théorique de cette approche des méthodes de points intérieurs par décompo-
sition va étre réalisée dans le cadre général des problemes avec contraintes couplantes.
Nous appliquons ensuite les résultats obtenus dans le cas des deux formulations du
probleme : sommets-arcs et arcs-chemins. Nous présentons une méthode directe qui
exploite la structure de la matrice des contraintes sous formulation sommets-arcs et

une méthode de décomposition qui peut étre vue comme une incorporation d’une
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méthode de points intérieurs dans la technique de décomposition de Dantzig-Wolfe
sous formulation arcs-chemins.

Conclusion

Les essais numériques présentés dans ce chapitre sont réalisés dans un environnement
MATLAB. Nous constaterons que les problemes traités avec I’algorithme sous formu-
lation arcs-chemins nécessitent (en moyenne) le quart du temps que 1’on met sous la
seconde formulation pour des données générées aléatoirement.

Nous avons également testé les algorithmes sur des données fournies par le CNET. Les
résultats numériques de ces algorithmes sont prometteurs et montrent la supériorité

de l'algorithme sous formulation arcs-chemins.
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Résumé

Cet article introduit une approche par décomposition d’une méthode de points in-
térieurs pour la résolution d’un probleme de multiflot. Nous présentons d’abord cette
approche dans le cadre général de problemes avec contraintes couplantes. Nous pro-
posons ensuite de spécialiser 1’algorithme aux problemes de multiflot linéaire. Nous
exposons cette spécialisation en utilisant la formulation nceuds-arcs. Nous nous con-
centrons ensuite sur la formulation arcs-chemins et nous proposons une méthode de
décomposition qui incorpore la méthode de points intérieurs dans la technique de
décomposition de Dantzig-Wolfe. Les résultats numériques montrent la supériorité
du dernier algorithme. Enfin, nous présentons des résultats numériques obtenus en

testant ces algorithmes sur des problemes fournis par le CNET.

Abstract

This paper introduces an approach by decomposition of an interior point method
for solving multicommodity flow problems. First, we present this approach in the
general framework of coupling constraints problems. Next, we propose to specialize
the algorithm to the linear multicommodity network-flow problems. We expose this
specialization using the node-arc formulation. Then, we focus on the arc-path formu-

lation and we propose decomposition method witch incorporates the interior point
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method into the Dantzig-Wolfe decomposition technique. The numerical results show
the superiority of this last formulation. Finally, we report some numerical results ob-
tained by testing these algorithms with data from the France-Telecom Paris district

transmission network.

4.1 Introduction

In this paper, we are concerned with the Least cost Multicommodity Network-flow
Problem (LMNP), which is the most studied multicommodity problem. This problem
consists in the determination of an optimal routing of the traffic requirements when
designing a network.

The first study of multicommodity network-flow problems was conducted by Ford
and Fulkerson in 1958 [37]. Their work inspired Dantzig and lead to the price de-
composition [29]. Recently, in [21] Chardaire and Lisser present various approaches
based on specialization of the simplex algorithm and interior-point methods for solv-
ing non-oriented multicommodity flow problems. Another recent work in the context
of interior point algorithms for network flow problems, can be found in [119], where
it is shown that this kind of method may be very effective.

For being competitive, the algorithm must exploit the structure of multicommodity
problem to solve efficiently Newton directions systems.

Most of specialized methods attempt to exploit in some way the block structure of
the multicommodity problem. The price directive or Dantzig-Wolfe decomposition is
regarded as successful approach in [7] and belongs to the class of cost decomposition
approaches for multicommodity flows (see [39], [41] and [132] for recent variants based
on bundle methods, analytic centers, and smooth penalty functions, respectively).
The best complexity bound known for multicommodity problems is provided by an
interior point algorithm [74], but as yet no efficient implementation has been obtained.
The major work in a single iteration of any Interior Point Method (IPM) consists in
solving a set of linear equations, the so-called Newton equation system (for details see
[8, 13]). All general purpose IPM codes use direct approach [34] to solve the Newton
equation system. In [73], Kamath and al. applied a variant of Karmakar’s projective
algorithm using a preconditioned conjugate gradient (PCG). However, their precon-
ditioner did not take advantage of the multicommodity structure. In [20], Castro

exploited this structure and presents a specialization of an interior point algorithm
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to multicommodity flow problems. He uses both a preconditioned conjugate gradient
solver, and a sparse Cholesky factorization, to solve a linear system of equations at
each iteration of the algorithm. Choi and Goldfarb, in [23], presented a decompo-
sition scheme similar to the one in [20]. But they suggest solving a dense-matrix
positive definite linear system that appears during the decomposition stage by means
of parallel and vector processing. Some similarities were also found between the de-
composition scheme presented by Castro in [20] and ours presented in this paper.
The interest of our approach rests in the possibility of solving the arc-path formula-
tion of (LMNP). As will be shown, this formulation is more efficient than the node-arc
one.

The linear system to be solved for computing the Newton direction appears, in the
case of linear multicommodity network-flow problems, to have the following decou-
pling property: fixing the value of the coupling variables, we can solve in parallel some
equations that coincide with those of the Newton step for the central path associated
with the subproblems.

Solving the resulting reduced system allows us to compute the Newton direction,
while respecting the above mentioned decomposition principle.

This strategy of computing the Newton direction enables our algorithm to solve effi-
ciently large problems. The interior point algorithm, presented in this paper belongs
to the path following interior point algorithms family. These algorithms focused the
attention of the community because they both reach the optimal complexity known
until now, i.e. convergence within O(y/nL) iterations, while converging quadratically
[52],[81]. A single iteration of predictor-corrector method needs two solves of the same
kind of large, sparse linear system for two different right hand sides. The resolution
of these systems represents the main computational burden of the algorithm.

The performance of the predictor-corrector algorithm relies on the efficient solution
on those systems.

In the case of linear multicommodity network-flow problems, to have the following
decoupling property: fixing the value of the coupling variables, we can solve in par-
allel some equations that coincide with those of the Newton step for the central path
associated with the subproblems.

This paper is organized as follows. Section 2 presents the approach by decomposi-

tion of the interior point method in the general framework of coupling constraints
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problems. Section 3 describes the specialization of the algorithm to the linear mul-
ticommodity network-flow problem. First, we present this specialization using the
node-arc formulation. Then, we focus on the arc-path formulation and we propose
decomposition method witch incorporates the interior point method into the Dantzig-
Wolte decomposition technique. Finally, we report some numerical results in section
4.
Conventions
Given a vector x € IR" the relation = > 0 is equivalent to x; > 0, ¢ = 1,2,---.n,
while > 0 means z; > 0, 7+ = 1,2,---,n. We denote R} = {z € R" : 2 > 0}
and R, = {z € R : > 0}. Given a vector z, the corresponding upper case
symbol denotes as usual the diagonal matrix X defined by the vector. The symbol
1 represents the vector of all ones, with dimension given by the context. We denote
component-wise operations on vectors by the usual notations for real numbers. Thus,
given two vectors u, v of the same dimension, uv, u/v, etc. will denote the vectors
with components w;v;, u;/v;, etc. We always formulate an optimization problem as
follows:

Min - f(X);

4.1.1
st g(x) <0, (A) ( )

where A denotes the Lagrange multipliers associated with the constraint.
We denote the null space and range space of a matrix A by N (A) and R(A) respec-
tively.

4.2 Linear Optimization problems with coupling

constraints

Linear coupling constraints problems usually have a very large number of variables
and constraints and arise in a great variety of applications [30, 29]. This section is
concerned with the resolution of these problems using an interior point method, the

predictor-corrector method.
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4.2.1 Problem formulation

We consider the so called linear optimization problem with coupling constraints:

K
: NT k.
L Min > ()t
A k=g
K
> Bt =1, (A%) (4.2.1)
k=0
Abgk = b k=1, K, (\F)
" >0,k=0,--+, K, (s%)

where

o forall ke {0,---,K}:

— 2%, " and s* (dual variables of z*) are elements of R

— bF and \F (dual variable of the kth constraint) are elements of IRpk.
— and B¥is a p° x n* matrix.
o forall k€ {l,---,K}: A*is a p* x n* matrix.

Without the first constraints problem (4.2.1) would be separable. Indeed, each x* is

in this case solution of the linear problem

Min (")Tz; APz =0b"; 2 >0. (4.2.2)
ZEIRnk
We assume that Al, ..., A% (B° B! ... BY) BYN(AY), ... BE/N(AR)

and B° have full row rank. One recovers the standard form of linear optimization by

setting
20 lo b°
X x! . X ¢t . A bt .
T = elR", ¢:= elR", b:= e IR",
K K i
BY B ... BK
Al

and the p' x n! matrix A = ) )

O AK
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where n' := S5 ¥ and p! := Y1 p*. Then (4.2.1) is equivalent to the linear

optimization problem in standard form

Min; ¢7'#;
Ai=b, () (4.2.3)
820, (3

€ IRpt) and § (€ IR”t) can be expressed with

. Indeed, we have

The Lagrange multipliers vector A

Lagrange multipliers of problem (4.2.1

sY AV
X st . Al
s 1= and A=

oI K

The first bloc of the matrix A corresponds to the coupling constraints. Without these
constraints, the program (6.2.6) would have a diagonal structure of which we might

take advantage.

4.2.2 solving linear optimization problems with coupling con-

straints using a predictor-corrector algorithm

We are concerned with the most popular primal-dual logarithmic barrier method
called predictor-corrector method. This name was first used by Mizuno, Todd and Ye
in [102], where they proposed for the first time the method considered in this paper
for the small neighborhood case. Like them we alternate (single) primal-dual affine-
scaling step and (single) primal-dual centering step but using large neighborhoods of
the central path [16]. We choose to use this method because of its good theorical
and practical proprieties. Indeed, the predictor-corrector methods converges with an
O(nL) iterations bound (when large neighborhoods are used) and has asymptotically
a quadratic convergence (see .e.g., Mehrotra [93, 94], Ye et al [131], Gonzaga and
Tapia [53, 54], Ye [130] and Luo and Ye [89]). For more details about primal-dual
predictor-corrector methods, we refer the reader to Bonnans et al [13],Roos et al [123],
Wright [128].

Interior point methods follow the so-called center path (approximately) as a guide-
line to the optimal set. Subsequently we exploit the structure of the central path
equation to obtain a reduced equation. Then, we deduce a decomposition method for

computing the Newton directions.



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 53

Predictor-corrector algorithm

Predictor-corrector algorithms follow the central path for solving (4.2.3). The equa-
tions of the central path associated with the linear optimization problem in its stan-

dard form (4.2.3) are

38 = pul,
Ad = b, (4.2.4)
c+ AT\ = 3,

where (Z, 8, 5\) belongs to ]RTIL; X ]RTIL; x IR”".
At each iteration, the algorithm compute an affine and centering Newton directions

of the following form:

4 a0 = f,
At = 0, (4.2.5)
ATs = b

Y

where (u,0,6) denotes the step associated with (:f;,é,j\), and the right hand side f
depends on the algorithm.

We state in the following a predictor corrector algorithm in large neighborhoods
(PCL), in which the set N, denotes a large neighborhood defined by:

N, =

{(i’,é,j\,,u) € Rﬁt+XR$t+XH{thH{++;A§; = ?), c+ATA =5 and v1 < % <v ', p < o}
The algorithm is as follows
Algorithm PCL
Data: poo > 0, v €]0,1/2], (2°,8%, 8, 0) EN,. j: =0
REPEAT

A~ A

R 2] ey -
o v =37, s:=5 pi=py;

e Corrector step: Compute (4, 0°) solution of (4.2.5) with f=—2s+ pl.
2(0) = + 0u°, 3(0) := 5+ 6v°.
Compute 6 €]0, 1] such that (2(6°), 3(6°), u) € N,.
T = 2(0%, §:= 3(0°).

A

e Predictor step: Set f = —i3. Compute (4%, 0*) solution of (4.2.5).
2(0) =1 + 00, $(0) =84 00°, u(0):=(1—-0)u.
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Compute 0%, the largest value in |0, 1[ such that
(£(6),5(0). u(6)) € N, ¥ 0 < 0"
B = 50, = 3(0%), = (1— 0%y
o j:=7+1.
UNTIL f1; < floo-
We choose the step-size for the centering displacement is as follows: starting from
a unit step, we divide the step by two until the new point belongs to the large
neighborhood. This is a rather rough linear search. Because it proved to be efficient,

we content of it. The algorithm finds a point such that up < pro in at most O(nl)

iterations [16].

The central path

We rewrite the system (4.2.4) as follows:

2050 = ul,
K
> BFa* = P, (4.2.6)
k=0
O+ (BTN = O
and
xk sk = ul,
ke{l,--- K} AFg* = b, (4.2.7)

K (BMTAO 4 (ARTAE = gk,

With a value of A% (for which we assume that each problem (4.2.7) has an interior
feasible solution realizing (4.2.6) is associated some uniquely defined (z*(\%), s*(\%), A\*(\?)),
k=1,---, K, solution of the local problem (4.2.7). This local problem may be inter-
preted as the equation of the central path associated with the local problem (4.2.2)
where the unitary cost vector is ¢f + (Ak)T)\O.

We may write the central path equation in the reduced form:

20%s° = ul,

K

ST BRI = b, (4.2.8)
=0

A+ BO)O = %
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Predictor-corrector algorithm follows the central path using Newton directions on the
equation of the central path. We apply now similar considerations for computing the

Newton step.

4.2.3 The Newton Step

The system (4.2.5) may be written as

$940 4 2940 .

inuk = 0,

k=0

(BO)T&° = 2’ (4.2.9)
shuk 4 gpkok _—

ke {177[(} AFuF = 0,
(Ak)T5k + (Bk)T50 — vk‘

We can solve this linear system as follows. For a given value of §° we can compute
in parallel the values of (u*,v*,6%), k = 1,---, K that satisfy the three last equations.
Let us call u®(8%), v*(6°), 6¥(6°) the solution of the k' local problem (4.2.7).

Note that u*(8%), v¥(6%) and §%(&°) are affine functions of 8°.

Computing the Newton step is then equivalent to solving the reduced linear system

$Ou0 4+ %0 = O,

K

> BRF(%) = 0, (4.2.10)
k=0

(BO)T5O — vo‘

which can be interpreted as the Newton step equation of (4.2.6) in the feasible case.
Once §° is computed, the resolution of the K systems
(i) skuk + okok — fh
(i) AFu® =0, k=1,---, K, (4.2.11)
(iii) (AM)TF + (BF)T6Y = ok,
may be done in parallel. For each k, this is equivalent to the computation of the

Newton direction associated to a single commodity minimum network flow problem.

4.2.4 Resolution of the reduced system

Solving the reduced system (4.2.10), the algorithm gives explicitly the functions
uk(69).
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For each k € {1,---, K'}, we consider the system (4.2.11) and we define in a classical

way the scaled variables and operators :

Tri= fH(Vaksh), db = fak)sh, ah = (dF) T,
= d"oF, A= A*D¥. and B .= B*D".
After scaling system (4.2.11), we obtain the equivalent relation :
(i) @* + 7" =/,
kefl,-- K}{ (i) At = 0, (4.2.12)
(ifi) (A")76* + (BT = "
Multiplying equation (iii.4.2.12) by A" on the left, and using Ak = Zkfk, we may
express 6% as a function of ¢° :

ANAY s = AN BH + AT (4.2.13)

Z’“(Z’“)T is invertible because A* has full row rank.

We associate with each k& € {1,---, K}, the p* order invertible symmetric matrix N*
defined by: N* = Z’“(Z’“)T.

We introduce also for each &k the p* x p® matrix M} and the R”"-vector h¥ defined
respectively by:

ME = —(N*)"AYB"T and bt = (N AT (4.2.14)
We have by (4.2.13) and (4.2.14):
6F = MFS® + nE. (4.2.15)
Combining with equations (iii.4.2.12) and (4.2.15), we obtain that:
o = MF&O + hE, (4.2.16)
where

—k

o MF¥isan®* x p® matrix defined by: MF = (B")T + (Zk)TMég.

o hWisa R" -vector defined by: Bk = (Zk)Thlg.
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From the equations (4.2.16) and (i.4.2.12), we deduce:
ub = M*6° + hF, (4.2.17)
where
o M*is an* x p° matrix defined by: M* = — D*M*.

o i is a IR" -vector defined by: h* = Dk(fk — K.

U

0

We also express u® as a function of §° by using the first and third equations of the

system (4.2.10). We obtain then:
u’ = M°6° 4+ h°, (4.2.18)
where
o MPis an® x p° matrix defined by: M© = — D°(B%)7.
o 1% is a IR" -vector defined by: A® = f0/s°.

From (4.2.17) and (4.2.18), the reduced system (4.2.10) gives the following p-order
linear system:
Mé& =h (4.2.19)

Y

where

K
o M is a p° order invertible matrix defined by: M = Z BfM*

k=0
. K
o his a IR -vector defined by: h = — Z Bt
k=0

Solving the reduced system (4.2.10) amounts to solving system (4.2.19).

Remarque /.2.1. At every iteration of the predictor-corrector algorithm, two different
systems of equations (4.2.19) have to be solved by computing explicitly the matrices
Mk E=0,--- K.

It is possible to solve the reduced system (4.2.10) by an iterative algorithm without
expliciting those matrixes. In this case we obtain an approximate solution of the
linear system (4.2.19).

In [16], the authors show that the infeasible predictor-corrector algorithm in large

neighborhoods remains fast under a relative perturbation of the right-hand-side of
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the order of 25%. That proves the robustness of the algorithm when the Newton

direction is computed approximately.

It we look more into the details of the matrix M, we check upon the following

proprieties:

Lemme 14. The matrix M is symmetric negative definite.

Preuve. :

Without loss of generality, let us suppose that f* = 0 and zF = s¥ = 1, for
k = 0,---, K. Indeed, we are looking for matrix proprieties and neither the right
hand side term nor the positive diagonal scaling matrix has a consequence on theses

proprieties. Using these hypothesis and system (4.2.9), obtain

{BOMO =~ (4.2.20)

B*M* = —BM[I(py) — (AHT(ARAHDY AR (BMY  k=1,--- K.
The system (4.2.20) proves that each B'M* is symmetric for : € {0,1,--+, K} .
Since M = S8 BFM* (4.2.19), M is also symmetric.
Let us check that M is negative definite.
We recall that BY has full row rank. Hence B°M? is negative definite.
To complete the proof, it suffice to show that for each k& € {1,---, K}, [I(pr) —
(ARYT(AR(AF)T) =L AR is positive semi-definite.
For k € {1,---, K} and all y* € IR"*, we have ykT[](pk) — (AMT(AR(AR)T) 7L AR y* =
[ly* (12

The conclusion follows. =

where yNk is the projection of y* on N (A*).

Remarque 4.2.2. Thanks to the good proprieties of the linear system (4.2.19) one
can use the conjugate gradient method for solving the reduced system as an iterative
method.In this study, we propose a generic predictor-corrector algorithm for solving
linear optimization problems with coupling constraints. For more details about using
preconditioned conjugate gradient to solve an example of those problem, we refer
the reader to [20]. The reduced system matrix M is known as the Schur comple-
ment [20]. Choi and Goldfarb in [23] and also Castro in [20] state that the Schur
complement becomes completely dense. In order to circumvent this difficulty, Castro

propose to solve the reduced system through a preconditioned conjugate gradient.
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The preconditioner that he proposed consist of using the inverse of M. However in
the specialization proposed in [20], Castro takes advantage only of node-arc linear

multicommodity problem structure.

We describe below only one Newton step of the predictor corrector algorithm PCL.

Algorithm PCLMNP
o fork € {1,---, K}: Compute the matrix M* and the vector h*, using (4.2.15),(4.2.16)
and (4.2.17):

o M* = —DHB")T 4 (A"T(A" (A7) A" (B")T)
o hF o= DH(T - (AN AT AT,

e Compute the matrix M° and the vector 2°, using (4.2.18)
o M°:=-D°(B"T.
o K0 = f0/s°.

e Solve the reduced system (4.2.19).

Solve the linear system Mé&° = h, where

K
o M:=> B*MF,

k=0
K
o hi=—> BFr".
k=0
v?:= 6% and u® 1= (f° — 2%89)/s".
o fork=1,..-. K

e compute (u*,v*, §%) solution of the system (4.2.11).

4.3 Linear multicommodity network-flow problem

The Multicommodity network problems appear when different commodities share a

common network. These problems are generally very difficult to solve, not because of
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their large scale, but also because it is not easy to handle the conflicts between sev-
eral commodities on the same network [22]. There are numerous models in applied
optimization that involve multicommodity systems [9], [41], [86], [87]. The Linear
multicommodity network-flow problem is the most often studied problem in multi-
commodity optimization [78],[5] and [21].

This problem consists of the determination of the most economical way of using the
available transmission capacities in order to route a traffic matrix through the net-
work.

The best complexity bound known for multicommodity problems is provided by an
interior point algorithm [74], though, as yet, no efficient implementation had been
obtained. A variant of Karmarkar’s projective algorithm is applied in [73], using a
preconditioned conjugate gradient (PCGQG) solver. Contrarily to the preconditioner
presented in [73] that did not take advantage of the multicommodity structure, the
one proposed in [23] exploit this structure. Recently Castro presented in [20] a spe-
cialization of an interior point algorithm to multicommodity flow problems. He uses
both a preconditioned conjugate gradient solver, and a sparse Cholesky factorization,

to solve a linear system of equations at each iteration of the algorithm.

4.3.1 Framework

Let G(V, E) be a directed graph, where V is a set of p nodes and F is a set of n arcs,
and let K be a set of K commodities to be routed through the network represented
by G.

Each commodity k, for & € K, has a unique source o® and a unique sink p*. We
denote by A € IR”*" the node-arc incidence matrix of G. Each column of A is related
to an arc e € F and has only two nonzero (1, —1) coefficients in those rows associated
with (respectively) the origin and the destination nodes of e. We shall consider that
the arcs of the network have a capacity 8° (€ IR") for all commodities. We denote by
V¥ € IR?, for k € K, a vector of supplies/demands for commodity & at the nodes of
the network defined by:

+rkif ¢ = oF,
bf =< —rhif i =pF, (4.3.1)

0 elsewhere,
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where r* is the value of the flow of the k" commodity. Let us assume that an unitary
cost vector ¢ = (c),cp is given and that this cost does not depend on commodity.
We shall distinguish two models of (LMNP): the node-arc model and the arc-path

one.

4.3.2 Node-Arc Formulation

The node-arc formulation of (LMNP) can be expressed as follows:

K
: T k.
le..ngc Zx ’
" k=1
K
(i)« + > b = 0, (1.3.2)
k=1
(i7) Az" — B k=1, K,
(id1) 2* > 0, k=0,---, K,

where

e 7% is a IR"-vector, z¥ is the flow carried by commodity k on arc ¢, (e € E),

o 1% is the residual capacity vector (+° € IR%).

In the node-arc formulation, the decision variables are the flow of commodities on each
arc. This formulation associates to each commodity k flow conservation (4.3.2.7¢) and
non-negativity (4.3.2.7¢7) constraints. The equations (4.3.2.2) refer to the capacity
constraints. The node-arc formulation of (LMNP) (4.3.2) has p = K X p+n constraints
and n = (K+1)xn variables. For real networks such as the Paris district transmission
network, the number of nodes can be larger than 100 and the number of arc larger
than 300. If one assume that this network has 1000 commodities, the size of the
problem can be larger than 100300 constraints and 300300 variables. So, the linear
problem (4.3.2) is very large even for a small network. We propose to specialize the
method developed in the previous section to this problem. Let us note that the system
(4.3.2) corresponds to the system (4.2.1).

Indeed, in the case of the node-arc formulation of the linear multicommodity network-

flow problem, we have:
o foralli € {0,---,K}: n :=n and B’ := I(n).

o foralle c {l,---,K}: A:= A, p:=pand ¢ =c.
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e p’ :=n and & :=0(n,1).

We refer to this specialization of predictor-corrector algorithm to node-arc formulation

of (LMNP) by the NAF algorithm.

4.3.3 Arc-path Formulation

The linear multicommodity network problem can be formulated in term of paths.
The decision variables become the flow components on paths. We denote by I* the
set of distinct elementary paths between the source node o, and the sink node p; in

(. We designate by n* the cardinal of I* (n* = |I*]). An element 7 of the set I* is

characterized by a IR"- boolean vector {r¥} satisfying:

(7H). = { 1 if e belongs to 1, (133)

0 otherwise.

K

The variables !, -+, 2% are now associated to elementary paths rather then to arcs.

We denote by z¥ the component of the commodity k carried by the path characterized
k k

Z x¥ = r*. The total flow of the commodity & is the IR"-vector Z bk e IR™. We
€Tk 1€y
recall that the IR"-vector 2 is the residual capacity vector.

by #f. The sum over ¢ of the components a7 is the value of the commodity k:

The arc-path formulation of the (LMNP) consist of the following program:

zl, ,7xfx' Iky—l
(1) 2+ ahek = b°, ()\0)
]; (4.3.4)
el k1) what =%, ()
C (ii0) 2 > 0,5 € IF,  (sF)
(iv) 0 > 0, ()
where for all & € K, w* is the IR™ row-vector defined by wf =1, for i =1,---,n"

We can recognize the same type of constraints as in the node-arc formulation. Indeed,
the equations (4.3.4.7¢) and (4.3.4.1) represent respectively the flow conservation con-
straints associated to each commodity and the capacity constraints.

The general formulation (4.2.1), is specialized for the (LMNP) arc-path formulation
(4.3.4) by setting:
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o forall k € {1,---,K}: = (7")7¢, (F € IR”k), BF = 7k b =k AR = O

Y Y

and p* = 1.
e B'=1(n) and p° = n.

Then we can, as in the case of the node-arc formulation, adapt the algorithm described
in the general framework of linear optimization with coupling constraints problems to
the arc-path formulation of LMNP. We refer to this adaptation by APF. The arc-path
formulation associates to each elementary path a variable. The number of variables
may then increase exponentially with the size of the graph. This constitutes the main
shortcoming for this formulation. However, in practice, an optimal solution is carried
by a relatively small number of paths. Indeed the formulation (4.3.4 has only n + K
constraints. This implies that (if (4.3.4) has a solution) an optimal solution that has
at most n + K strictly nonzero variables exists. Then no more than n + k& different
paths are needed to satisfy all the requested flow.

We propose to take advantage of this property by limiting the routing problem LMNP
to a subset of elementary paths generated by an iterative process. Indeed, the path

k¥ are only known implicitly. However, the form of such columns is known,

matrixes
and they can be generated as needed during the course of the algorithm- hence the
name column generation [36, 71]. The scheme of column generation algorithm re-
quires one to solve successive linear programs of smaller size. We use the algorithm
PCLMNP for solving these programs. The algorithm APF does not take into account
all the sets I*. It starts with a subset I and adds at each iteration j, no more than
one path Y*7 to the subset ]f. In other words APF introduce at each iteration j, no
more than one column to the matrix 7% . By reducing the number of the columns,
we reduce also the number of variables.

We refer to the stage of paths (columns) generation as oracles. The Master Program
consist of the resolution of a routing problem using a limited number of paths. In-
deed, at each iteration j a commodity k can be carried only by paths belonging to a

subset ]f.
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At each outer iteration j, algorithm APF solves the following master program:

j
Min ¢! Zﬂ'k k

1’1,~ ,l’I\

$+Z7Tk]k 07

4 (4.3.5)
bt iy ] =
oo K 4
C (iii) 25 > 0,i € 7",
(iv) 2 >0,
where
o« nt = |If],
o ¥ ¢ R" and wkf =1,:1= 1,---,nkj,
o ¥ c R
o 7 is the matrix whose columns are ki€ ]k
The optimality system associated to this problem is:
20%s° = 0,
K .
2 + Zﬂ'k]xk = °,
A° = 50
4.3.6
l’kSk — 07 ( )
ke{l,--- K} Wk gk = rk
k oNT kI kiyk _ ok
(" 4+ X7 W™ N = §F,
25,88 >0, k=0,---,K,

We denote by (27, s7, M) the solution of problem (4.3.5) given by predictor-corrector
algorithm. It satisfies the optimality system (4.3.6). We introduce (%, 3, 5\) defined
by :

5/,0 — xoj
gO — 8017
2O — )\0]
ok xf if: e ]f, (4.3.7)
‘ 0 else

for ke {1,--- K}
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For all commodity k € K, we designate by y*/ a IR"-boolean vector characterizing a
shortest path between o, and pj calculated with ¢* + A% as unitary cost vector. We

have the following classical result:

Lemme 15. the following two statements are equivalent

(i) the point (&, 3, 5\) defined by (4.3.7) is solution of (LMNP)

(ii) for all commodity k in {1,---, K'} we have:

(4 X)) 7+ A >0 (4.3.8)

Preuve. Let us first check that (¢) imply (¢7):

If (&, s, 5\) is a solution of (4.3.4), then it satisfies the associated optimality system.
We obtain this optimality system, by setting ]]’4g = I"in (4.3.6).

The dual constraint (ck + )\O)Tﬂ'f + )\F > 0 is satisfied for all paths in 1% In particular
it remains true for y*7.

Let us check now that (i7) leads to (7):

For all paths in I* we have (ck + )\O)Tﬂ'f > (ck + )\O)Txk’j.

If (ck + )\Oj)TXk’j + AR > 0 then (ck + )\Oj)Tﬂ'f + AR > 0 for all ¢ € I*.

Then (&, 3, 5\) verifies the optimality system associated to (LMNP).

L]
=
el

Management of the sets [*

At each outer iteration j and for all commodity &k in {1,---, K}, the algorithm APF
computes a shortest path y*7. When the dual variable associated to this path is
negative ((c* + )\Oj)TXk’j AR < 0), the algorithm adds the path x*7 to the set ]]’4g :
o = 15410

Now we are ready to state the (APF) algorithm.

-

Algorithme 1. e Initialisation: j =0, for k=1,---, K:
— Solve shortest path problems: I}.

K
- If Z 0% > 10 then add artificial vector capacity and use Big M method.
k=1

e Master program: Solve an (LMNP) limited to subsets I}, - - ,]]K by predictor
corrector algorithm PCLMNP.
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Deduce (i, 3, A), (4.3.7).

e Oracle: for k=1,.--, K:
Solve shortest path problem: Compute y*7 shortest path between o, and py
calculated with ¢* + 2O/

e Stop test: test =0,

— for k= 1,--+ K: if (¢ + )\Oj)TXk’j + M < 0 then ]]k-l-l = ]]’4g + "7 and
test = test + 1.

— if test > 0 then j = 5 + 1, go to 2, else Stop.

4.4 Numerical Results

In this paper, the numerical tests were performed in MATLAB environment. For this

reason, the computing time is not significant.

4.4.1 Randomly generated Problems
Performance of algorithm NAF

We consider networks with n = 60 arcs and p = 30 nodes randomly generated. The
number of commodities varies up to 1000. We denote by K, ¢, and 1, respectively,
the number of commodities, the average value of the number of iterations and the
number of iterations in the worst case.

For each value of K € {10, 50,100, 500,1000}, we generate randomly 10 networks.
The generation of a problem consists of the generation of node-arc incidence matrix
of the graph G = (V, F).

The starting point is 2% = s° = 1 and g = 1. The algorithm stops when u < 1071°.
The numerical results obtained by NAF are summarized in the table 4.4.1.

Comparison between NAF and APF performances

We generate randomly 5 LMNP. We test the performances of the algorithms for the
case p =30, n =70, and K = 25.
We obtain the following table: where
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K 14 L
10 18.8 | 20
30 22.7 |25
100 24.2 126
500 29 | 32
1000 | 35.20 | 39

Table 4.4.1: Performance of the algorithm NAF on Networks with 30 nodes and 60

arcs
K |t |2]il]i2
pbl | 376 | 80 | 42 | 15
pb2 | 348 | 63 | 40 | 12
pb3 | 324 | 80 | 37 | 15
pbd | 314 | 82 |36 | 15
pb5 | 305 | 82 | 37 | 15

Table 4.4.2: Comparison between NAF and APF performances

e {1 is the computing time with (NAF).

e {2 is the computing time with (APF).

e ¢l is the number of iterations with (NAF).

e 2 is the number of iterations with (APF).

We establish that the algorithm APF needs (in average) the one fourth of the com-

puting time required by NAF.

4.4.2 Tests With Real Data

We report in this section some numerical results obtained by testing these algorithms

with instances using real data from Paris district area transmission network. Since

the information is classified, we are not allowed to give details about the data. We

can only give the size of the problems in their standard form (see Table 4.4.3).

Our implementation of the algorithm APF uses the “Big M” method. The capacity
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of the generated paths may not be sufficient to meet all demands and one must add a
supplement capacity with a very large cost (M) to assure the routing of the demands.
Test NOE26 is particularly interesting. It is a highly degenerate problem as all the
routing costs ¢; are equal to 1. Moreover, all the links are saturated in the optimal
solution.

Test DRIF is encumbering because of the memory requirements. This explains why

algorithm NAF was not able to treat this problem.

p n K D n name
26 | 42 | 257 | 6981 34994 | NOE26
119 | 302 | 900 | 108302 | 758102 | DRIF

Table 4.4.3: Size of problems solved

Table 4.4.4 shows results obtained by NAF. In the table Iter is the number of

iteration of the algorithm.

[ter | optimal cost | computing time (sec) | name
17 9879.004 2472.883 NOE26
X X X DRIF

Table 4.4.4: Performance of the algorithm NAF

Unfortunately, we were not able to solve the problem DRIF because of the shortage
of memory mentioned before.

The results for APF are displayed in Table 4.4.5 where Outer Iter is the number
of master programs solved and Inner Iter, the iteration number of predictor-corrector

algorithm.

Outer Iter | Inner Iter | optimal cost | computing time (sec) | name
3 68 9879.022 1501.117 NOE26
3 79 6040.601 51352.37 DRIF

Table 4.4.5: Performance of the algorithm APF

This numerical results show the superiority of APF.
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4.5 Conclusion

We have developed routing algorithms for node-arc and arc-path formulation and we
have obtained promising results. They both are suitable for a distributed implemen-
tation on a massively parallel computer. The algorithm NAF proposed in this paper
can be improved because the aggregation of the commodities is possible in the case
of node-arc formulation. Since the cost per unit of flow on a given link does not
depend on the commodity, all the commodities witch have a common endpoint can
be merged. Therefore the problem reduces to a number of commodities not larger

than p the number of nodes.

A

p n | K p n name
26 42 124 | 690 | 3306 | NOE26-merged
119 | 302 | 63 | 7862 | 53348 | DRIF-merged

Table 4.5.6: size of aggregated dates

DRIF problem can then be solved with NAF. We can also improve both of NAF
and APF algorithms by solving the Newton Direction approximatively. The matrix
M is symmetric positive definite. Then one can use an iterative method to solve the

reduced system as the conjugate gradient method.



5. Conception de réseaux de

télécommunications

5.1 Motivation

Damage to fiber cable hinders phone service (22 octobre 1987) [1]

Phone snafu isolates New Jersey - Long distance cable severed (19 Novembre 1988)
3]

Fire in fiber gateway sparks flight delays, problems at brokerages (11 Mai 1988) [2]
Chicago’s O’Hare Atrport came to a standstill - emergency 911 was no more - Au-
tomatic teller machines in the Chicago area were down - Dollar estimates of lost
business ranged from the hundreds of millions to the tens of billions (8 Mai 1988)
[133].

Ces titres ont choqué le public et les compagnies de téléphone.

Dans ces cas, les réseaux de télécommunications n’ont pas été congus avec assez de
surplus pour survivre en cas de panne. La sécurisation n’était pas importante pour
la conception de réseaux de cuivre traditionnel. Ceci est di a la capacité limitée des
cables en cuivre qui entraine la diversification du routage. Par conséquent la défail-
lance d’un arc n’affecte qu'une petite proportion du trafic.

Grace a la technologie de la fibre optique, de tres grandes capacités peuvent étre
installées sur les arcs d’'un réseau. Ce qui entraine la possibilité de topologie plus
creuse de ces réseaux.

Cette faible densité des topologies de réseaux appelle a une plus grande attention a
la conception de réseaux en terme de sécurisation. Un réseau est dit sécurisable s’il
reste encore opérationnel en cas de pannes.

Les réseaux de télécommunications sont des systemes complexes destinés a transmet-
tre des informations entre des paires de nceuds. Les composantes de ces systemes sont
exposées a des pannes. Dans ce cas le trafic doit étre rétabli dans le plus bref délai.
De nos jours, 'une des plus importantes questions de conception des réseaux de télé-

communications est la sécurisation.
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Les réseaux sécurisés cottent, en général, moins cher que ceux qui ont une conception
moins robuste [25].

Il est donc essentiel de trouver un compromis entre le coit et la sécurisation. Wu
dans [129] ainsi que Grotschel, Monma et Stoer dans [56] ont identifié la sécurisation
de réseau comme une des questions les plus signifiantes pour concevoir un réseau de

télécommunications.

5.2 Introduction

Dans ce chapitre nous décrivons une série de modeles mathématiques de conception
de réseaux de télécommunications qui ont été développés récemment.

Un probleme de conception de réseau est défini par une suite de décisions telle que le
choix des technologies utilisées, la topologie du réseau, la planification de la capacité
des composantes du réseau, la décision concernant la stratégie de routage et les traite-
ments des pannes. Concevoir un réseau qui survit a certaines pannes au moindre cotit
est I'une des priorités des opérateurs de télécommunications.

Le probleme le plus général est le suivant :

Supposons que nous avons une demande entre chaque paire de nceuds.

Nous considérons le probleme de choisir la capacité a installer sur chaque arc possible

du réseau afin de :
2. satisfaire toutes les demandes,
72. minimiser le cout de la construction du réseau.

En plus de la détermination de la topologie du réseau et des capacités des arcs, nous

devons fournir a chaque demande, un routage vérifiant :
12¢. aucun chemin ne peut porter plus d’un pourcentage de la demande,
tv. aucun chemin de routage ne dépasse une certaine longueur.

Nous devons également nous assurer que :

v. pour toute panne élémentaire d’arc ou de nceud, un certain pourcentage de la

demande puisse étre rerouté.
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De plus, pour toute panne, un routage réalisable doit étre fourni.

Ce modele général a été introduit et formulé comme un programme mixte par Alevras
et al dans [6].

Selon les criteres de conception du réseau, nous spécialisons le modele décrit ci-dessus.
Si l'installation de capacité fait partie du probleme, il faut décider si celle-ci est
discrete ou continue. Plusieurs modeles dans la littérature considerent le probleme
d’installation de capacités discretes ou modulaires selon les normes des opérateurs :
[11, 12, 90, 10].

Dans certains cas, nous pouvons étre amenés a limiter la longueur des chemins dans le
réseau [92]. Ceci se produit par exemple dans le cas ou les capacités sont tres petites.
Le terme de sécurisation ne se réduit pas a un seul type de problemes mais comprend
une large classe de problemes. Chacun de ces derniers s’intéresse a un certain aspect
du réseau.

Plus généralement, un probleme de sécurisation de réseau de télécommunications a
pour but d’assurer les propriétés défensives contre ses défaillances. Ces propriétés
peuvent étre extrémement diverses. Nous citons dans la suite des exemples de pro-

priétés défensives qui ont été abordées dans la littérature.

5.3 Sécurisation topologique

Une importante propriété défensive est de garder le réseau connecté en cas de panne
de certaines composantes. Il s’agit alors de la sécurisation topologique. Stoer a con-
sacré un ouvrage [127] a I’étude de ce type de sécurisation.

Pour garantir la sécurisation topologique d’un réseau il est fréquent de le concevoir
de telle sorte que toute paire de noeuds soit liée par un certain nombre de chemins
disjoints par nceuds et /ou par arcs. Ce concept s’intitule la k-connexité [6]. Le
probleme de sécurisation topologique est 'un des premiers problemes de conception
de réseau étudié [126, 24]. Le concept de sécurisation de certaines topologies de réseau
est relié au concept de connexité. Comme cas particulier de ces problemes, nous citons
celui de l'arbre de Steiner. Le cas bi-connexe a été étudié par Monma et Shallcross
dans [107], ou ils ont présenté une approche heuristique qui permet d’obtenir des
solutions approchées pour des réseaux de tailles réelles ayant jusqu’a 200 sommets.
Dans [106], Monma, Munson et Pulleyblank se sont intéressés a I’étude théorique de

la structure de la solution de ce probleme. Des approches basées sur les méthodes
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branch and cut ont été proposées pour la résolution de problemes réels de basse con-
nexité (k < 2) [58, 59, 60]. Plus récemment, Fortz, Labbe et Maffioli ont proposé
dans [38] une approche similaire qui prend en compte des contraintes supplémentaires
(Mesh constraints). Ces contraintes imposent que toutes les arétes du graphe de sup-
port appartiennent a un cycle de longueur bornée.

Par ailleurs, Stoer [127] montre que le probleme de haute connexité (k > 2) peut étre
résolu pour des réseaux ayant jusqu’a 500 nceuds.

Pour une étude plus détaillée de ces types de problemes de sécurisation et des travaux
effectués dans ce cadre nous nous référons a [56].

Monma et Shallcross [107], Grotschel et Monma [57] et Grotschel, Monma et Stoer
[59, 60, 56] ont considéré le probleme de conception de réseau de télécommunications
sujet a certaines contraintes de connexité.

Dans leurs modeles, ’arc-connexité (respectivement neeud-connexité) d’une paire de
neeuds est définie comme le nombre de chemins disjoints par arcs (respectivement
par nceuds) liants ces neeuds. Lors de défaillance d’une composante du réseau, le
service peut étre restauré en reroutant le trafic autour de la partie en panne de ce
réseau, si une connexion supplémentaire est disponible dans la topologie du réseau.
Les contraintes de connexité assure l’existence d’'un nombre de tels chemins entre
toute paire de nceuds du réseau. Cependant ces contraintes ne garantissent pas le
niveau de sécurisation du réseau. Des niveaux variés de sécurisation sont possibles
pour des réseaux satisfaisant les mémes contraintes de connexité.

Dans les réseaux de communication, la sécurisation est habituellement définie comme
un pourcentage du trafic total survivant a une certaine panne (calculé dans le pire
des cas). Un effort de conception de réseaux sécurisés a été effectué mais ces travaux
ne traitent pas directement les contraintes de sécurisation. Une grande partie des
modeles de conception de réseaux propose d’assurer indirectement la sécurisation du
réseau en ayant recours aux contraintes de connexité. En effet dans ces modeles, le
taux de sécurisation intervient uniquement pour trancher entre les différentes archi-
tectures obtenues avec la méme connexité.

Récemment, Myung, Kim et Tcha [109] ont introduit un nouveau modele de con-
ception de réseau qui traduit la sécurisation directement en terme de contraintes de
sécurisation spécifiant le niveau toléré de perte du trafic en cas de pannes suivant des

conditions prescrites.
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gl

Reseau I Reseau 11

Taux de Connexite - connexe

Taux de Securisation 53,33% Taux de Securisation 33,33%

Securisation et Connexite

Figure 5.3.1: Exemple de réseaux avec la méme connexité

Ce nouveau modele permet de considérer un ensemble de topologies plus riche que
celui des modeles de connexité et de mettre ces derniers dans un cadre plus général.
La k-aréte-sécurisation d’un réseau est définie dans [109] comme une portion rel-
ative du trafic qui est encore intacte dans le cas de la pire panne de k liens. Le
probleme de conception de réseau avec des contraintes de k-aréte-sécurisation étudié
dans [109] peut étre étendu pour traiter les pannes de noeuds en définissant par analo-
gie la sécurisation k-nceud.

Dans [109] on montre que le probleme de k-aréte-sécurisation peut étre résolu en

temps polynomial pour un réseau k-aréte-connexe.
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5.4 Dimensionnement d’un réseau et Routage

Une autre propriété défensive importante est la résistance du routage aux pannes.
Si le probleme de conception du réseau comporte le routage, une stratégie raisonnable
pour garder le réseau en vie est d’exiger qu’aucun chemin ne transporte plus d’un cer-
tain pourcentage du trafic total entre toutes paires de nceuds. Ce concept est connu
sous le nom de diversification. Dans le cas ou le modele integre la planification de la
capacité et le routage, une variante naturelle du concept de k-connexité est d’'imposer
le reroutage d’un certain pourcentage du trafic entre toute paire de nceuds, en cas de
toute défaillance. Ce concept est appelé la réservation.

Minoux [98] a été le premier a considérer la sécurisation dans un modele général de
multiflot avec capacités continues en généralisant ’algorithme de Gomory et Hu [45]
pour les flots non-simultanés. Son modele assure la survie par réservation et peut
résoudre des réseaux ayant jusqu’a 40 nceuds avec une précision de 5%.

Dahl et Stoer [27, 28] étaient les premiers a considérer le modele de sécurisation avec
capacités discretes. Leur modele suit les concepts de diversification et de réservation.
Pour résoudre le probleme général de conception de réseau décrit a 'introduction de
ce chapitre, Alevras, Grotschel et Wessély distinguent dans [6] deux types de capac-
ités discretes (capacités modulaires et capacités discretes arbitraires) et trois fagons
d’assurer la survie du réseau ( diversification, réservation et reroutage des demandes
affectées). Ils proposent de résoudre les six modeles de conception obtenus en combi-
nant les deux types de capacités et les trois approches de survie.

D’apres leur étude numérique, la diversification est plus chere mais moins cotiteuse
en temps de calcul. Ce résultat est prévisible, puisqu’en adoptant la survie par di-
versification, les capacités des arcs a I’état opérationnel normal sont choisies de telle
sorte que toutes les situations de pannes peuvent étre maitrisées sans reroutage. Ce
qui revient a la résolution d’un probleme de routage.

La réservation est par contre moins chere et plus coiteuse en temps de calcul. Le
meilleur compromis entre le cout et 'effort de maintenance semble étre obtenu avec
le modele de reroutage des demandes affectées. Les solutions sont proches de celles
obtenues avec la réservation et l'effort de reroutage des demandes affectées est rela-
tivement petit (par rapport a la réservation).

En coopération avec France-Télécom, Lisser, Sarkissian et Vial [86] ont développé un
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modele traitant simultanément le dimensionnement de réseau et le routage des de-
mandes. Ils considerent que le reroutage de la partie de la demande affectée (par une
panne) s’effectue dans un réseau indépendant appelé réseau de réserve. Ce dernier est
installé en parallele avec le réseau nominal et ne devient actif qu’en cas de pannes qui
résultent de nouvelles demandes. L’avantage de l'installation d’un réseau de réserve
est de satisfaire aux demandes créées par une panne sans interférer avec la distribu-
tion du trafic courant.

Les deux réseaux partagent le méme support topologique. Par conséquent ils ont les
meémes défaillances.

Pour rerouter le trafic interrompu nous distinguons deux types de reroutage : le

reroutage local et le reroutage global.

e DEMaANdE 1

—  Demande 2

Figure 5.4.2: Routage des demandes

La stratégie locale est de considérer que la rupture d’un arc crée entre ses ex-
trémités une demande égale a la somme des flots qu’il transmettait. Dans ce cas, a
chaque panne d’arc nous associons un probleme de flot simple.

L’approche globale du reroutage consiste a analyser le flot créé par la panne et a
trouver les fractions des demandes affectées par cette panne dans le réseau nominal.
A chaque panne d’arc nous associons dans ce cas un probleme de multiflot.

Le probleme de sécurisation qui nous intéresse dans cette étude, a été traité dans [86]
en considérant le reroutage local. Il consiste a trouver le routage et I'investissement
en capacités nominale et de réserve de moindre cout pour un certain jeu de deman-

des. Ces capacités doivent suffire pour permettre respectivement un routage du trafic
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e DEMaNde 1

—  Demande 2

= Pannedarc

Figure 5.4.3: Reroutage local

— D€MaNde 1

e Demande 2

= Pannedarc

Figure 5.4.4: Reroutage global

nominal optimal et un reroutage (local dans [86]) de ce trafic dans le cas de n’importe
quelle panne simple d’arc. Dans [86] Lisser, Sarkissian et Vial formulent le probleme
comme un programme linéaire de tres grande taille qu’ils résolvent a ’aide d’un al-
gorithme de plans sécants basé sur le concept de centre analytique (ACCPM). La
méthode permet ainsi de sécuriser avec approche locale des réseaux d’une taille
allant jusqu’a 60 noeuds et 120 arcs avec un saut de dualité de 7.107°, ce qui cor-
respond a une modélisation réaliste du réseau de transmission d’interconnexion de
France-Télécom. La stratégie locale est sous optimale et la globale est plus com-
plexe. Pour remédier partiellement a cette imperfection de 'approche locale, Lisser
et al proposent une approche hybride qui procede comme suit. Dans un premier

temps 'algorithme résout le probleme de sécurisation avec reroutage local. Ensuite,
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le routage et la capacité nominale obtenus seront considérés comme des données fixes.
Le réseau de réserve est alors recongu pour réaliser la survie du routage avec reroutage
global. La derniere étape consiste a trouver I'investissement en capacité de réserve le
moins cotiteux pour assurer le reroutage global du trafic nominal obtenu a la premiere
étape. Dans [39] Frangioni traite le probleme de la derniere étape par une approche
basée sur la méthode de faisceaux [85].

Le modele de conception de réseau qui nous intéresse est proche de celui de Lisser,
Sarkissian et Vial présenté dans [86]. Pour une vue globale du modele de [86], des
approches de résolutions, et des résultats obtenus, nous renvoyons le lecteur a la thése
de Sarkissian [124].

Dans la suite de ce chapitre nous introduisons le probleme de sécurisation globale.

Les formulations possibles de ce probleme sont exposées dans le chapitre suivant.

5.5 Sécurisation globale des réseaux de transmis-
sion

Dans la suite de notre étude le réseau de télécommunications est dit sécurisable si,
a la suite d’'une panne, le trafic interrompu peut étre rerouté a travers le réseau en
utilisant la capacité résiduelle.

Le Probleme de Sécurisation Globale (PSG) consiste a trouver le multiflot de cott
minimum et l'investissement en capacités nominale et de réserve de moindre cott.
De plus, la capacité nominale doit étre suffisante pour assurer le routage et celle
du réserve doit garantir la survie du trafic nominal par reroutage global en cas de
n’importe quelle panne d’arc.

Nous appelons panne simple toute panne d’un seul élément du réseau. Cet élément
peut étre un arc ou un neeud. La possibilité d’avoir simultanément plusieures pannes
est extrémement improbable. La défaillance d’un nceud touche tous les arcs qui lui
sont adjacents dans le réseau.

Nous nous intéressons uniquement aux pannes élémentaires d’arcs non simultanées.
Nous nous sommes limités a ce cas pour des raisons de complexité numérique.
Dorénavant, toute panne sera associée a un seul arc. L’ensemble des pannes n’est
autre que ’ensemble des arcs du réseau.

Une panne est dite active, si elle perturbe le routage d’au moins une demande.
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L’ensemble des pannes actives coincide avec ’ensemble des arcs qui portent ce routage.
Dans notre modele nous considérons que la topologie du réseau est donnée et est fixe.
Nous supposons que le réseau est au moins bi-connexe pour assurer sa sécurisation
topologique. Une panne active crée une demande entre les extrémités de I’arc. Dans
notre modele, nous considérons 'existence d’un second réseau installé en parallele avec
le réseau nominal et appelé le réseau de réserve. Les deux réseaux ont une topologie
identique et sont de méme type. En rappelant que le réseau de réserve ne devient actif
qu’en cas de pannes actives, nous distinguons trois possibilités d’utiliser les capacités
nominale et de réserve pour le reroutage. Avant d’énumérer ces possibilités, nous
précisons qu’une panne active libere la capacité nominale qui était occupée par les

demandes affectées.

e La premiere possibilité consiste a utiliser uniquement la capacité nominale
présentée sous forme de capacité résiduelle nominale et capacité libérée par
la panne. Mais avec cette utilisation des capacités nous utilisons un seul réseau

(le nominal). Ce qui est incompatible avec le choix de notre modele.

e La deuxieme possibilité est d’exploiter le réseau de réserve et d’effectuer le
reroutage en considérant les capacités libérée et résiduelle dans le nominal et la

capacité de réserve.

e Enfin nous pouvons dissocier les réseaux nominal et de réserve, en consacrant
le premier exclusivement au routage et le second au reroutage. Cette possibilité

est plus simple a gérer et justifie vraiment I'introduction du réseau de réserve.

Nous allons voir dans le chapitre suivant que la derniere possiblité est la seule a
pouvoir étre traduite en formulation sommets-arcs (la capacité libérée ne peut pas
étre calculée).

Nous adoptons uniquement la derniere possiblité de gestion des capacités.

Dans notre modele le fractionnement du trafic est autorisé. Le probleme PSG revient
a trouver les capacités nominale et de réserve et le multiflot (routage) dans le réseau

nominal vérifiant :
e le multiflot satisfait toutes les demandes,

o le multiflot est compatible avec la capacité du réseau nominal,
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o le multiflot peut étre sécurisé par reroutage global dans le réseau de réserve

dans le cas de n"importe quelle panne,
e le colit total est minimum.

Malgré les simplifications apportées au modele, ce dernier reste suffisament compliqué.
Nous allons voir que le PSG se formule comme un probleme linéaire de tres grande
taille avec plusieurs niveaux de couplage et que la formulation arcs-chemins est la

plus appropriée.



6. Modélisation du probleme de

sécurisation globale de réseaux

6.1 Introduction

Au chapitre précédent nous avons introduit le probleme de sécurisation globale (PSG)
dans le cadre général de problemes de conception de réseau. Nous avons également
discuté le choix de son modele. Ce chapitre est consacré a I’étude mathématique
de PSG. Comme le probleme de routage, le PSG peut étre écrit sous formulation
sommets-arcs ou arcs-chemins [72]. Nous allons surtout insister sur la formulation
arcs-chemins, compte tenu de sa supériorité sur la formulation sommets-arcs pour le
probleme de routage.

Dans I’approche globale du reroutage chaque éventuelle panne crée un probleme de
multiflot (par contre dans I'approche locale, une panne crée un probleme de flot sim-
ple). Il faut donc reconnaitre les fractions des demandes affectées par la panne dans
le réseau nominal pour pouvoir les rerouter. Il est toujours possible de calculer ces
fractions de demandes mais seule la formulation arcs-chemins permet d’avoir la ca-
pacité libérée dans le réseau nominal.

En effet, la formulation sommets-arcs permet de calculer la partie de la demande qui
était portée par 'arc en panne, mais elle ne fournit aucune information concernant le
trafic nominal non affecté par cette panne. L’information qui manque a la formulation
sommets-arcs est ’ensemble des chemins qui passent par ’arc en panne. La reconsti-
tution de ces chemins est possible mais alourdit la mise en ceuvre de ’algorithme. Par
contre avec la formulation arcs-chemins, cette information devient accessible, puisque
les variables de décision sont les flots sur les chemins.

Dans le cas d’une panne, les routages interrompus doivent étre reroutés en évitant la
composante défaillante. La capacité de secours nécessaire au routage des demandes
créées par la panne peut étre sous forme de capacité nominale résiduelle, ou sous

forme de capacité de réserve fournie par le réseau de réserve ou encore sous forme de
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capacité nominale libérée par la panne. Nous avons choisi de ne pas utiliser la capac-
ité libérée par la panne (ni la capacité résiduelle). Par conséquent, notre modele peut
aussi bien étre formulé en terme de flots sur les arcs (sommets-arcs), qu’en terme de
flots sur les chemins (arcs-chemins). Nous allons voir dans la suite que PSG peut étre
formulé comme un probleme linéaire de tres grande taille avec plusieurs niveaux de
couplage.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous commencons par poser et formuler PSG
(section 6.2). Nous nous concentrons sur la formulation arcs-chemins dans un premier
temps. Dans le cadre de cette formulation, nous explicitons une méthode de généra-
tion de chemins (section 6.3) et nous proposons des garanties de solution (section 6.4).
La 5°M€ section est consacrée a la formulation sommets-arcs de PSG. Nous discutons
cette formulation et nous montrons ses limites numériques. Dans la 6 section nous
présentons des réseaux particuliers : les réseaux symétriques (différents des graphes

symétriques). Ces réseaux nous seront utiles au stade des essais numériques.

6.2 Description du probleme

Le PSG est caractérisé par la donnée d’un graphe G(V, E) et I'ensemble K de K flots
qui le traversent . Le graphe G est bi-connexe non orienté et est défini par ¥V, un
ensemble de p neeuds, et €, un ensemble de n arcs. Ce graphe représente le support
topologique de deux réseaux : le réseau nominal et le réseau de réserve. La capacité
est une fonction de £ dans IR. Elle sera notée comme un vecteur de IR".

Nous désignons par y le vecteur capacité du réseau nominal et par z celui du réseau
de réserve.

Un flot & de K est défini par une paire de nceuds source-puits (0%, p*) et une quantité
de trafic, r* € IR.

Pour obtenir une formulation convenable a la décomposition, nous proposons d’utiliser
le fait que toute demande peut étre décomposable en une somme de flots portés par
des chemins simples liant la paire origine-destination de la demande.

Nous associons a tout flot k£ € K les ensembles %% [V ... ["* définis par :

e /%% ensemble de chemins nominaux élémentaires distincts entre le nceud source

o et le nceud puits py.

e /9% . ensemble de chemins de réserve élémentaires distincts entre le nceud source
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o et le nceud puits p* en cas de panne de I'arc e dans G .

Pour tout j € {0,---,n}, 'ensemble de chemins [/"* est caractérisé par une matrice
1I7F de taille n x n?%, n?* étant le cardinal de I'ensemble [7*. Toute colonne ka de

cette matrice, caractérise un chemin de ’ensemble 7% et vérifie :

(6.2.1)

(Hj’k) _ 1 si e appartient au chemine,
' 0 autrement.

Nous notons a7 le flux du flot k porté par le chemin caractérisé par 117",

~ 0.k R
La somme sur i de tous les flux ;" est égal a la valeur de la demande r* :

Z x?’k =r*.

iel”
Pour simplifier la formulation de PSG nous posons 2% = %, TI%% = II*, [%% = [* et
n%*% = n* pour tout flot k € K.
Le probleme de sécurisation globale peut ainsi s’exprimer en fonction des variables
de routage uniquement.
En effet, le cont minimum d’investissement de capacité de réserve pour sécuriser un
routage r = (z',..., %) dépend de ce routage et peut étre désigné par f(z).

Le probleme peut alors étre formulé comme suit :

M Ty £
K
o> il <y,
k=1erk
:ch _ rk, (6.2.2)

Eec K{ icr

2k >0,
y = 0.

Explicitons la fagon de calculer la fonction f(x). La panne d’un arc e crée au plus K
demandes. Nous notons K¢ I’ensemble des flots affectés par la panne e. A chaque k
dans K¢ nous faisons correspondre r*, la quantité de flot & rerouter dans le réseau
de réserve. Cette quantité représente le flux du flot & qui traversait ’arc e dans le

réseau nominal :

o= 3 k.

=L
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Comme dans le cas du routage, le probleme de reroutage doit respecter des contraintes
de satisfaction des demandes et des contraintes de capacité.
Pour tout flot & et toute panne e nous associons la contrainte de satisfaction de
demande suivante, que nous appellerons la contrainte de reroutage :

Z :L'fk = I1F 2%

ie[er
Rappelons que les réseaux nominal et de réserve partagent le méme support topologique.
Lorsqu’une composante du nominal est défaillante, la composante correspondante
dans le réseau de réserve 'est aussi. Dans le cas d’une panne d’un arc e¢ dans le
réseau nominal, la capacité de ’arc correspondant dans le réseau de réserve est donc
nulle.

Le réseau nominal libere de la capacité suite a une panne e qui n’est autre que

K
ye = > ()L},

k=14cJk

Nous désignons par A, la matrice diagonale d’ordre n définie par:
A, = diag(1 — o.),

avec 6. est un vecteur de IR" ayant toutes ses composantes nulles sauf (é.). qui vaut
1.

L’expression de la capacité de secours dépend de la stratégie de reroutage :

1. Le reroutage est effectué dans le réseau nominal.
Dans ce cas 'algorithme utilise la capacité libérée par la panne e dans le réseau
nominal pour effectuer le reroutage. Nous pouvons envisager les deux sous-cas

suivants :

(a) le trafic interrompu est rerouté uniquement dans le réseau nominal en util-
isant la capacité libérée par la panne. La capacité de secours en cas de la

panne de I'arc e est alors égale a (1 — A.)ye..

(b) le trafic interrompu est rerouté dans les réseau nominal et de réserve, en
utilisant la capacité libérée par la panne e¢ dans le réseau nominal et la
capacité z dans le réseau de réserve.

La capacité de secours est dans ce cas égale a (1 — A.)(z + v.).
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2. Le reroutage est effectué dans le réseau de réserve uniquement :

Dans ce cas la capacité de secours en cas de la panne e est égale a (1 — A,)z

Pour éviter les interférences entre les flots du routage et ceux du reroutage, nous

choisissons le dernier cas de reroutage. Nous adoptons donc la formulation suivante :

Min cTy + dTZ
ol el gyt e K
K
(i) D> @I <y,
k=1 eIk
(ii.k) Z o =k
(iii.k) 2% > 0,
iv)y >0,
e K (6.2.3)
(v.e) 30 >0 aff Pt < Az,
k=1 Z’e[e,k
vi.e.k afF = pok
ee l ( ) Zg;k
keKeq (viiek) roF = > 25 (1),
eIk
(ix.e.k) 2% > 0,
(x) z >0,

Les contraintes (6.2.3.1) et (6.2.3.v.e) sont des contraintes de capacité. Elles expri-
ment le fait que la capacité nominale et celle du réseau de réserve ne peuvent pas étre
dépassées a chaque état opérationnel. Puisque la capacité nominale n’intervient qu’a
I’étape de routage, la capacité résiduelle optimale est nulle. La contrainte (6.2.3.1)
peut étre donc remplacée par une contrainte d’égalité (a 'optimum les n contraintes
de capacité sont actives).

Les contraintes (6.2.3.ii.k) ne sont autres que les contraintes de routage des flots dans
le réseau nominal. Elles imposent la satisfaction des demandes nominales.

Le second terme d’une contrainte (6.2.3.vi.e.k), dont la valeur est calculée dans
(6.2.3.vii.e.k), correspond a la demande créée par la panne de I'arc e entre la paire
origine-destination (0¥, p*). Les contraintes (6.2.3.vi.e.k) représentent les contraintes
de reroutage des routages interrompus. Le reste des contraintes, (6.2.3.iii.k), (6.2.3.iv),
(6.2.3.ix.e.k) et (6.2.3.x) ne sont autres que des contraintes de positivité.

En exprimant la capacité nominale y en fonction des flots z* et en adoptant une
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représentation matricielle des contraintes de PSG, nous obtenons la formulation sim-

plifiée suivante :

K
Min Iy Rt dTe
1’1,"'71’1\ 71’1717“'71’77‘71\ ¥4 k=1
ke K (i.k) wFak = r¥, (o)
(ii.k) 25 > 0, (s")
K
(iii.e) 290 + Z 15+ 2k — Az, (A9)
k=1
(iv.e) 70 > 0, (3670) (6.2.4)
e€ l (v.ek) wokask = TIFa*,  (BF)
ke K9 (viek) 2z >0, (7).
(vii) z > 0, (1)

ou
o %Y est le vecteur capacité résiduelle de réserve associé a la panne de 'arc e
o wF est le vecteur ligne unité : w* = (1,---,1) de taille n*.

o W est le vecteur ligne unité de taille n®*.

Dans la formulation (6.2.4), nous écrivons entre parentheses les multiplicateurs de

Lagrange en face des contraintes correspondantes. Nous introduisons alors les multi-

plicateurs de Lagrange suivants :

: associé a la contrainte de satisfaction de la demande k (6.2.4.i.k) (a* < 0),

* 1 associé a la contrainte de positivité du flot & (6.2.4.ii.k) (s* > 0),
: associé a la contrainte de capacité de secours en cas de la panne e (6.2.4.iii.e)

(Ae‘ > 0),
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0

o %Y : associé a la contrainte de positivité de la capacité résiduelle z%° de la

capacité de réserve en cas de la panne e (6.2.4. iv.e) (s° > 0),

o (3% : associé & la contrainte de satisfaction de la demande du flot k& créée par la

panne ¢ (6.2.4.v.e.k) (5% <0),

o 5% . associé au vecteur de reroutage x°* du flot £ en cas de la panne e

(6.2.4.vi.e.k) (s©% > 0),

e { : associé a la contrainte de positivité de la capacité de réserve z (6.2.4.vii)

(t>0).

Dans la suite, pour des expressions telles que xy = v, avec x, y, v des vecteurs, nous
entendons que 'opération est effectuée composante par composante.
Avec cette convention, le systeme d’optimalité associé au probleme (6.2.4) s’écrit

comme suit:

zksk =0,

whah =k

e 4wtk — HkTﬂk =", (ki)

x*, 5% >0,

ke K

1}6’086’0 — 07

K
$6’0 T Z He,kxe,k _ A627
k=1

e,0 _ .e0
AV = %Y

6.2.5
e c E 1'6’0786’0 Z 07 ( )
xe,kse,k — 07

we,kxe,k — ngl’k,

kek
ﬂfu)e’kT IR e = 59k (ek.ii)
l’e’k,Se’k Z 07
tz =0,
d—S" AN =+, (iii)
e=1
z,t>0

Y Y
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Il est important de voir que la formulation arcs-chemins ci dessus fait intervenir les
matrices de chemins II*, II** ... TI™* pour k = 1,--- , K. Le nombre de variables
associées a ces chemins et les dimensions de ces matrices croissent exponentiellement
avec la taille du graphe, ce qui peut constituer un inconvénient pour cette formula-
tion.

Cependant, le nombre de contraintes associées a la formulation arcs-chemins est
généralement moins important que le nombre de celles associées a la formulation

sommets-arcs. Dans le cas de PSG, on remarque que la formulation (6.2.4) comporte

e K contraintes de routage (6.2.4.i.k),

2

e au pire n? contraintes de capacités de réserve (6.2.4.iii.e),

e et n X K contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k).

En effet, la formulation (6.2.4) associe n contraintes de capacité de réserve (6.2.4.iii.e)
K

a chaque panne active e, dont une contrainte sur I’arc en panne : l’z’o—l—z % 2% = 0.
k=1
Ce qui revient & dire que z%° = 0 pour tout e € {1,---,n}. Cette information peut

étre utile pour réduire la taille de la matrice des contraintes de n lignes et n colonnes.
Si n* désigne le nombre de pannes actives dans PSG, nous comptons n* X n con-
traintes de capacités de réserve dans notre modélisation. Le nombre de contraintes
de reroutage (6.2.4.v.e.k) dépend du nombre de couples ( panne-flot affecté). Le nom-
bre de contraintes maximal ﬁpm = K 4+n x K +n?—n est atteint si tous les flots
sont affectés par toutes les pannes. Il est important de signaler que ceci ne se produit
que dans le cas des réseaux peu maillés (i.e. n petit). Donc, méme si le nombre de
contraintes au pire des cas est de 1'ordre de n%, cette borne est atteinte lorsque n est
de l'ordre de p. En tout cas le nombre de contraintes dans (6.2.4) n’est pas important
relativement a la taille du probleme. Une méthode de génération de colonnes, donc
de chemins, s'impose (voir chapitre II).

Lorsque (6.2.4) a des solutions, il existe une solution optimale avec au plus K + n x
K +n? variables non nulles [44]. Certaines variables non nulles pourraient correspon-
dre a des capacités résiduelles de réserve sur des arcs (:1;?6) Le nombre de variables
de capacités résiduelles non nulles varie entre zéro et (n? — 2 x n). Il est nul lorsque

toutes les pannes saturent tous les arcs du réseau de réserve. Sa valeur maximale
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n? — 2 x n, s’explique par le fait que tout arc admet au moins un reroutage (corre-
spondant a une panne) qui sature sa capacité de réserve. Les n autres variables de
capacités résiduelles nulles correspondent aux (z%¢) pour tout e € {1,---,n}. Donc
PSG aurait besoin d’au plus pP"¢ différents chemins pour assurer le routage et la
survie de ce dernier. Ce nombre maximal de chemins générés permet de prévoir les
limites numériques de la méthode. A chaque itération j, ’algorithme résout d’abord
un probleme de sécurisation globale en se limitant a des sous-ensembles de chemins :
le probleme maitre.

La formulation standard du jéme probleme maitre est comme suit :

AT A
Mine? X7
Xi )
AIXi = b (6.2.6)
Xi >0,

olt A7 est définie par un sous-ensemble des colonnes de la matrice A =

w
wK
it Wi
H{"' Wb K
met .o YK 1d(n) —Ay
H}% W™l
Hf WK
-t ... 0% 1d(n) —A,

Xi = ((2V), e e (@), (220 e (28K (220) e (2™ 0)T oo (@ B)T (2m0)d ) 20),
¢ = (T, -+ (TR 0, +++,0,0,+-+,0,-++,0,0,d) et bi = (r!,---, 7% 0,---,0).
Ensuite "algorithme met a jour les sous-ensembles de chemins nominaux et de réserve
associés a chaque demande : les problemes satellites.

Nous détaillons dans la suite les problemes satellites que ’algorithme résout a chaque
itération majeure. La résolution du probleme maitre ne sera pas décrite dans ce

chapitre. Nous nous limitons a I’étude générale du probleme et nous proposons des
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estimations supérieures et inférieures de la solution. Des méthodes de résolution du

programme maitre seront proposées aux chapitres suivants.

6.3 Génération de chemins

Nous rappelons que le probleme maitre est un probleme de sécurisation globale limité
a des sous-ensembles de chemins.

La méthode de génération de chemins que nous adoptons n’est autre qu’une spécial-
isation de la méthode de générations de colonnes décrite au deuxieme chapitre.

A chaque flot £ et a chaque itération externe j, nous associons les ensembles suivants:

o ]]’4g : sous-ensemble de I* sur lequel 'algorithme restreint le routage du flot &

dans le réseau nominal a la j°M€ itération externe.

o ];’k : sous-ensemble de 9% sur lequel I’algorithme restreint le reroutage du flot
k dans le réseau de réserve en cas de la panne e, a la jéme itération externe.
Nous allons voir qu’un sous-ensemble ];k admet au plus j chemins. La gestion des
sous-ensembles ]]’4g et ];’k, e € {1,---.n} est expliquée dans la sous-section qui suit.
A chaque itération externe, I’algorithme commence par résoudre un probleme maitre
(réduit) en calculant une solution (z;,z},- -+, 2%, z;). Les composantes de cette solu-

tion associées aux chemins qui sont dans I* — ]]’4g et [Fe — I7" sont nulles.

: 1
Dire que (z;, z;,

-+, 2%, z;) est solution du probleme de sécurisation globale (6.2.4)
signifie qu’il existe des multiplicateurs ('™, -+« o™ g7 oo BET AV Lo0 A tels
que le systeme d’optimalité associé au probleme (6.2.5) soit vérifié.

Ceci revient a dire que (z;, :1;}, -+, 2%, 2;) est optimal si et seulement si en considérant

les multiplicateurs associés on a, pour tout flot k, les inégalités suivantes :

(i) I} (= B) +af 20, ie 1t
(i.1) BF + I\ > 0, 7 € IV

' 6.3.1
c€&Q (i) B+ T N >0, 7 € [F (6:3.1)

(ii.n) BE+IF A" > 0, i € I
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Nous rappelons que pour (A!, -+, A"}, solution duale du programme maitre (6.2.6),

n
nous avons d > 3 AT)e

e=1
La premiere inégalité (6.3.1.1) est vérifiée par les chemins appartenant a ]f.

Pour toute panne e et tout flot k, 'inégalité (6.3.1.ii.e) est vérifiée par les chemins de
I’ensemble ];’k correspondant.

Pour prouver I'optimalité du point (z;, :1;}, -+, 2%, 2;) pour le probleme de sécurisa-
tion globale il faut et il suffit de montrer que les inégalités (6.3.1.i), (6.3.1.ii,1),-- -,

(6.3.1.ii,n) peuvent respectivement s’étendre au reste des ensembles I*, [1F ... [k,

Nous désignons par :

° H?k un plus court chemin entre le noeud source of et le noeud puits p* obtenu

en considérant comme vecteur cotit unitaire le vecteur ¢ — 3*.

o H?ke un plus court chemin de secours entre le nceud source o* et le nceud puits
k b : 4 A

p" en cas de la panne de 'arc e obtenu en considérant comme vecteur cott

unitaire le vecteur A°. Nous savons que pour tout e € {1,---,n}, A® est positif,

puisque A° n’est autre que la variable duale associée a la capacité résiduelle de

réserve en cas de panne de l'arc e (6.2.5).

Lemme 16. Le point (;, :1;}, -+, 2%, z;) est optimal pour le probleme de sécurisation

globale (6.2.4) si pour tout flot k€ 1,---, K :
e le chemin ka vérifie (6.3.1.1).

e et pour toute panne ¢ € F le chemin kae vérifie (6.3.1.1i,e).

Preuve. Si le chemin II% vérifie I'inégalité (6.3.1.i) alors tout chemin II} € I* la
vérifie aussi. Puisque pour tout chemin II¥ € I* nous avons:

HE (e = %)+ ob 2 1 (e — 6) + o,

L’inégalité (6.3.1.i) peut étre donc étendue & I’ensemble I*.

Par analogie nous pouvons montrer que le reste du systeme (6.3.1) est vérifié.

Ce qui prouve I'optimalité du point (z;, :1;}, -+, 2%, z;) pour le probleme de sécurisa-

tion globale (6.2.4). =

Remarque 6.3.1. Le schéma de résolution de PSG que nous avons exposé exclut les

méthodes directes et nécessite une génération de chemins nominaux et de réserve a
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chaque fin d’itération externe.

Le principe de génération de chemin décrit ci-dessus peut étre utilisable en pratique si
nous avons les informations nécessaires (qui sont les valeurs des multiplicateurs). Nous
allons voir que certains des algorithmes proposés ne calculent pas tous les multiplica-
teurs (A° dans DP1 et DP2) mais seulement des estimations de ces multiplicateurs.
La génération de nouveaux chemins se ramene a un calcul de plus courts chemins

avec cout unitaire positif, que nous calculons avec I'algorithme de Dijkstra [46].

6.4 Calcul d’une estimation inférieure

Nous présentons dans cette section une estimation inférieure en supposant que tous les
multiplicateurs sont calculés par ’algorithme qui résout le programme maitre. Afin
d’avoir une meilleure estimation, nous proposons une méthode de perturbations des
multiplicateurs. Cette méthode de perturbation sera particulierement utile lorsque le

programme maitre n’est pas résolu jusqu’a I'optimalité (comme dans [51] et [42]).

6.4.1 Choix de Pestimation inférieure

Considérons la formulation suivante du probleme de sécurisation globale:

K
Min ! Z mFzk 1+ dTZ;
ol o @K gl g z
ok gk — k7
2 >0k=1,---, K,
K
A 6.4.1
$6’0 _I_ Z He,kxe,k — A627 ( )
k=1
ec I
ket = ik, (5
ok >0, k=0,---, K,
z >0,

Les contraintes de reroutage peuvent étre remplacées par une inégalité :

Wk ok > H];l'k.

Les multiplicateurs 3* associés & ces contraintes sont alors négatifs.

Nous proposons de relacher les contraintes de reroutage et de résoudre le probleme
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qui suit:

’Mlﬂ ) Z( Hkl’k—|—226k ek ek_l_dTZ;

o k=1 e=1 k=1
whah =k (*)
F>0k=1,---,K k
remET 9 (6a2)
$6’0 T He,kxe,k _ A627 A€
eel ,; (*)
% >0, k=0,---, K, (s&F).
z >0, (1)

En relachant les contraintes de reroutage, nous éliminons les contraintes qui lient
les variables de routage a celles de reroutage.

Le probleme (6.4.2) peut donc se décomposer en deux problemes :

1. un probleme de routage qui se décompose en K problemes de flots de cotit
minimum :
l\/iin(c — B9k,
whak =k, (6.4.3)
zF > 0.
Ce qui revient a résoudre K problemes de plus court chemin.
Le coiit unitaire (¢ — %) reste positif puisque le vecteur —3* et ¢ le sont.
La résolution de cette premiere partie du probleme (6.4.2) ne demande aucun
calcul supplémentaire si les multiplicateurs 3% ne sont pas perturbés. En effet,
I’algorithme calcule ces plus courts chemins a chaque itération pour générer les

nouveaux chemins. Mais si la procédure de perturbation est activée, I’algorithme

calcule de nouveau K plus courts chemins (6.4.3).

2. un probleme dont les contraintes couplent les variables de reroutage.

Mm Z Z BreF ek 4 dt

nI\
o e=1 k= 1

$6’0 T He,kxe,k _ A627 A€
e g; (A9) (6.4.4)

2 >0, k=0, K,

z>0

— Y
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Le probleme (6.4.4) est homogene. Suivant que le probleme dual soit réalisable ou
non, la valeur optimale de (6.4.4) est nulle ou infinie. En effet, la valeur optimale
de (6.4.4) est nulle si et seulement si le probleme dual est réalisable. Explicitons le

probleme dual & (6.4.4) :

Max 0;
AL Am
(i.e) A >0,
(ii.e.l) elTﬂel + 1N > 0
cel (6.4.5)
(11 e. K e]x"Tﬂef( + He,]x"T)\e Z 0

€

(iii) d — ZAT)\B >0,
e=1

D’apres le systeme d’optimalité (6.2.5) de PSG, nous avons la positivité de ((we’kTﬂf—l—
He’kT)\e), (d—>r, AB)\S), A°) a Poptimum du programme maitre. Le probleme
dual (6.4.5) est alors réalisable mais ceci n’est pas garantie si I’algorithme calcule
une solution approchée du programme maitre. Pour avoir une estimation inférieure
(finie) nous proposons de perturber d’abord les multiplicateurs A° de facon a avoir
dr — 3, ATA, positif et ensuite les multiplicateurs 3% pour que BFwe* + AeTTrek
soit positif.

Le calcul de l'estimation inférieure se réduit alors a la recherche de K plus courts

chemins (6.4.3).

6.4.2 Méthode de perturbation des multiplicateurs

Nous supposons que le programme maitre fournit les multiplicateurs A, - -+, A", g% ... 3%
Ces valeurs ne sont pas forcément optimales puisque le programme maitre calcule une
solution approchée. Pour calculer un point réalisable du probleme dual (6.4.5), nous
proposons de perturber les multiplicateurs obtenus par le programme maitre. Pour

satisfaire les contraintes (6.4.5.i.e), nous projetons les A° sur IR%
2= [T
Nous introduisons le vecteur L de IR", défini par :

= d/(ﬁj AN,
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Nous désignons par L., la composante minimale du vecteur L : L, = min;(/;) En
prenant A\° := L,, A°, nous garantissons la vérification des contraintes (6.4.5iii). Pour
tout flot £ € K, et pour toute panne e affectant ce flot nous calculons un plus court
chemin de réserve Y% avec A\° comme cofit unitaire sur les arcs. En choisissant 3% =
AT ik les contraintes (6.4.5.ii.e.k) sont vérifiées. De plus, ce choix de multiplicateurs
3% donne la meilleure estimation inférieure utilisant les informations fournies par le
programme maitre (6.4.3). En effet, pour obtenir une bonne estimation inférieure,
nous devons choisir 4% le plus petit possible en assurant la positivité de BFw®* +
AeTTIoF | Clest exactement ce que vérifie les 3% que nous avons choisis, puisque toutes
les contraintes (6.4.5iii) sont actives.

Grace a cette méthode de perturbation des multiplicateurs, nous pouvons associer

une estimation inférieure au cout pour toute itération mineure (interne).

6.5 Calcul d’une estimation supérieure

La solution du probleme maitre (6.2.6) fournit un point réalisable de PSG (6.2.4) et
donc une estimation supérieure de sa valeur optimale. Dans le cas ou le programme
maitre ne fournit qu’une solution approchée (cas de DP1 et DP2), le calcul d’une es-
timation supérieure dépendra de ’algorithme choisi. Il faut exploiter les informations
fournies par la solution approchée du programme maitre pour trouver un point réalis-
able pour PSG (6.2.4). Dans les chapitres suivants nous proposons quatre algorithmes
pour résoudre le programme maitre. Les deux premiers sont basés sur les techniques
proximales et les deux autres utilisent des méthodes de points intérieurs. Les deux
premiers algorithmes nécessitent une méthode particuliere de calcul de I'estimation

supérieure. Cette méthode est introduite au chapitre suivant (garanties d’optimalité).

6.6 Formulation sommets-arcs de PSG

Nous décrivons dans cette section, la formulation sommets-arcs de PSG. Nous notons
A la matrice d’incidence sommets-arcs associée au graphe G(V, E'). Dans la formula-
tion sommets-arcs, chaque flot k est caractérisé par un vecteur de IR™ (n est le nombre
d’arcs) que nous notons encore . Une composante z%, 7 € {1,--+,n} représente la
quantité du flot k transporté par ’arc ¢. Cet arc ¢ peut étre le croisement de plusieurs

chemins liant la paire origine-destination (o*, p*) mais il est difficile de retrouver ces
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chemins. Le routage des K flots traversant le réseau (z!,- -, %)

e R™H est exprimé
en terme de contribution sur les arcs du réseau.

Comme pour la formulation arcs-chemins, nous introduisons pour toute paire panne-
flot (e, k) les variables %, qui sont dans ce cas des vecteurs de IR".

Dans (6.2.4) grace a la méthode de génération de chemins, chaque programme maitre
se limite a des sous-ensembles de K¢, ¢ € {1,---,n}. Ce qui a contribué a la réduction
de la taille de PSG avec la formulation (6.2.3). La formulation sommets-arcs ne peut
pas fournir la liste K¢ des flots affectés par une panne d’arc e donnée mais reconnait
la valeur de la fraction z* & rerouter de tout flot k dans K.

Nous considérons alors que tout flot £ € K est susceptible d’étre touché par toute
panne d’arc. La défaillance d’un arc e crée pour tout flot & une demande définie

ek — .k

par la paire origine-destination (0%, p¥) et sa valeur r xy. Suivant la valeur de

roF & T'optimum, nous pouvons déduire 'appartenance ou pas de k a K¢ (si 7% = 0
alors & ¢ K¢). En choisissant la formulation sommets-arcs, nous devons prévoir
Kxnx(n—1)+ n? + n variables rien que pour le reroutage. Si K est de l'ordre
de n, le nombre total de variables est de I'ordre de n®. Les demandes créées par une
panne d’arc e peuvent étre transportées par tous les arcs du réseau excepté l'arc e.

Ce qui peut étre traduit par

n bk
AfxtF = b % 5
avec A® = (AL .o APTL O APFL oo AR et AY désigne la 1€ colonne de la

matrice d’incidence sommets-arcs A.

Le PSG s’écrit sous formulation sommets-arcs comme suit :

Min ! Z 2Fadts
1’1,“',1’1\ 2 s
ke K (i.k) Azk = b, ()
(ii.k) =% > 0, (s)
(iii.e) 290 + Z AcgoF = Aez, (A9) (661)
kexX .0.
cp (iv.e) 2% >0, (s9)
e
N b
beK (v.ek) AczF = 2F x et (5%)
(vi.e.k) 2% >0, (s%F)
(vii) z >0, (1)

Les multiplicateurs de Lagrange sont écrits en face des contraintes correspondantes.

Nous rappelons que nous avons repris les notations de la formulation (6.2.4) mais
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les variables n’ont pas forcément les mémes dimensions. Toutes les variables de
flots de routage (z!,---,2%) sont des vecteurs de IR" et toutes celles de reroutage
(¥, oo 28 sont dans IR"™'. Les multiplicateurs %, ¢ € {1,---.n}, k € K
associés aux contraintes de reroutage sont des vecteurs de IR”.

La formulation sommets-arcs (6.6.1) de PSG est stirement moins compliquée que
la formulation arcs-chemins (6.2.4) mais nous allons tout de méme la commenter.
Commengons par parcourir les contraintes. L’ordre des contraintes dans (6.6.1) est
identique a celui de (6.2.4). Le premier bloc de contraintes correspond toujours aux
contraintes de routage. A tout flot k£ € K, la formulation (6.6.1) associe p contraintes
de routage (6.6.1.i.k) contre seulement une contrainte dans (6.2.4). Le second bloc
de contraintes correspond aux pannes e € {1,---,n}. Chaque panne (active ou pas)
e engendre n contraintes de capacité de réserve (6.6.1.iii.e) et p x K contraintes de
reroutage (6.6.1.v.e.k). Or la formulation (6.2.4) ne gere que les pannes actives et a
toute panne active e elle associe n contraintes de capacité de réserve (6.2.4.iii.e) mais
seulement |K¢| contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k).

Le reste des contraintes [(6.6.1.ii.k), (6.6.1.iv.e), (6.6.1.v.e.k) et (6.6.1.vii)] n’est autre
que des contraintes de positivité des variables de décisions. Avec la formulation
sommets-arcs nous connaissons exactement le nombre des variables [n +n? x (K +1)]
et celui des contraintes [n? + K X p X (n 4 1) contraintes d’égalité].

La matrice des contraintes associée a (6.6.1) est comme suit:

A
A
Bl’l Al
BLE Al
Id(n) -+ Id(n) Id(n) —Ay
Bn,l An
Bn,]&" An
Id(n) --- Id(n) Id(n) —A,

ol B* est une matrice & p lignes et n colonnes, & composantes nulles sauf (B**)c,

et (Be’k);k qui valent respectivement +1 et — 1. Nous désignons toujours par Id(n
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la matrice identité d’ordre n.
La matrice des contraintes possede n+n?x (K +1) colonnes et n*+ K x px (n+1) lignes
mais est tres creuse. Cependant la résolution de PSG sous formulation sommets-arcs

(6.6.1) est possible bien qu’elle ne semble pas avantageuse.

6.7 Exemple de problemes de sécurisation

Afin de valider et tester numériquement les algorithmes proposés pour résoudre PSG,
nous avons programmé un générateur aléatoire de données rdgene. Les problemes
générés ont la particularité d’avoir un graphe complet, des cotits unitaires (nominal et
de réserve) aléatoires positifs et des demandes entre chaque paire de neeuds de valeur
aléatoire.

Le nombre d’arcs n et le nombre de flots K sont, dans le cas des problemes générés
par rdgene, égaux a (p X (p — 1))/2 (p est le nombre de nceuds).

Si tous les arcs ont le méme cotit dans les réseaux nominal et de réserve (¢; = ¢;, et
d; = d; pour toute paire d’arcs (i,7)) et si en plus toutes les demandes ont la méme

k

valeur (r¥ = r!) pour tous k et [ dans K), le réseau est dit symétrique (a ne pas

confondre avec les graphes symétriques). Nous allons utiliser ce type de réseau pour
tester, dans un premier temps, les algorithmes étudiés dans les prochains chapitres.

Soit un réseau symétrique défini par p neeuds et r° la valeur de toute demande qui
le traverse. Tout arc a un colit nominal et un cott de réserve respectivement égaux
0

a et d°, avec d® > . 1l est facile de vérifier qu’a Ioptimum le vecteur capacité

TO

p—2

nominal I/ = r°1 et celui de la capacité de réserve z =
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Routage d’une demande du reseau

———  Chemin portant (r-2 q)

——  Chemin portant q

——  Chemin portant q

Figure 6.7.1: Routage du flot 1

Reroutage en cas de la panne 1

——  Chemins de reserve portant (r-2 q)\2

= Panne del’arc 1

Figure 6.7.2: Reroutage du flot 1
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Reroutage en cas de la panne 4

74\

——  Chemins de reserve portant g\2

- Pannedel’arc4

Figure 6.7.3: Reroutage du flot 1
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Reroutage en cas de la panne 5

—  Chemins de reserve portant g\2

- Pannedel’arch

Figure 6.7.4: Reroutage du flot 1

6.8 Conclusion

Les performances de la formulation arcs-chemins dans le cas du probleme de routage
nous a conduit a nous intéresser uniquement a cette formulation. Nous avons posé
et analysé le probleme sous formulation arcs-chemins. La méthode de génération
de colonnes (chemins) et les garanties de qualité de la solutions ont été également
présentées dans le cadre de cette formulation. Nous avons tout de méme consacré
une section a la formulation sommets-arcs de PSG qui sera stirement utile pour sa ré-
solution directe. Un schéma de décomposition peut également étre intégré dans cette
formulation. Par exemple, la résolution d’une suite de sous-problemes qui se limitent
a des sous-ensembles de pannes ou d’arcs. Mais tenant compte des performances des
deux formulations dans le cas d’un probleme de routage, la formulation arcs-chemins

s’est avérée de loin la meilleure. Dorénavant nous utilisons uniquement la formulation

(6.2.4) de PSG.



7. Sécurisation par la méthode de

décomposition proximale

Dans ce chapitre nous proposons deux stratégies de décomposition basées sur la méth-
ode de décomposition proximale et la génération de chemins.

Dans ces deux approches la tache principale consiste en la résolution d’un probleme
quadratique. La structure découplée de la matrice de base se préte a la mise en ceuvre
d’un algorithme de gradient réduit.

Nous adaptons aux deux stratégies les techniques de génération de chemins (nominaux
et de réserve) et de calcul d’une estimation inférieure, décrites au chapitre précédent.
Nous proposons également une estimation supérieure a la valeur optimale de PSG val-
able méme en dehors de 'optimalité de la solution fournie par le programme maitre
(6.2.6). Nous commengons ce chapitre par une introduction de la méthode de décom-
position proximale dans le cadre de I'optimisation convexe (section 1). La deuxieme
section est consacrée a la premiere stratégie de décomposition. Le développement
de cette premiere stratégie nous amene a en proposer une deuxieme (section 3). Le
programme maitre est résolu par DP1 ou DP2 selon que nous choisissons la premiere
ou la deuxieme stratégie de décomposition. Les algorithmes DP1 et DP2 découlent
de I'application de la méthode de décomposition proximale au probleme transformé
respectivement par la premiere et la deuxieme stratégie de décomposition.

Dans une quatrieme section nous spécialisons aux deux algorithmes la méthode de

génération de chemins et I'estimation inférieure proposées au chapitre précédent.
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7.1 Meéthode de décomposition proximale en opti-

misation convexe

7.1.1 Motivation

Dans ce chapitre nous utilisons une méthode basée sur la décomposition proximale

sur le graphe d’un opérateur pour résoudre le probleme suivant :
Trouver (z,y) € Ax A tel que y € T'(x) (7.1.1)

ou A est un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert de dimension finie H et T un
opérateur maximal monotone. La méthode de décomposition proximale sur le graphe
d’un opérateur maximal monotone (MDP) a été introduite par Mahey, Oualibouch
et Tao [91]. MDP est une spécialisation de la méthode de I'inverse partiel (MIP) aux
problemes convexes séparables. Nous rappelons que MIP a été proposée par Spingarn
dans [125] pour la résolution de (7.1.1). La preuve de convergence de MDP fournie
dans [91] n’utilise pas le concept de I'inverse partiel.

Il y’a plusieurs manieres de transformer un probleme séparable convexe sous la forme
de (7.1.1). L’idée générale est de représenter le couplage entre des sous-systemes par
des sous-espaces de produit d’espaces correspondant aux copies des variables primales
et duales.

L’algorithme procede a chaque itération en deux étapes distinctes :

1. une étape proximale qui régularise la fonction objectif en ajoutant un terme

quadratique dépendant des solutions primale et duale de l'itéré précédent,
2. et une étape de projection sur les sous-espaces correspondants.

Dans [91], Mahey, Oualibouch et Tao donnent la valeur optimale du parametre
de la décomposition proximale dans le cas d’un opérateur strictement monotone.
L’algorithme de décomposition proximale utilisé dans cette étude a été déja proposé
pour résoudre d’autres problemes de télécommunications [22]. Dans [111], Ouorou,
Mahey et Vial présentent une étude des algorithmes existants dans la littérature pour
la résolution de problemes convexes de multiflot. L’étude [111] était motivée par le
probleme de routage, avec un délai moyen de transit minimal, dans les réseaux de

télécommunications. L’algorithme de décomposition proximale appliqué au probleme
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de multiflot strictement convexe de [111], donne des résultats satisfaisants en com-
parant avec ACCPM (Analytic Center Cutting Plane Method) [42].

Bien que l'algorithme de décomposition proximale soit efficace pour la résolution des
problemes de multiflot, nous allons voir qu’il est lent lorsque le nombre de pannes est
tres grand. Une des raisons de cette lenteur réside dans le fait que I’algorithme résout
a chaque itération des sous-problemes quadratiques de multiflot.

Dans le probleme de routage tout comme dans le probleme de sécurisation, les chemins
associés aux flots ne sont pas uniques. La formulation arcs-chemins de ces problemes
impose l'intégration de la méthode de génération de colonnes (chemins). Par con-
séquent, les solutions avec un grand nombre de chemins sont moins convenables que
celles qui utilisent un petit nombre de chemins. Sur ce point, ’algorithme de décom-
position proximale est plus adapté pour trouver des solutions avec peu de chemins.
La raison pour laquelle I’algorithme de décomposition proximale utilise un petit nom-
bre de chemins peut étre expliquée intuitivement par la procédure de la mise a jour
des chemins qui tend a forcer plusieurs d’entre eux a zéro. Cette intuition est confir-
mée empiriquement par les expériences menées dans [111] ainsi que par nos résultats

numeériques.

7.1.2 Opérateur maximal monotone
Nous désignons par G'r(T') le graphe de l'opérateur T', défini par
Gr(T)={(z,y) e HxH: y e T(x)}.
Nous désignons respectivement par < .,. > et |.||, le produit scalaire et la norme

associés a l’espace de Hilbert 'H.

Définition 20. D’apres Minty [100], un opérateur 71" est dit monotone si

<z —a y—y >>0pourtout z, 2’ € Hety € T(x), y € T(z').

Définition 21. L’opérateur T est fortement monotone s’il existe une constante
a >0 telle que < x — ',y —y' >> al|lx — 2'||.

Définition 22. On dit qu'un opérateur monotone 7' est maximal monotone si son
graphe n’est contenu dans aucun autre graphe d’opérateur monotone.

Nous notons [ l'opérateur identité (I(z) = x).
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Les opérateurs maximaux monotones jouissent de la propriété suivante prouvée

par Minty [100] :

Propriété 1. Pour tout # € H et A > 0 il existe un unique Jyr(x) € H tel que
T — JAT(J?) € AT(JAT(J}))

Ce qui équivaut a dire que Jyr = (I + AT)™" est univoque.

Définition 23. La fonction Jar : H — H est la fonction provimale associée a T et

A, appelée aussi résolvante de T associée a A.

Dans ce paragraphe nous n’avons donné qu’un petit apercu sur la résolvante et
ses propriétés. Pour plus de détails nous invitons le lecteur a consulter [110] et [19].
Plusieurs problemes d’optimisation sont équivalents a trouver un zéro d’un opérateur
maximal monotone.

Dans la section suivante, nous présentons un algorithme qui exploite les propriétés de

la résolvante pour trouver un point x de H tel que 0 € T'(z).

7.1.3 L’algorithme du point proximal

Nous considérons le probleme suivant :

Trouver x € R" tel que 0 € T'(x). (7.1.2)

L’opérateur T' est supposé maximal monotone. Pour résoudre (7.1.2) Ialgorithme du
point proximal (APP) part d’un point quelconque x° et utilise la procédure itérative

suivante :

l’j-l_l == JAT(J}j). (713)

Toute solution de (7.1.2) est un point fixe de Jar.

La convergence de la méthode du point proximal a été prouvée par Rockafellar dans
[122]. Récemment, Giiler dans [63] résout une question ouverte posée par Rockafellar
dans [122] en montrant la convergence de la suite #/ générée par 1’algorithme de point
proximal sous sa forme exacte avec un taux de convergence valable méme dans le cas
ou la fonction ne possede pas de minimum. Un algorithme de type point proximal
avec un meilleur taux de convergence a été proposé par Giiler [64]. Plusieurs études

d’extension et de généralisation de la méthode de point proximal ont été menées pour
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améliorer sa convergence. Nous citons a titre d’exemple [65] et [69].

Un probleme de minimisation d’une fonction f convexe propre semi-continue inférieure-

ment sur un espace de Hilbert H, peut se ramener a un probleme de recherche d’un
zéro d’'un opérateur maximal monotone. En effet 'opérateur T' est dans ce cas le
sous-différentiel de f noté df. De plus df est maximal monotone dans le cas ou
|+ H —]—00,4+0] est convexe, propre et semi-continue inférieurement [101]. Dans
[68] Ibaraki et Fukushima appliquent un algorithme de point proximal primal dual
aux problemes de multiflot convexe. Dans le cas de critere séparable, ’algorithme

proposé dans [68] ressemble a celui proposé par Chifflet, Mahey et Reynier dans [22].

7.1.4 L’algorithme de décomposition proximale

Nous nous intéressons a la résolution du probleme (7.1.1) par la méthode de décom-
position proximale.

Nous précisons que MIP est une généralisation de APP basée sur la notion de I'opérateur
inverse partiel. Kt nous rappelons que 1’algorithme de décomposition proximale ex-
posé dans ce paragraphe, a été introduit dans [91] comme un cas particulier de
I’algorithme d’inverse partiel [125].

Commencons par définir le concept de décomposition proximale.

Définition 24. Nous appelons décomposition proximale de z € H sur le graphe de

T, 'unique couple (u,v) tel que z =u +v et v € T(u).

L’unicité de la décomposition proximale découle du fait que 'opérateur T' soit

maximal.

{ u=(I+T)""(2),
Nous avons

v=(I+T71)(2).

L’algorithme de décomposition proximale (ADP), alterne décomposition proxi-

male sur le graphe de T et projection sur A x A~. Nous énoncons dans la suite

I’algorithme ADP :

Algorithme ADP

1. Choisir (2%,y°) e Ax A,  j:=0,
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2. w = (I+T) Yzl +y),

vii=al oyl —

Si (u/,v’) € A x A~ alors Stop.

+1 . ] S A .
3. x =y y’ =0 4L

j:=3+1, retoura 2.

La convergence de 'algorithme ADP est prouvée dans [91] sans utiliser le concept

d’inverse partiel.

Définition 25. Nous appelons décomposition provimale avec facteur d’échelle A > 0

de (z,y) € H x H sur le graphe d’un opérateur maximal monotone 7', I'unique couple

(u,v) € H X H tel que: v+ Ay =u+ Av et (u,v) € Gr(T).

La décomposition proximale avec facteur d’échelle A de (x,y) € ‘H X H peut aussi

étre définie comme étant le couple (u,v) tel que {

w= (1 + NT) (o 1 Ay).
v=(I+ A_IT_I)_I(A_I:L' +y).

L’algorithme suivant est une version de ’algorithme ADP avec facteur d’échelle.

Algorithme ADPA

1. Choisir (2%,y°) e Ax A=, j:=0,A >0, p€]0,2[.

2. T (I + AT)_I(J}j + ij),

wi + Ay —
A Y

vl =

Si (u/,v’) € A x A~ alors Stop.

3. It = pu?A + (1 — p)ad, yi Tt

j:=3+1, retoura 2.

= oy + (1= p)y’;
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L’algorithme ADPA est sensible au choix du parametre A en terme de vitesse de
convergence. Une valeur de A peut étre bonne ou mauvaise selon les données du
probleme a résoudre.

Mahey, Oualibouch et Tao ont prouvé que le parametre optimal A est égal & L' dans
le cas ou l'opérateur T est fortement monotone de module L [91]. La convergence de

la suite {(27,y?)}, calculée par 1'algorithme ADPA est dans ce cas linéaire avec une

timation de taux : /1 2Aa
estlmation de taux . (1_|_AL)27

ou «a est le coefficient de Lipschitz.

7.1.5 Optimisation convexe avec ADP

Dans le cas ou 'opérateur T' est le sous-différentiel 0 f d’une fonction convexe, propre,
semi-continue inférieurement f de H = IR" a valeurs dans | — oo, +o¢], le probleme

(7.1.1) est équivalent au probleme d’optimisation :

Min,,
in /() (7.1.4)
re A
En effet, un vecteur & dans IR" est solution optimale de (7.1.4) si et seulement si
Osixze A,
0€ I Xs+ f)x), ou Xu(z) = +00 ailleurs

D’apres le théoreme 23.8 dans [121], 0 € 90X 4(x) + Of(x). Puisque 0X4(z) = A~,
x (€ A) est une solution optimale de (7.1.4) §’il existe y € A~ tel que y € df(x). Le
probleme (7.1.4) est alors équivalent a trouver « € A,y € A~/ y € f(x).

Rappelons que df est maximal monotone dans le cas ou f est convexe propre et s.c.i.
[’étape proximale (correspond a 1’étape 2 dans 'algorithme ADPA) s’écrit dans le
cas de I'optimisation convexe comme suit : 0 € —x/ — Ay’ + (I + Adf)u.

Sl (@ Ay

L’algorithme de la décomposition proximale dans le cas de la minimisation d’une

[’étape proximale revient donc a trouver u/ qui minimise f(u)+

fonction convexe propre s.c.i sur un sous-espace fermé de IR" procede comme suit :

Algorithme ADPOC
1. Choisir (2%,y°) e Ax A=, j:=0,A>0,p€]0,2].

2. u! = argmin,  f(u) + ﬁHu — (27 + Ay])||2,
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wi + Ay —
A Y

vl o=

Si (u/,v’) € A x A~ alors Stop.

3. ali=puit (L=plads = v+ (1= )y

j:=3+1, retoura 2.

L’algorithme ADPOC reste convergent méme si I’étape proximale calcule une so-
lution approchée u/ avec une précision o’ vérifiant Z a; < +00. Autrement dit :

J

u! € a; —argmin, f(u) + ﬁHu — (27 + Ay])||2, et Zozj < +o0.
J
Si f(u) =Y fi(w;), alors le calcul de étape 2 se décompose en plusieurs problémes

indépendants (pour plus de détails voir [110]).
Le facteur de relaxation p peut varier d’une itération a 'autre, avec

2 > sup p’ > inf p* > 0.
j J

Il permet de stabiliser la méthode.

7.2  Premieére stratégie de décomposition (DP1)

Dans ce paragraphe nous proposons une stratégie de décomposition motivée par la
structure particuliere de PSG (6.2.4). La complexité de ce probleme réside dans les
couplages qui existent entre les variables de routage et celles du reroutage, entre les
pannes et entre les flots. La stratégie choisie doit “réduire” le nombre de niveaux de
couplage pour simplifier un peu le modele.

En observant (6.2.4) ou la matrice des contraintes associée au probleme maitre (6.2.6),
nous pouvons déduire que le routage * = (2!,...,2"%) et le vecteur de capacité de
réserve z sont des variables couplantes. Nous copions ces variables autant de fois
qu’elles sont susceptibles de coupler. Chaque copie de z correspond a une panne e et
sera notée z(e). Les contraintes de capacité de réserve associées a toute panne e ne
concernent que la copie z(e) maintenant.

Pour les copies de routage le choix des copies et des contraintes associées est moins

évident. D’apres la formulation (6.2.4) le routage = = (2!, ..., 2%) doit satisfaire deux
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types de contraintes : de routage (6.2.4.i.k) et de reroutage (6.2.4.v.e.k). Dans un
premier temps nous proposons d’attribuer le premier type de contraintes a une seule
copie du routage z(0) = (21(0),...,2*(0)), que nous appellerons copie principale.
Toute autre copie du routage z(e) = (z'(e),...,z*(e)), e € {1,...,n} sera associée
a une panne e et satisfera des contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k) uniquement (et
bien sir les contraintes de positivité (6.2.4.vi.e.k)).

Des contraintes d’égalité de ces copies sont ajoutées au modele pour avoir I’équivalence
entre cette nouvelle formulation et (6.2.4) de PSG.

Faisons le bilan de notre premier choix de copies. Seulement la copie principale
du routage intervient dans les contraintes de routage (6.2.4.i.k) (et de positivité

(6.2.4.ii.k)). Les contraintes de capacité de réserve (6.2.4.iii.e) ne concernent que

e,l

e,0
) IR

la copie z(e) et les variables associées a cette panne (x k)

x x®"™). Toute copie
x(e) du routage n’intervient que dans les contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k) et celles
de positivité (6.2.4.ii.k). Par conséquent, en oubliant 1’égalité des différentes copies,
nous avons éliminé les couplages entre les pannes et entre routage-reroutage. Les
seules contraintes couplantes sont les copies des contraintes de capacité de réserve
(6.2.4.iii.e). Nous allons voir dans la suite que ce couplage par flot n’est pas tres
important, puisque seulement les flots affectés par la panne e interviennent dans
(6.2.4.iii.e).

Pour finir la modélisation de cette premiere stratégie de décomposition, nous devons
donner des prix aux copies. L'importance d’une panne par rapport a une autre peut
étre mesurée en terme de dominance.

Une panne est dite dominante si toutes les contraintes de capacité (6.2.4.iii.e) sont
actives. L’idéal est de répartir d sur les copies de z en fonction de I'importance de la
panne (La panne la plus dominante est la plus chere). A priori nous n’avons aucune
information sur la dominance des pannes. Nous nous sommes alors contentés de ré-
partir le prix unitaire d uniformément sur toutes les copies de z.

Concernant les copies du routage, nous avons choisi de ne payer que la copie princi-

pale.

En suivant cette stratégie de décomposition, PSG se formule comme suit :
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K n
Min e’ 520 + DTz (e :
z1(0),...,2 5K (n),z10, ...z K 2(1),...,2(n) kzz:l ( ) ; ( )
2*(0) > 0, (s(0))
K X
290 + Z 15+ 2k — A.z(e), (A%)
k=1
0 20, (%) (7.2.1)
gl A0z (5-())
et Z1liak(e), (3)
keKq z¥e) >0, (s"(e))
xe,k Z 07 (86 k)

ol

e 5°(0) est la variable duale & la copie principale du routage.

e poure=1,...,n,

me

— s,(e) est la variable duale a la e© copie de la capacité de réserve.

— s%(e) est la variable duale a la copie z*(¢) du routage de la demande £,

pour k=1,..., K.

e y = (9(0),...,9(n)) est le multiplicateur associé a la contrainte d’égalité des

copies du routage.

o i = ({(1),...,1(n)) est le multiplicateur associé & la contrainte d’égalité des

copies de capacité de réserve.

Les techniques proximales exploitent avantageusement la structure du modele (7.2.1)

du probleme de sécurisation globale.
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7.2.1 Résolution du probleme de sécurisation globale par la

méthode de décomposition proximale

La formulation (7.2.1) de PSG (6.2.4) peut aussi s’écrire comme suit :

) (7.2.2)
2(1) = -+ = z(n), (1)
2(0) = z(1) = --- = z(n), ()
avec
o
) bk () = b
ISR TTF2%(0); si pour k € K W (0) =%,
fo(2(0)) = 2¥(0) > 0, (7.2.3)
400 sinon.
e ct pour toute panne d’arc e :
K X
$6’0 T Z He,kxe,k _ Aez(e),
k=1
1’6’0 Z 07
DT z(e); si 4 z(e) >0,
fe(x(e), 2% 2(e)) = (7.2.4)
Wk ek — H’;xk(e),
keKq z¥e) >0,
&% > ().
400 sinon.
Les fonctions f;, 7 € {0,...,n} sont clairement indépendantes.
Posons X° = (2(0),...,z(n)) et Z = (2(1),...,2(n)) les vecteurs des copies du
routage et de la capacité de réserve. A chaque panne ¢ € {1,...,n} nous associons
un vecteur de reroutage X¢ = (z%1,..., 2% 2°%). Le vecteur (X°,..., X" 7) ap-

partient a 'espace
2

H = R(n—l—l)xnn % Rnr+n2 « IR" 7
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ou n, est le nombre total de chemins nominaux et n, celui des chemins de réserve.

Le sous-espace réalisable pour (7.2.2) sera noté A :
A= {(X,7) € H: a(0) =+ = a(n) et (1) = -+ = =(n)}.

Chaque itération j de la méthode de décomposition proximale (Algorithme ADPOC)

se fait en deux parties :

1. Une premiere partie de minimisation sans la contrainte (X, 7) € A. Cette partie
correspond a ’étape proximale (étape 2 de I’algorithme ADPOC). Nous verrons
que le vecteur solution u/ = (u(())j, cee u(n)j, ulj, TR uZ(l)j, cee uZ(n)])

est obtenu par résolution de (n 4 1) sous-problemes indépendants.

2. Une deuxieme partie de projection sur A et A™. Elle correspond a ’étape 3 de
I’ algorithme ADPOC. A chaque étape de projection, ’algorithme de décom-
position proximale calcule les valeurs des vecteurs X/+', Y7+l = Zitl et Ti+!

définis par :

{ (XI+L, 741 = P/A(ui), (125

(Yj-l—lv Tj-l—l) = P/AJ-(vj)v
avec

J

(X7, 29} + A(Y7, T9) —
L .

v

Nous détaillons la spécialisation de ces deux étapes a PSG (7.2.2) dans les sous-

sections qui suivent.

Etape proximale

En appliquant I'algorithme ADPOC au probleme (7.2.2), I’étape proximale revient a
calculer
, ‘ n 1 , ,
u! = argmin fO(u(O)) + Z fe(u(e)v uev uZ(e)) + ﬁ”u - ((Xv Z)] + A(Yv T)])sz

e=1

avec fo et f. définies respectivement par (7.2.3) et (7.2.4). Le terme quadratique
ajouté a la somme des fonctions f; est séparable et n’affecte pas I'indépendance de

ces fonctions.
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Le probleme traité a I’étape proximale,

oM S 0 + 3 D e
wl (0),...,uf(n),ub0 .., um B s (1), uz(n k=1 e=1
1 & i k 2
o > lule) = (z(e) + Ay*(e) )|*+
1 6%0
3 o) = (=) + Aty
e=1
pe ) Gt =1t ()
) (7.2.6)
ue,O + Z He,kue,k — A6u2(6)7 ()\6) *
k=1
ueO Z 07
e u.(e) >0,
Wk ek = ngk(e)a ( 5)
ke K uf(e) >0,
ue,k Z 07

peut s’écrire comme une suite de (n + 1) problemes indépendants. Le premier sous-

probleme concerne la fonction fy de la copie principale du routage u(0):

K 1 J J
Min 37 TR (0) + ——|uf(0) — (2%(0) + Ay*(0))||%
w(0) = 2A

ke /C{ wWruk(0) = b,

(7.2.7)

Chaque sous-probleme des n suivants est associé a une panne e et met en jeu les

\

variables de reroutage (u’, ..., u®™) et les ¢“™M€ copies de la capacité de réserve
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u.(e) et du routage u(e) :

K
Min D (u® 4 3 150 ) 4 g(u(e), u):

u(e),us el

ut >0, (7.2.8)
wok ek = TTkEuk(e)
keKq uf(e) >0,
utk >0,

Y

ol

olute).uw) = 55 lu(e) = (w(e) + Ag'(ep)
e+ I Tk = (236 + A ()]

Dans cette formulation de la fonction f., nous avons exprimé la copie de la capac-
ité de réserve z(e) en fonction des variables de reroutage u® (7.2.6.x). La composante
u.(€e)e pose un probleme parce qu’elle n’intervient pas dans les contraintes de capacité
(Aeuz = uO+ R &*u*). Mais puisqu’elle doit étre nulle (e en panne), nous pou-
vons remplacer u,(e) par A.u, et répartir le prix unitaire de réserve d sur les (n—1)
vraies copies de (u.).. Ceci explique le choix de D = d/(n —1). Nous précisons que
le sous-espace A sera modifié pour tenir compte de ce changement (détails a ’étape

de projection).

Etape de Projection

A cette étape 'algorithme ADPOC projette la solution obtenue a 1’étape proximale
uw = (u(())j, o ,u(n)j, ulj, Ut uZ(l)j, e uZ(n)]) sur le sous-espace A et son

orthogonal A~ pour calculer respectivement (X/*1 Zi+1) et (Y/*! T9+1). Puisque
w! Aot = (XTI 20T 4 A(Y I iy (7.2.9)

I’algorithme calcule uniquement le projeté de u sur A.
Le sous-espace A doit étre modifié pour tenir compte des changements apportés aux
fonctions fi,..., f,. Pour tout e € {1,...,n}, nous avons éliminé la copie de la

capacité de réserve de ’arc en panne (u.(e)). parce qu’elle est trivialement nulle. La
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me

contrainte d’égalité des copies de la ¢“™€ composante de capacité de réserve doit étre

remplacée par

Par conséquent

A={(X,7)€eH; x(0)=---=x(n) et pour tout e € {1,...,n},
(z(1))e = - = (z(e =1))e = (z(e + 1)) = - -+ = (2(n))e et (z(e))c = 0}.

La projection sur le sous-espace A n’est autre qu’'un calcul de moyenne. Nous avons

: noud
(i) = Leow'(€) pour tout ¢z € {0,....n}.

| s lej(e) (7.2.10)
ZH(G) = ===~ pour tout 7 € {1,....n}.

n—1

Pour calculer (X/*!, Z/*+1) Talgorithme a besoin uniquement de deux vecteurs varz
et varz respectivement de taille n, et n. A chaque résolution d’un sous-probleme
7.2.8, Palgorithme met & jour ces vecteurs en rajoutant la copie du routage u’/(e) a
varz et la copie de la capacité de réserve u.’(¢) a varz.

Mais si I’algorithme utilise la relation (7.2.9) pour calculer (Y71 T9+1) toutes les
copies de routage et de la capacité de réserve doivent étre stockées. Ce qui risque de
saturer rapidement la mémoire méme pour de petits réseaux. Pour éviter de garder
toutes ces copies en mémoire nous utilisons la technique suivante.

Comme v/ + Av/ = (X7, Z7) + A(y’, ), la projection de cette égalité sur A~ donne

la relation suivante:
A(YTHL ity (X9 20y = AV T — (w(0) .. u(n)  us). (7.2.11)

Pour tout e € {1,...,n}, le vecteur Ay/Tl(e) — x/*'(e) (resp At'Fi(e) — 2/ (e) )
s'exprime en fonction de I'itéré précédent y/(e) (resp t/(e)) et de la solution courante
wi(e) (resp ui(e)).

A chaque résolution d’un sous-probleme (7.2.8), 'algorithme garde alors en mémoire
les vecteurs Ay/t1(e)—x/T1(e) et At/F1(e)—2z/ 1 (e) calculés grace a la relation (7.2.11).
A la fin de I’étape proximale I’algorithme calcule les valeurs des projetés sur A, 2771 (e)
et 2/t1(e) (7.2.10), et peut déduire les valeurs des projetés sur A~ y/Tl(e) et 7+ (e).

Au lieu de garder tout le vecteur des copies en mémoire [(n — 1) ou (n + 1) fois la
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taille d’une copie], 'algorithme conserve la moyenne des copies de 'itéré précédent.
Ce qui permet d’utiliser les mémes tableaux pour la résolution des sous-problemes
(7.2.8). Pour plus de détails sur I'implémentation de cette étape et de gestion de la

base de données nous renvoyons le lecteur a I’annexe de ce mémoire.

7.2.2 Etape proximale (a)

En observant le sous-probleme (7.2.7), nous remarquons que, grace a l’absence des
contraintes de capacité nominale, nous n’avons plus de couplage entre les flots. Nous
rappelons que la disparition de ces contraintes couplantes est liée a notre choix de la
gestion de la capacité pour le reroutage (voir chapitre précédent).

Le sous-probleme (7.2.7) peut donc étre considéré comme K problemes indépendants
de flot simple. De plus, a tout flot &k, nous associons un probleme quadratique avec
une seule contrainte linéaire et des contraintes de positivité. La résolution de ce
dernier est tres spécifique [66]. Pour I'exposer, nous allons considérer une version
simplifiée des problemes de flots simples pris dans (7.2.7) en omettant les indices de

flots k, d’itération j et de copie (0). Il s’agit alors de :

1
Min_ CTu + — | THQ;

uEIR 2A
o = 1 (@) (7.2.12)
u >0, (v)

ou « est le multiplicateur associé a la contrainte de routage, w est le vecteur ligne
unité de taille m, CT = Tl et T = (2 + Ay).
D’apres le théoreme de Kuhn-Tucker [84], u est solution de (7.2.12) si et seulement si

il existe des multiplicateurs « et v tels que pour tout 7 € {1,...,m} :

Aa + U; + ACZ' — fi = Avi,
0, (7.2.13)

U;U; = 0.

v

Uy

En posant

ui(a) = max(—Aa+ T, — Ae;, 0), . )
T; 2.14
X?O)v

les conditions de Kuhn-Tucker (7.2.13) sont satisfaites pour v = u(«) et v = v(a) et

vi(a) = max(a+e¢ —

nous avons u > 0. Il suffit alors de trouver la valeur de o* pour laquelle wu(a™) = r
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m
et nous obtenons la solution. La fonction wu(a) = > u;(a) est décroissante, linéaire
=1
par morceaux et atteint des valeurs négatives.
. T ,
Supposons que les composantes du vecteur & = Ae sont ordonnées dans 'ordre
croissant 71 < @9 < -+ < 7,,. Les valeurs de o qui délimitent les morceaux linéaires
m
de la fonction Z ui(@) sont &1, &g, ..., Im.
=1
Pour [ € {1,...,m}, nous avons
m m
Douil¥) = Y (—AB 4T = ACY).
=1 i=[+1

Puisque wu(a*) = r, pour tout & < o, nous avons u(a*) = 0et > (—Az +7T; —

i=[+1
ACZ) >r.
Pour [, solution de
[, .= Max [
le{l,...m}
(7.2.15)
R
> Z.
m — |
Le multiplicateur solution o* doit vérifier :
Y (A" 4T —ACy) =, (7.2.16)
li+1

7.2.3 Etape proximale (b)

La deuxieme phase de 1’étape proximale est consacrée aux n problemes (7.2.8). Pour

toute panne e, la résolution de ce probleme donne la ¢®M¢

copie du routage u(e) et
le reroutage des demandes créées par la panne e, u°.

Les sous-problemes (7.2.8) ont une structure tres particuliere. La matrice de con-
traintes associée a une panne e est bloc-diagonale. De plus, chaque bloc correspond
a une seule contrainte linéaire : la contrainte de reroutage d’'un des flots. Cette

contrainte de reroutage n’a aucun sens si le flot k ne passe pas par ’arc e. Le sous-

probleme (7.2.8) a autant de contraintes de reroutage que de flot dans K°.
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Soit A° la matrice des contraintes associée a (7.2.8), nous avons alors

Ae,l
Ae,?

Ae,]&"

avec
—II*  we*) si Parc e porte le flot k
e p )

A%k = (7.2.17)
{ } sinon.

Pour tout k € K¢ les matrices de base possible B%* associées a la matrice A%* sont

définies par :

B = {1} si la variable basique est de reroutage et {—1} autrement.

Nous désignons par L(e) et Q(e) respectivement la partie linéaire et la partie quadra-

tique du critere du sous-probleme (7.2.8). Nous avons :

o L(e)= g[DTﬂe’k — %(Z(e) + At(e))I w4 [DT — %(Z(e) + At(e))u?
e Qe) = %(u(e),ue)TH(u(e),ue) avec

O n,) Ln°n®) é6(nn) |, (7.2.18)

ol

k=1
— O(i,1") et 1d(2,4") sont respectivement les matrices nulle et identité de taille

A

— L est une matrice symétrique d’ordre n® définie par :
L? = nombre d’arcs communs aux (“™M€ et M€ chemins de réserve.
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— ¢ est une matrice de taille n® x n définie par :
5T — (He,l .. He,]&" ) .

Nous résolvons les problemes découplés de I’étape proximale (b) (7.2.8) par une méth-
ode de gradient réduit.
Nous allons voir dans la suite que le nombre de ces sous-problemes peut étre inférieur

a n et que leur taille peut étre réduite.

7.2.4 Réduction du nombre de copies

Pour introduire notre stratégie de copies nous avons annoncé qu’il s’agit de copier
les variables couplantes autant de fois qu’elles sont susceptibles de coupler. Pourtant
la formulation (7.2.1) peut contenir des copies inutiles. Par exemple, les flots k qui
ne sont pas affectés par la panne e, n’ont pas besoin de copies x*(¢) de routage. Et
meéme si un flot k& est dans K¢, tous les chemins nominaux transportant & ne passent
pas forcément par e. Le flux qui est porté par ces chemins n’intervient pas dans le
couplage de f. (7.2.4) et sa copie est completement sans intérét (szh = 0). Une
autre situation qui doit étre prise en compte est le cas ou une panne d’arc e n’est pas
active. Autrement dit, ’arc ¢ ne porte aucun trafic nominal. Dans ce cas toutes les
copies associées a cette panne sont inutiles.

L’implémentation de cette méthode de décomposition tient compte de ces remarques.
En pratique nous ne copions que ce qui doit ’étre. Pour avoir une présentation plus
simple de I'algorithme, nous avons préféré garder la formulation (7.2.8) et remplacer
uniquement K par K°.

L’étape de projection est aussi concernée par ce changement, puisque le nombre de
copies n’est pas toujours égal a (n 4 1) pour le routage et (n — 1) pour la capacité
de réserve. Pour le routage le calcul de la moyenne dépend du nombre de copies du
chemin correspondant a chaque composante.

Nous distinguons entre ’ensemble des arcs du graphe £ et 'ensemble des pannes
actives que nous notons P. Nous copions |P| fois la capacité des arcs de £/Pet
|P| — 1 fois celle des arcs de P. Le vecteur prix unitaire D est par conséquent défini

par :
d;

D= ——.
[Pl —oF

(7.2.19)
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P lsizeP | .
avec 0; = 0. L’ensemble des pannes actives P peut changer au cours des
sinon.

itérations externes suite a une nouvelle génération (ou élimination) de chemins. Par
conséquent, d’apres (7.2.19), le coit unitaire des copies utiles D; change en fonction
de I'itération majeure. Un chemin dans le réseau de réserve peut avoir alors différents

prix au cours de la résolution de PSG. Pour des raisons pratiques, nous préférons

supposer D; toujours égal a , modifier I’étape de projection et gérer les copies

inutiles comme suit. Pour tout ¢’ ¢ P,
j+1 AN |7D| —41
@le) = 2cep ui(e)i
P

siz e P,
(7.2.20)
sit ¢ P,

ot les autres copies u/(e) ¢ € P sont évidemment obtenues par résolution des sous-
problemes (7.2.8). L’implémentation de cet algorithme et le choix de la base de

données tiennent compte de tous ces changements.

7.2.5 Conclusion

Cette stratégie nous a permis de décomposer le probleme en (n + 1) sous-problemes
simples a résoudre.
Dans la suite nous considérons une deuxieme stratégie obtenue en gardant les con-

traintes de routage et en partageant le prix nominal entre les copies du routage.

7.3 Deuxieme stratégie de décomposition (DP2)

Dans cette deuxieme stratégie de décomposition, nous copions uniformément le routage.
Toute copie x(e) du routage est maintenant associée & une panne e et satisfait la con-
trainte de routage (6.2.4.i.k), en plus des contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k). Il n’y
aura donc plus de copie principale. Le coiit unitaire d’un chemin nominal ¢ € I*,
cI'TI%, est réparti uniformément entre les copies z¥(e) du flux qu’il porte. Les copies
de la capacité de réserve z(e) sont gérées comme dans DP1.

Cette section est organisée comme suit. D’abord nous formulons le PSG en suiv-
ant cette nouvelle stratégie. Ensuite nous spécialisons I’algorithme de décomposition
proximale a cette nouvelle formulation de PSG. Enfin nous expliquons comment nous

pouvons réduire le nombre de copies et donc la taille du probleme avec copies.
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Les figures 7.3.1 et 7.3.2 résument les transformations de la matrice des contraintes

par cette deuxieme stratégie dans le cas d’un probleme de sécurisation a deux pannes.

pannel panne2 capacite
routage de
reroutage reroutage reserve

Figure 7.3.1: Matrice des contraintes d’un probleme a deux pannes

panne 1 panne 2
capacite capacite
routage reroutage de routage reroutage de
reserve reserve

® o @ e

Figure 7.3.2: Matrice des contraintes du probleme avec copies

Nous précisons que la matrice de la figure 7.3.2 ne tient pas compte des contraintes

d’égalité des copies.
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7.3.1 Formulation du probleme avec copies

En suivant cette nouvelle stratégie de copies, nous obtenons la formulation suivante:

ol

) Min
o1(1), 2K (n),510 oo™ F 5(1),0,2(n) —1

K

$6’0 T Z He,kxe,k _ Aez(e),
k=1

1’6’0 Z 07

z(e) > 0,

ee l
whk(e) = rk,

ek Wk ok = H’;xk(e),
z¥(e) >0,

~~

e poure=1,---.n,

— t(e) est la variable duale a la eé

me

n K n
Z cr Z Hkxk(e) + Z DTAez(e);
k=1

e=1

(A9)

(7.3.1)

S
=
N

copie de la capacité de réserve.

— s*(e) est la variable duale a la copie du routage de la demande k, z%(e)

pour k € K.

— aFf est le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte de routage

€

satisfaite par x*(e).

copies du routage.

e y = (y(l),---,9(n)) est le multiplicateur associé a la contrainte d’égalité des
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o i = ({(1),---,1(n)) est le multiplicateur associé & la contrainte d’égalité des

copies de capacité de réserve.

Le reste des multiplicateurs joue le méme role que dans la formulation (6.2.4).
Contrairement a la formulation (7.2.1) de PSG, dans (7.3.1) nous avons un seul type

de sous-problemes. Nous pouvons écrire la formulation (7.3.1) comme suit :

n

Min > fela(e), a®, z(e));

2(1),nm(n) 10 oz K 2(1),00,2(n)

(7.3.2)

avec
K R
$6’0 T Z He,kxe,k _ Aez(e),
k=1
1’6’0 Z 07
X z(e) > 0,
. cT Z Hkxk(e) + DTAez(e) si
fe(z(e), 2% 2(e)) = k=1 whak(e) = r*,
we,kxe,k — Hl;xk(e)7
kel
H(e) 20,
xe,k Z 07
400 sinon.

(7.3.3)
Comme dans le cas de la premiere stratégie de décomposition (7.2.2), les fonctions f.
sont indépendantes.
Nous désignons encore par X° le vecteur des copies du routage qui est dans ce cas
(z(1),--+,x(n)) et appartient a IR™*"™. Suite a ce changement, 'espace vectoriel H

et le sous-espace réalisable A sont dans le cas de (7.3.2) définis par :

2

o H=RM" x Rt x R",

e A={(X,Z)eH; 2(1)=---=z(n)et z(1)=---=z(n)}.

e, X ,.e,0
? 7$7)

Nous précisons que les vecteurs de reroutage X¢ = (z%',--- et de copie

de capacité de réserve Z = (z(1),---,z(n)) ont les mémes dimensions que dans la
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premiere stratégie (7.2.2). Toutes les remarques faites pour (7.2.2) concernant ces
variables restent valables pour la formulation (7.3.2).

Ce qui differe (7.3.2) de (7.2.2) est le fait que toutes les copies du routage satisfont
des contraintes de routage et portent un prix. Pour résoudre le programme maitre,
I’algorithme que nous proposons dans cette partie applique la méthode de décom-
position proximale a (7.3.1). L’algorithme ADP alterne des étapes proximales et
des étapes de projection jusqu’a l'obtention d’une solution. Ces deux étapes sont

détaillées dans la suite.

7.3.2 Etape proximale

L’étape proximale (étape 2) de 'algorithme ADP, appliquée au cas du probleme
(7.3.2) consiste & trouver u/ définie par

, n 1 : :
wl = argmin 37 fou(e),u usfe)) + 5l — (X, 27 + AV TP

o f. est définie par (7.3.3) et les vecteurs (X, Z)? et (Y, T)’ sont respectivement les
projetés sur A et A~ obtenus a I’étape de projection précédente. La partie quadra-
tique rajoutée au critere n’affecte pas la séparabilité du critere.

L’algorithme résout alors pour toute panne e un probleme quadratique avec des con-

traintes de routage et de reroutage :

K . .
Min, 3 CTIH(e) 4+ —llut(e) — () + Ay (e)) |+

u(e),us 1

: 1 i , ,
DT(ue,O + Z?:l He,kue,k) + ﬁ”ue,o T Z He,kue,k o (Z](e) + At](e))HQ’
k=1

wkuk(e) = ukv (O/eg)
ek, ek _ 11k, K k
b e d WUt =1ee), (67) (7.3.4)
uk(e) >0,
xe,k Z 07

kK ub(e) >
F=(

ou K¢ représente toujours ’ensemble des flots affectés par la panne e et pour tout flot

k€ K, wk et ws* désignent encore les vecteurs lignes unités de tailles respectives n*
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et nk,

Le premier bloc de contraintes dans (7.3.4) met en jeu les variables associées aux flots
affectés par la panne. Il comporte pour chaque flot affecté une contrainte de routage,
une contrainte de reroutage et des contraintes de positivité.

Le deuxieme bloc de contraintes correspond aux autres flots ( non affectés par la
panne). Ces flots n’ont aucune importance par rapport a la panne e, puisqu’ils ne
doivent vérifier que des contraintes de routage et de positivité. Le reste des contraintes
de ce bloc (z%* = 0) provient du fait qu’aucun chemin nominal associé a ces flots ne
contient 'arc e (II* = 0). Comme dans ’étape proximale b (7.2.8) nous gardons
uniquement les copies des flots qui couplent PSG (6.2.4) et les contraintes qui leurs
sont associées. Autrement dit, nous éliminerons le deuxieme bloc de contraintes dans
(7.3.4) et les variables qui correspondent a tout flot k& ¢ K°.

Nous désignons par A" la matrice des contraintes associées au flot £ € K¢ en cas de
la ¢fme panne.

Nous avons:

Ak = ( ! O(l’"e’k)) (7.3.5)

Dans le cas ot le flot k est affecté par la panne e, les matrices de bases B®*

associées a la matrice A% sont définies par :

o si 'une des variables basiques est de reroutage, deux matrices de base sont

possibles:

10
— BoF = ( 1), si la variable basique de routage est associée a un chemin

(nominal) qui ne passe pas par l’arc en panne e.

A 10 )
- B9 = L , sinon.

11
e si les deux variables basiques sont de routage: B®* = (0 1).

Nous proposons de résoudre les n problemes découplés de 1’étape proximale (7.3.4)

par une méthode de gradient réduit comme pour 'étape proximale b (7.2.8) (voir
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Annexe).
Nous désignons par L(e) et Q(e) respectivement la partie linéaire et la partie quadra-

tique du critere de (7.3.4). Nous avons

PHs kz (CTI1 = (o) + A e+
ﬁ:[DTHe’k - %(Z(e) + At(e))IFu

k=1

(D7 — L (2(e) + M)

e Qe) = %(u(e),ue)TH(u(e),ue), avec H définie par (7.2.18).
Contrairement a la partie linéaire, la partie quadratique de (7.3.4) est exactement la
méme que celle de (7.2.8). Il faut tout de méme préciser que si nous ne tenons compte
que des copies utiles du routage (section précédente) dans les deux formulations (7.2.8)
et (7.3.4), le hessien H de la partie quadratique Q(e) aura une plus petite taille dans
le cas de la premiere stratégie de décomposition (7.2.8).

En effet, cette deuxieme stratégie (7.3.2) doit copier plus de variables de routage

Structure de la hessienne

Variables de reroutage

Variables d’ ecart
(dereserve)

Figure 7.3.3: Structure de la hessienne

que la premiere (7.2.2) a cause des contraintes de routage. Pour tout chemin nominal
associé a un flot £ € K¢, la copie du flux qu’il porte est utile et intervient au moins
dans la contrainte de routage. Autrement dit, méme si le chemin ¢ € I* ne passe pas
par 'arc e ((I1¥), = 0), si k € K¢ alors la copie z¥(¢) (qui était inutile dans (7.3.4))
est utile et peut étre méme nécessaire pour la contrainte de routage. Le nombre de

copies de z¥ ne dépend plus de la longueur du chemin comme dans (7.2.8) mais du
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nombre de pannes qui affectent le routage du flot k.
Mise a part cette différence, toute la partie concernant les copies de la capacité de
réserve discutée dans la premiere stratégie de décomposition reste valable dans le

cadre de cette nouvelle stratégie.

7.3.3 Etape de projection

L’étape de projection n’est autre qu'un calcul de moyenne. A la jéme étape de

projection, nous obtenons pour tout ¢ € {1,---,n} :
p#41(e) = ZemL )
n (7.3.6)
Zj+1(e) _ 2e=1 ui(e)7
n—1

si ’algorithme ne tient pas compte de la réduction du nombre de copies décrite dans
le paragraphe précédent.

Dans notre implémentation de cette stratégie, tout comme la premiere, nous ne co-
pions que les variables susceptibles de coupler. Le vecteur Z/T = (2/T(¢'))ogp est
définie comme dans le cas de PD1 par (7.2.20). Le vecteur X9 = (27(1),-+-,2(n))
est évidemment défini autrement que dans DP1.

Pour tout flot k& € K, soit £* I'ensemble des pannes qui affectent le flot k. Pour tout
e € P et tout flot £ € K, nous avons alors

i S eek u(€)
x +1(e) = €|€57k| (7.3.7)

Les vecteurs Y/t! et T9+! sont déduits grace a la relation (7.2.11). Toutes les remar-
ques concernant 'optimisation de la place mémoire occupée par les copies et leurs
projetés effectuées dans le cas de DP1 restent encore valables pour DP2.

Remarque 7.3.1. La répartition du prix unitaire nominal ¢ sur les copies du routage
dépend ici du flot. En effet, a chaque flot k, la formulation (7.3.4) copie |£*| fois le

vecteur z¥. Puisque la répartition du cofit est uniforme, nous attribuons C* a toute

copie de z¥ comme prix unitaire :

CF = —. (7.3.8)
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Pour les mémes raisons citées pour DP1, le colt unitaire des copies de capacité de
réserve reste égale a D = — (voir paragraphe 7.2.4). Nous rappelons que nous
avons préféré garder ce cout unitaire pour pouvoir retrouver les coiits des chemins
de réserve sans devoir les calculer a chaque itération majeure. Cette remarque est
importante pour 'implémentation des deux algorithmes présentés dans ce chapitre et
la gestion de la base de données.

Pour ne pas encombrer la place mémoire avec les données du probleme, nous codons
tous les chemins générés de facon quun vecteur de IR* soit remplacé par un scalaire.
Ce qui facilite le stockage de ces chemins mais les rend inaccessibles sans décodage.
Pour ne pas devoir décoder les chemins a chaque fois que l'algorithme s’en sert,
nous gardons toutes les informations nécessaires (cotit nominal, de réserve, longueur,
pannes 'affectant, code) qui les concernent et nous choisissons un modele qui permet
une mise a jour facile de toutes ces informations. D’ou le choix du cott D des copies
de la capacité de réserve.

Si le cout D était défini par (7.2.19), un arc du réseau de réserve aurait pu ne pas
avoir le méme prix unitaire au cours de I’algorithme. En effet, en choisissant ) comme
dans (7.2.19), sa valeur dépendra de P’ et de son cardinal. Le sous-ensemble P’ peut
changer apres la génération des chemins nominaux et par conséquent les cotits des
chemins de réserve aussi. Contrairement aux chemins nominaux ou les nouveaux ]S(;ﬁts
des chemins nominaux peuvent se déduire des anciens (multiplication par (ljf_!_w),
les nouveaux couts des chemins de réserve ne sont pas évidents a calculer a partir des

anciens.

7.3.4 Avantages et inconvénients de la deuxieme stratégie de
décomposition

Le seul inconvénient de cette stratégie est 'importance du nombre de variables et

de contraintes par rapport a la premiere. Les variables supplémentaires sont dues
k

aux copies z¥(e) pour k € K¢ et i tel que II¥ = 0. Le nombre de contraintes dans
(7.3.4) est le double de celui dans (7.2.8). L’augmentation du nombre de variables
et le dédoublement du nombre de contraintes peuvent présenter des inconvénients.
Mais cette stratégie présente aussi des avantages par rapport a la premiere, comme
la réalisabilité des copies du routage. Les problemes quadratiques (7.3.4) résolus a

I’étape proximale sont plus grands que (7.2.8) mais nous espérons que DP2 convergera
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plus rapidement que DP1. Intuitivement, elle devrait étre plus stable car toutes les

copies sont soumises aux contraintes de routage.

7.4 Génération de chemins et garanties d’optimalité

Le probleme maitre de PSG (6.2.6) peut étre résolu par I’algorithme DP1 en suivant la
premiere stratégie de décomposition ou par I’algorithme DP2 en suivant la deuxieme.
Nous rappelons que le probleme maitre consiste en un probleme de sécurisation globale
restreint a des sous-ensembles de chemins nominaux et de réserve. Pour générer de
nouveaux chemins, a chaque itération externe ’algorithme appelle des programmes
satellites (appelés aussi oracles) qui calculent pour tout flot & un plus court chemin
nominal et des plus courts chemins de réserve associés aux pannes qui |'affectent.
Les couts unitaires associés a chaque programme satellite sont donnés par la solution
duale du programme maitre. Nous utilisons I'algorithme de Dijkstra pour résoudre
ces problemes de plus courts chemins.

Ce schéma algorithmique utilisant la méthode de génération de colonnes et calculant
les estimations inférieures et supérieures de la valeur optimale a été largement discuté
au chapitre précédent. Nous nous contentons ici de ’appliquer aux deux algorithmes
proposés DP1 et DP2. Puisque la résolution du programme maitre (6.2.6) peut ne
pas étre exacte (ne fournit pas forcément une estimation supérieure) nous proposons a
la fin de cette section une méthode de calcul de I'estimation supérieure valable méme

pour les itérations internes de DP1 et DP2.

7.4.1 Calcul des multiplicateurs

Les formulations (7.2.1) et (7.3.2) de PSG sont équivalentes a (6.2.4). Ce n’est pas
par hasard que des variables duales de ces formulations portent les mémes notations
mais c’est parce qu’elles désignent les mémes variables. Nous allons le justifier pour
les multiplicateurs o, 8% et A°. Pour toute panne e le vecteur A\® est la variable
duale au vecteur capacité résiduelle de réserve z%° et ceci dans les trois formulations
(6.2.4),(7.2.1) et (7.3.2). A l'optimalité nous avons alors le méme A°. En dérivant les
trois fonctions Lagrangiennes [, I' et [* associées respectivement a (6.2.4),(7.2.1) et

(7.3.2) nous obtenons (6.2.5.e.k.ii). Pour une méme solution optimale nous déduisons
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que nous avons les mémes multiplicateurs ;.

k

Pour les multiplicateurs o* nous allons considérer chaque stratégie de décomposition

séparément. Nous commengons par (7.2.1).

DP1

Apres la dérivation du Lagrangien ' associé a (7.2.1) par rapport aux copies du flot

k, nous obtenons :

() I e+ W ok + y¥(0) = 5%(0), (T.4.1)
e € & (edi) —TIEAE+y4(e) = sH(e), .
[’addition des équations de (7.4.1) donne :
T et Wt o — T 3% £ S04 6) = 3 s (0). (7.4.2)
=0 =0

Puisque Y € A7 a 'optimum, nous avons

y*(i) = O(n",1).
=0
[’équation (7.4.2) est alors équivalente a (6.2.5.k.i). Par conséquent, of désigne la

méme variable dans (7.2.1) et (6.2.4).

DP2

La deuxieme stratégie de décomposition (7.3.1) copie les contraintes de routage et
k

associe a chaque copie un multiplicateur «. Nous allons montrer le lien entre ces
multiplicateurs et ceux de la formulations (6.2.4).
Apres dérivation de [ par rapport au copies du routage pour tout flot £ et toute panne

e € €, nous obtenons :

I O + y*(e) + af — TT%. 8% = s¥(e), (7.4.3)

En sommant sur e € £* les équations (7.4.3) pour un flot k& donné, nous obtenons
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Hch + Zi: o/; — HkTﬂk + Zi: yk(e) = Z Sk(e). (7.4.4)

En comparant (7.4.4) avec (6.2.5.k.i), grace a I'unicité des multiplicateurs (associés a

une solution), nous avons :

ofF =>"ak (7.4.5)

Calcul de )¢

Les algorithmes DP1 et DP2 ne calculent pas les multiplicateurs A\¢, e € {1,---,n}.
A chaque étape proximale I'algorithme DP1 (resp DP2) résout les sous-problemes
(7.2.8) (resp (7.3.4)) par un algorithme de gradient réduit. Les multiplicateurs A\° ne
sont pas explicitement calculés par I'algorithme, puisque nous avons éliminé les con-
traintes de capacité de réserve. Nous rappelons que A\ est la variable duale associée
a la capacité résiduelle de réserve x“? a I'optimalité (6.2.5).

Pour tout e € {1,--+,n} nous introduisons les fonctions Lagragiennes [*(e) et [*(e)
respectivement associées aux sous-problemes (7.2.8) et (7.3.4). En dérivant ces fonc-
tions par rapport a la capacité résiduelle de la copie de la capacité de réserve u®°
nous obtenons :

D+ (1/A)(u.(e) — 2(e) — At(e)) — 50, (7.4.6)

ot $°Y est la variable duale & u®°.

Grace a 'unicité des multiplicateurs a ’optimum nous avons :

A= D+ t(e) (7.4.7)

7.4.2 Garanties d’optimalité

Au chapitre précédent nous avons exposé une méthode de calcul d’une estimation
inférieure de la valeur optimale de PSG (6.2.4). Nous avons également intégré une
méthode de perturbation des multiplicateurs pour calculer cette estimation. Toute la
partie concernant le calcul de I’estimation inférieure reste valable pour les algorithmes

présentés dans ce chapitre. Pour toute panne e, la valeur de A® est donnée par (7.4.7).
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Cependant, si le programme maitre DP1 ou DP2 ne fournit qu’une solution approchée,

nous pouvons déduire la valeur de A® a partir de (7.4.6) :
A =D+ (1/AN)(u(e) — z(e) — At(e)).

La solution du programme maitre (6.2.6) fournit une estimation supérieure a la valeur
optimale du PSG (6.2.4). Mais si cette solution est approchée elle peut ne pas étre
réalisable pour le PSG (6.2.4).

A chaque itération de DP1 et DP2, il est possible de calculer un point réalisable pour
le PSG. 1l suffit de considérer un routage réalisable & = (&',---,2") [vérifiant les
contraintes (6.2.4.i.k) et (6.2.4.ii.k)], et de calculer la capacité de réserve qui assure

sa survie en cas de toute panne d’arc :

Min  dz;
1’170,“',1’"7]‘ \2

K
$6’0 T Z He,kxe,k — A627

k=1 748
CEPN wekgek Z TGk, k= 1,000 K, (7.48)

2 >0, k=0, K,

z > 0.

Le probleme (7.4.8) a été traité dans [86, 39].

La solution de ce probleme donne une bonne estimation supérieure mais elle est tres
couteuse. Nous devons faire un compromis entre la qualité de 'estimation et la
difficulté de son calcul.

Nous avons choisi de calculer a chaque itération interne de DP1 et DP2 un point
réalisable au probleme (7.4.8). Ce point peut étre calculé avec un algorithme inspiré
de DP1 et DP2. 1l s’agit de résoudre les |P| problemes suivants :

Min  DTx(e) + (1/24)]2(e) — (e

ze0 7...7176,]\"72(6)

K
$6’0 T Z He,kxe,k — 2(6)7

k=1 (7.4.9)
wekgek =115 b =1,--- K,
%" >0, k=0,---, K,
z(e) > 0,

ol

o 2/ est la capacité de réserve calculée a la l'itération j,
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e et @ dépend de la décomposition choisie (DP1 ou DP2). En effet, nous choisis-

k

sons ° comme suit :

k { :z:kj(()), la copie principale dans le cas de DP1.
T

:L'kj(l) == :L'kj(n), le routage moyen dans le cas de DP2.

(7.4.10)

Nous pouvons résoudre les problemes (7.4.9) par la méthode du gradient réduit. Le
facteur A peut étre différent de celui de ’étape proximale de DP1 et de DP2.
Le cout de la capacité z définie par : z; = max.(z;(e)) pour ¢« = 1.--- n est une

estimation supérieure de PSG (6.2.4).

7.5 Validation de DP1 et DP2

Nous avons validé les algorithmes DP1 et DP2 sur de petits problemes générés aléa-
toirement. L’intérét de cette section est d’avoir une idée sur le comportement des al-
gorithmes. Nous étudions numériquement 'influence des parametres des algorithmes
DP1 et DP2 sur leurs convergences.

Les parametres qui nous intéressent sont :
1. le nombre maximal d’itérations internes que nous notons maxiter,
2. le parametre de la décomposition proximale A,
3. le facteur de relaxation p.

L’influence de ces parametres va étre étudiée en utilisant I’algorithme DP1. Nous ne
reportons que les résultats obtenus avec un réseau complet a 6 nceuds (15 arcs et 15
demandes). Nous avons trouvé ces résultats plus représentatifs.

Nous finirons cette section par une comparaison de DP1 et DP2 sur trois problemes

générés aléatoirement.

7.5.1 Influence du nombre maximal d’itérations mineures

Dans un premier temps nous prenons maxiter = 100. Nous obtenons alors la fi-
gure (7.5.4) qui représente la variation des estimations supérieure et inférieure. Nous

précisons que le facteur de relaxation p et le parametre A gardent 1 comme valeur.
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variation des estimations (p=6)*
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Figure 7.5.4: p=6, n =15 K =15 et maxiter = 100

Chaque pic dans la courbe des estimations supérieures correspond a une nouvelle

itération majeure, donc a un nouveau programme maitre avec plus de chemins.

La figure (7.5.5) correspond au cas ou maxiter = 10.

variation des estimations (p=6)
300 T T T
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=}
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valeurs des estimations
=
v
<]
T

=

o

S
T

=

I
200 300 400
iteration

500

600

Figure 7.5.5: p =6, n =15 K =15 et maxiter = 10

Nous remarquons que la courbe des estimations supérieures est en dents de scie

et garde presque la méme erreur pendant les 450 dernieres itérations. En limitant le

nombre d’itérations internes a 10 ’algorithme génere plus de chemins et résout alors

de plus grands programmes maitres.

Pendant les premieres itérations internes, le choix qui semble étre le plus efficace est

maxiter = 10 (Figure 7.5.5). Mais la précision atteinte par la valeur maziter = 100

est plus petite que celle obtenue avec maxiter = 10 (Figure 7.5.4).
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Il serait peut étre plus judicieux de limiter le nombre d’itérations internes aux pre-
mieres itérations externes et d’étre ensuite plus exigent pour la précision vers les
dernieres itérations. Sur la Figure 7.5.6, ’évolution des écarts relatifs (le rapport de
I’écart entre les deux estimations sur I'estimation supérieure) dans les deux cas est
plus visible. La courbe qui a la plus grande pente décrit I’écart relatif du cas ou

maziter = 10.

Influence du nombre d'iterations internes

ecart relatif
o
o

! ! ! ! !
0 100 200 300 400 500 600
iteration

Figure 7.5.6: p =6, n = 15 K = 15, maxiter € {10,100}

7.5.2 Influence du parametre de la méthode de décomposi-

tion proximale

Le résultat énoncé dans [91] concerne uniquement les opérateurs fortement monotones
(La valeur optimale de A est I'inverse du coefficient de Lipschitz). En dehors de ce
contexte nous devons utiliser des heuristiques pour choisir une valeur de A qui accélere
la convergence. Eckstein dans [35] s’est intéressé a I'influence du choix du parametre
de la méthode des directions alternées dans le cas de 'optimisation linéaire. D’apres
ses résultats numériques, ’algorithme est plus efficace pour A = 8¢5, OU €y est la
composante maximale du coiit unitaire et § est un réel pris entre 1/10 et 1/3.

Intuitivement la valeur de A doit dépendre du vecteur cott unitaire. Ouorou dans

[110] a considéré le méme choix que Eckstein pour 6 € [0.1,0.6].

Pour P'algorithme DP1 le coit unitaire est le vecteur D = . Nous avons alors

max{d;, ¢ € {1,---,n}}

n—1

n —

cmax -
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Dans le cas de DP2, la valeur de ¢,,,, dépendra de I'itération majeure. En effet le cott
unitaire C' associé aux copies de routage (7.3.8) dépend du nombre des ensembles £
qui peuvent changer apres génération de nouveaux chemins. A chaque itération ma-
jeure nous calculons ¢, = max[max{D;, i € {1,---,n},max{Cyi € {1,---,n,}].
Nous considérons un réseau de 30 nceuds et 30 arcs et traversé par 30 flots. Les deux
courbes de la figure (7.5.7) représentent la variation de I’écart relatif au cours des
itérations internes.

L’algorithme est beaucoup plus rapide pour A = 20. Il converge apres 15 itérations

mineures contre 85 itérations pour A = 1.

Influence du facteur Lambda (p=30)
T T T T

ecart relatif
o
o

. . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
iteration

Figure 7.5.7: p=30, n =30 K =30 et A € {1,20}

La courbe de la Figure 7.5.8 montre I'influence de la valeur de A sur le nombre
d’itérations que nécessite l'algorithme PD1 pour résoudre un probleme de graphe

complet a 6 neeuds (15 flots et 15 arcs).
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nombre d'iterations globales

variation du nombre d'iterations globales
10 T

1071

10 . . . . .
107 10° 107 10° 10" 10 10
Lambda

Figure 7.5.8: p=6, n =15 K =15et A € {1072 ..., 10}

Pour A = 1072 et 10° nous avons arrété le programme a cause de sa lenteur.

7.5.3 Influence du facteur de relaxation

Nous rappelons que le facteur de relaxation p appartient a ]0, 2[. Considérons le méme

réseau complet & 6 nceuds( 15 arcs et 15 flots). La figure (7.5.9) représente le nombre

d’itérations internes en fonction de p.

Figure 7.5.9: p =6,

nombre d'iterations

n

variation de I'ecart relatif(p=6,lambda=10, maxiter=100)
T T T T T

1600

1400

1200+

-
o
S
=)

800+

600+

400 L L L L L L L
0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15

ro

= 15 K = 15, maxiter = 100, fac =10 et p € {0.75,1,1.5}

D’apres la courbe de la figure (7.5.9), il semblerait que la valeur la plus judicieuse

de p est 1. Il faudrait plusieurs tests pour confirmer que ce choix est le meilleur.
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7.5.4 Comparaison entre DP1 et DP2

Le choix du sous espace A est tres important. La comparaison des deux algorithmes
DP1 et DP2 montre I'influence de ce choix sur la vitesse de convergence de la méthode
de décomposition proximale.

L’algorithme DP2 met en jeu plus de variables, soumises au double des contraintes que
dans DP1. Mais les essais numériques montrent que ’algorithme DP2 est extréme-
ment plus rapide que DP1. Ce résultat n’est pas surprenant et il est méme prévisible.
En effet dans DP1 la seule copie de routage qui satisfait les contraintes de routage
est la copie principale. Par conséquent, a 1’étape proximale (7.2.8) , I'algorithme DP1
reroute des routages non réalisables (pour la contrainte de routage).

Les résultats numériques illustrés dans les figures (7.5.10), (7.5.11) et (7.5.12) confir-

ment la supériorité numérique de la deuxieme stratégie de décomposition (DP2).

Variation logaritmique de I'ecart relatif (p=4, n=6, K=6)
T T T

Logarithme de I'ecart relatif

IRy
N
| |

. . . .
50 100 150 200 250
nombre d'iterations

Figure 7.5.10: p=4, n=6 K =6, A=1let p=1
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Variation logaritmique de I'ecart relatif (p=5, n=10, K=10)
T T T T T T

S

Logarithme de I'ecart relatif

\r V WW m | ‘m

‘ NN

. . . . . . . .
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
nombre d'iterations

Figure 7.5.11: p=5, n=10 K =10, A =1letp=1

Variation logaritmique de I'ecart relatif (p=6, n=15, K=15)
T T T T

Logarithme de I'ecart relatif
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= ol
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—
—
—
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. . . . .
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Nombre d'iterations

Figure 7.5.12: p=6, n=10 K =15, A =1letp=1

7.5.5 Conclusion

Dans le but d’améliorer ’algorithme de résolution de probleme de sécurisation glob-
ale nous avons étudié numériquement 'influence de la variation des parametres de
I’algorithme de décomposition proximale (A, p), ainsi que le nombre maximal d’itérations
internes (maxziter). Nous avons observé I'importance du parametre de 1’algorithme
de décomposition proximale A ainsi que le nombre maxiter. I’algorithme DP2 a

donné de meilleurs résultats que l'algorithme DP1.



8. Sécurisation par une méthode

de points intérieurs

8.1 Introduction

L’usage de méthodes de points intérieurs de type prédicteur-correcteur permet la ré-
solution de problemes de multiflots en exploitant la structure de décomposition du
probleme, et se montre numériquement robuste.

[’étude exposée dans ce chapitre est inspirée de I'algorithme (APF) proposé pour la
résolution du probleme de routage (chapitre 4).

Suivant le méme principe de décomposition nous adaptons 'algorithme pour résoudre
le probleme de sécurisation globale. Comme dans le cas du probleme de routage nous
optons pour une spécialisation de la méthode prédicteur-correcteur a PSG.

Nous commencons par observer la structure du systeme de déplacement de Newton
que 'algorithme prédicteur-correcteur doit résoudre aux étapes affine et de centrali-
sation et ceci a chaque itération.

La résolution de ces systemes constitue la partie la plus cotiteuse de 'algorithme.
Un algorithme efficace doit donc exploiter la structure de ces systemes. En utilisant
une technique de décomposition-coordination au niveau du calcul du systeme de dé-
placement de Newton, nous obtenons un systeme réduit dont la résolution découple
le systeme en plusieurs sous-systemes indépendants de plus petite taille.

L’étude de complexité de cette méthode de décomposition nous amene a distinguer
deux types de problemes de sécurisation. Le premier type est caractérisé par un
graphe complet. Dans ce cas, la décomposition est inutile puisque nous obtenons le
méme ordre de complexité (O(n®)) avec la méthode directe, ott n est le nombre d’arcs
du graphe. En plus la méthode directe a une matrice d’incidence creuse.

Le deuxieme type de probleme est caractérisé par un graphe tres peu maillé. La
complexité de calcul du systeme de Newton dans la méthode directe peut, dans ce
cas, étre de 'ordre de n¥. Par contre la méthode avec décomposition garde le méme

ordre de complexité (n°).
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Pour trancher entre ces deux méthodes, il suffit donc de connaitre la densité du graphe.

Rappelons la formulation de PSG

K
. T L -
9017~~~,x1",hx/£11r7l...7xe,1(72c kZ:lW "+ d z;
k. .k k .
ke{l,---,K} whet =1t ()
ak > 0, (3’“)
Zﬂ'ek e,k A eZ, ()\e) (811)
i 07 (s9)
ek ek k k k
ke{l, -, K} W = ghak o (BF)
&k > 0, (Se’k)‘
o (1)

ol

o A, est la matrice diagonale d’ordre n définie par :
A, = diag(1l — é.), avec 6. est un vecteur de IR" qui a toutes ses composantes

nulles en excluant la ™€ qui vaut 1.

o WF : vecteur ligne unité de taille n*,

ek

o W% : vecteur ligne unité de taille n®*.

8.2 Une approche par décomposition d’une méth-

ode de points intérieurs

Comme dans [15] nous utilisons la méthode prédicteur-correcteur introduite par Mizuno,
Todd et Ye dans [102]. Nous nous intéressons a la version de grands voisinages non
réalisable [15]. La méthode prédicteur-correcteur a 'avantage de posséder a la fois
une complexité en O(y/nL) (en nombre d’itérations dans le cas réalisable) et une
convergence quadratique [16]. Elle consiste a alterner des pas de centralisation, de
fagons a se rapprocher de la trajectoire centrale et les pas affines (les plus grands pas
permettant de rester dans le grand voisinage). La méthode prédicteur-correcteur suit

la trajectoire centrale associée a (8.1.1) :
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z"s ul,
k .k k
w'r=r
kell,--- K ;
{ ’ ’ } 7TkTC—|—uj Tak k ﬂk28k7
erSSO_IM:L
eO_I_Zﬂ_ek e,k AZ,
)\e:Se,O7
ec B{ x50 >0, (8.2.1)
e,kse,k_lul
ek ek_ﬂ_kxk
ke
ek ﬂf_l_ﬂ_ek A6 = &
& ekZO
tz = pl,
d—> AT\ =1,
e=1
z,t >0,

A chaque itération, 'algorithme prédicteur-correcteur résout deux systemes de dé-

placement de Newton :

xFok + sfu

k:O7

k:fk,

T T ok
Oph — T bgp = V",

eO_I_Zﬂ_ekue,k:
—ZA Ore =1,

ol

o (uF,vF 6k, 84:) est le vecteur déplacement de (2,

A6,

ke K (1.k)

wokpek L gekyek — fek
wekyek = rhyk, keKe(Il.ek)
ee kv we’kT(Sﬁg + 7T6’kT5/\e = pok .
20pe0 4 00ye0 = fe0 } (I110) (8.2.2)
Oye = 00,
z26; + t5 =g,

(1V)

sk a¥ B¥), pour tout k € K,
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o (u“F o) est le vecteur de déplacement associé a (%%, s%¥), pour tout ¢ € E
et k€ K°,
o 0)e est le déplacement associé au multiplicateur A, pour tout ¢ € F,

(6, 06:) est le vecteur de déplacement associé a (z,1),

fF.fok fe9 et ¢ dépendent de la nature des pas calculés.

Nous avons
fi,l _ _xi,lsi,l T (7 _ 1),“ 17

pour tout 7 € {0,---,n} et l € {0,---, K} et de méme

g=—zt+(1—=79)pl

Le parametre v prend les valeurs 0 et 1 pour calculer respectivement le pas

affine et le pas de centralisation.

Le systeme (8.2.2) peut atteindre une tres grande taille méme pour de petits réseaux.

Nous nous inspirons de [15] et proposons un schéma de décomposition analogue.

8.2.1 Schéma de décomposition du systeme de déplacement

de Newton

Il s’agit alors de sélectionner un sous-systeme de (8.2.2), que nous appellerons aussi le
systéme réduit, dont la résolution découple les autres sous-systemes de (8.2.2). Nous
rappelons que pour le probleme de routage le systeme réduit correspond aux con-
traintes de capacité et les variables couplantes ne sont autres que les déplacements
des multiplicateurs associés a ces contraintes. Par analogie, nous pouvons déduire
que le systeme réduit est, dans ce cas, formé par toutes les contraintes de capacité de
réserve. Les variables couplantes sont alors les déplacements des multiplicateurs 0ye
pour € € &,.

Les K sous-systemes (8.2.2.1) correspondent au routage dans le réseau nominal. Pour
chaque flot k, si la valeur sx était donnée, le sous-systeme (8.2.2.1) ne serait autre
qu’un systeme de déplacement de Newton correspondant a un probleme de flot sim-
ple avec un vecteur coiit unitaire égal a —dégx. Le nombre de sous-systemes de type

(8.2.2.1.e.k) dépend du nombre de couples panne-flot affecté. Au pire des cas ce
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nombre pourrait étre égal a n x K, si tous les flots sont affectés par toutes les pannes.
Un sous-systeme (8.2.2.11.e.k) peut étre considéré comme un systeme de déplacement
de Newton associé a un probleme de flot simple avec un cotit unitaire égal a d\e, si le
déplacement du routage u* et le multiplicateur gk sont connus.

Les sous-systemes (8.2.2.111.e) concernent les capacités de réserve résiduelles en cas
de chaque panne. La deuxieme équation d’un sous-systeme du type (8.2.2.111.e) cor-
respond aux contraintes de capacité associées a la panne de 'arc e. Cette partie de
(8.2.2) est a l'origine de son importante taille. En effet, si toutes les pannes d’arcs

2

sont actives (ce qui est le cas en général), nous avons n* contraintes de capacités dans

(8.2.2.111).

Pour expliciter le systeme réduit, nous avons besoin d’introduire quelques notations :

Pour tout flot £ dans {1,---, K}

o dF =[xk /sk,

o D* = diag(d"),

o TF = whDk,

o T = 1kDk,

o T = ut/dk,

o T = d"oh,

o« 7= [H VS,
e pour toute panne e € I :

_ de,k — (xe,k/se,k)7
— D% = diag(d®"),
_ we,k — we’kDe’k,

_ fe,k — Fe’kDe’k,

_ He,k — ue,k/de,k7

_ 66,16 — de,kve,k7

_ 767’“ = [ok [\ /zekgek,
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Le systeme (8.2.3) est obtenu apres une mise a 1’ échelle du systeme (8.2.2.11.e.k):

,k _67k_—6,k
VO Ut =

wekuek = rhyk, (8.2.3)

€

—7 —7 _
Wk 555 + 7ok §\e = TOF.

Partant du systeme (8.2.3), nous exprimons égx en fonction de éy- et de u®. En effet,

ek

en multipliant la troisieme équation du systeme (8.2.3) par w®* nous obtenons :

555 = M557Ae5/\e —|— M5§7ukuk —|— Cﬁﬁ? (824)
ou
_we,kﬂ-e,kT
* Marne = =R
k
— T
W—e,k
e ||de,k||2

Nous introduisons les matrices Mgx \ et Mgk ,x et le vecteur Czr définis comme suit :

Mr 0 0
o« My, = 0 Mﬁé%z | : 7
Mg \n
Mg
o Mprx = Mﬁ.g’uk )
Mg
Cﬁf
o Cgr = 0‘55
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De (8.2.4), nous pouvons déduire que les matrices Mg 5, et Mgk 1 et le vecteur

C gk vérifient:

5ﬁk = Mﬁk7A5A + Mﬁkﬂbkuk + Cﬁk, (8.2.5)

Apres une mise a ’échelle du systeme (8.2.2.1.k) nous obtenons le systeme équiv-

alent suivant :

—k

4t = f,
Pt = 0, (8.2.6)
_T I
Wk d k — 7TkT5ﬁk = Wk,
Du systeme (8.2.6) nous pouvons déduire la relation suivante
kT e
5ak:w7:2 ﬁk+—wkf2
gl [l
Ce qui implique que
& [wk miP ?]5 N WF Wk
= | — 7 ﬁk - <
[J* |2 [J* |2
T
whk™ Wk
Posons RF = Id — AT
[l
Nous exprimons u* en fonction de Ok
uF = kakT5ﬁk + kak
En utilisant 1’équation (8.2.5), nous pouvons exprimer u* en fonction de ) :
ut = Muk7/\k5A + Cyurs (827)

avec

° Muk7/\ = []d— kakTMﬁk7uk]_le7kTMﬁk7/\

o Coue = [Id— R My ) [RA7 Coe + R¥T]
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De la relation (8.2.4) et du systeme (8.2.3), nous pouvons déduire que
667k - Mve,k7Ae5Ae ‘I‘ Mve,k7ukuk ‘I‘ Cve,k

avec

—T —T
—— &
Mve,k7Ae — 7"-6 ‘I‘ we Mﬁé€7Ae7

—T
Mve,k7uk = ok Mﬁﬁ,ukv

— T
o (e = woF Cﬁg.

En tenant compte de la relation précédente et du systeme (8.2.3), nous avons :
u67k - Mue,k7Ae5Ae ‘I‘ Mue,k7ukuk ‘I‘ Cue,k7 (828)
ou

[ ] Mue,k7Ae — _D67kMUe,k7Ae7
L Mue,k7uk = _D67kMUe,k7uk,

—e,k
O ek = De’kf — De’kcve,k.

k

Grace a (8.2.7), nous exprimons u* en fonction de 8. Les vecteurs u®* peuvent

alors s’exprimer uniquement en fonction de 6, et (8.2.8) devient :
U = My \6\ + CF, (8.2.9)
ou
@ Myen = Myer o Myr y+[0,++,0, Myek ye,--+,0],

o (F = Cler + Mue,kmkcuk.
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D’apres le systeme (8.2.2.111.e), nous avons la relation suivante :
U = Myeo yebye + C°, (8.2.10)
ou
e,0
o Mue,O7Ae = _D27 5
o D5° = diag(z=°/s°),
° Ce,k — fe,O/Se,O‘

Il ne nous reste plus qu’a exprimer le déplacement de la capacité de réserve 6, en
fonction de 6,.
Pour ce faire nous utilisons les premiere et troisieme équations du systeme (8.2.2.1V).

Nous obtenons :

0, =M, 60+ C7, (8.2.11)
ou
o M., =(D'A, DA, .. DA,
o D7 =diag(z/1),
o OF =g/t
Nous avons réussi a exprimer les vecteurs u®* (pour i € {0,--+, K et e € £) en fonction

du vecteur §, € R (8.2.10), (8.2.8). La complexité de ce calcul est présentée dans

la suite de ce chapitre.

8.2.2 Systeme réduit

Le systeme réduit associé au systeme de déplacement de Newton (8.2.2) d’un probleme

de sécurisation globale (8.1.1) s’écrit en fonction du vecteur des variables couplantes

8y = (6x1, -+, 6yn).

K
ut0(63) + S0 wtEulE(8)) = Ayé.,

k=1

K
u?P(6,) + r2E2R(5) = A 0.,
() ,; (0] =2 (8.2.12)

K
um0(6y) + 3 TR (8y) = ALe,,

k=1
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Si toutes les pannes sont actives le systeme réduit est de taille n* (n=nombre d’arcs).

2 — n équations lorsque toutes les

En réalité, le systeme (8.2.12) ne comporte que n
pannes sont actives.

Le systeme réduit (8.2.12) peut étre écrit comme suit:

K
(M°+ > TFM* — M, )6, = Cst (8.2.13)
k=1
avec
Mu1,07/\1 0 T 0
. MO _ 0 Mu2,07/\2 :
Mun,07An
bk 0 0
2,k
o II* — 0 T
7.‘_n,k
Mul,k7/\
o MF— Muz,z%
Mun,k7A
AiD*A, A/D*A, - ADA,
Y A,DPA; AyD7A, !
L T = . . b
A, DAy A\D?A, --- A,D?A,
_CI,O _ Zﬁ;l 7.‘_l,che,k + AICZ
Y Ol _(20 _ ?:1 T2k 2k + AQCZ

_Cn,O _ ?721 ﬂ_n,kcn,k + Ancz
8.3 Etude de complexité

Nous rappelons d’abord les notations que nous utiliserons dans la suite :

o 1" et n®" sont respectivement le nombre de chemins nominaux associés au flot

k et celui des chemins de réserve associés a la panne e et au flot k.
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I’ensemble K¢ est formé par les flots affectés par la panne de 'arc e.

o %% est I'ensemble des arcs qui portent les chemins de réserve associés au flot

k en cas de la panne e et n(e, k) est son cardinal.

o % est I'ensemble des pannes qui affectent le flot & et n(k) représente son car-

dinal.
o [/, est 'ensemble de pannes actives et n, est le nombre de ces pannes.
Nous supposons que pour tout flot % :
e le nombres de chemins nominaux n* est de I'ordre de 1.
e Le nombre n®" de chemins de réserve pour la panne e est de 'ordre de 1 pour

tout ¢ € L.

8.3.1 Complexité de la construction de la matrice M

En suivant la méthode de décomposition, I'algorithme aurait a construire une matrice

pleine (M) d’ordre n? et a résoudre le systeme linéaire correspondant.

Mulvo,/\l te 0 e 7717kMu17k7/\ AlDZAl s AlDZAn
M= +3° s B
0 Mun,O7An k=1 7Tn7kMun,k7A AnDZAl ot ATLDZATL
ol
ek ek(de’k)Q k k k(—=kNT 1 pk( kT
T Myer , = 7© ||devk||2ﬂ-6[](n ) — RY (") Mae 0] R (7")" Mg
+ [O(TLS’k, n)v ) _f&k(f&k)T + 7T67k(d67k)2[(de7k)2]T(7T67k)T7 Tty O(TLS’k, n)]

Le calcul des matrices ¥ M,.x , est la partie la plus coliteuse de la construction
de la matrice M. En effet, le nombre d’opérations élémentaires nécessaire pour le
calcul d'une matrice 7% M,.x \ est de l'ordre de n? (exactement n2n(e, k)). La com-

plexité de la construction de la matrice M est donc de 1'ordre de n? Z Z n(e, k).
€€, kEK®
Les calculs des matrices M? et M, nécessitent respectivement n, X n et n opérations

élémentaires.
Une fois les matrices du systeme réduit calculées I'algorithme aura a résoudre un

systeme linéaire a n? variables et contraintes.
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8.3.2 Comparaison avec I’approche directe

L’importance de la taille du systeme réduit (8.2.12), qui peut atteindre n?, et la com-
plexité de la construction de sa matrice, nous ont amené a comparer I’approche par
décomposition avec une méthode directe.

La complexité de la résolution d’un systeme réduit (8.2.12) serait donc de 'ordre de
n® dans le pire des cas. Rappelons que pour le probléeme de routage [15], nous avons
utilisé la méme approche par décomposition. La taille du systeme réduit était dans ce
cas égal au nombre d’arcs du réseau (n). L’'importance du nombre de flot K devant
la taille du systeme réduit est la raison principale du succes de la méthode dans le
cas du routage.

Nous remettons en question ici, 'efficacité de cette méthode uniquement pour PSG
(8.1.1).

En adoptant la méthode directe, 1’algorithme prédicteur-correcteur résout un prob-

leme d’optimisation linéaire de grande taille qui a pour matrice de contraintes la

matrice
A
ol
O
T Wl
K LK
il LB Id(n) SYAN
1 n,l
T w
K nK
o W)
xl R Tdn) —A,

Cette matrice est de taille

K K
pXn = [K—I—Zn(k)—l—nxna] X [an—l— Z ne’k—l—n(na—l—l)]

k=1 k=1 ecEk
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K
(=0(n* +n?>_ n(k)) mais elle est trés creuse. En effet, elle a au plus
k=1

K n
m = an—l—z Z (ne’k—l—nk—l—n(e,k) X ne’k)—l—Zn X Ng — Ng
k=1

e=1keKe

K
(=0(n*+n > n(k)) éléments non nuls (€ {1,—1}).
k=1
L’ordre de grandeur des valeurs de p, n et m dépend de celui de n et K.

Au cours de cette étude nous évoquons les deux problemes types suivants :

1. Le probleme de sécurisation d’un réseau a graphe complet ou a toute paire de
neeuds nous associons une demande (K =n = p(p—1)/2). Dans ce cas la taille
de la matrice des contraintes A et la valeur de 1 sont respectivement de "ordre

de n* et n 8 n(k) (O(n*/n)). Nous appellerons ce probleme PBI.

2. Dans le deuxieme type de probleme, le graphe est tres peu maillé et est parcouru
par un grand nombre de flots. Un exemple de ce genre de probleme est celui
oun =pet K =p(p—1)/2. Nous appellerons ce probleme PB2. Pour PB2,
lordre de grandeur de la taille de la matrice des contraintes est n® et celui de

m est nt.

Pour PB2 la complexité de calcul de la matrice M est de 'ordre de n®.
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Directe Par décomposition
K
K+2Y nf+
taille du systeme k=1 .
e Ny X N
notée N Z Z (20" + 1)+
c€€q kEK®
2(ng +1) xn
O(N?)+
Complexité O(N?) > 2
n(e, k) x n;
c€E4 kEK®
C de la matri ul
reux de la matrice On? + 1S n(k) pleine O(n)
noté m k=1
N =0(n, x n)
. N =0(n, x n)
PBI i = O(n? ) '
o a eviter
a suivre
N =0(n?)
PB2 X N =0(n, x n)
m = O(n?)

Table 8.3.1: Comparaison des deux approches

Dans le cas des problemes de type PB1 la décomposition est inutile puisque nous
obtenons le méme ordre de complexité (O(n®)) avec la méthode directe. En plus la
méthode directe a une matrice de contraintes creuse. Pour les problemes ou le graphe
est moins maillé la complexité de calcul du systeme de Newton dans la méthode
directe peut étre de l'ordre de n®. Par contre la méthode avec décomposition garde
le méme ordre de complexité (n®).

Notre décision d’utiliser I'une de ces deux méthodes dépend du type de problemes a

résoudre (voir table (8.3.1)).

8.4 Réduction de la taille du systeme réduit

La résolution des systemes réduits (8.2.12) constitue la partie la plus coiteuse de
I’algorithme prédicteur-correcteur.

La complexité du calcul de la matrice du systeme réduit (O(n®)) et la taille de ce sys-
teme (d’ordre n?) nous ont amené a intégrer une méthode de génération de colonnes

pour réduire la taille du systeme réduit.
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L’idée est de ne tenir compte que des contraintes de capacités de réserve actives et
de rajouter au fur et a mesure les contraintes les plus violées.

L’intérét de cette méthode par rapport a une méthode directe (simplexe) réside dans
la possibilité de remplacer les n? contraintes de capacités de réserve par n contraintes.
En effet, nous associons a chaque arc (i) du réseau la panne (¢) qui le sature (25 = 0).
Cette nouvelle gestion des arcs du réseau pourrait imposer 1'utilisation de la formu-
lation sommets-arcs.

Nous allons tout de méme présenter cette technique de réduction du systeme réduit
sous formulation arcs-chemins.

Rappelons le systeme d’optimalité associé au probleme de sécurisation globale :

k6{177[(} kT k} E

e+t of — 7B gk = sk
ks8> 0,
€ 086,0 07
60 ek ek A
+ T =A.z )
Z "% (%) Systeme réduit
v = (8.4.1)
e B 1'6’0786’0 Z 07 T
e,k ek 07
ek ek k..k
. W = wlx”,
k € {17 . 7[X} w&k 65 + ﬂ_e,kT)\e _ Se’k
l’e’k,Se’k Z 07
tz =0,
d—> AT\ =¢
e=1
z,t > 0.

A toute panne d’arc active e et tout arc du graphe ¢ nous associons respectivement

les ensembles E° et F; définis par :
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o F° : l'ensemble des arcs saturés par le reroutage des demandes créées par la

panne de 'arc e a 'optimum.
e F,;: 'ensemble des pannes qui saturent ’arc ¢ pendant le reroutage a ’'optimum.

le systeme d’optimalité (8.4.1) est alors équivalent au systeme suivant :

zhsk =0,
ke .k ke
: wha® =1t
kE{l,,[X} LT Tk JA/ PR ke
e+ Wt ab —x" gt = s",
x*, 5% >0,
0
xi” =0

e,0 ek _ek _ . e 8.4.2
cepd T + > wmta =z, (k%) ¢ E ( )

xe,kse,k — 07

we,kxe,k — 7T§$k,

bell,--. K T T
E { 9 9 } w67k ﬂf _I_ Z 7.‘.267k )\25 — 867k
ieke
l’e’k,Se’k Z 07

tz =0,

d; — Z)\f:ti,iEE
ec k),

z,t >0,

Le sous-systeme (8.4.1.%) est a l'origine de 'importance de la taille du systeme réduit.
La formulation (8.4.2) distingue entre les contraintes de capacité de secours actives
et inactives et remplace (8.4.1.%) par deux sous-systemes (8.4.2.%) et (8.4.2.%%).

Pour réduire encore la taille du systeme réduit, nous proposons d’éliminer les con-

traintes (8.4.2.%%). Mais commeles ensembles E;, © € {1,--- n}et F°, e € {l,---,n}
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ne sont pas connus, nous devons munir ’algorithme d’une structure de programme
maitre et de programmes satellites. Le programme maitre est consacré a la résolution
d’un probleme de sécurisation globale tenant compte uniquement des contraintes de
type (8.4.2.%). L’ensemble de ces contraintes est remis a jour grace aux programmes

satellites. La solution du jéme programme maitre vérifie le systeme suivant :

zhsk =0,

ke .k ke

: wha® =1t
kE{l,,[X} LT Tk JA/ PR ke
e+ Wt ab —x" gt = s",

a2k, sk >0,

0
i A =0,

K
0 + > xoF gk = 2, (x)1 € ES
k=1

e,0 e
z;7, A >0, (8.4.3)
ee K pEk ek — O7

we,kxe,k — ijk7

oo K T kT
k € {1, ,[X} we,k 65 T Z ﬂ_ie, )‘26 — Se,k
’iEE;

l’e’k,Se’k Z 07

tz =0,

d; — Z X =t,1el
eek;

z,t >0,

L’optimalité du probleme de sécurisation globale est atteinte si en plus, pour

. e e, 0
toute panne ¢ € FE et pour tout arc ¢ ¢ E; nous avons la positivité de x;" =
Zi— b w2 Sil'un des arcs 7 ¢ E% ne remplit pas cette condition, la contrainte

de capacité de réserve correspondante doit étre prise en compte.
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8.5 Conclusion

Les résultats de complexité obtenus montrent 'efficacité de la méthode directe dans
le cas des graphes complets (n = p(p — 1)/2). La méthode avec décomposition n’est
pas conseillée pour ce type de probleme mais elle peut étre intéressante dans le cas
des réseaux peu maillés et traversés par un nombre important de flots.

Cette approche par décomposition de la méthode prédicteur-correcteur n’a pas été
implémenté. Les données du Cnet sont du type PB1. Nous avons préféré utiliser une
méthode directe qui tient compte du creux de la matrice des contraintes. Pour ré-
soudre les systemes de déplacement de Newton nous avons besoin d’un programme de
Cholesky creux. Ceci est disponible dans la bibliotheque SPARSEPACK de NETLIB.
Il existe déja plusieurs codes de méthodes de points intérieurs utilisant un programme

de Cholesky creux. Nous citons par exemple :

e PCx [26]
http://www-fp.mes.anl.gov /otc/Tools/PCx,

e BDMPD [97, 96]
http://www.sztaki.hu/ meszaros/bpmpd,

e HOPDM [47, 48, 49]
http://www.maths.ed.ac.uk/ gondzio/software/hopdm.html.

Dans le chapitre suivant, nous mettons en ceuvre le code HOPDM pour résoudre les

programmes maitres.



9. Sécurisation par HOPDM

9.1 Motivation

D’apres I’étude de complexité réalisée au chapitre précédent, la résolution directe du
programme maitre a le méme ordre de complexité que la résolution avec décomposition
(décrite au chapitre précédent), dans le cas des problemes de réseau a graphe complet.
Le code HOPDM (Higher Order Primal-Dual Method) implémente une méthode de
points intérieurs primale-duale avec de multiples pas de correction. De plus, HOPDM
offre plusieurs options utiles pour choisir un bon point de départ et pour exploiter le
creux de la matrice des contraintes. Les problemes satellites sont des problemes de
recherche de plus court chemin tout comme dans le cas des autres méthodes proposées.
Dans [48] Gondzio introduit une méthode de points intérieurs qui utilise des cor-
rections multiples. Cette méthode cherche une direction de correction qui améliore
la centralité de l'itéré courant et augmente le pas dans les espaces primal et dual.
La méthode présentée par Gondzio traduit I'idée de Jansen, Roos, Terlaky et Vial
dans [70]. Atteindre un pas plus grand dans les espaces primal et dual permet de ré-
duire plus rapidement la non réalisabilité primale et duale et accélere la convergence.
L’amélioration de la centralisation de I'itéré courant augmente les chances d’un grand
pas d’étre pris a l'itération suivante.
Le nombre maximal conseillé de corrections dépend du rapport de ’effort de résolution
et de la factorisation du systeme Karush-Kuhn-Tucker. Le code HOPDM est muni
d’une heuristique qui calcule ce rapport avant de lancer le processus d’optimisation
de tout probleme linéaire. L’utilisation des corrections multiples réduit le nombre
d’itérations en moyenne de 25% a 40% en comparaison avec le prédicteur-correcteur
du second ordre [93]. Cette réduction se traduit, d’apres les essais numériques de [48],
par un gain de 20% a 30% de temps cpu. Le code HOPDM est également muni de

techniques de pré-résolution pour les problemes linéaires creux de tres grande taille.
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9.2 Techniques de pré-résolution

Dans [49], Gondzio distingue trois groupes de techniques de pré-résolution.

Les techniques du premier groupe analysent répétitivement le probleme linéaire. Elles
éliminent les colonnes et les lignes vides ou singletons, cherchent les contraintes dom-
inantes ou forcantes, serrent les bornes des variables et des prix cachés ou relachent
les bornes pour trouver les variables libres impliquées.

Le deuxieme type d’analyse a pour but de réduire I'effort de calcul du facteur de
Cholesky de la matrice de 1’équation normale associée au probleme. Gondzio pro-
pose une heuristique qui trouve la ligne pivot de la matrice des contraintes A dont
le modele de creux est sous-ensemble de celui de toutes les autres. La ligne pivot
est ensuite utilisée pour éliminer les composantes non nulles de toute ligne avec un
sur-ensemble du modele du creux. Cette heuristique est incapable de trouver 2 lignes
avec des modéles de creux différents, telles que leur combinaison linéaire limite le
remplissage et en méme temps supprime plus de composantes non nulles. Cependant
les résultats obtenus avec cette heuristique sont comparables a ceux des algorithmes
plus compliqués.

Une colonne pleine dans la matrice A crée un bloc complétement dense dans la ma-
trice de I’equation normale (ATDZA) et ses facteurs de Cholesky. Gondzio propose de
décomposer une telle colonne en plusieurs petits morceaux et de remplacer le grand
bloc dense par plusieurs blocs plus petits qui peuvent étre facilement adaptés par la
décomposition de Cholesky. L’applicabilité de la décomposition de colonnes pleines
est réduite au cas des matrices qui ont un petit nombre de colonnes denses.

Le troisieme groupe d’analyse de pré-résolution pose le probleme de trouver les dépen-
dances linéaires dans la matrice A. La présence de lignes linéairement dépendantes
cause une déficience du rang de la matrice ATD?A. La dépendance linéaire des
colonnes est en général moins dangeureuse. [’heuristique que Gondzio propose pour
rendre la matrice A plus creuse, traite en méme temps les lignes dupliquées. Les
colonnes dupliquées sont identifiées apres un effort d’analyse modéré (pour plus de
détails voir [49]). Toutes ces techniques d’analyse ont été incorporées dans HOPDM.
L’utilisateur peut choisir le niveau de 'analyse qui précéde la résolution de son prob-
leme grace a un parametre LEVPRS. Pour plus de détails sur HOPDM nous faisons

référence a la page web :
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http://www.maths.ed.ac.uk/ gondzio/software/hopdm.html.

9.3 Utilisation de HOPDM

Nous utilisons le code HOPDM pour résoudre le probleme maitre de PSG.

L’usage le plus simple de HOPDM est de I'appliquer comme un code LP (Linear
Programming) qui lit les données du probleme dans un fichier sous format MPS,
résout le probleme et imprime le résultat dans un fichier MPS [50]. Cependant,
mettre les données de PSG sous format MPS n’est pas facile.

Nous avons preféré programmer une routine qui introduit les données sous format
matriciel creux. Nous rappelons que la matrice des contraintes d’un probleme PSG a

la structure suivante :

A=

wl ol
K o

1 11 1
o . 7
K LK K

m w 1

’a A )

rblooo b 1d(n) SYAN Al

1 n,1 1
T w B
K nK K

el el Tdn) —A, A"

(9.3.1)

Les multiplicateurs de Lagrange (écrits en face des contraintes correpondentes) asso-
ciés a chaque programme maitre sont déduits grace a une autre routine qui fait le lien
entre HOPDM et les programmes satellites (de plus courts chemins).

Nous espérons profiter des avantages numériques de 1'utilisation d’une méthode pri-

male duale dans un schéma de génération de colonnes [51] .
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9.3.1 Gestion de chemins

2 contraintes de ca-

PSG est un probleme linéaire avec K contraintes de routage, n
pacité de réserve et au plus n X K contraintes de reroutage (6.2.4).

Si ’ensemble des solutions de PSG n’est pas vide, alors PSG admet une solution dont

au plus p (p = K +n? +n x K) de ses composantes sont non nulles (corollaire 15.3
13))

Rappelons que parmi les composantes de cette solution, nous avons au plus n vecteurs

de capacité résiduelle 2%° € IR".

Comme la capacité de réserve sur un arc donné doit étre atteinte au moins pour une
panne, nous savons qu’au moins n composantes correspondantes a des capacités de
réserve résiduelles sont nulles. Le nombre de chemins utilisés a 'optimum est alors
compris entre p — n? et p — n.

La résolution de PSG, nécessite au moins la génération de p — n? chemins. Cette
estimation du nombre de chemins peut donner une idée sur les limites numériques de
cette méthode.

Dans certains exemples, la croissance rapide du nombre de chemins générés représente
un handicap pour cette méthode (voir les essais numériques).

Certains chemins générés aux premieres itérations peuvent devenir inutiles. L’élimination
de ces colonnes permet de libérer de la place mémoire.

Nous avons établi une méthode d’élimination de colonnes basée sur 'analyse de la
solution. Nous éliminons les colonnes qui ont de “tres grands” cotits réduits. Nous dé-
clenchons cette procédure d’élimination chaque fois que le nombre de chemins générés
dépasse une valeur critique, multiple de p — n?.

Une colonne de la matrice des contraintes peut correspondre a un chemin nominal
ou a un chemin de réserve ou a une composante de la capacité résiduelle de réserve
associée & une panne. Il existe au plus n? colonnes correspondant au dernier type.
Nous nous intéressons uniquement a la génération de chemins. I’élimination peut
entrainer de grands changements dans la base de données. En effet, si le chemin
est nominal, son élimination peut engendrer la désactivation d’une panne ou la non
affectation d’un flot par un certain nombre de pannes. Si le chemin est de réserve,
la procédure d’élimination est plus simple. Il suffit d’enlever le chemin de la liste des

chemins de réserve.

Cette procédure nous a permis de résoudre des problemes avec graphe complet de
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plus de 12 noeuds.

9.3.2 Techniques d’élimination de colonnes

Pour préserver le creux de la matrice de Cholesky, calculée par la méthode de points
intérieurs, il est essentiel de garder le nombre de colonnes le plus petit possible.
Pour ce faire, nous pouvons utiliser une technique d’élimination de coupes inutiles
(de colonnes inactives). Les travaux effectués dans ce cadre reposent sur des heuris-
tiques. Un recueil de ces méthodes est présenté dans ce paragraphe.

Certaines colonnes générées aux premieres itérations peuvent devenir inutiles et doivent
étre éliminées. Mais suivant quels criteres et a quelle fréquence 7 Les réponses a ces
questions ne sont pas faciles.

En introduisant un terme quadratique de régularisation, comme dans la méthode de
faisceaux [13], nous pouvons remplacer les colonnes éliminées par une colonne agrégée
qui garde I'information nécessaire pour garantir la convergence.

Dans [43] Goffin et Vial proposent d’effectuer une seule élimination sévere (de coupes
dans ACCPM) apres un tiers du nombre total d’itérations estimé.

Dans [33] du Merle propose un test qui permet de détecter les coupes inutiles basé sur
les ellipsoides inscrits (inclus dans 1’ensemble de localisation) et exinscrits (englobant
I’ensemble de localisation). Ce test consiste a estimer la position des coupes par rap-
port a la réduction homothétique de l'ellipsoide exinscrit. L’étude numérique menée
dans [33] montre que ce test induit souvent plus d’itérations extérieures et n’apporte
en échange qu’une diminution négligeable du temps de calcul.

Dans [51], Gondzio et Sarkissian présentent une approche inexacte de la méthode de
la génération de colonnes qui s’inspire de ACCPM [42] en utilisant les prix centraux.
Leur approche utilise pour résoudre le programme maitre (réduit) une méthode de
points intérieurs primale duale, non réalisable qui emploie la notion du p-centre pour
controler la distance a l'optimalité. I’élimination dans [51], repose sur une analyse
de la solution centrale donnée par le programme maitre. Tous les produits de com-
plémentarité x;s; de cette solution restent proches du parametre barriere final p. Ils

identifient les colonnes i telles que z; < vpu'/? et s; > (1/1/),u1/2

, avec v < 1 et sup-
posent que les variables correspondantes x; approchent zéro a 'optimum.

Cette technique d’élimination de colonnes peut étre incorporée dans n’importe quelle
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méthode de plans coupants centraux. En particulier, il est possible de 'incorporer
dans la méthode de génération de colonne primale duale qui utilise HOPDM pour la

résolution du programme maitre [51].

9.4 Essais Numériques

Dans la suite de ce mémoire nous nous réferons a ’algorithme décrit dans ce chapitre
par DIP (Direct Interior Point). Nous recueillons dans cette section quelques résultats

numériques qui résument le comportement de 1’algorithme DIP.

9.4.1 Données générées

Pour une suite de graphes complets (n = K = p/2x (p—1), nous observons I’évolution

de la taille de la matrice des contraintes du dernier probleme linéaire maitre que

HOPDM résout :

n | K| N M | NZA
8 |28 |28 ]2699 | 1041 | 7697
9 |36 |36 | 4488 | 1653 | 12934
10 | 45 | 45 | 6342 | 2454 | 18184
11 | 55 | 55 | 9188 | 3550 | 26607

Table 9.4.1: Taille du dernier programme maitre

Dans le tableau 11.2.6 N, M et NZA désignent respectivement le nombre de
colonnes, de lignes et de composantes non nulles de la matrice des contraintes (du
dernier programme maitre que HOPDM résout).

Pour un graphe plein a 12 nceuds, 1’algorithme s’arréte avec une précision (garantie
relative d’optimalité de la solution) de 0.187 suite & la saturation de la mémoire. Pour
le dernier programme maitre, nous avons N = 11852 , M = 5249 et NZA = 33553.

Ceci nous a conduit a étudier et implémenter des stratégies de suppression de chemins.
En élimiminant les chemins qui ont un “tres grand” cott réduit (supérieur a la

moyenne des colits), nous avons pu traiter des problemes de sécurisation de graphe
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complet & 12, 13 et 14 nceuds avec des précisions respectives de 1071%, 1072 et 1074,
La courbe ?? décrit la précision obtenue par 'algorithme DIP sans activer la procé-

dure délimination de chemins.

Precision de la solution
T

©  Precision calculee

—— extrapolati

log(precision)

nb noeuds

Figure 9.4.1: La précision obtenue avec DIP sans élimination de chemins

A partir de 15 nceuds, on ne peut avoir que des solutions approchées. Pour le
graphe complet nous avons obtenu une précison de 6.1072. Nous avons également
essayé de résoudre un probleme de sécurisation d’un graphe a 20 nceuds, 190 arcs
et 190 demandes. La matrice du dernier programme maitre a 39401 colonnes, 36747
lignes et 81498 composantes non nulles. La précision que 'algorithme a pu réaliser

avant la saturation de la mémoire est de 0.2.

9.4.2 Données du CNET

Nous présentons dans la suite les résultats numériques obtenus en testant DIP sur un
probleme réel fourni par le CNET res-8.

Il s’agit de la sécurisation d’un réseau a 8 nceuds, 28 arcs et traversé par 28 demandes.
Les premieres courbes sont obtenues en utilisant la routine de pré-résolution [49] (lev-
prs=6). Le temps de calcul est, dans ce cas, 44 minutes. Le nombre total d’itérations
internes est 260. Le nombre d’iterations externes est 20.

La figure 9.4.2 décrit la variation du cott calculé par HOPDM en fonction du nombre

d’itérations majeures.
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8 variation du cout nominal et de reserve de resg
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Figure 9.4.2: Variation de la valeur optimale du programme maitre

variation du nombre de chemins dans les problemes maitres
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Figure 9.4.3: Variation du nombre de colonnes de la matrice des contraintes

Les figures 9.4.3 et 9.4.4 représentent respectivement la variation du nombre de
colonnes et celle du nombre de lignes de la matrice des contraintes A en fonction de
celui des itérations majeures.

Nous remarquons que le nombre de contraintes se stabilise bien avant la convergence

de 'algorithme (figure 9.4.4). Alors que le nombre de colonnes continue a croitre.
La figure 9.4.5 confirme le creux de la matrice. La matrice des contraintes du
dernier probleme maitre admet N = 2218 colonnes et M = 939 lignes et n’a que

NZA = 6809 composantes non nulles.

Un autre avantage de cette méthode réside dans le fait que le nombre d’itérations
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variation du nombre de contraintes des problemes maitres
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Figure 9.4.4: Variation du nombre de lignes de la matrice des contraintes
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Figure 9.4.5: Variation de la taille du probleme maitre

effectuées par le programme maitre reste petit. Pour ce probleme nous avons en
moyenne 13 itérations internes a chaque appel de HOPDM (figure 9.4.6).

Nous avons testé 1’algorithme DIP sur le méme probleme (res-8), sans appeler la
procédure de pré-résolution dans HOPDM (levprs=0).
Le nombre d’itérations a augmenté mais le temps de calcul était divisé par 3. En
effet, ’algorithme DIP a convergé en 13 minutes (contre 44 au premier test) apres 23
itérations externes (contre 20) et 301 itérations internes totales (contre 260).
La figure 9.4.7 représente les courbes de variation du cotit calculé par HOPDM dans
les deux cas (levprs=0 et Levprs=6).

Nous remarquons que les deux courbes de la figure 9.4.7 se superposent uniquement
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variation du nombre d'iterations mineures

nombre d'iterations mineures
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Figure 9.4.6: Variation du nombre d’itérations internes
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Figure 9.4.7: Comparaison de la variation du cout

aux premieres et dernieres itérations. En dehors de ces itérations, les valeurs cal-
culées par HOPDM different. Ceci est du a la sensibilité du centre analytique a la
formulation du probleme. En effet HOPDM traite deux formulations différentes du
probleme res-8. La premiere formulation obtenue apres la procédure de pré-résolution
est une version simplifiée de la deuxieme. Les deux formulations restent tout de méme
équivalentes mais pas leurs sous-problemes résolus par HOPDM.

Les multiplicateurs calculés a une méme itération externe par HOPDM dépendent
de la formulation de res-8. Par conséquent, les sous-ensembles de chemins générés

peuvent étre également différents.

La figure 9.4.9 confirme la différence des sous-ensembles de chemins générés dans
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variation du nombre de chemins dans les programmes maitres
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Figure 9.4.8: Comparaison de la variation du nombre de chemins

les deux tests.

La procédure de pré-résolution a augmenté la taille de la matrice des contraintes des
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Figure 9.4.9: Comparaison de la variation du nombre de contraintes

programmes maitres.

Sans pré-résolution le dernier programme maitre admet N = 1981 variables (contre
N = 2218 dans le premier) et M = 915 contraintes (contre M = 939 ). De plus le
nombre de composantes non nulles de la matrice des contraintes correspondante est
passé de NZA = 6809 au premier test a NZA = 5970 dans le second.

Nous finissons cette comparaison par la variation du nombre d’itérations internes
(figure 9.4.10). Le nombre moyen d’itérations internes (effectuées par HOPDM) reste

indifférent au niveau de pré-résolution (=13).
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variation du nombre d'iterations internes de HOPDM

N
S

=0
=
@
T

6 et LEVPRS:
N e

= >

T T

.
[N
T

»—\
1)
T

levprs=0 temps de calcul = 802.7610 cpu

@
T
L

nombre d'iterations internes avec LEVPRS
IS ®
T T
L L

levprs=6 temps de calcul = 1290.990 cpu

0 I I I I
0 5 10 15 20 25
iteration majeure

Figure 9.4.10: Comparaison de la variation du nombre d’itérations internes

Nous avons reporté ces tests uniquement pour montrer I'influence de la formulation
sur la vitesse de convergence. La procédure de pré-résolution peut étre tres efficace

sur d’autres problemes, comme a titre d’exemple les réseaux symétriques.

9.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une mise en ceuvre de HOPDM pour la réso-
lution de PSG. La croissance rapide du nombre de chemins générés nous a amené a
intégrer une procédure délimination de colonnes a DIP. Malgré ces efforts, cet algo-
rithme générale n’a pas été capable de résoudre le probleme PB15 (15 nceuds, 105
arcs et 105 demandes). L’importance de I'exploitation de la structure du probleme

pour sécuriser des réseaux de plus grande taille est indéniable.



10. Analyse numeérique

Les algorithmes de sécurisation proposés dans ce mémoire ont été implémentés en
FORTRAN 77. Chaque programme a été analysé numériquement dans le chapitre
qui lui a été consacré.

Dans ce chapitre nous sélectionnons quelques résultats numériques obtenus avec DP2
et DIP. Nous verrons que la comparaison numérique de ces deux algorithmes conduit
aux meémes conclusions que celles effectuées pour le probleme convexe de routage

traité dans [111].

ETAPE PROXIMALE [ ENTREE DE DONNEES]

RESOLUTION PARALLELE

PROGRAMMES SATELLITES

Figure 10.0.1: Organigramme

[ ELIMINATION DE CHEMINS ]

10.1 Précision de la solution

Pour un réseau symétrique a 12 noeuds, nous étudions numériquement 1'influence du
parametre de la décomposition proximale A sur la précision de la solution fournie par
DP2. Le nombre maximal d’itérations majeures mazouter est fixé a 400. Pour toutes
les valeurs de A testées, le programme DP2 s’arréte parce qu’il atteint 400 itérations

externes. La précision demandée est de I'ordre de 107¢. Nous rappelons que A7 =
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0 X Cmaz, AVEC Cpay = max [max {D;, 1 € {1,...,n}},max{C;,0 € {1,...,n,}}].
10° x 0 A précision
3 33.3 0.115
3.5 28.57 0.101
4 25 | 8.06 x1072
4.5 22.2 | 6.10 x1072
5 20 3.7 x1072
5.5 18.18 | 1.26x1072
6 16.66 | 1.43 x107°
6.5 15.38 | 1.24 x1075
7 14.28 | 1.62 x1075
8 12.5 | 1.01 x107°
9 11.11 | 1.29 x107°
Table 10.1.1: Précision
La précision obtenue pour PB12 par DIP est de 'ordre de 107°. Le tableau

10.1.1 traduit bien I'importance du parametre A. Une estimation du bon choix de ce

parametre dans le cas strictement convexe a été fournie par Mahey et al dans [91].

Le cas linéaire est encore une question ouverte.

log(precisiol

Variation de Ia precision en fonction de theta
T T

~
N\
N\
N

Figure 10.1.2: Variation de la précision en fonction de log(9)
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Nom PBS8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15
DIP | 1.8E-9 | 1.3E-9 | 1.19E-11 | 3.47E-9 | 1.35E-9 | 7.16E-12 | 7.77E-10 | 0.000253
DP2 | 9.31E-7 | 9.83E-5 | 1.59E-6 1.59-6 | 1.01E-5 | 1.16E-5 5.78E-6 7.49E-6

Table 10.1.2: Précision de la solution

Le tableau 10.1.2 compare les précisions obtenues par les deux algorithmes. De

ce point de vue DIP était plus performant que DP2.

10.2 Génération de chemins

Pour une suite de données nous relevons le nombre de chemins générés dans DIP et

DP2.

Table 10.2.3:

PB | DIP | DP2
8 623 196
9 1043 607
10 1485 5167
11 2270 878
12 4001 726
13 4295 936
14 3765 1183
15 | > 4797 | 2809
16 X 1803

Nombre de chemins générés

: mip

Chaque PBi correspond a un probleme de réseau complet a 7 nceuds et ¢(z — 1)/2

demandes.

Dans le probleme de sécurisation, comme dans celui du routage, les chemins élémen-

taires qui reconstituent un flot ne sont pas uniques. Moins ces chemins sont nombreux,

mieux "algorithme se comporte. Dans [111], la méthode de décomposition proximale

s’est montrée plus performante pour trouver une solution qui utilise peu de chemins

en comparaison avec ACCPM. Nous avons abouti a la méme conclusion empirique

avec DP2 (voir tableau 10.2.3).
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A partir du probleme PB12, DIP doit faire appel a une heuristique d’élimination de
colonnes.

Les tableaux 10.2.4 et 10.2.5 donnent respectivement les tailles de IPP et IBFP. Pour

plus de précision sur ces tableaux nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant.

Nom | PB8 | PB9 | PB10 | PB11 | PB12 | PB13 | PB14 | PB15
DIP | 2634 | 4368 | 5986 | 8677 | 13265 | 13336 | 9767 | 11871
DP2 | 392 | 1214 | 10334 | 1756 | 1452 | 1872 | 2366 | 5618

Table 10.2.4: Taille du tableau des copies des chemins : mipp

Nom | PB8 | PB9 | PB10 | PB11 | PB12 | PB13 | PB14 | PB15
DIP | 228 | 320 | 383 469 850 | 1009 | 465 507
DP?2 28 36 45 ) 66 78 91 105

Table 10.2.5: Taille du tableau des copies des demandes : mibfp

Méme si les tableaux de la structure de données (détaillée au chapitre suivant)
sont de plus grande taille pour DIP, ceci n’explique pas ’encombrement de la mémoire
pour le probleme PB12. En effet, HOPDM utilise une factorisation de Cholesky qui
est a 'origine de cet encombrement de mémoire. Cependant, HOPDM utilise une
heuristique “Minimum degree ordering” pour réduire le plein du facteur de Cholesky.
Pour PB12 la taille du facteur de Cholesky est 5.431.502 et pour PB15 il est de taille
6.847.216.

L’élimination de colonne peut préserver le creux du facteur de Cholesky jusqu’a la

résolution de PB15.

10.3 Itérations

La comparaison du nombre d’itérations internes des deux algorithmes n’a pas de
sens, vu la différence des opérations effectuées. Une itération externe (ou majeure)
correspond a un appel du programme maitre et a une nouvelle série de générations

de chemins.
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Nom | PB8 | PB9 | PB10 | PB11 | PB12 | PB13 | PB14 | PB15
DIP 17 21 21 26 35 37 47 39
DP?2 66 17 28 18 270 192 12 49

Table 10.3.6: Nombre d’itérations externes

Nom | PB8 | PBY9 | PB10 | PB11 | PB12 | PB13 | PB14 | PB15
DIP | 150 | 204 | 214 283 349 3389 469 544
DP2 | 573 | 2299 | 4233 | 1688 | 377 302 135 223

Table 10.3.7: Nombre total d’itérations internes

10.4 Temps de calcul

L’algorithme DP2 était plus rapide pour résoudre les problemes testés mais moins
précis.

Le tableau 10.4.8 compare les temps de calcul des deux algorithmes.

Nom DIP DP?2
PBS 132.315 25.253
PB9 893.001 255.916
PB10 | 3190.309 | 2870.345
PBI11 | 15882.353 | 199.788
PB12 | 28934.772 | 171.917
PB13 | 30360.794 | 231.636
PB14 | 23216.124 | 156.055
PB15 | 54402.129 | 353.194

Table 10.4.8: Temps de calcul en secondes
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Figure 10.4.3: Variation de la vitesse de convergence de DP2 en fonction de la taille

du probleme
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Figure 10.4.4: Variation de la vitesse de convergence de DIP en fonction de la taille

du probleme
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Figure 10.4.5: Variation de la vitesse de convergence de DIP avec élimination de

chemins

Le tableau 10.4.9 résume les résultats obtenus pour avoir une vue plus globale sur

les performances des deux algorithmes.

PB | mipl | mip2 | tempsl | temps2 precl prec2
8 623 196 132.315 25.253 1.82E-009 | 9.31E-007
9 1043 607 893.001 | 255.916 1.37E-009 | 9.83E-005
10 1485 | 5167 | 3190.309 | 2870.345 | 1.19E-011 1.59E-006
11 2270 878 | 15882.353 | 199.788 3.47E-009 1.59e-06
12 4001 726 | 28934.772 | 171.917 1.35E-009 1.01E-005
13 4295 936 | 30360.794 | 231.636 7.16E-012 1.16E-005
14 3765 1183 | 23216.124 | 156.055 7.77E-010 | 5.78E-006
15 | > 4797 | 2809 | 54402.129 | 353.194 | 0.0002530792 | 7.49E-006
16 X 1803 X 580.797 X 8.02E-006

Dans le tableau 10.4.9 :

e mipl : le nombre de chemins générés par DIP.

e mip2 : le nombre de chemins générés par DP2.

o tempsl : temps de calcul de DIP.

Table 10.4.9: Comparaison des performances de DIP et DP2
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e temps2 : temps de calcul de DP2.
e precl : précision de la solution calculée par DIP.

e prec2 : précision de la solution calculée par DP2.

10.5 Conclusion

Ce chapitre constitue un recueil des essais numériques effectués avec les algorithmes
DIP et DP2. L’algorithme DIP s’est montré plus précis que DP2, mais il ne peut
sécuriser un réseau complet a 12 nceuds sans avoir recours a une procédure d’éliminant
de chemins. Méme en intégrant une heuristique d’éliminations de chemins, DIP n’a
pas pu résoudre le probleme PB15.

L’algorithme DP2 profite de la structure tres particuliere du probleme, ce qui con-
stitue un grand avantage par rapport a la méthode générale HOPDM.

D’apres nos essais numériques, PD2 converge plus rapidement (avec un bon choix du

A) et DIP est plus précis.



11. Annexe

11.1 Introduction

Ce chapitre peut étre considéré comme un guide des programmes présentés dans la
these.

Afin de gérer d’une fagon optimale la base de données nous avons muni le programme
d’une structure particuliere. La génération, le classement et 1’ajout d’un chemin par
panne ou par flot doivent étre rapides et négligeables par rapport aux autres taches

effectuées par le programme. L’idée est de répartir les informations de facon a y

accéder facilement.

Nous détaillons dans la suite la fonction des tableaux suivants :

1.

2.

10.

11.

12.

13.

ip(mcod+1,mipt) : path,
ipp(2,mippt) : path-path,

ifp(4,K) : flow-path,

. ibfp(5,mibfpt) : break-flow-path,

ibf(n): break-flow,

varz(2,mipt) : routage moyen,

vary(mippt) : copies de routage et de reroutage,
varz(nb+2,n): capacité moyenne et les copies de capacité,
costpl(mipt) : coiit nominal,

costp2(mipt) :cotit de réserve,

Izlam(nk+1) : pointeur sur les tableaux des multiplicateurs,
izlam(mibft) : lie les pannes au flot,

izlam2(mibft) : lie les contraintes au flot,
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14. zlam(mibft) : les valeurs des multiplicateurs de Lagrange,

avec
e n est le nombre d’arcs du réseau,
e p est le nombre noeuds,
e K est le nombre de flots qui traversent le réseau,
e nb est le nombre de pannes (nb < n),
e mipt est le nombre maximal de chemins générés,
e mippt est le nombre maximal de copies de chemins nécessaires,
o et mibfpt est le nombre maximal de couples “panne-flot affecté”.

Le parametre mcod sera défini dans la suite.
Les tableaux varx, vary et varz seront utilisés uniquement dans le cas de la décom-

position proximale (DP1 et DP2).

11.2 Structure de données

11.2.1 Codage des chemins

Les codes DP1, DP2 et DIP utilisent la formulation arcs-chemins. L’ensemble des
chemins générés constitue une information tres importante qui doit étre accessible. Le
stockage des chemins en tant que vecteurs de IR" est encombrant pour la mémoire.
Afin de garder les informations importantes fournies par les chemins sans occuper
beaucoup de place mémoire, nous proposons de coder ces chemins comme suit.

Un vecteur 7 de IR" caractérisant un chemin du graphe G est défini par :

(11.2.1)

() { 1 si e appartient au chemin,
T)e =

0 autrement.

Nous introduisons le parametre mcod défini par

meod =1 4+ PE[(n —1)/30]. (11.2.2)
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ou PFE(q) désigne la partie entiere de ¢. Nous associons a chaque chemin 7 un vecteur

1cod de taille mecod défini par:

305 4
icod; = Z 211, (11.2.3)

i=30(j—1)+1
A titre d’exemple, dans un graphe a 30 arcs, un chemin est identifié par un seul entier.
Les mcod premieres lignes du tableau ip sont consacrées aux codes des différents

chemins générés.

icod vecteur code du chemin

nbc | nombre d’arcs qui forment le chemin

Table 11.2.1: ip(mcod+1,mip), path
Comme le vecteur chemin n’est pas accessible sans décodage, nous gardons en
mémoire :
e sa longueur, en derniere ligne de 2p.

e son cout (nominal ou/et de réserve), dans un vecteur de taille mipt (costpl

ou/et costp2) géré comme ip.

costl | cout unitaire du chemin nominal

Table 11.2.2: costpl(mipt), colit nominal

cost2 | cout unitaire du chemin de réserve

Table 11.2.3: costp2(mipt), colt de réserve

Nous classons les chemins dans le tableau ipp par ordre lexicographique. La
premiere ligne de ce tableau donne la colonne correspondant au chemin dans le tableau

ip. La deuxieme ligne de ipp pointe sur le successeur de ce chemin dans ipp.

np | adresse du chemin dans le tableau ip

Inp adresse de son successeur dans ipp

Table 11.2.4: ipp(2,mipp): path-path
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11.2.2 Classement des chemins par flot

Pour ajouter ou éventuellement éliminer un chemin, il faut avoir acces a la liste des
autres chemins associés au méme flot. Le tableau ifp fournit cette information. Il
donne acces au premier chemin nominal et au premier chemin de réserve. Grace au
tableau ipp la suite de la liste pourrait étre reconstituée. Le nombre de pannes af-
fectant un flot et le nombre total de ces chemins nominaux sont aussi donnés par le

tableau ifp. Le tableau ifp lie les flots aux chemins qui les portent.

lpn adresse du 1? chemin nominal associé au flot (dans ipp)

Ipr | adresse du 1¢ chemin de réserve associé au flot (dans ipp)

nbk nombre de pannes qui affectent le routage du flot

ncn nombre total de chemins nominaux générés

Table 11.2.5: ifp(4,nk): flow-path

11.2.3 Classement des chemins par panne

Pour classer les chemins par panne, nous avons besoin de 2 tableaux en plus de ipp.
Nous notons le premier ibf et le second ibfp.

Le tableau ibf lie les pannes aux flots qu’elles affectent. A chaque panne le tableau
ibf associe 'adresse dans le tableau ibfp du premier flot affecté. Ce dernier fait le lien

entre les flots affectés et les chemins correspondants dans ipp.

If | adresse du 17" flot concerné par la panne b (dans ibfp)

nf nombre de flots affectés par la panne b

Table 11.2.6: ibf(2,n): break-flow
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f flot

Ifs adresse du flot successeur (dans ibfp

lpnl adresse du 1° chemin nominal affecté (dans ipp

Ipr | adresse du 1? chemin de réserve associé au flot f (dans ipp

)
)
)
)

lpn2 adresse du 19 chemin nominal non affecté (dans ipp

Table 11.2.7: ibfp(5,mibfp): break-flow-path

11.2.4 Multiplicateurs de Lagrange

Les multiplicateurs de Lagrange calculés par le programme maitre sont nécessaires au

calcul de I'estimation inférieure et a la génération de chemins. L’acces a ces multi-
: : : - ; :

plicateurs doit se faire aussi bien par flot que par panne. C’est pour cette raison que

nous utilisons 4 tableaux pour garder ces vecteurs en mémoire.

Izlam(k) | pointeur sur la premiere panne qui affecte le flot k

Table 11.2.8: 1zlam(nk+1), pointeur sur les tableaux des multiplicateurs

Pour un flot £ € K le tableau lzlam associe deux adresses : 10=Izlam(k) et

le=lzlam(k+1)-1 qui délimitent la partie qui concerne ce flot dans les autres tableaux

e izlam(mibft) lie les pannes aux flots.
e izlam2(mibft) lie les contraintes aux flots.

e zlam(mibft) donne les valeurs des multiplicateurs de Lagrange.

izlam(10) | premiere panne affectant le flot k

izlam(le) | derniere panne affectant le flot k

Table 11.2.9: izlam(mibft), lie les pannes aux flots
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izlam2(10) | premiere contrainte de reroutage associée au flot k

izlam2(le) | derniere contrainte de reroutage associée au flot k

Table 11.2.10: izlam2(mibft), lie les contraintes aux flots

zlam(10) | premier multiplicateur associé au flot k

zlam(le) | dernier multiplicateur associé au flot k

Table 11.2.11: zlam(mibft): lie les multiplicateurs aux flots

Ce choix de base de données nous facilite la gestion des chemins (I’ajout et

I’élimination) ainsi que les pannes (active ou inactives).

11.3 Décomposition proximale

L’algorithme de décomposition principale alterne une étape proximale et une étape

de projection :

e Etape proximale — une solution U = (g, us).

° Etape de projection :

e Projection sur A—(x, z).

e Projection sur A~—(y,1).

A chaque itération I'algorithme de décomposition proximale garde en mémoire :

o le routage moyen x .
o v+ \y.
e la capacité moyenne de réserve z.

o =+ Al



11.3 Décomposition proximale 185

varz(2,mipt) : projection du routage sur A

Le calcul et le stockage du routage moyen se font grace au tableau varz.

Comme on doit garder I"ancienne valeur du routage moyen, ce tableau comporte 2
lignes.

Le choix de la ligne de travail dépend de la parité de l'itération majeure.

Si j est pair, on modifie la ligne 1. La ligne 2 représente dans ce cas un multiple de
la valeur du routage moyen a l'itéré précédent.

I’algorithme met a jour varz a chaque calcul d’une copie du routage.

2(n+ )T 2x la somme des (n+1) copies du routage

2(n + 1):1;“67’_1 2(n 4 1)x la valeur du routage a I'itéré précédent

Table 11.3.12: vara(2,mipt), projection du routage sur A

La gestion du tableau varz est similaire a celle du tableau ip.

vary(1,mippt) : projection du routage sur A~

On désigne par T le projeté de la solution sur A : T = Pa(u).
27—y

A
Soit 7 le projeté de v sur A~ : 7 = P41 (v).

Onav=y "1+

iter—1

On a alors \y — 7 = Ay u.

L’égalité précédente justifie la méthode que nous avons adoptée pour stocker le projeté
sur A~.
Cette mise a jour de \j — T peut se faire partiellement sans connaitre la valeur de 7.

Eneffet : \y — 7= y—a+ 2+ u.

Ay — x | projection sur A~

Table 11.3.13: vary(1l,mippt), projection du routage sur A~

La gestion du tableau vary est similaire a celle du tableau ipp.
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varz(nb+2,n) : tableau des capacités de réserve

Les deux premieres lignes sont équivalentes a varzx.

Elles représentent les projetés des vecteurs de copies de la capacité de réserve sur A
aux itérés courant et précédent (selon la parité de 'itération).

Les nb lignes suivantes représentent 1’équivalent du tableau vary.

Pour les mémes raisons que pour vary, nous gardons ici les valeurs de (At — z).

Nous rappelons que le nombre de pannes nb peut étre inférieur au nombre d’arcs n.

2(n — 1)z 2x la somme des n copies de capacité de réserve

2(n — 1)z =1 | 2(n — 1)x la capacité de réserve a l'itéré précédent

(M —2)(1) projection de la 1¢"¢ copie de la capacité sur A~

(M — z)(nb) projection de la nb**™® copie de la capacité sur A~

Table 11.3.14: varz(nb+42.n): tableau des capacités de réserve

11.4 Méthode du gradient réduit

Considérons le probleme d’optimisation :
Min f(x);
zelR" (=)

(11.4.1)
Ax = b,

x>0,

ou A est une matrice de taille p X n, (p < n) et f est une fonction de IR™ a valeur
dans IR.
On suppose que rang(A) = p.

On fait 'hypothese que le probleme (11.4.1) admet au moins une solution.

11.4.1 Principe de la méthode

Supposons que les variables x; sont ordonnées de telle sorte que la matrice A peut

s’écrire A = [ApAn] avec Ap matrice d’ordre p inversible.
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En respectant cette partition, le probleme (11.4.1) peut s’écrire comme suit :

Min f(va xN);
(ep.en)elR"xIR™”
(i)Apap + Axan = b, (11.4.2)
(if)ep = 0,
(ifi) ey = 0,

On peut considérer x comme un vecteur de variables indépendantes et 5 comme
une vecteur de variables dépendantes. En effet, lorsque xx est fixé, xp est unique et
est donné par (11.4.2.i). Le principe de la méthode du gradient réduit est de consid-
érer le probleme (11.4.2) uniquement en terme de variables indépendantes x .
OnaAr =b < Apgzrg + Ayzy = 0.

SOit J}B(J}N) == Aélb — ABIANJ}N.
On résout localement le probleme :
Mﬁlng(xjv); an >0, (11.4.3)

re

avec g(xn) = frp(an), vn).

On appelle gradient réduit le gradient de g :
Vy(zn) = Vnf(zp(zn).2n) — (A5 AN) VB f(za(TN), 2N).

11.4.2 Algorithme du gradient réduit

1. Initialisation : choix d’une base initiale et d’un vecteur initial

2° = (2%, 2%)) tel que 2% >0, k = 0.

2. Calcul du gradient réduit :

e calcul de A(= A(ay)) solution de :

va(l’B(J}N),J}N) —|— AtB)\ = 0

e On en déduit la valeur du gradient réduit :

Vo(an) = Vv f(zp(en), oy) + AyA.
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3. Calcul de la direction de descente : gradient réduit projeté
s { —Vg'(xn) si oy >0,

= , , dg = —Az And
A B S I v A

4. Recherche linéaire :
: , o si d >0,
Choisir p* €]0, pas| avec payr = Min {pi; /1 € {1,---,n}} piy = e
—— sinon .

dz

5. Pivotage si c’est nécessaire.
6. o+t = ok 4 d*

7. test d’arrét et retour éventuel en [1].

Remarque 11.4.1. La méthode du gradient réduit est une extension de I’algorithme

du simplexe aux problemes quadratiques, qui répartit les variables en trois ensembles

e les variables de base, assurant le respect des contraintes linéaires,
e les variables hors-base, bloquées a une borne,

e les variables super-basiques sont le reste des variables qui ne sont ni de base,

ni bloquées a une borne.

Nous avons présenté la méthode du gradient réduit d’une facon sommaire. Pour plus
de détails sur la convergence de cette méthode nous renvoyons le lecteur a [88].

Si on ne dispose pas d’une prédiction de I’ensemble des contraintes actives a
I'optimum, la méthode du gradient réduit peut effectuer un grand nombre d’itérations.
Dans la section suivante, nous proposons un point initial de 1’algorithme qui exploite

I'itéré précédent.

11.5 Initialisation du gradient réduit

La matrice des contraintes associée au probleme quadratique correspondant a une
panne donnée (active) est bloc-diagonale. Chaque bloc correspond aux deux con-
traintes (routage et reroutage) associées a un flot affecté par la panne.

Nous distinguons trois matrices de base possibles associées a un bloc de la matrice
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, 10 10 11
des contraintes : B = , B' = et B" = .
0 1 -1 1 0 —1

Pour initialiser ces matrices de base, nous considérons comme premiere variable de

base de chaque flot k& touché par la panne, la variable qui correspond au chemin
nominal qui porte le plus grand poids zn*. Ensuite nous comparons cette premiere
variable de base avec la variable qui correspond au chemin de réserve qui porte le

plus grand poids zr* :

o si 27" est supérieur a zn* la matrice de base est égale &

k

— B si le chemin nominal qui porte #n” ne passe pas par ’arc en panne,

— B’ sinon.

k

o si zr” est inférieur strictement & zn”*, nous calculons xn2* qui est le plus grand

poids porté par un chemin nominal de nature différente de celle du chemin qui

k. Autrement dit si le premier chemin passe par ’arc en panne, le

k

porte xn
deuxieme doit 1’éviter et inversement. Nous comparons ensuite les valeurs ar

et zn2® pour déduire la base correspondante au bloc du flot k :

— si xrF est supérieur & xn2*, la matrice de base est égale

% B sile chemin nominal qui porte £n2* ne passe pas par l’arc en panne,

* B’ sinon.

— si 2r® est strictement inférieur & xn2*, alors la matrice de base est B” et

les deux variables de base sont des variables de routage.

En suivant cette simple procédure d’initialisation de base nous exploitons I'information
de I'itéré précédent et nous garantissons un bon point de départ pour ’algorithme de

gradient réduit (opscq).



12. Conclusion

La premiere partie de cette these concerne une étude de robustesse des algorithmes
de points intérieurs prédicteurs-correcteurs, ainsi qu'une approche par décomposition

de cette méthode pour la résolution de problemes de multiflot.

Dans la deuxieme partie, nous nous sommes intéressés au Probleme de Sécurisa-
tion Globale dont 'objectif est de déterminer le routage nominal et I'investissement de
moindre colit en capacités nominale et de réserve qui garantit la survie de ce routage.
Nous adoptons la stratégie globale pour rerouter le trafic interrompu.

Dans notre modele les routages et les capacités peuvent étre fractionnés. PSG se
formule alors comme un probleme linéaire de tres grande taille avec plusieurs niveaux
de couplage. Sa structure particuliere fait appel a ’emploi d’algorithmes de décom-
positions.

Nous avons proposé quatre méthodes utilisant la technique de génération de colonnes.
Les deux premieres sont basées sur les techniques proximales. Leur tache principale
consiste en la résolution de sous-problemes quadratiques indépendants.

Le troisieme algorithme s’inspire de ’approche de points intérieurs décrite dans la pre-
miere partie. Pour finir, nous avons intégré une procédure d’élimination de chemins
dans une adaptation d’un solveur de points intérieurs HOPDM.

Nous avons utilisé le troisieme algorithme pour résoudre des problemes réels de
routage fournis par le CNET.

L’implémentation de cet algorithme pour le probleme de sécurisation est envisagée si
le réseau est peu maillé.

Nous avons implémenté les trois autres algorithmes proposés dans cette these pour la
résolution de PSG.

Une analyse numérique montre ’avantage de la méthode de décomposition proximale
lorsqu’elle tire profit de la structure du probleme.

Parmi les deux algorithmes basés sur cette méthode, seul DP2 s’est montré numérique-

ment performant.
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Cependant, cette performance est dépendante de la valeur du facteur de la décompo-
sition proximale A. Nous avons tenté d’estimer la valeur optimale de ce parametre
en suivant une heuristique. La prévision théorique de ce parametre en optimisation
linéaire reste un probleme ouvert.

DP2 se préte bien au parallélisme. Une mise en ceuvre de DP2 sur des moyens de
calcul parallele est envisagée.

L’algorithme utilisant HOPDM, appelé DIP, était limité a cause de I’encombrement
de la place mémoire. Nous espérons que ces limites de taille seront repoussées avec le

développement croissant des moyens informatiques.

Cette these présente des méthodes prometteuses en optimisation de réseau de télé-
communications. Nous espérons les étendre a d’autres problemes. Une des extensions
possibles de ce travail est la sécurisation globale dans le cas de pannes élémentaires

de noeuds.
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