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R�esum�eLa premi�ere partie de cette th�ese, concerne une �etude de robustesse des algorithmesde points int�erieurs pr�edicteurs correcteurs, ainsi qu'une approche par d�ecompositionde cette m�ethode pour la r�esolution de probl�emes de multi
ot.Dans la deuxi�eme partie, nous nous int�eressons au Probl�eme de S�ecurisation Glob-ale dont l'objectif est de d�eterminer un multi
ot (qui transporte toute demandede son noeud origine �a son noeud destination en respectant la loi de Kirchho�) etl'investissement de moindre coût en capacit�e s nominale et de r�eserve qui assure leroutage nominal et garantit sa survie par reroutage global.Dans notre mod�ele les routages et les capacit�es peuvent être fractionn�es. PSG seformule alors comme un probl�eme lin�eaire de grande taille avec plusieurs niveaux decouplage. Sa structure particuli�ere appelle �a l'emploi d'algorithmes de d�ecomposi-tions.Nous proposons quatre m�ethodes utilisant la technique de g�en�eration de colonnes.Les deux premi�eres sont bas�ees sur les techniques proximales. Leur tâche principaleconsiste en la r�esolution de sous probl�emes quadratiques ind�ependants.Le troisi�eme algorithme s'inspire de l'approche de points int�erieurs d�ecrite �a la pre-mi�ere partie.Pour �nir, nous int�egrons une proc�edure d'�elimination de chemins dans une adapta-tion d'un solveur de points int�erieurs.Nous reportons des r�esultats num�eriques obtenus en testant ces algorithmes sur desdonn�ees r�eelles fournies par le CNET.Mots-cl�es :Programmation lin�eaire de grande taille, m�ethodes de points int�erieurs, d�ecomposi-tion, probl�emes de multi
ots, algorithme pr�edicteur correcteur, m�ethode de d�ecom-position proximale, conception de r�eseaux de t�el�ecommunications, s�ecurisation der�eseaux. v



AbstractThe �rst part of this thesis, is concerned with the study of the robustness of thepredictor corrector interior point algorithm and with a decomposition approach ofthis method for solving multicommodity network-
ow problems.In the second part, we are concerned with the Global Survivability in Telecommu-nication Networks (PSG). The objective consists in �nding the optimal routing andthe least cost investment in base and reserve capacities. The routing and the basecapacity insure base tra�c and the reserve capacity guarantees survivability of thetra�c against any arc failure (using a global rerouting strategy).In our model we consider that routings and capacities can be fractionated. So PSGcan be formulated as a large-scale linear program. Its special structure favors the useof decomposition algorithms.We propose four methods using columns generation technics.The �rst tow are based on proximal decomposition methods. The main task of thesealgorithm consist in solving independent quadratic subproblems.The third algorithm is inspired by the interior point decomposition approach de-scribed in the �rst part.Finally, we incorporate path elimination procedure into an adaptation of ready-to-useinterior points code.We report some numerical results obtained by testing these algorithms with data fromthe France-Telecom Paris district transmission network.Key-words:Large-scale linear programming, interior point methods, decomposition, multicom-modity network 
ow models, predictor corrector algorithm, proximal decompositionmethod, network design problems, survivability.vi
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ow-path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182xii



11.2.6ibf(2,n): break-
ow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18211.2.7ibfp(5,mibfp): break-
ow-path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18311.2.8lzlam(nk+1), pointeur sur les tableaux des multiplicateurs . . . . . . 18311.2.9izlam(mibft), lie les pannes aux 
ots . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18311.2.10izlam2(mibft), lie les contraintes aux 
ots . . . . . . . . . . . . . . . . 18411.2.11zlam(mibft): lie les multiplicateurs aux 
ots . . . . . . . . . . . . . . 18411.3.12varx(2,mipt), projection du routage sur A . . . . . . . . . . . . . . . 18511.3.13vary(1,mippt), projection du routage sur A? . . . . . . . . . . . . . . 18511.3.14varz(nb+2,n): tableau des capacit�es de r�eserve . . . . . . . . . . . . . 186

xiii



Liste des Figures2.3.1 Exemple de routage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125.3.1 Exemple de r�eseaux avec la même connexit�e . . . . . . . . . . . . . . 745.4.2 Routage des demandes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.4.3 Reroutage local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.4.4 Reroutage global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 776.7.1 Routage du 
ot 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 996.7.2 Reroutage du 
ot 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 996.7.3 Reroutage du 
ot 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1006.7.4 Reroutage du 
ot 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1017.3.1 Matrice des contraintes d'un probl�eme �a deux pannes . . . . . . . . . 1227.3.2 Matrice des contraintes du probl�eme avec copies . . . . . . . . . . . . 1227.3.3 Structure de la hessienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1277.5.4 p = 6; n = 15 K = 15 et maxiter = 100 . . . . . . . . . . . . . . . . 1357.5.5 p = 6; n = 15 K = 15 et maxiter = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1357.5.6 p = 6; n = 15 K = 15, maxiter 2 f10; 100g . . . . . . . . . . . . . . . 1367.5.7 p = 30; n = 30 K = 30 et � 2 f1; 20g . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1377.5.8 p = 6; n = 15 K = 15 et � 2 f10�3; � � � ; 103g . . . . . . . . . . . . . . 1387.5.9 p = 6; n = 15 K = 15, maxiter = 100, fac = 10 et � 2 f0:75; 1; 1:5g . 1387.5.10p = 4; n = 6 K = 6, � = 1 et � = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397.5.11p = 5; n = 10 K = 10, � = 1 et � = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407.5.12p = 6; n = 15 K = 15, � = 1 et � = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1409.4.1 La pr�ecision obtenue avec DIP sans �elimination de chemins . . . . . . 1659.4.2 Variation de la valeur optimale du programme mâ�tre . . . . . . . . . 1669.4.3 Variation du nombre de colonnes de la matrice des contraintes . . . . 1669.4.4 Variation du nombre de lignes de la matrice des contraintes . . . . . . 1679.4.5 Variation de la taille du probleme mâ�tre . . . . . . . . . . . . . . . . 1679.4.6 Variation du nombre d'it�erations internes . . . . . . . . . . . . . . . . 168xiv
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1. Introduction1.1 Objectifs g�en�erauxCette �etude a pour objet l'application des algorithmes rapides bas�es sur la notion depoints int�erieurs au probl�eme dit de routage-reroutage de communications.Les algorithmes de points int�erieurs ont �et�e la principale innovation dans le domainedes algorithmes d'optimisation dans ces derni�eres ann�ees. La rapidit�e et la robustessede ces m�ethodes leur ont même permis de supplanter l'algorithme du simplexe, qui�etait rest�e le principal outil de r�esolution de probl�emes lin�eaires depuis environ 50 ans.Dans certains domaines sp�eci�ques, dont le plus important est celui des probl�emes de
ot, les algorithmes sp�ecialis�es (par exemple la version du simplexe adapt�ee au 
ot)sont n�eanmoins capables de mettre en �echec les outils g�en�eraux.Le probl�eme de routage-reroutage constitue un cas interm�ediaire puisqu'il se mod-�elise comme un probl�eme de multi
ots. Malgr�e son analogie avec les probl�emes de
ot, la structure multi
ots est loin d'avoir des propri�et�es aussi porteuses sur le plannum�erique : les solutions ne sont pas forc�ement enti�eres (en pr�esence de donn�ees en-ti�eres).La complexit�e du probl�eme pratique est n�eanmoins due en grande partie �a la ques-tion du reroutage. Il s'agit de concevoir comment l'acheminement des messages seramodi��e en cas de panne. Ce probl�eme rentre dans le cadre g�en�eral de l'optimisation(lin�eaire) avec recours, structure qui appelle l'emploi d'algorithmes de d�ecomposition.1.2 Cadre g�en�eralLes r�eseaux de t�el�ecommunications sont des syst�emes de transmissions complexes des-tin�es �a transmettre des informations entre des paires de n�uds. Ils sont sujets �a despannes.Quand une panne se produit, l'op�erateur charg�e de g�erer le r�eseau en temps r�eel doitrediriger toutes les demandes port�ees par l'�el�ement d�efaillant aussi rapidement quepossible. Même si le reste du r�eseau a un exc�es de capacit�e, le reroutage peut être



1.2 Cadre g�en�eral 1impossible �a r�ealiser.Dans le mod�ele �etudi�e dans cette th�ese, pour assurer l'existence d'une capacit�e su�-isante pour le reroutage, nous consid�erons un second r�eseau appel�e le r�eseau der�eserve. Ce r�eseau est install�e en parall�ele avec le r�eseau nominal, est de mêmetype que ce dernier et poss�ede une topologie identique.Notre probl�eme de s�ecurisation consiste �a trouver le routage et l'investissement demoindre coût en capacit�es nominal et de r�eserve pour un certain jeu de demandes.Dans notre �etude nous �ecartons la possibilit�e d'avoir simultan�ement plusieurs pannes.Nous nous limitons au cas des pannes simples d'arcs pour des raisons de complexit�enum�erique.Il existe deux types de reroutage : local et global. La strat�egie de reroutage local estde consid�erer que la rupture d'un arc cr�ee entre ses extr�emit�es une demande �egale�a la somme des 
ots qui le traversaient. Cette demande doit être rerout�ee dans ler�eseau de r�eserve. Dans ce cas, le reroutage se ram�ene �a un probl�eme de 
ot simple.Dans le cas du reroutage global, la demande cr�e�ee par la panne est analys�ee pourtrouver les di��erentes paires (origine-destination) a�ect�ees. La demande g�en�er�ee parla panne est consid�er�ee, alors, comme un multi
ot. Rerouter cette demande revient�a r�esoudre un probl�eme de multi
ot dans le r�eseau de r�eserve.L'interruption de ces 
ots lib�ere de la capacit�e dans le r�eseau nominal. Cette capacit�elib�er�ee peut être utilis�ee pour le reroutage. Dans notre mod�ele nous utilisons unique-ment la capacit�e de r�eserve pour assurer le routage d'un certain jeu de demandes.L'approche globale est plus di�cile �a r�ealiser que la locale mais elle est �economique-ment pr�ef�erable.Le probl�eme de s�ecurisation avec reroutage local a �et�e d�ej�a �etudi�e par Lisser, Sarkissianet Vial [87]. Il comporte deux volets li�es : celui du dimensionnement du r�eseau der�eserve et celui du routage du tra�c. Lisser et al formulent le probl�eme comme unprogramme lin�eaire de tr�es grande taille qu'ils r�esolvent �a l'aide d'un algorithme deplans s�ecants bas�e sur le concept de centre analytique (ACCPM). La m�ethode per-met ainsi de s�ecuriser avec l'approche locale des r�eseaux d'une taille allant jusqu'�a60 n�uds et 120 arcs, ce qui correspond �a une mod�elisation r�ealiste du r�eseau detransmission d'interconnexion de France-T�el�ecom.



1.2 Cadre g�en�eral 21.2.1 Probl�emes lin�eaires de multi
otUn grand nombre de probl�emes dans di��erents domaines (comme le transport, lest�el�ecommunications, la �nance, etc ...) peuvent être model�es en terme de 
ots. Dansces probl�emes on cherche �a trouver le moyen le plus optimal pour transporter un
ot (d'information, de bus, de courant �electrique) dans un r�eseau (de transmissions,routier, �electrique, etc ...).Parmi ces probl�emes d'optimisation, plusieurs repr�esentent une classe sp�eciale deprobl�emes lin�eaires.Dans un probl�eme de 
ot minimal, l'objectif est de d�eterminer un 
ot qui transportela demande de son n�ud origine �a son n�ud destination de la mani�ere la plus e�-cace tout en respectant la loi de Kirchho� (la loi de conservation de 
ot [46]) et leslimitations sur les arcs (les contraintes de capacit�e).La complexit�e d'un algorithme de r�esolution de probl�eme de 
ot d�epend fortementde la repr�esentation du r�eseau (repr�esentation avec matrice d'adjacence ou matriced'incidence ou liste d'adjacence, etc ...) et des structures utilis�ees pour mainteniret mettre �a jour les calculs interm�ediaires [120]. Au cours de notre �etude nous con-staterons l'impact de la formulation (sommets-arcs ou arcs-chemins) sur la vitesse deconvergence de l'algorithme.Pour trouver un 
ot r�ealisable (v�eri�ant la loi de Kirchho� et les limites sur la capac-it�e sur les arcs) on pourrait r�esoudre un probl�eme de 
ot maximal [5].Dans beaucoup de cas r�eels, plusieurs 
ots partageant un même r�eseau doivent êtreoptimis�es. La formulation de ces derniers s'exprime en terme de multi
ot. Un casparticulier des probl�emes de multi
ot est celui de 
ot de coût minimal.L'int�erêt aux probl�emes de multi
ot dans les r�eseaux remonte aux ann�ees 40, o�uHitchkock [67] a propos�e un algorithme pour r�esoudre un probl�eme de transport.Dantzig [31] a ensuite d�evelopp�e la m�ethode de simplexe dans le cadre de la program-mation lin�eaire.Pendant les ann�ees 50, Kruskal s'est int�eress�e au probl�eme d'arbre de poids minimumet a propos�e un algorithme pour sa r�esolution [83]. Trouver un plus court cheminest l'un des plus importants probl�emes de 
ot simple. En 1957, Prim a propos�e unalgorithme pour le r�esoudre [118].Le premier livre sur les probl�emes de 
ots �etait publi�e par Ford et Fulkerson [37].



1.2 Cadre g�en�eral 3Depuis, avec la commercialisation intense des grands ordinateurs, des recherches ac-tives ont produit une vari�et�e d'algorithmes et de codes pour r�esoudre ces probl�emes.Pour une introduction de probl�emes de multi
ots et de leurs applications nous ren-voyons le lecteur aux livres [5, 113, 37, 77].Un r�esum�e de l'histoire des di��erentes approches propos�ees �a la r�esolution du probl�emede multi
ot lin�eaire jusqu'�a l'ann�ee 1977 se trouve dans [18]. Les �etudes num�eriquesmen�ees pendant les deux derni�eres d�ecennies (voir par exemple [40, 55, 77, 108])�elisent les sp�ecialisations de l'algorithme de simplexe comme les algorithmes les plusrapides pour la r�esolution de ces probl�emes.Pourtant en 1970 Klee et Minty ont montr�e dans [80] que l'algorithme du simplexede Dantzig [32] n'est pas polynômial.1.2.2 M�ethodes de points int�erieursLa possibilit�e de r�esoudre un probl�eme lin�eaire en temps polynômial a �et�e prouv�e parKhachiyan en 1979 [79]. Cet algorithme a donn�e naissance �a une famille de m�ethodesconnues sous le nom de m�ethodes de points int�erieurs (MIP). Ces derni�eres ont �et�eutilis�ees pour r�esoudre e�cacement des probl�emes de multi
ots. En e�et, la meilleurecomplexit�e connue pour la r�esolution de probl�emes de multi
ots a �et�e fournie par unede ces m�ethodes [74].Cependant les premi�eres impl�ementations n'�etaient pas avantageuses pour les m�eth-odes de points int�erieurs. L'une des premi�eres impl�ementations est d�ecrite dans [4].La tâche principale dans un algorithme de points int�erieurs est la r�esolution dessyst�emes lin�eaires n�ecessaires au calcul des directions de d�eplacement. En 1988, Kar-markar et Ramakrishnan [75] introduisent une m�ethode de points int�erieurs (approx-imate dual projective) qui utilise un algorithme de gradient conjugu�e pr�econdionn�epour r�esoudre ces syst�emes lin�eaires. Plusieurs auteurs ont propos�e di��erents pr�econ-ditionnements pour r�esoudre des probl�emes de multi
ots [114, 75, 116, 73, 95]. Pourune �etude plus compl�ete des m�ethodes de points int�erieurs pour la r�esolution de prob-l�emes de r�eseau nous nous r�ef�erons �a [120]. Toutes ces approches ont tent�e d'exploiterla structure du probl�eme lin�eaire de multi
ot. Cependant les pr�econditionnementsqu'elles utilisent restent ind�ependants de la structure du probl�eme.R�ecemment, Castro [20] a propos�e un pr�econditionnement qui exploite la structure



1.2 Cadre g�en�eral 4du probl�eme de multi
ot lin�eaire de coût minimum (PMLCM).Au cours de cette th�ese nous nous sommes �egalement int�eress�es �a ce probl�eme. Nousavons trouv�e des similarit�es entre notre algorithme de points int�erieurs et celui propos�epar Castro [20] en terme de sch�ema de d�ecomposition. L'int�erêt de notre algorithmepar rapport �a celui de Castro r�eside dans l'utilisation de la formulation arcs-chemins.En e�et la matrice de pr�econditionnement propos�ee par Castro [20] repose sur laformulation sommets-arcs et ne peut pas être �etendue �a la formulation arcs-chemins.Nous verrons dans la suite que cette derni�ere est num�eriquement plus performanteque la formulation sommets-arcs pour la r�esolution des probl�emes trait�es dans cetteth�ese.Dans notre �etude nous nous limitons aux probl�emes lin�eaires de multi
ot. Pour lesprobl�emes non-lin�eaires de multi
ot nous renvoyons le lecteur aux r�ef�erences suivantes[99, 82, 112, 62, 61, 41].Nous nous sommes int�eress�es plus particuli�erement �a une m�ethode appartenant �a lafamille des m�ethodes de points int�erieurs primales duales. Elle a �et�e introduite parMizuno, Todd and Ye dans [102] sous le nom de m�ethode pr�edicteur-correcteur. Lesm�ethodes de points int�erieurs primaux duaux (appel�ees encore m�ethodes de suivi detrajectoire centrale) poss�edent �a la fois la meilleure estimation de complexit�e connue�a ce jour (O(pnL) it�erations) et une convergence quadratique [13, 52].1.2.3 M�ethodes proximalesLa di�cult�e d'un probl�eme de multi
ot provient non seulement de sa grande taillemais surtout de la gestion des con
its sur les arcs, occasionn�es par la limitation descapacit�es.Le probl�eme de s�ecurisation globale admet en plus de ces limitations, un autre niveaude couplage entre les pannes du r�eseau. Ce qui rend ce probl�eme particulier de mul-ti
ot encore plus compliqu�e.Dans [110], Ouorou s'int�eresse au cas non lin�eaire convexe des probl�emes de multi
otet propose une approche de d�ecomposition utilisant les techniques proximales. Il ap-plique plus pr�ecis�ement la m�ethode de d�ecomposition proximale introduite dans [91]par Mahey, Oualibouch et Tao. L'algorithme de d�ecomposition proximale appliqu�e auprobl�eme de multi
ot strictement convexe de [111], donne des r�esultats satisfaisants



1.3 Contenu de la th�ese 5en comparant avec ACCPM [42].L'id�ee g�en�erale de cette approche est de repr�esenter le couplage entre des sous-syst�emes par des sous-espaces de produit d'espaces des copies des variables primaleset duales. La structure du probl�eme transform�e serait ad�equate �a l'application destechniques proximales. L'algorithme e�ectue �a chaque it�eration deux pas distincts :un pas proximal qui r�egularise la fonction objective en ajoutant un terme quadratiqued�ependant des solutions primale et duale de l'it�er�e pr�ec�edent et un pas de projectionsur les sous-espaces correspondants.L'e�cacit�e de l'algorithme de d�ecomposition proximale d�epend du choix de ces sous-espaces.Dans notre �etude nous proposons deux strat�egies de d�ecomposition du probl�eme des�ecurisation globale. La projection sur les sous-espaces correspondant �a ces strat�egiesrevient �a un simple calcul de moyenne. La tâche principale des deux algorithmes as-soci�es �a ces strat�egies est l'optimisation de sous-probl�emes d�ecompos�es de multi
otsquadratiques avec des contraintes lin�eaires.1.3 Contenu de la th�eseCe m�emoire est organis�e en 10 chapitres, dont le premier est cette introduction.Le deuxi�eme chapitre introduit des notions de la th�eorie des graphes que nous util-isons dans la suite.Une �etude de la robustesse des algorithmes pr�edicteurs-correcteurs est pr�esent�ee dansle troisi�eme chapitre. Nous nous int�eressons au cas o�u la direction de Newton estcalcul�ee de mani�ere approch�ee.Le quatri�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude des probl�emes lin�eaires de multi
ot. Nousproposons la r�esolution de probl�emes de multi
ot de coût minimumpar une approchede points int�erieurs par d�ecomposition. Les algorithmes utilisant cette approche, sonttest�es sur des donn�ees r�eelles fournies par le CNET.La deuxi�eme partie de cette th�ese concerne la conception de r�eseaux de communi-cations. Nous commen�cons cette partie par une description d'une s�erie de mod�elesmath�ematiques de conception de r�eseaux de t�el�ecommunications qui ont �et�e d�evelop-p�es r�ecemment (Chapitre 5).Le probl�eme de s�ecurisation des r�eseaux de transmission introduit au chapitre 5, est�etudi�e dans le sixi�eme chapitre. Nous discutons ses di��erentes formulations possibles.



1.3 Contenu de la th�ese 6Nous explicitons ensuite, une m�ethode de g�en�eration de chemins qui est int�egr�ee �ala formulation arcs-chemins du probl�eme. Nous proposons �egalement des garantiesd'optimalit�e.Les chapitres suivants pr�esentent des m�ethodes de r�esolution du probl�eme de s�ecuri-sation globale.Dans le chapitre 7, nous proposons deux strat�egies de d�ecomposition bas�ees sur lam�ethode de d�ecomposition proximale et la g�en�eration de chemins.Une troisi�eme m�ethode de d�ecomposition bas�ee sur les points int�erieurs est pr�esent�eedans le chapitre 8. Elle est inspir�ee des travaux que nous avons e�ectu�es dans le cadredu routage [15].L'�etude de complexit�e de l'algorithme pr�ec�edent nous a amen�e �a la r�esolution directedu programme mâ�tre par une m�ethode de points int�erieurs. Ceci fait l'objet duchapitre 9, o�u nous d�ecrivons l'utilisation du code HOPDM (Higher Order Primal-Dual Method) pour la r�esolution du probl�eme de s�ecurisation globale. La croissancedu nombre de colonnes peut repr�esenter un handicap �a cette m�ethode. Pour unemeilleure utilisation de ce code nous avons �etudi�e des strat�egies de suppression dechemins.A l'exception de la m�ethode de points int�erieurs pr�esent�ee au chapitre 8, toutes lesautres m�ethodes ont �et�e impl�ement�ees et �etudi�ees num�eriquement. Le chapitre 10 estconsacr�e �a l'analyse num�erique de ces m�ethodes.Une annexe concernant les d�etails des impl�ementations des algorithmes �etudi�es est�egalement fournie.



2. Quelques notions de la th�eoriedes graphesDans ce chapitre nous introduisons quelques notions sommaires de la th�eorie desgraphes qui vont nous être utiles dans les chapitres suivants. Pour plus de d�etailsnous nous r�ef�erons �a [46] de Gondran et Minoux, ainsi qu'�a l' ouvrage [5], plus r�ecent,de Ahuja, Magnanti et Orlin.2.1 G�en�eralit�es sur les graphesLa th�eorie des graphes permet de repr�esenter simplement la structure d'un grandnombre de situations. L'exemple le plus classique est la repr�esentation d'un r�eseaude communication : r�eseau de routes repr�esent�e par une carte routi�ere, r�eseau dechemin de fer, de t�el�ephone, ou de relais de t�el�evision, r�eseaux �electriques, r�eseauxd'informations dans une organisation, etc ... [46].D�e�nition 1. Un graphe orient�e G(V;E) est d�etermin�e par un ensemble V non videdont les �el�ements sont appel�es sommets ou n�uds et un ensemble E dont les �el�ementssont des couples ordonn�es de sommets appel�es arcs. Les sommets seront num�erot�es1; � � � ; p (on dit alors que G est d'ordre p), et les arcs 1; � � � ; n.D�e�nition 2. Pour A � V , nous d�esignons par W+(A) l'ensemble des arcs ayantleur extr�emit�e initiale dans A et leur extr�emit�e terminale dans (V �A).Nous avons W�(A) =W+(V �A).D�e�nition 3. Le degr�e d'un sommet i 2 V est l'entier d(i) = jW+(i)j+ jW�(i)j.D�e�nition 4. La matrice d'incidence sommets-arcs d'un graphe G est la matriceA = (aij) de taille p � n, d�e�nie paraij = 8>>><>>>: 1 si i est le sommet initial de j;�1 si i est le sommet terminal de j;0 dans les autres cas: (2.1.1)



2.2 Connexit�e 8D�e�nition 5. Une arête est un couple non ordonn�e de n�uds. Tandis que pour unarc l'ordre du couple de n�uds qui le d�e�nit est important [(i; j) 6= (j; i)].D�e�nition 6. Une châ�ne dans G est une suite d'arcs j1; � � � ; jp telle que chaque arcjl (2 � l � p � 1) a une extr�emit�e commune avec l'arc jl+1.Une châ�ne est simple si elle ne comporte pas plusieurs fois le même arc dans la suitequi la construit. On dit qu'une châ�ne est �el�ementaire si tous les sommets sont auplus de degr�e 2.D�e�nition 7. Un cycle est une châ�ne dont les extr�emit�es co��ncident.Un cycle est dit �el�ementaire s'il ne contient strictement aucun autre cycle.D�e�nition 8. Un chemin est une châ�ne dont tous les arcs sont orient�es dans lemême sens. Un chemin �el�ementaire est un chemin dont tous les sommets sont au plusde degr�e 2.D�e�nition 9. Un circuit est un chemin dont les extr�emit�es co��ncident. Un circuit�el�ementaire est un circuit ne contenant strictement aucun autre circuit.D�e�nition 10. Un graphe G(V;E) est dit complet si, pour toute paire de n�uds(i; j), il existe au moins un arc de la forme (i; j) ou (j; i).2.2 Connexit�eUne notion importante pour la s�ecurisation des r�eseaux est la connexit�e. Ce para-graphe introduit quelques d�e�nitions li�ees �a la connexit�e.D�e�nition 11. Un graphe est dit connexe si, pour tout couple de sommets i et j, ilexiste une châ�ne joignant i et j.D�e�nition 12. Un graphe est dit fortement connexe si, �etant donn�es deux sommetsquelconques i et j (dans cet ordre), il existe un chemin d'extr�emit�e initiale i etd'extr�emit�e terminale j.2.2.1 Point d'articulation et IsthmeD�e�nition 13. Un point d'articulation d'un graphe est un sommet dont la suppres-sion augmente le nombre de composantes connexes.



2.2 Connexit�e 9D�e�nition 14. Un isthme est une arête dont la suppression augmente le nombre decomposantes connexes.D�e�nition 15. Un ensemble d'articulations A 2 V d'un graphe G est un ensembleA de sommets tel que le sous-graphe GV�A, d�eduit de G par suppression des sommetsde A, ne soit plus connexe.2.2.2 La k-connexit�eD�e�nition 16. Un graphe est dit k-connexe si et seulement si il est connexe d'ordrep � k + 1, et il n'admet pas d'ensemble d'articulations de cardinal k � 1.2.2.3 La k-arête-connexit�eD�e�nition 17. Un graphe est dit k-arête-connexe si et seulement s'il est connexeavec n arêtes n � k + 1, et n'admet pas d'ensemble d'isthmes de cardinal k � 1.Autrement dit, G est k-arête-connexe s'il ne peut être d�econnect�e par l'�eliminationde moins de k arêtes [46].D�e�nition 18. Un graphe fortement connexe est k-arc-connexe s'il reste fortementconnexe apr�es �elimination de moins de k arcs.On remarque que 1-arc-connex est �equivalent �a la forte connexit�e.\Un des meilleurs exemples pour illustrer la notion de 
ot sur un graphe est certaine-ment celui du courant �electrique, et c'est d'ailleurs dans ce cadre qu'ont �et�e d'abord�etudi�es les probl�emes de 
ots" [46].De nos jours, la notion de 
ot o�re un mod�ele g�en�eral qui couvre un large champsd'applications importantes. Elle s'applique �a des probl�emes concrets comme les prob-l�emes de transport (routier, a�erien, ferroviaire), la structuration et dimensionnementoptimaux des r�eseaux de t�el�ecommunications, les probl�emes de gestion des stocks,d'ordonnancement et d'a�ectation sans oublier sa grande importance dans les math-�ematiques combinatoires.



2.3 Multi
ots 102.2.4 D�e�nition d'un 
otSoit G(V;E) un graphe connexe dont les arcs sont num�erot�es e = 1; 2; � � � ; n.D�e�nition 19. Un 
ot est un vecteur �a n composantes x = (x1; x2; � � � ; xn) 2 IRn;tel qu' en tout sommet i 2 V de G, la premi�ere loi de Kirchho� soit v�eri��ee, c'est �adire Xu2W+(i)xu = Xu2W�(i)xu: (2.2.1)Pour e 2 E, la composante e du vecteur x est appel�ee quantit�e de 
ot ou 
ux surl'arc e. La relation (2.2.1) exprime simplement que la somme des 
ux entrant en unsommet, est �egale �a la somme des 
ux sortant (loi de conservation aux n�uds).2.2.5 D�e�nition alg�ebrique des 
otsSoit A = (aie); i = 1; � � � ; p; e = 1; � � � ; n; la matrice d'incidence sommets-arcs dugraphe G. A chaque sommet i de V correspond la ligne i de la matrice A, et l'on a :W+(i) = fe 2 E=aie = +1g et W�(i) = fe 2 E=aie = �1g:La loi de conservation aux n�uds (2.2.1) peut donc se mettre sous la forme matricielle�equivalente: Ax = 0:2.3 Multi
otsLes probl�emes de multi
ots apparâ�ssent lorsque plusieurs produits partagent unmême r�eseau. La plani�cation, le management, les transports, les t�el�ecommunicationssont quelques-uns des domaines o�u un grand nombre de situations se mod�elisent enprobl�emes de multi
ots.L'une des raisons de l'importance des multi
ots est le fait qu'ils constituent un champde tests naturel de nouvelles m�ethodes de d�ecomposition.2.3.1 D�e�nition d'un multi
otSoit un graphe G(V;E) orient�e (jV j = p et jEj = n ) sur lequel circulent K 
otssimples x1; � � � ; xK. Pour k = 1; � � � ;K, xk est un 
ot simple entre le n�ud source ok



2.3 Multi
ots 11et le n�ud puits pk de valeur rk s'il v�eri�e :Axk = bk;o�u A est la matrice d'incidence sommets-arcs du graphe et bk 2 IRp est un vecteur �acomposantes toutes nulles sauf bkok et bkpk , qui valent respectivement +rk et � rk:Consid�erons le vecteur xmf = (xmf)e2E d�e�ni parxmf = KXk=1 xk:Le vecteur xmf est un vecteur multi
ot sur G de valeurs r1; r2; � � � ; rK:La valeur totale de xmf est r = r1 + r2 + � � �+ rK .2.3.2 Exemples de probl�emes de multi
otsConsid�erons un r�eseau de communication constitu�e par un ensemble de centres V , etun ensemble de voies de communication E.Ce r�eseau a pour fonction d'�ecouler, entre certains couples de centres (i; j) une cer-taine quantit�e de tra�c tij. Comme le tra�c entre i et j ne peut pas se m�elanger �adu tra�c entre k et l, les probl�emes d'�ecoulement de tra�c dans de tels r�eseaux seformulent comme des probl�emes de multi
ots.� Si on s'int�eresse �a la possibilit�e d'�ecoulement d'une certaine demande T = (tij) �atravers un r�eseau donn�e, dont chaque arc (arête) e 2 E est muni d'une capacit�econnue Ue � 0, il s'agit d'un probl�eme de multi
ot compatible.� Si on munit chaque arc e 2 E d'un coût �e(Ue) d'installation de Ue unit�ede capacit�e, et que l'on cherche �a �ecouler une certaine demande T = (tij) aumoindre coût, on a �a r�esoudre un probl�eme de multi
ot de coût minimum (pourplus de d�etails voir [46]).2.3.3 D�e�nition d'un routageOn dit que l'on a e�ectu�e un routage des 
ots x1; � � � ; xK lorsqu'on a a�ect�e �a chaque
ot k des chemins particuliers pris parmi l'ensemble des chemins entre ok et pk.
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Extremites de la demande

Chemins portant la demande

$o^k$

$p^k$Figure 2.3.1: Exemple de routageRemarque 2.3.1. On peut d�e�nir un multi
ot xmf sans imposer aux 
ots d'être posi-tifs.Dans ce cas la composante xmfj du multi
ot est la somme des valeurs absolues descomposantes xkj des di��erents 
ots.Sur un graphe non orient�e N , en rempla�cant chaque arête j = [i; t] par deux arcsj+ = (i; t) et j� = (t; i), on d�e�nit un graphe orient�eG. Soient alorsK 
ots x1; � � � ; xK�a composantes positives sur G. Le vecteur xmf = PKk=1 xk d�e�ni parxmf = KXk=1 xk+ + KXk=1xk�est appel�e multi
ot sur le graphe non orient�e N .2.4 M�ethode de g�en�eration de colonnesDans ce paragraphe nous pr�esentons le principe g�en�eral de la g�en�eration de colonnes[85] (XII.4.2).Nous nous int�eressons �a la r�esolution d'un probl�eme lin�eaire8>>><>>>: Minx cTx(i) Ax = b;(ii) x 2 X; (2.4.1)o�u X � IRn est un ensemble polyh�edral, A 2 IRp�n, c; x 2 IRn et b 2 IRp. Lacontrainte (2.4.1.i) rend le probl�eme (2.4.1) plus di�cile. Nous supposons que sans



2.4 M�ethode de g�en�eration de colonnes 13la contrainte (2.4.1.i), le probl�eme pourrait exploiter pleinement la structure sp�ecialede l'ensemble X et être facilement r�esolu.Tout point de l'ensemble polyh�edral peut être repr�esent�e par une combinaison lin�eairede ses points et rayons extr�emaux. Soient p1; � � � ; pk et r1; � � � ; rl respectivementles points et les rayons extr�emaux de X. Pour tout x 2 X il existe des coe�cientsbarycentriques �1; � � � ; �k et �1; � � � ; �l tels que :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: x = kXi=1 �ipi + lXj=1 �jrj ;�i � 0; i = 1; � � � ; k;�j � 0; j = 1; � � � ; l;kXi=1 �i = 1: (2.4.2)En utilisant (2.4.2) nous formulons le probl�eme (2.4.1) comme suit :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Min�1;���;�k;�1;���;�l kXi=1�icTpi + lXj=1�jcT rj(i) kXi=1 �iApi + lXj=1�jArj = b;(ii) kXi=1 �i = 1;(iii) �i � 0; i = 1; � � � ; k;(iv) �j � 0; j = 1; � � � ; l: (2.4.3)Le probl�eme (2.4.3) a un tr�es grand nombre de variables. Il est souvent impossiblede le formuler explicitement (2.4.3) et de le r�esoudre directement. Par contre nouspouvons g�en�erer les points pi et les rayons ri uniquement s'ils sont n�ecessaires. Nousconsid�erons respectivement des sous ensembles de points extr�emaux et de rayonsextr�emaux de X : fpi; i 2 Ig et frj; j 2 Jg. En restreignant le probl�eme (2.4.3) �a cessous ensembles, nous obtenons un probl�eme mâ�tre r�eduit. La solution primale de cedernier fournit une estimation sup�erieure de la valeur optimale du probl�eme (2.4.3).Pour avoir une estimation inf�erieure de cette valeur, nous utilisons la solution duale duprobl�eme mâ�tre r�eduit. Plus pr�ecis�ement, nous utiliserons le multiplicateur associ�e�a la contrainte (2.4.1.i), que nous notons y. En dualisant la contrainte (2.4.1.i),le Lagrangien associ�e au probl�eme (2.4.1) peut s'�ecrire comme suit L(x; y) = cTx +yT (Ax�b), x 2 X. Une estimation inf�erieure de la valeur optimale du probl�eme (2.4.1)



2.4 M�ethode de g�en�eration de colonnes 14est donn�ee par L(y) = Infx2XL(x; y). La technique de g�en�eration de colonnes fournit desgaranties de la qualit�e de la solution. L'algorithme est arrêt�e lorsque la di��erence entreles estimations sup�erieure et inf�erieure est plus petite que la pr�ecision d�esir�ee. Si lasolution courante ne v�eri�e pas le crit�ere d'arrêt pr�ec�edent, nous pouvons d�eduire quel'ensembleX n'est pas assez caract�eris�e et qu'une nouvelle colonne Api ou Ari devraitêtre introduite au programme mâ�tre r�eduit. Suivant la valeur de L(y), l'algorithmeintroduit une nouvelle colonne Api ou alors Ari au programme mâ�tre r�eduit. Si L(y)est �ni alors il existe un point extr�emal p de X tel que L(y) = cTp + yT (Ap � b).Et si L(y) est in�ni, il existe alors un rayon r de X, tel que cT r + yT (Ar � b) < 0.Dans le sch�ema classique de la g�en�eration de colonnes [76], tout programme mâ�trer�eduit est r�esolu jusqu'�a l'optimalit�e. Gondzio et Sarkissian proposent dans [51] unem�ethode de g�en�eration de colonnes qui s'inspire de la m�ethode ACCPM (analyticcenter cutting plane method) [42] et utilise les prix centraux. Ils utilisent pour lar�esolution du programme mâ�tre r�eduit, un algorithme de points int�erieurs primaldual et non r�ealisable qui emploie la notion de �-centre a�n de contrôler la distance�a l'optimalit�e.



3. Algorithmes de suivi de cheminperturb�eLes m�ethodes de points int�erieurs ont apport�e une v�eritable r�evolution [52, 81]. Enparticulier la famille des algorithmes de points int�erieurs primaux duaux qui donne lesmeilleurs r�esultats. Ces algorithmes poss�edent �a la fois une complexit�e polynômialeet une convergence quadratique. Malgr�e les progr�es e�ectu�es dans l'analyse th�eoriquedes algorithmes, il y a un �ecart important entre les vitesses th�eoriques de convergence,assez lentes, et les performances pratiques. Nous nous int�eressons plus sp�eci�quementaux algorithmes pr�edicteur-correcteur. Ce sont des algorithmes de suivi de trajectoirecentrale qui op�erent �a l'int�erieur d'un voisinage R.Ils consistent �a alterner:� les pas de centralisation, de fa�con �a se rapprocher de la trajectoire centrale.� les pas a�nes dans lesquels l'algorithme calcule le plus grand pas permettantde rester dans R.Ces algorithmes de suivi de chemin op�erent en prenant comme direction de d�eplace-ment la direction de Newton associ�ee �a l'�equation de la trajectoire centrale, tout encontrôlant le centrage grâce �a une mesure de proximit�e [52]. Ils utilisent un param�etre�, qui mesure le respect des conditions de compl�ementarit�e. On �evalue la complexit�ede l'algorithme par le nombre d'op�erations permettant de calculer un point associ�e �ala mesure vis�ee �1. On pose L = log(�0=�1) o�u �0 est la mesure du point initial.Les algorithmes de suivi de chemin de type pr�edicteur-correcteur se sont av�er�es tr�ese�caces pour r�esoudre des probl�emes d'optimisation lin�eaire. Cependant, l'hypoth�esedu calcul exact de la direction de Newton (correspondant �a un pas a�ne ou de cen-trage) est peu r�ealiste. En e�et, dans le cas de probl�emes de grande taille, il peutêtre n�ecessaire d'utiliser des algorithmes it�eratifs. L'article [16] pr�esente une �etude deces algorithmes prenant en compte une erreur dans le membre de droite. On donnedes estimations pr�ecises et explicites de l'erreur permettant de pr�eserver la complex-it�e algorithmique du cas non perturb�e. On calcule aussi des estimations explicites



16permettant de garantir un taux de convergence lin�eaire donn�e. Les r�esultats sontobtenus dans le cadre de probl�emes de compl�ementarit�es monotones. Ils s'appliquentdonc aussi �a l'optimisation quadratique convexe.



3.1 Introduction 17Rapport INRIA RR-2745Accepted in \Optimization Methods and Software"J.F. Bonnans and C. Pola and R. R�eba��PERTURBED PATH FOLLOWINGPREDICTOR-CORRECTORINTERIOR POINT ALGORITHMS AbstractThe path following algorithms of predictor corrector type have proved to be verye�ective for solving linear optimization problems. However, the assumption that theNewton direction (corresponding to a centering or a�ne step) is computed exactly isunrealistic. Indeed, for large scale problems, one may need to use iterative algorithmsfor computing the Newton step.In this paper, we study algorithms in which the computed direction is the solutionof the usual linear system with an error in the right-hand-side. We give precise andexplicit estimates of the error under which the computational complexity is the sameas for the standard case. We also give explicit estimates that guarantee an asymp-totic linear convergence at an arbitrary rate. Finally, we present some encouragingnumerical results.Because our results are in the framework of monotone linear complementarity prob-lems, our results apply to convex quadratic optimization as well.3.1 IntroductionIn the last decade, a new generation of polynomial algorithms, based on the idea ofcomputing a sequence of interior points, brought a revolution in the �eld of linearoptimization [52, 81]. In the past few years, some algorithms that follow the centralpath, using Newton directions on the equation of the central path, focused the atten-tion of the community because they both reach the optimal complexity known untilnow, while converging quadratically [102, 104, 117]. Most available implementationsof interior point methods are actually of this type.



3.1 Introduction 18For very large scale problems it may be useful to compute the Newton step by aniterative algorithm. It is often observed that iterative algorithms compute at a smallcost a rough approximation of the solution, while it may be much more expensiveto obtain a precise value of the solution. Therefore a question arises: will the goodconvergence properties of path following algorithms remain if the Newton directionis computed approximately? This question is meaningful in the general frameworkof linear complementarity problems, in which linear optimization problems can beembedded (this also allows us to embed quadratic programming). Our concern iswhen the linearization of the complementarity condition is solved approximately, thatis to say we consider the usual linear equations corresponding to the complementaritycondition with a perturbation in the right-hand-side; we assume that the equationsof the Newton step corresponding to the linear equations of the complementarityproblem (i.e., in the case of linear optimization, the primal and dual linear feasibilityconstraints) themselves are not perturbed, but they can have a non-null right-hand-side if the starting point is infeasible.In that framework, we are able to give explicit estimates on the precision withwhich the Newton step is computed, in order to keep complexity at the same order asfor the non-perturbed case, or an asymptotic linear convergence rate at an arbitraryrate. We give such estimates for two algorithms of the predictor corrector type, insmall and large neighborhoods, respectively.An early reference where inexact computation of the Newton step is discussedis [82]. Let us mention the reference [105], where inexact Newton steps are alsodiscussed in the framework of linear programming. The perturbation in that paperis in the right-hand-side of the linearization of the equations of the Newton stepcorresponding to the primal and dual feasibility conditions, and the obtained boundsare not so explicit as those obtained here. However, we note the following relationbetween the two kind of perturbations: if the perturbation is in the right-hand-sideof the feasibility conditions by using projections it can be reduced to our framework.Another discussion of inexact Newton steps, in the context of interior point algo-rithms for network 
ow problems, can be found in [115], where it is shown that thiskind of method may be e�ective.The paper is structured as follows. Section 3.2 presents the main results forthe perturbed predictor corrector algorithm in small and large neighborhoods. Theproofs are given in Section 3.3. Finally some numerical results are reported in the



3.2 Main results 19last section.Conventions Given a vector x 2 IRn the relation x > 0 is equivalent to xi >0; i = 1; 2; � � � ; n, while x � 0 means xi � 0; i = 1; 2; � � � ; n. We denote Rn+ = fx 2Rn : x � 0g and Rn++ = fx 2 Rn : x > 0g. We write k:k instead of k:k2. Whenever weuse other norms like k:k1 we use the corresponding symbol.Given a vector x, the corresponding upper case symbol denotes as usual the diag-onal matrix X de�ned by the vector. The symbol 1 represents the vector of all ones,with dimension given by the context.We denote component-wise operations on vectors by the usual notations for realnumbers. Thus, given two vectors u; v of the same dimension, uv, u=v, etc. willdenote the vectors with components uivi, ui=vi, etc. We denote the null space andrange space of a matrix M by N (M) and R(M) respectively.The notation xk = O(�k) means that there is a constantK (dependent on problemdata) such that for every k 2 IN, kxkk � K�k. Similarly, if xk > 0, xk = 
(�k) meansthat (xk)�1 = O(1=�k). Finally, xk � �k means that xk = O(�k) and xk = 
(�k).We use the same notations for a point x in a set parameterized by �, say E�. Wesay that x = O(�) (resp. x = 
(�), x � �) whenever there is a constant K such thatkxk � K� (resp. x�1 = O(1=�); x = O(�) and x = 
(�)) for all x 2 E�, and all smallenough �. In particular, x � 1 in E� means that there are constants K2 > K1 > 0,such that any x 2 E� satis�es K1 � xi � K2, i = 1; � � � ; n.Given two vector functions x and y, x � y means that xi � yi for i = 1; � � � ; n, forsmall enough �.3.2 Main resultsThe monotone horizontal linear complementarity problem (LCP) is as follows: to �nd(x; s) 2 IRn � IRn satisfying xs = 0;Qx+Rs = h;x; s � 0; (LCP )where h 2 IRn, and Q;R 2 IRn�n are such that for any u; v 2 IRn,Qu+Rv = 0 implies uTv � 0: (3.2.1)



3.2 Main results 20Note that the monotone horizontal linear complementarity problem is equivalent tothe monotone linear complementarity problem in standard form (e.g. [14]), and LCPis more convenient for the asymptotic analysis, as we will see later.We denote the feasible set, and the set of solutions of (LCP) asF := f(x; s) 2 Rn+ � Rn+; Qx+Rs = hg; (3.2.2)S := f(x; s) 2 F ;xs = 0g: (3.2.3)Also, we denote the set of strictly complementary solutions byS0 := f(x; s) 2 S;x+ s > 0g: (3.2.4)It is well known that if (LCP) represents a linear programming problem, thenif S is nonempty so is S0. This is not true in general, since it is easy to constructa quadratic program with nonempty S and empty S0. The existence of a strictlycomplementary solution will be an essential assumption in points 3.3.2, 3.3.3 and3.3.4.Let (x0; s0; �0) 2 Rn+ � Rn+ � R++ be given. Setg = (h�Qx0 �Rs0)=�0:Then (x0; s0; �0) is an element of the setFg := f(x; s; �) 2 Rn+ � Rn+ � R++; Qx+Rs = h� �gg: (3.2.5)If in addition x0s0 = �01, then (x0; s0; �0) belongs to the infeasible central path pinnedon g, de�ned as xs = �1;Qx+Rs = h � �g: (3.2.6)We consider algorithms for solving (LCP) that follow approximately this infeasiblecentral path, which whenever g = 0 (feasible case) coincide with the (usual) centralpath. We assume that the algorithms under consideration generate points (x; s; �)belonging to a \small" neighborhood of the formV� := f(x; s; �) 2 Fg; kxs� � 1k � �; � � �0g;where � > 0 and �0 > 0 are given constants, or to a \large" neighborhoodN� := f(x; s; �) 2 Fg; �1 � xs� � ��11; � � �0g



3.2 Main results 21where 0 < � < 1 and �0 > 0 are again given constants. It is easily seen thatV� � N� for all 0 < � � 1 � �; (3.2.7)N� � V� for all � � pn�1� � 1� : (3.2.8)The algorithms studied in this paper start each iteration from data (x; s; �) 2 V�(or N�) and then compute two steps in V� (or N�), a corrector step \near" to thecentral path and a predictor step with a smaller value of �. Consider (3.2.6) with �replaced by 
� where 
 2 f0; 1g. An approximate solution of (3.2.6) can be found bymaking a Newton step. Fixed 
, our algorithms compute a Newton direction (u; v)that is solution of the following perturbed linear system:su+ xv = �xs+ 
�1+ ��;Qu+Rv = (1 � 
)�g; (3.2.9)where � 2 IRn is a perturbation taking into account the error in the computation ofthe Newton step. (As the unperturbed right-hand side is of order �, we may expect todeal with perturbations of order �, i.e. � of order 1.) Note that the second equationis not perturbed. We can do this assumption without any loss of generality as theperturbed Newton step may be projected at a low cost into the set of solutions of thesecond equations in order to reduce to our framework. Furthermore, in the case ofconsidering explicit perturbations only in the second equation of (3.2.9), it is not soeasy to obtain explicit error estimates that guarantee a polynomial complexity of thealgorithm (see [105]).Let us note that under the monotonicity assumption (3.2.1) the system (3.2.9)has a unique solution. We denote by (uc; vc) the solution of (3.2.9) with 
 = 1,called centering direction, and by (ua; va) the solution of (3.2.9) with 
 = 0, calleda�ne-scaling direction. The centering direction and the a�ne-scaling direction arecomputed in the corrector step and predictor step respectively.Finally, both steps choose a step-length � 2 (0; 1] such that the new pointx] = x+ �u; s] = s+ �v; �] := (1 � � + �
)�; (3.2.10)belongs to V� (or to N�).Now we are ready to state a generic perturbed predictor corrector algorithm(GPC), in which the set G denotes V� or N� depending on the algorithm:Algorithm GPC Data: �1 > 0; (x0; s0; �0) 2 G: k := 0



3.2 Main results 22repeat� x := xk; s := sk; � := �k ;� Corrector step: Compute (uc; vc) solution of (3.2.9) with 
 = 1.x(�) := x+ �uc; s(�) := s+ �vc.Compute �c 2]0; 1] such that (x(�c); s(�c); �) 2 G.x := x(�c); s := s(�c).� Predictor step: Set 
 = 0. Compute (ua; va) solution of (3.2.9) with 
 = 0.x(�) := x+ �ua; s(�) := s+ �va; �(�) := (1� �)� .Compute �a, the largest value in ]0; 1[ such that(x(�); s(�); �(�)) 2 G; 8 � � �a.xk+1 := x(�a); sk+1 := s(�a); �k+1 := (1� �a)�k.� k := k + 1 .until �k < �1.In the following we consider two particular algorithms of the above general schemeand we state our main results in both cases.The perturbed predictor corrector algorithm in small neighborhoods is de�ned asfollows:Algorithm SPCFix �c > 0, �a > 0, � 2]0; 1=2] and G = V�.Specialize AlgorithmGPC to this case with k�k � ��, where � � �c during thecorrector step and � � �a during the predictor step, and �c = 1 at each iteration.Note that in GPC we require that the point obtained after a restoration step isin the neighborhood G, whereas we �x here �c = 1. We check below that when �c issmall enough, then the point obtained in a corrector step with �c = 1 belongs to Vg�=2.In addition, we give an explicit estimate of the size of errors for which the complexityof O(pnL) for the feasible case (resp. O(nL) for the infeasible case) is preserved.Assuming the strict complementarity hypothesis, we also compute a tighter boundunder which a given asymptotic linear rate may be observed.We say that (x0; s0) dominates (x�; s�) if x0 � x� and s0 � s�. Similarly, wesay that (x0; s0) dominates a solution of (LCP ) if there exists (x�; s�) 2 S which isdominated by (x0; s0).



3.2 Main results 23Theorem 1. Let L := log2(�0=�1). We assume that �c � 1=12 (�c � 1=4 whenever� � 1=4), and that (x0; s0) dominates a solution of (LCP ) whenever it is not feasible.Then Algorithm SPC has the following properties:(i) (Feasible case) Assume (x0; s0) to be feasible. If �a � 1=4, then the algorithm�nds a feasible point such that �k � �1 in at most 3qn=�L iterations.(ii) (Infeasible case) If �a = O(n), then the algorithm �nds a point such that�k � �1 in at most O(nL) iterations.(iii) (Asymptotic rate of convergence) Assume S0 6= ;. Let � 2 (0; 1) and �a besuch that �a0@1 + (1� �)s4 + �2a2 1A < �2(1 � �): (3.2.11)Then lim sup�k+1=�k � �. In particular, if �a � 1=5, then �k+1 � �k=2 for klarge enough.We now state the perturbed predictor corrector algorithm in large neighborhoods.Algorithm LPCFix �c > 0, �a > 0, � 2]0; 1=2] and G = N�.Specialize Algorithm GPC to this case with k�k1 � �c when computing thecentering direction and k�k1 � �a when computing the a�ne direction, and�c = min(1; �2kucvck1 �12 � k�k1�) (3.2.12)at each iteration.This choice of �c implies, as we will see, that the point obtained after a correctorstep belongs to the interior of the large neighborhood, so that the algorithm is wellde�ned. The theorem below also gives an explicit estimate of the size of errors forwhich the known complexity of the algorithm with � = 0, which is now O(nL) for thefeasible case and O(npnL) for the infeasible case, is preserved. Assuming the strictcomplementarity hypothesis, we also compute a tighter bound under which a givenasymptotic linear rate may be observed.



3.3 Proof of main results 24Theorem 2. Let L = log2(�0=�1). Assume that �c � 1=4 and that (x0; s0) domi-nates a solution of (LCP ) whenever it is not feasible. Then Algorithm LPC has thefollowing properties:(i) (Feasible case) Assume (x0; s0) to be feasible. If �a � 1=4, the algorithm�nds a feasible point satisfying �k � �1 in at most 16nL=�3 iterations.(ii) (Infeasible case) If �a = O(pn), then the algorithm �nds a point satisfying�k � �1 in O(npnL) iterations.(iii) (Asymptotic rate of convergence) Assume S0 6= ;. Let � 2 (0; 1=2) and �abe such that �a � �4�64(1 � �)2n3=2 :Then lim sup�k+1=�k � �.3.3 Proof of main results3.3.1 Preliminary resultsIn this section we start by recalling some known technical results and deriving an easyconsequence of them. These results will be used for the analysis of both algorithms.Set � := sxs� ; d := r�xs ; u := d�1u; v := dv� ; Q := QD; R := �RD�1:Multiplying the �rst equation in (3.2.9) by 1=p�xs, we obtains s�xu+ 1�r�xs v = �sxs� + 
r �xs +r �xs�:Therefore (u; v) is solution of the scaled equation8<: u+ v = ��+ 
��1 + ��1�;Qu+Rv = (1� 
)�g: (3.3.1)From (3.2.9) and (3.2.10) it is easily seen thatx]s]�] = 1� �1 � � + �
  xs� � 1!+ 1+ �1� � + �
 � + �21 � � + �
 uv� : (3.3.2)The �rst statement of the lemma below is due to Mizuno ([103], Lemma 1), andthe second statement is due to Mizuno, Jarre and Stoer ([104], Corollary 1).



3.3 Proof of main results 25Lemme 1. i. If y; z 2 IRn satis�es yTz � 0, then kyzk � 1p8ky + zk2.ii. Let (û; v̂) be solution of û+ v̂ = f̂ ;Qû+Rv̂ = ĝ;and x̂; ŝ such that Qx̂+Rŝ = ĝ. Then8>>><>>>: kûk � kf̂k+ kx̂k+ kŝk;kv̂k � kf̂k+ kx̂k+ kŝk:The following technical estimates will be useful in the sequel.Lemme 2. Let (x0; s0; �0) and (x; s; �) be two elements of N� such that (x0; s0)dominates a solution (x�; s�) of (LCP ). Set (~x; ~s) = (x� � x0; s� � s0)=�0. ThenxTs0 + sTx0 � 4�0n� ;Q~x+R~s = g;kd�1~xk+ kd~s� k � 4n�p��:Preuve. By Theorem 2.2 of [17], we havexTs0 + sTx0 � 2�0n� + �;where � � (x0)T s� + (s0)Tx� � 2(x0)T s0 � 2�0n� :The �rst relation follows. The second statement is obvious. Let us prove the last one.We havekd�1~xk = k��1� s~xk � k��1k1� ks~xk � k��1k1� ks~xk1 = k��1k1� sT j~xj;and similarlykd~s� k = k��1� x~sk � k��1k1� kx~sk � k��1k1� kx~sk1 = k��1k1� xT j~sj:As (x0; s0) dominates (x�; s�), we obtainkd�1~xk+ kd~s� k � k��1k1� "sT (x0 � x�)�0 + xT (s0 � s�)�0 # � k��1k1��0 (sTx0 + xTs0):Combining with k��1k1 � 1=p� and the �rst statement, the result follows. �



3.3 Proof of main results 26The next lemma gives upper bounds for the term kuvk=� of (3.3.2). Part i willbe used in the centering step and in the feasible a�ne-scaling step, while part ii willbe useful in the infeasible a�ne-scaling step.Lemme 3. Let (x; s; �) 2 N� and (u; v) be solution of (3.2.9). Theni. If uTv � 0, then kuvk� � 1�p8k � �2 + 
1+ �k2: (3.3.3)ii. If (x0; s0) dominates a solution of (LCP ) and � � �0, then the a�ne-scalingdirection satis�es kuavak� �  k�kp� + 5n�p�!2 : (3.3.4)Preuve. i. Using Lemma 1i and (3.3.1) we getkuvk� = ku vk � 1p8 ku+ vk2 = 1p8k � �+ 
��1 + ��1�k2;� k��1k21p8 k � �2 + 
1+ �k2:Since k��1k21 � ��1, the result follows.ii. Applying Lemma 1ii and Lemma 2 to the scaled equation (3.3.1), and usingk��1k1 � 1=p� and k�k � qn=�, we have whenever 
 = 0kuk � k � �+ ��1�k+ � kd�1~xk+ kd~s� k! ;� pnp� + k�kp� + 4 n�p� � k�kp� + 5n�p� :The same estimate holds for v. Using kuvk � kukkvk, the result follows. �3.3.2 Asymptotic analysisWe now prove a general result that will be used for the study of the rapid asymptoticlinear convergence in Section 3.3.3 and 3.3.4. Here, as in those sections, we assume(LCP) has a strictly complementary solution, i.e. S0 6= ;. It is well known that inthis case there is a unique partitionB [N = f1; 2; � � � ; ng; B \ N = ;;



3.3 Proof of main results 27such that for any (x; s) 2 S0 we have xB > 0; sB = 0; xN = 0 and sN > 0.Following Bonnans and Gonzaga [14] we rename the variables in the following wayx (xB; sN) and s (sB; xN):AlgorithmGPC is invariant with respect to the permutation, whose advantage isjust to simplify the analysis by assuming that N = ;. Therefore in points 3.3.3 and3.3.4 we will always refer to x as the vector of large variables and to s as the vector ofsmall variables. Of course this change of variables can only be done in the analysis,it cannot be used by algorithms since B and N are unknown.The following lemma indicates what are the order of magnitudes in the vicinityof the infeasible central path.Lemme 4. ([17], Lemma 4.1) If (x; s; �) 2 G, then x � 1, s � � and d � 1.De�ne the scaled variables x := d�1x ; s := d�s:This scaling transfers x and s to the same vector x = d�1x = � = ds=� = s:This scaling allows us to represent the solution of (3.2.9) as O(�) perturbations ofquantities that are easily analyzed. In order to do so we represent the solution ofthe scaled equations (3.3.1) in terms of orthogonal projections. Given M 2 IRm�n,q 2 IRm and the a�ne space de�ned by Mx = q, we de�ne the projections operatorsPM;q and PM by x! PM;qx = argminfkw � xk : Mw + q = 0g;and PM := PM;0. Similarly, we denote ~PM = I � PM the orthogonal projection onR(MT ). It is easily checked that PM;qx = PMx+PM;q0 for any x 2 IRn and q 2 IRm.Lemme 5. Let (x; s; �) 2 G.i. (Feasible case) If (x; s) is feasible, then the solution of the scaled system (3.3.1)satis�es u = 
PQ��1 + PQ(��1�) +O(�):v = ��+ 
 ~PQ��1 + ~PQ(��1�) +O(�):



3.3 Proof of main results 28ii. (Infeasible case) Let (~x; ~s) be such that Q~x + R~s = g. Then the solution of thescaled system (3.3.1) satis�esu = 
PQ(��1 + d~s) + PQ(��1�) +O(�):v = ��+ 
 ~PQ(��1 � PQd~s) + ~PQ(��1�) +O(�):Preuve. It is known (see [14]) thatQû+Rv̂ = 0) v̂ 2 R(QT ): (3.3.5)Let us recall the proof for the sake of completeness of the paper. Indeed, if (û; v̂)satis�es the above relation, then Q(û + u0) + Rv̂ = 0 for an arbitrary u0 2 N (Q).Therefore (û+ u0)T v̂ � 0. As u0 is an arbitrary element of the vector space N (Q), itfollows that (u0)T v̂ = 0, i.e. v̂ 2 N (Q)? = R(QT ), as was to be proved.i. In the feasible case we have Qu + Rv = 0. So, using (3.3.5) applied to thescaled system (3.3.1), it follows that v = dv=� 2 R(QT ). Setf := ��+ 
��1 + ��1�:Then by (3.3.1): u 2 f +R(QT );Qu+Rv = 0: (3.3.6)This is the optimality system characterizing the orthogonal projection of f over theset de�ned by the second relation. Since Rv = Rv, it follows thatu = PQ;Rvf = PQf + PQ;Rv0:This expression can be simpli�ed noticing that PQ� = 0. Indeed, let (x�; s�) 2 S,then s� = 0 and Q(x � x�) + Rs = 0; and therefore, using (3.3.5), s 2 R(QT ) and� = ds=� 2 R(QT ). Hence, we deduce thatu = PQ(
��1 + ��1�) + PQ;Rv0: (3.3.7)We obtain the desired expression for u by using linearity of PQ;Rv, and checking thatPQ;Rv0 = O(�): (3.3.8)



3.3 Proof of main results 29Indeed, using � = O(1), ku + vk = kfk = O(1) and, as uTv � 0, we deduce thatkvk � kfk = O(1), whence, using Lemma 4, kvk = �kd�1vk = O(�). Now, let Q� bea right inverse for Q such that Q(D�1Q�Rv) = Rv, whencekPQ;Rv0k � kD�1Q�Rvk = O(kvk) = O(�):This proves the formula for u, from which we deduce thatv = f � u = ��+ 
��1 + ��1� � 
PQ��1 � PQ(��1�) +O(�);and so the last relation of part i follows.ii. Now let us deal with the infeasible case. Setû := u� (1 � 
)�d�1~x;v̂ := v � (1� 
)�d ~s�;f̂ := �(1 � 
)�(d�1~x+ d ~s� ):Then, by using (3.3.1), we get8<: û+ v̂ = f + f̂ ;Qû+Rv̂ = 0: (3.3.9)Hence, as in the �rst part of the proof, we haveû = PQ(f + f̂ ) +O(�);= PQ ���� d~s + 
(��1 + d~s) + ��1� � �(1 � 
)d�1~x�+O(�):Let us check that PQ(�+ d~s) = 0. Let (x�; s�) 2 S, s� = 0, thenQ(x+ �~x� x�) +R(s + �~s) = 0and from (3.3.5) we deduce that s+�~s 2 R(QT ). Therefore �+d~s = (d=�)(s+�~s) 2R(QT ) = N (Q)?. Combining with the above display and Lemma 4 we deduceû = 
PQ(��1 + d~s) + PQ(��1�) +O(�):Using u = û+O(�), we obtain the formula for u, from which we deduce the formulafor v = f � u. �We will use the above lemma for the a�ne-scaling step in the rapid asymptoticlinear convergence analysis.



3.3 Proof of main results 303.3.3 The perturbed predictor corrector algorithm in smallneighborhoodsLet us de�ne the centrality measure as the mapping�(x; s; �) = kxs� � 1k:If (x; s; �) 2 Fg and �(x; s; �) = 0, then (x; s) is the infeasible central point associatedwith the parameter value �.Polynomial convergenceCentering step. We start by describing the e�ect of a centering step on thecentrality measure.Lemme 6. Let (x; s; �) be such that �(x; s; �) � �. If �c > 0 is so small that�c + �(1� �)p8(1 + �c)2 � 12 ; (3.3.10)then after a centering step, the centrality measure is not more than �=2. In otherwords, �c := 




(x+ uc)(s+ vc)� � 1




 � �2 :This holds in particular if �c � 1=12 whenever � � 1=2, and �c � 1=4 whenever� � 1=4.Preuve. From (3.3.2) with 
 = � = 1 we get(x+ uc)(s+ vc)� � 1 = � + ucvc� : (3.3.11)From (3.2.7) and (3.3.3), using �(x; s; �) � �, 
 = 1 and k�k � �c�, we havekucvck� � 1(1� �)p8(� + k�k)2 � 1(1 � �)p8(1 + �c)2�2: (3.3.12)Combining (3.3.12) and (3.3.11) and k�k � �c� we deduce




(x+ uc)(s+ vc)� � 1




 � �c�+ 1(1 � �)p8(1 + �c)2�2:From (3.3.10) we obtain the conclusion. �



3.3 Proof of main results 31A�ne-scaling step. We now analyse the e�ect of an a�ne-scaling step on thecentrality measure, beginning by considering an upper bound for this measure. From(3.3.2) with 
 = 0, we get




(x+ �ua)(s+ �va)�] � 1




 = 




xs� � 1+ �1� �� + �21� � uava� 




 ;� 




xs� � 1




+ �1� �k�k+ �21� � kuavak� :By Lemma 6, the centrality measure after a centering step is at most �=2. Hence wededuce that the point obtained with a value � of the step-length along the direction(ua; va) belongs to the small neighborhood whenever�1� �k�k+ �21� � kuavak� � �2 : (3.3.13)Therefore the main point is to estimate kuavak.Lemme 7. Let (x; s; �) 2 Vg�=2. Theni. (Feasible case) If (x; s) is feasible, we havekuavak� � n(1 + �(1=2 + �a))2(1 � �=2)p8 : (3.3.14)If in addition 0 < �a � 1=2 and �̂ � 1=2 veri�esn�̂2 (1 + �(1=2 + �a))2(1� �=2)p2 � �12 � �a��; (3.3.15)then �(x+ �ua; s+ �va; (1 � �)�) � �; 8 � 2 (0; �̂]. In particular, if �a � 1=4then �a � 13q�=n.ii. (Infeasible case) Let (x0; s0) dominate a solution of (LCP ). If �a = O(n), then�a = 
(1=n).Preuve. i. Remembering that �(x; s; �) � �=2, and using (ua)Tva � 0, we deducefrom (3.2.7) and (3.3.3) with 
 = 0, thatkuavak� � 1(1 � �=2)p8 


�2 � �


2 :



3.3 Proof of main results 32Using k�2k � pn k�2k1 � pn(1 + �=2); and k�k � �a�, we obtainkuavak� � [pn+ �(�a +pn=2)]2(1� �=2)p8 � n(1 + �(1=2 + �a))2(1 � �=2)p8 :This proves (3.3.14).Using �(x; s; �) � �=2, (3.3.13) and k�k � �a�, we deduce that � is feasiblewhenever �1 � ��a� + �21� � kuavak� � �=2:As the function f : (0; 1) �! IR de�ned byf(�) = �1� ��a�+ �21 � � kuavak�is increasing, for obtaining the desired inequality it su�ces to show that f(�̂) ��=2. Using �̂ � 12 and 11 � �̂ � 2, we getf(�̂) � �a� + 2�̂2kuavak� :Hence using part i and (3.3.15) we obtain that after a displacement step of value�̂, the new point belongs to V�.For the proof of the last statement, observe that if �a � 1=2, the result isobvious. Otherwise it su�ces to prove that �̂ := 13q�=n satis�es (3.3.15). Infact, as � � 1=2 and 0 < �a � 1=4, we haven�̂2 (1 + �(1=2 + �a))2(1� �=2)p2 � n�̂2 (11=8)234p2 < 14� � �12 � �a��:ii. Combining with (3.3.4) and (3.3.13), we deduce that � is feasible whenever�k�k+ �2  k�kp1 � � + 5n(1 � �)3=2!2 � (1� �)�2 :If �a � 1=2, the conclusion is obtained. Otherwise, the right-hand-side is greaterthan �=4. Assuming k�k � cn, we see that � is feasible whenever(n�)c+  cp1� � + 5(1 � �)3=2!2 (n�)2 � �4 :The left-hand-side is null when � = 0. Therefore, the inequality holds whenevern� is small enough. The result follows. �



3.3 Proof of main results 33Using the above results we can easily prove in Subsection 3.3.3 that AlgorithmSPC has polynomial convergence.Rapid asymptotic linear convergenceWe now turn to the analysis of the asymptotic speed of convergence of the sequence�k.Lemme 8. One hasi. kuavak� � k��1k1k�k k��1k1k�kp8 + k�k1! :ii. If in addition �(x; s; �) � � and k�k � �a�, thenkuavak� � �a�s4 + �2a2 +O(�):Preuve. De�ne ua := d�1ua; va := dva� . From Lemma 5 with 
 = 0 we getuava� = uava = (PQ��1�)(��+ ~PQ��1�) +O(�): (3.3.16)Using Lemma 1 i , and the fact that PQ and ~PQ are contractions, we havek(PQ��1�)(��+ ~PQ��1�)k � k(PQ��1�)( ~PQ��1�)k+ k(PQ��1�)�k;� 1p8k��1�k2 + k��1�kk�k1;= k��1�k k��1�kp8 + k�k1! ;� k��1k1k�k k��1k1k�kp8 + k�k1! ;proving i. Using k��1k1 � 1p1 � � , k�k1 � p1 + � and k�k � �a�, we deduce thatk(PQ��1�)(��+ ~PQ��1�)k � �a�1� �  �a�p8 +p1� �2! :



3.3 Proof of main results 34Since the concave function � ! �a�p8 +p1� �2 attains its maximum on [0; 1=2]at �aq�2a + 8, we have, using (1 � �)�1 � 2:k(PQ��1�)(��+ ~PQ��1�)k � 2�a�0@ �2ap8q�2a + 8 +s 8�2a + 81A= 2�a� �2a + 8p8q�2a + 8 = �a�q�2a + 8p2 = �a�s4 + �2a2 :Combining the above inequality and (3.3.16) we obtain the conclusion. �Lemme 9. Let � 2 (0; 1) and (x; s; �) such that �(x; s; �) � �=2. If there exists astrictly complementary solution and (3.2.11) is satis�ed, then �a � 1 � � for k largeenough.Preuve. Using the same function f as in proof of Lemma 7, it su�ces to showf(1 � �) � �=2 to obtain the conclusion. From Lemma 8, we getf(1 � �) = 1� �� �a�+ (1 � �)2� kuavak� ;� 1� �� �a�+ �a�(1 � �)2� s4 + �2a2 +O(�);= ��a1� �� 0@1 + (1 � �)s4 + �2a2 1A +O(�):Hence, using (3.2.11) the result follows. �In the next subsection we will use the previous results for proving the asymptoticrate of convergence of Algorithm LPC.Proof of Theorem 1i. By Lemma 6, we know that the centrality measure after a centering step is at most�=2. In the feasible case, from Lemma 7 i the step-length of Algorithm SPC sat-is�es �a � 13q�=n. Then �k � �1 � 13r�n�k �0: Using ����log2 �1� 13q�=n����� �13q�=n we obtain the conclusion.



3.3 Proof of main results 35ii. Similarly, in the infeasible case, from �a = 
(1=n), obtained in part ii of Lemma7, we deduce that no more than O(nL) iterations is necessary.iii. This is a simple consequence of Lemmas 6 and 9.3.3.4 The perturbed predictor corrector algorithm using largeneighborhoodsIn order to measure how interior is a point (x; s; �) with respect to N� , we will usethe distance of xs=� to the boundary of the setT � = fz 2 IRn; �1 � z � ��11g;measured in the in�nity norm.Polynomial convergenceCentering step. Let us denotexc = x+ �cuc; sc = s+ �cvc:Lemme 10. Let (x; s; �) 2 N� and � 2 (0; 1=2]. If �c � 1=4, then (xc; sc; �) 2 N�and dist(xcsc� ; @T �) � �3p232n : (3.3.17)Preuve. From (3.3.2) with 
 = 1, we obtainxcsc� = (1� �c) xs� � 1!+ 1+ �c� + (�c)2ucvc�= (1� �c)xs� + �c1+ �c� + (�c)2ucvc� : (3.3.18)Using (x; s; �) 2 N� and �c � 1 we get(� + �c(1 � �))1 = (1 � �c)�1+ �c1 � (1 � �c)xs� + �c1 � �(1 � �c)1� + �c�1;= �1� + �c �1� 1���1:



3.3 Proof of main results 36As �c ����1 � 1� ���� = �c j� � 1j� � �c(1 � �);we have dist((1� �c)xs� + �c1; @T �) � �c(1 � �) � �c2 :Using (3.3.18), the above inequality and �c > 0, we getdist(xcsc� ; @T �) � dist (1� �c)xs� + �c1; @T �!� �ck�k1 � (�c)2kucvck1� ;� �c(12 � k�k1)� (�c)2kucvck1� :Let us �rst consider the case when �c = 1. Then, from (3.2.12),kucvck1� � (12 � k�k1)=2:Using k�k1 � 1=4, we deduce that dist(xcsc� ; @T �) � (12 � k�k1)=2 � 1=8, and theresult follows. Otherwise, by (3.2.12):dist(xcsc� ; @T �) � (12 � k�k1)2 �4kucvck1 � �26kucvck1 :Using (3.3.3), (x; s; �) 2 N� and k�k1 � 1, we obtainkucvck1� � kucvck� � 1�p8 




xs� � 1+ �




2 � n�p8  




xs� � 1




1 + k�k1!2 ;� n�p8 ��1� � 1�+ k�k1�2 � n�3p8 :Combining with the previous inequality, we obtain the conclusion. �A�ne-scaling step. From (3.3.2) with 
 = 0, denoting by (x]; s]; �]) the pointobtained after a step of value �, we getx]s]�] = xs� + �1 � �� + �21� � uava� (3.3.19)and therefore, by Lemma 10,dist(x]s]�] ; @T �) � �3p232n � �1� �k�k1 � �21 � � kuavak1� : (3.3.20)The following technical lemma is used in the proof of Theorem 2.



3.3 Proof of main results 37Lemme 11. Let (x; s; �) 2 N�.i. Assume that (x; s) is feasible. If �a � 1=4, thenkuavak1� � n�3 : (3.3.21)Moreover if dist(xs� ; @T �) � �3p232n then � := �316n satis�es(x+ �ua; s+ �va; (1� �)�) 2 N� ; 8 � 2 (0; �]:ii. If (x0; s0) dominate a solution of (LCP), dist(xs� ; @T �) � �3p232n and "a = O(pn),then �a = 
(1=(npn)).Preuve. i. Whenever (x; s) is feasible, we have (ua)Tva � 0. Hence from (3.3.3)with 
 = 0, using (x; s; �) 2 N�, "a � 1=4 and � � 1, we getkuavak� � 1�p8 




xs� � �




2 � n�p8  




xs� 




1 + k�k1!2 ;� n�p8 �1� + 14�2 � n�p8 2516�2 � n�3 :This proves (3.3.21).It is easily checked that for all � 2 (0; �], we have2 n�3 �2 + �2 � �3p232n : (3.3.22)Using (3.3.20) and (3.3.21) we have whenever � � 1=2 and k�k1 � 1=4dist(x]s]�] ; @T �) � �3p232n � �2 � 2�2 n�3 :In view of (3.3.22), the right-hand-side is positive whenever � 2 (0; �]. Theconclusion follows.ii. If �a � 1=2, the conclusion is obtained. Otherwise with (3.3.20) and (3.3.4), weget dist(x]s]�] ; @T �) � �3p232n � 2�k�k1 � 2�2  pnk�k1p� + 5n�p�!2 :



3.3 Proof of main results 38Assuming k�k1 � cpn, we see that � is feasible whenever�3p232 � 2�cnpn� 2�2n cnp� + 5n�p�!2 � 0:Therefore � is feasible whenever�3p264 � c(�npn) + (�npn)2  cp� + 5�p�!2 :The right-hand-side is null when � = 0. Therefore, the inequality holds when-ever �npn is small enough. The result follows. �Using the above results we will prove in Subsection 3.3.4 that Algorithm LPChas polynomial convergence.Asymptotic rate of convergenceLemme 12. Let (x; s; �) 2 N� . If there exists a strictly complementary solution and�a � q8=n then kuavak1� � 2pn� �a:Preuve. Using (3.2.8) and Lemma 8i, we obtainkuavak1� � kuavak� � k��1k1k�k k��1k1k�kp8 + k�k1! :Using k��1k1 � 1=p�, k�k1 � 1=p�, k�k � pnk�k1, k�k1 � �a and �a � q8=n,it follows that kuavak1� � �apn�  �apnp8 + 1! � 2pn� �a:Combining the above inequality and (3.3.4) we obtain the conclusion. �Lemme 13. Let � 2 (0; 1=2), 0 � � � 1=2 and (x; s; �) 2 N� such that dist(xs� ; @T �) ��3p232n . If there exists a strictly complementary solution and�a � �4�64(1 � �)2n3=2 ;then �a � 1 � � for k large enough.



3.4 Numerical experiments 39Preuve. It su�ces to show that the right-hand-side of (3.3.20) is positive whenever� � 1� �, i.e. 1 � �� �a + (1� �)2� kuavak1� � �3p232n :By Lemma 12, this will be satis�ed if1 � � + 2pn� (1� �)2� �a < �3p232n ;i.e. �a < �1� � + 2pn� (1 � �)2 �3p232n = 1� + 2pn(1 � �) �4�(1� �)np232 :The conclusion follows. �The results of this subsection will be useful for obtaining the asymptotic rate ofconvergence of Algorithm LPC.Proof of Theorem 2i. From Lemma 10, we get dist(xcsc� ; @T �) � �3p232n ;hence from Lemma 11 i the step-length of AlgorithmLPC satis�es �a � �3=16n.We obtain the conclusion following the same argument as in proof of part i ofTheorem 1.ii. Similarly, in the infeasible case, from �a = 
( 1npn ), obtained in part ii of Lemma11, we deduce that no more than O(npnL) iterations are necessary.iii. This is an immediate consequence of Lemma 13.3.4 Numerical experimentsIn this section we present some numerical results that strongly support the theoret-ical estimates obtained in the preceding sections. These experiments are limited to



3.4 Numerical experiments 40the large neighborhood predictor corrector algorithm, choosing the size of the neigh-borhood � = 0:01. The algorithm is the one described in this paper, in which thestep-size for the centering displacement is as follows: starting from a unit step, wedivide the step by two until the new point belongs to the large neighborhood. This isa rather rough linear search. Because it proved to be e�cient, we content of it. Weapply this algorithm to a family of linear programming problems in standard form,i.e. Minx cTx ; Ax = b ; x � 0; (3.4.1)where x 2 IRn and b 2 IRp. The necessary and su�cient optimality conditions forthis problem are xs = 0;Ax = b;c+AT� = s;x � 0; s � 0;and may be formally reduced to the linear complementarity format by writing thethird condition in the equivalent formBTc = BTs; whereB is a matrix whose columnsform a basis of the kernel of A. The associated perturbed Newton step (u; v; ��) issolution of su+ xv = �xs+ 
�1 + ��;Au = (1� 
)�gP ;AT��� v = (1� 
)�gD;where gP and gD depend on the starting point.In order to test numerically the robustness of the Newton direction, we choose togenerate some perturbations of the right-hand-side of the corresponding linear systemin a random way. Then we compare the number of iterations to the one obtainedwithout perturbation.We generate the data of the problem to be solved as follows. Given an even valuefor n, we �x p = n=2. Then the matrix A is randomly generated (we performedall computations and generations of random numbers using the standard MATLABfunctions). We randomly generate two nonnegative vectors x̂ and ŝ. Then we take



3.4 Numerical experiments 41b = Ax̂ and c = ŝ. In that way, x̂ and (ŝ; �̂ = 0) are primal and dual feasible, andtherefore the linear problem has solutions. The starting point is x0 = s0 = 1 and�0 = 1. The algorithm stops when � < 10�10.The test were run on a DEC Alpha 3000 with 62MB of main memory (the machineprecision is approximately 2:2204e � 16).The perturbation � is chosen so that it satis�es at each iteration�k�k = �kfk;where f = �xs + 
�1 is the right-hand-side of the equations of the Newton stepcorresponding to the linearization of the complementarity condition. That is, theperturbation parameter � is the ratio (measured in the L2 norm) between the pertur-bation and the right hand side. It varies between 0 and 0:25. Note that � = ���1kfkz,where z belongs to the unit sphere of IRn. One di�culty is that we do not have adirect mean for generating an element of the unit sphere of IRn with uniform proba-bility. When generating at random the components of z we obtain a distribution thatis too \uniform". It seems that the perturbation is more di�cult to handle with if itis localized on a limited number of components. Therefore we propose two ways forgenerating z.The �rst method consists in generating at random each component of a vector ẑ.Then we obtain z by changing to 0 half of the components of ẑ, i.e. we have eitherzi = ẑi or zi = 0, i = 1; : : : ; n, and �nally we renormalize z in order to have kzk = 1.Our results are a mean over ten runs except for n = 10000 where we perform onlythree runs. Using this �rst method for generating z, we obtain the results of tables 1and 2.We now consider a second method of generating the direction z where we chooseto concentrate the perturbation in one component; i.e., all components of z are 0except one, of value �1, taken at random. We test this perturbation method onlyin the case n = 10000. Table 3 and 4 summarize the obtained results. We performthree runs for each value of �.From these results, we may conclude that, at least for randomly generated prob-lems, the large neighborhood predictor corrector algorithm described in this paper isboth rapid and very robust with respect to perturbations in the computation of theNewton step.



3.4 Numerical experiments 42Table 3.4.1: Mean value of the number of iterations.n=� 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.2510 9.3 12.7 15.5 16.5 21.4 24.930 10.9 14.9 16.7 19. 22. 24.3100 15. 17.1 19.2 21.2 23.7 26.7300 17.5 19.2 21.8 23.7 26.1 28.81000 17.9 19.9 21.8 24.7 27.6 30.43000 20. 22.9 25. 27.4 30.1 33.310000 27. 29. 29. 32.67 36. 37.67Table 3.4.2: Number of iterations in the worst case.n=� 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.2510 10 15 18 21 25 3330 13 17 18 20 23 26100 17 19 20 22 24 27300 19 20 23 27 27 301000 21 22 23 29 31 323000 24 24 28 30 33 3710000 29 31 30 34 44 39Table 3.4.3: Mean value of the number of iterations.� 0.05 0.1 0.15 0.2 0.2554.34 62.67 64.67 68 52.67Table 3.4.4: Number of iterations in the worst case.� 0.05 0.1 0.15 0.2 0.2562 83 76 74 74



4. Une approche pard�ecomposition des m�ethodes depoints int�erieurs pour lesprobl�emes de multi
otsR�esum�eCe chapitre introduit une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points in-t�erieurs pour la r�esolution d'un probl�eme de multi
ot. Nous pr�esentons d'abord cetteapproche dans le cadre g�en�eral de probl�emes avec contraintes couplantes. Nous pro-posons ensuite de sp�ecialiser l'algorithme aux probl�emes de multi
ot lin�eaire. Nousexposons cette sp�ecialisation en utilisant la formulation sommets-arcs. Nous nousconcentrons ensuite sur la formulation arcs-chemins et nous proposons une m�ethodede d�ecomposition qui incorpore la m�ethode de points int�erieurs dans la technique ded�ecomposition de Dantzig-Wolfe. Les r�esultats num�eriques montrent la sup�eriorit�edu dernier algorithme. En�n, nous pr�esentons des r�esultats num�eriques obtenus entestant ces algorithmes sur des probl�emes fournis par le CNET.IntroductionNous nous int�eressons au probl�eme de multi
ot lin�eaire de coût minimum PMLCM.Il repr�esente le probl�eme d'optimisation de multi
ot le plus souvent �etudi�e [78],[5] et[21].PMLCM consiste pour un r�eseau dont les arcs, les n�uds et les capacit�es sur lesarcs sont �x�es, �a d�eterminer un acheminement optimal des paquets (de messages, deproduits,...) �a travers le r�eseau au sens d'un certain crit�ere de performance.Le premier ouvrage traitant les probl�emes de mutilfot dans les r�eseaux �etait publi�e en1962 par Ford et Fulkerson [37]. Inspir�e par leur travail, Dantzig propose dans [29]une m�ethode de d�ecomposition par les prix. R�ecemment, Chardaire et Lisser pr�esen-tent dans [21] des approches vari�ees bas�ees sur des sp�ecialisations de l'algorithme du



44simplexe et des m�ethodes de points int�erieurs pour r�esoudre des probl�emes de multi-
ots non orient�es.Pour être comp�etitif dans la r�esolution de PMLCM, l' algorithme doit exploiter lastructure bloc angulaire du probl�eme.La technique de d�ecomposition de Dantzig-Wolfe exploite cette structure particuli�ereet est consid�er�ee comme une approche r�eussi dans [7] pour les probl�emes de multi
ots.Des variantes plus r�ecentes utilisant la d�ecomposition par les prix ont �et�e propos�eepour ces probl�emes. Nous citons par exemple les travaux de Frangioni [39], de Go�net al [41], et de Zenios [132], bas�es respectivement sur la m�ethode de faisceaux, lecentre analytique et les m�ethodes de p�enalit�e.La meilleure complexit�e connue pour la r�esolution de probl�eme de multi
ot est donn�eepar un algorithme de points int�erieurs [74]. Mais jusqu'�a maintenant aucune impl�e-mentation e�cace de cet algorithme n'a �et�e obtenue.Dans [21], Chardaire et Lisser s'int�eressent tout d'abord �a la sp�ecialisation de la for-mulation sommets-arcs. Ils appliquent des m�ethodes directes (primal simplexe eta�ne scaling duale) tout en exploitant la structure particuli�ere de la matrice descontraintes. Ces m�ethodes ne sont pas int�eressantes pour r�esoudre les probl�emes degrande taille.Les auteurs de [21] proposent alors des approches plus puissantes bas�ees sur des m�eth-odes de d�ecomposition sp�ecialis�ees. Ces derni�eres r�esolvent les exemples test�es en unefraction du temps de calcul des m�ethodes directes.Dans le même esprit nous pr�esentons dans ce chapitre une approche par d�ecomposi-tion d'une m�ethode de points int�erieurs pour r�esoudre PMLCM.Notre choix des m�ethodes de points int�erieurs est motiv�e par leur e�cacit�e dans lar�esolution des probl�emes d'optimisation de grande taille [52, 81]. En fait nous al-lons nous int�eresser particuli�erement �a la famille des algorithmes de points int�erieursprimaux-duaux qui donne les meilleurs r�esultats.La tâche principale dans un algorithme de points int�erieurs est la r�esolution des sys-t�emes lin�eaires n�ecessaires au calcul des directions de d�eplacement. Dans [75] Kar-markar et Ramakrishnan introduisent une m�ethode ( approximate dual projective) depoints int�erieurs qui utilise un algorithme de gradient conjugu�e pr�econdionn�e pourr�esoudre ces syst�emes lin�eaires.Plusieurs auteurs ont propos�e, ensuite di��erents pr�econditionnements pour r�esoudredes probl�emes de 
ots [114, 75, 116, 73, 95]. Pour une �etude plus compl�ete sur les



45m�ethodes de points int�erieurs pour la r�esolution de probl�emes de r�eseau nous nousr�ef�erons �a [120].R�ecemment, Castro [20] propose un pr�econditionnement qui exploite la structure duprobl�eme de multi
ot lin�eaire de coût minimum.Nous avons trouv�e des similarit�es entre notre algorithme de points int�erieurs et celuide Castro [20] en terme de sch�ema de d�ecomposition. L'int�erêt de notre algorithmepar rapport �a celui de Castro r�eside dans l'utilisation de la formulation arcs-chemins.En e�et la matrice de pr�econditionnement propos�ee par Castro [20] repose sur laformulation sommets-arcs et ne peut pas être �etendue �a la formulation arcs-chemins.Nous verrons dans la suite que cette derni�ere est num�eriquement plus performanteque la formulation sommets-arcs.L'algorithme de points int�erieurs, pr�edicteur-correcteur, que nous utilisons dans cette�etude appartient �a la famille des algorithmes de suivi de trajectoire centrale (al-gorithmes de points int�erieurs primaux duaux). Ces algorithmes poss�edent �a lafois la meilleure estimation de complexit�e connue �a ce jour (O(pnL) it�erations) etune convergence quadratique [13, 52]. Nous nous int�eressons plus sp�eci�quement �al'algorithme pr�edicteur-correcteur de Mizuno, Todd et Ye [102]. Cet algorithme op�ere�a l'int�erieur d'un voisinage R et consiste �a alterner les pas de centralisation (de fa�con�a se rapprocher de la trajectoire centrale) et les pas a�nes (plus grand pas permettantde rester dans R).La grande taille des syst�emes lin�eaires associ�es �a ces pas nous am�ene �a utiliser unem�ethode de d�ecomposition-coordination. Nous nous proposons donc de d�ecomposerle syst�eme lin�eaire de calcul de direction de Newton en sous-syst�emes qu'on voudraitr�esolubles s�epar�ement et dont la coordination fournit la solution globale. Nous nousint�eressons plus particuli�erement aux propri�et�es d'un de ces sous-syst�emes que nousappellerons le syst�eme r�eduit.L'int�erêt du syst�eme r�eduit r�eside dans le fait que sa r�esolution permet de d�ecouplerles autres sous-syst�emes et de les r�esoudre en parall�ele.L'�etude th�eorique de cette approche des m�ethodes de points int�erieurs par d�ecompo-sition va être r�ealis�ee dans le cadre g�en�eral des probl�emes avec contraintes couplantes.Nous appliquons ensuite les r�esultats obtenus dans le cas des deux formulations duprobl�eme : sommets-arcs et arcs-chemins. Nous pr�esentons une m�ethode directe quiexploite la structure de la matrice des contraintes sous formulation sommets-arcs etune m�ethode de d�ecomposition qui peut être vue comme une incorporation d'une



46m�ethode de points int�erieurs dans la technique de d�ecomposition de Dantzig-Wolfesous formulation arcs-chemins.ConclusionLes essais num�eriques pr�esent�es dans ce chapitre sont r�ealis�es dans un environnementMATLAB. Nous constaterons que les probl�emes trait�es avec l'algorithme sous formu-lation arcs-chemins n�ecessitent (en moyenne) le quart du temps que l'on met sous laseconde formulation pour des donn�ees g�en�er�ees al�eatoirement.Nous avons �egalement test�e les algorithmes sur des donn�ees fournies par le CNET. Lesr�esultats num�eriques de ces algorithmes sont prometteurs et montrent la sup�eriorit�ede l'algorithme sous formulation arcs-chemins.



47Rapport INRIA RR-3852/Rapport France Telecom/BD/NT/Cnet/657soumis �a INFORMS Journal on ComputingJ. Fr�ed�eric Bonnans, Mounir Haddou, Abdel Lisser and Raja R�eba��Interior Point Methods With Decomposition For Multicommodity FlowProblemsR�esum�eCet article introduit une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points in-t�erieurs pour la r�esolution d'un probl�eme de multi
ot. Nous pr�esentons d'abord cetteapproche dans le cadre g�en�eral de probl�emes avec contraintes couplantes. Nous pro-posons ensuite de sp�ecialiser l'algorithme aux probl�emes de multi
ot lin�eaire. Nousexposons cette sp�ecialisation en utilisant la formulation n�uds-arcs. Nous nous con-centrons ensuite sur la formulation arcs-chemins et nous proposons une m�ethode ded�ecomposition qui incorpore la m�ethode de points int�erieurs dans la technique ded�ecomposition de Dantzig-Wolfe. Les r�esultats num�eriques montrent la sup�eriorit�edu dernier algorithme. En�n, nous pr�esentons des r�esultats num�eriques obtenus entestant ces algorithmes sur des probl�emes fournis par le CNET.AbstractThis paper introduces an approach by decomposition of an interior point methodfor solving multicommodity 
ow problems. First, we present this approach in thegeneral framework of coupling constraints problems. Next, we propose to specializethe algorithm to the linear multicommodity network-
ow problems. We expose thisspecialization using the node-arc formulation. Then, we focus on the arc-path formu-lation and we propose decomposition method witch incorporates the interior point



4.1 Introduction 48method into the Dantzig-Wolfe decomposition technique. The numerical results showthe superiority of this last formulation. Finally, we report some numerical results ob-tained by testing these algorithms with data from the France-Telecom Paris districttransmission network.4.1 IntroductionIn this paper, we are concerned with the Least cost Multicommodity Network-
owProblem (LMNP), which is the most studied multicommodity problem. This problemconsists in the determination of an optimal routing of the tra�c requirements whendesigning a network.The �rst study of multicommodity network-
ow problems was conducted by Fordand Fulkerson in 1958 [37]. Their work inspired Dantzig and lead to the price de-composition [29]. Recently, in [21] Chardaire and Lisser present various approachesbased on specialization of the simplex algorithm and interior-point methods for solv-ing non-oriented multicommodity 
ow problems. Another recent work in the contextof interior point algorithms for network 
ow problems, can be found in [119], whereit is shown that this kind of method may be very e�ective.For being competitive, the algorithm must exploit the structure of multicommodityproblem to solve e�ciently Newton directions systems.Most of specialized methods attempt to exploit in some way the block structure ofthe multicommodity problem. The price directive or Dantzig-Wolfe decomposition isregarded as successful approach in [7] and belongs to the class of cost decompositionapproaches for multicommodity 
ows (see [39], [41] and [132] for recent variants basedon bundle methods, analytic centers, and smooth penalty functions, respectively).The best complexity bound known for multicommodity problems is provided by aninterior point algorithm [74], but as yet no e�cient implementation has been obtained.The major work in a single iteration of any Interior Point Method (IPM) consists insolving a set of linear equations, the so-called Newton equation system (for details see[8, 13]). All general purpose IPM codes use direct approach [34] to solve the Newtonequation system. In [73], Kamath and al. applied a variant of Karmakar's projectivealgorithm using a preconditioned conjugate gradient (PCG). However, their precon-ditioner did not take advantage of the multicommodity structure. In [20], Castroexploited this structure and presents a specialization of an interior point algorithm



4.1 Introduction 49to multicommodity 
ow problems. He uses both a preconditioned conjugate gradientsolver, and a sparse Cholesky factorization, to solve a linear system of equations ateach iteration of the algorithm. Choi and Goldfarb, in [23], presented a decompo-sition scheme similar to the one in [20]. But they suggest solving a dense-matrixpositive de�nite linear system that appears during the decomposition stage by meansof parallel and vector processing. Some similarities were also found between the de-composition scheme presented by Castro in [20] and ours presented in this paper.The interest of our approach rests in the possibility of solving the arc-path formula-tion of (LMNP). As will be shown, this formulation is more e�cient than the node-arcone.The linear system to be solved for computing the Newton direction appears, in thecase of linear multicommodity network-
ow problems, to have the following decou-pling property: �xing the value of the coupling variables, we can solve in parallel someequations that coincide with those of the Newton step for the central path associatedwith the subproblems.Solving the resulting reduced system allows us to compute the Newton direction,while respecting the above mentioned decomposition principle.This strategy of computing the Newton direction enables our algorithm to solve e�-ciently large problems. The interior point algorithm, presented in this paper belongsto the path following interior point algorithms family. These algorithms focused theattention of the community because they both reach the optimal complexity knownuntil now, i.e. convergence within O(pnL) iterations, while converging quadratically[52],[81]. A single iteration of predictor-corrector method needs two solves of the samekind of large, sparse linear system for two di�erent right hand sides. The resolutionof these systems represents the main computational burden of the algorithm.The performance of the predictor-corrector algorithm relies on the e�cient solutionon those systems.In the case of linear multicommodity network-
ow problems, to have the followingdecoupling property: �xing the value of the coupling variables, we can solve in par-allel some equations that coincide with those of the Newton step for the central pathassociated with the subproblems.This paper is organized as follows. Section 2 presents the approach by decomposi-tion of the interior point method in the general framework of coupling constraints



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 50problems. Section 3 describes the specialization of the algorithm to the linear mul-ticommodity network-
ow problem. First, we present this specialization using thenode-arc formulation. Then, we focus on the arc-path formulation and we proposedecomposition method witch incorporates the interior point method into the Dantzig-Wolfe decomposition technique. Finally, we report some numerical results in section4.ConventionsGiven a vector x 2 IRn the relation x > 0 is equivalent to xi > 0; i = 1; 2; � � � ; n,while x � 0 means xi � 0; i = 1; 2; � � � ; n. We denote Rn+ = fx 2 Rn : x � 0gand Rn++ = fx 2 Rn : x > 0g. Given a vector x, the corresponding upper casesymbol denotes as usual the diagonal matrix X de�ned by the vector. The symbol1 represents the vector of all ones, with dimension given by the context. We denotecomponent-wise operations on vectors by the usual notations for real numbers. Thus,given two vectors u; v of the same dimension, uv, u=v, etc. will denote the vectorswith components uivi, ui=vi, etc. We always formulate an optimization problem asfollows: 8><>: MinX f(X);s:t: g(x) � 0; (�) (4.1.1)where � denotes the Lagrange multipliers associated with the constraint.We denote the null space and range space of a matrix A by N (A) and R(A) respec-tively.4.2 Linear Optimization problems with couplingconstraintsLinear coupling constraints problems usually have a very large number of variablesand constraints and arise in a great variety of applications [30, 29]. This section isconcerned with the resolution of these problems using an interior point method, thepredictor-corrector method.



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 514.2.1 Problem formulationWe consider the so called linear optimization problem with coupling constraints:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Minx0;x1;���;xK KXk=0(ck)Txk;KXk=0Bkxk = b0; (�0)Akxk = bk; k = 1 ; � � � ; K; (�k)xk � 0; k = 0; � � � ;K; (sk) (4.2.1)where� for all k 2 f0; � � � ;Kg :{ xk, ck and sk (dual variables of xk) are elements of IRnk .{ bk and �k (dual variable of the kth constraint) are elements of IRpk .{ and Bk is a p0 � nk matrix.� for all k 2 f1; � � � ;Kg: Ak is a pk � nk matrix.Without the �rst constraints problem (4.2.1) would be separable. Indeed, each xk isin this case solution of the linear problemMinz2IRnk (ck)Tz ; Akz = bk ; z � 0: (4.2.2)We assume that A1; � � � ; AK, (B0 B1 � � � BK ), B1=N (A1); � � � ; BK=N (AK)and B0 have full row rank. One recovers the standard form of linear optimization bysetting x̂ := 0BBBBB@ x0x1...xK 1CCCCCA 2 IRnt; ĉ := 0BBBBB@ c0c1...cK 1CCCCCA 2 IRnt ; b̂ := 0BBBBB@ b0b1...bK 1CCCCCA 2 IRpt;and the pt � nt matrix Â = 0BBBBB@B0 B1 � � � BKA1 . . . OO AK 1CCCCCA ;



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 52where nt := PKk=0 nk and pt := PKk=0 pk. Then (4.2.1) is equivalent to the linearoptimization problem in standard form8>>><>>>: Minx̂ ĉT x̂;Âx̂ = b̂; (�̂)x̂ � 0; (ŝ) (4.2.3)The Lagrange multipliers vector �̂ (2 IRpt) and ŝ (2 IRnt) can be expressed withLagrange multipliers of problem (4.2.1). Indeed, we haveŝ := 0BBBBB@ s0s1...sK 1CCCCCA and �̂ := 0BBBBB@ �0�1...�K 1CCCCCA :The �rst bloc of the matrix Â corresponds to the coupling constraints. Without theseconstraints, the program (6.2.6) would have a diagonal structure of which we mighttake advantage.4.2.2 solving linear optimization problems with coupling con-straints using a predictor-corrector algorithmWe are concerned with the most popular primal-dual logarithmic barrier methodcalled predictor-corrector method. This name was �rst used by Mizuno, Todd and Yein [102], where they proposed for the �rst time the method considered in this paperfor the small neighborhood case. Like them we alternate (single) primal-dual a�ne-scaling step and (single) primal-dual centering step but using large neighborhoods ofthe central path [16]. We choose to use this method because of its good theoricaland practical proprieties. Indeed, the predictor-corrector methods converges with anO(nL) iterations bound (when large neighborhoods are used) and has asymptoticallya quadratic convergence (see .e.g., Mehrotra [93, 94], Ye et al [131], Gonzaga andTapia [53, 54], Ye [130] and Luo and Ye [89]). For more details about primal-dualpredictor-corrector methods, we refer the reader to Bonnans et al [13],Roos et al [123],Wright [128].Interior point methods follow the so-called center path (approximately) as a guide-line to the optimal set. Subsequently we exploit the structure of the central pathequation to obtain a reduced equation. Then, we deduce a decomposition method forcomputing the Newton directions.



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 53Predictor-corrector algorithmPredictor-corrector algorithms follow the central path for solving (4.2.3). The equa-tions of the central path associated with the linear optimization problem in its stan-dard form (4.2.3) are 8>>><>>>: x̂ŝ = �1;Âx̂ = b̂;c+ ÂT �̂ = ŝ; (4.2.4)where (x̂; ŝ; �̂) belongs to IRnt++ � IRnt++ � IRpt.At each iteration, the algorithm compute an a�ne and centering Newton directionsof the following form: 8>>><>>>: ŝû+ x̂v̂ = f̂ ;Âû = 0;ÂT� = v̂; (4.2.5)where (û; v̂; �) denotes the step associated with (x̂; ŝ; �̂), and the right hand side f̂depends on the algorithm.We state in the following a predictor corrector algorithm in large neighborhoods(PCL), in which the set N� denotes a large neighborhood de�ned by:N� :=f(x̂; ŝ; �̂; �) 2 IRnt++�IRnt++�IRpt�IR++; Âx̂ = b̂; c+ÂT �̂ = ŝ and �1 � xs� � ��11; � � �0g:The algorithm is as followsAlgorithm PCLData: �1 > 0; � 2]0; 1=2]; (x̂0; ŝ0; ŝ; �0) 2 N�: j := 0repeat� x̂ := x̂j; ŝ := ŝj; � := �j ;� Corrector step: Compute (ûc; v̂c) solution of (4.2.5) with f̂ = �x̂ŝ+ �1.x̂(�) := x̂+ �ûc; ŝ(�) := ŝ+ �v̂c.Compute �c 2]0; 1] such that (x̂(�c); ŝ(�c); �) 2 N� .x̂ := x̂(�c); ŝ := ŝ(�c).� Predictor step: Set f̂ = �x̂ŝ. Compute (ûa; v̂a) solution of (4.2.5).x̂(�) := x̂+ �ûa; ŝ(�) := ŝ+ �v̂a; �(�) := (1� �)� .



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 54Compute �a, the largest value in ]0; 1[ such that(x̂(�); ŝ(�); �(�)) 2 N�; 8 � � �a.x̂j+1 := x̂(�a); ŝj+1 := ŝ(�a); �j+1 := (1� �a)�j.� j := j + 1 .until �j < �1.We choose the step-size for the centering displacement is as follows: starting froma unit step, we divide the step by two until the new point belongs to the largeneighborhood. This is a rather rough linear search. Because it proved to be e�cient,we content of it. The algorithm �nds a point such that �k � �1 in at most O(nL)iterations [16].The central pathWe rewrite the system (4.2.4) as follows:8>>>>><>>>>>: x0s0 = �1;KXk=0Bkxk = b0;c0 + (B0)T�0 = s0; (4.2.6)and k 2 f1; � � � ;Kg8>>><>>>: xksk = �1;Akxk = bk;ck + (Bk)T�0 + (Ak)T�k = sk: (4.2.7)With a value of �0 (for which we assume that each problem (4.2.7) has an interiorfeasible solution realizing (4.2.6) is associated some uniquely de�ned (xk(�0); sk(�0); �k(�0)),k = 1; � � � ;K, solution of the local problem (4.2.7). This local problem may be inter-preted as the equation of the central path associated with the local problem (4.2.2)where the unitary cost vector is ck + (Ak)T�0.We may write the central path equation in the reduced form:8>>>>><>>>>>: x0s0 = �1;KXi=0Bkxk(�0) = b0;c0 +B0�0 = s0: (4.2.8)



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 55Predictor-corrector algorithm follows the central path using Newton directions on theequation of the central path. We apply now similar considerations for computing theNewton step.4.2.3 The Newton StepThe system (4.2.5) may be written as8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: s0u0 + x0v0 = f0;KXk=0Bkuk = 0;(B0)T �0 = v0;k 2 f1; � � � ;Kg8>>><>>>: skuk + xkvk = fk;Akuk = 0;(Ak)T �k + (Bk)T �0 = vk: (4.2.9)We can solve this linear system as follows. For a given value of �0 we can computein parallel the values of (uk; vk; �k), k = 1; � � � ;K that satisfy the three last equations.Let us call uk(�0), vk(�0), �k(�0) the solution of the kth local problem (4.2.7).Note that uk(�0), vk(�0) and �k(�0) are a�ne functions of �0.Computing the Newton step is then equivalent to solving the reduced linear system8>>>>><>>>>>: s0u0 + x0v0 = f0;KXk=0Bkuk(�0) = 0;(B0)T�0 = v0: (4.2.10)which can be interpreted as the Newton step equation of (4.2.6) in the feasible case.Once �0 is computed, the resolution of the K systems8>>><>>>: (i) skuk + xkvk = fk;(ii) Akuk = 0; k = 1; � � � ;K;(iii) (Ak)T�k + (Bk)T �0 = vk; (4.2.11)may be done in parallel. For each k, this is equivalent to the computation of theNewton direction associated to a single commodity minimum network 
ow problem.4.2.4 Resolution of the reduced systemSolving the reduced system (4.2.10), the algorithm gives explicitly the functionsuk(�0).



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 56For each k 2 f1; � � � ;Kg, we consider the system (4.2.11) and we de�ne in a classicalway the scaled variables and operators :fk := fk=(pxksk); dk := qxk=sk; uk := (dk)�1uk;vk := dkvk; Ak := AkDk ; and Bk := BkDk:After scaling system (4.2.11), we obtain the equivalent relation :k 2 f1; � � � ;Kg8>>><>>>: (i) uk + vk = fk;(ii) Akuk = 0;(iii) (Ak)T�k + (Bk)T�0 = vk: (4.2.12)Multiplying equation (iii.4.2.12) by Ak on the left, and using Akvk = Akfk, we mayexpress �k as a function of �0 :Ak(Ak)T�k = �Ak(Bk)T �0 +Akfk: (4.2.13)Ak(Ak)T is invertible because Ak has full row rank.We associate with each k 2 f1; � � � ;Kg, the pk order invertible symmetric matrix Nkde�ned by: Nk = Ak(Ak)T .We introduce also for each k the pk � p0 matrix Mk� and the IRpk -vector hk� de�nedrespectively by: Mk� = �(Nk)�1Ak(Bk)T and hk� = (Nk)�1Akfk: (4.2.14)We have by (4.2.13) and (4.2.14): �k = Mk� �0 + hk� : (4.2.15)Combining with equations (iii.4.2.12) and (4.2.15), we obtain that:vk = Mkv �0 + hkv ; (4.2.16)where� Mkv is a nk � p0 matrix de�ned by: Mkv = (Bk)T + (Ak)TMk� .� hkv is a IRnk -vector de�ned by: hkv = (Ak)Thk� .



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 57From the equations (4.2.16) and (i.4.2.12), we deduce:uk =Mk�0 + hk; (4.2.17)where� Mk is a nk � p0 matrix de�ned by: Mk = �DkMkv .� hku is a IRnk -vector de�ned by: hk = Dk(fk � hkv).We also express u0 as a function of �0 by using the �rst and third equations of thesystem (4.2.10). We obtain then: u0 = M0�0 + h0; (4.2.18)where� M0 is a n0 � p0 matrix de�ned by: M0 = �D0(B0)T .� h0 is a IRn0 -vector de�ned by: h0 = f0=s0.From (4.2.17) and (4.2.18), the reduced system (4.2.10) gives the following p-orderlinear system: M�0 = h; (4.2.19)where� M is a p0 order invertible matrix de�ned by: M = KXk=0BkMk .� h is a IRp0-vector de�ned by: h = � KXk=0Bkhk.Solving the reduced system (4.2.10) amounts to solving system (4.2.19).Remarque 4.2.1. At every iteration of the predictor-corrector algorithm, two di�erentsystems of equations (4.2.19) have to be solved by computing explicitly the matricesMk; k = 0; � � � ;K.It is possible to solve the reduced system (4.2.10) by an iterative algorithm withoutexpliciting those matrixes. In this case we obtain an approximate solution of thelinear system (4.2.19).In [16], the authors show that the infeasible predictor-corrector algorithm in largeneighborhoods remains fast under a relative perturbation of the right-hand-side of



4.2 Linear Optimization problems with coupling constraints 58the order of 25%. That proves the robustness of the algorithm when the Newtondirection is computed approximately.If we look more into the details of the matrix M , we check upon the followingproprieties:Lemme 14. The matrix M is symmetric negative de�nite.Preuve. :Without loss of generality, let us suppose that fk = 0 and xk = sk = 1, fork = 0; � � � ;K: Indeed, we are looking for matrix proprieties and neither the righthand side term nor the positive diagonal scaling matrix has a consequence on thesesproprieties. Using these hypothesis and system (4.2.9), obtain8<: B0M0 = �B0(B0)T ;BkMk = �Bk[I(pk)� (Ak)T (Ak(Ak)T )�1Ak](Bk)T ; k = 1; � � � ;K: (4.2.20)The system (4.2.20) proves that each BiM i is symmetric for i 2 f0; 1; � � � ;Kg .Since M =PKk=0BkMk (4.2.19), M is also symmetric.Let us check that M is negative de�nite.We recall that B0 has full row rank. Hence B0M0 is negative de�nite.To complete the proof, it su�ce to show that for each k 2 f1; � � � ;Kg, [I(pk) �(Ak)T (Ak(Ak)T )�1Ak] is positive semi-de�nite.For k 2 f1; � � � ;Kg and all yk 2 IRpk , we have ykT [I(pk)� (Ak)T (Ak(Ak)T )�1Ak]yk =k ~ykk2 where ~yk is the projection of yk on N (Ak).The conclusion follows. �Remarque 4.2.2. Thanks to the good proprieties of the linear system (4.2.19) onecan use the conjugate gradient method for solving the reduced system as an iterativemethod.In this study, we propose a generic predictor-corrector algorithm for solvinglinear optimization problems with coupling constraints. For more details about usingpreconditioned conjugate gradient to solve an example of those problem, we referthe reader to [20]. The reduced system matrix M is known as the Schur comple-ment [20]. Choi and Goldfarb in [23] and also Castro in [20] state that the Schurcomplement becomes completely dense. In order to circumvent this di�culty, Castropropose to solve the reduced system through a preconditioned conjugate gradient.



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 59The preconditioner that he proposed consist of using the inverse of M . However inthe specialization proposed in [20], Castro takes advantage only of node-arc linearmulticommodity problem structure.We describe below only one Newton step of the predictor corrector algorithm PCL.Algorithm PCLMNP� for k 2 f1; � � � ;Kg: Compute the matrixMk and the vector hk, using (4.2.15),(4.2.16)and (4.2.17):� Mk := �Dk(Bk)T + (Ak)T (Ak(Ak)T )�1Ak(Bk)T )� hk := Dk(fk � (Ak)T (Ak(Ak)T )�1Akfk).� Compute the matrix M0 and the vector h0, using (4.2.18)� M0 := �D0(B0)T .� h0 := f0=s0.� Solve the reduced system (4.2.19).Solve the linear system M�0 = h, where� M := KXk=0BkMk,� h := � KXk=0Bkhk.v0 := �0 and u0 := (f0 � x0�0)=s0.� for k = 1; � � � ;K� compute (uk; vk; �k) solution of the system (4.2.11).4.3 Linear multicommodity network-
ow problemThe Multicommodity network problems appear when di�erent commodities share acommon network. These problems are generally very di�cult to solve, not because of



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 60their large scale, but also because it is not easy to handle the con
icts between sev-eral commodities on the same network [22]. There are numerous models in appliedoptimization that involve multicommodity systems [9], [41], [86], [87]. The Linearmulticommodity network-
ow problem is the most often studied problem in multi-commodity optimization [78],[5] and [21].This problem consists of the determination of the most economical way of using theavailable transmission capacities in order to route a tra�c matrix through the net-work.The best complexity bound known for multicommodity problems is provided by aninterior point algorithm [74], though, as yet, no e�cient implementation had beenobtained. A variant of Karmarkar's projective algorithm is applied in [73], using apreconditioned conjugate gradient (PCG) solver. Contrarily to the preconditionerpresented in [73] that did not take advantage of the multicommodity structure, theone proposed in [23] exploit this structure. Recently Castro presented in [20] a spe-cialization of an interior point algorithm to multicommodity 
ow problems. He usesboth a preconditioned conjugate gradient solver, and a sparse Cholesky factorization,to solve a linear system of equations at each iteration of the algorithm.4.3.1 FrameworkLet G(V;E) be a directed graph, where V is a set of p nodes and E is a set of n arcs,and let K be a set of K commodities to be routed through the network representedby G.Each commodity k, for k 2 K, has a unique source ok and a unique sink pk. Wedenote by A 2 IRp�n the node-arc incidence matrix of G. Each column of A is relatedto an arc e 2 E and has only two nonzero (1;�1) coe�cients in those rows associatedwith (respectively) the origin and the destination nodes of e. We shall consider thatthe arcs of the network have a capacity b0 (2 IRn) for all commodities. We denote bybk 2 IRp, for k 2 K, a vector of supplies/demands for commodity k at the nodes ofthe network de�ned by: bki = 8>>><>>>: +rk if i = ok;�rk if i = pk;0 elsewhere; (4.3.1)



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 61where rk is the value of the 
ow of the kth commodity. Let us assume that an unitarycost vector c = (ce)e2E is given and that this cost does not depend on commodity.We shall distinguish two models of (LMNP): the node-arc model and the arc-pathone.4.3.2 Node-Arc FormulationThe node-arc formulation of (LMNP) can be expressed as follows:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Minx1;���;xK cT KXk=1 xk;(i) x0 + KXk=1xk = b0;(ii) Axk = bk; k = 1; � � � ;K;(iii) xk � 0; k = 0; � � � ;K; (4.3.2)where� xk is a IRn-vector, xke is the 
ow carried by commodity k on arc e, (e 2 E),� x0 is the residual capacity vector (x0 2 IRn+).In the node-arc formulation, the decision variables are the 
ow of commodities on eacharc. This formulation associates to each commodity k 
ow conservation (4.3.2.ii) andnon-negativity (4.3.2.iii) constraints. The equations (4.3.2.i) refer to the capacityconstraints. The node-arc formulation of (LMNP) (4.3.2) has p̂ = K�p+n constraintsand n̂ = (K+1)�n variables. For real networks such as the Paris district transmissionnetwork, the number of nodes can be larger than 100 and the number of arc largerthan 300. If one assume that this network has 1000 commodities, the size of theproblem can be larger than 100300 constraints and 300300 variables. So, the linearproblem (4.3.2) is very large even for a small network. We propose to specialize themethod developed in the previous section to this problem. Let us note that the system(4.3.2) corresponds to the system (4.2.1).Indeed, in the case of the node-arc formulation of the linear multicommodity network-
ow problem, we have:� for all i 2 f0; � � � ;Kg: ni := n and Bi := I(n).� for all i 2 f1; � � � ;Kg: Ai := A, pi := p and ci = c.



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 62� p0 := n and c0 := 0(n; 1).We refer to this specialization of predictor-corrector algorithm to node-arc formulationof (LMNP) by the NAF algorithm.4.3.3 Arc-path FormulationThe linear multicommodity network problem can be formulated in term of paths.The decision variables become the 
ow components on paths. We denote by Ik theset of distinct elementary paths between the source node ok and the sink node pk inG. We designate by nk the cardinal of Ik (nk = jIkj). An element i of the set Ik ischaracterized by a IRn- boolean vector f�ki g satisfying:(�ki )e = 8<: 1 if e belongs to i ;0 otherwise: (4.3.3)The variables x1; � � � ; xK, are now associated to elementary paths rather then to arcs.We denote by xki the component of the commodity k carried by the path characterizedby �ki . The sum over i of the components xki is the value of the commodity k:Xi2Ik xki = rk: The total 
ow of the commodity k is the IRn-vector Xi2Ik xki �ki 2 IRn. Werecall that the IRn-vector x0 is the residual capacity vector.The arc-path formulation of the (LMNP) consist of the following program:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: Minx1 ;���;xK cT KXk=1 �kxk;(i) x0 + KXk=1 �kxk = b0; (�0)k 2 f1; � � � ;Kg8<: (ii) !kxk = rk; (�k)(iii) xki � 0; i 2 Ik; (ski )(iv) x0 � 0; (s0) (4.3.4)where for all k 2 K; !k is the IRnk row-vector de�ned by !ki = 1; for i = 1; � � � ; nk.We can recognize the same type of constraints as in the node-arc formulation. Indeed,the equations (4.3.4.ii) and (4.3.4.i) represent respectively the 
ow conservation con-straints associated to each commodity and the capacity constraints.The general formulation (4.2.1), is specialized for the (LMNP) arc-path formulation(4.3.4) by setting:



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 63� for all k 2 f1; � � � ;Kg: ck := (�k)Tc, (ck 2 IRnk ), Bk = �k, bk = rk, Ak = !kand pk = 1.� B0 = I(n) and p0 = n.Then we can, as in the case of the node-arc formulation, adapt the algorithm describedin the general framework of linear optimization with coupling constraints problems tothe arc-path formulation of LMNP. We refer to this adaptation by APF. The arc-pathformulation associates to each elementary path a variable. The number of variablesmay then increase exponentially with the size of the graph. This constitutes the mainshortcoming for this formulation. However, in practice, an optimal solution is carriedby a relatively small number of paths. Indeed the formulation (4.3.4 has only n+Kconstraints. This implies that (if (4.3.4) has a solution) an optimal solution that hasat most n +K strictly nonzero variables exists. Then no more than n + k di�erentpaths are needed to satisfy all the requested 
ow.We propose to take advantage of this property by limiting the routing problem LMNPto a subset of elementary paths generated by an iterative process. Indeed, the pathmatrixes �k are only known implicitly. However, the form of such columns is known,and they can be generated as needed during the course of the algorithm- hence thename column generation [36, 71]. The scheme of column generation algorithm re-quires one to solve successive linear programs of smaller size. We use the algorithmPCLMNP for solving these programs. The algorithm APF does not take into accountall the sets Ik. It starts with a subset Ik0 and adds at each iteration j, no more thanone path �k;j to the subset Ikj . In other words APF introduce at each iteration j, nomore than one column to the matrix �k . By reducing the number of the columns,we reduce also the number of variables.We refer to the stage of paths (columns) generation as oracles. The Master Programconsist of the resolution of a routing problem using a limited number of paths. In-deed, at each iteration j a commodity k can be carried only by paths belonging to asubset Ikj .



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 64At each outer iteration j, algorithm APF solves the following master program:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: Minx1;���;xK cT KXk=1 �kjxk;(i) x0 + KXk=1�kjxk = b0;k 2 f1; � � � ;Kg8<: (ii) !kjxk = rk;(iii) xki � 0; i 2 Ijk;(iv) x0 � 0; (4.3.5)where� nkj = jIkj j,� !kj 2 IRnkj and !kji = 1; i = 1; � � � ; nkj ,� xk 2 IRnkj ,� �kj is the matrix whose columns are �ki ; i 2 Ikj .The optimality system associated to this problem is:8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
x0s0 = 0;x0 + KXk=1 �kjxk = b0;�0 = s0;k 2 f1; � � � ;Kg8>>><>>>: xksk = 0;!kjxk = rk;(ck + �0)T�kj + !kj�k = sk;xk; sk � 0; k = 0; � � � ;K; (4.3.6)We denote by (xj; sj; �j) the solution of problem (4.3.5) given by predictor-correctoralgorithm. It satis�es the optimality system (4.3.6). We introduce (~x; ~s; ~�) de�nedby : 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: ~x0 = x0j;~s0 = s0j;~�0 = �0j;for k 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: ~xki = 8<: xki if i 2 Ikj ;0 else.~ski = (ck + �0j)T�ki + �kj; i 2 Ik:~�k = �kj: (4.3.7)



4.3 Linear multicommodity network-
ow problem 65For all commodity k 2 K, we designate by �k;j a IRn-boolean vector characterizing ashortest path between ok and pk calculated with ck + �0j as unitary cost vector. Wehave the following classical result:Lemme 15. the following two statements are equivalent(i) the point (~x; ~s; ~�) de�ned by (4.3.7) is solution of (LMNP)(ii) for all commodity k in f1; � � � ;Kg we have:(ck + �0;j)T�kj + �k � 0 (4.3.8).Preuve. Let us �rst check that (i) imply (ii):If (~x; ~s; ~�) is a solution of (4.3.4), then it satis�es the associated optimality system.We obtain this optimality system, by setting Ikj = Ik in (4.3.6).The dual constraint (ck+�0)T�ki +�k � 0 is satis�ed for all paths in Ik. In particularit remains true for �k;j.Let us check now that (ii) leads to (i):For all paths in Ik we have (ck + �0)T�ki � (ck + �0)T�k;j.If (ck + �0j)T�k;j + �kj � 0 then (ck + �0j)T�ki + �kj � 0 for all i 2 Ik.Then (~x; ~s; ~�) veri�es the optimality system associated to (LMNP).�Management of the sets IkAt each outer iteration j and for all commodity k in f1; � � � ;Kg, the algorithm APFcomputes a shortest path �k;j. When the dual variable associated to this path isnegative ((ck + �0j)T�k;j + �kj < 0), the algorithm adds the path �k;j to the set Ikj :Ikj+1 = Ikj + �k;j.Now we are ready to state the (APF) algorithm.Algorithme 1. � Initialisation: j = 0, for k = 1; � � � ;K:{ Solve shortest path problems: Ik0 .{ If KXk=1 �k0rk > b0 then add arti�cial vector capacity and use Big M method.� Master program: Solve an (LMNP) limited to subsets I1j ; � � � ; IKj by predictorcorrector algorithm PCLMNP.



4.4 Numerical Results 66Deduce (~x; ~s; ~�), (4.3.7).� Oracle: for k = 1; � � � ;K:Solve shortest path problem: Compute �k;j shortest path between ok and pkcalculated with ck + �0j.� Stop test: test = 0,{ for k = 1; � � � ;K: if (ck + �0j)T�k;j + �kj < 0 then Ikj+1 = Ikj + �k;j andtest = test+ 1.{ if test > 0 then j = j + 1, go to 2, else Stop.4.4 Numerical ResultsIn this paper, the numerical tests were performed in MATLAB environment. For thisreason, the computing time is not signi�cant.4.4.1 Randomly generated ProblemsPerformance of algorithm NAFWe consider networks with n = 60 arcs and p = 30 nodes randomly generated. Thenumber of commodities varies up to 1000. We denote by K, ia and iw, respectively,the number of commodities, the average value of the number of iterations and thenumber of iterations in the worst case.For each value of K 2 f10; 50; 100; 500; 1000g, we generate randomly 10 networks.The generation of a problem consists of the generation of node-arc incidence matrixof the graph G = (V;E).The starting point is x0 = s0 = 1 and �0 = 1. The algorithm stops when � < 10�10.The numerical results obtained by NAF are summarized in the table 4.4.1.Comparison between NAF and APF performancesWe generate randomly 5 LMNP. We test the performances of the algorithms for thecase p = 30; n = 70; and K = 25.We obtain the following table: where



4.4 Numerical Results 67K ia iw10 18.8 2050 22.7 25100 24.2 26500 29 321000 35.20 39Table 4.4.1: Performance of the algorithm NAF on Networks with 30 nodes and 60arcs K t1 t2 i1 i2pb1 376 80 42 15pb2 348 63 40 12pb3 324 80 37 15pb4 314 82 36 15pb5 305 82 37 15Table 4.4.2: Comparison between NAF and APF performances� t1 is the computing time with (NAF).� t2 is the computing time with (APF).� i1 is the number of iterations with (NAF).� i2 is the number of iterations with (APF).We establish that the algorithm APF needs (in average) the one fourth of the com-puting time required by NAF.4.4.2 Tests With Real DataWe report in this section some numerical results obtained by testing these algorithmswith instances using real data from Paris district area transmission network. Sincethe information is classi�ed, we are not allowed to give details about the data. Wecan only give the size of the problems in their standard form (see Table 4.4.3).Our implementation of the algorithm APF uses the \Big M" method. The capacity



4.4 Numerical Results 68of the generated paths may not be su�cient to meet all demands and one must add asupplement capacity with a very large cost (M) to assure the routing of the demands.Test NOE26 is particularly interesting. It is a highly degenerate problem as all therouting costs ci are equal to 1. Moreover, all the links are saturated in the optimalsolution.Test DRIF is encumbering because of the memory requirements. This explains whyalgorithm NAF was not able to treat this problem.p n K p̂ n̂ name26 42 257 6981 34994 NOE26119 302 900 108302 758102 DRIFTable 4.4.3: Size of problems solvedTable 4.4.4 shows results obtained by NAF. In the table Iter is the number ofiteration of the algorithm.Iter optimal cost computing time (sec) name17 9879.004 2472.883 NOE26X X X DRIFTable 4.4.4: Performance of the algorithm NAFUnfortunately, we were not able to solve the problemDRIF because of the shortageof memory mentioned before.The results for APF are displayed in Table 4.4.5 where Outer Iter is the numberof master programs solved and Inner Iter, the iteration number of predictor-correctoralgorithm.Outer Iter Inner Iter optimal cost computing time (sec) name5 68 9879.022 1501.117 NOE265 79 6040.601 51352.37 DRIFTable 4.4.5: Performance of the algorithm APFThis numerical results show the superiority of APF.



4.5 Conclusion 694.5 ConclusionWe have developed routing algorithms for node-arc and arc-path formulation and wehave obtained promising results. They both are suitable for a distributed implemen-tation on a massively parallel computer. The algorithm NAF proposed in this papercan be improved because the aggregation of the commodities is possible in the caseof node-arc formulation. Since the cost per unit of 
ow on a given link does notdepend on the commodity, all the commodities witch have a common endpoint canbe merged. Therefore the problem reduces to a number of commodities not largerthan p the number of nodes.p n K p̂ n̂ name26 42 24 690 3306 NOE26-merged119 302 63 7862 53348 DRIF-mergedTable 4.5.6: size of aggregated datesDRIF problem can then be solved with NAF. We can also improve both of NAFand APF algorithms by solving the Newton Direction approximatively. The matrixM is symmetric positive de�nite. Then one can use an iterative method to solve thereduced system as the conjugate gradient method.



5. Conception de r�eseaux det�el�ecommunications5.1 MotivationDamage to �ber cable hinders phone service (22 octobre 1987) [1]Phone snafu isolates New Jersey - Long distance cable severed (19 Novembre 1988)[3]Fire in �ber gateway sparks 
ight delays, problems at brokerages (11 Mai 1988) [2]Chicago's O'Hare Airport came to a standstill - emergency 911 was no more - Au-tomatic teller machines in the Chicago area were down - Dollar estimates of lostbusiness ranged from the hundreds of millions to the tens of billions (8 Mai 1988)[133].Ces titres ont choqu�e le public et les compagnies de t�el�ephone.Dans ces cas, les r�eseaux de t�el�ecommunications n'ont pas �et�e con�cus avec assez desurplus pour survivre en cas de panne. La s�ecurisation n'�etait pas importante pourla conception de r�eseaux de cuivre traditionnel. Ceci est dû �a la capacit�e limit�ee descâbles en cuivre qui entrâ�ne la diversi�cation du routage. Par cons�equent la d�efail-lance d'un arc n'a�ecte qu'une petite proportion du tra�c.Grâce �a la technologie de la �bre optique, de tr�es grandes capacit�es peuvent êtreinstall�ees sur les arcs d'un r�eseau. Ce qui entrâ�ne la possibilit�e de topologie pluscreuse de ces r�eseaux.Cette faible densit�e des topologies de r�eseaux appelle �a une plus grande attention �ala conception de r�eseaux en terme de s�ecurisation. Un r�eseau est dit s�ecurisable s'ilreste encore op�erationnel en cas de pannes.Les r�eseaux de t�el�ecommunications sont des syst�emes complexes destin�es �a transmet-tre des informations entre des paires de n�uds. Les composantes de ces syst�emes sontexpos�ees �a des pannes. Dans ce cas le tra�c doit être r�etabli dans le plus bref d�elai.De nos jours, l'une des plus importantes questions de conception des r�eseaux de t�el�e-communications est la s�ecurisation.



5.2 Introduction 71Les r�eseaux s�ecuris�es coûtent, en g�en�eral, moins cher que ceux qui ont une conceptionmoins robuste [25].Il est donc essentiel de trouver un compromis entre le coût et la s�ecurisation. Wudans [129] ainsi que Gr�otschel, Monma et Stoer dans [56] ont identi��e la s�ecurisationde r�eseau comme une des questions les plus signi�antes pour concevoir un r�eseau det�el�ecommunications.5.2 IntroductionDans ce chapitre nous d�ecrivons une s�erie de mod�eles math�ematiques de conceptionde r�eseaux de t�el�ecommunications qui ont �et�e d�evelopp�es r�ecemment.Un probl�eme de conception de r�eseau est d�e�ni par une suite de d�ecisions telle que lechoix des technologies utilis�ees, la topologie du r�eseau, la plani�cation de la capacit�edes composantes du r�eseau, la d�ecision concernant la strat�egie de routage et les traite-ments des pannes. Concevoir un r�eseau qui survit �a certaines pannes au moindre coûtest l'une des priorit�es des op�erateurs de t�el�ecommunications.Le probl�eme le plus g�en�eral est le suivant :Supposons que nous avons une demande entre chaque paire de n�uds.Nous consid�erons le probl�eme de choisir la capacit�e �a installer sur chaque arc possibledu r�eseau a�n de :i: satisfaire toutes les demandes,ii: minimiser le coût de la construction du r�eseau.En plus de la d�etermination de la topologie du r�eseau et des capacit�es des arcs, nousdevons fournir �a chaque demande, un routage v�eri�ant :iii: aucun chemin ne peut porter plus d'un pourcentage de la demande,iv: aucun chemin de routage ne d�epasse une certaine longueur.Nous devons �egalement nous assurer que :v: pour toute panne �el�ementaire d'arc ou de n�ud, un certain pourcentage de lademande puisse être rerout�e.



5.3 S�ecurisation topologique 72De plus, pour toute panne, un routage r�ealisable doit être fourni.Ce mod�ele g�en�eral a �et�e introduit et formul�e comme un programme mixte par Alevraset al dans [6].Selon les crit�eres de conception du r�eseau, nous sp�ecialisons le mod�ele d�ecrit ci-dessus.Si l'installation de capacit�e fait partie du probl�eme, il faut d�ecider si celle-ci estdiscr�ete ou continue. Plusieurs mod�eles dans la litt�erature consid�erent le probl�emed'installation de capacit�es discr�etes ou modulaires selon les normes des op�erateurs :[11, 12, 90, 10].Dans certains cas, nous pouvons être amen�es �a limiter la longueur des chemins dans ler�eseau [92]. Ceci se produit par exemple dans le cas o�u les capacit�es sont tr�es petites.Le terme de s�ecurisation ne se r�eduit pas �a un seul type de probl�emes mais comprendune large classe de probl�emes. Chacun de ces derniers s'int�eresse �a un certain aspectdu r�eseau.Plus g�en�eralement, un probl�eme de s�ecurisation de r�eseau de t�el�ecommunications apour but d'assurer les propri�et�es d�efensives contre ses d�efaillances. Ces propri�et�espeuvent être extrêmement diverses. Nous citons dans la suite des exemples de pro-pri�et�es d�efensives qui ont �et�e abord�ees dans la litt�erature.5.3 S�ecurisation topologiqueUne importante propri�et�e d�efensive est de garder le r�eseau connect�e en cas de pannede certaines composantes. Il s'agit alors de la s�ecurisation topologique. Stoer a con-sacr�e un ouvrage [127] �a l'�etude de ce type de s�ecurisation.Pour garantir la s�ecurisation topologique d'un r�eseau il est fr�equent de le concevoirde telle sorte que toute paire de n�uds soit li�ee par un certain nombre de cheminsdisjoints par n�uds et /ou par arcs. Ce concept s'intitule la k-connexit�e [6]. Leprobl�eme de s�ecurisation topologique est l'un des premiers probl�emes de conceptionde r�eseau �etudi�e [126, 24]. Le concept de s�ecurisation de certaines topologies de r�eseauest reli�e au concept de connexit�e. Comme cas particulier de ces probl�emes, nous citonscelui de l'arbre de Steiner. Le cas bi-connexe a �et�e �etudi�e par Monma et Shallcrossdans [107], o�u ils ont pr�esent�e une approche heuristique qui permet d'obtenir dessolutions approch�ees pour des r�eseaux de tailles r�eelles ayant jusqu'�a 200 sommets.Dans [106], Monma, Munson et Pulleyblank se sont int�eress�es �a l'�etude th�eorique dela structure de la solution de ce probl�eme. Des approches bas�ees sur les m�ethodes



5.3 S�ecurisation topologique 73branch and cut ont �et�e propos�ees pour la r�esolution de probl�emes r�eels de basse con-nexit�e (k � 2) [58, 59, 60]. Plus r�ecemment, Fortz, Labbe et Ma�oli ont propos�edans [38] une approche similaire qui prend en compte des contraintes suppl�ementaires(Mesh constraints). Ces contraintes imposent que toutes les arêtes du graphe de sup-port appartiennent �a un cycle de longueur born�ee.Par ailleurs, Stoer [127] montre que le probl�eme de haute connexit�e (k > 2) peut êtrer�esolu pour des r�eseaux ayant jusqu'�a 500 n�uds.Pour une �etude plus d�etaill�ee de ces types de probl�emes de s�ecurisation et des travauxe�ectu�es dans ce cadre nous nous r�ef�erons �a [56].Monma et Shallcross [107], Gr�otschel et Monma [57] et Gr�otschel, Monma et Stoer[59, 60, 56] ont consid�er�e le probl�eme de conception de r�eseau de t�el�ecommunicationssujet �a certaines contraintes de connexit�e.Dans leurs mod�eles, l'arc-connexit�e (respectivement n�ud-connexit�e) d'une paire den�uds est d�e�nie comme le nombre de chemins disjoints par arcs (respectivementpar n�uds) liants ces n�uds. Lors de d�efaillance d'une composante du r�eseau, leservice peut être restaur�e en reroutant le tra�c autour de la partie en panne de cer�eseau, si une connexion suppl�ementaire est disponible dans la topologie du r�eseau.Les contraintes de connexit�e assure l'existence d'un nombre de tels chemins entretoute paire de n�uds du r�eseau. Cependant ces contraintes ne garantissent pas leniveau de s�ecurisation du r�eseau. Des niveaux vari�es de s�ecurisation sont possiblespour des r�eseaux satisfaisant les mêmes contraintes de connexit�e.Dans les r�eseaux de communication, la s�ecurisation est habituellement d�e�nie commeun pourcentage du tra�c total survivant �a une certaine panne (calcul�e dans le piredes cas). Un e�ort de conception de r�eseaux s�ecuris�es a �et�e e�ectu�e mais ces travauxne traitent pas directement les contraintes de s�ecurisation. Une grande partie desmod�eles de conception de r�eseaux propose d'assurer indirectement la s�ecurisation dur�eseau en ayant recours aux contraintes de connexit�e. En e�et dans ces mod�eles, letaux de s�ecurisation intervient uniquement pour trancher entre les di��erentes archi-tectures obtenues avec la même connexit�e.R�ecemment, Myung, Kim et Tcha [109] ont introduit un nouveau mod�ele de con-ception de r�eseau qui traduit la s�ecurisation directement en terme de contraintes des�ecurisation sp�eci�ant le niveau tol�er�e de perte du tra�c en cas de pannes suivant desconditions prescrites.
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Securisation et ConnexiteFigure 5.3.1: Exemple de r�eseaux avec la même connexit�eCe nouveau mod�ele permet de consid�erer un ensemble de topologies plus riche quecelui des mod�eles de connexit�e et de mettre ces derniers dans un cadre plus g�en�eral.La k-arête-s�ecurisation d'un r�eseau est d�e�nie dans [109] comme une portion rel-ative du tra�c qui est encore intacte dans le cas de la pire panne de k liens. Leprobl�eme de conception de r�eseau avec des contraintes de k-arête-s�ecurisation �etudi�edans [109] peut être �etendu pour traiter les pannes de n�uds en d�e�nissant par analo-gie la s�ecurisation k-n�ud.Dans [109] on montre que le probl�eme de k-arête-s�ecurisation peut être r�esolu entemps polynômial pour un r�eseau k-arête-connexe.



5.4 Dimensionnement d'un r�eseau et Routage 755.4 Dimensionnement d'un r�eseau et RoutageUne autre propri�et�e d�efensive importante est la r�esistance du routage aux pannes.Si le probl�eme de conception du r�eseau comporte le routage, une strat�egie raisonnablepour garder le r�eseau en vie est d'exiger qu'aucun chemin ne transporte plus d'un cer-tain pourcentage du tra�c total entre toutes paires de n�uds. Ce concept est connusous le nom de diversi�cation. Dans le cas o�u le mod�ele int�egre la plani�cation de lacapacit�e et le routage, une variante naturelle du concept de k-connexit�e est d'imposerle reroutage d'un certain pourcentage du tra�c entre toute paire de n�uds, en cas detoute d�efaillance. Ce concept est appel�e la r�eservation.Minoux [98] a �et�e le premier �a consid�erer la s�ecurisation dans un mod�ele g�en�eral demulti
ot avec capacit�es continues en g�en�eralisant l'algorithme de Gomory et Hu [45]pour les 
ots non-simultan�es. Son mod�ele assure la survie par r�eservation et peutr�esoudre des r�eseaux ayant jusqu'�a 40 n�uds avec une pr�ecision de 5%.Dahl et Stoer [27, 28] �etaient les premiers �a consid�erer le mod�ele de s�ecurisation aveccapacit�es discr�etes. Leur mod�ele suit les concepts de diversi�cation et de r�eservation.Pour r�esoudre le probl�eme g�en�eral de conception de r�eseau d�ecrit �a l'introduction dece chapitre, Alevras, Gr�otschel et Wess�aly distinguent dans [6] deux types de capac-it�es discr�etes (capacit�es modulaires et capacit�es discr�etes arbitraires) et trois fa�consd'assurer la survie du r�eseau ( diversi�cation, r�eservation et reroutage des demandesa�ect�ees). Ils proposent de r�esoudre les six mod�eles de conception obtenus en combi-nant les deux types de capacit�es et les trois approches de survie.D'apr�es leur �etude num�erique, la diversi�cation est plus ch�ere mais moins coûteuseen temps de calcul. Ce r�esultat est pr�evisible, puisqu'en adoptant la survie par di-versi�cation, les capacit�es des arcs �a l'�etat op�erationnel normal sont choisies de tellesorte que toutes les situations de pannes peuvent être mâ�tris�ees sans reroutage. Cequi revient �a la r�esolution d'un probl�eme de routage.La r�eservation est par contre moins ch�ere et plus coûteuse en temps de calcul. Lemeilleur compromis entre le coût et l'e�ort de maintenance semble être obtenu avecle mod�ele de reroutage des demandes a�ect�ees. Les solutions sont proches de cellesobtenues avec la r�eservation et l'e�ort de reroutage des demandes a�ect�ees est rela-tivement petit (par rapport �a la r�eservation).En coop�eration avec France-T�el�ecom, Lisser, Sarkissian et Vial [86] ont d�evelopp�e un



5.4 Dimensionnement d'un r�eseau et Routage 76mod�ele traitant simultan�ement le dimensionnement de r�eseau et le routage des de-mandes. Ils consid�erent que le reroutage de la partie de la demande a�ect�ee (par unepanne) s'e�ectue dans un r�eseau ind�ependant appel�e r�eseau de r�eserve. Ce dernier estinstall�e en parall�ele avec le r�eseau nominal et ne devient actif qu'en cas de pannes quir�esultent de nouvelles demandes. L'avantage de l'installation d'un r�eseau de r�eserveest de satisfaire aux demandes cr�e�ees par une panne sans interf�erer avec la distribu-tion du tra�c courant.Les deux r�eseaux partagent le même support topologique. Par cons�equent ils ont lesmêmes d�efaillances.Pour rerouter le tra�c interrompu nous distinguons deux types de reroutage : lereroutage local et le reroutage global.
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������Figure 5.4.2: Routage des demandesLa strat�egie locale est de consid�erer que la rupture d'un arc cr�ee entre ses ex-tr�emit�es une demande �egale �a la somme des 
ots qu'il transmettait. Dans ce cas, �achaque panne d'arc nous associons un probl�eme de 
ot simple.L'approche globale du reroutage consiste �a analyser le 
ot cr�e�e par la panne et �atrouver les fractions des demandes a�ect�ees par cette panne dans le r�eseau nominal.A chaque panne d'arc nous associons dans ce cas un probl�eme de multi
ot.Le probl�eme de s�ecurisation qui nous int�eresse dans cette �etude, a �et�e trait�e dans [86]en consid�erant le reroutage local. Il consiste �a trouver le routage et l'investissementen capacit�es nominale et de r�eserve de moindre coût pour un certain jeu de deman-des. Ces capacit�es doivent su�re pour permettre respectivement un routage du tra�c
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Panne d’arcFigure 5.4.3: Reroutage local
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Panne d’arcFigure 5.4.4: Reroutage globalnominal optimal et un reroutage (local dans [86]) de ce tra�c dans le cas de n'importequelle panne simple d'arc. Dans [86] Lisser, Sarkissian et Vial formulent le probl�emecomme un programme lin�eaire de tr�es grande taille qu'ils r�esolvent �a l'aide d'un al-gorithme de plans s�ecants bas�e sur le concept de centre analytique (ACCPM). Lam�ethode permet ainsi de s�ecuriser avec l'approche locale des r�eseaux d'une tailleallant jusqu'�a 60 noeuds et 120 arcs avec un saut de dualit�e de 7:10�5, ce qui cor-respond �a une mod�elisation r�ealiste du r�eseau de transmission d'interconnexion deFrance-T�el�ecom. La strat�egie locale est sous optimale et la globale est plus com-plexe. Pour rem�edier partiellement �a cette imperfection de l'approche locale, Lisseret al proposent une approche hybride qui proc�ede comme suit. Dans un premiertemps l'algorithme r�esout le probl�eme de s�ecurisation avec reroutage local. Ensuite,



5.5 S�ecurisation globale des r�eseaux de transmission 78le routage et la capacit�e nominale obtenus seront consid�er�es comme des donn�ees �xes.Le r�eseau de r�eserve est alors recon�cu pour r�ealiser la survie du routage avec reroutageglobal. La derni�ere �etape consiste �a trouver l'investissement en capacit�e de r�eserve lemoins coûteux pour assurer le reroutage global du tra�c nominal obtenu �a la premi�ere�etape. Dans [39] Frangioni traite le probl�eme de la derni�ere �etape par une approchebas�ee sur la m�ethode de faisceaux [85].Le mod�ele de conception de r�eseau qui nous int�eresse est proche de celui de Lisser,Sarkissian et Vial pr�esent�e dans [86]. Pour une vue globale du mod�ele de [86], desapproches de r�esolutions, et des r�esultats obtenus, nous renvoyons le lecteur �a la th�esede Sarkissian [124].Dans la suite de ce chapitre nous introduisons le probl�eme de s�ecurisation globale.Les formulations possibles de ce probl�eme sont expos�ees dans le chapitre suivant.5.5 S�ecurisation globale des r�eseaux de transmis-sionDans la suite de notre �etude le r�eseau de t�el�ecommunications est dit s�ecurisable si,�a la suite d'une panne, le tra�c interrompu peut être rerout�e �a travers le r�eseau enutilisant la capacit�e r�esiduelle.Le Probl�eme de S�ecurisation Globale (PSG) consiste �a trouver le multi
ot de coûtminimum et l'investissement en capacit�es nominale et de r�eserve de moindre coût.De plus, la capacit�e nominale doit être su�sante pour assurer le routage et celledu r�eserve doit garantir la survie du tra�c nominal par reroutage global en cas den'importe quelle panne d'arc.Nous appelons panne simple toute panne d'un seul �el�ement du r�eseau. Cet �el�ementpeut être un arc ou un n�ud. La possibilit�e d'avoir simultan�ement plusieures pannesest extrêmement improbable. La d�efaillance d'un n�ud touche tous les arcs qui luisont adjacents dans le r�eseau.Nous nous int�eressons uniquement aux pannes �el�ementaires d'arcs non simultan�ees.Nous nous sommes limit�es �a ce cas pour des raisons de complexit�e num�erique.Dor�enavant, toute panne sera associ�ee �a un seul arc. L'ensemble des pannes n'estautre que l'ensemble des arcs du r�eseau.Une panne est dite active, si elle perturbe le routage d'au moins une demande.



5.5 S�ecurisation globale des r�eseaux de transmission 79L'ensemble des pannes actives co��ncide avec l'ensemble des arcs qui portent ce routage.Dans notre mod�ele nous consid�erons que la topologie du r�eseau est donn�ee et est �xe.Nous supposons que le r�eseau est au moins bi-connexe pour assurer sa s�ecurisationtopologique. Une panne active cr�ee une demande entre les extr�emit�es de l'arc. Dansnotre mod�ele, nous consid�erons l'existence d'un second r�eseau install�e en parall�ele avecle r�eseau nominal et appel�e le r�eseau de r�eserve. Les deux r�eseaux ont une topologieidentique et sont de même type. En rappelant que le r�eseau de r�eserve ne devient actifqu'en cas de pannes actives, nous distinguons trois possibilit�es d'utiliser les capacit�esnominale et de r�eserve pour le reroutage. Avant d'�enum�erer ces possibilit�es, nouspr�ecisons qu'une panne active lib�ere la capacit�e nominale qui �etait occup�ee par lesdemandes a�ect�ees.� La premi�ere possibilit�e consiste �a utiliser uniquement la capacit�e nominalepr�esent�ee sous forme de capacit�e r�esiduelle nominale et capacit�e lib�er�ee parla panne. Mais avec cette utilisation des capacit�es nous utilisons un seul r�eseau(le nominal). Ce qui est incompatible avec le choix de notre mod�ele.� La deuxi�eme possibilit�e est d'exploiter le r�eseau de r�eserve et d'e�ectuer lereroutage en consid�erant les capacit�es lib�er�ee et r�esiduelle dans le nominal et lacapacit�e de r�eserve.� En�n nous pouvons dissocier les r�eseaux nominal et de r�eserve, en consacrantle premier exclusivement au routage et le second au reroutage. Cette possibilit�eest plus simple �a g�erer et justi�e vraiment l'introduction du r�eseau de r�eserve.Nous allons voir dans le chapitre suivant que la derni�ere possiblit�e est la seule �apouvoir être traduite en formulation sommets-arcs (la capacit�e lib�er�ee ne peut pasêtre calcul�ee).Nous adoptons uniquement la derni�ere possiblit�e de gestion des capacit�es.Dans notre mod�ele le fractionnement du tra�c est autoris�e. Le probl�eme PSG revient�a trouver les capacit�es nominale et de r�eserve et le multi
ot (routage) dans le r�eseaunominal v�eri�ant :� le multi
ot satisfait toutes les demandes,� le multi
ot est compatible avec la capacit�e du r�eseau nominal,



5.5 S�ecurisation globale des r�eseaux de transmission 80� le multi
ot peut être s�ecuris�e par reroutage global dans le r�eseau de r�eservedans le cas de n'importe quelle panne,� le coût total est minimum.Malgr�e les simpli�cations apport�ees au mod�ele, ce dernier reste su�sament compliqu�e.Nous allons voir que le PSG se formule comme un probl�eme lin�eaire de tr�es grandetaille avec plusieurs niveaux de couplage et que la formulation arcs-chemins est laplus appropri�ee.



6. Mod�elisation du probl�eme des�ecurisation globale de r�eseaux6.1 IntroductionAu chapitre pr�ec�edent nous avons introduit le probl�eme de s�ecurisation globale (PSG)dans le cadre g�en�eral de probl�emes de conception de r�eseau. Nous avons �egalementdiscut�e le choix de son mod�ele. Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude math�ematiquede PSG. Comme le probl�eme de routage, le PSG peut être �ecrit sous formulationsommets-arcs ou arcs-chemins [72]. Nous allons surtout insister sur la formulationarcs-chemins, compte tenu de sa sup�eriorit�e sur la formulation sommets-arcs pour leprobl�eme de routage.Dans l'approche globale du reroutage chaque �eventuelle panne cr�ee un probl�eme demulti
ot (par contre dans l'approche locale, une panne cr�ee un probl�eme de 
ot sim-ple). Il faut donc reconnâ�tre les fractions des demandes a�ect�ees par la panne dansle r�eseau nominal pour pouvoir les rerouter. Il est toujours possible de calculer cesfractions de demandes mais seule la formulation arcs-chemins permet d'avoir la ca-pacit�e lib�er�ee dans le r�eseau nominal.En e�et, la formulation sommets-arcs permet de calculer la partie de la demande qui�etait port�ee par l'arc en panne, mais elle ne fournit aucune information concernant letra�c nominal non a�ect�e par cette panne. L'information qui manque �a la formulationsommets-arcs est l'ensemble des chemins qui passent par l'arc en panne. La reconsti-tution de ces chemins est possible mais alourdit la mise en �uvre de l'algorithme. Parcontre avec la formulation arcs-chemins, cette information devient accessible, puisqueles variables de d�ecision sont les 
ots sur les chemins.Dans le cas d'une panne, les routages interrompus doivent être rerout�es en �evitant lacomposante d�efaillante. La capacit�e de secours n�ecessaire au routage des demandescr�e�ees par la panne peut être sous forme de capacit�e nominale r�esiduelle, ou sousforme de capacit�e de r�eserve fournie par le r�eseau de r�eserve ou encore sous forme de



6.2 Description du probl�eme 82capacit�e nominale lib�er�ee par la panne. Nous avons choisi de ne pas utiliser la capac-it�e lib�er�ee par la panne (ni la capacit�e r�esiduelle). Par cons�equent, notre mod�ele peutaussi bien être formul�e en terme de 
ots sur les arcs (sommets-arcs), qu'en terme de
ots sur les chemins (arcs-chemins). Nous allons voir dans la suite que PSG peut êtreformul�e comme un probl�eme lin�eaire de tr�es grande taille avec plusieurs niveaux decouplage.Ce chapitre est organis�e comme suit. Nous commen�cons par poser et formuler PSG(section 6.2). Nous nous concentrons sur la formulation arcs-chemins dans un premiertemps. Dans le cadre de cette formulation, nous explicitons une m�ethode de g�en�era-tion de chemins (section 6.3) et nous proposons des garanties de solution (section 6.4).La 5�eme section est consacr�ee �a la formulation sommets-arcs de PSG. Nous discutonscette formulation et nous montrons ses limites num�eriques. Dans la 6�eme section nouspr�esentons des r�eseaux particuliers : les r�eseaux sym�etriques (di��erents des graphessym�etriques). Ces r�eseaux nous seront utiles au stade des essais num�eriques.6.2 Description du probl�emeLe PSG est caract�eris�e par la donn�ee d'un graphe G(V; E) et l'ensemble K de K 
otsqui le traversent . Le graphe G est bi-connexe non orient�e et est d�e�ni par V, unensemble de p n�uds, et E, un ensemble de n arcs. Ce graphe repr�esente le supporttopologique de deux r�eseaux : le r�eseau nominal et le r�eseau de r�eserve. La capacit�eest une fonction de E dans IR. Elle sera not�ee comme un vecteur de IRn.Nous d�esignons par y le vecteur capacit�e du r�eseau nominal et par z celui du r�eseaude r�eserve.Un 
ot k de K est d�e�ni par une paire de n�uds source-puits (ok; pk) et une quantit�ede tra�c, rk 2 IR.Pour obtenir une formulation convenable �a la d�ecomposition, nous proposons d'utiliserle fait que toute demande peut être d�ecomposable en une somme de 
ots port�es pardes chemins simples liant la paire origine-destination de la demande.Nous associons �a tout 
ot k 2 K les ensembles I0;k; I1;k; � � � ; In;k d�e�nis par :� I0;k : ensemble de chemins nominaux �el�ementaires distincts entre le n�ud sourceok et le n�ud puits pk.� Ie;k : ensemble de chemins de r�eserve �el�ementaires distincts entre le n�ud source



6.2 Description du probl�eme 83ok et le n�ud puits pk en cas de panne de l'arc e dans G .Pour tout j 2 f0; � � � ; ng, l'ensemble de chemins Ij;k est caract�eris�e par une matrice�j;k de taille n� nj;k, nj;k �etant le cardinal de l'ensemble Ij;k. Toute colonne �j;ki decette matrice, caract�erise un chemin de l'ensemble Ij;k et v�eri�e :(�j;ki )e = 8<: 1 si e appartient au chemini;0 autrement: (6.2.1)Nous notons xj;ki le 
ux du 
ot k port�e par le chemin caract�eris�e par �j;ki .La somme sur i de tous les 
ux x0;ki est �egal �a la valeur de la demande rk :Xi2Ik x0;ki = rk:Pour simpli�er la formulation de PSG nous posons x0;k = xk, �0;k = �k, I0;k = Ik etn0;k = nk pour tout 
ot k 2 K.Le probl�eme de s�ecurisation globale peut ainsi s'exprimer en fonction des variablesde routage uniquement.En e�et, le coût minimum d'investissement de capacit�e de r�eserve pour s�ecuriser unroutage x = (x1; : : : ; xK) d�epend de ce routage et peut être d�esign�e par f(x).Le probl�eme peut alors être formul�e comme suit :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: Minx1;���;xK ;y cTy + f(x)KXk=1Xi2Ik xki�ki � y;k 2 K8>><>>: Xi2Ik xki = rk;xki � 0;y � 0: (6.2.2)Explicitons la fa�con de calculer la fonction f(x). La panne d'un arc e cr�ee au plus Kdemandes. Nous notons Ke l'ensemble des 
ots a�ect�es par la panne e. A chaque kdans Ke nous faisons correspondre re;k, la quantit�e de 
ot �a rerouter dans le r�eseaude r�eserve. Cette quantit�e repr�esente le 
ux du 
ot k qui traversait l'arc e dans ler�eseau nominal : re;k = Xi2Ik xki (�ki )e:



6.2 Description du probl�eme 84Comme dans le cas du routage, le probl�eme de reroutage doit respecter des contraintesde satisfaction des demandes et des contraintes de capacit�e.Pour tout 
ot k et toute panne e nous associons la contrainte de satisfaction dedemande suivante, que nous appellerons la contrainte de reroutage :Xi2Ie;k xe;ki = �kexk:Rappelons que les r�eseaux nominal et de r�eserve partagent le même support topologique.Lorsqu'une composante du nominal est d�efaillante, la composante correspondantedans le r�eseau de r�eserve l'est aussi. Dans le cas d'une panne d'un arc e dans ler�eseau nominal, la capacit�e de l'arc correspondant dans le r�eseau de r�eserve est doncnulle.Le r�eseau nominal lib�ere de la capacit�e suite �a une panne e qui n'est autre queye = KXk=1Xi2Ik xki (�ki )e�ki :Nous d�esignons par �̂e la matrice diagonale d'ordre n d�e�nie par:�̂e = diag(1� �e);avec �e est un vecteur de IRn ayant toutes ses composantes nulles sauf (�e)e qui vaut1.L'expression de la capacit�e de secours d�epend de la strat�egie de reroutage :1. Le reroutage est e�ectu�e dans le r�eseau nominal.Dans ce cas l'algorithme utilise la capacit�e lib�er�ee par la panne e dans le r�eseaunominal pour e�ectuer le reroutage. Nous pouvons envisager les deux sous-cassuivants :(a) le tra�c interrompu est rerout�e uniquement dans le r�eseau nominal en util-isant la capacit�e lib�er�ee par la panne. La capacit�e de secours en cas de lapanne de l'arc e est alors �egale �a (1��e)ye.(b) le tra�c interrompu est rerout�e dans les r�eseau nominal et de r�eserve, enutilisant la capacit�e lib�er�ee par la panne e dans le r�eseau nominal et lacapacit�e z dans le r�eseau de r�eserve.La capacit�e de secours est dans ce cas �egale �a (1��e)(z + ye).



6.2 Description du probl�eme 852. Le reroutage est e�ectu�e dans le r�eseau de r�eserve uniquement :Dans ce cas la capacit�e de secours en cas de la panne e est �egale �a (1��e)zPour �eviter les interf�erences entre les 
ots du routage et ceux du reroutage, nouschoisissons le dernier cas de reroutage. Nous adoptons donc la formulation suivante :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1;:::;xK ;y;x1;1 ;:::;xn;K ;z cTy + dT z(i) KXk=1Xi2Ik xki�ki � y;k 2 K8>><>>: (ii:k) Xi2Ik xki = rk;(iii:k) xk � 0;(iv) y � 0;e 2 E 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: (v:e) KXk=1 Xi2Ie;k xe;ki �e;ki � �̂ez;k 2 Ke8>>>>>><>>>>>>: (vi:e:k) Xi2Ie;k xe;ki = re;k(vii:e:k) re;k = Xi2Ik xki (�ki )e;(ix:e:k) xe;k � 0;(x) z � 0; (6.2.3)

Les contraintes (6.2.3.i) et (6.2.3.v.e) sont des contraintes de capacit�e. Elles expri-ment le fait que la capacit�e nominale et celle du r�eseau de r�eserve ne peuvent pas êtred�epass�ees �a chaque �etat op�erationnel. Puisque la capacit�e nominale n'intervient qu'�al'�etape de routage, la capacit�e r�esiduelle optimale est nulle. La contrainte (6.2.3.i)peut être donc remplac�ee par une contrainte d'�egalit�e (�a l'optimum les n contraintesde capacit�e sont actives).Les contraintes (6.2.3.ii.k) ne sont autres que les contraintes de routage des 
ots dansle r�eseau nominal. Elles imposent la satisfaction des demandes nominales.Le second terme d'une contrainte (6.2.3.vi.e.k), dont la valeur est calcul�ee dans(6.2.3.vii.e.k), correspond �a la demande cr�e�ee par la panne de l'arc e entre la paireorigine-destination (ok; pk). Les contraintes (6.2.3.vi.e.k) repr�esentent les contraintesde reroutage des routages interrompus. Le reste des contraintes, (6.2.3.iii.k), (6.2.3.iv),(6.2.3.ix.e.k) et (6.2.3.x) ne sont autres que des contraintes de positivit�e.En exprimant la capacit�e nominale y en fonction des 
ots xk et en adoptant une



6.2 Description du probl�eme 86repr�esentation matricielle des contraintes de PSG, nous obtenons la formulation sim-pli��ee suivante :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1;���;xK;x1;1;���;xn;K;z cT KXk=1�kxk + dT zk 2 K8<: (i:k) !kxk = rk; (�k)(ii:k) xk � 0; (sk)e 2 E8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
(iii:e) xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez; (�e)(iv:e) xe;0 � 0; (se;0)k 2 Ke8>><>>: (v:e:k) !e;kxe;k = �kexk; (�ke )(vi:e:k) xe;k � 0; (se;k):(vii) z � 0; (t)

(6.2.4)
o�u � xe;0 est le vecteur capacit�e r�esiduelle de r�eserve associ�e �a la panne de l'arc e.� !k est le vecteur ligne unit�e : !k = (1; � � � ; 1) de taille nk.� !e;k est le vecteur ligne unit�e de taille ne;k.Dans la formulation (6.2.4), nous �ecrivons entre parenth�eses les multiplicateurs deLagrange en face des contraintes correspondantes. Nous introduisons alors les multi-plicateurs de Lagrange suivants :� �k : associ�e �a la contrainte de satisfaction de la demande k (6.2.4.i.k) (�k � 0),� sk : associ�e �a la contrainte de positivit�e du 
ot k (6.2.4.ii.k) (sk � 0),� �e : associ�e �a la contrainte de capacit�e de secours en cas de la panne e (6.2.4.iii.e)(�e � 0),



6.2 Description du probl�eme 87� se;0 : associ�e �a la contrainte de positivit�e de la capacit�e r�esiduelle xe;0 de lacapacit�e de r�eserve en cas de la panne e (6.2.4. iv.e) (se;0 � 0),� �ke : associ�e �a la contrainte de satisfaction de la demande du 
ot k cr�e�ee par lapanne e (6.2.4.v.e.k) (�ke � 0),� se;k : associ�e au vecteur de reroutage xe;k du 
ot k en cas de la panne e(6.2.4.vi.e.k) (se;k � 0),� t : associ�e �a la contrainte de positivit�e de la capacit�e de r�eserve z (6.2.4.vii)(t � 0).Dans la suite, pour des expressions telles que xy = v, avec x; y; v des vecteurs, nousentendons que l'op�eration est e�ectu�ee composante par composante.Avec cette convention, le syst�eme d'optimalit�e associ�e au probl�eme (6.2.4) s'�ecritcomme suit: 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
k 2 K8>>>>>><>>>>>>: xksk = 0;!kxk = rk;�kTc + !kT�k ��kT�k = sk; (k:i)xk; sk � 0;e 2 E8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0se;0 = 0;xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez;�e;0 = se;0;xe;0; se;0 � 0;k 2 K8>>>>>><>>>>>>: xe;kse;k = 0;!e;kxe;k = �kexk;�ke!e;kT +�e;kT�e = se;k; (e:k:ii)xe;k; se;k � 0;tz = 0;d� nXe=1 �̂Te �e = t; (iii)z; t � 0;
(6.2.5)



6.2 Description du probl�eme 88Il est important de voir que la formulation arcs-chemins ci dessus fait intervenir lesmatrices de chemins �k;�1;k; � � � ;�n;k, pour k = 1; � � � ;K: Le nombre de variablesassoci�ees �a ces chemins et les dimensions de ces matrices croissent exponentiellementavec la taille du graphe, ce qui peut constituer un inconv�enient pour cette formula-tion.Cependant, le nombre de contraintes associ�ees �a la formulation arcs-chemins estg�en�eralement moins important que le nombre de celles associ�ees �a la formulationsommets-arcs. Dans le cas de PSG, on remarque que la formulation (6.2.4) comporte� K contraintes de routage (6.2.4.i.k),� au pire n2 contraintes de capacit�es de r�eserve (6.2.4.iii.e),� et n�K contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k).En e�et, la formulation (6.2.4) associe n contraintes de capacit�e de r�eserve (6.2.4.iii.e)�a chaque panne active e, dont une contrainte sur l'arc en panne : xe;0e + KXk=1�e;kxe;k = 0.Ce qui revient �a dire que xe;0e = 0 pour tout e 2 f1; � � � ; ng. Cette information peutêtre utile pour r�eduire la taille de la matrice des contraintes de n lignes et n colonnes.Si na d�esigne le nombre de pannes actives dans PSG, nous comptons na � n con-traintes de capacit�es de r�eserve dans notre mod�elisation. Le nombre de contraintesde reroutage (6.2.4.v.e.k) d�epend du nombre de couples ( panne-
ot a�ect�e). Le nom-bre de contraintes maximal p̂pire = K + n �K + n2 � n est atteint si tous les 
otssont a�ect�es par toutes les pannes. Il est important de signaler que ceci ne se produitque dans le cas des r�eseaux peu maill�es (i.e. n petit). Donc, même si le nombre decontraintes au pire des cas est de l'ordre de n2, cette borne est atteinte lorsque n estde l'ordre de p. En tout cas le nombre de contraintes dans (6.2.4) n'est pas importantrelativement �a la taille du probl�eme. Une m�ethode de g�en�eration de colonnes, doncde chemins, s'impose (voir chapitre II).Lorsque (6.2.4) a des solutions, il existe une solution optimale avec au plus K + n�K+n2 variables non nulles [44]. Certaines variables non nulles pourraient correspon-dre �a des capacit�es r�esiduelles de r�eserve sur des arcs (x0;ei ). Le nombre de variablesde capacit�es r�esiduelles non nulles varie entre z�ero et (n2 � 2 � n). Il est nul lorsquetoutes les pannes saturent tous les arcs du r�eseau de r�eserve. Sa valeur maximale



6.2 Description du probl�eme 89n2 � 2 � n, s'explique par le fait que tout arc admet au moins un reroutage (corre-spondant �a une panne) qui sature sa capacit�e de r�eserve. Les n autres variables decapacit�es r�esiduelles nulles correspondent aux (x0;ee ) pour tout e 2 f1; � � � ; ng. DoncPSG aurait besoin d'au plus p̂pire di��erents chemins pour assurer le routage et lasurvie de ce dernier. Ce nombre maximal de chemins g�en�er�es permet de pr�evoir leslimites num�eriques de la m�ethode. A chaque it�eration j, l'algorithme r�esout d'abordun probl�eme de s�ecurisation globale en se limitant �a des sous-ensembles de chemins :le probl�eme mâ�tre.La formulation standard du j�eme probl�eme mâ�tre est comme suit :8>>>><>>>>: MinX̂j ĉjT X̂j ;; ÂjX̂j = b̂j ;X̂j � 0; (6.2.6)o�u Âj est d�e�nie par un sous-ensemble des colonnes de la matrice Â =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
!1 . . . !K�11 !1;1. . . . . .�K1 !1;K�1;1 � � � �1;K Id(n) ��̂1... ... . . . . . . ...�1n !n;1. . . . . .�Kn !n;K�n;1 � � � �n;K Id(n) ��̂n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :
X̂j = ((x1)j ; � � � ; (xK)j; (x1;1)j; � � � ; (x1;K)j ; (x1;0)j; � � � ; (xn;1)j; � � � ; (xn;K)j; (xn;0)j; zj),ĉj = (cT�1j; � � � ; cT�Kj ; 0; � � � ; 0; 0; � � � ; 0; � � � ; 0; 0; d) et b̂j = (r1; � � � ; rk; 0; � � � ; 0).Ensuite l'algorithme met �a jour les sous-ensembles de chemins nominaux et de r�eserveassoci�es �a chaque demande : les probl�emes satellites.Nous d�etaillons dans la suite les probl�emes satellites que l'algorithme r�esout �a chaqueit�eration majeure. La r�esolution du probl�eme mâ�tre ne sera pas d�ecrite dans cechapitre. Nous nous limitons �a l'�etude g�en�erale du probl�eme et nous proposons des



6.3 G�en�eration de chemins 90estimations sup�erieures et inf�erieures de la solution. Des m�ethodes de r�esolution duprogramme mâ�tre seront propos�ees aux chapitres suivants.6.3 G�en�eration de cheminsNous rappelons que le probl�eme mâ�tre est un probl�eme de s�ecurisation globale limit�e�a des sous-ensembles de chemins.La m�ethode de g�en�eration de chemins que nous adoptons n'est autre qu'une sp�ecial-isation de la m�ethode de g�en�erations de colonnes d�ecrite au deuxi�eme chapitre.A chaque 
ot k et �a chaque it�eration externe j, nous associons les ensembles suivants:� Ikj : sous-ensemble de Ik sur lequel l'algorithme restreint le routage du 
ot kdans le r�eseau nominal �a la j�eme it�eration externe.� Ie;kj : sous-ensemble de Ie;k sur lequel l'algorithme restreint le reroutage du 
otk dans le r�eseau de r�eserve en cas de la panne e, �a la j�eme it�eration externe.Nous allons voir qu'un sous-ensemble I i;kj admet au plus j chemins. La gestion dessous-ensembles Ikj et Ie;kj , e 2 f1; � � � :ng est expliqu�ee dans la sous-section qui suit.A chaque it�eration externe, l'algorithme commence par r�esoudre un probl�eme mâ�tre(r�eduit) en calculant une solution (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj). Les composantes de cette solu-tion associ�ees aux chemins qui sont dans Ik � Ikj et Ik;e � Ik;ej sont nulles.Dire que (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj) est solution du probl�eme de s�ecurisation globale (6.2.4)signi�e qu'il existe des multiplicateurs (�1?; � � � ; �K?; �1?; � � � ; �K?; �1?; � � � ; �n?) telsque le syst�eme d'optimalit�e associ�e au probl�eme (6.2.5) soit v�eri��e.Ceci revient �a dire que (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj) est optimal si et seulement si en consid�erantles multiplicateurs associ�es on a, pour tout 
ot k, les in�egalit�es suivantes :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: (i) �ki T (c� �k) + �k � 0; i 2 Ike 2 E 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: (ii:1) �k1 +�1;ki T�1 � 0; i 2 I1;k...(ii:e) �ke +�e;ki T�e � 0; i 2 Ie;k...(ii:n) �kn +�n;ki T�n � 0; i 2 In;k (6.3.1)



6.3 G�en�eration de chemins 91Nous rappelons que pour (�1; � � � ; �n), solution duale du programmemâ�tre (6.2.6),nous avons d � nXe=1 �̂Te �e .La premi�ere in�egalit�e (6.3.1.i) est v�eri��ee par les chemins appartenant �a Ikj .Pour toute panne e et tout 
ot k, l'in�egalit�e (6.3.1.ii.e) est v�eri��ee par les chemins del'ensemble Ie;kj correspondant.Pour prouver l'optimalit�e du point (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj) pour le probl�eme de s�ecurisa-tion globale il faut et il su�t de montrer que les in�egalit�es (6.3.1.i), (6.3.1.ii,1),� � �,(6.3.1.ii,n) peuvent respectivement s'�etendre au reste des ensembles Ik; I1;k; � � � ; In;k.Nous d�esignons par :� �kjk un plus court chemin entre le n�ud source ok et le n�ud puits pk obtenuen consid�erant comme vecteur coût unitaire le vecteur c� �k.� �kjke un plus court chemin de secours entre le n�ud source ok et le n�ud puitspk en cas de la panne de l'arc e obtenu en consid�erant comme vecteur coûtunitaire le vecteur �e. Nous savons que pour tout e 2 f1; � � � ; ng, �e est positif,puisque �e n'est autre que la variable duale associ�ee �a la capacit�e r�esiduelle der�eserve en cas de panne de l'arc e (6.2.5).Lemme 16. Le point (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj) est optimal pour le probl�eme de s�ecurisationglobale (6.2.4) si pour tout 
ot k 2 1; � � � ;K :� le chemin �kjk v�eri�e (6.3.1.i).� et pour toute panne e 2 E le chemin �kjke v�eri�e (6.3.1.ii,e).Preuve. Si le chemin �kjk v�eri�e l'in�egalit�e (6.3.1.i) alors tout chemin �ki 2 Ik lav�eri�e aussi. Puisque pour tout chemin �ki 2 Ik, nous avons:�ki T (c� �k) + �k � �kjkT (c� �k) + �k.L'in�egalit�e (6.3.1.i) peut être donc �etendue �a l'ensemble Ik.Par analogie nous pouvons montrer que le reste du syst�eme (6.3.1) est v�eri��e.Ce qui prouve l'optimalit�e du point (xj; x1j ; � � � ; xnj ; zj) pour le probl�eme de s�ecurisa-tion globale (6.2.4). �Remarque 6.3.1. Le sch�ema de r�esolution de PSG que nous avons expos�e exclut lesm�ethodes directes et n�ecessite une g�en�eration de chemins nominaux et de r�eserve �a



6.4 Calcul d'une estimation inf�erieure 92chaque �n d'it�eration externe.Le principe de g�en�eration de chemin d�ecrit ci-dessus peut être utilisable en pratique sinous avons les informations n�ecessaires (qui sont les valeurs des multiplicateurs). Nousallons voir que certains des algorithmes propos�es ne calculent pas tous les multiplica-teurs (�e dans DP1 et DP2) mais seulement des estimations de ces multiplicateurs.La g�en�eration de nouveaux chemins se ram�ene �a un calcul de plus courts cheminsavec coût unitaire positif, que nous calculons avec l'algorithme de Dijkstra [46].6.4 Calcul d'une estimation inf�erieureNous pr�esentons dans cette section une estimation inf�erieure en supposant que tous lesmultiplicateurs sont calcul�es par l'algorithme qui r�esout le programme mâ�tre. A�nd'avoir une meilleure estimation, nous proposons une m�ethode de perturbations desmultiplicateurs. Cette m�ethode de perturbation sera particuli�erement utile lorsque leprogramme mâ�tre n'est pas r�esolu jusqu'�a l'optimalit�e (comme dans [51] et [42]).6.4.1 Choix de l'estimation inf�erieureConsid�erons la formulation suivante du probl�eme de s�ecurisation globale:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1;���;xK;x1;1;���;xn;K ;z cT KXk=1�kxk + dTz;!kxk = rk;xk � 0; k = 1; � � � ;K;e 2 E8>>>>><>>>>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez;!e;kxe;k = �kexk; (�ke )xe;k � 0; k = 0; � � � ;K; :z � 0; (6.4.1)Les contraintes de reroutage peuvent être remplac�ees par une in�egalit�e :!e;kxe;k � �kexk:Les multiplicateurs �ke associ�es �a ces contraintes sont alors n�egatifs.Nous proposons de relâcher les contraintes de reroutage et de r�esoudre le probl�eme



6.4 Calcul d'une estimation inf�erieure 93qui suit:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: Minx1;���;xK;x1;1;���;xn;K;z KXk=1(c � �k)�kxk + nXe=1 KXk=1�ke!e;kxe;k + dT z;!kxk = rk; (�k)xk � 0; k = 1; � � � ;K; (sk)e 2 E8>><>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez; (�e)xe;k � 0; k = 0; � � � ;K; (se;k):z � 0; (t) (6.4.2)En relâchant les contraintes de reroutage, nous �eliminons les contraintes qui lientles variables de routage �a celles de reroutage.Le probl�eme (6.4.2) peut donc se d�ecomposer en deux probl�emes :1. un probl�eme de routage qui se d�ecompose en K probl�emes de 
ots de coûtminimum : 8>>>><>>>>: Minxk (c� �k)�kxk;!kxk = rk;xk � 0: (6.4.3)Ce qui revient �a r�esoudre K probl�emes de plus court chemin.Le coût unitaire (c� �k) reste positif puisque le vecteur ��k et c le sont.La r�esolution de cette premi�ere partie du probl�eme (6.4.2) ne demande aucuncalcul suppl�ementaire si les multiplicateurs �k ne sont pas perturb�es. En e�et,l'algorithme calcule ces plus courts chemins �a chaque it�eration pour g�en�erer lesnouveaux chemins. Mais si la proc�edure de perturbation est activ�ee, l'algorithmecalcule de nouveau K plus courts chemins (6.4.3).2. un probl�eme dont les contraintes couplent les variables de reroutage.8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Minx1;1 ;���;xn;K ;z nXe=1 KXk=1 �ke!e;kxe;k + dTz;e 2 E8>><>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez; (�e)xe;k � 0; k = 0; � � � ;K;z � 0; (6.4.4)



6.4 Calcul d'une estimation inf�erieure 94Le probl�eme (6.4.4) est homog�ene. Suivant que le probl�eme dual soit r�ealisable ounon, la valeur optimale de (6.4.4) est nulle ou in�nie. En e�et, la valeur optimalede (6.4.4) est nulle si et seulement si le probl�eme dual est r�ealisable. Explicitons leprobl�eme dual �a (6.4.4) :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: Max�1;���;�n 0;e 2 E8>>>>>>><>>>>>>>: (i:e) �e � 0;8>>><>>>: (ii:e:1) !e;1T�1e +�e;1T�e � 0...(ii:e:K) !e;KT�Ke +�e;KT�e � 0(iii) d � nXe=1 �̂Te �e � 0; (6.4.5)D'apr�es le syst�eme d'optimalit�e (6.2.5) de PSG, nous avons la positivit�e de ((!e;kT�ke+�e;kT�e); (d � Pne=1 �̂e�e); �e) �a l'optimum du programme mâ�tre. Le probl�emedual (6.4.5) est alors r�ealisable mais ceci n'est pas garantie si l'algorithme calculeune solution approch�ee du programme mâ�tre. Pour avoir une estimation inf�erieure(�nie) nous proposons de perturber d'abord les multiplicateurs �e de fa�con �a avoirdT �Pne=1 �eT�̂e positif et ensuite les multiplicateurs �k pour que �ke!e;k + �eT�e;ksoit positif.Le calcul de l'estimation inf�erieure se r�eduit alors �a la recherche de K plus courtschemins (6.4.3).6.4.2 M�ethode de perturbation des multiplicateursNous supposons que le programmemâ�tre fournit les multiplicateurs�1; � � � ; �n; �k1 ; � � � ; �kn.Ces valeurs ne sont pas forc�ement optimales puisque le programme mâ�tre calcule unesolution approch�ee. Pour calculer un point r�ealisable du probl�eme dual (6.4.5), nousproposons de perturber les multiplicateurs obtenus par le programme mâ�tre. Poursatisfaire les contraintes (6.4.5.i.e), nous projetons les �e sur IRn+ :�e = [�e]+:Nous introduisons le vecteur L de IRn, d�e�ni par :L = d=( nXe=1 �̂e�e):



6.5 Calcul d'une estimation sup�erieure 95Nous d�esignons par Lm la composante minimale du vecteur L : Lm = mini(li) Enprenant �e := Lm �e, nous garantissons la v�eri�cation des contraintes (6.4.5iii). Pourtout 
ot k 2 K, et pour toute panne e a�ectant ce 
ot nous calculons un plus courtchemin de r�eserve ~�e;k avec �e comme coût unitaire sur les arcs. En choisissant �ke =�eT ~�e;k, les contraintes (6.4.5.ii.e.k) sont v�eri��ees. De plus, ce choix de multiplicateurs�ke donne la meilleure estimation inf�erieure utilisant les informations fournies par leprogramme mâ�tre (6.4.3). En e�et, pour obtenir une bonne estimation inf�erieure,nous devons choisir �ke le plus petit possible en assurant la positivit�e de �ke!e;k +�eT�e;k. C'est exactement ce que v�eri�e les �ke que nous avons choisis, puisque toutesles contraintes (6.4.5iii) sont actives.Grâce �a cette m�ethode de perturbation des multiplicateurs, nous pouvons associerune estimation inf�erieure au coût pour toute it�eration mineure (interne).6.5 Calcul d'une estimation sup�erieureLa solution du probl�eme mâ�tre (6.2.6) fournit un point r�ealisable de PSG (6.2.4) etdonc une estimation sup�erieure de sa valeur optimale. Dans le cas o�u le programmemâ�tre ne fournit qu'une solution approch�ee (cas de DP1 et DP2), le calcul d'une es-timation sup�erieure d�ependra de l'algorithme choisi. Il faut exploiter les informationsfournies par la solution approch�ee du programme mâ�tre pour trouver un point r�ealis-able pour PSG (6.2.4). Dans les chapitres suivants nous proposons quatre algorithmespour r�esoudre le programme mâ�tre. Les deux premiers sont bas�es sur les techniquesproximales et les deux autres utilisent des m�ethodes de points int�erieurs. Les deuxpremiers algorithmes n�ecessitent une m�ethode particuli�ere de calcul de l'estimationsup�erieure. Cette m�ethode est introduite au chapitre suivant (garanties d'optimalit�e).6.6 Formulation sommets-arcs de PSGNous d�ecrivons dans cette section, la formulation sommets-arcs de PSG. Nous notonsA la matrice d'incidence sommets-arcs associ�ee au graphe G(V;E). Dans la formula-tion sommets-arcs, chaque 
ot k est caract�eris�e par un vecteur de IRn (n est le nombred'arcs) que nous notons encore xk. Une composante xki ; i 2 f1; � � � ; ng repr�esente laquantit�e du 
ot k transport�e par l'arc i. Cet arc i peut être le croisement de plusieurschemins liant la paire origine-destination (ok; pk) mais il est di�cile de retrouver ces



6.6 Formulation sommets-arcs de PSG 96chemins. Le routage des K 
ots traversant le r�eseau (x1; � � � ; xK) 2 IRn�K est exprim�een terme de contribution sur les arcs du r�eseau.Comme pour la formulation arcs-chemins, nous introduisons pour toute paire panne-
ot (e; k) les variables xe;k, qui sont dans ce cas des vecteurs de IRn.Dans (6.2.4) grâce �a la m�ethode de g�en�eration de chemins, chaque programme mâ�trese limite �a des sous-ensembles de Ke; e 2 f1; � � � ; ng. Ce qui a contribu�e �a la r�eductionde la taille de PSG avec la formulation (6.2.3). La formulation sommets-arcs ne peutpas fournir la liste Ke des 
ots a�ect�es par une panne d'arc e donn�ee mais reconnâ�tla valeur de la fraction xke �a rerouter de tout 
ot k dans K.Nous consid�erons alors que tout 
ot k 2 K est susceptible d'être touch�e par toutepanne d'arc. La d�efaillance d'un arc e cr�ee pour tout 
ot k une demande d�e�niepar la paire origine-destination (ok; pk) et sa valeur re;k = xke . Suivant la valeur dere;k �a l'optimum, nous pouvons d�eduire l'appartenance ou pas de k �a Ke (si re;k = 0alors k =2 Ke). En choisissant la formulation sommets-arcs, nous devons pr�evoirK � n � (n � 1) + n2 + n variables rien que pour le reroutage. Si K est de l'ordrede n, le nombre total de variables est de l'ordre de n3. Les demandes cr�e�ees par unepanne d'arc e peuvent être transport�ees par tous les arcs du r�eseau except�e l'arc e.Ce qui peut être traduit par Âexe;k = xke � bkrk ;avec Âe = (A1 � � � Ap�1 Ap+1 � � � An ) ; et Ai d�esigne la i�eme colonne de lamatrice d'incidence sommets-arcs A.Le PSG s'�ecrit sous formulation sommets-arcs comme suit :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1;���;xK;z cT Xk2Kxk + dT zk 2 K8<: (i:k) Axk = bk; (�k)(ii:k) xk � 0; (sk)e 2 E8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: (iii:e) xe;0 +Xk2K Âexe;k = �̂ez; (�e)(iv:e) xe;0 � 0; (se;0)k 2 K8><>: (v:e:k) Âexe;k = xke � bkrk ; (�k;e)(vi:e:k) xe;k � 0; (se;k)(vii) z � 0; (t) (6.6.1)Les multiplicateurs de Lagrange sont �ecrits en face des contraintes correspondantes.Nous rappelons que nous avons repris les notations de la formulation (6.2.4) mais



6.6 Formulation sommets-arcs de PSG 97les variables n'ont pas forc�ement les mêmes dimensions. Toutes les variables de
ots de routage (x1; � � � ; xK) sont des vecteurs de IRn et toutes celles de reroutage(x1;1; � � � ; xn;K) sont dans IRn�1. Les multiplicateurs �k;e; e 2 f1; � � � ; ng; k 2 Kassoci�es aux contraintes de reroutage sont des vecteurs de IRp.La formulation sommets-arcs (6.6.1) de PSG est sûrement moins compliqu�ee quela formulation arcs-chemins (6.2.4) mais nous allons tout de même la commenter.Commen�cons par parcourir les contraintes. L'ordre des contraintes dans (6.6.1) estidentique �a celui de (6.2.4). Le premier bloc de contraintes correspond toujours auxcontraintes de routage. A tout 
ot k 2 K, la formulation (6.6.1) associe p contraintesde routage (6.6.1.i.k) contre seulement une contrainte dans (6.2.4). Le second blocde contraintes correspond aux pannes e 2 f1; � � � ; ng. Chaque panne (active ou pas)e engendre n contraintes de capacit�e de r�eserve (6.6.1.iii.e) et p � K contraintes dereroutage (6.6.1.v.e.k). Or la formulation (6.2.4) ne g�ere que les pannes actives et �atoute panne active e elle associe n contraintes de capacit�e de r�eserve (6.2.4.iii.e) maisseulement jKej contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k).Le reste des contraintes [(6.6.1.ii.k), (6.6.1.iv.e), (6.6.1.v.e.k) et (6.6.1.vii)] n'est autreque des contraintes de positivit�e des variables de d�ecisions. Avec la formulationsommets-arcs nous connaissons exactement le nombre des variables [n+n2� (K+1)]et celui des contraintes [n2 +K � p � (n+ 1) contraintes d'�egalit�e].La matrice des contraintes associ�ee �a (6.6.1) est comme suit:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
A . . . AB1;1 Â1. . . . . .B1;K Â1Id(n) � � � Id(n) Id(n) ��̂1... ... . . . . . . ...Bn;1 Ân. . . . . .Bn;K ÂnId(n) � � � Id(n) Id(n) ��̂n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA ;
o�u Be;k est une matrice �a p lignes et n colonnes, �a composantes nulles sauf (Be;k)eoket (Be;k)epk qui valent respectivement +1 et � 1: Nous d�esignons toujours par Id(n)



6.7 Exemple de probl�emes de s�ecurisation 98la matrice identit�e d'ordre n.La matrice des contraintes poss�ede n+n2�(K+1) colonnes et n2+K�p�(n+1) lignesmais est tr�es creuse. Cependant la r�esolution de PSG sous formulation sommets-arcs(6.6.1) est possible bien qu'elle ne semble pas avantageuse.6.7 Exemple de probl�emes de s�ecurisationA�n de valider et tester num�eriquement les algorithmes propos�es pour r�esoudre PSG,nous avons programm�e un g�en�erateur al�eatoire de donn�ees rdgene. Les probl�emesg�en�er�es ont la particularit�e d'avoir un graphe complet, des coûts unitaires (nominal etde r�eserve) al�eatoires positifs et des demandes entre chaque paire de n�uds de valeural�eatoire.Le nombre d'arcs n et le nombre de 
ots K sont, dans le cas des probl�emes g�en�er�espar rdgene, �egaux �a (p� (p� 1))=2 (p est le nombre de n�uds).Si tous les arcs ont le même coût dans les r�eseaux nominal et de r�eserve (ci = cj, etdi = dj pour toute paire d'arcs (i; j)) et si en plus toutes les demandes ont la mêmevaleur (rk = rl, pour tous k et l dans K), le r�eseau est dit sym�etrique (�a ne pasconfondre avec les graphes sym�etriques). Nous allons utiliser ce type de r�eseau pourtester, dans un premier temps, les algorithmes �etudi�es dans les prochains chapitres.Soit un r�eseau sym�etrique d�e�ni par p n�uds et r0 la valeur de toute demande quile traverse. Tout arc a un coût nominal et un coût de r�eserve respectivement �egaux�a c0 et d0, avec d0 > c0. Il est facile de v�eri�er qu'�a l'optimum le vecteur capacit�enominal U = r01 et celui de la capacit�e de r�eserve z = r0p � 21.
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Figure 6.7.4: Reroutage du 
ot 16.8 ConclusionLes performances de la formulation arcs-chemins dans le cas du probl�eme de routagenous a conduit �a nous int�eresser uniquement �a cette formulation. Nous avons pos�eet analys�e le probl�eme sous formulation arcs-chemins. La m�ethode de g�en�erationde colonnes (chemins) et les garanties de qualit�e de la solutions ont �et�e �egalementpr�esent�ees dans le cadre de cette formulation. Nous avons tout de même consacr�eune section �a la formulation sommets-arcs de PSG qui sera sûrement utile pour sa r�e-solution directe. Un sch�ema de d�ecomposition peut �egalement être int�egr�e dans cetteformulation. Par exemple, la r�esolution d'une suite de sous-probl�emes qui se limitent�a des sous-ensembles de pannes ou d'arcs. Mais tenant compte des performances desdeux formulations dans le cas d'un probl�eme de routage, la formulation arcs-cheminss'est av�er�ee de loin la meilleure. Dor�enavant nous utilisons uniquement la formulation(6.2.4) de PSG.



7. S�ecurisation par la m�ethode ded�ecomposition proximaleDans ce chapitre nous proposons deux strat�egies de d�ecomposition bas�ees sur la m�eth-ode de d�ecomposition proximale et la g�en�eration de chemins.Dans ces deux approches la tâche principale consiste en la r�esolution d'un probl�emequadratique. La structure d�ecoupl�ee de la matrice de base se prête �a la mise en �uvred'un algorithme de gradient r�eduit.Nous adaptons aux deux strat�egies les techniques de g�en�eration de chemins (nominauxet de r�eserve) et de calcul d'une estimation inf�erieure, d�ecrites au chapitre pr�ec�edent.Nous proposons �egalement une estimation sup�erieure �a la valeur optimale de PSG val-able même en dehors de l'optimalit�e de la solution fournie par le programme mâ�tre(6.2.6). Nous commen�cons ce chapitre par une introduction de la m�ethode de d�ecom-position proximale dans le cadre de l'optimisation convexe (section 1). La deuxi�emesection est consacr�ee �a la premi�ere strat�egie de d�ecomposition. Le d�eveloppementde cette premi�ere strat�egie nous am�ene �a en proposer une deuxi�eme (section 3). Leprogramme mâ�tre est r�esolu par DP1 ou DP2 selon que nous choisissons la premi�ereou la deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition. Les algorithmes DP1 et DP2 d�ecoulentde l'application de la m�ethode de d�ecomposition proximale au probl�eme transform�erespectivement par la premi�ere et la deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition.Dans une quatri�eme section nous sp�ecialisons aux deux algorithmes la m�ethode deg�en�eration de chemins et l'estimation inf�erieure propos�ees au chapitre pr�ec�edent.



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 1037.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en opti-misation convexe7.1.1 MotivationDans ce chapitre nous utilisons une m�ethode bas�ee sur la d�ecomposition proximalesur le graphe d'un op�erateur pour r�esoudre le probl�eme suivant :Trouver (x; y) 2 A�A? tel que y 2 T (x) (7.1.1)o�u A est un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert de dimension �nie H et T unop�erateur maximal monotone. La m�ethode de d�ecomposition proximale sur le graphed'un op�erateur maximal monotone (MDP) a �et�e introduite par Mahey, Oualibouchet Tao [91]. MDP est une sp�ecialisation de la m�ethode de l'inverse partiel (MIP) auxprobl�emes convexes s�eparables. Nous rappelons que MIP a �et�e propos�ee par Spingarndans [125] pour la r�esolution de (7.1.1). La preuve de convergence de MDP fourniedans [91] n'utilise pas le concept de l'inverse partiel.Il y'a plusieurs mani�eres de transformer un probl�eme s�eparable convexe sous la formede (7.1.1). L'id�ee g�en�erale est de repr�esenter le couplage entre des sous-syst�emes pardes sous-espaces de produit d'espaces correspondant aux copies des variables primaleset duales.L'algorithme proc�ede �a chaque it�eration en deux �etapes distinctes :1. une �etape proximale qui r�egularise la fonction objectif en ajoutant un termequadratique d�ependant des solutions primale et duale de l'it�er�e pr�ec�edent,2. et une �etape de projection sur les sous-espaces correspondants.Dans [91], Mahey, Oualibouch et Tao donnent la valeur optimale du param�etrede la d�ecomposition proximale dans le cas d'un op�erateur strictement monotone.L'algorithme de d�ecomposition proximale utilis�e dans cette �etude a �et�e d�ej�a propos�epour r�esoudre d'autres probl�emes de t�el�ecommunications [22]. Dans [111], Ouorou,Mahey et Vial pr�esentent une �etude des algorithmes existants dans la litt�erature pourla r�esolution de probl�emes convexes de multi
ot. L'�etude [111] �etait motiv�ee par leprobl�eme de routage, avec un d�elai moyen de transit minimal, dans les r�eseaux det�el�ecommunications. L'algorithme de d�ecomposition proximale appliqu�e au probl�eme



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 104de multi
ot strictement convexe de [111], donne des r�esultats satisfaisants en com-parant avec ACCPM (Analytic Center Cutting Plane Method) [42].Bien que l'algorithme de d�ecomposition proximale soit e�cace pour la r�esolution desprobl�emes de multi
ot, nous allons voir qu'il est lent lorsque le nombre de pannes esttr�es grand. Une des raisons de cette lenteur r�eside dans le fait que l'algorithme r�esout�a chaque it�eration des sous-probl�emes quadratiques de multi
ot.Dans le probl�eme de routage tout comme dans le probl�eme de s�ecurisation, les cheminsassoci�es aux 
ots ne sont pas uniques. La formulation arcs-chemins de ces probl�emesimpose l'int�egration de la m�ethode de g�en�eration de colonnes (chemins). Par con-s�equent, les solutions avec un grand nombre de chemins sont moins convenables quecelles qui utilisent un petit nombre de chemins. Sur ce point, l'algorithme de d�ecom-position proximale est plus adapt�e pour trouver des solutions avec peu de chemins.La raison pour laquelle l'algorithme de d�ecomposition proximale utilise un petit nom-bre de chemins peut être expliqu�ee intuitivement par la proc�edure de la mise �a jourdes chemins qui tend �a forcer plusieurs d'entre eux �a z�ero. Cette intuition est con�r-m�ee empiriquement par les exp�eriences men�ees dans [111] ainsi que par nos r�esultatsnum�eriques.7.1.2 Op�erateur maximal monotoneNous d�esignons par Gr(T ) le graphe de l'op�erateur T , d�e�ni parGr(T ) = f(x; y) 2 H �H : y 2 T (x)g:Nous d�esignons respectivement par < :; : > et k:k, le produit scalaire et la normeassoci�es �a l'espace de Hilbert H.D�e�nition 20. D'apr�es Minty [100], un op�erateur T est dit monotone si< x� x0; y � y0 >� 0 pour tout x; x0 2 H et y 2 T (x); y0 2 T (x0).D�e�nition 21. L'op�erateur T est fortement monotone s'il existe une constantea > 0 telle que < x� x0; y � y0 >� akx� x0k.D�e�nition 22. On dit qu'un op�erateur monotone T est maximal monotone si songraphe n'est contenu dans aucun autre graphe d'op�erateur monotone.Nous notons I l'op�erateur identit�e (I(x) = x).



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 105Les op�erateurs maximaux monotones jouissent de la propri�et�e suivante prouv�eepar Minty [100] :Propri�et�e 1. Pour tout x 2 H et � > 0 il existe un unique J�T (x) 2 H tel quex� J�T (x) 2 �T (J�T (x)).Ce qui �equivaut �a dire que J�T = (I + �T )�1 est univoque.D�e�nition 23. La fonction J�T : H !H est la fonction proximale associ�ee �a T et�, appel�ee aussi r�esolvante de T associ�ee �a �.Dans ce paragraphe nous n'avons donn�e qu'un petit aper�cu sur la r�esolvante etses propri�et�es. Pour plus de d�etails nous invitons le lecteur �a consulter [110] et [19].Plusieurs probl�emes d'optimisation sont �equivalents �a trouver un z�ero d'un op�erateurmaximal monotone.Dans la section suivante, nous pr�esentons un algorithme qui exploite les propri�et�es dela r�esolvante pour trouver un point x de H tel que 0 2 T (x).7.1.3 L'algorithme du point proximalNous consid�erons le probl�eme suivant :Trouver x 2 IRn tel que 0 2 T (x): (7.1.2)L'op�erateur T est suppos�e maximal monotone. Pour r�esoudre (7.1.2) l'algorithme dupoint proximal (APP) part d'un point quelconque x0 et utilise la proc�edure it�erativesuivante : xj+1 = J�T (xj): (7.1.3)Toute solution de (7.1.2) est un point �xe de J�T .La convergence de la m�ethode du point proximal a �et�e prouv�ee par Rockafellar dans[122]. R�ecemment, G�uler dans [63] r�esout une question ouverte pos�ee par Rockafellardans [122] en montrant la convergence de la suite xj g�en�er�ee par l'algorithme de pointproximal sous sa forme exacte avec un taux de convergence valable même dans le caso�u la fonction ne poss�ede pas de minimum. Un algorithme de type point proximalavec un meilleur taux de convergence a �et�e propos�e par G�uler [64]. Plusieurs �etudesd'extension et de g�en�eralisation de la m�ethode de point proximal ont �et�e men�ees pour



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 106am�eliorer sa convergence. Nous citons �a titre d'exemple [65] et [69].Un probl�eme de minimisation d'une fonction f convexe propre semi-continue inf�erieure-ment sur un espace de Hilbert H, peut se ramener �a un probl�eme de recherche d'unz�ero d'un op�erateur maximal monotone. En e�et l'op�erateur T est dans ce cas lesous-di��erentiel de f not�e @f . De plus @f est maximal monotone dans le cas o�uf : H !]�1;+1] est convexe, propre et semi-continue inf�erieurement [101]. Dans[68] Ibaraki et Fukushima appliquent un algorithme de point proximal primal dualaux probl�emes de multi
ot convexe. Dans le cas de crit�ere s�eparable, l'algorithmepropos�e dans [68] ressemble �a celui propos�e par Chi�et, Mahey et Reynier dans [22].7.1.4 L'algorithme de d�ecomposition proximaleNous nous int�eressons �a la r�esolution du probl�eme (7.1.1) par la m�ethode de d�ecom-position proximale.Nous pr�ecisons queMIP est une g�en�eralisation de APP bas�ee sur la notion de l'op�erateurinverse partiel. Et nous rappelons que l'algorithme de d�ecomposition proximale ex-pos�e dans ce paragraphe, a �et�e introduit dans [91] comme un cas particulier del'algorithme d'inverse partiel [125].Commen�cons par d�e�nir le concept de d�ecomposition proximale.D�e�nition 24. Nous appelons d�ecomposition proximale de z 2 H sur le graphe deT , l'unique couple (u; v) tel que z = u+ v et v 2 T (u).L'unicit�e de la d�ecomposition proximale d�ecoule du fait que l'op�erateur T soitmaximal.Nous avons ( u = (I + T )�1(z);v = (I + T�1)�1(z):L'algorithme de d�ecomposition proximale (ADP), alterne d�ecomposition proxi-male sur le graphe de T et projection sur A � A?. Nous �enon�cons dans la suitel'algorithme ADP :Algorithme ADP1. Choisir (x0; y0) 2 A�A?, j := 0,



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 1072. uj := (I + T )�1(xj + yj),vj := xj + yj � uj,Si (uj; vj) 2 A�A? alors Stop.3. xj+1 := uj=A, yj+1 := vj=A?;j := j + 1, retour �a 2.La convergence de l'algorithme ADP est prouv�ee dans [91] sans utiliser le conceptd'inverse partiel.D�e�nition 25. Nous appelons d�ecomposition proximale avec facteur d'�echelle � > 0de (x; y) 2 H�H sur le graphe d'un op�erateur maximal monotone T , l'unique couple(u; v) 2 H�H tel que : x+ �y = u+ �v et (u; v) 2 Gr(T ).La d�ecomposition proximale avec facteur d'�echelle � de (x; y) 2 H�H peut aussiêtre d�e�nie comme �etant le couple (u; v) tel que ( u = (I + �T )�1(x+ �y);v = (I + ��1T�1)�1(��1x+ y):L'algorithme suivant est une version de l'algorithme ADP avec facteur d'�echelle.Algorithme ADP�1. Choisir (x0; y0) 2 A�A?, j := 0, � > 0, � 2]0; 2[.2. uj := (I + �T )�1(xj + �yj),vj := xj + �yj � uj� ,Si (uj; vj) 2 A�A? alors Stop.3. xj+1 := �uj=A + (1� �)xj, yj+1 := �vj=A? + (1 � �)yj;j := j + 1, retour �a 2.



7.1 M�ethode de d�ecomposition proximale en optimisation convexe 108L'algorithme ADP� est sensible au choix du param�etre � en terme de vitesse deconvergence. Une valeur de � peut être bonne ou mauvaise selon les donn�ees duprobl�eme �a r�esoudre.Mahey, Oualibouch et Tao ont prouv�e que le param�etre optimal � est �egal �a L�1 dansle cas o�u l'op�erateur T est fortement monotone de module L [91]. La convergence dela suite f(xj; yj)g, calcul�ee par l'algorithme ADP� est dans ce cas lin�eaire avec uneestimation de taux : s1� 2��(1 + �L)2 , o�u � est le coe�cient de Lipschitz.7.1.5 Optimisation convexe avec ADPDans le cas o�u l'op�erateur T est le sous-di��erentiel @f d'une fonction convexe, propre,semi-continue inf�erieurement f de H = IRn �a valeurs dans ] �1;+1], le probl�eme(7.1.1) est �equivalent au probl�eme d'optimisation :Minx f(x)x 2 A (7.1.4)En e�et, un vecteur x dans IRn est solution optimale de (7.1.4) si et seulement si0 2 @(XA + f)(x), o�u XA(x) = 8>>><>>>: 0 si x 2 A;+1 ailleurs:D'apr�es le th�eor�eme 23.8 dans [121], 0 2 @XA(x) + @f(x). Puisque @XA(x) = A?,x (2 A) est une solution optimale de (7.1.4) s'il existe y 2 A? tel que y 2 @f(x). Leprobl�eme (7.1.4) est alors �equivalent �a trouver x 2 A; y 2 A?= y 2 @f(x).Rappelons que @f est maximal monotone dans le cas o�u f est convexe propre et s.c.i.L'�etape proximale (correspond �a l'�etape 2 dans l'algorithme ADP�) s'�ecrit dans lecas de l'optimisation convexe comme suit : 0 2 �xj � �yj + (I + �@f)uj.L'�etape proximale revient donc �a trouver uj qui minimise f(u)+ 12�ku�(xj+�yj)k2.L'algorithme de la d�ecomposition proximale dans le cas de la minimisation d'unefonction convexe propre s.c.i sur un sous-espace ferm�e de IRn proc�ede comme suit :Algorithme ADPOC1. Choisir (x0; y0) 2 A�A?, j := 0, � > 0, � 2]0; 2[ .2. uj = argminu f(u) + 12�ku� (xj + �yj)k2;



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 109vj := xj + �yj � uj� ,Si (uj; vj) 2 A�A? alors Stop.3. xj+1 := �uj=A + (1� �)xj, yj+1 := �vj=A? + (1 � �)yj;j := j + 1, retour �a 2 .L'algorithme ADPOC reste convergent même si l'�etape proximale calcule une so-lution approch�ee uj avec une pr�ecision �j v�eri�antXj �j < +1. Autrement dit :uj 2 �j �argminu f(u) + 12�ku� (xj + �yj)k2; etXj �j < +1:Si f(u) =X fi(xi), alors le calcul de l'�etape 2 se d�ecompose en plusieurs probl�emesind�ependants (pour plus de d�etails voir [110]).Le facteur de relaxation � peut varier d'une it�eration �a l'autre, avec2 > supj �j � infj �k > 0:Il permet de stabiliser la m�ethode.7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1)Dans ce paragraphe nous proposons une strat�egie de d�ecomposition motiv�ee par lastructure particuli�ere de PSG (6.2.4). La complexit�e de ce probl�eme r�eside dans lescouplages qui existent entre les variables de routage et celles du reroutage, entre lespannes et entre les 
ots. La strat�egie choisie doit \r�eduire" le nombre de niveaux decouplage pour simpli�er un peu le mod�ele.En observant (6.2.4) ou la matrice des contraintes associ�ee au probl�ememâ�tre (6.2.6),nous pouvons d�eduire que le routage x = (x1; : : : ; xk) et le vecteur de capacit�e der�eserve z sont des variables couplantes. Nous copions ces variables autant de foisqu'elles sont susceptibles de coupler. Chaque copie de z correspond �a une panne e etsera not�ee z(e). Les contraintes de capacit�e de r�eserve associ�ees �a toute panne e neconcernent que la copie z(e) maintenant.Pour les copies de routage le choix des copies et des contraintes associ�ees est moins�evident. D'apr�es la formulation (6.2.4) le routage x = (x1; : : : ; xk) doit satisfaire deux



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 110types de contraintes : de routage (6.2.4.i.k) et de reroutage (6.2.4.v.e.k). Dans unpremier temps nous proposons d'attribuer le premier type de contraintes �a une seulecopie du routage x(0) = (x1(0); : : : ; xk(0)), que nous appellerons copie principale.Toute autre copie du routage x(e) = (x1(e); : : : ; xk(e)); e 2 f1; : : : ; ng sera associ�ee�a une panne e et satisfera des contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k) uniquement (etbien sûr les contraintes de positivit�e (6.2.4.vi.e.k)).Des contraintes d'�egalit�e de ces copies sont ajout�ees au mod�ele pour avoir l'�equivalenceentre cette nouvelle formulation et (6.2.4) de PSG.Faisons le bilan de notre premier choix de copies. Seulement la copie principaledu routage intervient dans les contraintes de routage (6.2.4.i.k) (et de positivit�e(6.2.4.ii.k)). Les contraintes de capacit�e de r�eserve (6.2.4.iii.e) ne concernent quela copie z(e) et les variables associ�ees �a cette panne (xe;0; xe;1; : : : ; xe;K). Toute copiex(e) du routage n'intervient que dans les contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k) et cellesde positivit�e (6.2.4.ii.k). Par cons�equent, en oubliant l'�egalit�e des di��erentes copies,nous avons �elimin�e les couplages entre les pannes et entre routage-reroutage. Lesseules contraintes couplantes sont les copies des contraintes de capacit�e de r�eserve(6.2.4.iii.e). Nous allons voir dans la suite que ce couplage par 
ot n'est pas tr�esimportant, puisque seulement les 
ots a�ect�es par la panne e interviennent dans(6.2.4.iii.e).Pour �nir la mod�elisation de cette premi�ere strat�egie de d�ecomposition, nous devonsdonner des prix aux copies. L'importance d'une panne par rapport �a une autre peutêtre mesur�ee en terme de dominance.Une panne est dite dominante si toutes les contraintes de capacit�e (6.2.4.iii.e) sontactives. L'id�eal est de r�epartir d sur les copies de z en fonction de l'importance de lapanne (La panne la plus dominante est la plus ch�ere). A priori nous n'avons aucuneinformation sur la dominance des pannes. Nous nous sommes alors content�es de r�e-partir le prix unitaire d uniform�ement sur toutes les copies de z.Concernant les copies du routage, nous avons choisi de ne payer que la copie princi-pale.En suivant cette strat�egie de d�ecomposition, PSG se formule comme suit :



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 1118>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1(0);:::;xK(n);x1;0;:::;xn;K ;z(1);:::;z(n) cT KXk=1 �kxk(0) + nXe=1DT z(e);k 2 K8<: !kxk(0) = rk; (�k)xk(0) � 0; (sk(0))e 2 E8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez(e); (�e)xe;0 � 0; (se;0)z(e) � 0; (sz(e))k 2 K8>>><>>>: !e;kxe;k = �kexk(e); (�ke )xk(e) � 0; (sk(e))xe;k � 0; (se;k)z(1) = � � � = z(n); (~t)x(0) = x(1) = � � � = x(n); (~y)

(7.2.1)
o�u � Di = din� 1� sk(0) est la variable duale �a la copie principale du routage.� pour e = 1; : : : ; n;{ sz(e) est la variable duale �a la e�eme copie de la capacit�e de r�eserve.{ sk(e) est la variable duale �a la copie xk(e) du routage de la demande k,pour k = 1; : : : ;K.� ~y = (~y(0); : : : ; ~y(n)) est le multiplicateur associ�e �a la contrainte d'�egalit�e descopies du routage.� ~t = (~t(1); : : : ; ~t(n)) est le multiplicateur associ�e �a la contrainte d'�egalit�e descopies de capacit�e de r�eserve.Les techniques proximales exploitent avantageusement la structure du mod�ele (7.2.1)du probl�eme de s�ecurisation globale.



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 1127.2.1 R�esolution du probl�eme de s�ecurisation globale par lam�ethode de d�ecomposition proximaleLa formulation (7.2.1) de PSG (6.2.4) peut aussi s'�ecrire comme suit :8>>>>>>><>>>>>>>: Minx(0);:::;x(n);x1;0;:::;xn;K ;z(1);:::;z(n) f0(x(0)) + nXi=1 fi(x(i); xi; z(i));z(1) = � � � = z(n); (~t)x(0) = x(1) = � � � = x(n); (~y) (7.2.2)avec� f0(x(0)) = 8>>><>>>: cT PKk=1 �kxk(0); si pour k 2 K8<: !kxk(0) = rk;xk(0) � 0;+1 sinon. (7.2.3)� et pour toute panne d'arc e :fe(x(e); xe; z(e)) = 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>: DT z(e); si 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez(e);xe;0 � 0;z(e) � 0;k 2 K8>>><>>>: !e;kxe;k = �kexk(e);xk(e) � 0;xe;k � 0:+1 sinon. (7.2.4)Les fonctions fi; i 2 f0; : : : ; ng sont clairement ind�ependantes.Posons X0 = (x(0); : : : ; x(n)) et Z = (z(1); : : : ; z(n)) les vecteurs des copies duroutage et de la capacit�e de r�eserve. A chaque panne e 2 f1; : : : ; ng nous associonsun vecteur de reroutage Xe = (xe;1; : : : ; xe;K; xe;0). Le vecteur (X0; : : : ;Xn; Z) ap-partient �a l'espace H = IR(n+1)�nn � IRnr+n2 � IRn2 ;



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 113o�u nn est le nombre total de chemins nominaux et nr celui des chemins de r�eserve.Le sous-espace r�ealisable pour (7.2.2) sera not�e A :A = f(X;Z) 2 H; x(0) = � � � = x(n) et z(1) = � � � = z(n)g:Chaque it�eration j de la m�ethode de d�ecomposition proximale (Algorithme ADPOC)se fait en deux parties :1. Une premi�ere partie de minimisation sans la contrainte (X;Z) 2 A. Cette partiecorrespond �a l'�etape proximale (�etape 2 de l'algorithme ADPOC). Nous verronsque le vecteur solution uj = (u(0)j; : : : ; u(n)j; u1j; : : : ; unj ; uz(1)j; : : : ; uz(n)j)est obtenu par r�esolution de (n+ 1) sous-probl�emes ind�ependants.2. Une deuxi�eme partie de projection sur A et A?. Elle correspond �a l'�etape 3 del' algorithme ADPOC. A chaque �etape de projection, l'algorithme de d�ecom-position proximale calcule les valeurs des vecteurs Xj+1; Y j+1; Zj+1 et T j+1d�e�nis par : 8<: (Xj+1; Zj+1) = P=A(ui);(Y j+1; T j+1) = P=A?(vj); (7.2.5)avec vj = (Xj ; Zj) + �(Y j; T j)� uj� :Nous d�etaillons la sp�ecialisation de ces deux �etapes �a PSG (7.2.2) dans les sous-sections qui suivent.�Etape proximaleEn appliquant l'algorithme ADPOC au probl�eme (7.2.2), l'�etape proximale revient �acalculeruj = argminu f0(u(0)) + nXe=1 fe(u(e); ue; uz(e)) + 12�ku� ((X;Z)j + �(Y; T )j)k2;avec f0 et fe d�e�nies respectivement par (7.2.3) et (7.2.4). Le terme quadratiqueajout�e �a la somme des fonctions fi est s�eparable et n'a�ecte pas l'ind�ependance deces fonctions.



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 114Le probl�eme trait�e �a l'�etape proximale,8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minu1(0);:::;uK(n);u1;0 ;:::;un;K ;uz(1);:::;uz(n) cT KXk=1 �kuk(0) + nXe=1DTuz(e)+12� nXe=0 ku(e)� (x(e)j + �yk(e)j )k2+12� nXe=1 kuz(e)� (z(e)j + �t(e)j)k2;k 2 K8<: !kuk(0) = rk; (�k)uk(0) � 0;e 2 E 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: ue;0 + KXk=1�e;kue;k = �̂euz(e); (�e) ?ue;0 � 0;uz(e) � 0;k 2 K8>>><>>>: !e;kue;k = �keuk(e); (�ke )uk(e) � 0;ue;k � 0;

(7.2.6)
peut s'�ecrire comme une suite de (n + 1) probl�emes ind�ependants. Le premier sous-probl�eme concerne la fonction f0 de la copie principale du routage u(0):8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Minu(0) KXk=1 cT�kuk(0) + 12�kuk(0)� (xk(0)j + �yk(0)j)k2;k 2 K8<: !kuk(0) = rk;uk(0) � 0; (7.2.7)Chaque sous-probl�eme des n suivants est associ�e �a une panne e et met en jeu lesvariables de reroutage (ue;0; : : : ; ue;K) et les e�eme copies de la capacit�e de r�eserve



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 115uz(e) et du routage u(e) :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: Minu(e);ue DT (ue;0 + KXk=1�e;kue;k) + �(u(e); ue);ue;0 � 0;k 2 K8>>><>>>: !e;kue;k = �keuk(e);uk(e) � 0;ue;k � 0; (7.2.8)o�u �(u(e); ue) = 12� hku(e)� (uj(e) + �yj(e))k2+kue;0 +PKk=1�e;kue;k � (zj(e) + �tj(e))k2i.Dans cette formulation de la fonction fe, nous avons exprim�e la copie de la capac-it�e de r�eserve z(e) en fonction des variables de reroutage ue (7.2.6.?). La composanteuz(e)e pose un probl�eme parce qu'elle n'intervient pas dans les contraintes de capacit�e(�̂euz = ue;0+PKk=1�e;kue;k). Mais puisqu'elle doit être nulle (e en panne), nous pou-vons remplacer uz(e) par �̂euz et r�epartir le prix unitaire de r�eserve d sur les (n� 1)vraies copies de (uz)e. Ceci explique le choix de D = d=(n � 1). Nous pr�ecisons quele sous-espace A sera modi��e pour tenir compte de ce changement (d�etails �a l'�etapede projection).�Etape de ProjectionA cette �etape l'algorithme ADPOC projette la solution obtenue �a l'�etape proximaleuj = (u(0)j; : : : ; u(n)j ; u1j; : : : ; unj; uz(1)j; : : : ; uz(n)j) sur le sous-espace A et sonorthogonal A? pour calculer respectivement (Xj+1; Zj+1) et (Y j+1; T j+1). Puisqueuj + �vj = (Xj+1; Zj+1) + �(Y j+1; T j+1); (7.2.9)l'algorithme calcule uniquement le projet�e de u sur A.Le sous-espace A doit être modi��e pour tenir compte des changements apport�es auxfonctions f1; : : : ; fn. Pour tout e 2 f1; : : : ; ng, nous avons �elimin�e la copie de lacapacit�e de r�eserve de l'arc en panne (uz(e))e parce qu'elle est trivialement nulle. La



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 116contrainte d'�egalit�e des copies de la e�eme composante de capacit�e de r�eserve doit êtreremplac�ee par(z(1))e = � � � = (z(e� 1))e = (z(e+ 1))e = � � � = (z(n))e:Par cons�equentA = f(X;Z) 2 H; x(0) = � � � = x(n) et pour tout e 2 f1; : : : ; ng;(z(1))e = � � � = (z(e� 1))e = (z(e+ 1))e = � � � = (z(n))e et (z(e))e = 0g:La projection sur le sous-espace A n'est autre qu'un calcul de moyenne. Nous avons8>>><>>>: xj+1(i) = Pne=0 uj(e)n+ 1 pour tout i 2 f0; : : : :ng:zj+1(i) = Pne=1 uzj(e)n� 1 pour tout i 2 f1; : : : :ng: (7.2.10)Pour calculer (Xj+1; Zj+1), l'algorithme a besoin uniquement de deux vecteurs varxet varz respectivement de taille nn et n. A chaque r�esolution d'un sous-probl�eme7.2.8, l'algorithme met �a jour ces vecteurs en rajoutant la copie du routage uj(e) �avarx et la copie de la capacit�e de r�eserve uzj(e) �a varz.Mais si l'algorithme utilise la relation (7.2.9) pour calculer (Y j+1; T j+1), toutes lescopies de routage et de la capacit�e de r�eserve doivent être stock�ees. Ce qui risque desaturer rapidement la m�emoire même pour de petits r�eseaux. Pour �eviter de gardertoutes ces copies en m�emoire nous utilisons la technique suivante.Comme uj + �vj = (Xj; Zj) + �(yj; tj), la projection de cette �egalit�e sur A? donnela relation suivante:�(Y j+1; T j+1)� (Xj+1; Zj+1) = �(Y j; T j)� (u(0)j ; : : : ; u(n)j; uz): (7.2.11)Pour tout e 2 f1; : : : ; ng, le vecteur �yj+1(e) � xj+1(e) (resp �tj+1(e) � zj+1(e) )s'exprime en fonction de l'it�er�e pr�ec�edent yj(e) (resp tj(e)) et de la solution couranteuj(e) (resp ujz(e)).A chaque r�esolution d'un sous-probl�eme (7.2.8), l'algorithme garde alors en m�emoireles vecteurs �yj+1(e)�xj+1(e) et �tj+1(e)�zj+1(e) calcul�es grâce �a la relation (7.2.11).A la �n de l'�etape proximale l'algorithme calcule les valeurs des projet�es surA, xj+1(e)et zj+1(e) (7.2.10), et peut d�eduire les valeurs des projet�es sur A? yj+1(e) et tj+1(e).Au lieu de garder tout le vecteur des copies en m�emoire [(n � 1) ou (n + 1) fois la



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 117taille d'une copie], l'algorithme conserve la moyenne des copies de l'it�er�e pr�ec�edent.Ce qui permet d'utiliser les mêmes tableaux pour la r�esolution des sous-probl�emes(7.2.8). Pour plus de d�etails sur l'impl�ementation de cette �etape et de gestion de labase de donn�ees nous renvoyons le lecteur �a l'annexe de ce m�emoire.7.2.2 �Etape proximale (a)En observant le sous-probl�eme (7.2.7), nous remarquons que, grâce �a l'absence descontraintes de capacit�e nominale, nous n'avons plus de couplage entre les 
ots. Nousrappelons que la disparition de ces contraintes couplantes est li�ee �a notre choix de lagestion de la capacit�e pour le reroutage (voir chapitre pr�ec�edent).Le sous-probl�eme (7.2.7) peut donc être consid�er�e commeK probl�emes ind�ependantsde 
ot simple. De plus, �a tout 
ot k, nous associons un probl�eme quadratique avecune seule contrainte lin�eaire et des contraintes de positivit�e. La r�esolution de cedernier est tr�es sp�eci�que [66]. Pour l'exposer, nous allons consid�erer une versionsimpli��ee des probl�emes de 
ots simples pris dans (7.2.7) en omettant les indices de
ots k, d'it�eration j et de copie (0). Il s'agit alors de :8>>>>><>>>>>: Minu2IRmCTu+ 12�ku� xk2;!u = r; (�)u � 0; (v) (7.2.12)o�u � est le multiplicateur associ�e �a la contrainte de routage, ! est le vecteur ligneunit�e de taille m, CT = cT� et x = (x+ �y).D'apr�es le th�eor�eme de Kuhn-Tucker [84], u est solution de (7.2.12) si et seulement siil existe des multiplicateurs � et v tels que pour tout i 2 f1; : : : ;mg :8>>><>>>: ��+ ui + �ci � xi = �vi;vi � 0;uivi = 0: (7.2.13)En posant 8><>: ui(�) = max(���+ xi � �ci; 0);vi(�) = max(�+ ci � xi� ; 0); (7.2.14)les conditions de Kuhn-Tucker (7.2.13) sont satisfaites pour u = u(�) et v = v(�) etnous avons u � 0. Il su�t alors de trouver la valeur de �? pour laquelle !u(�?) = r



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 118et nous obtenons la solution. La fonction !u(�) = mXi=1 ui(�) est d�ecroissante, lin�eairepar morceaux et atteint des valeurs n�egatives.Supposons que les composantes du vecteur ~x = x� � c sont ordonn�ees dans l'ordrecroissant ~x1 � ~x2 � � � � � ~xm. Les valeurs de � qui d�elimitent les morceaux lin�eairesde la fonction mXi=1 ui(�) sont ~x1; ~x2; : : : ; ~xm.Pour l 2 f1; : : : ;mg, nous avonsmXi=1 ui(~x) = mXi=l+1(��~xl + xi � �Ci):Puisque !u(�?) = r, pour tout ~xl < �?, nous avons ul(�?) = 0 et mXi=l+1(��~xl + xi ��Ci) > r.Pour l? solution de l? := Maxl2f1;:::;mg l;~xl+1 + � � �+ ~xm � rm� l > ~xl: (7.2.15)Le multiplicateur solution �? doit v�eri�er :mXl?+1(���? + xi � �Ci) = r: (7.2.16)7.2.3 �Etape proximale (b)La deuxi�eme phase de l'�etape proximale est consacr�ee aux n probl�emes (7.2.8). Pourtoute panne e, la r�esolution de ce probl�eme donne la e�eme copie du routage u(e) etle reroutage des demandes cr�e�ees par la panne e, ue.Les sous-probl�emes (7.2.8) ont une structure tr�es particuli�ere. La matrice de con-traintes associ�ee �a une panne e est bloc-diagonale. De plus, chaque bloc correspond�a une seule contrainte lin�eaire : la contrainte de reroutage d'un des 
ots. Cettecontrainte de reroutage n'a aucun sens si le 
ot k ne passe pas par l'arc e. Le sous-probl�eme (7.2.8) a autant de contraintes de reroutage que de 
ot dans Ke.



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 119Soit Ae la matrice des contraintes associ�ee �a (7.2.8), nous avons alorsAe = 0BBBBB@Ae;1 Ae;2 . . . Ae;K 1CCCCCAavec Ae;k = 8>>><>>>: (��ke !e;k) si l'arc e porte le 
ot k;f g sinon. (7.2.17)Pour tout k 2 Ke les matrices de base possible Be;k associ�ees �a la matrice Ae;k sontd�e�nies par :Be;k = f1g si la variable basique est de reroutage et f�1g autrement.Nous d�esignons par L(e) et Q(e) respectivement la partie lin�eaire et la partie quadra-tique du crit�ere du sous-probl�eme (7.2.8). Nous avons :� L(e) = KXk=1[DT�e;k � 1�(z(e) + �t(e))�e;k]ue;k + [DT � 1�(z(e) + �t(e))]ue;0� Q(e) = 12(u(e); ue)TH(u(e); ue) avecH = 1� 0BB@ Id(nn; nn)) O(nn; ne) O(nn; n)O(ne; nn) L(ne; ne) �(ne; n)O(n; nn) �(ne; n)T Id(n) 1CCA ; (7.2.18)o�u{ ne = KXk=1 ne;k,{ nn = KXk=1 nk,{ O(i; i0) et Id(i; i0) sont respectivement les matrices nulle et identit�e de taillei� i0,{ L est une matrice sym�etrique d'ordre ne d�e�nie par :Lji = nombre d'arcs communs aux i�eme et j�eme chemins de r�eserve.



7.2 Premi�ere strat�egie de d�ecomposition (DP1) 120{ � est une matrice de taille ne � n d�e�nie par :�T = (�e;1 � � � �e;K ) :Nous r�esolvons les probl�emes d�ecoupl�es de l'�etape proximale (b) (7.2.8) par une m�eth-ode de gradient r�eduit.Nous allons voir dans la suite que le nombre de ces sous-probl�emes peut être inf�erieur�a n et que leur taille peut être r�eduite.7.2.4 R�eduction du nombre de copiesPour introduire notre strat�egie de copies nous avons annonc�e qu'il s'agit de copierles variables couplantes autant de fois qu'elles sont susceptibles de coupler. Pourtantla formulation (7.2.1) peut contenir des copies inutiles. Par exemple, les 
ots k quine sont pas a�ect�es par la panne e, n'ont pas besoin de copies xk(e) de routage. Etmême si un 
ot k est dans Ke, tous les chemins nominaux transportant k ne passentpas forc�ement par e. Le 
ux qui est port�e par ces chemins n'intervient pas dans lecouplage de fe (7.2.4) et sa copie est compl�etement sans int�erêt (�kche = 0). Uneautre situation qui doit être prise en compte est le cas ou une panne d'arc e n'est pasactive. Autrement dit, l'arc e ne porte aucun tra�c nominal. Dans ce cas toutes lescopies associ�ees �a cette panne sont inutiles.L'impl�ementation de cette m�ethode de d�ecomposition tient compte de ces remarques.En pratique nous ne copions que ce qui doit l'être. Pour avoir une pr�esentation plussimple de l'algorithme, nous avons pr�ef�er�e garder la formulation (7.2.8) et remplaceruniquement K par Ke.L'�etape de projection est aussi concern�ee par ce changement, puisque le nombre decopies n'est pas toujours �egal �a (n + 1) pour le routage et (n � 1) pour la capacit�ede r�eserve. Pour le routage le calcul de la moyenne d�epend du nombre de copies duchemin correspondant �a chaque composante.Nous distinguons entre l'ensemble des arcs du graphe E et l'ensemble des pannesactives que nous notons P. Nous copions jPj fois la capacit�e des arcs de E=PetjPj � 1 fois celle des arcs de P. Le vecteur prix unitaire D est par cons�equent d�e�nipar : Di = dijPj � �Pi : (7.2.19)



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 121avec �Pi = 8<: 1 si i 2 P0 sinon. L'ensemble des pannes actives P peut changer au cours desit�erations externes suite �a une nouvelle g�en�eration (ou �elimination) de chemins. Parcons�equent, d'apr�es (7.2.19), le coût unitaire des copies utiles Di change en fonctionde l'it�eration majeure. Un chemin dans le r�eseau de r�eserve peut avoir alors di��erentsprix au cours de la r�esolution de PSG. Pour des raisons pratiques, nous pr�ef�eronssupposer Di toujours �egal �a din� 1, modi�er l'�etape de projection et g�erer les copiesinutiles comme suit. Pour tout e0 =2 P,zj+1i (e0) = 8>>><>>>: Pe2P ujz(e)ijPj � 1 si i 2 P;Pe2P ujz(e)ijPj si i =2 P; (7.2.20)o�u les autres copies ujz(e) e 2 P sont �evidemment obtenues par r�esolution des sous-probl�emes (7.2.8). L'impl�ementation de cet algorithme et le choix de la base dedonn�ees tiennent compte de tous ces changements.7.2.5 ConclusionCette strat�egie nous a permis de d�ecomposer le probl�eme en (n+ 1) sous-probl�emessimples �a r�esoudre.Dans la suite nous consid�erons une deuxi�eme strat�egie obtenue en gardant les con-traintes de routage et en partageant le prix nominal entre les copies du routage.7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2)Dans cette deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition, nous copions uniform�ement le routage.Toute copie x(e) du routage est maintenant associ�ee �a une panne e et satisfait la con-trainte de routage (6.2.4.i.k), en plus des contraintes de reroutage (6.2.4.v.e.k). Il n'yaura donc plus de copie principale. Le coût unitaire d'un chemin nominal i 2 Ik,cT�ki , est r�eparti uniform�ement entre les copies xki (e) du 
ux qu'il porte. Les copiesde la capacit�e de r�eserve z(e) sont g�er�ees comme dans DP1.Cette section est organis�ee comme suit. D'abord nous formulons le PSG en suiv-ant cette nouvelle strat�egie. Ensuite nous sp�ecialisons l'algorithme de d�ecompositionproximale �a cette nouvelle formulation de PSG. En�n nous expliquons comment nouspouvons r�eduire le nombre de copies et donc la taille du probl�eme avec copies.



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 122Les �gures 7.3.1 et 7.3.2 r�esument les transformations de la matrice des contraintespar cette deuxi�eme strat�egie dans le cas d'un probl�eme de s�ecurisation �a deux pannes.
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Figure 7.3.1: Matrice des contraintes d'un probl�eme �a deux pannes
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Figure 7.3.2: Matrice des contraintes du probl�eme avec copiesNous pr�ecisons que la matrice de la �gure 7.3.2 ne tient pas compte des contraintesd'�egalit�e des copies.



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 1237.3.1 Formulation du probl�eme avec copiesEn suivant cette nouvelle strat�egie de copies, nous obtenons la formulation suivante:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1(1);���;xK(n);x1;0;���;xn;K ;z(1);���;z(n) nXe=1CT KXk=1�kxk(e) + nXe=1DT �̂ez(e);e 2 E 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez(e); (�e)xe;0 � 0; (se;0)z(e) � 0; (sz(e))k 2 K8>>>>>><>>>>>>: !kxk(e) = rk; (�ke)!e;kxe;k = �kexk(e); (�ke )xk(e) � 0; (sk(e))xe;k � 0; (se;k)z(1) = � � � = z(n); (~t)x(1) = � � � = x(n); (~y)
(7.3.1)

o�u � Di = din� 1.� Ci = cin .� pour e = 1; � � � ; n;{ t(e) est la variable duale �a la e�eme copie de la capacit�e de r�eserve.{ sk(e) est la variable duale �a la copie du routage de la demande k, xk(e)pour k 2 K.{ �ke est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte de routagesatisfaite par xk(e).� ~y = (~y(1); � � � ; ~y(n)) est le multiplicateur associ�e �a la contrainte d'�egalit�e descopies du routage.



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 124� ~t = (~t(1); � � � ; ~t(n)) est le multiplicateur associ�e �a la contrainte d'�egalit�e descopies de capacit�e de r�eserve.Le reste des multiplicateurs joue le même rôle que dans la formulation (6.2.4).Contrairement �a la formulation (7.2.1) de PSG, dans (7.3.1) nous avons un seul typede sous-probl�emes. Nous pouvons �ecrire la formulation (7.3.1) comme suit :8>>>>>>><>>>>>>>: Minx(1);���;x(n);x1;0 ;���;xn;K ;z(1);���;z(n) nXe=1 fe(x(e); xe; z(e));z(1) = � � � = z(n); (~t)x(1) = x(1) = � � � = x(n); (~y) (7.3.2)avecfe(x(e); xe; z(e)) = 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>: CT KXk=1�kxk(e) +DT �̂ez(e) si 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez(e);xe;0 � 0;z(e) � 0;k 2 K8>>>>>><>>>>>>: !kxk(e) = rk;!e;kxe;k = �kexk(e);xk(e) � 0;xe;k � 0;+1 sinon. (7.3.3)Comme dans le cas de la premi�ere strat�egie de d�ecomposition (7.2.2), les fonctions fesont ind�ependantes.Nous d�esignons encore par X0 le vecteur des copies du routage qui est dans ce cas(x(1); � � � ; x(n)) et appartient �a IRn�nn . Suite �a ce changement, l'espace vectoriel Het le sous-espace r�ealisable A sont dans le cas de (7.3.2) d�e�nis par :� H = IR(n)�nn � IRnr+n2 � IRn2 ;� A = f(X;Z) 2 H; x(1) = � � � = x(n) et z(1) = � � � = z(n)g:Nous pr�ecisons que les vecteurs de reroutage Xe = (xe;1; � � � ; xe;K; xe;0) et de copiede capacit�e de r�eserve Z = (z(1); � � � ; z(n)) ont les mêmes dimensions que dans la



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 125premi�ere strat�egie (7.2.2). Toutes les remarques faites pour (7.2.2) concernant cesvariables restent valables pour la formulation (7.3.2).Ce qui di��ere (7.3.2) de (7.2.2) est le fait que toutes les copies du routage satisfontdes contraintes de routage et portent un prix. Pour r�esoudre le programme mâ�tre,l'algorithme que nous proposons dans cette partie applique la m�ethode de d�ecom-position proximale �a (7.3.1). L'algorithme ADP alterne des �etapes proximales etdes �etapes de projection jusqu'�a l'obtention d'une solution. Ces deux �etapes sontd�etaill�ees dans la suite.7.3.2 Etape proximaleL'�etape proximale (�etape 2) de l'algorithme ADP, appliqu�ee au cas du probl�eme(7.3.2) consiste �a trouver uj d�e�nie paruj = argminu nXe=1 fe(u(e); ue; uz(e)) + 12�ku� ((X;Z)j + �(Y; T )j)k2;o�u fe est d�e�nie par (7.3.3) et les vecteurs (X;Z)j et (Y; T )j sont respectivement lesprojet�es sur A et A? obtenus �a l'�etape de projection pr�ec�edente. La partie quadra-tique rajout�ee au crit�ere n'a�ecte pas la s�eparabilit�e du crit�ere.L'algorithme r�esout alors pour toute panne e un probl�eme quadratique avec des con-traintes de routage et de reroutage :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minu(e);ue KXk=1CT�kuk(e) + 12�kuk(e)� xkj(e) + �ykj(e))k2+DT (ue;0 +PKk=1 �e;kue;k) + 12�kue;0 + KXk=1�e;kue;k � (zj(e) + �tj(e))k2;k 2 Ke8>>>>>><>>>>>>: !kuk(e) = uk; (�ke )!e;kue;k = �keuk(e); (�ke )uk(e) � 0;xe;k � 0;k =2 Ke8>>><>>>: !kuk(e) = rk; (�ke)uk(e) � 0;ue;k = 0; (7.3.4)o�u Ke repr�esente toujours l'ensemble des 
ots a�ect�es par la panne e et pour tout 
otk 2 K, !k et !e;k d�esignent encore les vecteurs lignes unit�es de tailles respectives nk



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 126et ne;k.Le premier bloc de contraintes dans (7.3.4) met en jeu les variables associ�ees aux 
otsa�ect�es par la panne. Il comporte pour chaque 
ot a�ect�e une contrainte de routage,une contrainte de reroutage et des contraintes de positivit�e.Le deuxi�eme bloc de contraintes correspond aux autres 
ots ( non a�ect�es par lapanne). Ces 
ots n'ont aucune importance par rapport �a la panne e, puisqu'ils nedoivent v�eri�er que des contraintes de routage et de positivit�e. Le reste des contraintesde ce bloc (xe;k = 0) provient du fait qu'aucun chemin nominal associ�e �a ces 
ots necontient l'arc e (�ke = 0). Comme dans l'�etape proximale b (7.2.8) nous gardonsuniquement les copies des 
ots qui couplent PSG (6.2.4) et les contraintes qui leurssont associ�ees. Autrement dit, nous �eliminerons le deuxi�eme bloc de contraintes dans(7.3.4) et les variables qui correspondent �a tout 
ot k =2 Ke.Nous d�esignons par Ae;K la matrice des contraintes associ�ees au 
ot k 2 Ke en cas dela e�eme panne.Nous avons: Ae;k =  !k O(1; ne;k)��ke !e;k ! (7.3.5)Dans le cas o�u le 
ot k est a�ect�e par la panne e, les matrices de bases Be;kassoci�ees �a la matrice Ae;k sont d�e�nies par :� si l'une des variables basiques est de reroutage, deux matrices de base sontpossibles:{ Be;k =  1 00 1!, si la variable basique de routage est associ�ee �a un chemin(nominal) qui ne passe pas par l'arc en panne e.{ Be;k =  1 0�1 1!, sinon.� si les deux variables basiques sont de routage: Be;k =  1 10 �1!.Nous proposons de r�esoudre les n probl�emes d�ecoupl�es de l'�etape proximale (7.3.4)par une m�ethode de gradient r�eduit comme pour l'�etape proximale b (7.2.8) (voir



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 127Annexe).Nous d�esignons par L(e) et Q(e) respectivement la partie lin�eaire et la partie quadra-tique du crit�ere de (7.3.4). Nous avons� L(e) = KXk=1[CT�k � 1�(xk(e) + �yk(e))]uk(e)+KXk=1[DT�e;k � 1�(z(e) + �t(e))�e;k]ue;k+[DT � 1�(z(e) + �t(e))]ue;0.� Q(e) = 12(u(e); ue)TH(u(e); ue), avec H d�e�nie par (7.2.18).Contrairement �a la partie lin�eaire, la partie quadratique de (7.3.4) est exactement lamême que celle de (7.2.8). Il faut tout de même pr�eciser que si nous ne tenons compteque des copies utiles du routage (section pr�ec�edente) dans les deux formulations (7.2.8)et (7.3.4), le hessien H de la partie quadratique Q(e) aura une plus petite taille dansle cas de la premi�ere strat�egie de d�ecomposition (7.2.8).En e�et, cette deuxi�eme strat�egie (7.3.2) doit copier plus de variables de routage
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Variables de reroutage

Variables de routage

Structure de la hessienne

(de reserve)

Variables d’ecartFigure 7.3.3: Structure de la hessienneque la premi�ere (7.2.2) �a cause des contraintes de routage. Pour tout chemin nominalassoci�e �a un 
ot k 2 Ke, la copie du 
ux qu'il porte est utile et intervient au moinsdans la contrainte de routage. Autrement dit, même si le chemin i 2 Ik ne passe paspar l'arc e ((�ki )e = 0), si k 2 Ke alors la copie xki (e) (qui �etait inutile dans (7.3.4))est utile et peut être même n�ecessaire pour la contrainte de routage. Le nombre decopies de xki ne d�epend plus de la longueur du chemin comme dans (7.2.8) mais du



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 128nombre de pannes qui a�ectent le routage du 
ot k.Mise �a part cette di��erence, toute la partie concernant les copies de la capacit�e der�eserve discut�ee dans la premi�ere strat�egie de d�ecomposition reste valable dans lecadre de cette nouvelle strat�egie.7.3.3 �Etape de projectionL'�etape de projection n'est autre qu'un calcul de moyenne. A la j�eme �etape deprojection, nous obtenons pour tout e 2 f1; � � � ; ng :8>><>>: xj+1(e) = Pne=1 uj(e)n ;zj+1(e) = Pne=1 ujz(e)n� 1 ; (7.3.6)si l'algorithme ne tient pas compte de la r�eduction du nombre de copies d�ecrite dansle paragraphe pr�ec�edent.Dans notre impl�ementation de cette strat�egie, tout comme la premi�ere, nous ne co-pions que les variables susceptibles de coupler. Le vecteur Zj+1 = (zj+1(e0))e0 =2P estd�e�nie comme dans le cas de PD1 par (7.2.20). Le vecteur X0j = (xj(1); � � � ; xj(n))est �evidemment d�e�ni autrement que dans DP1.Pour tout 
ot k 2 K, soit Ek l'ensemble des pannes qui a�ectent le 
ot k. Pour toute 2 P et tout 
ot k 2 K, nous avons alorsxj+1(e) = Pe2Ek uj(e)jEkj : (7.3.7)Les vecteurs Y j+1 et T j+1 sont d�eduits grâce �a la relation (7.2.11). Toutes les remar-ques concernant l'optimisation de la place m�emoire occup�ee par les copies et leursprojet�es e�ectu�ees dans le cas de DP1 restent encore valables pour DP2.Remarque 7.3.1. La r�epartition du prix unitaire nominal c sur les copies du routaged�epend ici du 
ot. En e�et, �a chaque 
ot k, la formulation (7.3.4) copie jEkj fois levecteur xk. Puisque la r�epartition du coût est uniforme, nous attribuons Ck �a toutecopie de xk comme prix unitaire : Ck = cjEkj : (7.3.8)



7.3 Deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2) 129Pour les mêmes raisons cit�ees pour DP1, le coût unitaire des copies de capacit�e der�eserve reste �egale �a D = dn� 1 (voir paragraphe 7.2.4). Nous rappelons que nousavons pr�ef�er�e garder ce coût unitaire pour pouvoir retrouver les coûts des cheminsde r�eserve sans devoir les calculer �a chaque it�eration majeure. Cette remarque estimportante pour l'impl�ementation des deux algorithmes pr�esent�es dans ce chapitre etla gestion de la base de donn�ees.Pour ne pas encombrer la place m�emoire avec les donn�ees du probl�eme, nous codonstous les chemins g�en�er�es de fa�con qu'un vecteur de IR30 soit remplac�e par un scalaire.Ce qui facilite le stockage de ces chemins mais les rend inaccessibles sans d�ecodage.Pour ne pas devoir d�ecoder les chemins �a chaque fois que l'algorithme s'en sert,nous gardons toutes les informations n�ecessaires (coût nominal, de r�eserve, longueur,pannes l'a�ectant, code) qui les concernent et nous choisissons un mod�ele qui permetune mise �a jour facile de toutes ces informations. D'o�u le choix du coût D des copiesde la capacit�e de r�eserve.Si le coût D �etait d�e�ni par (7.2.19), un arc du r�eseau de r�eserve aurait pu ne pasavoir le même prix unitaire au cours de l'algorithme. En e�et, en choisissantD commedans (7.2.19), sa valeur d�ependra de Pj et de son cardinal. Le sous-ensemble Pj peutchanger apr�es la g�en�eration des chemins nominaux et par cons�equent les coûts deschemins de r�eserve aussi. Contrairement aux chemins nominaux o�u les nouveaux coûtsdes chemins nominaux peuvent se d�eduire des anciens (multiplication par jEkjjjEkj+1j),les nouveaux coûts des chemins de r�eserve ne sont pas �evidents �a calculer �a partir desanciens.7.3.4 Avantages et inconv�enients de la deuxi�eme strat�egie ded�ecompositionLe seul inconv�enient de cette strat�egie est l'importance du nombre de variables etde contraintes par rapport �a la premi�ere. Les variables suppl�ementaires sont duesaux copies xki (e) pour k 2 Ke et i tel que �ki = 0. Le nombre de contraintes dans(7.3.4) est le double de celui dans (7.2.8). L'augmentation du nombre de variableset le d�edoublement du nombre de contraintes peuvent pr�esenter des inconv�enients.Mais cette strat�egie pr�esente aussi des avantages par rapport �a la premi�ere, commela r�ealisabilit�e des copies du routage. Les probl�emes quadratiques (7.3.4) r�esolus �al'�etape proximale sont plus grands que (7.2.8) mais nous esp�erons que DP2 convergera



7.4 G�en�eration de chemins et garanties d'optimalit�e 130plus rapidement que DP1. Intuitivement, elle devrait être plus stable car toutes lescopies sont soumises aux contraintes de routage.7.4 G�en�eration de chemins et garanties d'optimalit�eLe probl�ememâ�tre de PSG (6.2.6) peut être r�esolu par l'algorithmeDP1 en suivant lapremi�ere strat�egie de d�ecomposition ou par l'algorithme DP2 en suivant la deuxi�eme.Nous rappelons que le probl�ememâ�tre consiste en un probl�eme de s�ecurisation globalerestreint �a des sous-ensembles de chemins nominaux et de r�eserve. Pour g�en�erer denouveaux chemins, �a chaque it�eration externe l'algorithme appelle des programmessatellites (appel�es aussi oracles) qui calculent pour tout 
ot k un plus court cheminnominal et des plus courts chemins de r�eserve associ�es aux pannes qui l'a�ectent.Les coûts unitaires associ�es �a chaque programme satellite sont donn�es par la solutionduale du programme mâ�tre. Nous utilisons l'algorithme de Dijkstra pour r�esoudreces probl�emes de plus courts chemins.Ce sch�ema algorithmique utilisant la m�ethode de g�en�eration de colonnes et calculantles estimations inf�erieures et sup�erieures de la valeur optimale a �et�e largement discut�eau chapitre pr�ec�edent. Nous nous contentons ici de l'appliquer aux deux algorithmespropos�es DP1 et DP2. Puisque la r�esolution du programme mâ�tre (6.2.6) peut nepas être exacte (ne fournit pas forc�ement une estimation sup�erieure) nous proposons �ala �n de cette section une m�ethode de calcul de l'estimation sup�erieure valable mêmepour les it�erations internes de DP1 et DP2.7.4.1 Calcul des multiplicateursLes formulations (7.2.1) et (7.3.2) de PSG sont �equivalentes �a (6.2.4). Ce n'est paspar hasard que des variables duales de ces formulations portent les mêmes notationsmais c'est parce qu'elles d�esignent les mêmes variables. Nous allons le justi�er pourles multiplicateurs �k, �k et �e. Pour toute panne e le vecteur �e est la variableduale au vecteur capacit�e r�esiduelle de r�eserve xe;0 et ceci dans les trois formulations(6.2.4),(7.2.1) et (7.3.2). A l'optimalit�e nous avons alors le même �e. En d�erivant lestrois fonctions Lagrangiennes l, l1 et l2 associ�ees respectivement �a (6.2.4),(7.2.1) et(7.3.2) nous obtenons (6.2.5.e.k.ii). Pour une même solution optimale nous d�eduisons



7.4 G�en�eration de chemins et garanties d'optimalit�e 131que nous avons les mêmes multiplicateurs �ek.Pour les multiplicateurs �k nous allons consid�erer chaque strat�egie de d�ecompositions�epar�ement. Nous commen�cons par (7.2.1).DP1Apr�es la d�erivation du Lagrangien l1 associ�e �a (7.2.1) par rapport aux copies du 
otk, nous obtenons :8<: (i) �kT c+ !kT�k + yk(0) = sk(0);e 2 Ek n (e:ii) ��ke�ke + yk(e) = sk(e); (7.4.1)L'addition des �equations de (7.4.1) donne :�kTc+ !kT�k ��kT�k + nXi=0 yk(i) = nXi=0 sk(i): (7.4.2)Puisque Y 2 A? �a l'optimum, nous avonsnXi=0 yk(i) = O(nk; 1):L'�equation (7.4.2) est alors �equivalente �a (6.2.5.k.i). Par cons�equent, �k d�esigne lamême variable dans (7.2.1) et (6.2.4).DP2La deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (7.3.1) copie les contraintes de routage etassocie �a chaque copie un multiplicateur �ke . Nous allons montrer le lien entre cesmultiplicateurs et ceux de la formulations (6.2.4).Apr�es d�erivation de l par rapport au copies du routage pour tout 
ot k et toute pannee 2 Ek , nous obtenons : �kTC + yk(e) + �ke ��ke�ke = sk(e); (7.4.3)En sommant sur e 2 Ek les �equations (7.4.3) pour un 
ot k donn�e, nous obtenons



7.4 G�en�eration de chemins et garanties d'optimalit�e 132�kTc + nXe=1�ke ��kT�k + nXe=1 yk(e) = nXe=1 sk(e): (7.4.4)En comparant (7.4.4) avec (6.2.5.k.i), grâce �a l'unicit�e des multiplicateurs (associ�es �aune solution), nous avons : �k = nXe=1�ke : (7.4.5)Calcul de �eLes algorithmes DP1 et DP2 ne calculent pas les multiplicateurs �e; e 2 f1; � � � ; ng.A chaque �etape proximale l'algorithme DP1 (resp DP2) r�esout les sous-probl�emes(7.2.8) (resp (7.3.4)) par un algorithme de gradient r�eduit. Les multiplicateurs �e nesont pas explicitement calcul�es par l'algorithme, puisque nous avons �elimin�e les con-traintes de capacit�e de r�eserve. Nous rappelons que �e est la variable duale associ�ee�a la capacit�e r�esiduelle de r�eserve xe;0 �a l'optimalit�e (6.2.5).Pour tout e 2 f1; � � � ; ng nous introduisons les fonctions Lagragiennes l1(e) et l2(e)respectivement associ�ees aux sous-probl�emes (7.2.8) et (7.3.4). En d�erivant ces fonc-tions par rapport �a la capacit�e r�esiduelle de la copie de la capacit�e de r�eserve ue;0nous obtenons : D + (1=�)(uz(e)� z(e)� �t(e))� ~se;0; (7.4.6)o�u ~se;0 est la variable duale �a ue;0.Grâce �a l'unicit�e des multiplicateurs �a l'optimum nous avons :�e = D + t(e) (7.4.7)7.4.2 Garanties d'optimalit�eAu chapitre pr�ec�edent nous avons expos�e une m�ethode de calcul d'une estimationinf�erieure de la valeur optimale de PSG (6.2.4). Nous avons �egalement int�egr�e unem�ethode de perturbation des multiplicateurs pour calculer cette estimation. Toute lapartie concernant le calcul de l'estimation inf�erieure reste valable pour les algorithmespr�esent�es dans ce chapitre. Pour toute panne e, la valeur de �e est donn�ee par (7.4.7).



7.4 G�en�eration de chemins et garanties d'optimalit�e 133Cependant, si le programmemâ�tre DP1 ou DP2 ne fournit qu'une solution approch�ee,nous pouvons d�eduire la valeur de �e �a partir de (7.4.6) :�e = D + (1=�)(uz(e)� z(e)��t(e)):La solution du programme mâ�tre (6.2.6) fournit une estimation sup�erieure �a la valeuroptimale du PSG (6.2.4). Mais si cette solution est approch�ee elle peut ne pas êtrer�ealisable pour le PSG (6.2.4).A chaque it�eration de DP1 et DP2, il est possible de calculer un point r�ealisable pourle PSG. Il su�t de consid�erer un routage r�ealisable ~x = (~x1; � � � ; ~xn) [v�eri�ant lescontraintes (6.2.4.i.k) et (6.2.4.ii.k)], et de calculer la capacit�e de r�eserve qui assuresa survie en cas de toute panne d'arc :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: Minx1;0 ;���;xn;K ;z dT z;e 2 P 8>>>>><>>>>>: xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = �̂ez;!e;kxe;k = �ke ~xk; k = 1; � � � ;K;xe;k � 0; k = 0; � � � ;K;z � 0: (7.4.8)Le probl�eme (7.4.8) a �et�e trait�e dans [86, 39].La solution de ce probl�eme donne une bonne estimation sup�erieure mais elle est tr�escoûteuse. Nous devons faire un compromis entre la qualit�e de l'estimation et ladi�cult�e de son calcul.Nous avons choisi de calculer �a chaque it�eration interne de DP1 et DP2 un pointr�ealisable au probl�eme (7.4.8). Ce point peut être calcul�e avec un algorithme inspir�ede DP1 et DP2. Il s'agit de r�esoudre les jPj probl�emes suivants :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: Minxe;0;���;xe;K;z(e)DT z(e) + (1=2�)kz(e)� zj(e)j2;xe;0 + KXk=1�e;kxe;k = z(e);!e;kxe;k = �ke ~xk; k = 1; � � � ;K;xe;k � 0; k = 0; � � � ;K;z(e) � 0; (7.4.9)o�u � zj est la capacit�e de r�eserve calcul�ee �a la l'it�eration j,



7.5 Validation de DP1 et DP2 134� et ~x d�epend de la d�ecomposition choisie (DP1 ou DP2). En e�et, nous choisis-sons ~xk comme suit :~xk = 8<: xkj(0); la copie principale dans le cas de DP1.xkj(1) = � � � = xkj(n); le routage moyen dans le cas de DP2.(7.4.10)Nous pouvons r�esoudre les probl�emes (7.4.9) par la m�ethode du gradient r�eduit. Lefacteur � peut être di��erent de celui de l'�etape proximale de DP1 et de DP2.Le coût de la capacit�e z d�e�nie par : zi = maxe(zi(e)) pour i = 1: � � � ; n est uneestimation sup�erieure de PSG (6.2.4).7.5 Validation de DP1 et DP2Nous avons valid�e les algorithmes DP1 et DP2 sur de petits probl�emes g�en�er�es al�ea-toirement. L'int�erêt de cette section est d'avoir une id�ee sur le comportement des al-gorithmes. Nous �etudions num�eriquement l'in
uence des param�etres des algorithmesDP1 et DP2 sur leurs convergences.Les param�etres qui nous int�eressent sont :1. le nombre maximal d'it�erations internes que nous notons maxiter,2. le param�etre de la d�ecomposition proximale �,3. le facteur de relaxation �.L'in
uence de ces param�etres va être �etudi�ee en utilisant l'algorithme DP1. Nous nereportons que les r�esultats obtenus avec un r�eseau complet �a 6 n�uds (15 arcs et 15demandes). Nous avons trouv�e ces r�esultats plus repr�esentatifs.Nous �nirons cette section par une comparaison de DP1 et DP2 sur trois probl�emesg�en�er�es al�eatoirement.7.5.1 In
uence du nombre maximal d'it�erations mineuresDans un premier temps nous prenons maxiter = 100. Nous obtenons alors la �-gure (7.5.4) qui repr�esente la variation des estimations sup�erieure et inf�erieure. Nouspr�ecisons que le facteur de relaxation � et le param�etre � gardent 1 comme valeur.
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Figure 7.5.4: p = 6; n = 15 K = 15 et maxiter = 100Chaque pic dans la courbe des estimations sup�erieures correspond �a une nouvelleit�eration majeure, donc �a un nouveau programme mâ�tre avec plus de chemins.La �gure (7.5.5) correspond au cas o�u maxiter = 10.
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Figure 7.5.5: p = 6; n = 15 K = 15 et maxiter = 10Nous remarquons que la courbe des estimations sup�erieures est en dents de scieet garde presque la même erreur pendant les 450 derni�eres it�erations. En limitant lenombre d'it�erations internes �a 10 l'algorithme g�en�ere plus de chemins et r�esout alorsde plus grands programmes mâ�tres.Pendant les premi�eres it�erations internes, le choix qui semble être le plus e�cace estmaxiter = 10 (Figure 7.5.5). Mais la pr�ecision atteinte par la valeur maxiter = 100est plus petite que celle obtenue avec maxiter = 10 (Figure 7.5.4).



7.5 Validation de DP1 et DP2 136Il serait peut être plus judicieux de limiter le nombre d'it�erations internes aux pre-mi�eres it�erations externes et d'être ensuite plus exigent pour la pr�ecision vers lesderni�eres it�erations. Sur la Figure 7.5.6, l'�evolution des �ecarts relatifs (le rapport del'�ecart entre les deux estimations sur l'estimation sup�erieure) dans les deux cas estplus visible. La courbe qui a la plus grande pente d�ecrit l'�ecart relatif du cas o�umaxiter = 10.
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Figure 7.5.6: p = 6; n = 15 K = 15, maxiter 2 f10; 100g7.5.2 In
uence du param�etre de la m�ethode de d�ecomposi-tion proximaleLe r�esultat �enonc�e dans [91] concerne uniquement les op�erateurs fortement monotones(La valeur optimale de � est l'inverse du coe�cient de Lipschitz). En dehors de cecontexte nous devons utiliser des heuristiques pour choisir une valeur de � qui acc�el�erela convergence. Eckstein dans [35] s'est int�eress�e �a l'in
uence du choix du param�etrede la m�ethode des directions altern�ees dans le cas de l'optimisation lin�eaire. D'apr�esses r�esultats num�eriques, l'algorithme est plus e�cace pour � = �cmax o�u cmax est lacomposante maximale du coût unitaire et � est un r�eel pris entre 1=10 et 1=3.Intuitivement la valeur de � doit d�ependre du vecteur coût unitaire. Ouorou dans[110] a consid�er�e le même choix que Eckstein pour � 2 [0:1; 0:6].Pour l'algorithme DP1 le coût unitaire est le vecteur D = dn� 1. Nous avons alorscmax = maxfdi; i 2 f1; � � � ; nggn� 1 .



7.5 Validation de DP1 et DP2 137Dans le cas de DP2, la valeur de cmax d�ependra de l'it�eration majeure. En e�et le coûtunitaire C associ�e aux copies de routage (7.3.8) d�epend du nombre des ensembles Ekqui peuvent changer apr�es g�en�eration de nouveaux chemins. A chaque it�eration ma-jeure nous calculons cmax = max[maxfDi; i 2 f1; � � � ; ng;maxfCi; i 2 f1; � � � ; nng].Nous consid�erons un r�eseau de 30 n�uds et 30 arcs et travers�e par 30 
ots. Les deuxcourbes de la �gure (7.5.7) repr�esentent la variation de l'�ecart relatif au cours desit�erations internes.L'algorithme est beaucoup plus rapide pour � = 20. Il converge apr�es 15 it�erationsmineures contre 85 it�erations pour � = 1.
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Figure 7.5.7: p = 30; n = 30 K = 30 et � 2 f1; 20gLa courbe de la Figure 7.5.8 montre l'in
uence de la valeur de � sur le nombred'it�erations que n�ecessite l'algorithme PD1 pour r�esoudre un probl�eme de graphecomplet �a 6 n�uds (15 
ots et 15 arcs).
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Figure 7.5.8: p = 6; n = 15 K = 15 et � 2 f10�3; � � � ; 103gPour � = 10�3 et 103 nous avons arrêt�e le programme �a cause de sa lenteur.7.5.3 In
uence du facteur de relaxationNous rappelons que le facteur de relaxation � appartient �a ]0; 2[. Consid�erons le mêmer�eseau complet �a 6 n�uds( 15 arcs et 15 
ots). La �gure (7.5.9) repr�esente le nombred'it�erations internes en fonction de �.
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Figure 7.5.9: p = 6; n = 15 K = 15, maxiter = 100, fac = 10 et � 2 f0:75; 1; 1:5gD'apr�es la courbe de la �gure (7.5.9), il semblerait que la valeur la plus judicieusede � est 1. Il faudrait plusieurs tests pour con�rmer que ce choix est le meilleur.



7.5 Validation de DP1 et DP2 1397.5.4 Comparaison entre DP1 et DP2Le choix du sous espace A est tr�es important. La comparaison des deux algorithmesDP1 et DP2 montre l'in
uence de ce choix sur la vitesse de convergence de la m�ethodede d�ecomposition proximale.L'algorithme DP2 met en jeu plus de variables, soumises au double des contraintes quedans DP1. Mais les essais num�eriques montrent que l'algorithme DP2 est extrême-ment plus rapide que DP1. Ce r�esultat n'est pas surprenant et il est même pr�evisible.En e�et dans DP1 la seule copie de routage qui satisfait les contraintes de routageest la copie principale. Par cons�equent, �a l'�etape proximale (7.2.8) , l'algorithme DP1reroute des routages non r�ealisables (pour la contrainte de routage).Les r�esultats num�eriques illustr�es dans les �gures (7.5.10), (7.5.11) et (7.5.12) con�r-ment la sup�eriorit�e num�erique de la deuxi�eme strat�egie de d�ecomposition (DP2).
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Figure 7.5.10: p = 4; n = 6 K = 6, � = 1 et � = 1
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Variation logaritmique de l’ecart relatif (p=5, n=10, K=10)

Figure 7.5.11: p = 5; n = 10 K = 10, � = 1 et � = 1
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Figure 7.5.12: p = 6; n = 15 K = 15, � = 1 et � = 17.5.5 ConclusionDans le but d'am�eliorer l'algorithme de r�esolution de probl�eme de s�ecurisation glob-ale nous avons �etudi�e num�eriquement l'in
uence de la variation des param�etres del'algorithme de d�ecomposition proximale (�; �), ainsi que le nombremaximal d'it�erationsinternes (maxiter). Nous avons observ�e l'importance du param�etre de l'algorithmede d�ecomposition proximale � ainsi que le nombre maxiter. L'algorithme DP2 adonn�e de meilleurs r�esultats que l'algorithme DP1.



8. S�ecurisation par une m�ethodede points int�erieurs8.1 IntroductionL'usage de m�ethodes de points int�erieurs de type pr�edicteur-correcteur permet la r�e-solution de probl�emes de multi
ots en exploitant la structure de d�ecomposition duprobl�eme, et se montre num�eriquement robuste.L'�etude expos�ee dans ce chapitre est inspir�ee de l'algorithme (APF) propos�e pour lar�esolution du probl�eme de routage (chapitre 4).Suivant le même principe de d�ecomposition nous adaptons l'algorithme pour r�esoudrele probl�eme de s�ecurisation globale. Comme dans le cas du probl�eme de routage nousoptons pour une sp�ecialisation de la m�ethode pr�edicteur-correcteur �a PSG.Nous commen�cons par observer la structure du syst�eme de d�eplacement de Newtonque l'algorithme pr�edicteur-correcteur doit r�esoudre aux �etapes a�ne et de centrali-sation et ceci �a chaque it�eration.La r�esolution de ces syst�emes constitue la partie la plus coûteuse de l'algorithme.Un algorithme e�cace doit donc exploiter la structure de ces syst�emes. En utilisantune technique de d�ecomposition-coordination au niveau du calcul du syst�eme de d�e-placement de Newton, nous obtenons un syst�eme r�eduit dont la r�esolution d�ecouplele syst�eme en plusieurs sous-syst�emes ind�ependants de plus petite taille.L'�etude de complexit�e de cette m�ethode de d�ecomposition nous am�ene �a distinguerdeux types de probl�emes de s�ecurisation. Le premier type est caract�eris�e par ungraphe complet. Dans ce cas, la d�ecomposition est inutile puisque nous obtenons lemême ordre de complexit�e (O(n6)) avec la m�ethode directe, o�u n est le nombre d'arcsdu graphe. En plus la m�ethode directe a une matrice d'incidence creuse.Le deuxi�eme type de probl�eme est caract�eris�e par un graphe tr�es peu maill�e. Lacomplexit�e de calcul du syst�eme de Newton dans la m�ethode directe peut, dans cecas, être de l'ordre de n9. Par contre la m�ethode avec d�ecomposition garde le mêmeordre de complexit�e (n6).



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs142Pour trancher entre ces deux m�ethodes, il su�t donc de connâ�tre la densit�e du graphe.Rappelons la formulation de PSG :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Minx1;���;xK;x1;1 ;���;xe;K;z cT KXk=1�kxk + dT z;k 2 f1; � � � ;Kg8<: !kxk = rk; (�k)xk � 0; (sk)e 2 E 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: xe;0 + KXk=1 �e;kxe;k = �̂ez; (�e)xe;0 � 0; (se;0)k 2 f1; � � � ;Kg8<: !e;kxe;k = �kexk; (�ke )xe;k � 0; (se;k):z � 0; (t) (8.1.1)o�u � �̂e est la matrice diagonale d'ordre n d�e�nie par :�̂e = diag(1 � �e), avec �e est un vecteur de IRn qui a toutes ses composantesnulles en excluant la e�eme qui vaut 1.� !k : vecteur ligne unit�e de taille nk,� !e;k : vecteur ligne unit�e de taille ne;k.8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�eth-ode de points int�erieursCommedans [15] nous utilisons la m�ethode pr�edicteur-correcteur introduite par Mizuno,Todd et Ye dans [102]. Nous nous int�eressons �a la version de grands voisinages nonr�ealisable [15]. La m�ethode pr�edicteur-correcteur a l'avantage de poss�eder �a la foisune complexit�e en O(pnL) (en nombre d'it�erations dans le cas r�ealisable) et uneconvergence quadratique [16]. Elle consiste �a alterner des pas de centralisation, defa�cons �a se rapprocher de la trajectoire centrale et les pas a�nes (les plus grands paspermettant de rester dans le grand voisinage). La m�ethode pr�edicteur-correcteur suitla trajectoire centrale associ�ee �a (8.1.1) :



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs1438>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
k 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: xksk = �1;!kxk = rk;�kTc+ !kT�k � �kT�k = sk;xk; sk � 0;e 2 E 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0se;0 = �1;xe;0 + KXk=1 �e;kxe;k = �̂ez;�e = se;0;xe;0; se;0 � 0;k 2 K8>>>>>><>>>>>>: xe;kse;k = �1;!e;kxe;k = �kexk;!e;kT�ke + �e;kT�e = se;kxe;k; se;k � 0;tz = �1;d� nXe=1 �̂Te �e = t;z; t � 0;
(8.2.1)

A chaque it�eration, l'algorithme pr�edicteur-correcteur r�esout deux syst�emes de d�e-placement de Newton :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
xkvk + skuk = fk;!kuk = 0;!kT��k � �kT��k = vk; 9>>>=>>>; k 2 K (I:k)e 2 E 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: xe;kve;k + se;kue;k = f e;k;!e;kue;k = �keuk;!e;kT��ke + �e;kT��e = ve;k 9>>>=>>>; k 2 Ke (II:e:k)xe;0ve;0 + se;0ue;0 = f e;0;��e = ve;0; 9=; (III:e)z�t + t�z = g;ue;0 + KXk=1 �e;kue;k = �̂e�z;� nXe=1 �̂Te ��e = t; 9>>>>>>>=>>>>>>>; (IV ) (8.2.2)

o�u � (uk; vk; ��k; ��k) est le vecteur d�eplacement de (xk; sk; �k; �k), pour tout k 2 K,



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs144� (ue;k; ve;k) est le vecteur de d�eplacement associ�e �a (xe;k; se;k), pour tout e 2 Eet k 2 Ke,� ��e est le d�eplacement associ�e au multiplicateur �e, pour tout e 2 E,� (�z; �t) est le vecteur de d�eplacement associ�e �a (z; t),� fk, f e;k, f e;0 et g d�ependent de la nature des pas calcul�es.Nous avons f i;l = �xi;lsi;l + (
 � 1)� 1;pour tout i 2 f0; � � � ; ng et l 2 f0; � � � ;Kg et de mêmeg = �zt+ (1� 
)� 1:Le param�etre 
 prend les valeurs 0 et 1 pour calculer respectivement le pasa�ne et le pas de centralisation.Le syst�eme (8.2.2) peut atteindre une tr�es grande taille même pour de petits r�eseaux.Nous nous inspirons de [15] et proposons un sch�ema de d�ecomposition analogue.8.2.1 Sch�ema de d�ecomposition du syst�eme de d�eplacementde NewtonIl s'agit alors de s�electionner un sous-syst�eme de (8.2.2), que nous appellerons aussi lesyst�eme r�eduit, dont la r�esolution d�ecouple les autres sous-syst�emes de (8.2.2). Nousrappelons que pour le probl�eme de routage le syst�eme r�eduit correspond aux con-traintes de capacit�e et les variables couplantes ne sont autres que les d�eplacementsdes multiplicateurs associ�es �a ces contraintes. Par analogie, nous pouvons d�eduireque le syst�eme r�eduit est, dans ce cas, form�e par toutes les contraintes de capacit�e der�eserve. Les variables couplantes sont alors les d�eplacements des multiplicateurs ��epour e 2 Ea.Les K sous-syst�emes (8.2.2.I) correspondent au routage dans le r�eseau nominal. Pourchaque 
ot k, si la valeur ��k �etait donn�ee, le sous-syst�eme (8.2.2.I) ne serait autrequ'un syst�eme de d�eplacement de Newton correspondant �a un probl�eme de 
ot sim-ple avec un vecteur coût unitaire �egal �a ���k. Le nombre de sous-syst�emes de type(8.2.2.II.e.k) d�epend du nombre de couples panne-
ot a�ect�e. Au pire des cas ce



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs145nombre pourrait être �egal �a n�K, si tous les 
ots sont a�ect�es par toutes les pannes.Un sous-syst�eme (8.2.2.II.e.k) peut être consid�er�e comme un syst�eme de d�eplacementde Newton associ�e �a un probl�eme de 
ot simple avec un coût unitaire �egal �a ��e, si led�eplacement du routage uk et le multiplicateur ��ke sont connus.Les sous-syst�emes (8.2.2.III.e) concernent les capacit�es de r�eserve r�esiduelles en casde chaque panne. La deuxi�eme �equation d'un sous-syst�eme du type (8.2.2.III.e) cor-respond aux contraintes de capacit�e associ�ees �a la panne de l'arc e. Cette partie de(8.2.2) est �a l'origine de son importante taille. En e�et, si toutes les pannes d'arcssont actives (ce qui est le cas en g�en�eral), nous avons n2 contraintes de capacit�es dans(8.2.2.III).Pour expliciter le syst�eme r�eduit, nous avons besoin d'introduire quelques notations :Pour tout 
ot k dans f1; � � � ;Kg� dk = qxk=sk,� Dk = diag(dk);� !k = !kDk;� �k = �kDk;� uk = uk=dk;� vk = dkvk;� fk = fk=pxksk;� pour toute panne e 2 E :{ de;k = q(xe;k=se;k),{ De;k = diag(de;k);{ !e;k = !e;kDe;k ;{ �e;k = �e;kDe;k;{ ue;k = ue;k=de;k ;{ ve;k = de;kve;k;{ f e;k = f e;k=pxe;kse;k:



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs146Le syst�eme (8.2.3) est obtenu apr�es une mise �a l' �echelle du syst�eme (8.2.2.II.e.k):8>>><>>>: ve;k + ue;k = f e;k;!e;kue;k = �keuk;!e;kT��ke + �e;kT��e = ve;k: (8.2.3)Partant du syst�eme (8.2.3), nous exprimons ��ke en fonction de ��e et de uk. En e�et,en multipliant la troisi�eme �equation du syst�eme (8.2.3) par !e;k nous obtenons :��ke = M�ke ;�e��e +M�ke ;ukuk + C�ke ; (8.2.4)o�u� M�ke ;�e = �!e;k�e;kTkde;kk2 ;� M�ke ;uk = ��kekde;kk2 ,� C�ke = !e;kf e;kkde;kk2 .Nous introduisons les matrices M�k;� et M�k;uk et le vecteur C�k d�e�nis comme suit :� M�k;� = 0BBBBBB@M�k1 ;�1 0 � � � 00 M�k2 ;�2 .... . . M�kn;�n 1CCCCCCA ;� M�k;uk = 0BBBBBB@M�k1 ;ukM�k2 ;uk...M�kn;uk 1CCCCCCA ;� C�k = 0BBBBBB@C�k1C�k2...C�kn 1CCCCCCA :



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs147De (8.2.4), nous pouvons d�eduire que les matrices M�k;�, et M�k;uk et le vecteurC�k v�eri�ent: ��k = M�k;��� +M�k;ukuk + C�k; (8.2.5)Apr�es une mise �a l'�echelle du syst�eme (8.2.2.I.k) nous obtenons le syst�eme �equiv-alent suivant : 8>>><>>>: vk + uk = fk;!kuk = 0;!kT��k � �kT ��k = vk; (8.2.6)Du syst�eme (8.2.6) nous pouvons d�eduire la relation suivante��k = !k�kTkdkk2 ��k + !kf kkdkk2 :Ce qui implique quevk = [!kT!k�kTkdkk2 � �kT ]��k + !kT!kfkkdkk2Posons Rk = Id� !kT!kkdkk2 .Nous exprimons uk en fonction de ��k :uk = Rk�kT ��k +Rkf kEn utilisant l'�equation (8.2.5), nous pouvons exprimer uk en fonction de �� :uk = Muk ;�k�� + Cuk ; (8.2.7)avec� Muk ;� = [Id�Rk�kTM�k;uk ]�1Rk�kTM�k ;�� Cuk = [Id�Rk�kTM�k ;uk ]�1[Rk�kTC�k +Rkf k]



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs148De la relation (8.2.4) et du syst�eme (8.2.3), nous pouvons d�eduire queve;k = Mve;k ;�e��e +Mve;k ;ukuk + Cve;kavec� Mve;k ;�e = �e;kT + !e;kTM�ke ;�e;� Mve;k ;uk = !e;kTM�ke ;uk ;� Cve;k = !e;kTC�ke .En tenant compte de la relation pr�ec�edente et du syst�eme (8.2.3), nous avons :ue;k = Mue;k ;�e��e +Mue;k ;ukuk + Cue;k ; (8.2.8)o�u � Mue;k ;�e = �De;kMve;k;�e,� Mue;k ;uk = �De;kMve;k ;uk ,� Cue;k = De;kf e;k �De;kCve;k .Grâce �a (8.2.7), nous exprimons uk en fonction de ��. Les vecteurs ue;k peuventalors s'exprimer uniquement en fonction de �� et (8.2.8) devient :ue;k = Mue;k ;��� + Ce;k; (8.2.9)o�u� Mue;k ;� = Mue;k ;ukMuk ;� + [0; � � � ; 0;Mue;k ;�e; � � � ; 0],� Ce;k = Cue;k +Mue;k ;ukCuk .



8.2 Une approche par d�ecomposition d'une m�ethode de points int�erieurs149D'apr�es le syst�eme (8.2.2.III.e), nous avons la relation suivante :ue;0 = Mue;0;�e��e + Ce;0; (8.2.10)o�u � Mue;0 ;�e = �De;02 ,� De;02 = diag(xe;0=se;0),� Ce;k = f e;0=se;0.Il ne nous reste plus qu'�a exprimer le d�eplacement de la capacit�e de r�eserve �z enfonction de ��.Pour ce faire nous utilisons les premi�ere et troisi�eme �equations du syst�eme (8.2.2.IV).Nous obtenons : �z = Mz;��� + Cz; (8.2.11)o�u � Mz;� = (Dz�̂1T Dz�̂2T � � � Dz�̂nT ),� Dz = diag(z=t),� Ce;k = g=t.Nous avons r�eussi �a exprimer les vecteurs ue;i (pour i 2 f0; � � � ;K et e 2 E) en fonctiondu vecteur �� 2 IRn2 (8.2.10), (8.2.8). La complexit�e de ce calcul est pr�esent�ee dansla suite de ce chapitre.8.2.2 Syst�eme r�eduitLe syst�eme r�eduit associ�e au syst�eme de d�eplacement de Newton (8.2.2) d'un probl�emede s�ecurisation globale (8.1.1) s'�ecrit en fonction du vecteur des variables couplantes�� = (��1; � � � ; ��n):8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: u1;0(��) + KXk=1�1;ku1;k(��) = �̂1�z;u2;0(��) + KXk=1�2;ku2;k(��) = �̂2�z;...un;0(��) + KXk=1 �n;kun;k(��) = �̂n�z; (8.2.12)



8.3 �Etude de complexit�e 150Si toutes les pannes sont actives le syst�eme r�eduit est de taille n2 (n=nombre d'arcs).En r�ealit�e, le syst�eme (8.2.12) ne comporte que n2 � n �equations lorsque toutes lespannes sont actives.Le syst�eme r�eduit (8.2.12) peut être �ecrit comme suit:(M0 + KXk=1�kMk �Mr)�� = Cst (8.2.13)avec� M0 = 0BBBBB@Mu1;0 ;�1 0 � � � 00 Mu2;0 ;�2 .... . . Mun;0 ;�n 1CCCCCA ;� �k = 0BBBBB@ �1;k 0 � � � 00 �2;k .... . . �n;k 1CCCCCA,� Mk = 0BBBBB@Mu1;k ;�Mu2;k ;�...Mun;k ;�1CCCCCA,� Mr = 0BBBBB@ �̂1Dz�̂1 �̂1Dz�̂2 � � � �̂1Dz�̂n�̂2Dz�̂1 �̂2Dz�̂2 ...... ... . . . ...�̂nDz�̂1 �̂1Dz�̂2 � � � �̂nDz�̂n 1CCCCCA,� Cst = 0BBBBB@ �C1;0 �PKk=1 �1;kCe;k + �̂1Cz�C2;0�PKk=1 �2;kC2;k + �̂2Cz...�Cn;0 �PKk=1 �n;kCn;k + �̂nCz 1CCCCCA.8.3 �Etude de complexit�eNous rappelons d'abord les notations que nous utiliserons dans la suite :� nk et ne;k sont respectivement le nombre de chemins nominaux associ�es au 
otk et celui des chemins de r�eserve associ�es �a la panne e et au 
ot k.



8.3 �Etude de complexit�e 151� l'ensemble Ke est form�e par les 
ots a�ect�es par la panne de l'arc e.� Ee;k est l'ensemble des arcs qui portent les chemins de r�eserve associ�es au 
otk en cas de la panne e et n(e; k) est son cardinal.� Ek est l'ensemble des pannes qui a�ectent le 
ot k et n(k) repr�esente son car-dinal.� Ea est l'ensemble de pannes actives et na est le nombre de ces pannes.Nous supposons que pour tout 
ot k :� le nombres de chemins nominaux nk est de l'ordre de 1.� Le nombre ne;k de chemins de r�eserve pour la panne e est de l'ordre de 1 pourtout e 2 E.8.3.1 Complexit�e de la construction de la matrice MEn suivant la m�ethode de d�ecomposition, l'algorithme aurait �a construire une matricepleine (M) d'ordre n2 et �a r�esoudre le syst�eme lin�eaire correspondant.M = 0BB@Mu1;0 ;�1 � � � 0... . . .0 Mun;0;�n 1CCA+ KXk=10BB@ �1;kMu1;k ;�...�n;kMun;k ;�1CCA�0BB@ �̂1Dz�̂1 � � � �̂1Dz�̂n... . . . ...�̂nDz�̂1 � � � �̂nDz�̂n 1CCA :o�u�e;kMue;k ;� = �e;k (de;k)2kde;kk2�ke [I(nk)�Rk(�k)TM�k ;uk ]�1Rk(�k)TM�k ;�+ [0(ne;k; n); � � � ;��e;k(�e;k)T + �e;k(de;k)2[(de;k)2]T (�e;k)T ; � � � ; 0(ne;k; n)]:Le calcul des matrices �e;kMue;k ;� est la partie la plus coûteuse de la constructionde la matrice M . En e�et, le nombre d'op�erations �el�ementaires n�ecessaire pour lecalcul d'une matrice �e;kMue;k ;� est de l'ordre de n3 (exactement n2an(e; k)). La com-plexit�e de la construction de la matrice M est donc de l'ordre de n2a Xe2Ea Xk2Ke n(e; k):Les calculs des matrices M0 et Mr n�ecessitent respectivement na � n et n op�erations�el�ementaires.Une fois les matrices du syst�eme r�eduit calcul�ees l'algorithme aura �a r�esoudre unsyst�eme lin�eaire �a n2 variables et contraintes.



8.3 �Etude de complexit�e 1528.3.2 Comparaison avec l'approche directeL'importance de la taille du syst�eme r�eduit (8.2.12), qui peut atteindre n2, et la com-plexit�e de la construction de sa matrice, nous ont amen�e �a comparer l'approche pard�ecomposition avec une m�ethode directe.La complexit�e de la r�esolution d'un syst�eme r�eduit (8.2.12) serait donc de l'ordre den6 dans le pire des cas. Rappelons que pour le probl�eme de routage [15], nous avonsutilis�e la même approche par d�ecomposition. La taille du syst�eme r�eduit �etait dans cecas �egal au nombre d'arcs du r�eseau (n). L'importance du nombre de 
ot K devantla taille du syst�eme r�eduit est la raison principale du succ�es de la m�ethode dans lecas du routage.Nous remettons en question ici, l'e�cacit�e de cette m�ethode uniquement pour PSG(8.1.1).En adoptant la m�ethode directe, l'algorithme pr�edicteur-correcteur r�esout un prob-l�eme d'optimisation lin�eaire de grande taille qui a pour matrice de contraintes lamatriceÂ :0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
!1 . . . !K�11 !1;1. . . . . .�K1 !1;K�1;1 � � � �1;K Id(n) ��̂1... ... . . . . . . ...�1n !n;1. . . . . .�Kn !n;K)�n;1 � � � �n;K Id(n) ��̂n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :
Cette matrice est de taillep̂ � n̂ = [K + KXk=1 n(k) + n� na]� [ KXk=1nk + Xe2Ek ne;k + n(na + 1)]



8.3 �Etude de complexit�e 153(=O(n4 + n2 KXk=1n(k)) mais elle est tr�es creuse. En e�et, elle a au plusm̂ = KXk=1 nk + nXe=1 Xk2Ke(ne;k + nk + n(e; k)� ne;k) + 2n � na � na(=O(n2 + n KXk=1n(k)) �el�ements non nuls (2 f1;�1g).L'ordre de grandeur des valeurs de p̂; n̂ et m̂ d�epend de celui de n et K.Au cours de cette �etude nous �evoquons les deux probl�emes types suivants :1. Le probl�eme de s�ecurisation d'un r�eseau �a graphe complet o�u �a toute paire den�uds nous associons une demande (K = n = p(p�1)=2). Dans ce cas la taillede la matrice des contraintes Â et la valeur de m̂ sont respectivement de l'ordrede n4 et nPKk=1 n(k) (O(n2pn)). Nous appellerons ce probl�eme PB1.2. Dans le deuxi�eme type de probl�eme, le graphe est tr�es peu maill�e et est parcourupar un grand nombre de 
ots. Un exemple de ce genre de probl�eme est celuio�u n = p et K = p(p � 1)=2. Nous appellerons ce probl�eme PB2. Pour PB2,l'ordre de grandeur de la taille de la matrice des contraintes est n5 et celui dem̂ est n4.Pour PB2 la complexit�e de calcul de la matriceM est de l'ordre de n6.



8.4 R�eduction de la taille du syst�eme r�eduit 154Directe Par d�ecompositiontaille du syst�emenot�ee N K + 2 KXk=1 nk+Xe2Ea Xk2Ke(2ne;k + 1)+2(na + 1)� n na � nComplexit�e O(N3) O(N3)+Xe2Ea Xk2Ke n(e; k)� n2aCreux de la matricenot�e m̂ O(n2 + n KXk=1 n(k)) pleine O(n4)PB1 N = O(na � n)m̂ = O(n2pn)�a suivre N = O(na � n)�a �eviterPB2 N = O(n3)m̂ = O(n4) N = O(na � n)Table 8.3.1: Comparaison des deux approchesDans le cas des probl�emes de type PB1 la d�ecomposition est inutile puisque nousobtenons le même ordre de complexit�e (O(n6)) avec la m�ethode directe. En plus lam�ethode directe a une matrice de contraintes creuse. Pour les probl�emes o�u le grapheest moins maill�e la complexit�e de calcul du syst�eme de Newton dans la m�ethodedirecte peut être de l'ordre de n9. Par contre la m�ethode avec d�ecomposition gardele même ordre de complexit�e (n6).Notre d�ecision d'utiliser l'une de ces deux m�ethodes d�epend du type de probl�emes �ar�esoudre (voir table (8.3.1)).8.4 R�eduction de la taille du syst�eme r�eduitLa r�esolution des syst�emes r�eduits (8.2.12) constitue la partie la plus coûteuse del'algorithme pr�edicteur-correcteur.La complexit�e du calcul de la matrice du syst�eme r�eduit (O(n6)) et la taille de ce sys-t�eme (d'ordre n2) nous ont amen�e �a int�egrer une m�ethode de g�en�eration de colonnespour r�eduire la taille du syst�eme r�eduit.



8.4 R�eduction de la taille du syst�eme r�eduit 155L'id�ee est de ne tenir compte que des contraintes de capacit�es de r�eserve actives etde rajouter au fur et �a mesure les contraintes les plus viol�ees.L'int�erêt de cette m�ethode par rapport �a une m�ethode directe (simplexe) r�eside dansla possibilit�e de remplacer les n2 contraintes de capacit�es de r�eserve par n contraintes.En e�et, nous associons �a chaque arc (i) du r�eseau la panne (e) qui le sature (xe;0i = 0).Cette nouvelle gestion des arcs du r�eseau pourrait imposer l'utilisation de la formu-lation sommets-arcs.Nous allons tout de même pr�esenter cette technique de r�eduction du syst�eme r�eduitsous formulation arcs-chemins.Rappelons le syst�eme d'optimalit�e associ�e au probl�eme de s�ecurisation globale :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
k 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: xksk = 0;!kxk = rk;�kT c+ !kT�k � �kT�k = sk;xk; sk � 0;e 2 E8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0se;0 = 0;xe;0 + KXk=1 �e;kxe;k = �̂ez;�e = se;0;xe;0; se;0 � 0; 9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>; (�) Syst�eme r�eduitk 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: xe;kse;k = 0;!e;kxe;k = �kexk;!e;kT�ke + �e;kT�e = se;kxe;k; se;k � 0;tz = 0;d� nXe=1 �̂Te �e = t;z; t � 0:
(8.4.1)

A toute panne d'arc active e et tout arc du graphe i nous associons respectivementles ensembles Ee et Ei d�e�nis par :



8.4 R�eduction de la taille du syst�eme r�eduit 156� Ee : l'ensemble des arcs satur�es par le reroutage des demandes cr�e�ees par lapanne de l'arc e �a l'optimum.� Ei : l'ensemble des pannes qui saturent l'arc i pendant le reroutage �a l'optimum.le syst�eme d'optimalit�e (8.4.1) est alors �equivalent au syst�eme suivant :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

k 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: xksk = 0;!kxk = rk;�kT c+ !kT�k � �kT�k = sk;xk; sk � 0;
e 2 E 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0i = 0;KXk=1 �e;ki xe;k = zi;�ei � 0; 9>>>>>=>>>>>; (�) i 2 Eexe;0i > 0;xe;0i + KXk=1�e;ki xe;k = zi;�ei = 0; 9>>>>>=>>>>>; (��) i =2 Eek 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>>>><>>>>>>>>: xe;kse;k = 0;!e;kxe;k = �kexk;!e;kT�ke + Xi2Ee �e;ki T�ei = se;kxe;k; se;k � 0;tz = 0;di � Xe2Ei �ei = ti; i 2 Ez; t � 0;
(8.4.2)

Le sous-syst�eme (8.4.1.*) est �a l'origine de l'importance de la taille du syst�eme r�eduit.La formulation (8.4.2) distingue entre les contraintes de capacit�e de secours activeset inactives et remplace (8.4.1.*) par deux sous-syst�emes (8.4.2.*) et (8.4.2.**).Pour r�eduire encore la taille du syst�eme r�eduit, nous proposons d'�eliminer les con-traintes (8.4.2.**). Mais comme les ensemblesEi; i 2 f1; � � � ; ng et Ee; e 2 f1; � � � ; ng



8.4 R�eduction de la taille du syst�eme r�eduit 157ne sont pas connus, nous devons munir l'algorithme d'une structure de programmemâ�tre et de programmes satellites. Le programme mâ�tre est consacr�e �a la r�esolutiond'un probl�eme de s�ecurisation globale tenant compte uniquement des contraintes detype (8.4.2.*). L'ensemble de ces contraintes est remis �a jour grâce aux programmessatellites. La solution du j�eme programme mâ�tre v�eri�e le syst�eme suivant :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
k 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>><>>>>>>: xksk = 0;!kxk = rk;�kT c+ !kT�k � �kT�k = sk;xk; sk � 0;e 2 E 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe;0i �ei = 0;xe;0i + KXk=1�e;ki xe;k = zi;xe;0i ; �ei � 0; 9>>>>>=>>>>>; (�)i 2 Eejk 2 f1; � � � ;Kg8>>>>>>>><>>>>>>>>: xe;kse;k = 0;!e;kxe;k = �kexk;!e;kT�ke + Xi2Eej �e;ki T�ei = se;kxe;k; se;k � 0;tz = 0;di � Xe2Eij �ei = ti; i 2 Ez; t � 0;
(8.4.3)

L'optimalit�e du probl�eme de s�ecurisation globale est atteinte si en plus, pourtoute panne e 2 E et pour tout arc i =2 Eej nous avons la positivit�e de xe;0i =zi�PKk=1 �e;ki xe;k. Si l'un des arcs i =2 Eej ne remplit pas cette condition, la contraintede capacit�e de r�eserve correspondante doit être prise en compte.



8.5 Conclusion 1588.5 ConclusionLes r�esultats de complexit�e obtenus montrent l'e�cacit�e de la m�ethode directe dansle cas des graphes complets (n = p(p � 1)=2). La m�ethode avec d�ecomposition n'estpas conseill�ee pour ce type de probl�eme mais elle peut être int�eressante dans le casdes r�eseaux peu maill�es et travers�es par un nombre important de 
ots.Cette approche par d�ecomposition de la m�ethode pr�edicteur-correcteur n'a pas �et�eimpl�ement�e. Les donn�ees du Cnet sont du type PB1. Nous avons pr�ef�er�e utiliser unem�ethode directe qui tient compte du creux de la matrice des contraintes. Pour r�e-soudre les syst�emes de d�eplacement de Newton nous avons besoin d'un programme deCholesky creux. Ceci est disponible dans la biblioth�eque SPARSEPACK de NETLIB.Il existe d�ej�a plusieurs codes de m�ethodes de points int�erieurs utilisant un programmede Cholesky creux. Nous citons par exemple :� PCx [26]http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Tools/PCx,� BDMPD [97, 96]http://www.sztaki.hu/ meszaros/bpmpd,� HOPDM [47, 48, 49]http://www.maths.ed.ac.uk/ gondzio/software/hopdm.html.Dans le chapitre suivant, nous mettons en �uvre le code HOPDM pour r�esoudre lesprogrammes mâ�tres.



9. S�ecurisation par HOPDM9.1 MotivationD'apr�es l'�etude de complexit�e r�ealis�ee au chapitre pr�ec�edent, la r�esolution directe duprogrammemâ�tre a le même ordre de complexit�e que la r�esolution avec d�ecomposition(d�ecrite au chapitre pr�ec�edent), dans le cas des probl�emes de r�eseau �a graphe complet.Le code HOPDM (Higher Order Primal-Dual Method) impl�emente une m�ethode depoints int�erieurs primale-duale avec de multiples pas de correction. De plus, HOPDMo�re plusieurs options utiles pour choisir un bon point de d�epart et pour exploiter lecreux de la matrice des contraintes. Les probl�emes satellites sont des probl�emes derecherche de plus court chemin tout comme dans le cas des autres m�ethodes propos�ees.Dans [48] Gondzio introduit une m�ethode de points int�erieurs qui utilise des cor-rections multiples. Cette m�ethode cherche une direction de correction qui am�eliorela centralit�e de l'it�er�e courant et augmente le pas dans les espaces primal et dual.La m�ethode pr�esent�ee par Gondzio traduit l'id�ee de Jansen, Roos, Terlaky et Vialdans [70]. Atteindre un pas plus grand dans les espaces primal et dual permet de r�e-duire plus rapidement la non r�ealisabilit�e primale et duale et acc�el�ere la convergence.L'am�elioration de la centralisation de l'it�er�e courant augmente les chances d'un grandpas d'être pris �a l'it�eration suivante.Le nombre maximal conseill�e de corrections d�epend du rapport de l'e�ort de r�esolutionet de la factorisation du syst�eme Karush-Kuhn-Tucker. Le code HOPDM est munid'une heuristique qui calcule ce rapport avant de lancer le processus d'optimisationde tout probl�eme lin�eaire. L'utilisation des corrections multiples r�eduit le nombred'it�erations en moyenne de 25% �a 40% en comparaison avec le pr�edicteur-correcteurdu second ordre [93]. Cette r�eduction se traduit, d'apr�es les essais num�eriques de [48],par un gain de 20% �a 30% de temps cpu. Le code HOPDM est �egalement muni detechniques de pr�e-r�esolution pour les probl�emes lin�eaires creux de tr�es grande taille.



9.2 Techniques de pr�e-r�esolution 1609.2 Techniques de pr�e-r�esolutionDans [49], Gondzio distingue trois groupes de techniques de pr�e-r�esolution.Les techniques du premier groupe analysent r�ep�etitivement le probl�eme lin�eaire. Elles�eliminent les colonnes et les lignes vides ou singletons, cherchent les contraintes dom-inantes ou for�cantes, serrent les bornes des variables et des prix cach�es ou relâchentles bornes pour trouver les variables libres impliqu�ees.Le deuxi�eme type d'analyse a pour but de r�eduire l'e�ort de calcul du facteur deCholesky de la matrice de l'�equation normale associ�ee au probl�eme. Gondzio pro-pose une heuristique qui trouve la ligne pivot de la matrice des contraintes Â dontle mod�ele de creux est sous-ensemble de celui de toutes les autres. La ligne pivotest ensuite utilis�ee pour �eliminer les composantes non nulles de toute ligne avec unsur-ensemble du mod�ele du creux. Cette heuristique est incapable de trouver 2 lignesavec des mod�eles de creux di��erents, telles que leur combinaison lin�eaire limite leremplissage et en même temps supprime plus de composantes non nulles. Cependantles r�esultats obtenus avec cette heuristique sont comparables �a ceux des algorithmesplus compliqu�es.Une colonne pleine dans la matrice Â cr�ee un bloc compl�etement dense dans la ma-trice de l'equation normale (ÂTD2Â) et ses facteurs de Cholesky. Gondzio propose ded�ecomposer une telle colonne en plusieurs petits morceaux et de remplacer le grandbloc dense par plusieurs blocs plus petits qui peuvent être facilement adapt�es par lad�ecomposition de Cholesky. L'applicabilit�e de la d�ecomposition de colonnes pleinesest r�eduite au cas des matrices qui ont un petit nombre de colonnes denses.Le troisi�eme groupe d'analyse de pr�e-r�esolution pose le probl�eme de trouver les d�epen-dances lin�eaires dans la matrice Â. La pr�esence de lignes lin�eairement d�ependantescause une d�e�cience du rang de la matrice ÂTD2Â. La d�ependance lin�eaire descolonnes est en g�en�eral moins dangeureuse. L'heuristique que Gondzio propose pourrendre la matrice Â plus creuse, traite en même temps les lignes dupliqu�ees. Lescolonnes dupliqu�ees sont identi��ees apr�es un e�ort d'analyse mod�er�e (pour plus ded�etails voir [49]). Toutes ces techniques d'analyse ont �et�e incorpor�ees dans HOPDM.L'utilisateur peut choisir le niveau de l'analyse qui pr�ec�ede la r�esolution de son prob-l�eme grâce �a un param�etre LEVPRS. Pour plus de d�etails sur HOPDM nous faisonsr�ef�erence �a la page web :



9.3 Utilisation de HOPDM 161http://www.maths.ed.ac.uk/ gondzio/software/hopdm.html.9.3 Utilisation de HOPDMNous utilisons le code HOPDM pour r�esoudre le probl�eme mâ�tre de PSG.L'usage le plus simple de HOPDM est de l'appliquer comme un code LP (LinearProgramming) qui lit les donn�ees du probl�eme dans un �chier sous format MPS,r�esout le probl�eme et imprime le r�esultat dans un �chier MPS [50]. Cependant,mettre les donn�ees de PSG sous format MPS n'est pas facile.Nous avons pref�er�e programmer une routine qui introduit les donn�ees sous formatmatriciel creux. Nous rappelons que la matrice des contraintes d'un probl�eme PSG ala structure suivante :Â =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
!1 . . . !K�11 !1;1. . . . . .�K1 !1;K�1;1 � � � �1;K Id(n) ��̂1... ... . . . . . . ...�1n !n;1. . . . . .�Kn !n;K)�n;1 � � � �n;K Id(n) ��̂n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA ;0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
�1...�K�11...�K1�1...�1n...�Kn�n
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA(9.3.1)Les multiplicateurs de Lagrange (�ecrits en face des contraintes correpondentes) asso-ci�es �a chaque programme mâ�tre sont d�eduits grâce �a une autre routine qui fait le lienentre HOPDM et les programmes satellites (de plus courts chemins).Nous esp�erons pro�ter des avantages num�eriques de l'utilisation d'une m�ethode pri-male duale dans un sch�ema de g�en�eration de colonnes [51] .



9.3 Utilisation de HOPDM 1629.3.1 Gestion de cheminsPSG est un probl�eme lin�eaire avec K contraintes de routage, n2 contraintes de ca-pacit�e de r�eserve et au plus n �K contraintes de reroutage (6.2.4).Si l'ensemble des solutions de PSG n'est pas vide, alors PSG admet une solution dontau plus ~p (~p = K + n2 + n �K) de ses composantes sont non nulles (corollaire 15.3[13]).Rappelons que parmi les composantes de cette solution, nous avons au plus n vecteursde capacit�e r�esiduelle x0;e 2 IRn.Comme la capacit�e de r�eserve sur un arc donn�e doit être atteinte au moins pour unepanne, nous savons qu'au moins n composantes correspondantes �a des capacit�es der�eserve r�esiduelles sont nulles. Le nombre de chemins utilis�es �a l'optimum est alorscompris entre ~p � n2 et ~p � n.La r�esolution de PSG, n�ecessite au moins la g�en�eration de ~p � n2 chemins. Cetteestimation du nombre de chemins peut donner une id�ee sur les limites num�eriques decette m�ethode.Dans certains exemples, la croissance rapide du nombre de chemins g�en�er�es repr�esenteun handicap pour cette m�ethode (voir les essais num�eriques).Certains chemins g�en�er�es aux premi�eres it�erations peuvent devenir inutiles. L'�eliminationde ces colonnes permet de lib�erer de la place m�emoire.Nous avons �etabli une m�ethode d'�elimination de colonnes bas�ee sur l'analyse de lasolution. Nous �eliminons les colonnes qui ont de \tr�es grands" coûts r�eduits. Nous d�e-clenchons cette proc�edure d'�elimination chaque fois que le nombre de chemins g�en�er�esd�epasse une valeur critique, multiple de ~p� n2.Une colonne de la matrice des contraintes peut correspondre �a un chemin nominalou �a un chemin de r�eserve ou �a une composante de la capacit�e r�esiduelle de r�eserveassoci�ee �a une panne. Il existe au plus n2 colonnes correspondant au dernier type.Nous nous int�eressons uniquement �a la g�en�eration de chemins. L'�elimination peutentrâ�ner de grands changements dans la base de donn�ees. En e�et, si le cheminest nominal, son �elimination peut engendrer la d�esactivation d'une panne ou la nona�ectation d'un 
ot par un certain nombre de pannes. Si le chemin est de r�eserve,la proc�edure d'�elimination est plus simple. Il su�t d'enlever le chemin de la liste deschemins de r�eserve.Cette proc�edure nous a permis de r�esoudre des probl�emes avec graphe complet de



9.3 Utilisation de HOPDM 163plus de 12 n�uds.9.3.2 Techniques d'�elimination de colonnesPour pr�eserver le creux de la matrice de Cholesky, calcul�ee par la m�ethode de pointsint�erieurs, il est essentiel de garder le nombre de colonnes le plus petit possible.Pour ce faire, nous pouvons utiliser une technique d'�elimination de coupes inutiles(de colonnes inactives). Les travaux e�ectu�es dans ce cadre reposent sur des heuris-tiques. Un recueil de ces m�ethodes est pr�esent�e dans ce paragraphe.Certaines colonnes g�en�er�ees aux premi�eres it�erations peuvent devenir inutiles et doiventêtre �elimin�ees. Mais suivant quels crit�eres et �a quelle fr�equence ? Les r�eponses �a cesquestions ne sont pas faciles.En introduisant un terme quadratique de r�egularisation, comme dans la m�ethode defaisceaux [13], nous pouvons remplacer les colonnes �elimin�ees par une colonne agr�eg�eequi garde l'information n�ecessaire pour garantir la convergence.Dans [43] Go�n et Vial proposent d'e�ectuer une seule �elimination s�ev�ere (de coupesdans ACCPM) apr�es un tiers du nombre total d'it�erations estim�e.Dans [33] du Merle propose un test qui permet de d�etecter les coupes inutiles bas�e surles ellipso��des inscrits (inclus dans l'ensemble de localisation) et exinscrits (englobantl'ensemble de localisation). Ce test consiste �a estimer la position des coupes par rap-port �a la r�eduction homoth�etique de l'ellipso��de exinscrit. L'�etude num�erique men�eedans [33] montre que ce test induit souvent plus d'it�erations ext�erieures et n'apporteen �echange qu'une diminution n�egligeable du temps de calcul.Dans [51], Gondzio et Sarkissian pr�esentent une approche inexacte de la m�ethode dela g�en�eration de colonnes qui s'inspire de ACCPM [42] en utilisant les prix centraux.Leur approche utilise pour r�esoudre le programme mâ�tre (r�eduit) une m�ethode depoints int�erieurs primale duale, non r�ealisable qui emploie la notion du �-centre pourcontrôler la distance �a l'optimalit�e. L'�elimination dans [51], repose sur une analysede la solution centrale donn�ee par le programme mâ�tre. Tous les produits de com-pl�ementarit�e xisi de cette solution restent proches du param�etre barri�ere �nal �. Ilsidenti�ent les colonnes i telles que xi � ��1=2 et si � (1=�)�1=2, avec � < 1 et sup-posent que les variables correspondantes xi approchent z�ero �a l'optimum.Cette technique d'�elimination de colonnes peut être incorpor�ee dans n'importe quelle



9.4 Essais Num�eriques 164m�ethode de plans coupants centraux. En particulier, il est possible de l'incorporerdans la m�ethode de g�en�eration de colonne primale duale qui utilise HOPDM pour lar�esolution du programme mâ�tre [51].9.4 Essais Num�eriquesDans la suite de ce m�emoire nous nous r�eferons �a l'algorithme d�ecrit dans ce chapitrepar DIP (Direct Interior Point). Nous recueillons dans cette section quelques r�esultatsnum�eriques qui r�esument le comportement de l'algorithme DIP.9.4.1 Donn�ees g�en�er�eesPour une suite de graphes complets (n = K = p=2�(p�1), nous observons l'�evolutionde la taille de la matrice des contraintes du dernier probl�eme lin�eaire mâ�tre queHOPDM r�esout : p n K N M NZA8 28 28 2699 1041 76979 36 36 4488 1653 1293410 45 45 6342 2454 1818411 55 55 9188 3550 26607Table 9.4.1: Taille du dernier programme mâ�treDans le tableau 11.2.6 N, M et NZA d�esignent respectivement le nombre decolonnes, de lignes et de composantes non nulles de la matrice des contraintes (dudernier programme mâ�tre que HOPDM r�esout).Pour un graphe plein �a 12 n�uds, l'algorithme s'arrête avec une pr�ecision (garantierelative d'optimalit�e de la solution) de 0:187 suite �a la saturation de la m�emoire. Pourle dernier programme mâ�tre, nous avons N = 11852 , M = 5249 et NZA = 33553.Ceci nous a conduit �a �etudier et impl�ementer des strat�egies de suppression de chemins.En �elimiminant les chemins qui ont un \tr�es grand" coût r�eduit (sup�erieur �a lamoyenne des coûts), nous avons pu traiter des probl�emes de s�ecurisation de graphe



9.4 Essais Num�eriques 165complet �a 12, 13 et 14 n�uds avec des pr�ecisions respectives de 10�10, 10�9 et 10�4.La courbe ?? d�ecrit la pr�ecision obtenue par l'algorithme DIP sans activer la proc�e-dure d�elimination de chemins.
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Figure 9.4.1: La pr�ecision obtenue avec DIP sans �elimination de cheminsA partir de 15 n�uds, on ne peut avoir que des solutions approch�ees. Pour legraphe complet nous avons obtenu une pr�ecison de 6:10�2. Nous avons �egalementessay�e de r�esoudre un probl�eme de s�ecurisation d'un graphe �a 20 n�uds, 190 arcset 190 demandes. La matrice du dernier programme mâ�tre a 39401 colonnes, 36747lignes et 81498 composantes non nulles. La pr�ecision que l'algorithme a pu r�ealiseravant la saturation de la m�emoire est de 0.2.9.4.2 Donn�ees du CNETNous pr�esentons dans la suite les r�esultats num�eriques obtenus en testant DIP sur unprobl�eme r�eel fourni par le CNET res-8.Il s'agit de la s�ecurisation d'un r�eseau �a 8 n�uds, 28 arcs et travers�e par 28 demandes.Les premi�eres courbes sont obtenues en utilisant la routine de pr�e-r�esolution [49] (lev-prs=6). Le temps de calcul est, dans ce cas, 44 minutes. Le nombre total d'it�erationsinternes est 260. Le nombre d'iterations externes est 20.La �gure 9.4.2 d�ecrit la variation du coût calcul�e par HOPDM en fonction du nombred'it�erations majeures.
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Figure 9.4.2: Variation de la valeur optimale du programme mâ�tre
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Figure 9.4.3: Variation du nombre de colonnes de la matrice des contraintesLes �gures 9.4.3 et 9.4.4 repr�esentent respectivement la variation du nombre decolonnes et celle du nombre de lignes de la matrice des contraintes Â en fonction decelui des it�erations majeures.Nous remarquons que le nombre de contraintes se stabilise bien avant la convergencede l'algorithme (�gure 9.4.4). Alors que le nombre de colonnes continue �a crô�tre.La �gure 9.4.5 con�rme le creux de la matrice. La matrice des contraintes dudernier probl�eme mâ�tre admet N = 2218 colonnes et M = 939 lignes et n'a queNZA = 6809 composantes non nulles.Un autre avantage de cette m�ethode r�eside dans le fait que le nombre d'it�erations
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Figure 9.4.8: Comparaison de la variation du nombre de cheminsles deux tests.La proc�edure de pr�e-r�esolution a augment�e la taille de la matrice des contraintes des
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temps de calcul = 1290.990 cpuFigure 9.4.10: Comparaison de la variation du nombre d'it�erations internesNous avons report�e ces tests uniquement pour montrer l'in
uence de la formulationsur la vitesse de convergence. La proc�edure de pr�e-r�esolution peut être tr�es e�cacesur d'autres probl�emes, comme �a titre d'exemple les r�eseaux sym�etriques.9.5 ConclusionDans ce chapitre nous avons propos�e une mise en �uvre de HOPDM pour la r�eso-lution de PSG. La croissance rapide du nombre de chemins g�en�er�es nous a amen�e �aint�egrer une proc�edure d�elimination de colonnes �a DIP. Malgr�e ces e�orts, cet algo-rithme g�en�erale n'a pas �et�e capable de r�esoudre le probl�eme PB15 (15 n�uds, 105arcs et 105 demandes). L'importance de l'exploitation de la structure du probl�emepour s�ecuriser des r�eseaux de plus grande taille est ind�eniable.



10. Analyse num�eriqueLes algorithmes de s�ecurisation propos�es dans ce m�emoire ont �et�e impl�ement�es enFORTRAN 77. Chaque programme a �et�e analys�e num�eriquement dans le chapitrequi lui a �et�e consacr�e.Dans ce chapitre nous s�electionnons quelques r�esultats num�eriques obtenus avec DP2et DIP. Nous verrons que la comparaison num�erique de ces deux algorithmes conduitaux mêmes conclusions que celles e�ectu�ees pour le probl�eme convexe de routagetrait�e dans [111].
 ETAPE PROXIMALE 

ETAPE DE PROJECTION 

RESOLUTION PARALLELE

PROGRAMMES SATELLITES

ENTREE DE DONNEES

HOPDM

ELIMINATION DE CHEMINS

Figure 10.0.1: Organigramme10.1 Pr�ecision de la solutionPour un r�eseau sym�etrique �a 12 n�uds, nous �etudions num�eriquement l'in
uence duparam�etre de la d�ecomposition proximale � sur la pr�ecision de la solution fournie parDP2. Le nombre maximal d'it�erations majeuresmaxouter est �x�e �a 400. Pour toutesles valeurs de � test�ees, le programme DP2 s'arrête parce qu'il atteint 400 it�erationsexternes. La pr�ecision demand�ee est de l'ordre de 10�6. Nous rappelons que ��1 =



10.1 Pr�ecision de la solution 172� � cmax, avec cmax = max [max fDi; i 2 f1; : : : ; ngg ;max fCi; i 2 f1; : : : ; nngg].103 � � � pr�ecision3 33.3 0.1153.5 28.57 0.1014 25 8.06 �10�24.5 22.2 6.10 �10�25 20 3.7 �10�25.5 18.18 1.26�10�26 16.66 1.43 �10�56.5 15.38 1.24 �10�57 14.28 1.62 �10�58 12.5 1.01 �10�59 11.11 1.29 �10�5Table 10.1.1: Pr�ecisionLa pr�ecision obtenue pour PB12 par DIP est de l'ordre de 10�9. Le tableau10.1.1 traduit bien l'importance du param�etre �. Une estimation du bon choix de ceparam�etre dans le cas strictement convexe a �et�e fournie par Mahey et al dans [91].Le cas lin�eaire est encore une question ouverte.
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Figure 10.1.2: Variation de la pr�ecision en fonction de log(�)



10.2 G�en�eration de chemins 173Nom PB8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15DIP 1.8E-9 1.3E-9 1.19E-11 3.47E-9 1.35E-9 7.16E-12 7.77E-10 0.000253DP2 9.31E-7 9.83E-5 1.59E-6 1.59-6 1.01E-5 1.16E-5 5.78E-6 7.49E-6Table 10.1.2: Pr�ecision de la solutionLe tableau 10.1.2 compare les pr�ecisions obtenues par les deux algorithmes. Dece point de vue DIP �etait plus performant que DP2.10.2 G�en�eration de cheminsPour une suite de donn�ees nous relevons le nombre de chemins g�en�er�es dans DIP etDP2. PB DIP DP28 623 1969 1043 60710 1485 516711 2270 87812 4001 72613 4295 93614 3765 118315 > 4797 280916 X 1803Table 10.2.3: Nombre de chemins g�en�er�es : mipChaque PBi correspond �a un probl�eme de r�eseau complet �a i n�uds et i(i� 1)=2demandes.Dans le probl�eme de s�ecurisation, comme dans celui du routage, les chemins �el�emen-taires qui reconstituent un 
ot ne sont pas uniques. Moins ces chemins sont nombreux,mieux l'algorithme se comporte. Dans [111], la m�ethode de d�ecomposition proximales'est montr�ee plus performante pour trouver une solution qui utilise peu de cheminsen comparaison avec ACCPM. Nous avons abouti �a la même conclusion empiriqueavec DP2 (voir tableau 10.2.3).



10.3 It�erations 174A partir du probl�eme PB12, DIP doit faire appel �a une heuristique d'�elimination decolonnes.Les tableaux 10.2.4 et 10.2.5 donnent respectivement les tailles de IPP et IBFP. Pourplus de pr�ecision sur ces tableaux nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant.Nom PB8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15DIP 2634 4368 5986 8677 13265 13336 9767 11871DP2 392 1214 10334 1756 1452 1872 2366 5618Table 10.2.4: Taille du tableau des copies des chemins : mippNom PB8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15DIP 228 320 383 469 850 1009 465 507DP2 28 36 45 55 66 78 91 105Table 10.2.5: Taille du tableau des copies des demandes : mibfpMême si les tableaux de la structure de donn�ees (d�etaill�ee au chapitre suivant)sont de plus grande taille pour DIP, ceci n'explique pas l'encombrement de la m�emoirepour le probl�eme PB12. En e�et, HOPDM utilise une factorisation de Cholesky quiest �a l'origine de cet encombrement de m�emoire. Cependant, HOPDM utilise uneheuristique \Minimum degree ordering" pour r�eduire le plein du facteur de Cholesky.Pour PB12 la taille du facteur de Cholesky est 5.431.502 et pour PB15 il est de taille6.847.216.L'�elimination de colonne peut pr�eserver le creux du facteur de Cholesky jusqu'�a lar�esolution de PB15.10.3 It�erationsLa comparaison du nombre d'it�erations internes des deux algorithmes n'a pas desens, vu la di��erence des op�erations e�ectu�ees. Une it�eration externe (ou majeure)correspond �a un appel du programme mâ�tre et �a une nouvelle s�erie de g�en�erationsde chemins.



10.4 Temps de calcul 175Nom PB8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15DIP 17 21 21 26 35 37 47 59DP2 66 17 28 18 270 192 12 49Table 10.3.6: Nombre d'it�erations externesNom PB8 PB9 PB10 PB11 PB12 PB13 PB14 PB15DIP 150 204 214 283 349 389 469 544DP2 573 2299 4233 1688 377 302 135 223Table 10.3.7: Nombre total d'it�erations internes10.4 Temps de calculL'algorithme DP2 �etait plus rapide pour r�esoudre les probl�emes test�es mais moinspr�ecis.Le tableau 10.4.8 compare les temps de calcul des deux algorithmes.Nom DIP DP2PB8 132.315 25.253PB9 893.001 255.916PB10 3190.309 2870.345PB11 15882.353 199.788PB12 28934.772 171.917PB13 30360.794 231.636PB14 23216.124 156.055PB15 54402.129 353.194Table 10.4.8: Temps de calcul en secondes
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Figure 10.4.3: Variation de la vitesse de convergence de DP2 en fonction de la tailledu probl�eme
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Figure 10.4.4: Variation de la vitesse de convergence de DIP en fonction de la tailledu probl�eme
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Figure 10.4.5: Variation de la vitesse de convergence de DIP avec �elimination decheminsLe tableau 10.4.9 r�esume les r�esultats obtenus pour avoir une vue plus globale surles performances des deux algorithmes.PB mip1 mip2 temps1 temps2 prec1 prec28 623 196 132.315 25.253 1.82E-009 9.31E-0079 1043 607 893.001 255.916 1.37E-009 9.83E-00510 1485 5167 3190.309 2870.345 1.19E-011 1.59E-00611 2270 878 15882.353 199.788 3.47E-009 1.59e-0612 4001 726 28934.772 171.917 1.35E-009 1.01E-00513 4295 936 30360.794 231.636 7.16E-012 1.16E-00514 3765 1183 23216.124 156.055 7.77E-010 5.78E-00615 > 4797 2809 54402.129 353.194 0.0002530792 7.49E-00616 X 1803 X 580.797 X 8.02E-006Table 10.4.9: Comparaison des performances de DIP et DP2Dans le tableau 10.4.9 :� mip1 : le nombre de chemins g�en�er�es par DIP.� mip2 : le nombre de chemins g�en�er�es par DP2.� temps1 : temps de calcul de DIP.



10.5 Conclusion 178� temps2 : temps de calcul de DP2.� prec1 : pr�ecision de la solution calcul�ee par DIP.� prec2 : pr�ecision de la solution calcul�ee par DP2.10.5 ConclusionCe chapitre constitue un recueil des essais num�eriques e�ectu�es avec les algorithmesDIP et DP2. L'algorithme DIP s'est montr�e plus pr�ecis que DP2, mais il ne peuts�ecuriser un r�eseau complet �a 12 n�uds sans avoir recours �a une proc�edure d'�eliminantde chemins. Même en int�egrant une heuristique d'�eliminations de chemins, DIP n'apas pu r�esoudre le probl�eme PB15.L'algorithme DP2 pro�te de la structure tr�es particuli�ere du probl�eme, ce qui con-stitue un grand avantage par rapport �a la m�ethode g�en�erale HOPDM.D'apr�es nos essais num�eriques, PD2 converge plus rapidement (avec un bon choix du�) et DIP est plus pr�ecis.



11. Annexe11.1 IntroductionCe chapitre peut être consid�er�e comme un guide des programmes pr�esent�es dans lath�ese.A�n de g�erer d'une fa�con optimale la base de donn�ees nous avons muni le programmed'une structure particuli�ere. La g�en�eration, le classement et l'ajout d'un chemin parpanne ou par 
ot doivent être rapides et n�egligeables par rapport aux autres tâchese�ectu�ees par le programme. L'id�ee est de r�epartir les informations de fa�con �a yacc�eder facilement.Nous d�etaillons dans la suite la fonction des tableaux suivants :1. ip(mcod+1,mipt) : path,2. ipp(2,mippt) : path-path,3. ifp(4,K) : 
ow-path,4. ibfp(5,mibfpt) : break-
ow-path,5. ibf(n): break-
ow,6. varx(2,mipt) : routage moyen,7. vary(mippt) : copies de routage et de reroutage,8. varz(nb+2,n): capacit�e moyenne et les copies de capacit�e,9. costp1(mipt) : coût nominal,10. costp2(mipt) :coût de r�eserve,11. lzlam(nk+1) : pointeur sur les tableaux des multiplicateurs,12. izlam(mibft) : lie les pannes au 
ot,13. izlam2(mibft) : lie les contraintes au 
ot,



11.2 Structure de donn�ees 18014. zlam(mibft) : les valeurs des multiplicateurs de Lagrange,avec� n est le nombre d'arcs du r�eseau,� p est le nombre n�uds,� K est le nombre de 
ots qui traversent le r�eseau,� nb est le nombre de pannes (nb � n),� mipt est le nombre maximal de chemins g�en�er�es,� mippt est le nombre maximal de copies de chemins n�ecessaires,� et mibfpt est le nombre maximal de couples \panne-
ot a�ect�e".Le param�etre mcod sera d�e�ni dans la suite.Les tableaux varx, vary et varz seront utilis�es uniquement dans le cas de la d�ecom-position proximale (DP1 et DP2).11.2 Structure de donn�ees11.2.1 Codage des cheminsLes codes DP1, DP2 et DIP utilisent la formulation arcs-chemins. L'ensemble deschemins g�en�er�es constitue une information tr�es importante qui doit être accessible. Lestockage des chemins en tant que vecteurs de IRn est encombrant pour la m�emoire.A�n de garder les informations importantes fournies par les chemins sans occuperbeaucoup de place m�emoire, nous proposons de coder ces chemins comme suit.Un vecteur � de IRn caract�erisant un chemin du graphe G est d�e�ni par :(�)e = 8<: 1 si e appartient au chemin;0 autrement: (11.2.1)Nous introduisons le param�etre mcod d�e�ni parmcod = 1 + PE[(n� 1)=30]: (11.2.2)



11.2 Structure de donn�ees 181o�u PE(q) d�esigne la partie enti�ere de q. Nous associons �a chaque chemin � un vecteuricod de taille mcod d�e�ni par: icodj = 30jXi=30(j�1)+1 2j�1: (11.2.3)A titre d'exemple, dans un graphe �a 30 arcs, un chemin est identi��e par un seul entier.Les mcod premi�eres lignes du tableau ip sont consacr�ees aux codes des di��erentschemins g�en�er�es. icod vecteur code du cheminnbc nombre d'arcs qui forment le cheminTable 11.2.1: ip(mcod+1,mip), pathComme le vecteur chemin n'est pas accessible sans d�ecodage, nous gardons enm�emoire :� sa longueur, en derni�ere ligne de ip.� son coût (nominal ou/et de r�eserve), dans un vecteur de taille mipt (costp1ou/et costp2) g�er�e comme ip.cost1 coût unitaire du chemin nominalTable 11.2.2: costp1(mipt), coût nominalcost2 coût unitaire du chemin de r�eserveTable 11.2.3: costp2(mipt), coût de r�eserveNous classons les chemins dans le tableau ipp par ordre lexicographique. Lapremi�ere ligne de ce tableau donne la colonne correspondant au chemin dans le tableauip. La deuxi�eme ligne de ipp pointe sur le successeur de ce chemin dans ipp.np adresse du chemin dans le tableau iplnp adresse de son successeur dans ippTable 11.2.4: ipp(2,mipp): path-path



11.2 Structure de donn�ees 18211.2.2 Classement des chemins par 
otPour ajouter ou �eventuellement �eliminer un chemin, il faut avoir acc�es �a la liste desautres chemins associ�es au même 
ot. Le tableau ifp fournit cette information. Ildonne acc�es au premier chemin nominal et au premier chemin de r�eserve. Grâce autableau ipp la suite de la liste pourrait être reconstitu�ee. Le nombre de pannes af-fectant un 
ot et le nombre total de ces chemins nominaux sont aussi donn�es par letableau ifp. Le tableau ifp lie les 
ots aux chemins qui les portent.lpn adresse du 1er chemin nominal associ�e au 
ot (dans ipp)lpr adresse du 1er chemin de r�eserve associ�e au 
ot (dans ipp)nbk nombre de pannes qui a�ectent le routage du 
otncn nombre total de chemins nominaux g�en�er�esTable 11.2.5: ifp(4,nk): 
ow-path11.2.3 Classement des chemins par pannePour classer les chemins par panne, nous avons besoin de 2 tableaux en plus de ipp.Nous notons le premier ibf et le second ibfp.Le tableau ibf lie les pannes aux 
ots qu'elles a�ectent. A chaque panne le tableauibf associe l'adresse dans le tableau ibfp du premier 
ot a�ect�e. Ce dernier fait le lienentre les 
ots a�ect�es et les chemins correspondants dans ipp.lf adresse du 1er 
ot concern�e par la panne b (dans ibfp)nf nombre de 
ots a�ect�es par la panne bTable 11.2.6: ibf(2,n): break-
ow



11.2 Structure de donn�ees 183f 
otlfs adresse du 
ot successeur (dans ibfp)lpn1 adresse du 1er chemin nominal a�ect�e (dans ipp)lpr adresse du 1er chemin de r�eserve associ�e au 
ot f (dans ipp)lpn2 adresse du 1er chemin nominal non a�ect�e (dans ipp)Table 11.2.7: ibfp(5,mibfp): break-
ow-path11.2.4 Multiplicateurs de LagrangeLes multiplicateurs de Lagrange calcul�es par le programme mâ�tre sont n�ecessaires aucalcul de l'estimation inf�erieure et �a la g�en�eration de chemins. L'acc�es �a ces multi-plicateurs doit se faire aussi bien par 
ot que par panne. C'est pour cette raison quenous utilisons 4 tableaux pour garder ces vecteurs en m�emoire.lzlam(k) pointeur sur la premi�ere panne qui a�ecte le 
ot kTable 11.2.8: lzlam(nk+1), pointeur sur les tableaux des multiplicateursPour un 
ot k 2 K le tableau lzlam associe deux adresses : l0=lzlam(k) etle=lzlam(k+1)-1 qui d�elimitent la partie qui concerne ce 
ot dans les autres tableaux: � izlam(mibft) lie les pannes aux 
ots.� izlam2(mibft) lie les contraintes aux 
ots.� zlam(mibft) donne les valeurs des multiplicateurs de Lagrange.izlam(l0) premi�ere panne a�ectant le 
ot kizlam(le) derni�ere panne a�ectant le 
ot kTable 11.2.9: izlam(mibft), lie les pannes aux 
ots



11.3 D�ecomposition proximale 184izlam2(l0) premi�ere contrainte de reroutage associ�ee au 
ot kizlam2(le) derni�ere contrainte de reroutage associ�ee au 
ot kTable 11.2.10: izlam2(mibft), lie les contraintes aux 
otszlam(l0) premier multiplicateur associ�e au 
ot kzlam(le) dernier multiplicateur associ�e au 
ot kTable 11.2.11: zlam(mibft): lie les multiplicateurs aux 
otsCe choix de base de donn�ees nous facilite la gestion des chemins (l'ajout etl'�elimination) ainsi que les pannes (active ou inactives).11.3 D�ecomposition proximaleL'algorithme de d�ecomposition principale alterne une �etape proximale et une �etapede projection :� �Etape proximale! une solution U = (ux; uz).� �Etape de projection :� Projection sur A!(x; z).� Projection sur A?!(y; t).A chaque it�eration l'algorithme de d�ecomposition proximale garde en m�emoire :� le routage moyen x .� x+ �y .� la capacit�e moyenne de r�eserve z.� z + �t.



11.3 D�ecomposition proximale 185varx(2,mipt) : projection du routage sur ALe calcul et le stockage du routage moyen se font grâce au tableau varx.Comme on doit garder l'ancienne valeur du routage moyen, ce tableau comporte 2lignes.Le choix de la ligne de travail d�epend de la parit�e de l'it�eration majeure.Si j est pair, on modi�e la ligne 1. La ligne 2 repr�esente dans ce cas un multiple dela valeur du routage moyen �a l'it�er�e pr�ec�edent.l'algorithme met �a jour varx �a chaque calcul d'une copie du routage.2(n+ 1)x 2� la somme des (n+1) copies du routage2(n+ 1)xiter�1 2(n + 1)� la valeur du routage �a l'it�er�e pr�ec�edentTable 11.3.12: varx(2,mipt), projection du routage sur ALa gestion du tableau varx est similaire �a celle du tableau ip.vary(1,mippt) : projection du routage sur A?On d�esigne par x le projet�e de la solution sur A : x = PA(u):On a v = yj�1 + xj�1 � u� .Soit y le projet�e de v sur A? : y = PA?(v):On a alors �y � x = �yiter�1 � u:L'�egalit�e pr�ec�edente justi�e la m�ethode que nous avons adopt�ee pour stocker le projet�esur A?.Cette mise �a jour de �y � x peut se faire partiellement sans connâ�tre la valeur de x.En e�et : �y � x = �y � x+ x+ u.�y � x projection sur A?Table 11.3.13: vary(1,mippt), projection du routage sur A?La gestion du tableau vary est similaire �a celle du tableau ipp.



11.4 M�ethode du gradient r�eduit 186varz(nb+2,n) : tableau des capacit�es de r�eserveLes deux premi�eres lignes sont �equivalentes �a varx.Elles repr�esentent les projet�es des vecteurs de copies de la capacit�e de r�eserve sur Aaux it�er�es courant et pr�ec�edent (selon la parit�e de l'it�eration).Les nb lignes suivantes repr�esentent l'�equivalent du tableau vary.Pour les mêmes raisons que pour vary, nous gardons ici les valeurs de (�t� z).Nous rappelons que le nombre de pannes nb peut être inf�erieur au nombre d'arcs n.2(n � 1)z 2� la somme des n copies de capacit�e de r�eserve2(n � 1)ziter�1 2(n� 1)� la capacit�e de r�eserve �a l'it�er�e pr�ec�edent(�t� z)(1) projection de la 1ere copie de la capacit�e sur A?... ...(�t� z)(nb) projection de la nbieme copie de la capacit�e sur A?Table 11.3.14: varz(nb+2,n): tableau des capacit�es de r�eserve11.4 M�ethode du gradient r�eduitConsid�erons le probl�eme d'optimisation :8>>>>>>><>>>>>>>: Minx2IRn f(x);Ax = b;x � 0; (11.4.1)o�u A est une matrice de taille p � n; (p � n) et f est une fonction de IRn �a valeurdans IR.On suppose que rang(A) = p.On fait l'hypoth�ese que le probl�eme (11.4.1) admet au moins une solution.11.4.1 Principe de la m�ethodeSupposons que les variables xi sont ordonn�ees de telle sorte que la matrice A peuts'�ecrire A = [ABAN ] avec AB matrice d'ordre p inversible.



11.4 M�ethode du gradient r�eduit 187En respectant cette partition, le probl�eme (11.4.1) peut s'�ecrire comme suit :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Min(xB;xN )2IRp�IRn�p f(xB; xN);(i)ABxB +ANxN = b;(ii)xB � 0;(iii)xN = 0; (11.4.2)On peut consid�erer xN comme un vecteur de variables ind�ependantes et xB commeune vecteur de variables d�ependantes. En e�et, lorsque xN est �x�e, xB est unique etest donn�e par (11.4.2.i). Le principe de la m�ethode du gradient r�eduit est de consid-�erer le probl�eme (11.4.2) uniquement en terme de variables ind�ependantes xN .On a Ax = b () ABxB +ANxN = b.Soit xB(xN ) = A�1B b�A�1B ANxN :On r�esout localement le probl�eme :Minx2IRn g(xN ); xN � 0; (11.4.3)avec g(xN) = f(xB(xN ); xN).On appelle gradient r�eduit le gradient de g :rg(xN) = rNf(xB(xN); xN) � (A�1B AN)trBf(xB(xN ); xN).11.4.2 Algorithme du gradient r�eduit1. Initialisation : choix d'une base initiale et d'un vecteur initialx0 = (x0B; x0N) tel que x0B � 0, k = 0.2. Calcul du gradient r�eduit :� calcul de �(= �(xN)) solution de :rBf(xB(xN); xN) +AtB� = 0:� On en d�eduit la valeur du gradient r�eduit :rg(xN) = rNf(xB(xN ); xN) +AtN�:



11.5 Initialisation du gradient r�eduit 1883. Calcul de la direction de descente : gradient r�eduit projet�ediN = 8<: �rgi(xN) si xiN � 0;[�rgi(xN )]+ si xiN = 0: dB = �A�1B ANdN4. Recherche lin�eaire :Choisir �k 2]0; �M [ avec �M = Min f�iM=i 2 f1; � � � ; ngg �iM = 8><>: 1 si di � 0;�xidi sinon :5. Pivotage si c'est n�ecessaire.6. xk+1 = xk + dk.7. test d'arrêt et retour �eventuel en [1].Remarque 11.4.1. La m�ethode du gradient r�eduit est une extension de l'algorithmedu simplexe aux probl�emes quadratiques, qui r�epartit les variables en trois ensembles: � les variables de base, assurant le respect des contraintes lin�eaires,� les variables hors-base, bloqu�ees �a une borne,� les variables super-basiques sont le reste des variables qui ne sont ni de base,ni bloqu�ees �a une borne.Nous avons pr�esent�e la m�ethode du gradient r�eduit d'une fa�con sommaire. Pour plusde d�etails sur la convergence de cette m�ethode nous renvoyons le lecteur �a [88].Si on ne dispose pas d'une pr�ediction de l'ensemble des contraintes actives �al'optimum, la m�ethode du gradient r�eduit peut e�ectuer un grand nombre d'it�erations.Dans la section suivante, nous proposons un point initial de l'algorithme qui exploitel'it�er�e pr�ec�edent.11.5 Initialisation du gradient r�eduitLa matrice des contraintes associ�ee au probl�eme quadratique correspondant �a unepanne donn�ee (active) est bloc-diagonale. Chaque bloc correspond aux deux con-traintes (routage et reroutage) associ�ees �a un 
ot a�ect�e par la panne.Nous distinguons trois matrices de base possibles associ�ees �a un bloc de la matrice



11.5 Initialisation du gradient r�eduit 189des contraintes : B =  1 00 1!, B 0 =  1 0�1 1! et B 00 =  1 10 �1!.Pour initialiser ces matrices de base, nous consid�erons comme premi�ere variable debase de chaque 
ot k touch�e par la panne, la variable qui correspond au cheminnominal qui porte le plus grand poids xnk. Ensuite nous comparons cette premi�erevariable de base avec la variable qui correspond au chemin de r�eserve qui porte leplus grand poids xrk :� si xrk est sup�erieur �a xnk la matrice de base est �egale �a{ B si le chemin nominal qui porte xnk ne passe pas par l'arc en panne,{ B0 sinon.� si xrk est inf�erieur strictement �a xnk, nous calculons xn2k qui est le plus grandpoids port�e par un chemin nominal de nature di��erente de celle du chemin quiporte xnk. Autrement dit si le premier chemin passe par l'arc en panne, ledeuxi�eme doit l'�eviter et inversement. Nous comparons ensuite les valeurs xrket xn2k pour d�eduire la base correspondante au bloc du 
ot k :{ si xrk est sup�erieur �a xn2k, la matrice de base est �egale �a� B si le chemin nominal qui porte xn2k ne passe pas par l'arc en panne,� B0 sinon.{ si xrk est strictement inf�erieur �a xn2k, alors la matrice de base est B 00 etles deux variables de base sont des variables de routage.En suivant cette simple proc�edure d'initialisation de base nous exploitons l'informationde l'it�er�e pr�ec�edent et nous garantissons un bon point de d�epart pour l'algorithme degradient r�eduit (opscq).



12. ConclusionLa premi�ere partie de cette th�ese concerne une �etude de robustesse des algorithmesde points int�erieurs pr�edicteurs-correcteurs, ainsi qu'une approche par d�ecompositionde cette m�ethode pour la r�esolution de probl�emes de multi
ot.Dans la deuxi�eme partie, nous nous sommes int�eress�es au Probl�eme de S�ecurisa-tion Globale dont l'objectif est de d�eterminer le routage nominal et l'investissement demoindre coût en capacit�es nominale et de r�eserve qui garantit la survie de ce routage.Nous adoptons la strat�egie globale pour rerouter le tra�c interrompu.Dans notre mod�ele les routages et les capacit�es peuvent être fractionn�es. PSG seformule alors comme un probl�eme lin�eaire de tr�es grande taille avec plusieurs niveauxde couplage. Sa structure particuli�ere fait appel �a l'emploi d'algorithmes de d�ecom-positions.Nous avons propos�e quatre m�ethodes utilisant la technique de g�en�eration de colonnes.Les deux premi�eres sont bas�ees sur les techniques proximales. Leur tâche principaleconsiste en la r�esolution de sous-probl�emes quadratiques ind�ependants.Le troisi�eme algorithme s'inspire de l'approche de points int�erieurs d�ecrite dans la pre-mi�ere partie. Pour �nir, nous avons int�egr�e une proc�edure d'�elimination de cheminsdans une adaptation d'un solveur de points int�erieurs HOPDM.Nous avons utilis�e le troisi�eme algorithme pour r�esoudre des probl�emes r�eels deroutage fournis par le CNET.L'impl�ementation de cet algorithme pour le probl�eme de s�ecurisation est envisag�ee sile r�eseau est peu maill�e.Nous avons impl�ement�e les trois autres algorithmes propos�es dans cette th�ese pour lar�esolution de PSG.Une analyse num�erique montre l'avantage de la m�ethode de d�ecomposition proximalelorsqu'elle tire pro�t de la structure du probl�eme.Parmi les deux algorithmes bas�es sur cette m�ethode, seul DP2 s'est montr�e num�erique-ment performant.



191Cependant, cette performance est d�ependante de la valeur du facteur de la d�ecompo-sition proximale �. Nous avons tent�e d'estimer la valeur optimale de ce param�etreen suivant une heuristique. La pr�evision th�eorique de ce param�etre en optimisationlin�eaire reste un probl�eme ouvert.DP2 se prête bien au parall�elisme. Une mise en �uvre de DP2 sur des moyens decalcul parall�ele est envisag�ee.L'algorithme utilisant HOPDM, appel�e DIP, �etait limit�e �a cause de l'encombrementde la place m�emoire. Nous esp�erons que ces limites de taille seront repouss�ees avec led�eveloppement croissant des moyens informatiques.Cette th�ese pr�esente des m�ethodes prometteuses en optimisation de r�eseau de t�el�e-communications. Nous esp�erons les �etendre �a d'autres probl�emes. Une des extensionspossibles de ce travail est la s�ecurisation globale dans le cas de pannes �el�ementairesde n�uds.
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