❆②❛❝❤❡ 
  
i ε i

✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜•❡❝ts✳ ❲❡ r❡❝❛•• ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥ts t♦ ❣✐✈❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s s❡♥s❡ ♦❢ ❊q✳✶✳✶ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✶✱ ✶✸✱ ✾( ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐•s✳ ❆s ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ W t♦ R✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❜✉✐•❞ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ W * ✿ (T 1 + T 2 )(ω) = T 1 (ω) + T 2 (ω) ❛♥❞ (λ.T )(ω) = λ.T (ω)✳ ❋♦r s✉r❢❛❝❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡✿ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s✳ ❙❝❛•✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛♥s s❝❛•✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t❡st s♣❛❝❡ W ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡♥ ❛ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t T ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ T ♦❢ ❛♥② r❡❣✉•❛r ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s ✭✐✳❡✳ ω W ≤ 1✮✿ T 2 W * = ❙✉♣ ω W ≤1 |T (ω)| ✭✷✳✸✮ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s S -S ′ W * ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉•❛r ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ t❤❛t ❜❡st s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ✐s t❤❡ •❛r❣❡st ♣♦ss✐❜•❡✳ ❚❤✐s ❞✐s✲ t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✇ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛• ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✇❛r❞s✱ t❤❛t W ✐s ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐❜•❡ ❦❡r♥❡• ❍✐•❜❡rt s♣❛❝❡ ✭r✳❦✳❤✳s✮ ✇✐t❤ ❦❡r♥❡• K ❬✶✹(✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ✐s t❤❡ ❞❡♥s❡ s♣❛♥ ♦❢ ❛•• ❉✐r❛❝ ❞❡•t❛ ❝✉rr❡♥ts δ α x ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② δ α x (ω) = ω(x), α R 3 ❢♦r ❛♥② ω ∈ W ✳ ❆ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥t ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❛♥❣❡♥t ✭r❡s♣✳ ♥♦r♠❛•✮ α ❡♥t✐r❡•② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t ♣♦✐♥t x✳ ❆•t❤♦✉❣❤ ❛ ❝✉r✈❡ ✭r❡s♣✳ ❛ s✉r❢❛❝❡✮ ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛♥❣❡♥ts ✭r❡s♣✳ ♥♦r♠❛•s✮✱ ❛ ♣♦•②❣♦♥❛• •✐♥❡s ✭r❡s♣✳ ❛ ♠❡s❤✮ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s✉♠ k δ α k x k ✇❤❡r❡ x k ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❡••✮ ❛♥❞ α k t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ •✐♥❡ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♥♦r♠❛• ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❛t x k ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ |✐❡s③ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝✉rr❡♥t T ✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ✭✇✐t❤✐♥ ❊q✳ ✷✳✸✮ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s ❙✉♣ ω W ≤1 |T (ω)| ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ L -1 W (T ) ❛♥❞ ❝❛•• ✐t t❤❡ ❞✉❛• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ T ✳ L W ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝✿ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s W * ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✿ T 2 W * = T, T W * = L -1 W (T ), L -1 W (T ) W ✭✷✳✹✮ ❖♥ ❉✐r❛❝s ✇❡ ❤❛✈❡✿ L -1 W (δ α x )(y) = K(y, x)α ✭✷✳✺✮ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t K ✐s t❤❡ •r❡❡♥ ❦❡r♥❡• ♦❢ L W ✳ ❆♣♣•②✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✺ •❡❛❞s t♦✿ δ α x , δ β y W * = α t K(x, y)β ✭✷✳✻✮ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❜② •✐♥❡❛r✐t② ❡①♣•✐❝✐t ❛♥❞ ❡❛s✐•② tr❛❝t❛❜•❡ ❢♦r♠✉•❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✭❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❤❛♣❡s T = i δ αi xi ❛♥❞ T ′ = j δ βj yj ✿ T, T ′ W * = i j α t i K(x i , y j )β j ✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ L -1 W ✐s ❛ s✐♠✲ ♣•❡ ❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛s ✐••✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✷✲❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t T ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ γ ✐s ❣✐✈❡♥ ✭T = L W (γ)✮ ✐s ❛♥ ✐••✲♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ t❤❛t r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛• s❝❤❡♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✇✐•• ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡• K ❡♥❛❜•❡s ❛•s♦ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ •❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❝✉r✲ r❡♥ts ε✳ ■♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ε ♠❛♣s ❡✈❡r② ❝✉rr❡♥ts t♦ ❛ •❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜•❡ s✉❝❤ t❤❛t Cov(ε(δ α x ), ε(δ β y )) = α t K(x, y)β✳ ■❢ ✇❡ s❡t ❛ ❣r✐❞ Λ = {x p } p=1...N ✱ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ (δ xp ) p∈Λ ❞❡✜♥❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ε ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p∈Λ δ αp xp ✇❤❡r❡ (α i ) ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ •❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜•❡s ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① K -1 ✇❤❡r❡ K = (K(x i , x j )) i,j∈Λ ✳ ■♥ t❤✐s •❛st ❝❛s❡✱ ε ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ❞❡♥✲ s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛• t♦ exp(-ε 2 W * )✳ ❋♦r ♦✉r ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐•• ❝❤♦♦s❡ ❛ •❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡•✿ K(x, y) = ❡①♣(-x -y 2 /λ 2 W )Id✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡• ❊q✳✶✳✶✱ ♦♥❡ ♠✉st st✐•• s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t❤✐s ♠♦❞✲ ❡••✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❝♦✉♣•❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■❢ φ ✐s ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ S ❛ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ω t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ φ(S)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛• ❝✉rr❡♥ts (φ ♯ ⋆ S)(ω)✱ ✐s ❡q✉❛•s t♦ t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ S ♦❢ t❤❡ ♣✉••❡❞✲❜❛❝❦ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ φ ♯ ⋆ ω ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s ❢♦r♠✉•❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉① ✐♥t❡❣r❛•✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜•❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r❛• ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❛♥② ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ r❡♣•❛❝❡s ❢♦r ❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s t❤❡ ✉s✉❛• ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠❛❣❡s✿ (φ ⋆ I)(x) = I(φ -1 (x))✳ ❚❤✐s ✐s ❤❡r❡ s•✐❣❤t•② ♠♦r❡ ❝♦♠♣•❡① s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr❛♥s♣♦rt ♣♦✐♥ts ❜✉t t❛♥❣❡♥ts ♦r ♥♦r♠❛•s ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ✶ ❛♥❞ ✷✲❢♦r♠s t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❡•❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❛❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s✿ φ ♯ ⋆ δ α x = δ dxφ(α) φ(x) ✭✷✳✼✮ ✐❢ α ✐s ❛ t❛♥❣❡♥t ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ φ ♯ ⋆ δ u×v x = δ dxφ(u)×dxφ(v) φ(x) ✭✷✳✽✮ ✐❢ u×v ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛• ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t d x φ(u)×d x φ(v) = |d x φ| d x φ -t (u× v)✳ ■♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s φ t♦ ❜❡•♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐❢✲ ❢❡♦♠♦r♣❤✐s♠s s❡t ✉♣ ✐♥ ❬✶✺✱ ✶✻(✿ t❤❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ v t ✿ ∂ t φ t = v t • φ t ✳ ❚❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✢♦✇s (φ vt t ) t∈[0,1] ❛r❡ ❝♦♠♣•❡t❡•② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ✈❡❝t♦r s♣❡❡❞ v 0 ✇❤✐❝❤ ❜❡•♦♥❣s t♦ ❛ r✳❦✳❤✳s✳ V ✳ ❚❤❡ ✜♥❛• ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ φ v0 ✳ ❍♦✇ t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t ❜❡st ♠❛t❝❤❡s t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ✐s ❡①♣•❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐• ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✸(✳ ✸ ❏♦✐♥t ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❡♠♣•❛t❡ ❛♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✸✳✶ ❆ ❍❡✉r✐st✐❝ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✐♥ ■♥✜♥✐t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❋r♦♠ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥ ❊q✳✶✳✶ ✭T i = φ i,♯ ⋆ T + ε i ✮✱ T i ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲ t✐♦♥s✱ T ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ φ i ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜•❡s ❛♥❞ ε i ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛••② •❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✲ ✜♥❡ •❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐•✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♣❞❢✮ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❈✉rr❡♥ts W * ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛• ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s V ✿ p ε (ε) = C ε exp(-ε 2 W * /σ 2 W ) ❛♥❞ p φ (v) = C φ exp(-v 2 V /σ 2 V )✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡s✲ t✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛①✐♠✐③❡s ♠❛① T N i p(T i | T )✳ ❋♦r♠❛••②✱ p(T i | T ) = p ε (T i| T , v i 0 )p φ (v i 0 )dv 0 = p ε (T i -φ v i 0 i T )p φ (v i 0 )dv 0 ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛• ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ v 0 ❜② ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ s❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡♦✲ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠s ❢♦r t❤✐s •✐❦❡•✐❤♦♦❞✳ ❆ ✉s✉❛• ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣•❛❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛• ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛• ✭✐✳❡✳ ✐ts ✜rst ♠♦❞❡✮✳ ❚❤✐s •❡❛❞s t♦✿ p(T i | T ) ∼ ♠❛① v i 0 p ε (T i -φ v i 0 i T )p φ (v i 0 ) ✇❤✐❝❤ ✜♥❛••② ❣✐✈❡s✿ ( T , φ v i 0 ) = ❛r❣♠✐♥ T ,v i 0 N i=1 1 σ 2 V v i 0 2 V + 1 σ 2 W T i -φ v i 0 . T 2 W * ✭✸✳✶✮ ❝❛••❡❞ ❋❛st ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦❞❡ ✭❋❆▼✮✳ ■❢ ✇❡ ❛•r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ •❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜•❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜•❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❞❢ ❜❡❝❛✉s❡ ❯♥❜✐❛s❡❞ ❆t•❛s❡s ♦❢ ❈✉r✈❡s ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡s ✼✸ W * ❛♥❞ V ❛r❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ▼❆P ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦✉•❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ v 0 ✬s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ T i ✬s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝✉rr❡♥ts ♠❛② ❜❡ ♣r♦•❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞❀ ❜✉t t❤✐s ✇♦✉•❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❬✶✶( t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r•♦ ✭▼❈▼❈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s❛♠♣•✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦✉•❞ ❜❡ ❛•s♦ ♣♦ss✐❜•❡ ❛•♦♥❣ t❤❡ •✐♥❡s ♦❢ ❬✶✼( ❜✉t t❤✐s ✐s st✐•• ❝❤❛••❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❆ ❛•t❡r♥❛t❡❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❲❡ s♦•✈❡ ❊q✳✸✳✶ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐t ❛•t❡r♥❛t✐✈❡•② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ T ✐s ✜①❡❞✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡•②✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ T i ✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 1 σ 2 V v i 0 2 V + 1 σ 2 W T i -φ v i 0 i . T 2 W * ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ v i 0 ✐s ❡①❛❝t•② ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠✱ ❛s st❛t❡❞ ❛♥❞ s♦•✈❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✸(✳ ❚❤✐s st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ N r❡❣✐str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ T t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ T i ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s φ i ❛r❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② i = 1 . . . N ✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✸✳✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ T •❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢✿ J( T ) = 1 2 N i=1 φ ♯,i ⋆ T -T i 2 W * ✭✸✳✷✮ ■❢ ❛•• φ i = ■❞ ✭✐✳❡✳ ♥♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛• ♠❡❛♥✿ T = 1 N N i T i ✳ ❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❊q✳✸✳✷ ✐s ♣r❡❝✐s❡•②✿ ∇ T J = N i=1 φ * ♯,i ⋆ (φ ♯,i ⋆ T -T i ) ✭✸✳✸✮ ✇❤❡r❡ φ * ♯ ✐s t❤❡ ❛❞•♦✐♥t ❛❝t✐♦♥ ♦❢ φ ♯ ✿ φ * ♯ ⋆ T, T ′ W * = T, φ ♯ ⋆ T ′ W * ❢♦r ❛♥② ❝✉rr❡♥ts T ❛♥❞ T ′ ✳ ❚❤✐s ✇♦✉•❞ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① tr❛♥s♣♦s❡ ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇❛s •✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤✐s ♥♦♥✲•✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣✱ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ φ * ♯ ⋆ T = L W (φ ♯ ⋆ L -1 W (T ))✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❤❡♠❡✱ ❊q✳✸✳✷ ✇♦✉•❞ ❜❡✿ J( T ) = 1 2 N i=1 T -φ ♯,i ⋆ T i 2 W * ✱ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛s t❤❡ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ T = 1 N N i=1 φ ♯,i ⋆ T i ✳ ❲❡ s❡❡ ❤❡r❡ ✇❤② t❤❡ ❛t•❛s ❜✉✐•❞✐♥❣ st❡♣ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛••② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉•t ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❡tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ •✐❦❡•✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s p(T i | T ) ✇✐•• ❜❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣•❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s❤❛♣❡s T i ❛r❡ s❛♠♣•❡❞ ♦❜•❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts✳ ❆s ✐t ✇✐•• ❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❛•✇❛②s r❡♠❛✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t φ ♯,i ⋆ T -T i ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ k δ β i k y i k ✇❤✐❝❤ ✜♥❛••② •❡❛❞s t♦ φ ♯ i ⋆ L -1 W (φ ♯,i ⋆ T -T i ) = k (d x φ i ) t K(φ i (x), y i k )β i k ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉r✈❡s✳ ❋✐♥❛••②✱ t❤❡ ✼✹ ❙✳ ❉✉rr•❡♠❛♥ ❡t ❛•✳ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✸✳✷ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t x ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✿ L -1 W (∇ T J)(x) = N i=1 (d x φ i ) t k K(φ i (x), y i k )β i k ✭✸✳✹✮ ❋♦r s✉r❢❛❝❡s✱ d x φ t i ♠✉st ❜❡ r❡♣•❛❝❡❞ ❜② |d x φ| d x φ -1 ✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t s❝❤❡♠❡ ❝♦✉•❞ ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛• ❛•❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ∇J ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳✸✳✹✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r❡❝✐s❡•② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ∇J ❛t ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❛❝❝✉r❛❝②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛•✐③❡ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡tt✐♥❣ φ i = ■❞✱ T = 1 N N i=1 T i ❛♥❞ ❜② ❝♦♠✲ ♣✉t✐♥❣ γ T = L -1 W ( T ) ✈✐❛ ❛ •❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t T ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ •✐st ♦❢ ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❡❝t♦rs✮ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♠❛•• s❡❣♠❡♥ts ♦r s♠❛•• tr✐❛♥❣•❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ γ T ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞✬s ♣♦✐♥ts✿ Λ = {x p } ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜•❡ ❣r❛❞ ✐s ❛•s♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •♦♦♣✿ ✕ ❋♦r i = 1 . . . N ✱ φ i ← r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ T t♦ T i ✳ ✕ ❯♥t✐• ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦ • ❣r❛❞ = 0 • ❋♦r i = 1 . . . N ❞♦ * tr❛♥s♣♦rt t❛♥❣❡♥ts ✭♥♦r♠❛•s✮ ♦❢ T ✇✐t❤ φ i ✭❣✐✈❡s φ ♯,i ⋆ T ✮✳ * st♦r❡ t❤❡ (y i k , β i k ) s✉❝❤ t❤❛t φ ♯,i ⋆ T -T i = k δ β i k y i k * ❉❡❢♦r♠ Λ ✇✐t❤ φ i ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ p ∈ Λ ❝♦♠♣✉t❡✿ • d xp φ i ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ • G = k K(φ i (x p ), y i k )β i k ✭❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥✮ • ❣r❛❞(p) ← ❣r❛❞(p) + 2d xp φ t i G ✭♦r +2 d xp φ i (d xp φ i ) -1 G✮ • γ T ← γ T -τ ❣r❛❞ • ❉❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♦❢ γ T t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥❡✇ T ✭❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ✸✳✸ ❙♣❛rs❡ ❉❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ❜② ❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ P✉rs✉✐t ❆•❣♦r✐t❤♠ ▲✐❦❡ ❛♥② •✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉rr❡♥t T ✐s st♦r❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• ✇❡✐❣❤t❡❞ t❛♥❣❡♥ts ✭♦r ♥♦r♠❛•s✮ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ T = (1/N ) N 1 T i = n 1 δ α k x k ✇❤❡r❡ n ❣r♦✇s •✐♥❡❛r•② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛✲ t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❡❛✈② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❝r✐t✐❝❛• t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ T r✐❣❤t ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛•✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇✉t t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠❛•✿ ✐t ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤•② r❡❞✉♥❞❛♥t ❛t t❤❡ s❝❛•❡ λ W ✳ ❚♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤✐s r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ L -1 W ( T ) ✭❋✐❣✳✷✲❛✮ ❜② ❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦✉•❞ ❜❡ ❛♣♣•✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❜❛s✐s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr✉❡ s♦•✉t✐♦♥ T ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ T = k ′ δ α k ′ x k ′ ✇✐t❤ ❢❛st ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s ✇✐•• ❣✐✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❋✐❣✳✷✲❜✮✳ ❛✲ ▼❡❛♥ ♦❢ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❜✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 3 ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ❋✐❣✳ ✷✳ ❚♦② ❡①❛♠♣•❡ ✐♥ ✷❉ ✐••✉str❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❛✲r✐❣❤t✿ t✇♦ ✐♥✐t✐❛• ❝✉r✈❡s ✭L1✱ L2 ✐♥ ❜•✉❡✮✱ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ✭(L1 + L2)/2✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✶✾ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ r❡❞✳ ❛✲•❡❢t✿ ❛ •❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ✭L -1 W ✮ ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❉✐r❛❝ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✉❛• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s ❛ ❞❡♥s❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ✐♥ W ✳ ❜✲ ❚❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ✐t❡r❛t✐✈❡•② ❛ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ✭❜✲r✐❣❤t ❛❢t❡r ✸ st❡♣s✮ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜✲•❡❢t✳ ■♥ ❊q✳✸✳✹✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t T t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉•t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞✳ ❚❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♠❛② r❡q✉✐r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛••② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts✿ T = ∞ i=0 δ αi xi ✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ✐t❡r❛t✐✈❡•② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ✜rst t❡r♠s ✇✐•• ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✾✱ ✶✵(✱ ❛❞❛♣ts t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛• ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ✭♦r✐❣✐♥❛••② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✽( t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✇❛✈❡•❡t ❜❛s❡s✮✳ •✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ γ ∈ W ✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t x 1 t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ L W (γ) ♦♥ δ x1 ✿ L W (γ), δ ε k x W * = γ, K(., x)ε k W = γ(x) k ✭ε k ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛• ❜❛s✐s ♦❢ R 3 ✮✳ x 1 r❡❛❝❤❡s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ γ✳ ❆ •✐♥❡❛r s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s α 1 s✉❝❤ t❤❛t δ α1 x1 ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦❢ L W (T ) ✐♥t♦ Span(δ x1 )✳ ❲❡ s✉❜str❛❝t t❤❡♥ K(., x 1 )α 1 ❢r♦♠ γ ❛♥❞ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ♦♥ t❤✐s r❡s✐❞✉❡✳ ❚❤✐s ❜✉✐•❞s ✐t❡r❛t✐✈❡•② ❛ s❡r✐❡s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✶✵( t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ s♦•✉t✐♦♥✳ ✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛• |❡s✉•ts ✹✳✶ ❇✉✐•❞✐♥❣ ❆t•❛s❡s ❢r♦♠ ❈✉r✈❡s ❲❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❝♦rt✐❝❛• s✉•❝❛• •❛♥❞♠❛r❦s ✭✼✷ ♣❡r ❜r❛✐♥✮ ❞❡•✐♥❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ •❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜•❡❝ts s❝❛♥♥❡❞ ✇✐t❤ ✸❉ ▼|■ ✭❛❣❡✿ ✺✶✳✽ ± ✻✳✷ ②❡❛rs✮✳ ❋r♦♠ ✸✹ s✉❜•❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❜✉✐•❞ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ W = 12♠♠✱ λ V = 25♠♠ ❛♥❞ γ = σ 2 W /σ 2 V = 0 
♥♦t ❜✐❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡• ❊q✳✶✳✶✳ t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ✭✐♥ ❜•✉❡✮✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❡♥❛❜•❡s ❛•s♦ t♦ ❣✐✈❡ ❛ •✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡✿ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✸✷✻✹✸ s❡❣♠❡♥ts ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✾✻✵ s❡❣♠❡♥ts ♣❡r s✉❜•❡❝t✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥•② ✶✸✻✶ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡•♦✇ 5%✳ ❚❤✐s ✇♦✉•❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣•❡ t♦ r❡❣✐st❡r t❤✐s t❡♠♣•❛t❡ t♦✇❛r❞ ❛♥② ♥❡✇ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❞❛t❛✳ ✹✳✷ ❇✉✐•❞✐♥❣ ❆t•❛s❡s ❢r♦♠ ❙✉r❢❛❝❡s ❲❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✶✵ s❡❣♠❡♥t❡❞ s✉❜✲❝♦rt✐❝❛• str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✭❈❛✉❞❛t❡✱ P✉t❛♠❡♥✱ ••♦❜✉s P❛••✐❞✉s✱ ❆♠②❣❞❛•❛ ❛♥❞ ❍✐♣♣♦❝❛♠♣✉s✮ ✐♥ •❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t✐st✐❝s ❛♥❞ ❤❡❛•t❤② ❝❤✐•❞r❡♥ s❝❛♥♥❡❞ ✇✐t❤ ✸❉ ▼|■ ✭❛❣❡ ✷✳✼ ± ✵✳✸✮ ❬✷✵(✳ ❋r♦♠ ✷✺ ❛✉t✐st✐❝s ❛♥❞ ✼ ❝♦♥tr♦•s✱ ✇❡ ❜✉✐•❞ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ W = 5♠♠✱ λ V = 20♠♠✱ γ = σ 2 W /σ 2 V = 0.001✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✶✵ s✉❜✲❝♦rt✐❝❛• str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛••② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 60♠♠✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✲❛✱❜ s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ❛❢t❡r ✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❉✐r❛❝ ❝✉rr❡♥t δ α x ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉✐•❛t❡r❛• tr✐❛♥❣•❡ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✐s x ❛♥❞ ♥♦♥✲♥♦r♠❛•✐③❡❞ ♥♦r♠❛• α✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ♠❡s❤❡s ❤❛s ✷✽✽✵ ❝❡••s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛• ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛•s ✐s 720e 3 ✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥•② ✶✸✹✹ ♥♦r♠❛•s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡•♦✇ 5%✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✲❝✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ♦❢ ❛✉t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦•s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛• ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝•❛ss❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥•② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❡♠♣•❛t❡s ❜✉t ❛•s♦ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s φ i ✳ ❛✲ ❆✉t✐st✐❝s ❜✲ ❈♦♥tr♦•s ❝✲ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣✉s ❋✐❣✳ ✹✳ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡s ❢r♦♠ ✷✺ ❛✉t✐st✐❝s ✭❛✮ ❛♥❞ ✼ ❝♦♥tr♦•s ✭❜✮ ❢♦r ✶✵ s✉❜✲❝♦rt✐❝❛• str✉❝t✉r❡s ✭♦♥❡ ♣❡r ❝♦•♦r✮✳ ■♥ ✭❝✮✱ t❤❡ ❜•✉❡ ❛rr♦✇s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✉t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦•s✬ t❡♠♣•❛t❡✱ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣✉s ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦•✳ ✺ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛• ♠♦❞❡• ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡s •♦✐♥t•② ❛ t❡♠✲ ♣•❛t❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❋

  ♦r ❛•• t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❜❛s❡ ❤❡r❡ ♦✉r st❛t✐st✐❝❛• ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡•✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤♦✇ t❤❡ ❛t•❛s ❜✉✐•❞✐♥❣ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛• st❡♣ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✐s ♣♦ss✐❜•❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈♦♠✲ ♣❛r❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡s✱ ❞❡❛•✐♥❣ ✇✐t❤ s❤❛♣❡s r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛• s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❤❡r❡ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡❝❡♥t•② ❬✾✱ ✶✵(✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛• ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❤❛♣❡ st❛t✐st✐❝s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ❞❡t❛✐• t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ •♦✐♥t•② ❛ t❡♠♣•❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❤❛♣❡s✳ ❆ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♥✈♦•✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡•② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ s❤♦✇ t❡♠♣•❛t❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ •❛r❣❡ s❡ts ♦❢ s✉•❝❛• •✐♥❡s ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ♠❡s❤❡s ♦❢ s✉❜✲❝♦rt✐❝❛• str✉❝t✉r❡s✳ ✷ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ |❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❤❛♣❡s ❛s ❈✉rr❡♥ts ❆s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✺(✱ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ♠♦❞❡• ❣❡♦♠❡tr✐❝❛• s❤❛♣❡s s✉❝❤ ❛s ❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s❤❛♣❡s ✈✐❛ ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡♠✳ ❆ s✉r❢❛❝❡ S ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❛♥② ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ω t❤r♦✉❣❤ ✐t✿ S(ω) = S ω(x).(u × v)(x)dσ(x) ✭✷✳✶✮ ✇❤❡r❡ u × v ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛• ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ (u, v) ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛• ❜❛s✐s ♦❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t ♣•❛♥❡✮ ❛♥❞ dσ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐♠✐•❛r•②✱ ❛ ❝✉r✈❡ L ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛• ♦❢ ❛♥② ✈❡❝t♦r ✜❡•❞ ω ❛•♦♥❣ ✐t✿ L(ω) = L ω(x).τ (x)dx ✭✷✳✷✮ ✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛••②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝✉rr❡♥t T ❛s ❛ •✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ t❡st ✈❡❝t♦r ✜❡•❞s W t♦ R✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥❛❜•❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ •❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦♥ s❤❛♣❡s✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠

  .01✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s t②♣✐❝❛••② 120♠♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ❛❢t❡r ✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✱ t❤❡ ❜✐❛s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♦✉r ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡• ❊q✳✶✳✶✮ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛• ♠❡❛♥ ✭✐♥ r❡❞✮✱ •❡❛❞✐♥❣ ❛✲ ❙②•✈✐❛♥ ❋✐ss✉r❡ ✭▲❡❢t ❍❡♠✐s♣❤❡r❡✮ ❜✲ ❆•• 70 s✉•❝✐ ❋✐❣✳ ✸✳ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ❢r♦♠ ✸✹ s✉❜•❡❝ts✳ ▲❡❢t✿ ✐♥✐t✐❛• ✸✹ ❙②•✈✐❛♥ ❋✐ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ •❡❢t ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭❣r❡❡♥✮✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛• ♠❡❛♥ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣•❛t❡ ✭❜•✉❡✮✳ ■♥ ❜•❛❝❦✱ t❤❡ ♠❡❛♥ •✐♥❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❇✲s♣•✐♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡s ❬✶✾(✳ |✐❣❤t✿ ❙❛♠❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r 70 s✉•❝✐✳ ❆•t❤♦✉❣❤ r❡s✉•ts •♦♦❦ s✐♠✐•❛r✱ ♦♥•② t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ✐♥ ❜•✉❡ ✐s

  s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✉s❡ ❡①tr✐♥s✐❝ t❡♠♣•❛t❡s✱ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛•②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐•✐t②✳ ❖✉r ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡• ❝♦♥s✐❞❡rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ♥♦✐s② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ t❡♠♣•❛t❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥•② ✉s❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❡tt✐♥❣✱ t❤✐s ♠♦❞❡• r❡q✉✐r❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❝♦♥✈♦•✉✲ t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞❡❛• ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲•✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡• ✐s ❜✉✐•t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣•❛t❡ ❛♥❞ ❛ r❡s✐❞✉❛• ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ •✐❦❡•② t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡•✳ ❚❤✐s ♦✛❡rs ❛ ✇❛② t♦ ❝•❛s✲ s✐❢② ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❛t❤♦•♦❣✐❡s✱ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t•✐❡rs ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t♦ ❤✐❣❤•✐❣❤t ✇❤❡r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡•✱ ❡t❝✳ ❙✉❝❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇♦✉•❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉•t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡ •✐❦❡•✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇♦✉•❞ ✐♥✈♦•✈❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ ❤❡r❡ ❞✐r❡❝t•② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐•❡ ❜✉✐•❞✐♥❣ t❤❡ ❛t•❛s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛• ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐•✐t② ❛♥❞ r❡•❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ t✇♦ t❡♠♣•❛t❡s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛✉t✐st✐❝s ❝❤✐•❞r❡♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦•s✳ ❚❤❡ r❡s✉•ts s✉❣❣❡st ❛♥❛t♦♠✐❝❛• ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝•❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ r❡s✉•ts s❤♦✉•❞ ❜❡ str❡♥❣t❤❡♥ ❜② r✐❣♦r♦✉s st❛t✐st✐❝❛• t❡sts✳ ❖✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐•• ❛•s♦ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡• ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝•❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐•✐t②✳ ❆❝❦♥♦✇•❡❞❣♠❡♥ts ❲❡ ✇❛r♠•② t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭❯❈▲❆✮ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s✉•❝❛• •✐♥❡s ❞❛t❛❜❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❆s❝•❡♣✐♦s✲▲❖◆■ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡❛♠ ❇r❛✐♥❆t•❛s✱ ❛s ✇❡•• ❛s Pr♦❢✳ •❡r✐❣ ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❯t❛❤✮ ❢♦r❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt•② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ■P ♣r♦•❡t ❍❡❛•t❤✲❡✲❈❤✐•❞ ✭■❙❚✲ ✷✵✵✹✲✵✷✼✼✹✾✮✳

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿