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✐q✉❡✮ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡s✮ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝éré❜r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❞❡♣✉✐s ❞❡s ♠❡s✉r❡s é❧é❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s
♣ré❧❡✈é❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦✉ à ❧✬❡①tèr✐❡✉r ❞❡ ❧❛ têt❡✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❧ ♣♦sé✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é❧❡❝tr♦❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♣❤✐❡ ✭❊❊●✮✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉①
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s é❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❡t ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ têt❡ ❡st ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❊❊●✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ têt❡✱ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ✭s❝❛❧♣✱ ❝râ♥❡✱ ❝❡r✈❡❛✉✮✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s❝❛❧♣ ❥✉sq✉✬à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❉❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s
❞é♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
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t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤② ✭❊❊●✮✳
❊st✐♠❛t✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r❛✶✐♥ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❢❛❧❧s ✐♥t♦ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t ❛r❡ s❡✈❡r❡❧②
✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦
t♦ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ❬■s❛❦♦✈✱ ✶✾✾✽✱ ❱❡ss❡❧❧❛✱ ✶✾✾✷❪✳
❲❤❡♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❛r✱ t❤❡r❡
❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬❇❛❞✐❛ ❛♥❞ ❍❛✲
❉✉♦♥❣✱ ✷✵✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❛r ❝❛s❡✱ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉♥st❛❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐♣♦❧❡s ❬❙❝❤❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❉✐♣♦❧❡ ❋✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ♠✐♥✐♠✐s❡ ❛ ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡① ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬❈✉✣♥✱ ✶✾✾✺❪✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛s✲
s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✭s❝❛♥♥✐♥❣✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❇❛❞✐❛ ❛♥❞ ❍❛✲❉✉♦♥❣✱ ✷✵✵✵❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s r❛♥❦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ♠❛✲
tr✐❝❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧ ❬❇é♥❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞❡❝♦rr❡✲
❧❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❞✐♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳
❚❤❡ ▼❯❙■❈ ▼❡t❤♦❞ ✜rst ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ✏s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✑ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❬▼♦s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❛r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ❜② s❡❡❦✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼❯❙■❈ ❝❛♥ t❤✉s ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞✐♣♦❧❡s✳ ❲✐t❤
t❤❡ str♦♥❣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❇❡❛♠❢♦r♠✲
✐♥❣✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s✱ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❬❱❛♥ ❱❡❡♥ ❛♥❞
❇✉❝❦❧❡②✱ ✶✾✽✽❪✳
❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ▼❯❙■❈ ❛♥❞ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱
r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡▼❯❙■❈
♦r ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛s ✐♥♣✉t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✐♥st❛♥t ❜② ✐♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛❝r♦ss t✐♠❡✳
❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t
❛r❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❇❡st ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ♦✛❡r
st❛❜✐❧✐t② ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❑❛♥❞❛s✇❛♠② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ❞✐r❡❝t❧② ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠
❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❘❘ ♥➦ ✼✼✵✹



❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✹

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ✇♦r❦
✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❛ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❯♥❞❡r q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ u ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
▲❛♣❧❛❝❡✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ❧❛②❡r ✭t❤❡ ❜r❛✐♥✮✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ t♦ ❜❡
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✭t❤❡ s❝❛❧♣✮✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢
♦✉r ✐♥✈❡rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ♦♣❡r✲
❛t❡ ✐♥s✐❞❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♥❡st❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❍❡♥❝❡✱
❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rt❡① t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣✳ ❚❤✐s ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❈❛✉❝❤②
✭tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❬❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑②❜✐❝✱ ✷✵✵✼❪✳
❙♦✉r❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡
▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t✇✐s❡
s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
✐ts ♥♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐ss✉❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ ❛ ❞✐s❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ f ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝✐r❝❧❡ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡s❡ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s ❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ f ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✐r❝❧❡ ❜② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡
❞✐s❦✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧❡s✳ ●❡✲
♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✭❛♥❞ ♥♦t
t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② st✉❞②✮ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✷❉ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✸❉ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❛♥t❡❞ ❜② ♦✉r r❡❝♦✈❡r② s❝❤❡♠❡✳
❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛♥❞
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s t❤❛t ❞❡t❛✐❧ s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✷ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

✷✳✶ ▼♦❞❡❧ s❡tt✐♥❣

■♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❤❡❛❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡
❞✐s❥♦✐♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❧❛②❡rs✶ Ω0✱ Ω1✱ Ω2✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❜r❛✐♥✱ t❤❡ s❦✉❧❧✱
❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧♣✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ Ω3 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛✐r✳ ❯♣ t♦
❛ r❡s❝❛❧✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❜❛❧❧ Ω0 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥ t♦ ❤❛✈❡ r❛❞✐✉s
1 ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ s♣❤❡r❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s Ωi ❛r❡
❞❡♥♦t❡❞ S0✱ S1 ❛♥❞ S2 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ Ωi ✐s ❞❡♥♦t❡❞
σi✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ0 = 1✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ σ ✐♥ R

3 ❜② σ|Ωi
= σi✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t

✶■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣❡♥✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✺

Ω0

Ω1

Ω2

Ω3

S0

S1

S2

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ♥❡st❡❞ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❞ ✭❧❡❢t✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜r❛✐♥✱ s❦✉❧❧
❛♥❞ s❝❛❧♣ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❖✉r ✸❉ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧
✭r✐❣❤t✱ ✷❉ ✈✐❡✇✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ s❝❛❧♣ ✭Ω0✱ Ω2✮ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s 0.33✱ t❤❡
s❦✉❧❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s 0.0042 ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r Ω3 ✐s ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳

s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❞✐♣♦❧❡s s✐t✉❛t❡❞ str✐❝t❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧❛②❡r Ω0 ❛♥❞
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r n✱ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s Ck ∈ Ω0 ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts
pk ∈ R

3✱ k = 1, ..., n✳

✷✳✷ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r s♦✉r❝❡s (Ck, pk) ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ Ω0 ✐s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

✭❋P✮





∇ · (σ∇u) = S =
n∑

k=1

pk .∇ δCk
✐♥ R

3

σ∂νu|S2 = 0 ✭❝✉rr❡♥t ✢✉①✮

✭✶✮

✇❤❡r❡ ν ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✉t❡r ♠❡❞✐✉♠
✭❛✐r✮ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡❝❦ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
▲❡t K ❞❡♥♦t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ S2✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡
s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭■P✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❋P✮ ✐s t❤❡♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✭■P✮ ●✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ u ♦♥ K✱ ✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥t✇✐s❡
❞✐♣♦❧❛r s♦✉r❝❡s✱ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s Ck ∈ Ω0 ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts pk ∈ R

3✱ s✉❝❤ t❤❛t
u s❛t✐s✜❡s ✭❋P✮✳

✷✳✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭■P✮

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✭■P✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥
✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t K ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ♦♥ ❛
❞✐s❝r❡t❡ s❡t✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤
s♦ t❤❛t ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t K ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭■P✮ ✭✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜✲
❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❇❛❞✐❛ ❛♥❞ ❍❛✲❉✉♦♥❣✱ ✷✵✵✵❪✳ ■❢ t✇♦ ✜♥✐t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t✇✐s❡
❞✐♣♦❧❛r s♦✉r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥ s♦♠❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t K ♦❢ S2✱ t❤❡♥
t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✻

❙t❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✭■P✮ ♠❛② ♦♥❧② ❤♦❧❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ ♦♥
K ✭✐♥ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ❈❛✉❝❤②✲t②♣❡
✐ss✉❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ ❬❆❧❡ss❛♥❞r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ■s❛❦♦✈✱ ✶✾✾✽✱ P❤✉♥❣✱ ✷✵✵✸✱ ❩❣❤❛❧✱
✷✵✶✵❪✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸
❛♥❞ ✸✳✹✮✱ st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❇❛❞✐❛✱ ✷✵✵✺✱ ❱❡ss❡❧❧❛✱ ✶✾✾✷❪✳

✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭■P✮

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭■P✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ S2 t♦ S0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s✿

❼ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✿ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣ S2 ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✭♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✮ ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
S0 ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳

❼ ❍❛r♠♦♥✐❝ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✿ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❡r s♦✉r❝❡s
❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥♥❡r s♦✉r❝❡s ✐♥
Ω0✳

❙♦✉r❝❡ ❘❡❝♦✈❡r② ✐♥ Ω0 ❢r♦♠ ❞❛t❛ ♦♥ S0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s✿

❼ P❧❛♥❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✿ t❤❡ s♣❤❡r❡ S0 ✐s s❧✐❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❛①✐s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❞✐s❦s ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s♦✉❣❤t✳

❼ P❧❛♥❛r ❙✐♥❣✉❧❛r✐t② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✿ ✷❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ Ω0

✭❞✐s❦s✮✳

❼ ✸❉ ❙♦✉r❝❡ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✿ ❢♦r ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱
t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✸❉ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❡♣ ✉s❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑②❜✐❝✱
✷✵✵✼❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ ❘❡❝♦✈❡r② st❡♣ ✉s❡s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❆❜❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳

✸✳✶ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

✸✳✶✳✶ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ ❣♦❛❧✱ ❛s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦rt❡①✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❋♦r✇❛r❞ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✮✳ ❚❤✐s ❋♦r✇❛r❞ Pr♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs Ωi✱ i = 0, 1, 2✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♦✉r❝❡s
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ✈♦❧✉♠❡ Ω0✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ u s❛t✐s✜❡s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡rs Ω1 ❛♥❞ Ω2✿

∆u = 0 ✐♥ Ωi , i = 1, 2.
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✼

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥
st❡♣s✿ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦✉r❝❡ ❘❡❝♦✈❡r②✳ ❙♦✉r❝❡ ❘❡❝♦✈❡r② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢
❛ ✷❉ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r✉♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ s❧✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ P❧❛♥❛r ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❥♦✐♥t❧② t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

u+ = u− ♦♥ Si , i = 0, 1, ✭✷✮

❛♥❞ σi+1 ∂νu
+ = σi ∂νu

− ♦♥ Si , i = 0, 1, ✭✸✮

✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts + ❛♥❞ − ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ Si

❢r♦♠ Ωi+1 ✭♦✉ts✐❞❡✮ ❛♥❞ Ωi ✭✐♥s✐❞❡✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ ✐s ❛ ❈❛✉❝❤② Pr♦❜❧❡♠
✭❈P✮✱ ❢♦r u ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇✐t❤✐♥ Ω1 ❛♥❞ Ω2✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✷✲✸✮✿
✭❈P✮ ●✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts uK ♦❢ u ♦♥ K ⊂ S2 ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ∂νu = 0 ♦♥ S2✱
✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s g = u|S0

❛♥❞ φ = ∂νu
−
|S0

♦♥ S0✳

❙♦❧✈✐♥❣ ✭❈P✮ ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✭❈P✮ ❤❛s s✐♠✐❧❛r st❛❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r K ⊂ S0✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆t❢❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❑♦③❧♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❈♦r✲
t✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈ ♠❡t❤♦❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✏❜♦✉♥❞❛r②
❡❧❡♠❡♥ts✑ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭t❤✐s st❡♣ ✐s t❤✉s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♣❤❡r✐✲
❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮✿ ❢r♦♠ ✐ts ✈❛❧✉❡s uK ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t K✱ u ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ σ∂νu✱ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡s S2✱ S1✱ ❛♥❞ S0✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑②❜✐❝✱ ✷✵✵✼❪✱ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆✳

✸✳✶✳✷ ❍❛r♠♦♥✐❝ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ R
3✮

❆❢t❡r t❤❡ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ st❡♣ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ g = u ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ φ = ∂νu ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rt❡① S0✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ u s❛t✐s✜❡s ✐♥
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✽

Ω0 ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿




∆u = S =

n∑

k=1

pk .∇ δCk
✐♥ Ω0 ,

∂νu = φ , u = g ♦♥ S0 .

✭✹✮

❋r♦♠ g ❛♥❞ φ ♦♥ S0✱ ✇❡ ✜rst ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt ua ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ u ✇❤✐❝❤ ✐s
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧ Ω0✱ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ∞✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥ S0 ❛❧❧ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s✳
❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ u ✐♥ Ω0 ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮✱ ❧❡t ua ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ S ✇✐t❤ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ R

3✿

ua(x) =

n∑

k=1

〈pk, x− Ck〉
4π |x− Ck|3

, x 6= Ck , ✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts 〈 , 〉 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ R
3 × R

3✳ ◆♦t❡ t❤❛t✿

∆ua = ∆u = S ✐♥ Ω0 ,

✇❤✐❧❡ ∆ua = 0 ✐♥ R
3 \ Ω0, ❛♥❞ lim

|x|→∞
|ua(x)| = 0 .

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r x ∈ Ω0 \ {Ck}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

u(x) = h(x) + ua(x) = h(x) +
n∑

k=1

〈pk, x− Ck〉
4π |x− Ck|3

,

❢♦r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ h ✐♥ Ω0✳
■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ ua ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ g ❛♥❞ φ ♦♥ S0 ❜②
❡①♣❛♥❞✐♥❣ u t❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱
❉❛✉tr❛② ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ ✷✵✵✵❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ u ❜❡✐♥❣ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞ ♦❢ S0✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐ts ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ S0 ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ua✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ g ❛♥❞ φ
♦♥ S0✳
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ua ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✭✺✮ ♦♥ S0✱ ❢r♦♠ n = 2 s♦✉r❝❡s C1 = (0.5, 0.5, 0.5), C2 = (0.5,−0.5,−0.4)
✇✐t❤ ♠♦♠❡♥ts p1 = (1, 1, 1), p2 = (−1, 1, 1)✳

✸✳✷ ❋r♦♠ ✸❉ t♦ ✷❉

●✐✈❡♥ ua✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ Ω0✿
✭❙P✮ ●✐✈❡♥ ua ♦♥ S0✱ ✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❞✐♣♦❧❛r s♦✉r❝❡s✱
t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s Ck ∈ Ω0 ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts pk ∈ R

3✱ s✉❝❤ t❤❛t ua s❛t✐s✜❡s ✭✺✮✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ u2

a ♦♥ ♣❧❛♥❡
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ Ω0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ❜❛❧❧ Ω0 ✐s s❧✐❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ P ♣❧❛♥❡s✱ Πp✱ p = 1, · · · , P ✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
s♦♠❡ ♣❧❛♥❡ Π ⊂ R

3✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s Πp ✇✐t❤ Ω0 ❛r❡ ❞✐s❦s Dp✱
✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝✐r❝❧❡s Tp ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s Πp ∩S0✮✳ ❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✾

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉❛t❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣✿ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❞❛t❛ ✭❛✮✱ ②✐❡❧❞✲
✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❝✮ ♦♥ t❤❡ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❍❛r✲
♠♦♥✐❝ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✿ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rt❡① S0 ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ua ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤♦s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ Ω0✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ P❧❛♥❡ ❙❡❝t✐♦♥s✳ Ω0 ✐s s❧✐❝❡❞ ✐♥t♦ ❞✐s❦s Dp ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s
Πp✳

st❡♣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ua ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥ S0✱ ❛♥❞
✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ Tp✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❇✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② (x1, x2, x3) t❤❡ ❈❛rt❡✲
s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ R

3✳ ❈❤♦♦s❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② Π = {x3 = 0} ✭t❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s
♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♦♥✮ ✇❤❡♥❝❡ Πp = {x3 = x3,p}✳ ❋♦r s♦♠❡
✜①❡❞ x3,p ∈ (−1, 1)✱ ❧❡t

x ∈ Tp : x = (x1, x2, x3,p) , rp =
√

1 − x2
3,p , z = (x1 + i x2)/rp , ✭✻✮

✇❤❡r❡ rp ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ Tp✱ ❛♥❞ z ∈ T ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛✣①
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ x ∈ Tp✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✵

❋r♦♠ ua ♦♥ Tp✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡
T ⊂ C ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

fp(z) = u2
a(x1, x2, x3,p) , ✭✼✮

❋♦r ✜①❡❞ p✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❝❡ ♦♥ T ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ C ❡①❝❡♣t ❛t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ n s♦✉r❝❡s Ck✱ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭t❤❛t ✇❡ st✐❧❧ ❝❛❧❧ fp✮ ❤❛s n s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ D ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s n
r❡❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✐s❦ D✮✳
■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② Ck = (x1,k, x2,k, x3,k)✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛✣① ❜② zk = x1,k + ix2,k✱ ❢♦r k = 1, . . . , n✳ ❆ss✉♠✐♥❣
zk 6= 0✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ✭✺✮✱ ✭✼✮✱ ❛t x ∈ Tp ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛✣① z ∈ T
t❤r♦✉❣❤ ✭✻✮✿

fp(z) =

[
n∑

k=1

ϕk,p(z)

(z − sk,p)3/2

]2

✭✽✮

✇❤❡r❡ sk,p ❛r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ D ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ Ck ❛♥❞ ϕk,p ❛r❡
s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ D✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ sk,p t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❛t ♦❢ Ck✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ sk,p ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ p✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ zk✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r ✜①❡❞ k✱ ✇❤❡♥ p ✈❛r✐❡s✱ t❤❡
q✉❛♥t✐t② rp |sk,p| ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ |zk|✱ ✇❤❡♥ x3,k = x3,p✱ ✐♥
t❤❡ s❧✐❝❡ p ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Ck✳
❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ✐♥ ❛ t✇♦ s♦✉r❝❡s ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚r✉❡ s♦✉r❝❡s C1, C2 ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s s1,p, s2,p✱ p =
1, · · · , P ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦ts ❢♦r♠ s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♥❡s lk ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✿
✸❉ ✈✐❡✇ ✭❧❡❢t✮✱ t♦♣ ✈✐❡✇ ✭r✐❣❤t✮✳

✸✳✸ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ✷❉ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐❝❡❞
❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ fp ♦♥ T ✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✮ ❛t ✜①❡❞ p✳
❋r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✽✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✷❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② tr✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Π✳ ❙❡❡ ❤♦✇❡✈❡r ❇ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ zk = 0✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✶

❼ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ✭n = 1✮✱ t❤❡♥ fp ✐s ❡①❛❝t❧② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ✐♥ D ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ s1,p✿

fp(z) =
ϕ2

1,p(z)

(z − s1,p)3
. ✭✾✮

❼ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭n ≥ 2✮✱ fp ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❡r♠s ✇✐t❤ ♣♦✇❡r 3/2 ❛t t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✭✽✮✮✳ ■♥
t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ sk,p ❛r❡ ❜♦t❤ ✭tr✐♣❧❡✮ ♣♦❧❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤♣♦✐♥ts ✭♦❢ ♦r❞❡r
3/2✮✸✳ ❨❡t✱ fp ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② T ❜② ❛ r❛t✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦❧❡s ✐♥ D✱ s❡❡ ❈ ❛♥❞ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt
❛♥❞ ❨❛tts❡❧❡✈✱ ✷✵✵✾❪✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❡st✐♠❛t❡s ŝk,p ♦❢ sk,p

❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ ✈❛❧✉❡s f̂p ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✭✼✮✳

❋✐♥❞✐♥❣ P❧❛♥❛r ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ŝk,p ≃ sk,p ❢r♦♠ ❈♦rt✐❝❛❧ ❉❛t❛ f̂p

✶✳ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

✷✳ ❋✐♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s s∗k,p ♦❢ sk,p✱ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ f∗p ♦❢ fp ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡❣r❡❡ ✭❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ n✮✳

✸✳ ■❢ n = 1 t❤❡♥ ŝk,p = s∗k,p✳

✹✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢♦r fp ❧✐♥❦❡❞ t♦ sk,p ❜② ✭✽✮ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s s∗k,p✱ ✜♥❞ ŝk,p ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭❣r❛❞✐❡♥t
❞❡s❝❡♥t✮ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

ŝk,p = ❛r❣ ♠✐♥sk,p

∥∥∥f̂p − fp

∥∥∥ .

❘❡♠❛r❦ ✶ ❚❤♦✉❣❤ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r n ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❣✉❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥ ♣♦✐♥t ✭✐✈✮✱ ‖ ‖ ✐s t❤❡ l2 ♥♦r♠ ♦♥ T ✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ fp ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r
❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥t✇✐s❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ T ✱ ♦r ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ua ♦♥ S0 ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳
❋r♦♠ t❤✐s ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱
❢♦r ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ fp ✐♥ D ✭s❡❡ ❈✳✷✮✱ t❤❛t ✇❡ st✐❧❧
❝❛❧❧ fp✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ st❡♣ ✭✐✐✮ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t P❧❛♥❛r ❙✐♥❣✉❧❛r✐t② ❉❡t❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧
s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s Π✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ s♦✉r❝❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ ❬▼❛r♠♦r❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛r♠♦r❛t
❛♥❞ ❖❧✐✈✐✱ ✷✵✵✹❪✮✳

✸❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣♦❧❡ ✭♦r ♣♦❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t②✮ ✐s t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❜r❛♥❝❤♣♦✐♥t ✐s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ s♦♠❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s log ♦r sq✉❛r❡✲r♦♦t✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✷

✸✳✹ ❋r♦♠ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t♦ s♦✉r❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
♠♦♠❡♥ts

●✐✈❡♥ ❛ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Π✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❡st✐✲
♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ŝk,p ♦❢ fp ✐♥ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✳ ❇✉t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷
t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts (rpsk,p)k,p ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛s ♠❛♥② ❧✐♥❡s lk ❛s t❤❡r❡ ❛r❡
s♦✉r❝❡s ✭k = 1 . . . n✱ s❡❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❣r❡❡♥ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳

✸✳✹✳✶ ❙♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❊❛❝❤ ❧✐♥❡ lk ✐s ✭❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ♠♦st s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡s Ck ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✿

✶✳ lk ❧✐❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ Hk ❞❡✜♥❡❞ ❜② Ck ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❧✐❝✐♥❣ ♣❧❛♥❡ Π✿ Hk ❝♦♥t❛✐♥s Ck ❛♥❞ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ Π❀

✷✳ lk ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦✉r❝❡ Ck✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ lk t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Hk ✭t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ S0 ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ Π✮
r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳

❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ♣♦✐♥ts rpŝk,p ✐♥t♦ n ❡st✐♠❛t❡❞ ❧✐♥❡s l̂k✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ n ❝❧❛ss❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❧✉st❡r❞❛t❛ t♦ t❤❡✐r ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ Ĥk

✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥ t❤❛t ♣❧❛♥❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ l̂k ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ lk✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡
♦❢ Ĥk ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥t ❆r❣ ẑk ♦❢ ❆r❣ zk✳ ❲❡ ❝❛♥
♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ |zk| ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❛s✿

|̂zk| = max
p∈1,...,P

{|rpŝk,p| ❛♠♦♥❣ rpŝk,p ∈ l̂k ⊂ Ĥk} .

❲❡ t❤❡♥ ❣❡t ẑk ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t p ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ max✱ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ Ĉk ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥ Π✳

✸✳✹✳✷ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r np ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ np × n ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ n s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼❛t❧❛❜✬s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧✉st❡r❞❛t❛ ✐s ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ n s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡s❡
np × n ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s Ĉk ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡
❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦✐♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ s♦ ❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ♦♥❧②
♦♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳
❖♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤✉s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋✐♥❞❙♦✉r❝❡s✸❉✱ ❛ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡
t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❛ss✐❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❘❘ ♥➦ ✼✼✵✹



❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✸

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼❊❊●✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❬●r❛♠❢♦rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❑②❜✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❝❛❧♣ ❧❡✈❡❧ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✶✷✽ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✮✱ ❛♥❞
❛❧s♦ ❛t t❤❡ ❝♦rt❡① ❧❡✈❡❧ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ♦♥ ❛ 642 ♣♦✐♥ts ♠❡s❤✮✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ st❡♣ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ 3✲❧❛②❡r ❤❡❛❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡ ❝♦rt❡①
❧❡✈❡❧ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❖♣❡♥▼❊❊●✱ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❞✐s♣❧❛②s ❢♦r t✇❡❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❞❡t❡❝t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s
t❤❡ ✸❉ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✽ ❞✐s♣❧❛②s tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✶
❞✐s♣❧❛②s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚♦♣ ✈✐❡✇s ♦❢ ✷❉ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t
❢♦r 12 ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s Π✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✱ ✼✱ ✽ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡st❛❜✐s❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✿
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✹

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ✸❉ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ❛❧❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❧❡❢t✮✱
❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s Ĉk ❢♦r ❛❧❧ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚r✉❡ ✈s ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✿ ❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭❧❡❢t✮✱ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛t❛ ✭r✐❣❤t✮✳

♣♦s✐t✐♦♥s ♠♦♠❡♥ts

❚r✉❡ s♦✉r❝❡s ✵✳✷✵✵✵ ✵✳✸✵✵✵ ✵✳✹✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✵✵✵ ✵✳✻✵✵✵
✲✵✳✸✵✵✵ ✲✵✳✷✵✵✵ ✵✳✹✵✵✵ ✵✳✶✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✽✵✵✵

❊st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✵✳✶✾✺✶ ✵✳✸✵✺✻ ✵✳✹✷✻✵ ✵✳✵✶✾✹ ✵✳✷✵✻✽ ✵✳✺✽✼✹
✭❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛✮ ✲✵✳✸✵✵✻ ✲✵✳✷✵✺✾ ✵✳✹✷✵✽ ✵✳✵✽✵✽ ✲✵✳✵✵✺✷ ✵✳✼✾✾✸

❊st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✵✳✶✾✶✼ ✵✳✷✼✾✼ ✵✳✹✶✻✵ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✷✺✼✾ ✵✳✺✺✻✸
✭❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛t❛✮ ✲✵✳✷✼✾✽ ✲✵✳✶✼✼✼ ✵✳✹✵✶✺ ✵✳✵✾✷✾ ✲✵✳✵✹✽✻ ✵✳✽✹✽✼

❊rr♦r ✵✳✵✵✹✾ ✲✵✳✵✵✺✻ ✲✵✳✵✷✻✵ ✲✵✳✵✶✾✹ ✲✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✶✷✻
✭❝♦rt✐❝❛❧ ❞❛t❛✮ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✺✾ ✲✵✳✵✷✵✽ ✵✳✵✶✾✷ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✵✼

❊rr♦r ✵✳✵✵✽✸ ✵✳✵✷✵✸ ✲✵✳✵✶✻✵ ✲✵✳✵✶✶✷ ✲✵✳✵✺✼✾ ✵✳✵✹✸✼
✭❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛t❛✮ ✲✵✳✵✷✵✷ ✲✵✳✵✷✷✸ ✲✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✼✶ ✵✳✵✹✽✻ ✲✵✳✵✹✽✼

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚r✉❡ ✈s ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛t❛s❡ts✳

❼ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Π✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦✉r❝❡ Ck

❧✐❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡Hk ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ s❧✐❝✐♥❣ ❛①✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳

❼ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❧✐♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
Π ✐♥t❡rs❡❝t ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✼✮✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✺

❼ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ s ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✽✮✳

❆s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡♥ ❛t t❤❡
❝♦rt✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛s❡ts ✭❢r♦♠
s❝❛❧♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✮ ♥❡❡❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ st❡♣ ❛♥❞ t❤✉s ❛❝❤✐❡✈❡s ❛
❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤✿
✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r
✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10% ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s ✭♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♠✮✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡
r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❊❊● ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❜② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♥✉♠❡r✐❝s✳
▼♦r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❆ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡s
✇❤✐❧❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦rt✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✸❉ t♦ ✷❉ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡s ✐s ♥♦t ②❡t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛t ♠❛♥② st❡♣s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤✐s ✉♥❦♥♦✇♥
♥✉♠❜❡r✿ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✷❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ r❡s✐❞✉❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✳ ✳ ✳❲♦r❦ ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss t♦
♠❛❦❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❆❦❛✐❦❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s
♥♦ ❧♦♥❣❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳
▼❛❣♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ▼❊● ✭♠❛❣♥❡t♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤②✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❛s
✇❡❧❧✱ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❊❊●✱ t❤❛t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♠♦♦t❤ ✸❉
❞♦♠❛✐♥s ❬❊❜❡♥❢❡❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❜✉t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❛rr② ♦✉t s✉❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s
❤❡r❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♦✉r❝❡✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬▲❡❜❧♦♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❣❡t ✷ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✼✵✹



❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✻

❆ ❉❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑②❜✐❝✱ ✷✵✵✼❪✱
♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❬❑②❜✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ u ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t σ∂νu✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✭r❡s♣✳ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t
❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
Si, i = 0, 1, 2 ②✐❡❧❞s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ u ✐♥ Ω1 ∪ Ω2✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∂νu = 0 ♦♥ S2 ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✲✸✮ ❛r❡ ❛❧❧ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② s❛②✐♥❣
t❤❛t X ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ♦♣✲
❡r❛t♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐① H✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ u ♦♥ K ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ✏♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦♣❡r❛t♦r✑ M ✱ s✉❝❤ t❤❛t M X r❡♣r❡s❡♥ts uK ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ K✳ ■❞❡✲
❛❧❧② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✜♥❞ X s✉❝❤ t❤❛t M X = uK ❛♥❞ HX = 0✱ ❜✉t t❤❡
✐❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛❦❡s ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡
s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡❡❦s X ❜❡✲
❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ H s♦❧✈✐♥❣

❛r❣ ♠✐♥X∈KerH‖M X − uK‖2 + λ‖RX‖2 .

❚❤❡ ♥♦r♠s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ l2 ♥♦r♠s✱ λ ✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✱ ❛♥❞ R ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❖♥❝❡ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❡r X ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ X t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ u ❛♥❞ σ∂νu ♦♥ S0✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✷ s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ ✇❛s ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ ✻✹✷ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ✶✷✽ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♦✉t❡r s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡ S1 ❛♥❞
❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ S0✳
◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❛s ✐♥ ❬❆t❢❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛♥❞ r♦❜✉st ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
✐ss✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❬❉❛✉tr❛② ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ ✷✵✵✵❪✳

❇ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✸❉ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✷❉ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s

❈❤♦♦s❡ ❛ ✜①❡❞ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Π✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋♦r x ∈ Tp ❛♥❞ z ∈ T ❣✐✈❡♥
❜② ✭✻✮✱ ❧❡t ✉s ❡st❛❜❧✐s❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❢♦r fp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ u2

a ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✼✮✱ ✇❤❡r❡ ua ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ hk,p = x3,p − x3,k✱

|x− Ck|2 = (x1 − x1,k)2 + (x2 − x2,k)2 + (x3,p − x3,k)2

= |rpz − zk|2 + h2
k,p ,

t❤✉s✿

|x− Ck|2 = (rpz − zk)(rpz̄ − z̄k) + h2
k,p = (rpz − zk)

(rp
z

− z̄k

)
+ h2

k,p

❜❡❝❛✉s❡ z̄ = 1/z ❢♦r z ∈ T ✭✉s❡ t❤❛t |z|2 = zz̄ = 1✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✜rst t❤❛t zk 6= 0✱
✇❡ ❣❡t

(rpz − zk)
(rp
z

− z̄k

)
+ h2

k,p = −rpz̄k

z

(
z2 −

h2
k,p + |zk|2 + r2p

rpz̄k
z +

zk

z̄k

)
.
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✼

▼❡❛s✉r❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦♥ s❝❛❧♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦♥ s❝❛❧♣ s✉r❢❛❝❡ S2

❊st✐♠❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦♥ s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡ S1 ♦♥ s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡ S1

❊st✐♠❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦♥ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ S0 ♦♥ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ S0

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦rt✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
✶✷✽ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ t❤❡ ❈♦rt✐❝❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥ ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐s
♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧♣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧❡ss s❤❛r♣ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧♣ ❛♥❞
s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡s ✭t♦♣ r✐❣❤t ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ r✐❣❤t✮ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rt❡①✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r x ∈ Tp✱ |x − Ck|2 ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ T ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ D ❜②✿

−rp z̄k

z
(z − sk,p)(z − σk,p) ,

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk = sk,p ∈ D ❛♥❞ σk = σk,p ∈ D ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭Ck ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
zk✱ hk,p ❛♥❞ rp✮ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s✿

σk,p =
zk

z̄ksk,p
❛♥❞

sk,p =
zk

2|zk|2rp

(
h2

k,p + r2p + |zk|2
√

(h2
k,p + (rp + |zk|)2)(h2

k,p + (rp − |zk|)2)
)
.
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✽

❆❧s♦✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❧✐❝❡ ✐♥❞❡① p = 1, · · · , P ✱

|sk,p| |σk,p| = 1 ❛♥❞ ❛r❣ sk,p = ❛r❣σk,p = ❛r❣ zk . ✭✶✵✮

❲✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✮✱ sk,p ✐s t❤❡ r♦♦t ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t sk,p ∈ D ✇❤✐❧❡ σk,p ∈ D✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦

fp(z) =

n∑

k=1

ϕ2
k,p(z)

(z − sk,p)3
+ 2

n∑

k,j=1

k 6=j

ϕk,p(z)ϕj,p(z)

(z − sk,p)3/2(z − sj,p)3/2
, ✭✶✶✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t fp ❛❞♠✐ts t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ✐♥ D✳ ❙❡❡ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ϕk,p ❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡①♣♦s❡s t✇♦ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ sk,p ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ck✿

✶✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r sk,p ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ p✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ zk✳ ■♥ ❛♥② s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ s♦✉r❝❡s
✭t❤❛t ✐s ✐❢ zk 6= zj ❢♦r k 6= j✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❤♦❧❞s✮✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s✿

❼ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s n✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s♦✉r❝❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉✲
♠❡♥t ♦❢ sk,p✱ ❛s k ❛♥❞ p ✈❛r②❀

❼ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ ✐♥❞❡① k0✱ t♦ tr❛❝❦ sk0,p ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ sk,p ✐♥ ❛♥② s❧✐❝❡
p ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ sk0,p ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ p✮❀

❼ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ zk0
✳

✷✳ ❲❤❡♥ p ✈❛r✐❡s ✭❢♦r x3,p ∈ (−1, 1)✮✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ rp sk,p ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝❛❧❧② ❢♦r x3,p < x3,k ✭❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❢♦r x3,k < x3,p✮✱ ❛♥❞
❛tt❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ x3,k = x3,p ♦r hk0,p = 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♦♥❡
❤❛s rp |sk0,p| = |zk0

|✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ |zk0
|✱

✇❤❡♥❝❡ ✜♥❛❧❧② zk0
✳

❆❧s♦✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t pk = (p1,k, p2,k, p3,k) ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ̺k = p1,k + ip2,k✱ ✇❡
❣❡t ❢r♦♠ ✭✺✮ t❤❛t✿

ϕk,p(z) =
1

8π

¯̺k

(rpz̄k)3/2

√
z

(σk,p − z)3/2
π2,k,p(z)

❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥D ❛♥❞ π2,k,p ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✿

π2,k,p(z) = rpz
2 + 2

p3,khk,p − ❘❡ (zk ¯̺k)

¯̺k
z +

̺k

¯̺k
rp .

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r zk = 0 ✭t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ Ck ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s✮✱ t❤❡♥ |x−Ck|2 = r2p +h2

k,p ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ ✭✽✮
❜❡❝♦♠❡s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❢♦r♠ π2,k,p(z)/z ❢♦r t❤❡
❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s π2,k,p✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp t♦ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✭❞♦✉❜❧❡✮ ♣♦❧❡ ✐♥ D ❛t ✵✱ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❧❛♥❛r s❡❝t✐♦♥ p✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✶✾

r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ π2,k,p ✐s ❡q✉❛❧ t♦ − 2p3,k

¯̺k rp
hk,p✳ ■❢ p3,k 6= 0✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ t❤❡s❡ r♦♦ts st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① p s✉❝❤ t❤❛t hk,p = 0✱ ❛♥❞ t♦
✜♥❛❧❧② ❧♦❝❛t❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② Ck✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ zk = 0 ❛♥❞ p3,k = 0
❤♦✇❡✈❡r ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Π✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
s❡✈❡r❛❧ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

❈ ❇❡st ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡s

❈✳✶ ❇❡st ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ fp ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ T ✱ t❤❡ sk,p ✐♥ D✱ k = 1, ..., n
❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ T ✱ ✇✐t❤ ♣♦❧❡s ✐♥ D✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ♣♦❧❡s s∗k,p ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
sk,p ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp✳
▲❡t ✉s ✜rst ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❡st q✉❛❞r❛t✐❝ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦t❤ ❛s
❜r❛♥❝❤♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛s tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s ♦❢ fp✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡✱ ✇❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t fp

✐s ❡①❛❝t❧② ❛ ❞❡❣r❡❡ ✸ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② sk,p ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ tr✐♣❧❡
♣♦❧❡✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s♦ s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t
♣♦❧❡s ❧✐♥❡s ♣❛ss ♥❡❛r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ✇✐t❤ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s✳
❲❡ ❞❡✜♥❡Rm t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Rm ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥m ♣♦❧❡s ✐♥ D✿

Rm =
πm

qm
✱ ✇❤❡r❡ πm ❛♥❞ qm ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s✉❝❤ t❤❛t deg πm < deg qm ≤ m✱

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ③❡r♦❡s ♦❢ qm ❜❡❧♦♥❣ t♦ D✳
❆ ❜❡st q✉❛❞r❛t✐❝ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t t♦ fp ✐♥ Rm ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ R∗

m ∈ Rm✱
✈❡r✐❢②✐♥❣✿

‖fp −R∗
m‖ = min

Rm∈Rm

‖fp −Rm‖ , ✭✶✷✮

❢♦r t❤❡ L2(T ) ♥♦r♠✱ s❡❡ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ R∗

m ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❪✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛s✲
♣❡❝ts✱ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❝❤✉r
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❬▼❛r♠♦r❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ R∗

m ✐s ♠❛❞❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❬▼❛r♠♦r❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳
●❡♥❡r❛❧❧② ❛♥❞ ♣r♦♣❡r❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s fp ∈ L2(T )✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❧❛ss Rm s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✏♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝✑ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ m ♣♦❧❡s
✐♥ D✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ πm

qm
❛♥❞

♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ h ✏❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝✑ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✏❛♥❛❧②t✐❝✑✮ ✐♥ D ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ D ❜✉t ♠❛② ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ♦✉ts✐❞❡ D✮✳ ❇❡❝❛✉s❡

πm

qm
+ h =

πm + hqm
qm

,

✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❋✉rt❤❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r fp ❤❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦♥❧② ✐♥ D ❛♥❞ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ C \D ✭❛♥❞
✈❛♥✐s❤❡s ❛t ∞✮✱ ✐ts ❜❡st ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ✐ts ❜❡st r❛t✐♦✲
♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✇✐t❤ ♣♦❧❡s ✐♥ D✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❈✳✷ ❤♦✇
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✵

t♦ ❣❡t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ fp✱ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ C\D✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
♦❢ fp ✐♥ D ❜✉t ❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦✉ts✐❞❡ D✳

❈✳✷ ✷❉ ❆♥❛❧②t✐❝ Pr♦❥❡❝t✐♦♥

❖❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❇ t❤❛t fp ♣♦ss❡ss❡s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❜♦t❤ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t
❞✐s❦✱ t❤❛t ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡s Ck✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭✶✵✮✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ♦❢ fp ✐♥ D ❜✉t ❛❧s♦
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥❡s σk,p ✭❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ϕk,p✮ ♦✉ts✐❞❡ D✳ ❋✐rst✱ t❤❡s❡ ❛r❡
❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ✭✶✵✮✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❛t❛ ♦♥ T r❡q✉✐r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② T ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts✱ t❤❛t ❛❧s♦ ♣♦ss❡ss str♦♥❣ r♦❜✉st♥❡ss
♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳ ❲❡ t❤✉s ❝❤♦♦s❡ t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ♦❢ fp

t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❦ D✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ σk,p ♦✉t✳
■t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✽✮ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ T ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦♥❡
♦❢ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ T ✳ ❚❤✉s ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s♣❛❝❡ L2(T )
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ sq✉❛r❡ s✉♠♠❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦♥ T ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
✉♥✐q✉❡❧② ✇r✐tt❡♥ ♦♥ T ❛s t❤❡ s✉♠ fp = F + Fo✱ ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ fp ✐♥ C \ D ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ∞✱ ✇❤✐❧❡ Fo ✐s ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♥ D✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ F ❛♥❞ Fo r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❍❛r❞② ❝❧❛ss❡s ♦❢ C \D ❛♥❞ ♦❢ D✱
t❤❡✐r tr❛❝❡s ♦♥ T ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ L2(T ) ❬❘✉❞✐♥✱ ✶✾✽✼❪✳ ❚❤❡ ❍❛r❞②✲❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s
H2

−✱ r❡s♣✳ H
2
+ ❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ C\D ✭✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t ∞✮✱ r❡s♣✳

❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ D✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L2(T ) ♥♦r♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ L2(T ) ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ r❡s♣✳ ♦❢ str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ F ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ fp ♦♥
T ✿

fp(e
iθ) =

∑

l∈Z

Fl e
ilθ ,

∑

l∈Z

|Fl|2 <∞

⇒ F (z) = (P−fp)(z) =
∑

l<0

Fl z
l , |z| ≥ 1 , ✭✶✸✮

✐❢ P− ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✏❛♥t✐✲❛♥❛❧②t✐❝✑ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ L2(T ) ♦♥t♦ H2
−✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t fp ❛♥❞ F s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ D
✇❤✐❧❡ F ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦✉ts✐❞❡D✱ s✐♥❝❡ F ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
t♦ ✭✽✮✱ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs✱ ❜✉t ♥✉♠❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞
❛♠♦♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ✭♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦❧❡s ✐♥ D✳
❲❡ s❤❛❧❧ t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✸✱ t❤❛t fp ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ C \D✱ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ∞✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

❈✳✸ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❙✐♠♣❧❡ P♦❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙✐♥❣✉❧❛r✐✲
t✐❡s ❛♥❞ ❙♦✉r❝❡s

■❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ m ✐s ♥♦t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧② ❣✐✈❡♥✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r ♦♥ T ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✐♥ ✭✶✷✮✮ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✱ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r m ≃ 3n✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ fp ✐♥ D
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✶

❋♦r s✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t R∗
m ✐ts❡❧❢ ✭t❤❛t t❤❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❢♦r m ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r t♦
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❡✣❝✐❡♥t✮✳
■♥ s❡❝t✐♦♥s p ❝❧♦s❡ t♦ Ck✱ fp ✐s ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♣♦❧❡s ❛t (sk,p)✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r m ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t②♣✐❝❛❧❧② m ≥ 3n✱ t❤❡ m ♣♦❧❡s ♦❢ R∗

m

♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ (sk,p) ✭s❡❡ Pr♦♣❡rt② ✭P✮✱ ❈✳✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡② s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣❛❝❦❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s♦✉r❝❡s✳
❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✕✶✷ ✇❤❡r❡ m = 1, 2 ❛♥❞ ✸ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s ❝❛s❡s
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 2 s♦✉r❝❡s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✶✳✷✳ ❋♦r k = 1, 2 ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ p✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s (rp sk,p) ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❞✐s❦s Dp ❛s ❣r❡❡♥ ❞♦ts ✇❤❡r❡❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ r❡❞
❞♦ts✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦✉r❝❡s C1✱ C2✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ✶ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ✷ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ✸ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s

❈✳✹ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❚r✐♣❧❡ P♦❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙✐♥❣✉❧❛r✐✲
t✐❡s ❛♥❞ ❙♦✉r❝❡s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ ❛t r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r ❛t tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s
♦❢ fp✱ ❢r♦♠ ✭✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts
✇✐t❤ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s✳
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✷

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ✭n = 1✮✱ t❤❡♥ ✭✽✮ ✐s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t fp ✐s ❛
r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ✐♥ D✱ s❡❡ ✭✾✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐ts ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ✐♥D s❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ fp ✐ts❡❧❢✳ ❲❤❡♥❡✈❡r
n > 1✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♥❝❡ fp ❛❞♠✐ts t❤❡ sk,p ❜♦t❤
❛s tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣♦❧❡s
❞♦♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥❝❡ ✐ts ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✇✐t❤ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ sk,p✳
❚❤❡s❡ ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts ✇✐t❤ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s ✐♥ D ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s R∗

3m =
π3m/q

3
m ∈ R3m t❤❛t s❛t✐s❢② ✭✶✷✮✱ ✇❤❡r❡ π ❛♥❞ q ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s✉❝❤ t❤❛t

deg qm ≤ m✱ deg π3m < 3m✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ m = n ✐s
❡♥♦✉❣❤✳
❆❣❛✐♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ fp ✐s ♥♦t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐t ❛❞♠✐ts ♣♦❧❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✲
♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡✮✱ ✐t ✐s ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮ ❝❧♦s❡ t♦ r❛t✐♦♥❛❧s ♦❢ R3

✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ✭m = 1✮✱ ✐♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s p ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
(Ck)✱ ❡✈❡♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤❡♥ n > 1✳
❋♦r s✉❝❤ ❞❛t❛ fp✱ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R3 ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡✱ s❛②
t✱ ✐♥ D✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t✱ s❡❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭P✬✮✱ ❈✳✻✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts R∗

3m ♣♦ss❡ss ❛♥ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt②✿
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ s✐♥❣❧❡ ✭m = 1✮ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ s❡✈❡r❛❧
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s sk,p ✐♥ D✱ ❤❡♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s (Ck) ✭n ≥ 1✮✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣ p✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥ t❤❡ s❧✐❝❡ p ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡ Ck✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ s∗p ♦❢ R∗

3 ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② sk,p✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡
♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❋✐❣✉r❡s ✶✵✕✶✷✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts✱
❣r❡❡♥ ❞♦ts s❤♦✇ t❤❡ ❦♥♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞♦ts
s❤♦✇ t❤❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r
❜♦t❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❧✐♥❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ ❧✐♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❧✐♥❡s ❛s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧❡ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❧♦s❡ t♦ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❧✐♥❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ✶ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✸

❈✳✺ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❙✐♠♣❧❡ P♦❧❡s ♦❢ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛♥ts

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
t❤❡ ♣♦❧❡s✳
■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ fp ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ RN ♦❢ RN ✱ t❤❡♥ ✐ts ❜❡st
r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t R∗

m ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ fp ❢♦r m ≥ N ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r♦❜✉st ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✭P✮ ❜❡❧♦✇✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r n ≥ 2✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp

❤❛s ♣♦❧❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤♣♦✐♥ts ✐♥ D✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡
❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r qm ♦❢ R∗

m ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡q✉❛❧ t♦ m✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣❡r m✳ Pr♦♣❡rt② ✭P✮
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt✱ ✶✾✽✻✱ Pr♦♣✳ ✺❪✿
✭P✮ ❲❤❡♥❡✈❡r fp ✐s ❝❧♦s❡ ✭✐♥ L2(T )✮ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ RN ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧❡s
♦❢ R∗

m ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ RN ✱ ❛s m ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❋✉rt❤❡r✱ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r② ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❛♥❞ ❨❛tts❡✲
❧❡✈✱ ✷✵✵✾❪ ❛ss❡rt t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❛❞✲
♠✐ts ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣♦❧❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤♣♦✐♥ts ✐♥ D ❛♥❞ ❤❛s ❛ s♠♦♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♥❡❛r T ✮✱ t❤❡ m ♣♦❧❡s ♦❢ R∗

m ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭✐♥ s♦♠❡ ✇❡❛❦ s❡♥s❡✮ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
(sk) = (sk,p) ♦❢ fp ❛s m ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✇❤❡r❡✱ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ✐♥❞❡① p
✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✮✳
❋♦r n = 2✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ R∗

m

✇✐❧❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡ s1 ❛♥❞ s2 ✭t❤❡ ♣♦❧❡s ✇✐❧❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✏♥❡❛r✑ s1 ❛♥❞
s2✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣♦❧❡s st❛② ❛✇❛② ❢r♦♠ s1✱ s2 ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝ ♦❢
❝✐r❝❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ T ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r n = 2✱ fp ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

fp(z) = R6(z) +R2(z)

∫ s2

s1

dt

(z − t)
√

(t− s1)(s2 − t)
,

❢♦r r❛t✐♦♥❛❧s R2 ∈ R2 ❛♥❞ R6 ∈ R6 ✇✐t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡s ❢♦r R2

❛♥❞ t✇♦ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡s ❢♦r R6✱ ❛t s1 ❛♥❞ s2✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛r❛t❝❤❛rt ❛♥❞
❨❛tts❡❧❡✈✱ ✷✵✵✾❪ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛♥ts✳

❈✳✻ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❚r✐♣❧❡ P♦❧❡s ♦❢ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛♥ts

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✿
✭P✬✮ ❋♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fp✱ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♦❢ R3 ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ t ∈ D✱
t❤❡♥ t❤❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ t∗ ♦❢ ✐ts ❜❡st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t R∗

3 ✭✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡
♣♦❧❡ ✐♥ D✮ ❛♥❞ t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
Pr♦♣❡rt② ✭P✬✮ ✐s ❛ r❡st❛t❡♠❡♥t ♦❢✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ▲❡t R3(z) = π(z)/(z − t)3 ❜❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R3 ✇✐t❤ ❛
tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ t ∈ D✱ str✐❝t❧② ♣r♦♣❡r ✭❞❡❣π < 3✮✱ ❛♥❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭π(s) 6= 0✮✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts K > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ R̃3(z) = π̃(z)/(z − b)3 ✇✐t❤
❛ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ b ∈ D✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✿ |t − b| ≤ K‖R3 − R̃3‖✱
❢♦r t❤❡ L2(T ) ♥♦r♠✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✐❢ ‖fp − R3‖ ≤ ǫ ✭✐♥ L2(T ) ♥♦r♠✮✱ ❢♦r s♦♠❡ ǫ > 0
❛♥❞ R3 ∈ R3 ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡ t ✐♥ D✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
|t − t∗| < Kǫ✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ▲❡t R = π/q✱ ❛♥❞ R̃ = π̃/q̃✱ ❜❡ t✇♦ ♣r♦♣❡r r❛t✐♦♥❛❧
✭✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2(T )✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ π, q, π̃, q̃ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛♥❞
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❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✹

t❤❡ r♦♦ts ♦❢ q ❛♥❞ q̃ ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦ D ✭q ❛♥❞ q̃ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏st❛❜❧❡✑
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✳
❙t❡♣ ✶ ❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦

d(R, R̃) =

∥∥∥∥
π

q
− π̃

q̃

∥∥∥∥

✭L2(T ) ♥♦r♠✮✳ ■❢ n ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ q̃✱ ♣✉t ˇ̃q(z) = znq̃(1/z̄) ❢♦r ✐ts r❡❝✐♣r♦❝❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡♥ q̃/ˇ̃q ❤❛s ♠♦❞✉❧✉s 1 ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡✿

d(R, R̃) =

∥∥∥∥
π

q

q̃
ˇ̃q

− π̃
ˇ̃q

∥∥∥∥ .

❋r♦♠ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ L2(T ) ✐♥t♦ ❍❛r❞② s♣❛❝❡s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❬❘✉❞✐♥✱ ✶✾✽✼❪✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ P−(π̃/ˇ̃q) = 0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ π̃/ˇ̃q ❜❡❧♦♥❣ t♦
C \D✳
✇❡ ❣❡t t❤❛t✿

d(R, R̃) ≥
∥∥∥∥P−

(
π

q

q̃
ˇ̃q

)∥∥∥∥ . ✭✶✹✮

❘❡♠❛r❦ ✷ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✹✮ ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r ♦❢
q̃✳

❙t❡♣ ✷ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ R ∈ R3 ❛♥❞ R̃ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣❧❡ ♣♦❧❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t t ∈ D✱ ❛♥❞ ❛♥❞ ❛t b ∈ D✱ t❤❡♥ q(z) = (z − t)3✱ q̃(z) = (z −
b)3✱ ˇ̃q(z) = (1 − b̄z)3✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①♣❛♥❞ π(z)q̃(z) ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ (z− t) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✿

P−

(
π

q

q̃
ˇ̃q

)
= P−

(
1

(1 − b̄z)3

(
A1

z − t
+

A2

(z − t)2
+

A3

(z − t)3

))
✭✶✺✮

✇✐t❤

A1 = 3π(s)(t− b) + 3π′(t)(t− b)2 + π′′(t)(t− b)3/2 ,

A2 = 3π(s)(t− b)2 + π′(t)(t− b)3 , A3 = π(t)(t− b)3 .

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ♥♦✇ 1/ˇ̃q ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ z = t ✐♥ D✱ ✇❡ ❣❡t✿

1
ˇ̃q(z)

=
1

(1 − b̄z)3
=

1

(1 − b̄s)3

(
1 +

3b̄(z − t)

1 − b̄t
+

6b̄2(z − t)2

(1 − b̄t)2

)
+O((z−t)3) .

❚❤❡ P− ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✺✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

P−

(
1

(1 − b̄z)3
1

z − t

)
= α

z−s ,

P−

(
1

(1 − b̄z)3
1

(z − t)2

)
= α

(z−t)2 + β
z−t ,

P−

(
1

(1 − b̄z)3
1

(z − t)3

)
= α

(z−t)3 + β
(z−t)2 + γ

z−t ,

✇❤❡r❡

α =
1

(1 − b̄t)3
, β =

3b̄

(1 − b̄t)4
, γ =

6b̄2

(1 − b̄t)5
.

❘❘ ♥➦ ✼✼✵✹



❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✺

❚❤✉s✿

P−

(
π

q

q̃
ˇ̃q

)
= Φt,b(z) = (t− b)

Nt,b(z)

(z − t)3
= (t− b)Ψt,b(z) ,

✇❤❡r❡ Φt,b✱ Ψt,b ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ Nt,b ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷✱ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠✿

Φt,b(z) =
αA3

(z − t)3
+
αA2 + βA3

(z − t)2
+
αA1 + βA2 + γA3

z − t
.

❯s✐♥❣ ✭✶✹✮✱ ✇❡ t❤✉s ❣❡t✿
d(R, R̃) ≥ ‖Φt,b‖ .

◆♦t❡ t❤❛t Φt,b✱ Ψt,b✱ ❛♥❞ Nt,b ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ b ∈ D✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r b = t ∈ D✿

Φt,t(z) = 0 , Ψt,t(z) =
3π̃(t)

(1 − |t|2)3
1

z − t
.

❙t❡♣ ✸ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ L2(T ) ♥♦r♠s ♦❢ Φt,b ❛♥❞ Ψt,b ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ b✱ ❛♥❞ ♣✉t

φ(b) = ‖Φt,b‖ , ψ(b) = ‖Ψt,b‖ , ✇❤❡♥❝❡ φ(b) = |t− b|ψ(b) .

❋r♦♠ ✭✶✹✮✱ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❛t

d(R, R̃) ≥ φ(b) .

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t φ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ b ∈ D✳ ❋✉rt❤❡r✱ φ ❛♥❞ ψ ❛❞♠✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❞✐s❦ D✱ ❛♥❞ ψ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ♦♥ D✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t |b| = 1 ❛♥❞ bn ∈ D✱ bn → b✳
❚❤❡♥✱ ∀z ∈ D✱ q̃n(z)/ˇ̃qn(z) = (z−bn)3/(1− b̄nz)3 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t −b3✱
✇❤❡♥❝❡ (πq̃n)/(q ˇ̃qn) → −b3π̃/q̃ ✐♥ L2(T )✳ ❙✐♥❝❡ P−(π/q) = π/q = R ✭❜❡❝❛✉s❡
Rm ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❍❛r❞② ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥
C \D ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t φ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡①t❡♥❞s t♦ T ❛♥❞ t❤❛t
φ(b) = ‖R‖, ∀b ∈ T ✳ ❍❡♥❝❡✱ ψ ❛❧s♦ ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ T ❛♥❞
ψ(b) = ‖R‖/|t− b|, ∀b ∈ T ✳

❙t❡♣ ✹ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
K ′ ≥ 0 ✐♥ D ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t b0 ∈ D✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t❤❛t K ′ > 0✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ′ = 0❀ t❤❡♥ ψ(b0) = 0 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s φ(b0) = 0✳
❚❤❡♥ b0 /∈ T ✱ s✐♥❝❡ φ|T = ‖R‖✳ ❇✉t ✐❢ b0 ∈ D✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② b0 = t✱
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✐♥ D ✇❤❡r❡ φ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❢r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡∥∥∥ 1

z−t

∥∥∥ = (1 − |t|2)− 1

2 ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ψ(t) = 3|π̃(t)|(1 − |t|2)− 7

2 ✳ ❇❡❝❛✉s❡ R = π/q ✐s

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ t❤❡♥ π(t) 6= 0✱ s♦ ψ(t) 6= 0✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
K ′ > 0✳

❙t❡♣ ✺ ❚❤✉s ψ(b) ≥ K ′ > 0 ✇❤❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ K = 1/K ′✱ φ(b) ≥ |t− b| ❛♥❞✿

|t− b| ≤ Kφ(b) ≤ Kd(R, R̃) ,

✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇✐t❤ R3 = R✳ �

❘❡♠❛r❦ ✸ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ α, β, γ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❞✐st❛♥❝❡✿

∃K0 > 0,

∣∣∣∣
t− b

1 − b̄t

∣∣∣∣ ≤ K0φ(b) ≤ K0d(R, R̃) .

❘❘ ♥➦ ✼✼✵✹



❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✻

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆✳ ❇❡♥ ❆❜❞❛✱ ❋✳ ❇❡♥ ❍❛ss❡♥✱ ❏✳ ▲❡❜❧♦♥❞✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼❛❤❥♦✉❜✳ ❙♦✉r❝❡s r❡❝♦✈❡r②
❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛✿ ❛ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤②✳ ▼❛t❤✳ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✹✾✿✷✷✶✸✕✷✷✷✸✱ ✷✵✵✾✳

●✳ ❆❧❡ss❛♥❞r✐♥✐✱ ▲✳ ❘♦♥❞✐✱ ❊✳ ❘♦ss❡t✱ ❛♥❞ ❙✳ ❱❡ss❡❧❧❛✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡
❝❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✺✿✶✷✸✵✵✹ ✭✹✼♣♣✮✱
✷✵✵✾✳

❇✳ ❆t❢❡❤✱ ▲✳ ❇❛r❛t❝❤❛rt✱ ❏✳ ▲❡❜❧♦♥❞✱ ❛♥❞ ❏✳❘✳ P❛rt✐♥❣t♦♥✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ❡①tr❡♠❛❧
❛♥❞ ❈❛✉❝❤②✲▲❛♣❧❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧✳ ❏✳ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✻✿✶✼✼✕✷✵✸✱ ✷✵✶✵✳

❆✳ ❊❧ ❇❛❞✐❛✳ ■♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❜② ❜♦✉♥❞❛r②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✶✿✶✹✽✼✕✶✺✵✻✱ ✷✵✵✺✳

❆✳ ❊❧ ❇❛❞✐❛ ❛♥❞ ❚✳ ❍❛✲❉✉♦♥❣✳ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✶✻✿✻✺✶✕✻✻✸✱ ✷✵✵✵✳

▲✳ ❇❛r❛t❝❤❛rt✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r L2 ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✳ ■✳▼✳❆✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤✳ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✸✿✽✾✕✶✵✶✱ ✶✾✽✻✳

▲✳ ❇❛r❛t❝❤❛rt ❛♥❞ ▼✳ ❨❛tts❡❧❡✈✳ ▼❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❈❛✉❝❤②
tr❛♥s❢♦r♠s ✇✐t❤ ♣♦❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ▼❛t✳ ❙❜✳✱ ✷✵✵✿✸✕✹✵✱ ✷✵✵✾✳

▲✳ ❇❛r❛t❝❤❛rt✱ ▼✳ ❖❧✐✈✐✱ ❛♥❞ ❋✳ ❲✐❡❧♦♥s❦②✳ ❖♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
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