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❆❜str❛❝t✳ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝✐✲
❡♥❝❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛sts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤✐❝
♦r ❛✐r q✉❛❧✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■t ❛✐♠s t♦ s♦❧✈❡
❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠✬s st❛t❡✱ ♥❛♠❡❞ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ r❡❝♦✈❡r
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜②
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤
❛s s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ✜rst q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦✐s❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
✐♠❛❣❡s ❞✐s♣❧❛② ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡①t❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞
❜② ❝❧♦✉❞s✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❝❡❛♥ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜②
t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❣r♦✉♣s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✱✽❪✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r
❣r✐❞ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ♦♥❡✳ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② t♦ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳
■❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❬✶✵❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✾❪ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ✈❛❧✐❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱
✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❬✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❜❡❝♦♠❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏✐♥♣❛✐♥t✲
✐♥❣✑ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❧♦s❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❧✐♥❡s ❬✻❪✱
❛♥❞ ❡✈❡♥✱ t♦ r❡❝♦✈❡r ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ❜② ❞✐✛✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❡①t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❬✹✱✺✱✼✱✶✶✱✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✐t❤❡r s♣❛t✐❛❧
♦r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿



t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦✈❡r
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛✲
t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐ss✉❡
♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s♣❧❛②s r❡s✉❧ts ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡♠
♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✳

✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣

▲❡t X ❜❡✐♥❣ ❛ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ x ✭x = (x, y) ❢♦r
✷❉ ✐♠❛❣❡s✮ ❛♥❞ t✐♠❡ t✳ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ A = Ω × [0,T]✱ Ω ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞
s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ [0,T] t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ X ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

∂X

∂t
(x, t) +▼(X)(x, t) = Em(x, t) ✭✶✮

▼✱ ♥❛♠❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❆s ▼ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛ ♠♦❞❡❧

❡rr♦r Em ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s Y(x, t)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x ❛♥❞ ❞❛t❡ t ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤ ❛♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

Y(x, t) = ❍(X(x, t)) + EO(x, t) ✭✷✮

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r EO s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❍ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r ❛t t = 0✿

X(x, 0) = Xb(x) + Eb(x) ✭✸✮

✇✐t❤ Xb ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ Eb t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r✳
Em✱ EO ❛♥❞ Eb ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦✲

✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Q✱ R ❛♥❞ B ❬✶✸❪✳

✷✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞



❤❛s t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✑ ♦❢ ✹❉✲❱❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✜rst t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦♥ ♣❡r❢❡❝t ♠♦❞❡❧✳

E(X) =
1

2

∫

A

(

∂X

∂t
+▼(X)

)T

(x, t)Q−1(x, t)

(

∂X

∂t
+▼(X)

)

(x, t)dxdt

+

∫

A

(Y −❍(X))
T

(x, t)R−1(x, t) (Y −❍(X)) (x, t)dxdt

+

∫

Ω

(

X(x, 0) − Xb(x)
)T

B−1(x)
(

X(x, 0) − Xb(x)
)

dx

✭✹✮

Em✱ EO ❛♥❞ Eb ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ E r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❣✲❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✱ ♥❛♠❡❞ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿

λ(x,T) = 0 ✭✺✮

−
∂λ

∂t
+

(

∂▼

∂X

)

∗

λ =

(

∂❍

∂X

)

∗

(x, t)R−1 (Y −❍(X)) (x, t) ✭✻✮

X(x, 0) = Bλ(x, 0) + Xb(x) ✭✼✮

∂X

∂t
+▼(X) = Qλ(x, t) ✭✽✮

❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t✐♠❡ T ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✮✱ λ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ✭✻✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs

❞❡♥♦t❡❞ ❜②

(

∂▼

∂X

)

∗

❛♥❞

(

∂❍

∂X

)

∗

t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢
∂▼

∂X

❛♥❞
∂❍

∂X
✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✕✽✮✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❙②st❡♠✱ ✐s ❤♦✇❡✈❡r

♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s
✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ t❤✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞
✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❛t ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳

✸ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s (W q)T ✿ W = (u v)T ✐s t❤❡ ♠♦t✐♦♥
✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ q ✐s ❛ tr❛❝❡r t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱▼ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ (▼W ▼q)T ✱ ✇✐t❤▼W ❛♥❞▼q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ W ❛♥❞ q✳ ❆ st❛t✐♦♥❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ▼W r❡❞✉❝❡s t♦ ✵✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛r✐♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.1 t♦ 0.5 ♠❡t❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ q ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✐ts tr❛♥s♣♦rt ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② W ❛♥❞ ▼q =



∇qT W✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Em r❡❞✉❝❡s t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ q✳

❆s t❤❡ q✉❛♥t✐t② q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✱ ✐s ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ X✱ ❍ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ r❡❞✉❝❡s t♦✿

I(x, t) = q(x, t) + EO ✭✾✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ R ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ EO ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t R−1(x, t) ✭✉s❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✮ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✱ ♦♥ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ Xb ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ Wb ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡r qb✳

✹ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❝♦✈❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳

✹✳✶ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦✐s❡

❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❙❡❛ ❙✉r❢❛❝❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❙❙❚✮ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞
❜② ◆❖❆❆✲❆❱❍❘❘ ♦✈❡r t❤❡ ❇❧❛❝❦ ❙❡❛ ✐♥ ❏✉❧② ✷✵✵✺✹ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✳

■♥ ❛ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ♥♦✐s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦
sq✉❛r❡ ✭10 × 10✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❉❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ❬✹❪ ❛♥❞ ❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❡t ❛❧ ❬✶✹❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞❛t❛✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡✐r q✉❛❧✐t② ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱
❜② t❤❡ ♠❡❛♥✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇❤♦s❡ ❣r❡② ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 23.428595 t♦ 25.71952✳

▼❡t❤♦❞ ▼❡❛♥ ▼✐♥ ▼❛①

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲✵✳✵✵✶✵✶✵ ✲✵✳✷✶✺✻✹✸ ✵✳✸✽✷✼✹✽
❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ✲✵✳✵✵✹✺✾✺ ✲✵✳✷✺✹✺✵✾ ✵✳✶✹✺✹✾✶

❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❡t ❛❧ ✲✵✳✵✵✵✸✸✾ ✲✵✳✷✾✾✾✾✾ ✵✳✷✾✾✾✾✾
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ 50 × 50 sq✉❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞

✹ ❉❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✳ P❧♦t♥✐❦♦✈ ❛♥❞ ●✳ ❑♦r♦t❛❡✈ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r✐♥❡ ❍②✲
❞r♦♣❤②s✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❡✈❛st♦♣♦❧✱ ❯❦r❛✐♥❡✳



❋✐❣✳ ✶✳ ◆❖❆❆✲❆❱❍❘❘ ✐♠❛❣❡s✳

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

✭❝✮ ❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ✭❞✮ ❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❡t ❛❧

❋✐❣✳ ✷✳ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳



♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
❜❡t✇❡❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❤❡❛❞ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡
❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② r❡❣✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✐rst ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s✱
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ 50×50 sq✉❛r❡✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

▼❡t❤♦❞ ▼❡❛♥ ▼✐♥ ▼❛① ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✵✳✵✵✽✷✼✸ ✲✵✳✺✹✸✾✼✷ ✵✳✼✻✾✻✻✸ ✵✳✼✵✷
❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ✵✳✵✷✸✻✶✵ ✲✵✳✽✻✼✽✹✷ ✵✳✾✺✵✺✽✽ ✵✳✹✽✷

❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❡t ❛❧ ✵✳✵✷✻✸✻✷ ✲✵✳✼✾✾✾✾✾ ✶✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✺✼✷
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

✭❝✮ ❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ✭❞✮ ❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❡t ❛❧

❋✐❣✳ ✸✳ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

■♥ ❛ t❤✐r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳ ❚❛❜❧❡ ✸
♣r♦✈✐❞❡s st❛t✐st✐❝s ✭▼❡❛♥✱ ▼✐♥✱ ▼❛①✮ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❢r❛♠❡s✱ ♦✈❡r t❤❡
10 × 10 sq✉❛r❡s✱ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳



❋✐❣✳ ✹✳ ◆♦✐s② s❡q✉❡♥❝❡ ✭sq✉❛r❡s ❛r❡ 10× 10✮✳

❋✐❣✳ ✺✳ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳



❋r❛♠❡ ❙t❛t✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❘❡s✉❧t ❉✐✛❡r❡♥❝❡

▼❡❛♥ ✷✹✳✻✺✷✶✵✵ ✷✹✳✺✻✸✽✵✺ ✲✵✳✵✵✶✼✵✻
✷ ▼✐♥ ✷✸✳✹✶✺✻✻✺ ✷✸✳✹✶✺✾✷✷ ✲✵✳✹✽✷✼✹✹

▼❛① ✷✺✳✼✶✺✻✻✻ ✷✺✳✼✶✻✸✺✹ ✵✳✷✷✵✷✹✸

▼❡❛♥ ✷✹✳✻✺✷✶✵✵ ✷✹✳✻✺✷✶✵✵ ✵✳✵✵✶✾✸✺
✸ ▼✐♥ ✷✸✳✻✹✷✵✻✸ ✷✸✳✻✹✷✵✻✸ ✲✵✳✹✻✶✽✼✻

▼❛① ✷✻✳✵✹✷✵✻✸ ✷✻✳✵✹✷✵✻✸ ✵✳✶✺✶✸✺✻

▼❡❛♥ ✷✹✳✻✺✷✶✵✵ ✷✹✳✻✺✷✶✵✵ ✲✵✳✵✵✶✷✹
✹ ▼✐♥ ✷✸✳✺✹✸✾✻✽ ✷✸✳✺✹✸✾✻✽ ✲✵✳✸✻✶✵✻✼

▼❛① ✷✻✳✶✹✸✾✻✾ ✷✻✳✶✹✸✾✻✾ ✵✳✷✺✵✽✺✻
❚❛❜❧❡ ✸✳ ❊rr♦r st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r
♠✐ss✐♥❣ ♦r ♥♦✐s② ❞❛t❛ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

✹✳✷ ❘❡❛❧ ♥♦✐s❡

❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐① ❙❙❚ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ◆❖❆❆✲❆❱❍❘❘ ♦✈❡r t❤❡ ❇❧❛❝❦
❙❡❛ ✐♥ ▼❛② ✷✵✵✺ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ◆♦✐s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❝❧♦✉❞s✳ ❯s✐♥❣
♠❡t❛❞❛t❛ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ♥✉❧❧ r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡s❡ ♥♦✐s②
♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❝②❛♥✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✳

❋✐❣✳ ✻✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳



❯s✐♥❣ ❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧ ❬✹❪✱ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✼✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✭❡①❝❡♣t❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✮✳

❋✐❣✳ ✼✳ ❋✐rst ❢r❛♠❡✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡s✉❧t ♦❢ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡s✉❧t
❞❛t❛ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
✉s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛
❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡s ❛ tr❛❝❡r q ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ W ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
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