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Résumé—Cet article présente un algorithme d’estimation de
paramètres dans le cas d’un palier magnétique. De tels pro-
cédés sont des systèmes intrinsèquement instables ayant une
dynamique fortement non linéaire. Cette approche est ba-
sée sur les outils mathématiques suivants : Transformée de
Laplace et calcul opérationnel. On développe ici le modèle
du palier magnétique afin d’être capable d’estimer certains
paramètres difficilement mesurables et pouvant varier légè-
rement dans le temps. L’expression des estimations est écrite
comme une fonction d’intégrales des entrées et des sorties du
système. Les simulations présentent une estimation rapide
(≤ 0.2 secondes) et robuste.

Mots-clés— Identification paramétrique, Transformée de La-
place, Palier Magnétique

I. Introduction

Les paliers magnétiques peuvent être utilisés pour les
broches de machines outils afin de réaliser des trous circu-
laires ou non circulaires. Ils ont l’avantage d’avoir une sus-
pension sans contact. Spécialement dans les applications à
grande vitesse, les paliers magnétiques ont gagné de l’im-
portance car ils fournissent des avantages par rapport aux
paliers conventionnels (pas de lubrifications, ni de frotte-
ments). Ceci améliore la fiabilité et les performances. Il y
a une demande industrielle pour de tels procédés qui au-
torisent des mouvements non-circulaires de l’ordre de 50
micro-mètres. La précision requise est très importante :
l’erreur de poursuite doit être inférieure à 1 micro-mètre
pour les trous circulaires et 3 micro-mètres pour les non
circulaires avec une vitesse de rotation autour de 1000
tours/min.
Le système utilisé dans notre laboratoire se compose d’un
palier électromagnétique radial et de deux paliers axiaux.
Il est similaire au palier présenté dans [4]. Le contrôle est
réalisé en cascade, avec un contrôleur de courant dans la
boucle interne et un contrôleur de position dans la boucle
externe. La boucle interne peut être caractérisée par un
contrôleur basé sur le modèle électrique des bobines. La
boucle externe est quant à elle basée sur les équations mé-
caniques d’un corps rigide. C’est un système intrinsèque-
ment instable dans lequel la dynamique est fortement non
linéaire. On pourra se référer aux travaux ([3], [4], [9], [10],
[11]) concernant la commande de tels systèmes.
L’objet de cet article concerne l’estimation de paramètres
en utilisant une approche algébrique issue de travaux de

Fliess et Sira-Ramirez ([6], [7]). La procédure d’estimation
est donnée par des formules exactes et donnant lieu à une
convergence non asymptotique. Dans cette approche, on
est capable d’exprimer les paramètres désirés en fonction
d’intégrales de la sortie mesurée et des entrées du système.
Cette méthode a été appliquée pour l’estimation de para-
mètres ([8], [12], [18]), pour la détection de rupture et de
retards ([1], [2], [5], [17]) ainsi que pour la différentiation
numérique ([13], [14], [16]).
L’article est composé de trois parties. La première partie
présente le palier magnétique radial et introduit les pro-
blèmes rencontrés lors de l’identification de certains pa-
ramètres. Dans la deuxième, on développe les expressions
pour l’estimation en ligne des paramètres désirés. On traite
ici l’estimation de paramètres dépendant de la géométrie et
des matériaux du palier radial. Il est important d’estimer
ces paramètres en ligne car ils sont succeptibles de varier
en fonction de l’usure des matériaux mais aussi de défauts
pouvant survenir. La dernière partie est consacrée aux ré-
sultats en simulations.

II. Présentation du problème

Le rotor est mis en lévitation par un palier électroma-
gnétique radial, composé de trois “aimants en fer à cheval”
couplés autour du rotor (voir Figure 1). Les trois courants
générés fournissent trois contrôles indépendants. Le mo-

Fig. 1. Schéma du palier magnétique radial à trois phases

dèle mathématique du palier s’appuie sur l’hypothèse d’un
corps rigide. Les équations dynamiques, sous certaines hy-
pothèses simplificatrices, peuvent s’écrire comme suit :

mŸ = Fy (1)



mZ̈ = Fz (2)

où Y et Z représentent les positions dans le plan du palier
radial (avec les axes y et z). Les forces Fy et Fz représentent
respectivement la résultante des forces appliquées dans les
directions y et z. L’arbre a une masse m. Les forces résul-
tantes dans le plan (y−z) sont données par la superposition
des forces générées par les aimants :

(

Fy

Fz

)

=

(

sin α1 sin α2 sin α3

cosα1 cosα2 cosα3

)





F1

F2

F3



 (3)

Les angles qui apparaissent dans (3) sont présentés dans la
Figure 1. Les forces magnétiques individuelles peuvent être
modélisées par (k ∈ {1, 2, 3}) :

Fk = λk

i2k
(

s −
(

sin αk

cosαk

)T (

Y
Z

)

)2 (4)

où s est la longueur de l’entrefer et les λk sont des pa-
ramètres dépendant de la géométrie et des matériaux du
palier.
Calcul des courants de commande : Les courants de
référence sont obtenus à partir des forces désirées. Afin de
simplifier les notations, on suppose que le palier est symé-
trique, c’est-à-dire α1 = π, α2 = −π

3 et α3 = π
3 . Dans

chacun des trois modèles détaillés ci-dessus, on obtient un
couple de forces indépendantes dans chaque plan du pa-
lier. Une troisième force peut être choisie indépendamment.
Choisir F1 donne :

F1 =

{

F0 si Fz ≥ |Fy|√
3

F0 − |Fy|√
3

+ Fz sinon
(5)

Avec F0 ≥ 0 choisi arbitrairement. Les deux forces restantes
sont obtenues à partir du modèle (3) :

F2 = F1 +
Fy√

3
+ Fz

F3 = F1 −
Fy√

3
+ Fz

Ensuite, les courants sont calculés à partir des forces ma-
gnétiques désirées en utilisant la relation (4).
Les équations ci-dessus reflètent les dynamiques du système
non perturbé. Les simplifications et les erreurs de modéli-
sation (par exemple dues à une relation incorrecte entre les
courants d’entrées i∗ et les forces correspondantes F∗) ont
le même effet que des perturbations.
La rotation de l’arbre est aussi une source de perturbations
avec des composantes harmoniques :

– Quand l’arbre se déplace selon une trajectoire ellip-
soïdale, les positions dans les directions y et z sont
des fonctions sinusoïdales du temps. Une erreur signi-
ficative dans la relation entre les courants et les forces
peut changer de façon sinusoïdale aussi ;

– Quand l’outil coupe avec des profondeurs variantes,
les forces résultantes sont susceptibles de changer de
façon sinusoïdale aussi.

Toutes ces perturbations harmoniques ont en commun que
leurs fréquences sont proches de la vitesse de rotation ω et
que leurs amplitudes sont inconnues. Par conséquent, les
perturbations doivent être rejetées dans l’algorithme d’es-
timation des λi (ou encore être estimées afin d’être com-
pensées dans la commande).
Il est important maintenant de prendre en compte dans le
modèle les perturbations présentées ci-dessus. Le modèle
perturbé peut s’écrire :

mŸ = Fy + py(t) (6)

mZ̈ = Fz + pz(t) (7)

où p∗(t) représentent les perturbations sur chaque axe.
En utilisant les équations (6), (7), (3) et (4) on obtient une
relation de la forme :

Ÿ =

3
∑

k=1

λkuy,k +
py(t)

m
(8)

Z̈ =

3
∑

k=1

λkuz,k +
pz(t)

m
(9)

Où uy,k =
sin(αk)i2k
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On obtient donc deux équations dépendantes de l’entrée
mesurée et de l’accélération dans le plan. Les paramètres
λk sont les paramètres à estimer à partir des mesures de Y
et Z et malgré les pertubations. Ces paramètres dépendent
de la géométrie et des matériaux utilisés sur le palier ma-
gnétique, il est donc difficile de les calculer. L’identification
des paliers magnétiques est généralement longue à mettre
en œuvre et sont souvent effectuées hors-ligne. Dans le pa-
ragraphe suivant, on va développer des expressions per-
mettant l’identification menant à une estimation en ligne
et rapide de ces paramètres.

III. Approche Algébrique

A. Estimation des paramètres λk

Etant donnée la géométrie du palier magnétique, on va
estimer les paramètres λ2 et λ3 en utilisant l’équation (8)
indépendamment du paramètre λ1 (sin(α1) = 0). Une fois
ces paramètres estimés, on pourra estimer λ1 en utilisant
l’équation (9). Dans le but de simplifier les calculs, dans
ce paragraphe, on fait l’hypothèse dans un premier temps
que les perturbations sont constantes. On verra dans le
paragraphe suivant comment réaliser l’estimation lorsque
les perturbations ne sont pas constantes.
Considerons la transformée de Laplace de (8) :

s2Y (s)− sY (0)− Ẏ (0) = λ2UY,2(s) + λ3UY,3(s) +
a

s
(10)

et multiplions (10) par s :

s3Y (s) − s2Y (0) − sẎ (0) = λ2sUY,2(s) + λ3sUY,3(s) + a
(11)



Dérivons trois fois par rapport à s afin d’éliminer les condi-
tions initiales et les perturbations.

6Y (s) + 18s d
ds

(Y (s)) + 9s2 d2

ds2
(Y (s)) + s3 d3

ds3
(Y (s))

= λ2

“

3 d2

ds2
(UY,2(s)) + s d3

ds3
(UY,2(s))

”

+λ3

“

3 d2

ds2
(UY,3(s)) + s d3

ds3
(UY,3(s))

”

(12)

On rappelle que la dérivation par rapport à s dans le do-
maine opérationnel se traduit par une multiplication par
−t dans le domaine temporel. La multiplication par s dans
le domaine opérationnel correspond à la dérivation dans
le domaine temporel. L’application de l’estimateur linéaire
(12) n’est donc pas convenable. La dérivation amplifie les
hautes fréquences et donc la contribution du bruit. Une so-
lution simple est de rendre l’estimateur propre. Il suffit de
diviser (12) par s3 pour éliminer les termes de dérivation
et obtenir une relation en fonction de l’opérateur intégral :

6s−3Y (s) + 18s−2 d
ds

(Y (s)) + 9s−1 d2

ds2
(Y (s)) + d3

ds3
(Y (s))

= λ2

“

3s−3 d2

ds2 (UY,2(s)) + s−2 d3

ds3 (UY,2(s))
”

+λ3

“

3s−3 d2

ds2
(UY,3(s)) + s−2 d3

ds3
(UY,3(s))

”

(13)

Afin de revenir dans le domaine temporel on calcule la
transformée de Laplace inverse et on applique la formule
suivante :

Z t

0

Z tk−1

0
...

Z t1

0
x(τ)dτdt1...dtk−1 =

1

(k − 1)!

Z t

0
(t − τ)k−1x(τ)dτ

(14)
Après quelques arrangements :

6
R t

0
(t−τ)2

2
Y (τ)dτ

− 18
R t

0 (t − τ)τY (τ)dτ

+ 9
R t

0f
τ2Y (τ)dτ

− t3Y (t)

= λ2

“

3
R t

0
(t−τ)2

2
τ2uY,2(τ)dτ +

R t

0 (t − τ)τ3uY,2(τ)dτ
”

+ λ3

“

3
R t

0
(t−τ)2

2
τ2uY,3(τ)dτ +

R t

0
(t − τ)τ3uY,3(τ)dτ

”

(15)

L’équation précédente dépend de la sortie mesurée et des
entrées. Cependant, il y a deux paramètres inconnus pour
une équation. On doit donc générer une nouvelle équation
afin d’avoir le même nombre d’équations que d’inconnues.
Pour cela, on reprend l’équation (11) mais on la dérive
quatre fois en fonction s et on applique les mêmes manipu-
lations que précédemment. On obtient :

24
R t

0
(t−τ)2

2
τY (τ)dτ

− 36
R t

0 (t − τ)τ2Y (τ)dτ

+ 12
R t

0 τ3Y (τ)dτ

− t4Y (t)

= λ2

“

4
R t

0
(t−τ)2

2
τ3uY,2(τ)dτ +

R t

0 (t − τ)τ4uY,2(τ)dτ
”

+ λ3

“

4
R t

0
(t−τ)2

2
τ3uY,3(τ)dτ +

R t

0
(t − τ)τ4uY,3(τ)dτ

”

(16)

On définit le vecteur des paramètres Λ =

[

λ2

λ3

]

. Les

équations (15) et (16) permettent d’obtenir l’expression des

estimations λ̂2 et λ̂3 :

D(t)Λ̂ = N(t) (17)

où les matrices D(t) ∈ R
2×2 et N(t) ∈ R

2×1

Si D(t) est inversible, on a :

[

λ̂2

λ̂3

]

= D(t)−1N(t) (18)

Le paramètre λ1 est calculé de façon similaire en utilisant
l’équation (9) :

6
R t

0
(t−τ)2

2
Z(τ)dτ

− 18
R t

0 (t − τ)τZ(τ)dτ

+ 9
R t

0f
τ2Z(τ)dτ

− t3Z(t)

= λ1

“

3
R t

0
(t−τ)2

2
τ2uZ,1(τ)dτ +

R t

0 (t − τ)τ3uZ,1(τ)dτ
”

+ λ̂2

“

3
R t

0
(t−τ)2

2
τ2uZ,2(τ)dτ +

R t

0
(t − τ)τ3uZ,2(τ)dτ

”

+ λ̂3

“

3
R t

0
(t−τ)2

2
τ2uZ,3(τ)dτ +

R t

0 (t − τ)τ3uZ,3(τ)dτ
”

(19)

Les paramètres λ2 et λ3 étant estimés, on peut obtenir
λ1 à partir de λ̂2 et λ̂3 :

λ̂1 =
nZ(t)

dZ(t)
(20)

avec :
nz(t) =

(

6
∫ t

0
(t−τ)2

2 Z(τ)dτ − 18
∫ t

0 (t − τ)τZ(τ)dτ

+9
∫ t

0f
τ2Z(τ)dτ − t3Z(t)

)

− λ̂2

(

3
∫ t

0
(t−τ)2

2 τ2uZ,2(τ)dτ

+
∫ t

0
(t − τ)τ3uZ,2(τ)dτ

)

− λ̂3

(

3
∫ t

0
(t−τ)2

2 τ2uZ,3(τ)dτ

+
∫ t

0 (t − τ)τ3uZ,3(τ)dτ
)

dZ(t) =
(

3
∫ t

0
(t−τ)2

2 τ2uZ,1(τ)dτ +
∫ t

0 (t − τ)τ3uZ,1(τ)dτ
)

Il faut noter qu’au temps t = 0, les matrices et les vec-
teurs servant à obtenir les estimations sont nuls. Les pa-
ramètres sont alors indeterminés. Par conséquent, on doit
commencer à évaluer la formule, non pas au temps initial
t = 0, mais à un temps postérieur, disons t = ǫ avec ǫ > 0
et petit.

B. Mise en oeuvre

Dans le paragraphe précédant, nous avons fait l’hypo-
thèse que les perturbations étaient constantes, ce qui n’est
physiquement pas réaliste. De plus, l’estimation est pos-
sible seulement si D(t) est inversible et si dZ(t) 6= 0.
Afin de s’affranchir des problèmes de singularité pouvant
affecter l’estimation, on va modifier les expressions pour
que l’estimation puisse être valide à tout instant différent
de t = 0.
On considère la formule de l’estimateur dans le cas général
sous la forme :

n(t) = λ̂id(t) (21)

Cette formule est valide si et seulement si d(t) 6= 0 ce qui
n’est pas forcément le cas. Pour assurer d(t) 6= 0, on mul-
tiplie par d(t) et on intègre l’équation (21). Ceci donne :

λ̂i,f =

∫ t

0
n(t)d(t)
∫ t

0 d(t)2
(22)

Concernant les perturbations, on a vu dans la partie II
qu’elles sont harmoniques et proches de la vitesse de ro-
tation ω. Afin de rejeter ces perturbations harmoniques,
on filtre le numérateur et le dénominateur de (22) à l’aide
d’un filtre passe-bas pour éliminer ces perturbations har-
moniques. Le filtre utilisé est identique au filtre présenté
dans [15] :

λ̂i,f2
(t) =

F (s)
∫ t

0 n(t)d(t)

F (s)
∫ t

0 d(t)2
(23)



où F (s) =
ω2

n

s2+2ζωn+ω2
n
.

Jusqu’à présent, les intégrales sont calculées sur un in-
tervalle [0, t]. Afin de valider l’hypothèse de perturbations
constantes, on intègre les signaux sur une fenêtre glissante.
En effet, en intégrant sur un court intervalle [t− Tf , t] (Tf

représente la longueur de la fenêtre), on peut supposer que
les perturbations sont constantes. Dans le cas de l’équation
(19), l’intégration sur une fenêtre glissante donnera :

6
R t

t−Tf

(Tf−τ)2

2
Z(τ)dτ

− 18
R t

t−Tf
(Tf − τ)τZ(τ)dτ

+ 9
R t

t−Tf
τ2Z(τ)dτ

− T 3
f
Z(t)

= λ1

„

3
R t

t−Tf

(Tf−τ)2

2
τ2uZ,1(τ)dτ +

R t

t−Tf
(Tf − τ)τ3uZ,1(τ)dτ

«

+ λ̂2

„

3
R t

t−Tf

(Tf−τ)2

2
τ2uZ,2(τ)dτ +

R t

t−Tf
(Tf − τ)τ3uZ,2(τ)dτ

«

+ λ̂3

„

3
R t

t−Tf

(Tf−τ)2

2
τ2uZ,3(τ)dτ +

R t

t−Tf
(Tf − τ)τ3uZ,3(τ)dτ

«

(24)

A présent, toutes les conditions sont réunies pour réaliser
l’identification. Les résultats de simulation sont présentés
dans la section suivante.

IV. Résultats

Des simulations numériques ont été réalisées afin d’éva-
luer les performances de l’algorithme d’estimation des pa-
ramètres du palier magnétique. Elles sont réalisées à l’aide
d’une commande de suivi de trajectoire basée sur la plati-
tude. On utilise ici la commande décrite dans [11]. Dans les
simulations réalisées avec le logiciel MATLAB, on considère
les paramètres suivants : la masse de l’arbre m = 6.7[kg],
la longueur de l’entrefer nominal sj = 5 ·10−4[m], les para-
mètres λi sont choisis tel que λ1 = 1.5 · 10−6, λ2 = 2 · 10−6

et λ3 = 2.5 · 10−6. La trajectoire de référence désirée
est de type Yref = rZ cos(ωt) et Zref = rZ sin(ωt) avec
rY = 50.10−6[m] et rZ = 70.10−6[m] avec une fréquence
ω = 50 · 2π[rad/s].
Les estimateurs sont implémentés de façon discrète avec
une fréquence d’échantillonnage de 1 · 10−4s. La longueur
des fenêtres glissantes est Tf = 0.012s. La valeur initiale
des λi,r a été fixée arbitrairement à λi,0 = 1.5λi. Le filtre
F (s) est fixé à ζ = 0.707 et wn = 15rad/s.
Au début de la simulation, la commande utilise des va-
leurs initiales arbitraires λi,r,0 de t = 0 jusqu’à t = te, te
étant le temps de convergence de l’algorithme. L’estimateur
connecté en parrallèle au système estime les paramètres λ̂i

en temps réel sur l’intervalle (ǫ, te]. Dès que les estimations
ont convergé vers des valeurs constantes, les valeurs ini-
tiales λi,0 sont remplacées par les valeurs estimées.
La première simulation est réalisée avec des perturbations
constantes afin de valider le bon fonctionnement de l’esti-
mateur. Sur la Figure 2, on voit qu’après 0.015s, les trois
paramètres convergent exactement vers les valeurs désirées.

Les simulations suivantes sont réalisées avec des pertur-
bations expérimentales mesurées sur le palier magnétique
(Fig. 3).
On effectue aves ces perturbations trois simulations diffé-

rentes avec des niveaux de bruit différents. La première est
sans bruit (λie2), la seconde avec du bruit centré en zéro
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Fig. 2. Estimation en ligne des paramètres : λ1 (haut), λ2 (centre)
et λ3 (bas), paramètres reels (tirets noirs), en présence de per-
turbations constantes (rouge)
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Fig. 3. Pertubations expérimentales relevées sur le palier magnétique

et avec une variance de 1e−6 (λie3). Dans le troisième cas,
µ = 0 et σ = 1e−5 (λie4). Les estimations dans chaque cas
sont tracées Fig. 4. Les valeurs d’estimations, les erreurs
(en pourcentage) et le temps de convergence sont reportés
Table I. On voit dans les trois cas que l’estimation converge
rapidement. Plus le bruit est élevé plus le temps de conver-
gence est long. Cependant dans les trois cas, la convergence
est rapide avec un temps maximum égal à 0.12s. De même,
l’erreur augmente en fonction du bruit. L’erreur maximum
est inférieure à 5.5%.

Sur la dernière figure (Fig. 5) on observe les suivis
de trajectoires Yref et Zref . Afin d’observer le change-
ment, les paramètres estimés sont actualisés après 0.2s. On
voit clairement apparaitre dans cette simulation l’instant
de commutation entre les paramètres fixés arbitrairement
et les paramètres estimés. Effectivement, avant le temps
te = 0.2s, l’erreur entre les positions mesurées et les po-
sitions de référence est grande. Lors de l’actualisation, la
poursuite de trajectoire est significativment améliorée.
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Fig. 4. Estimation en ligne des paramètres pour des perturbations
expérimentales : λ1 (haut), λ2 (centre) et λ3 (bas), paramètres
reels (tirets noirs), λie2 (rouge), λie3(vert), λie4(cyan)

Paramètres Estimations (µm) ε (%) te (s)

λ̂1e2 1.504 0.26

λ̂2e2 1.950 2.58 0.02

λ̂3e2 2.388 4.68

λ̂1e3 1.506 0.38

λ̂2e3 1.948 2.67 0.05

λ̂3e3 2.390 4.60

λ̂1e4 1.490 0.67

λ̂2e4 1.925 3.88 0.12

λ̂3e4 2.375 5.28

TABLE I

Estimation des paremètres λi en présence d’un perturbation

expérimentale
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Fig. 5. Evaluation du suivi de trajectoire : (haut) yref et y (bas)
zref et z

V. Conclusion

On a présenté dans cet article un estimateur permet-
tant d’évaluer simultanément plusieurs paramètres incon-

nus d’un palier magnétique radial. Les performances de cet
estimateur ont été présentées en simulation, et montrent
des résultats prometteurs. Les simulations montrent une
estimation non seulement robuste, l’erreur d’estimation est
faible malgré le bruit, mais aussi rapide, avec des temps de
convergence inférieurs à 0.2 secondes.
Il est maintenant necéssaire d’implémenter cet algorithme
sur l’expérimentation disponible dans notre laboratoire afin
de valider son fonctionnement et de l’étendre au palier
axial. Nous travaillons en parallèle sur l’estimation des per-
turbations ainsi que l’estimation des états du système. Ces
estimations sont basées sur les mêmes méthodes.
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