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Éhantillonnage dépendant de l'état : une approhepar artographie basée sur des LMIsChristophe Fiter11 Laboratoire d'Automatique, Génie Informatique et Signal (CNRS FRE 3303)Éole Centrale de Lille, 59651 Villeneuve d'Asq, Franehristophe.fiter�entraliens-lille.orgRésumé� L'émergene des systèmes embarqués et des sys-tèmes ommandés au travers de réseaux requiert la ré-dution de l'utilisation des harges des proesseurs et desréseaux. Dans e travail, nous présentons un algorithmequi permet de hoisir le pas d'éhantillonnage en fon-tion de l'état. Cet algorithme maximise les temps d'inter-éhantillonnage d'une ommande par retour d'état linéaire.Nous onsidérons des systèmes linéaires invariants dans letemps et garantissons la stabilité exponentielle de l'originepour un taux de onvergene α hoisi. La preuve de l'α-stabilité est basée sur une fontion de Lyapunov quadra-tique alulée grâe à des LMIs dans le but d'optimiserertains ritères de performane sur les intervalles d'inter-éhantillonnage. Une artographie de l'espae d'état estalors réalisée hors-ligne : elle assoie à haque état de l'es-pae d'état le pas d'éhantillonnage admissible maximal, equi permet de réduire le nombre de mises à jour de l'ation-neur pendant le ontr�le du système en temps-réel.Mots-lés� Systèmes embarqués, systèmes ommandés autravers de réseaux, éhantillonnage dépendant de l'état,self-triggered ontrol, inégalité matriielle linéaire, polytopeonvexe I. PréambuleCe travail a été réalisé sous la diretion de MessieursJean-Pierre Rihard et Wilfrid Perruquetti, Professeurs àl'Éole Centrale de Lille, et sous l'enradrement de Mon-sieur Laurentiu Hetel, Chargé de Reherhe CNRS. Je lesremerie haleureusement pour le soutien qu'ils m'ont ap-porté tout au long de e travail.Ce travail a été soutenu �nanièrement par le Ministère del'Éduation Supérieure et de la Reherhe, Le Conseil de laRégion Nord-Pas de Calais et FEDER, au moyen du 'Con-trat de Projets État Région (CPER) 2007-2013'.La reherhe menant à es résultats a reçu des fonds duSeptième Programme de Travail de la Communauté Eu-ropéenne (FP7/2007-2013) sous l'aord n�257462 : HY-CON2 Network of Exellene "Highly-Complex and Net-worked Control Systems".II. IntrodutionCes dernières déennies, une grande attention a été por-tée aux systèmes embarqués et aux systèmes ommandés autravers de réseaux [14℄. Ces systèmes présentent de nom-breux avantages tels qu'un âblage réduit, des outils de"plug and play", ainsi qu'une agilité et une failité de main-tenane arues. Cependant du point de vue du ontr�leils amènent de nouveaux dé�s, es systèmes devant trèssouvent partager des ressoures proesseur et réseau limi-

tées. En pratique, ela engendre des �utuations du pasd'éhantillonnage, e qui peut avoir un e�et déstabilisantsi le phénomène n'est pas orretement pris en ompte.De nombreuses études sur la stabilité robuste par rap-port aux variations du pas d'éhantillonnage ont été faites(voir [4℄, [11℄, [6℄, [5℄, et [2℄). Des reherhes intensives ontaussi été onduites pour adapter de façon dynamique le pasd'éhantillonnage dans le but d'assurer les performanesde ontr�le souhaitées. On renontre deux prinipales ap-prohes dans la littérature :Le ontr�le "Event-triggered" ([12℄, [7℄, [9℄), dans lequel lesapteurs n'envoient leurs informations au ontr�leur quelorsque ertains évènements sont réalisés (i.e. le roisementd'une frontière de l'espae d'état, ou du niveau d'une fon-tion de Lyapunov). Le prinipal inonvénient de ette ap-prohe est qu'elle requiert en général un hardware dédiépour surveiller l'état du système et regarder si les ondi-tions de stabilité établies sont toujours véri�ées.Le ontr�le "Self-triggered" ([10℄, [13℄), dans lequel àhaque instant d'éhantillonnage on alule un minorantdu prohain plus grand pas d'éhantillonnage admissible,a�n d'émuler le ontr�le event-triggered sans avoir reoursà un hardware supplémentaire. Cependant, dans es tra-vaux, le alul des prohains pas d'éhantillonnage est faiten ligne. De plus, la plupart des travaux dans la littératurenéessitent l'utilisation d'une fontion de Lyapunov, maisauune méthode n'est donnée pour aluler une telle fon-tion garantissant la stabilité du système tout en optimisantun ritère de performane sur les pas d'éhantillonnage.Dans e papier, nous onevons hors-ligne une fontiond'éhantillonnage dépendant de l'état qui maximise les pasd'éhantillonnage sous ertaines onditions de stabilité deLyapunov exponentielles. L'approhe est basée sur une ar-tographie de l'espae d'état dé�nissant les pas d'éhan-tillonnage. En utilisant des résultats réents de onstru-tion polytopique pour des matries polynomiales [8℄, nousproposons une méthode basée sur des LMIs pour aluler lafontion de Lyapunov adéquate, dans le but de maximiserla borne inférieure de la fontion d'éhantillonnage.Le papier est organisé omme suit. Tout d'abord, nousintroduisons les notations utilisées, Setion III, et le pro-blème étudié, Setion IV. Ensuite, les Setions V et VIdérivent la méthode proposée et les performanes garan-ties. En�n, quelques résultats de simulations sont montrés,Setion VII, avant de onlure, Setion VIII.



III. NotationsL'exposant 'T ' représente la transposition matriielle.
Mn(R) est l'ensemble des matries n × n, et la nota-tion P ≻ 0 (resp. P � 0) pour une matrie symétrique
P ∈ Mn(R) signi�e que P est dé�nie positive (resp. semi-dé�nie positive). Le spetre de la matrie M ∈ Mn(R)sera noté Sp(M). Nous notons ⌊x⌋ la partie entière de x(i.e. le plus grand entier n véri�ant x − 1 < n ≤ x). En-�n, les notations ‖.‖ et ‖.‖∞ seront utilisées pour dérirela norme Eulidienne et la norme in�nie respetivement.Nous rappelons que pour une fontion bornée f : Rp → R

q,
‖f‖∞ = Supx∈Rp‖f(x)‖.IV. Énoné du problèmeOn onsidère le système linéaire invariant dans le temps

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), ∀t ∈ R+

x(t) = x0, ∀t ≤ 0,
(1)où x : R → R

n et u : R → R
m représentent l'état etla ommande du système, et où les matries A et B sontonstantes et de dimensions appropriées. La ommande estdé�nie omme un retour d'état onstant par moreaux

u(t) = −Kx(tk), ∀t ∈ [tk; tk+1), (2)où K est �xée telle que A − BK est Hurwitz et où 0 =
t0 < t1 < · · · < tk < · · · sont les instants d'éhantillonnagevéri�ant lim

k→∞
tk = ∞ et dé�nis par
tk+1 = tk + τ(x(tk)), ∀k ∈ N, (3)ave une fontion d'éhantillonnage dépendant de l'état τ :

R
n → R+.Problème Général : Étant donné le système (1) etla ommande par retour d'état (2), trouver la fontiond'éhantillonnage dépendant de l'état τ qui maximise lespas d'éhantillonnage tout en assurant la stabilité exponen-tielle de l'origine du système pour un taux de onvergene

α hoisi, aussi appelée α-stabilité (i.e. telle qu'il existeun salaire β pour lequel toutes les trajetoires véri�ent
‖x(t)‖ ≤ βe−αt‖x0‖ quelle que soit la ondition initiale
x0).Avant de aluler la fontion d'éhantillonnage dépen-dant de l'état, il nous faut déider quels outils utiliser pourvéri�er la stabilité exponentielle du système. Dans e do-maine, la théorie de stabilité de Lyapunov se montre trèse�ae. Pour garder les hoses simples et failes à lire,nous travaillerons dans e papier exlusivement ave desfontions de Lyapunov quadratiques. Nous utilisons la pro-priété bien onnue :Proposition 1: Soit V : R

n → R
+ une fontion deLyapunov andidate quadratique satisfaisant V (x) =

xTPx, ∀x ∈ R
n, ave P = PT ≻ 0. Si la ondition

V̇ (x) + 2αV (x) ≤ 0 (4)est satisfaite pour toutes les trajetoires de (1), pour unsalaire α > 0 donné, alors l'origine du système est globa-lement α-stable.Tout au long de e travail, nous nous onentrerons sur larésolution de deux problèmes prinipaux. Le premier portesur le alul de la fontion d'éhantillonnage :

Problème 1 : Étant donnés le système (1), la om-mande par retour d'état (2), et une fontion de Lyapunov
V (x(t)), trouver la fontion d'éhantillonnage dépendantde l'état τ satisfaisant la ondition de stabilité (4) de laProposition 1 qui maximise le pas d'éhantillonnage τ(x)pour tout x ∈ R

n.On peut voir dans ette formulation que la fontion deLyapunov est supposée donnée, e qui mène à se demanders'il existe une manière intelligente de la hoisir. Puisquel'objetif est d'éhantillonner le moins souvent possible, onherhera aussi à assurer que le pas d'éhantillonnage mini-mal est aussi grand que possible en résolvant le problème :Problème 2 : Étant donné le système (1) et la om-mande par retour d'état (2), trouver une fontion de Lyapu-nov V (x(t)) qui assure l'existene d'une fontion d'éhan-tillonnage τ satisfaisant la ondition de stabilité (4) de laProposition 1 et pour laquelle le pas d'éhantillonnage mi-nimal τ = infx∈Rn τ(x) est maximal.V. Une propriété de stabilité génériqueL'objetif de ette setion est de proposer des onditionsde stabilité véri�ables en pratique à partir de elles de laProposition 1. Dans e but, nous démontrons le Lemmesuivant, qui sera utilisé omme une base durant l'étude :Lemme 2: Soit un salaire α > 0. Si il existe une matrie
P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R) et une fontion bornée τ : Rn → R+telles que pour tout x ∈ R

n et σ ∈ [0; τ(x)] :
xTΦP,α(σ)x ≤ 0, (5)ave

ΦP,α(σ) =
(

Λ(σ)
I

)T (
ATP + PA+ 2αP −PBK

−KTBT P 0

)(

Λ(σ)
I

)(6)et
Λ(σ) = I +

∫ σ

0

esAds(A−BK), (7)alors l'origine du système (1), (2) est globalement α-stablepour une fontion d'éhantillonnage variant dans le temps
τ̃ : R+ × R

n → R+ quelonque, dé�nissant des instantsd'éhantillonnage par la loi tk+1 = tk + τ̃ (tk, x(tk)), k ∈ Net satisfaisant 0 < τ̃ (t, x) ≤ τ(x) pour tout t ∈ R+ et
x ∈ R

n.Preuve: Soit α > 0 donné. Soit P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R)et V (x) = xTPx la fontion quadratique assoiée. Pour lesystème étudié, la ondition de stabilité (4) de la Proposi-tion 1 peut être réérite omme : pour tout k ∈ N, pourtout t ∈ [tk; tk+1),
(

x(t)
x(tk)

)T (

ATP + PA+ 2αP −PBK

−KTBTP 0

)(

x(t)
x(tk)

)

≤ 0.Prenons maintenant une fontion bornée τ : R
n → R+et une fontion d'éhantillonnage τ̃ : R+ × R

n → R+ dé-�nissant des instants d'éhantillonnage par la loi tk+1 =
tk + τ̃ (tk, x(tk)), k ∈ N et satisfaisant 0 < τ̃(t, x) ≤ τ(x)pour tout t ∈ R+ et x ∈ R

n. Pour une trajetoire donnéede (1), k ∈ N, et pour t ∈ [tk; tk+1), en utilisant les no-tations x = x(tk) et σ = t − tk ≤ τ̃ (tk, x(tk)) ≤ τ(x(tk)),on peut érire x(t) = Λ(σ)x, ave Λ(σ) dé�ni en (7), de



telle façon que les onditions de stabilité puissent être ré-érites omme : pour tout x ∈ R
n, pour tout σ ∈ [0; τ(x)],

xTΦP,α(σ)x ≤ 0, ave ΦP,α(σ) dé�ni en (6).Remarque 1 : Puisque le système linéaire invariantdans le temps (1) est supposé asymptotiquement stableave u(t) = −Kx(t), on peut montrer qu'il existe un ouplede paramètres α, P satisfaisant ΦP,α(0) = (A−BK)TP +
P (A−BK)+ 2αP ≺ 0 et que, pour de tels paramètres, onpeut trouver des fontions d'éhantillonnage τ véri�ant lesonditions de stabilité du Lemme 2 qui sont minorées parun salaire stritement positif, évitant don tout problèmede phénomène de Zénon.Remarque 2 : Si une fontion d'éhantillonnage dé-pendant de l'état τ : Rn → R+ satisfait les onditions duLemme 2, pour un P et un α donnés, alors le système seraglobalement α-stable quelle que soit la loi d'éhantillon-nage variable τk = tk+1 − tk véri�ant à haque instantd'éhantillonnage 0 < τk ≤ τ(x(tk)). En partiulier, si τest minorée par une onstante τ∗, τ(x) ≥ τ∗, ∀x ∈ R

n,l'origine du système sera globalement α-stable pour un pasd'éhantillonnage variable quelonque borné par τ∗.Remarque 3 : Pour un quelonque état x 6= 0 donné,les onditions de stabilité du Lemme 2 sont les mêmes pourtout état y = λx, λ ∈ R
∗. Par onséquent, il su�t de tra-vailler ave des fontions d'éhantillonnage (dépendant del'état) homogènes de degré 0 (i.e. satisfaisant τ(λx) = τ(x)pour tout x ∈ R

n, λ ∈ R
∗) et de véri�er les onditionsde stabilité du Lemme 2 sur la n-sphère unité quand onherhe à résoudre le Problème 1.Remarque 4 : Le même type de onditions de stabilitépeut être obtenu grâe à des fontions de type Lyapunov-Razumikhin [3℄ ou des fontions de Lyapunov-Krasovskii.Dans es deux as, seule la fontion matriielle Φ(.) hange.Le Lemme 2 donne des onditions de stabilité prélimi-naires pour un système ommandé par retour d'état ave unéhantillonnage dépendant de l'état. Cependant, on peutremarquer qu'il y a une in�nité d'inégalités à véri�er àause des dépendanes temporelle et spatiale de es ondi-tions.VI. Une méthode numérique pour obtenir unnombre fini de onditions de stabilitéIi, nous proposons une méthode en deux temps pourobtenir un nombre �ni de onditions de stabilité à partirdu Lemme 2 :Enveloppement onvexe suivant le temps : La fontion ma-triielle ΦP,α est remplaée par un nombre �ni de matriesonstantes qui enveloppent de façon onvexe [8℄ ette fon-tion : pour ela, un développement de Taylor de ΦP,α estutilisé.Disrétisation de l'espae : En�n, l'espae d'état est di-visé en régions oniques dans le but de onevoir une fon-tion d'éhantillonnage (dépendant de l'état) de sorte queles onditions du Lemme 2 soient satisfaites.Un nombre �ni de onditions de stabilité LMI serontalors érites pour aluler la fontion de Lyapunov V (x) =

xTPx résolvant le Problème 2 et pour onstruire hors lignela fontion d'éhantillonnage dépendant de l'état assoiée
τ résolvant le Problème 1.

A. Enveloppement onvexe - Résultat tehniqueDans ette partie, l'objetif est d'obtenir un nombre�ni de onditions de stabilité su�santes pour satisfaire
xTΦP,α(σ)x ≤ 0, ∀σ ∈ [0;σ] pour un état x, un salaire σet des paramètres P , α et τ donnés, dans le but de rendreles onditions de stabilité du Lemme 2 indépendantes dutemps.L'idée sous-jaente l'enveloppement onvexe est d'utilisernotre onnaissane du système pour prédire l'évolution del'état dans le but de onstruire un polytope onvexe autourde la fontion ΦP,α(.) et ainsi obtenir un nombre �ni deonditions de stabilité sur les sommets. La méthode estproposée omme suit :Théorème 3: Soient des salaires α > 0, σ̄ > 0 et desentiers N ≥ 0, l ≥ 1 donnés.Si il existe une matrie P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R) et unefontion bornée τ : Rn → R+ satisfaisant ‖τ‖∞ ≤ σ̄ ettelles que pour tout x ∈ R

n, pour tout i ∈ {0; · · · ;N} etpour tout j ∈ {0; · · · ; ⌊ τ(x)l
σ̄

⌋}, les onditions xTΦi,jx ≤ 0sont satisfaites, ave
Φi,j = Φ̂i,j + νI, (8)







Φ̂i,j =
(

∑i

k=0 Lk,j

(

σ̄
l

)k
) si j < ⌊ τ(x)l

σ̄
⌋,

Φ̂i,j =
(

∑i
k=0 Lk,j

(

τ(x) − jσ̄
l

)k
) sinon, (9)































L0,j = ΠT
3,jΠ1Π3,j − ΠT

3,jΠ2 −ΠT
2 Π3,j ,

L1,j = ΠT
4,j(Π1Π3,j −Π2) + (ΠT

3,jΠ
T
1 −ΠT

2 )Π4,j ,

Lk≥2,j = ΠT
4,j

(Ak−1)T

k! (Π1Π3,j −Π2)

+(ΠT
3,jΠ

T
1 −ΠT

2 )
Ak−1

k! Π4,j

+ΠT
4,j

(

∑k−1
i=1

(Ai−1)T

i! Π1
Ak−i−1

(k−i)!

)

Π4,j , (10)
{

Π1 = ATP + PA+ 2αP , Π2 = PBK,

Π3,j = I +Mj(A−BK), Π4,j = Nj(A−BK),
(11)

Mj =

∫ j σ̄
l

0

eAsds, Nj = AMj + I, (12)et
ν ≥ max

σ′ ∈ [0; σ̄
l
]

r ∈ {0; · · · ; l − 1}

(

max
λ∈Sp(ΦP,α(σ′+r σ̄

l )−Φ̂P,α,N,r(σ′))
λ

)

,(13)ave la fontion Φ̂P,α,N,r dé�nie sur [0; σ̄l ] par
Φ̂P,α,N,r(σ

′) =

N
∑

k=0

Lk,rσ
′k, (14)alors l'origine du système (1), (2) est globalement α-stablepour une fontion d'éhantillonnage variant dans le temps

τ̃ : R+ × R
n → R+ quelonque, dé�nissant des instantsd'éhantillonnage par la loi tk+1 = tk + τ̃ (tk, x(tk)), k ∈ Net satisfaisant 0 < τ̃ (t, x) ≤ τ(x) pour tout t ∈ R+ et

x ∈ R
n.La preuve, qui dérit le prinipe en détail, se trouve enAnnexe. Par rapport au Lemme 2, le Théorème 3 réduitle nombre de onditions d'α-stabilité. Elles reposent surun nombre �ni de matries Φ̂i,j représentant les sommetsdu polytope onvexe onstruit autour de l'approximation



polynomiale de la fontion ΦP,α(.), et sur un salaire ν quiborne l'erreur d'approximation. Il est possible de alulerune estimation de ette borne ν en utilisant un maillage.Le nombre de onditions d'α-stabilité à satisfaire a donété réduit, mais il y a toujours une in�nité de onditions àvéri�er par rapport à l'état x.B. Résultat prinipalNous rappelons que lorsque l'on s'attahe à résoudre leProblème 1, il est su�sant de travailler ave des fontionsd'éhantillonnage (dépendant de l'état) homogènes de de-gré 0 (voir Remarque 3). Par onséquent, pour obtenir unnombre �ni de onditions, il devient naturel de vouloirdiviser l'espae d'état en un nombre �ni de sous-espaes
Rs dé�nis par des régions oniques entrées sur l'origine,et d'essayer de aluler pour haque sous-espae son pasd'éhantillonnage maximal admissible τs, omme le montrela Figure 1 pour un système à 2 dimensions.

Fig. 1. Division de l'espae d'état en sous-espaes oniquesLe théorème qui suit donne un nombre �ni de onditionspermettant de résoudre e problème.Théorème 4: Soient une matrie P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R),des salaires α > 0 et σ̄ > 0 et des entiers N ≥ 0 et l ≥ 1donnés.On divise l'espae d'état en une partition de q sous-espaesoniquesRs, s ∈ {1; · · · ; q}, dé�nis pour tout s ∈ {1; · · · ; q}par Rs = {x ∈ R
n, xTQsx ≥ 0}, ave Qs = QT

s ∈
Mn(R), et on dé�nit des pas d'éhantillonnage pour essous-espaes, τ1, · · · , τq, satisfaisant τs ≤ σ̄ pour tout
s ∈ {1; · · · ; q}, et une fontion bornée τ : Rn → R+ vé-ri�ant τ(x) = τs pour tout x ∈ Rs, s ∈ {1; · · · ; q}.Si il existe des salaires εs,i,j ≥ 0 tels que les ondi-tions LMI Φi,j,s + εs,i,jQs � 0 sont satisfaites pour tout
i ∈ {0; · · · ;N}, s ∈ {1; · · · ; q} et j ∈ {0; · · · ; ⌊ τsl

σ̄
⌋}, ave

Φi,j,s = Φ̂i,j,s + νI, (15)






Φ̂i,j,s =
(

∑i

k=0 Lk,j

(

σ̄
l

)k
) si j < ⌊ τsl

σ̄
⌋,

Φ̂i,j,s =
(

∑i

k=0 Lk,j

(

τs −
jσ̄
l

)k
) sinon, (16)ave les Lk,j et ν dé�nis par les équations (10) à (14),alors l'origine du système (1), (2) est globalement α-stablepour une fontion d'éhantillonnage variant dans le temps

τ̃ : R+ × R
n → R+ quelonque, dé�nissant des instantsd'éhantillonnage par la loi tk+1 = tk + τ̃(tk, x(tk)), k ∈ Net satisfaisant 0 < τ̃ (t, x) ≤ τ(x) pour tout t ∈ R+ et

x ∈ R
n.

Preuve: Soit x ∈ R
n. Il existe un sous-espae Rs =

{x ∈ R
n, xTQsx ≥ 0}, s ∈ {1; · · · ; q}, Qs = QT

s , tel que
x ∈ Rs et τ(x) = τs. En utilisant la version sans pertede la S-proedure [1℄, on établit que quels que soient i ∈
{0; · · · ;N} et j ∈ {0; · · · ; ⌊ τsl

σ̄
⌋} la ondition xTΦi,j,sx ≤

0, x ∈ Rs est satisfaite si et seulement si il existe un salaire
εs,i,j ≥ 0 tel que Φi,j,s + εs,i,jQs � 0. Par onséquent, sila ondition Φi,j,s + εs,i,jQs � 0 est satisfaite pour tout
i ∈ {0; · · · ;N}, pour tout s ∈ {1; · · · ; q} et pour tout j ∈
{0; · · · ; ⌊ τsl

σ̄
⌋}, alors les onditions de stabilité du Théorème3 sont satisfaites pour tout x ∈ R

n, e qui ahève la preuve.Corollaire 5: Soient des salaires α > 0 et σ̄ > 0 et desentiers N ≥ 0 et l ≥ 1 donnés. On dé�nit un pas d'éhan-tillonnage τ∗ ≤ σ̄ pour tout l'espae d'état : la fontiond'éhantillonnage τ : Rn → R+ satisfait τ(x) = τ∗ pourtout x ∈ R
n.Si il existe une matrie P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R) telleque les onditions LMI Φi,j � 0 sont satisfaites pour tout

i ∈ {0; · · · ;N} et j ∈ {0; · · · ; ⌊ τ∗l
σ̄
⌋}, ave Φi,j dé�ni parles équations (8) à (14), alors l'origine du système (1) avele ontr�le (2) est globalement α-stable pour tout éhan-tillonnage variable borné par τ∗.Preuve: La preuve vient naturellement du Théorème4 en travaillant ave un seul sous-espae : Rn même.C. Algorithme généralLe Théorème 4 et le Corollaire 5 sont les solutions desProblèmes 1 et 2 respetivement. Alors que le Corollaire 5donne un moyen de aluler le paramètre P de la fontionde Lyapunov maximisant la borne inférieure τ∗ de la fon-tion d'éhantillonnage τ sous les onditions de stabilité dela Proposition 1, le Théorème 4 permet de maximiser lafontion d'éhantillonnage sur des régions données de l'es-pae d'état pour un P donné. La méthode pour appliquerla tehnique que nous proposons est la suivante :- Tout d'abord, utiliser le Corollaire 5 ave ν = 0 enpremier lieu, et aluler le paramètre P de la fontion deLyapunov donnant une approximation τ̃∗ du plus grand τ∗admissible.- Ensuite, aluler la variable ν orrespondant à la fon-tion de Lyapunov ainsi obtenue. Il est possible, bien queela ne soit pas néessaire pour l'algorithme, de aluler lavraie borne inférieure τ∗ véri�ant les onditions de stabilitédu Corollaire 5 en utilisant le P et le ν alulés.- En�n, utiliser les onditions LMI du Théorème 4 aveles valeurs alulées de P et ν pour trouver le fontiond'éhantillonnage dépendant de l'état τ maximale. Il estpossible de résoudre les LMIs pour maximiser les pasd'éhantillonnage τs sous-espae par sous-espae. Laner lareherhe des pas d'éhantillonnages maximum admissibles

τs en ayant de bonnes estimations (obtenues par exemple enutilisant le Théorème 3 et un maillage sur l'espae d'état)peut rendre la reherhe plus rapide.VII. Exemple numériqueOn onsidère le lassique double intégrateur :
ẋ(t) =

(

0 1
0 0

)

x(t) −

(

0
1

)

Kx(tk),

K =
(

2 3
)

.



On règle le degré de l'approximation polynomialeN = 5,le nombre de subdivisions polytopiques l = 100, et lenombre de régions q = 1000. On peut alors obtenir une ar-tographie de l'espae d'état donnant le pas d'éhantillon-nage admissible maximal pour haque état, pour un tauxde onvergene α > 0 donné, grâe au Corollaire 5 et auThéorème 4. Les fontions d'éhantillonnage dépendant del'état obtenues hors ligne assurant la stabilité exponentiellede l'origine du système pour di�érents taux de onvergene
α sont présentées Figure 2, en utilisant l'angle θ des oor-données sphériques de l'état.
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Fig. 2. Fontion d'éhantillonnage τ dépendant de l'état (son angle)pour di�érents taux de onvergene α.Notons que pour des pas d'éhantillonnages onstants su-périeurs à Tmax = 0.67s, la matrie de transition du modèledisret n'est plus Shur, et don le système est instable. Ce-pendant, on peut observer qu'ave la tehnique proposée,pour ertains sous-espaes de l'espae d'état, on peut allerplus loin que ette limite Tmax.La Figure 3 montre des résultats obtenus en simulationave α = 0 et un état initial hoisi aléatoirement. La �guremontre tout d'abord les pas d'éhantillonnage (en bleu),ave le minimum (en rouge) de la fontion d'éhantillon-nage alulée hors ligne, et la "limite de Shur" Tmax (enmagenta), avant de montrer la fontion de Lyapunov dé-roissante et la ommande. On remarque qu'en moyennele pas d'éhantillonnage est supérieur à la limite de Shur
Tmax.
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VIII. ConlusionNous avons introduit une méthode basée sur des ondi-tions de stabilité de Lyapunov pour onstruire une fontiond'éhantillonnage dépendant de l'état τ assurant la stabi-lité exponentielle globale ave un taux de onvergene αhoisi pour des systèmes à retour d'état linéaire. Elle pré-sente deux avantages prinipaux.Le premier avantage est que la méthode permet de maxi-miser le pas d'éhantillonnage minimal τ∗ de la fontiond'éhantillonnage dépendant de l'état τ , et de aluler lafontion de Lyapunov quadratique assoiée.Le seond avantage est que la méthode permet deonstruire hors ligne une artographie de l'espae d'étatave un pas d'éhantillonnage admissible maximal pourhaque sous-espae. Le nombre d'opérations devant être ef-fetué en ligne est alors réduit au minimum puisqu'à haqueinstant d'éhantillonnage tk il su�t de aluler les oordon-nées sphériques de l'état x(tk), regarder et mémoriser le pasd'éhantillonnage assoié τ(x(tk)) déterminé hors ligne, etatualiser la ommande u(t) = −Kx(tk).Nos axes de reherhe atuels portent sur l'extension dees résultats aux systèmes non linéaires et perturbés.IX. AnnexesPreuve du Théorème 3: Pour prouver le Théorème3, nous avons d'abord besoin d'introduire deux Lemmesimportants.Lemme 6: (Démontré dans [8℄) On onsidère la fontionmatriielle polynomiale
L(σ) = L0 + L1σ + · · ·+ LNσNtelle que la variable σ est positive bornée : 0 < σ < σ.Alors, on peut trouver un polytope onvexe formé parN+1sommets qui enveloppe la fontion matriielle polynomiale

L(σ), i.e. il existe une famille indexée µi(σ) > 0, i = 0..N ,véri�ant N
∑

i=1

µi(σ) = 1, et telle que
L(σ) =

N
∑

i=1

µi(σ)Uioù les matries Ui représentent les sommets du polytope etsont données pour tout i = 0..N par
Ui =

i
∑

k=0

σkLk.Lemme 7: On onsidère un état x ∈ R
n, des salaires

σ̄ > 0, 0 < σ ≤ σ̄, des entiers N ≥ 0, l ≥ 1, et desparamètres α > 0, P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R). Si les ondi-tions xTΦi,jx ≤ 0 sont satisfaites pour tout i ∈ {0; · · · ;N}et j ∈ {0; · · · ; ⌊σl

σ̄
⌋}, ave les matries Φi,j dé�nies par leséquations (8) à (14) (ave σ remplaçant τ(x) dans les équa-tions), alors pour tout σ ∈ [0;σ], xTΦP,α(σ)x ≤ 0, ave

ΦP,α(σ) dé�ni par (6).Preuve du Lemme 7: Soit x ∈ R
n, σ̄ > 0, 0 < σ ≤ σ̄,

N ≥ 0, l ≥ 1, P = PT ≻ 0 ∈ Mn(R) et α > 0. La preuvedu Lemme est divisée en quatre étapes.1. Tout d'abord, on divise l'intervalle de temps [0; σ̄] en lsous-divisions et on prend un temps σ ≤ σ dans une de



es sous-divisions. Le but de ette étape est de préparerle terrain pour aluler une estimation préise de ΦP,α(.)en onstruisant l petits polytopes onvexes autour de lafontion au lieu d'en onstruire un seul gros (voir Figure4).2. Ensuite, on alule une approximation polynomiale de
ΦP,α(.) pour la sous-division onsidérée.3. Après, on borne l'erreur résiduelle de ette approxima-tion polynomiale ave un terme onstant.4. En�n, on onstruit un polytope onvexe autour de l'ap-proximation polynomiale en utilisant la méthode proposéedans [8℄ (voir Lemme 6), pour obtenir le nombre �ni deonditions désiré.

Fig. 4. Constrution des sous-divisions polytopiquesÉtape 1 : On divise l'intervalle de temps [0; σ̄] en l sous-divisions [j σ̄
l
; (j+1) σ̄

l
], ave j ∈ {0; · · · ; l−1}. Prenons σ ∈

[0;σ]. Il existe j ∈ {0; · · · ; ⌊σl

σ̄
⌋} tel que j σ̄

l
≤ σ ≤ (j+1) σ̄

l
.On dé�nit alors σ′ = σ − j σ̄

l
(σ′ ∈ [0;χ], ave χ = σ̄

l
si

j < ⌊σl

σ̄
⌋, et χ = σ − jσ̄

l
sinon).Étape 2 : Pour avoir des équations plus légères, on dé�nit

Π1 = ATP + PA + 2αP et Π2 = PBK. A partir deséquations (6) et (7), on déduit que
ΦP,α(σ) = Λ(σ)TΠ1Λ(σ)− ΛT (σ)Π2 −ΠT

2 Λ(σ). (17)Pour obtenir une expression utile de Λ(σ) omme fontionde σ′, on utilise la relation suivante, obtenue après quelquesaluls élémentaires :
∫ a+b

0

eAsds =

∫ a

0

eAsds+

∫ b

0

eAsds

(

A

∫ a

0

eAsds+ I

)

,qui est satisfaite pour tout salaires a et b, pour obtenir
Λ(σ) = I +

(

Mj +
∫ σ′

0 eAsdsNj

)

(A−BK)

= Π3,j +
∫ σ′

0
eAsdsΠ4,j ,

(18)ave Mj =
∫ j σ̄

l

0
eAsds, Nj = AMj + I, Π3,j = I +Mj(A −

BK), et Π4,j = Nj(A−BK). On note alors que
∫ σ′

0

eAsds =

∞
∑

i=1

Ai−1

i!
σ′i. (19)En ombinant les équations (17), (18) et (19), on peut érire

ΦP,α(σ) =

∞
∑

k=0

Lk,jσ
′k, (20)

ave les Lk,j dé�nis par (10). Il est alors possible d'exprimerune approximation polynomiale d'ordre N de ΦP,α sur lasous-division temporelle [j σ̄
l
; (j + 1) σ̄

l
] par

Φ̂P,α,N,j(σ
′) =

N
∑

k=0

Lk,jσ
′k, σ′ ∈ [0;

σ̄

l
].Étape 3 : Notons le résidu de l'approximation

RP,α,N,j(σ
′) = ΦP,α(σ) − Φ̂P,α,N,j(σ

′). Si on peut alu-ler une borne ave un salaire ν indépendant de σ′ telleque RP,α,N,j(σ
′) � νI, alors la ondition xT (Φ̂P,α,N,j(σ

′)+
νI)x ≤ 0 entrainera xTΦP,α(σ)x ≤ 0. Pour un σ′ donné,puisque RP,α,N,j(σ

′) = ΦP,α(σ)− Φ̂P,α,N,j(σ
′) est symmé-trique, alors si on note λσ′ la plus grande valeur propre de

RP,α,N,j(σ
′), on a RP,α,N,j(σ

′) � λσ′I.Par onséquent, on peut érire RP,α,N,j(σ
′) � νI ave νune onstante dé�nie par (13).Étape 4 : Puisque la fontion Φ̂P,α,N,j(.) + νI :

[0;χ] → Mn(R) est polynomiale, on peut utiliser le po-lytope onvexe présenté dans le Lemme 6 pour prouverque si xTΦi,jx ≤ 0 pour tout i ∈ {1; · · · ;n}, ave Φi,j =
(

∑i

k=0 Lk,jχ
k
)

+ νI, alors xT (Φ̂P,α,N,j(σ
′) + νI)x ≤ 0, etdon xTΦP,α(σ)x ≤ 0, e qui ahève la preuve du Lemme7. La preuve du Théorème 3 est obtenue en implémentantles onditions du Lemme 7 pour satisfaire xTΦP,α(σ)x ≤

0, ∀σ ∈ [0; σ̄] dans le Lemme 2 ave σ̄ ≥ ‖τ‖∞ et σ = τ(x),pour tout x ∈ R
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