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Résumé— L’émergence des systémes embarqués et des sys-
témes commandés au travers de réseaux requiert la ré-
duction de l’utilisation des charges des processeurs et des
réseaux. Dans ce travail, nous présentons un algorithme
qui permet de choisir le pas d’échantillonnage en fonc-
tion de l’état. Cet algorithme maximise les temps d’inter-
échantillonnage d’une commande par retour d’état linéaire.
Nous considérons des systémes linéaires invariants dans le
temps et garantissons la stabilité exponentielle de 1’origine
pour un taux de convergence « choisi. La preuve de l'a-
stabilité est basée sur une fonction de Lyapunov quadra-
tique calculée grace a des LMIs dans le but d’optimiser
certains critéres de performance sur les intervalles d’inter-
échantillonnage. Une cartographie de l’espace d’état est
alors réalisée hors-ligne : elle associe & chaque état de l’es-
pace d’état le pas d’échantillonnage admissible maximal, ce
qui permet de réduire le nombre de mises a jour de ’action-
neur pendant le contrdle du systéme en temps-réel.

Mots-clés— Systémes embarqués, systémes commandés au
travers de réseaux, échantillonnage dépendant de l’état,
self-triggered control, inégalité matricielle linéaire, polytope
convexe
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II. INTRODUCTION

Ces derniéres décennies, une grande attention a été por-
tée aux systémes embarqués et aux systémes commandés au
travers de réseaux [14]. Ces systémes présentent de nom-
breux avantages tels qu'un cablage réduit, des outils de
"plug and play", ainsi qu’une agilité et une facilité de main-
tenance accrues. Cependant du point de vue du controle
ils aménent de nouveaux défis, ces systémes devant trés
souvent partager des ressources processeur et réseau limi-

tées. En pratique, cela engendre des fluctuations du pas
d’échantillonnage, ce qui peut avoir un effet déstabilisant
si le phénomeéne n’est pas correctement pris en compte.

De nombreuses études sur la stabilité robuste par rap-
port aux variations du pas d’échantillonnage ont été faites
(voir [4], [11], [6], [5], et [2]). Des recherches intensives ont
aussi été conduites pour adapter de facon dynamique le pas
d’échantillonnage dans le but d’assurer les performances
de controle souhaitées. On rencontre deux principales ap-
proches dans la littérature :

Le controle "Event-triggered” ([12], [7], [9]), dans lequel les
capteurs n’envoient leurs informations au controleur que
lorsque certains événements sont réalisés (i.e. le croisement
d’une frontiére de I’espace d’état, ou du niveau d’une fonc-
tion de Lyapunov). Le principal inconvénient de cette ap-
proche est qu’elle requiert en général un hardware dédié
pour surveiller I’état du systéme et regarder si les condi-
tions de stabilité établies sont toujours vérifiées.

Le controle "Self-triggered” ([10], [13]), dans lequel &
chaque instant d’échantillonnage on calcule un minorant
du prochain plus grand pas d’échantillonnage admissible,
afin d’émuler le controle event-triggered sans avoir recours
a un hardware supplémentaire. Cependant, dans ces tra-
vaux, le calcul des prochains pas d’échantillonnage est fait
en ligne. De plus, la plupart des travaux dans la littérature
nécessitent l'utilisation d’une fonction de Lyapunov, mais
aucune méthode n’est donnée pour calculer une telle fonc-
tion garantissant la stabilité du systéme tout en optimisant
un critére de performance sur les pas d’échantillonnage.

Dans ce papier, nous concevons hors-ligne une fonction
d’échantillonnage dépendant de I’état qui maximise les pas
d’échantillonnage sous certaines conditions de stabilité de
Lyapunov exponentielles. L’approche est basée sur une car-
tographie de l’espace d’état définissant les pas d’échan-
tillonnage. En utilisant des résultats récents de construc-
tion polytopique pour des matrices polynomiales [8], nous
proposons une méthode basée sur des LMIs pour calculer la
fonction de Lyapunov adéquate, dans le but de maximiser
la borne inférieure de la fonction d’échantillonnage.

Le papier est organisé comme suit. Tout d’abord, nous
introduisons les notations utilisées, Section III, et le pro-
bléme étudié, Section IV. Ensuite, les Sections V et VI
décrivent la méthode proposée et les performances garan-
ties. Enfin, quelques résultats de simulations sont montrés,
Section VII, avant de conclure, Section VIII.



III. NOTATIONS

L’exposant "I représente la transposition matricielle.
M, (R) est 'ensemble des matrices n x n, et la nota-
tion P > 0 (resp. P > 0) pour une matrice symétrique
P € M, (R) signifie que P est définie positive (resp. semi-
définie positive). Le spectre de la matrice M € M, (R)
sera noté Sp(M). Nous notons |z] la partie entiére de x
(i.e. le plus grand entier n vérifiant x — 1 < n < z). En-
fin, les notations ||.|| et [|.|| seront utilisées pour décrire
la norme Euclidienne et la norme infinie respectivement.
Nous rappelons que pour une fonction bornée f : RP — R,

[flloc = Supsern I/ ()]]-

IV. ENONCE DU PROBLEME

On considere le systeme linéaire invariant dans le temps

&(t) = Az(t) + Bu(t),Vt € Ry 1
x(t) = xo, Vt <0, (1)

oz : R - R” et u: R — R™ représentent ’état et
la commande du systéme, et ou les matrices A et B sont
constantes et de dimensions appropriées. La commande est
définie comme un retour d’état constant par morceaux

u(t) = —K.’L‘(tk), Vit € [tk;tk+1), (2)

ou K est fixée telle que A — BK est Hurwitz et ou 0 =
to <ty <--- <t <--- sont les instants d’échantillonnage
vérifiant klim ti, = oo et définis par

— 00

ter1 =t + 7(x(tk)), Yk €N, (3)

avec une fonction d’échantillonnage dépendant de ’état 7 :
R™ — R,.

Probléme Général : Etant donné le systéme (1) et
la commande par retour d’état (2), trouver la fonction
d’échantillonnage dépendant de l’état 7 qui maximise les
pas d’échantillonnage tout en assurant la stabilité exponen-
tielle de ’origine du systéme pour un taux de convergence
a choisi, aussi appelée a-stabilité (i.e. telle qu’il existe
un scalaire 5 pour lequel toutes les trajectoires vérifient
lz(t)|| < Be ||xo| quelle que soit la condition initiale
.I()).

Avant de calculer la fonction d’échantillonnage dépen-
dant de I’état, il nous faut décider quels outils utiliser pour
vérifier la stabilité exponentielle du systéme. Dans ce do-
maine, la théorie de stabilité de Lyapunov se montre trés
efficace. Pour garder les choses simples et faciles a lire,
nous travaillerons dans ce papier exclusivement avec des
fonctions de Lyapunov quadratiques. Nous utilisons la pro-
priété bien connue :

Proposition 1: Soit V : R®™ — R™ une fonction de
Lyapunov candidate quadratique satisfaisant V(x) =
2T Px,Vox € R", avec P = PT » 0. Si la condition

Viz) +2aV(z) <0 (4)

est satisfaite pour toutes les trajectoires de (1), pour un
scalaire o« > 0 donné, alors l'origine du systéme est globa-
lement a-stable.

Tout au long de ce travail, nous nous concentrerons sur la
résolution de deux problémes principaux. Le premier porte
sur le calcul de la fonction d’échantillonnage :

Probléme 1 : Etant donnés le systéme (1), la com-
mande par retour d’état (2), et une fonction de Lyapunov
V(z(t)), trouver la fonction d’échantillonnage dépendant
de létat 7 satisfaisant la condition de stabilité (4) de la
Proposition 1 qui maximise le pas d’échantillonnage 7(x)
pour tout x € R”.

On peut voir dans cette formulation que la fonction de
Lyapunov est supposée donnée, ce qui méne a se demander
s’il existe une maniére intelligente de la choisir. Puisque
I’objectif est d’échantillonner le moins souvent possible, on
cherchera aussi a assurer que le pas d’échantillonnage mini-
mal est aussi grand que possible en résolvant le probléme :

Probléme 2 : Etant donné le systéme (1) et la com-
mande par retour d’état (2), trouver une fonction de Lyapu-
nov V(z(t)) qui assure lexistence d’une fonction d’échan-
tillonnage 7 satisfaisant la condition de stabilité (4) de la
Proposition 1 et pour laquelle le pas d’échantillonnage mi-
nimal 7 = inf,cgn 7(2) est maximal.

V. UNE PROPRIETE DE STABILITE GENERIQUE

L’objectif de cette section est de proposer des conditions
de stabilité vérifiables en pratique & partir de celles de la
Proposition 1. Dans ce but, nous démontrons le Lemme
suivant, qui sera utilisé comme une base durant I’étude :

Lemme 2: Soit un scalaire o > 0. Si il existe une matrice
P = PT =0 € M,(R) et une fonction bornée 7 : R" — R
telles que pour tout z € R™ et o € [0;7(x)] :

{ET(I)p’a(O')iE <0, (5)

avec
vrale) = (") (TR ) ()

et

[eg
Ao) =1+ / e*4ds(A — BK), (7)
0

alors Porigine du systéme (1), (2) est globalement a-stable
pour une fonction d’échantillonnage variant dans le temps
7 : Ry x R" — R4 quelconque, définissant des instants
d’échantillonnage par la loi tj11 =t + 7(tr, z(tx)), k € N
et satisfaisant 0 < 7(¢t,2) < 7(x) pour tout t € R et
r € R".

Preuve: Soit a > 0 donné. Soit P = PT = 0 € M, (R)
et V(z) = 27 Px la fonction quadratique associée. Pour le
systéme étudié, la condition de stabilité (4) de la Proposi-
tion 1 peut étre réécrite comme : pour tout k£ € N, pour
tout t € [tk;tk+1),

w(t)\" (ATP+PA+2aP —PBK\ (x(t) ) _
0.

(o) ("B TR () <
Prenons maintenant une fonction bornée 7 : R” — R,
et une fonction d’échantillonnage 7 : Ry x R — R, dé-
finissant des instants d’échantillonnage par la loi t541 =
ty + 7(tk, x(ty)), k € N et satisfaisant 0 < 7(¢t,2) < 7(x)
pour tout ¢t € Ry et z € R™. Pour une trajectoire donnée
de (1), k € N, et pour t € [tg;tr+1), en utilisant les no-
tations © = z(t;) et 0 =t — ty < T(tg, x(tr)) < 7(x(ty)),
on peut écrire z(t) = A(o)z, avec A(o) défini en (7), de



telle fagon que les conditions de stabilité puissent étre ré-
écrites comme : pour tout « € R™, pour tout o € [0; 7(z)],
2T ®p,(0)z <0, avec ®p,(c) défini en (6).

Remarque 1 : Puisque le systéme linéaire invariant
dans le temps (1) est supposé asymptotiquement stable
avec u(t) = —Kx(t), on peut montrer qu’il existe un couple
de paramétres o, P satisfaisant ®p ,(0) = (A — BK)TP +
P(A—BK)+2aP < 0 et que, pour de tels parameétres, on
peut trouver des fonctions d’échantillonnage T vérifiant les
conditions de stabilité du Lemme 2 qui sont minorées par
un scalaire strictement positif, évitant donc tout probléme
de phénoméne de Zénon.

Remarque 2 : Si une fonction d’échantillonnage dé-
pendant de I'état 7 : R™ — R satisfait les conditions du
Lemme 2, pour un P et un « donnés, alors le systéme sera
globalement a-stable quelle que soit la loi d’échantillon-
nage variable 7, = tpy1 — tp vérifiant & chaque instant
d’échantillonnage 0 < 7, < 7(2(t)). En particulier, si 7
est minorée par une constante 7, 7(x) > 7%,V € R",
l’origine du systéme sera globalement a-stable pour un pas
d’échantillonnage variable quelconque borné par 7.

Remarque 3 : Pour un quelconque état x # 0 donné,
les conditions de stabilité du Lemme 2 sont les mémes pour
tout état y = Az, A\ € R*. Par conséquent, il suffit de tra-
vailler avec des fonctions d’échantillonnage (dépendant de
Pétat) homogenes de degré 0 (i.e. satisfaisant 7(\x) = 7(x)
pour tout z € R™ X\ € R*) et de vérifier les conditions
de stabilité du Lemme 2 sur la n-sphére unité quand on
cherche a résoudre le Probléme 1.

Remarque 4 : Le méme type de conditions de stabilité
peut étre obtenu grace a des fonctions de type Lyapunov-
Razumikhin [3] ou des fonctions de Lyapunov-Krasovskii.
Dans ces deux cas, seule la fonction matricielle ®(.) change.

Le Lemme 2 donne des conditions de stabilité prélimi-
naires pour un systéme commandé par retour d’état avec un
échantillonnage dépendant de ’état. Cependant, on peut
remarquer qu’il y a une infinité d’inégalités a vérifier a
cause des dépendances temporelle et spatiale de ces condi-
tions.

VI. UNE METHODE NUMERIQUE POUR OBTENIR UN
NOMBRE FINI DE CONDITIONS DE STABILITE

Ici, nous proposons une méthode en deux temps pour
obtenir un nombre fini de conditions de stabilité & partir
du Lemme 2 :

Enveloppement conveze suivant le temps : La fonction ma-
tricielle ® p o, est remplacée par un nombre fini de matrices
constantes qui enveloppent de fagon convexe [8] cette fonc-
tion : pour cela, un développement de Taylor de ®p, est
utilisé.

Discrétisation de [’espace : Enfin, I'espace d’état est di-
visé en régions coniques dans le but de concevoir une fonc-
tion d’échantillonnage (dépendant de 1’état) de sorte que
les conditions du Lemme 2 soient satisfaites.

Un nombre fini de conditions de stabilité LMI seront
alors écrites pour calculer la fonction de Lyapunov V(z) =
2T Px résolvant le Probléme 2 et pour construire hors ligne
la fonction d’échantillonnage dépendant de I’état associée
7 résolvant le Probléme 1.

A. Enveloppement conveze - Résultat technique

Dans cette partie, ’objectif est d’obtenir un nombre
fini de conditions de stabilité suffisantes pour satisfaire
2T ®p (o) < 0,Vo € [0;0] pour un état x, un scalaire o
et des paramétres P, o et 7 donnés, dans le but de rendre
les conditions de stabilité du Lemme 2 indépendantes du
temps.

L’idée sous-jacente I’enveloppement convexe est d’utiliser
notre connaissance du systéme pour prédire ’évolution de
I’état dans le but de construire un polytope convexe autour
de la fonction ®p,(.) et ainsi obtenir un nombre fini de
conditions de stabilité sur les sommets. La méthode est
proposée comme suit, :

Théoréme 3: Soient des scalaires o > 0, ¢ > 0 et des

entiers N >0, [ > 1 donnés.
Si il existe une matrice P = PT = 0 € M,(R) et une
fonction bornée 7 : R™ — R, satisfaisant ||7]|ooc < 7 et
telles que pour tout = € R™, pour tout ¢ € {0;---; N} et
pour tout j € {0;---; LT(;)ZJ}, les conditions 27 ®; ;2 < 0
sont satisfaites, avec

(I)iﬁj = ‘i)i)j + VI, (8)

s
&
|

i F\k s 7 ()l
> ko Liej (7) ) 517 < L%J’
7 i k .
D= (> 0Lk (T(CE) — JT) ) sinon,
Lo; = Hg,jnln&j — Hg—:jHQ — ggnﬁ’j’ .
Ly j = 10}, (ILT ; — Thy) + (I 11 — T,
Liza, =17 = 7 ) (Hln,f’ﬁ —Il2)
+(H3T,jH1T - HzT)_Alk—gTHAL,j
k—1 (A" k—i—1
+H£a‘ (Eizll ( il ) Hlfék—i)! )H4,ja

9)

(10)
II, = ATP 4+ PA+2aP, I, = PBK, (11)
I3 ; =1+ M;(A—- BK), Il ; = N;j(A— BK),
ji
M; :/ " efSds, Ny = AM; + 1, (12)
0
et
v > max max A,
o’ € [o; <] )\GSp({)p,a(a”+r%)7¢p’a,N,T(o/))
re{0;---;1—1}
(13)
avec la fonction ®p oy, définie sur [0; 7] par
X N
(I)P,a,N,T(OJ) = Z Lk,ro/ku (14)
k=0

alors Porigine du systéme (1), (2) est globalement a-stable
pour une fonction d’échantillonnage variant dans le temps
7 : Ry x R" — R4 quelconque, définissant des instants
d’échantillonnage par la loi tx1 = tx + 7(tx, z(tx)), k € N
et satisfaisant 0 < 7(¢t,z) < 7(z) pour tout ¢ € Ry et
r € R".

La preuve, qui décrit le principe en détail, se trouve en
Annexe. Par rapport au Lemme 2, le Théoréme 3 réduit
le nombre de conditions d’a-stabilité. Elles reposent sur
un nombre fini de matrices ®; ; représentant les sommets
du polytope convexe construit autour de ’approximation



polynomiale de la fonction ®p(.), et sur un scalaire v qui
borne lerreur d’approximation. Il est possible de calculer
une estimation de cette borne v en utilisant un maillage.

Le nombre de conditions d’a-stabilité a satisfaire a donc
été réduit, mais il y a toujours une infinité de conditions a
vérifier par rapport a I’état x.

B. Résultat principal

Nous rappelons que lorsque ’on s’attache a résoudre le
Probléme 1, il est suffisant de travailler avec des fonctions
d’échantillonnage (dépendant de I’état) homogeénes de de-
gré 0 (voir Remarque 3). Par conséquent, pour obtenir un
nombre fini de conditions, il devient naturel de vouloir
diviser ’espace d’état en un nombre fini de sous-espaces
R, définis par des régions coniques centrées sur 'origine,
et d’essayer de calculer pour chaque sous-espace son pas
d’échantillonnage maximal admissible 75, comme le montre
la Figure 1 pour un systéme a 2 dimensions.

X2

Fig. 1. Division de I’espace d’état en sous-espaces coniques

Le théoréme qui suit donne un nombre fini de conditions
permettant de résoudre ce probléme.

Théoréme 4: Soient une matrice P = PT = 0 € M,,(R),
des scalaires & > 0 et & > 0 et des entiers N > 0et [ > 1
donnés.

On divise ’espace d’état en une partition de g sous-espaces
coniques Rs, s € {1;---; ¢}, définis pour tout s € {1;---; ¢}
par Ry = {x € R"27Qx > 0}, avec Qs = QT €
M, (R), et on définit des pas d’échantillonnage pour ces
sous-espaces, Ti,---,Tq, Satisfaisant 7, < & pour tout
s € {1;--+;q}, et une fonction bornée 7 : R™ — Ry vé-
rifiant 7(x) = 75 pour tout z € R, s € {1;---;¢}.

Si il existe des scalaires €,;; > 0 tels que les condi-
tions LMI ®; ; ; 4+ €54,;Qs = 0 sont satisfaites pour tout
i €{0;--sN}, s€{l;-+1q} et j € {055 | =]}, avec

D0 =P s+, (15)
& i N AN .
(I)i,j,s = Zkzo Lk,j (7) ) 81 < |_ élJ, (16)
(i)i,j,s = EZ:O Ly ; (Ts — %)k) sinon,

avec les Ly ; et v définis par les équations (10) a (14),
alors Porigine du systéme (1), (2) est globalement a-stable
pour une fonction d’échantillonnage variant dans le temps
7 : Ry x R" — R4 quelconque, définissant des instants
d’échantillonnage par la loi txy1 = tx + T(tx, z(tx)), k € N
et satisfaisant 0 < 7(¢t,z) < 7(x) pour tout ¢ € Ry et
r € R".

Preuve: Soit x € R™. Il existe un sous-espace Rs =
{z € R",2TQsx > 0}, s € {1;---;q}, Qs = QT tel que
x € Rs et 7(x) = 75. En utilisant la version sans perte
de la S-procedure [1], on établit que quels que soient ¢ €
{0;--sN}et j € {0;--5 [ =]} la condition 27 ®; ;2 <
0,z € R est satisfaite si et seulement si il existe un scalaire
€s,4,5 = 0 tel que ®; 5+ €5,4,;Qs = 0. Par conséquent, si
la condition ®; ;s + €5,,;@s = 0 est satisfaite pour tout
1 € {0;---; N}, pour tout s € {1;---;¢} et pour tout j €

{0;-+ 5 [ ZL]}, alors les conditions de stabilité du Théoréme
3 sont satisfaites pour tout z € R™, ce qui achéve la preuve.
|

Corollaire 5: Soient des scalaires & > 0 et & > 0 et des
entiers NV > 0 et [ > 1 donnés. On définit un pas d’échan-
tillonnage 7 < & pour tout l'espace d’état : la fonction
d’échantillonnage 7 : R” — Ry satisfait 7(x) = 7° pour
tout x € R™.

Si il existe une matrice P = PT = 0 € M,(R) telle
que les conditions LMI ®; ; < 0 sont satisfaites pour tout
1 €4{0;---;N}etje {0;--; L%lj}, avec ®; ; défini par
les équations (8) & (14), alors lorigine du systéme (1) avec
le controle (2) est globalement a-stable pour tout échan-
tillonnage variable borné par 7*.

Preuve: La preuve vient naturellement du Théoréme
4 en travaillant avec un seul sous-espace : R” méme. |

C. Algorithme général

Le Théoreme 4 et le Corollaire 5 sont les solutions des
Problémes 1 et 2 respectivement. Alors que le Corollaire 5
donne un moyen de calculer le paramétre P de la fonction
de Lyapunov maximisant la borne inférieure 7* de la fonc-
tion d’échantillonnage 7 sous les conditions de stabilité de
la Proposition 1, le Théoréme 4 permet de maximiser la
fonction d’échantillonnage sur des régions données de 1’es-
pace d’état pour un P donné. La méthode pour appliquer
la technique que nous proposons est la suivante :

- Tout d’abord, utiliser le Corollaire 5 avec v = 0 en
premier lieu, et calculer le paramétre P de la fonction de
Lyapunov donnant une approximation 7* du plus grand 7*
admissible.

- Ensuite, calculer la variable v correspondant & la fonc-
tion de Lyapunov ainsi obtenue. Il est possible, bien que
cela ne soit pas nécessaire pour l'algorithme, de calculer la
vraie borne inférieure 7* vérifiant les conditions de stabilité
du Corollaire 5 en utilisant le P et le v calculés.

- Enfin, utiliser les conditions LMI du Théoréme 4 avec
les valeurs calculées de P et v pour trouver le fonction
d’échantillonnage dépendant de 1’état 7 maximale. Il est
possible de résoudre les LMIs pour maximiser les pas
d’échantillonnage 75 sous-espace par sous-espace. Lancer la
recherche des pas d’échantillonnages maximum admissibles
75 en ayant de bonnes estimations (obtenues par exemple en
utilisant le Théoréme 3 et un maillage sur l'espace d’état)
peut rendre la recherche plus rapide.

VII. EXEMPLE NUMERIQUE

On consideére le classique double intégrateur :

(t) = (g (1)) (t) — (g) Ka(ty),
K=(2 3).



On régle le degré de "approximation polynomiale N = 5,
le nombre de subdivisions polytopiques [ = 100, et le
nombre de régions ¢ = 1000. On peut alors obtenir une car-
tographie de ’espace d’état donnant le pas d’échantillon-
nage admissible maximal pour chaque état, pour un taux
de convergence o > 0 donné, grace au Corollaire 5 et au
Théoréme 4. Les fonctions d’échantillonnage dépendant de
I’état obtenues hors ligne assurant la stabilité exponentielle
de lorigine du systéme pour différents taux de convergence
a sont présentées Figure 2, en utilisant U'angle 6 des coor-
données sphériques de I’état.

a=0 ‘
a=0.2
0a=0.4
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J
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Fig. 2. Fonction d’échantillonnage 7 dépendant de ’état (son angle)
pour différents taux de convergence a.

Notons que pour des pas d’échantillonnages constants su-
périeurs & Th,q. = 0.67s, la matrice de transition du modéle
discret n’est plus Schur, et donc le systéme est instable. Ce-
pendant, on peut observer qu’avec la technique proposée,
pour certains sous-espaces de ’espace d’état, on peut aller
plus loin que cette limite T}, 4.

La Figure 3 montre des résultats obtenus en simulation
avec o = 0 et un état initial choisi aléatoirement. La figure
montre tout d’abord les pas d’échantillonnage (en bleu),
avec le minimum (en rouge) de la fonction d’échantillon-
nage calculée hors ligne, et la "limite de Schur" T}, (en
magenta), avant de montrer la fonction de Lyapunov dé-
croissante et la commande. On remarque qu’en moyenne
le pas d’échantillonnage est supérieur a la limite de Schur
Tma;ﬂ-
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Fig. 3. Temps d’inter-échantillonnage 7(z(tx)), évolution de la fonc-
tion de Lyapunov V(z) = T Pz, et commande u(t) pour un taux
de convergence a = 0.

VIII. CONCLUSION

Nous avons introduit une méthode basée sur des condi-
tions de stabilité de Lyapunov pour construire une fonction
d’échantillonnage dépendant de 1’état 7 assurant la stabi-
lité exponentielle globale avec un taux de convergence «
choisi pour des systémes a retour d’état linéaire. Elle preé-
sente deux avantages principaux.

Le premier avantage est que la méthode permet de maxi-
miser le pas d’échantillonnage minimal 7" de la fonction
d’échantillonnage dépendant de ’état 7, et de calculer la
fonction de Lyapunov quadratique associée.

Le second avantage est que la méthode permet de
construire hors ligne une cartographie de l’espace d’état
avec un pas d’échantillonnage admissible maximal pour
chaque sous-espace. Le nombre d’opérations devant étre ef-
fectué en ligne est alors réduit au minimum puisqu’a chaque
instant d’échantillonnage t;, il suffit de calculer les coordon-
nées sphériques de I’état x (¢ ), regarder et mémoriser le pas
d’échantillonnage associé 7(x(t;)) déterminé hors ligne, et
actualiser la commande u(t) = —Kx(ty).

Nos axes de recherche actuels portent sur ’extension de
ces résultats aux systémes non linéaires et perturbés.

IX. ANNEXES

Preuve du Théoréme 3: Pour prouver le Théoréme
3, nous avons d’abord besoin d’introduire deux Lemmes
importants.
Lemme 6: (Démontré dans [8]) On considére la fonction
matricielle polynomiale

L(o)=Lo+ Lio+---+ Lyo®

telle que la variable o est positive bornée : 0 < 0 < 7.

Alors, on peut trouver un polytope convexe formé par N+1
sommets qui enveloppe la fonction matricielle polynomiale
L(o), i.e. il existe une famille indexée u;(c) > 0,7 = 0..N,

N
vérifiant Z wi(o) =1, et telle que
i=1

N
L(o) =Y milo)U;
i=1

ou les matrices U; représentent les sommets du polytope et
sont données pour tout ¢ = 0..N par

K3
U, = ZﬁkLk.
k=0
Lemme 7: On considére un état x € R™, des scalaires
0 >0,0 < g < 7, des entiers N > 0,1 > 1, et des
paramétres o > 0, P = PT = 0 € M,(R). Si les condi-
tions 27 ®; ;o < 0 sont satisfaites pour tout i € {0;---; N}
et j € {0;---; L%lj}, avec les matrices @, ; définies par les
équations (8) a (14) (avec g remplagant 7(x) dans les équa-
tions), alors pour tout o € [0;0], 27 ®p,(c)z < 0, avec
®po(0) défini par (6).
Preuve du Lemme 7: Soit x € R™", ¢ >0,0< g <7,
N>0,1>1,P=Pl'~0e M,(R) et a > 0. La preuve
du Lemme est divisée en quatre étapes.

1. Tout d’abord, on divise 'intervalle de temps [0;5] en [
sous-divisions et on prend un temps o < ¢ dans une de



ces sous-divisions. Le but de cette étape est de préparer
le terrain pour calculer une estimation précise de ®pq/(.)
en construisant [ petits polytopes convexes autour de la
fonction au lieu d’en construire un seul gros (voir Figure
4).

2. Ensuite, on calcule une approximation polynomiale de
®p (.) pour la sous-division considérée.

3. Aprés, on borne lerreur résiduelle de cette approxima-
tion polynomiale avec un terme constant.

4. Enfin, on construit un polytope convexe autour de ’ap-
proximation polynomiale en utilisant la méthode proposée
dans [8] (voir Lemme 6), pour obtenir le nombre fini de
conditions désiré.

@P,a (O-)

A=
oo )
| W
N~
| W

Fig. 4. Construction des sous-divisions polytopiques

E'tape 1 : On divise I'intervalle de temps [0; 7] en [ sous-
divisions [j7; (j+1)%], avec j € {0;---;1—1}. Prenons o €
[0;0]. N existe j € {0;---; [ Z]} tel que j& <o < (j+1)9.

si

On définit alors o/ = 0 — j5 (o' € [0;x], avec x =
Jj< L%lj, et x = o — 2 sinon).

Etape 2 : Pour avoir des équations plus légéres, on définit
I, = ATP + PA + 2aP et Il = PBK. A partir des

équations (6) et (7), on déduit que

g
l

Opo(0) = Ao) T A(0) — AT (0)y — TTZ A(0).  (17)

Pour obtenir une expression utile de A(o) comme fonction
de o', on utilise la relation suivante, obtenue aprés quelques
calculs élémentaires :

a-+b a b a
/ eods = / e ds +/ e ds (A/ e ds + I) ,
0 0 0 0

qui est satisfaite pour tout scalaires a et b, pour obtenir

Ao) =1+ (Mj + eAsdij) (A - BK)

b (18)
= Hg)j + fO eASdSHLLyj,

avec My = [JT eAsds, Ny = AM; + I, Ty ; = I + M;(A —
BK), et Il j = Nj(A — BK). On note alors que

4 00

o Ai—l .
/ eods = E — o,
0 Z!

=1

(19)
En combinant les équations (17), (18) et (19), on peut écrire

(I)P@(U) = ZLk)jO'Ik, (20)
k=0

avec les Ly, ; définis par (10). Il est alors possible d’exprimer
une approximation polynomiale d’ordre N de ®p, sur la
sous-division temporelle [j%; (j + 1)%] par

]

~| QI

N
(I)p)aﬁNﬁj(O'/) = ZL}CJO’”’C,O’I S [0,
k=0

Etape 3 Notons le résidu de l’approximation
Rpanjlo') = ®pa(o) — (i)Pﬁa)N)j(O'/). Si on peut calcu-
ler une borne avec un scalaire v indépendant de o’ telle
que Rp o n j(0") < vI, alors la condition IT((i)Pﬁa)N)j(UI)‘F
vI)x < 0 entrainera 27 ®p ,(c)z < 0. Pour un o’ donné,
puisque Rpo nj(0") = ®po(0) — Ppa.n (o)) est symmé-
trique, alors si on note A,/ la plus grande valeur propre de
Rp)mN’j(O'/), on a RP,a,N,j(U/) j )\U/I.

Par conséquent, on peut écrire Rp o n i(0’) = vI avec v
une constante définie par (13).

Etape 4 : Puisque la fonction ®p, n () + vI
[0;x] = M, (R) est polynomiale, on peut utiliser le po-
lytope convexe présenté dans le Lemme 6 pour prouver
que si #7®; ;o < 0 pour tout i € {1;---;n}, avec ®; ; =

(ZZ:O Lkﬁjxk) + v, alors IT((i)pﬁa)N)j(O'/) +uvl)z <0, et

donc 2T ®p ,(0)x < 0, ce qui achéve la preuve du Lemme
7. [ |

La preuve du Théoréme 3 est obtenue en implémentant
les conditions du Lemme 7 pour satisfaire 7 ®p,(0)z <
0,Vo € [0;5] dans le Lemme 2 avec 7 > ||7||oc et ¢ = 7(2),
pour tout x € R™. [ |
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