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2

�(�.Ä< ��'Â, @�þÄ< @�ô�[�����"�����
O(n2)
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Â³ @È�È������� ��'� Á
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Ì�ÍËÎ!Ï Û�Á ÝQÐ �0�,���½���.Ä0ë ���!���(������Âü���� @�x���!�����,ä<å���}
�6È?���(���R���,���!���(���������R�!�,Ä<�Ó���¸�� @�����"�DÈà�þá@&Ì�RÈ��ô���ËÄ�����Ä<�(����Â³���� ��'��Ä��ËÂ(�³�����ËÊË�³��$' ;Ä��Ë�� ��!��Â³ @�'Â³����������È��½��(�Å�@Â(Â³��È��������!�¢�� ��x����Êu#Ì�[Ä<��Â(��È�Â(&�È Á

Ý�P1z {=ä�åX|�bv|�V#}Dä�T"`
���'�u$'����������Â�$���� #��(��ÊË�³� Ä<�Ë���(Æ@�� @&�#Ì���,Ä'�R�'�,&�� ÊËû(ÊË�Ë�(�'���(Êý��È��uÈ�������È���ÊË�(�!���,Æ��� �Æ@����#�$��àá@&'�(ÊË�(�!�#��� <Â�$���� Á �0����&<���³�����!�.Ä<��ð¾�R������Ä<�½�¢���½�����[Ä<��Â³ @È�È��à�"�� ��%�"&'�.Ä<���¢�@ �È�&�ÊË���¢����Æ�È� ��'���!���¢#� �&��[��È���ÊË��������#'�����È� <Â�Ä<���¢���'�"��Ê ��È����[Ä���#'�R������Ä�ë �(È��(ÊË�(�!����á!&�������#��(&��@�(�!��#'���¢û(�������(�ÅÂ³ @È�È������� �� Á���hÂ( �ÊËÊË�(�'Â(�.#'���?���½�����(�7�(�!�����.È����E#�È�&'�7Æ��� @�D�@ �È�&�ÊË���Rd!��ë ��È�ñÕ��Â³ @È�È��à�"�� ��'�Rd! ��hÄ<�½��Â(�(�'ÄhÄ�ë &'�h�������½�R&�³�� @�x����É���� Á���T��È���Êu���!�Ë��ÊË#Ì @�"���R�!�ÕÄ��R�Ì�ÕÂ³�þ��ñ;#Ì�
Ä0ë ��È�Æ@ ����ô��$�ÊË�x�½���ÕÈ��ÅÂ�$� ���Ã3Ä<�ÅÈà� Â³ ��Ì������&'Â³���� ��TÄ<�%ÈÖë �R����������(#��������(�!�����!�7Èà�u$�����������Â�$'����d!�(��ÈÖë �RÈ�Æ� @������$'Êu��Ä<��#'����Â( �&����7Ä<��Â³��È�&����6Â³� Á�9�ËÂ( ��'�"����&'Âü���� @�xÄ�ë &�����$'����������Â�$����(d;���x#�����Â��RÈàÂ³&�ÈÇd<���"�

O(n)
d��(�'��&��������� ��þ#'�R��Â³ @&����E��p'�ÅÄ<��Ä<�³����Âü���(�È����[Â³ @È�È��à�"�� ��'�¢�½���

O(n × log(n))
Á
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ø�s<�"sur ����y�ÿi�~z�ý�ý�w[�üw[ý!ÿ���w�ù z!{`�/w�ÿnù
���Ó#��(&<�[Ä<���!�à���(�JÈ����J ��<~��(���E�(�Õ#'È�&'�����(&����?�@ �È�&�ÊË���?����Æ�È� ��Ì�R�!���D���hÂ³�������!�J&�����$�����������Â�$'���[ ��ÓÈ�� �Ì @�ô���Èà�N#'È�&'�ËÆ@�����'Ä<�þ�(��Æ@È� @�Ì�%Èìë  @�<~��³�Ó���@����É�����ÊË�(�!�RdD�(�Õ ��TÄ<����Â³���'Ä
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ø�s<�"s�ø ����y�ÿi��ÿi�uz!ý�ý�w���w�ý�ÿI��wm|B�Ëw�ù/x��!�kw
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Ì�ÍËÎ�Ï Û<Á éeÐ �?Ã;��ÊË#�È���Ä��,#Ì�R���������� �������ÊË�(�!�[�(� Û Ä;�ì�����(�
��8x�(�ÌÂ³ ����(d���ÈD�³Ã<���"���u#�È�&'������&����,ðø @��ÊË�ËÄ<�ËÄ<��Â( �&�#'��Æ���iõp'Æ@&���� Û�Á ê jkÑ�Â�$'��Â(&����ËÄ<�ÓÂ³����Ä<�½Â³ @Êu#� @�������� ���ÅÄ<�½���¸���R�!����Æ����,�(�ýÄ<�������'Â( ��;���������(�!�����9#�È�&Ì� Ä<�Ó#�����Â(������ �� #Ì @&�� Â(�(�����R�����½��ÊË������#�È�&Ì� Ä<�ÕÄ<�æÛÕÂ³&�È����$8Æ������(���(� Á

&�����ðø ���ÊË� ��&'�@Ä;�����(� Û Ä<�Ö������� 6[�;}D�ì�����(�
Ì�ÍËÎ�Ï Û<Á êeÐ �0�½��Ä<�æ���������!���7��ñ;#Ì�½�[Ä<��#'���"���ô���� @�����(ÊË���@��Ä<��Èìë ����#'��Â(�

ø�s<�"s<� vL�u����ÿ���ÿi�~z!ý�ù
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Ä<�����(ÊË#'�Rd'��È9ð¾��&'Ä<���R����(�' ���Êu��ÊË�(�!�,Ä<�u�� @È�&'Êu�ý�(��Æ@È� @�'�R�!���.#� �&��,����Â³ @&��;�������� �&<���ýÈà�þ�"&���ð¾��Â(� Á å.�u#�È�&'�Rd�È����,#��(��ðø ���ÊÓ�R�'Â(���.Ä��Â³�(����È�Æ@ ����ô��$�ÊË� ���ýÄ<��Æ�����Ä<���@��È� @����á!&0ë ��È�ñ%�xÄ<���,Â³ @È�È��à�"�� ��'�Rd�#�&��à��á!&��ýÈ��ý�� �Êý�����uÄ<�ýðø�(&���È�È����:8Õ#Ì�R��Â³ �&'�����
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Ý�P�� ���üT"T�á bQY$] á�|�_$Y$T
���'�.�RÈ��������'�R����������&<Ãý$����(���R��Â�$��������½���JÈà��ÊË�³��$� <Ä<�.Ä<�½Â³���ô���.Ä����'��Ù À�ã©Ú d�#Ì�R�����àÂ³&�È���É�����ÊË�(�!�?�1ÛÕÂ(�@Â³�[#� �&��&�� Æ����R�ÌÄ
�� @Ê �����uÄ0ë  @�<~��³�����" @È��àÄ<��� Á �; �� ���@���(��û³�����"��á!&��Ó�" @�N��ÛÓÂ���Â(�ô���u�'�ËÄ��(#��(�'Ä #'�@��Ä<����Èà�Õ���R��È�È����Ä<�½�¢ ��<~��(���Rd'á!&���#Ì��&<�.û(����������É½�¢$��³���(�� <Â³È��ô����� Á�; @�x#������'Â³��#Ì���½���.Ä<��#��� R~��(�����¢Ä����[�@ �È�&�ÊË���7�(��Æ@È� @�'�R�!���E @�����(�!�����¢�"&'�[È��½�[��Ã<���Rd��"&'�¢�� �&Ì�¢È��½�[��Ã<���9i¾Â³ðp'Æ@&���� Û<Á�À�í j Á �0�½�7���!����������È�È����¢�R���'�������� �&��@���7�" @�@�7���������7#'�R�¢#��(��Ê &<�������� @��d�á!&������(�ÌÄh�@�(���7Ä�&

O(n)
d�Æ�����Â(�8uÈ��ËÂ( �$��������'Â³�,����ÊË#Ì @����È�È���á@&'�9�����"&'����á!&0ë ��È0ñh��&���� #��(&ÅÄ<��Â�$'����Æ���ÊË�(�!���¢Ä�ë  ���Ä<��� Á�?ë �àÄ<�(�ý����É��,���@���(�����������!���ý���Ë�"����&���~�&'�"����Êu���!� á@&Ì�R�'Ä]��È�ñ]�x&����u#Ì����Êý&<���R���� ���d�Â��R��ÂRë ���"�����(&'È���Êu���!�Ä����'��Â(�JÂ(�@��d¸á!&0ë ��È!ñ��[���à��á@&'�EÄ<�7Â³ �È�È������� @��d�Ä� ��'Â?á!&��EÈÖë  �� �¸�����½�����(���³Ã<#�È���Â(�ô���(ÊË�(�!��È������� ����������(�'Æ�È� ��'���@����� Á

Ì�ÍËÎ!Ï Û�Á�À½íeÐ }?�� R~��½Âü���� ��%Ä<�½�¢�� �È�&�ÊË���¢����Æ�È� ��Ì�R�!���¢��&��[&��Å��Ã<�
Ý�P.� �×_¶Z[Xu�nV#XQã1ã�ä1`�ä1X3YD`¤]DT `[_q|#�¬bQV#T"`
å������RÈ�Æ� @������$'Êu�½�,&<����È��à���R�!��È��½��#��� @#������(������Ä�ë ��Ä�~"��Â³���'Â³�ËÄ<�½���(È��(ÊË�(�!����Ä�ë &'���Ó�"&���ð¾��Â(�Ë ��!���³���ÓÄ<�����(�È� �#�#�����#'�R�,}D����Â(��È9�D �È����� x�(�,����Ä<�à�h�
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Ü  ��ÌÂ³�(���'���@�[È���Â�$� ���ÃþÄ����[��È���Êu���!���¢ðø @��ÊÓ�R�!��Èìë  @�<~��³�-d� ��ÅÄ< @�ô�,Â�$� ��à�"���[&���� Êu�(��$� <Ä<��#��(��ÊË�³�����R�!��Ä��Ä<�(����Â³�����¢�� �&�������È��½�[Â³ �È�È������� @�'�[Ä<����&��"ð¾�@Â³� Á�9�ý#����(ÊË��É(�����àÄ<�(�,���"��Ä<��#����(�'Ä<���,È��½�J�����à�R�'Æ�È����Eðø ���ÊÓ�R�!�EÈ���ÊË����È�Èà�RÆ���d;È��,#��� ���È�É(ÊË�,���"�[á!&���È��,Â��RÈàÂ³&�ÈÄ<�ÕÄ<�à�"���R�ÌÂ³�4i¾á!&��?�½����Èìë  @#Ì�����R���� �� Ä<�Ó�'�@�"�ÓÄ<�ËÈìë ��È�Æ@ ����ô��$�ÊË�-j��(�!�����ÓÄ<�(&�Ã]�����à�R��Æ@È��½���½����������&'Â³ @&�# ���� �#È� ���Æ�d<Êuû�ÊË���"��Èà�ËÄ<�³����Âü���� @�Å�"�������ô��������&�����ÊË�(�!�7#'È�&'���1ÛÕÂ(�@Â³� Á���'����&<�����,ÊË������É(����#�È�&'�¢���R#��àÄ<�����"��Ä<��Ä<�³����Â³���(�¢È����¢���!���(������Âü���� @�'�¢�R��û³�����"�Ö�����à�R��Æ@È��½��d@ÊÓ�R�à�¢È¹8ý�(�'Â( ����Èà�uÂ��RÈàÂ³&�È��½���[���� @#xÈ� ��'Æ Á�9�ËÊË�(��$� <Ä<�uÂ�$� ��à�"�������"�,Ä0ë ���'�RÈ�ñ<�"����8ÓÈ��Óðø ��à��È����.Ä��³���½Âü���� @�]�R��û³���³�6�R��û³�����(�.È��½�.Ä<�(���½Âü���� ��Ì���� �ÊËÊË�³��������à�R��Æ@È�� Á �Jë ��È�Æ@ ����ô��$�ÊË�ý�½����#�È�&'��Â( �ÊË#�È���á!&��Ë#�&��à��á@&9ë  @� �%Ä<��&<ÃNÄ<�(����Â³���� ��'�e8þÆ@�(���(�,�(� #'�R���RÈ�È�É(È��(dµÊÓ�R�à�È����JÂ( (è<�7Ä<�.Â(��È�Â(&�ÈÌ�� ��!�Dðø @�"���(ÊË�(�!�E��È�È��(Æ@��� Á å.��#�È�&'��d@ÈÖë ��Êu#'È���Êu���!�������� @�ÕÄ<��Èà�����(#� ��'���.�R&�ÃuÂ³ @È�È��à�"�� ��'�?���"�ð¾��Â(��È������(dÌÂ(�R�¢���@������Ä<��&<Ãþ����û(���½�E @&%&��Å�" @ÊuÊË�(�¢�(��&��þ����������Æ�È��(d<Ä<���' �Ê �'����&'�"�½�7Êu�(��$� <Ä<�½�[�³Ã<�à�����(�!� Á
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¿��àÍ��àÍ���¿ %xÔ���·'¶�¼ø´-�[.�Øqò�²�Ò'Ô
%hÔ��Ì·Ì¶�¼ø´-�[. Ø%¿ 	.È�Æ@ ����ô��$�ÊË��Ä���Ä��³���½Âü���� @�%Ä���Â³ �È�È������� @�'�7&<����È������R�!��Èà�ýÊË�(��$� <Ä<���"�� <Â�$'�@������á!&��

ó ���k���Zôh�/¢h��£°/�h¢��h�/�¬�n¢¥®¢�¡h�h�©�n¢h��sÍé���iÎ��n¢n�U¡��n�h§-¨h¢h�õ �h¢��h�/�¬�n¢¥®¢�¡h�h�©�n¢h��sÍé���iÎ��n¢n��¢(�ß§(���®�h�������(�°/�h¢��h�/�¬�n¢¥®¢�¡h�h�©�n¢h���(�-´®´k¢��k�-�®�k���(�®ªh�/¢Ü¡��n�h§-¨h¢h�õ �h¢��h�/�¬�n¢¥®¢�¡h�h�©�n¢h���(�-´®´k¢��k�-�®�k���(�®ªh�/¢ ¢(�ß§(���®�h�������(�

ö �n ��/§(�®�n§©°��n�ß£§��(�k�¬�®��°k§¬�k�����¥�¢n�«ª/�n�(¡®¨h¢n���¢�Ï����/���-�n��ªn¢¯�(�iÎ��n¢��¬���iÎ��n¢«¢��±�(�©´®´k¢(�k�©�®�k�¬�(��ªh�/¢÷ °��k�(�h���( h�I®�(�k�¥�/�?§(�(�Ïn¢(�®ªn¢(�k§�¢¯¢��?�/�¯¡��n�(¡n��ªn���k�¬�(�(ø

ù §©¨h�kÊ�°h¢«¡h�h�«�¢��n¢©´n¡k�Ø£
� ö �(°®�±§-¨h�¨Ê�°h¢«¡n���©�n¢¥sÍé���iÎ��n¢n�U¡��n�h§-¨h¢h���¢K�/���h�/�¬��¢×£�Ìú�� ¦����-�n¢K§(�(�Ï�¢��®ªn¢�����®�«�®���(¡m ��/���©ª��h ®¢¥�(°m� �Ñ¨Ò�¢ZÐk�/�¬�n�����n¢���?�-°®¡®¡��k�½´k¢���®�-�h�(�±����§(���/�h�/��������~ÍÂ��Ñ®�(°®�n¢��¥®�(�k�¥�/�K�h�/�¬�n¢¥®¢h�«¡n���©�n¢h�«¢��ü§(�®�®�h�/���¬�(�¡®�n�(¡h��ª�¢����/�?§(���®�n�/�����(���(°Ð ¡h���©��¢h��Ïn���/�®�-�h¢�Vûn�(�®�üÊ(°ÍÂ�(���h¢ � (¡n�h�®�(¢�¡n�h� ��¢¥�n�©´�ô��n¢I´5�kÐk�1´h°�´?�¢�¡n���©�n¢h�«���k�©��¢��×£�«�k�-�n¢����(°�¨h�h�(�(��¯°®�h¢¥�h�(°Ï�¢��®�/¢�¡n���©�n¢¥sÍé���iÎ��n¢n����/� ¦����-�n¢K§(�(�Ï�¢��®ªn¢���������®�n��¡? ®�/���©ª/�n ®¢¥�(°m� �Ñ�Ò�¢ZÐk�/�¬�n�����n¢�/�?�©°®¡®¡��5�1´k¢��
�ßý¬�¢-´?¡n�(°�� �¢h��¡h���-�n¢h���(�©´/´k¢��k�©�/�k���(��ªn�/¢

� ö �(°®�����(°��n¢h�¯��¢h� ¡h���©�n¢n��sÍÂ���iÎ(�n¢h��¢(�ß§(���/�h�/�������¡®�n�(¡h��ª�¢����/�?§(���®�n�/�����(�
�ßý¬�¢-´?¡n�(°��K�/¢h��¡h���-�n¢h���(�©´/´k¢��k�©�/�k���(��ªn�/¢ ¢(�ü§����®�h�/�®���(�

¿��àÍ��àÍ���ÿ �EØ!Ñ��E·Ì¼Ö²µ´�Ñu¼�.I�J·Ì¶¸´�Ò�²µ´½ÑË¹�ØÅÔ�ë�Ò�Ô��Ì·Ì¶�¼ø´R��. Ø
À@ÁvO0YLe.l*O0e�SO#WZY�W�NéQ?Udl�g�e�Y�YBg�UF]1Y[¶BO0¶Bþ�YBg�U<Q �ÌÂ�ë �½����È���Â(��È�Â(&�È9Ä<���'�@�"��Ä����� R��������È�Æ@ ����ô��$�ÊË�(d<��È0���"�.Ä< ��ÌÂ����É��?��ÊË#Ì @�"���R�!�7á!&0ë ��È��� ����E��ÛÓÂ���Â(���³�7����#���Ä�� Á }D���7Ä<�(ð¾�R&<�-d@��È��� �&'�Jðø ��!�¢Ä< ��'Â.È��,Â(��È�Â(&�ÈÌÄ<�,Ä<�à�����R�'Â(��(�!������Ä<�(&<Ã%�"��Æ�ÊË�(�!���¢�³���(�!������&��Å�� �ÊËÊË�³���³��&'�x�����à�R�'Æ�È��,��� Ç å Á �0�½���RÈ�Æ� @������$�ÊË�½�E&�����È��à�"�½���� ��!�Â³�(&�Ã%Ä<�½Â³���ô���.Ä����'�eÙ À�Ç©Ú dµÂ(�R�.��Èà���� ��!������Â( ����;&'��Â( �ÊËÊË������É��.#Ì���"ðø @��ÊÓ���@����Ñ'Ä�� #�È�&'��È��(&'��Â³ <Ä<� ���"�ð¾��Â³��È��(ÊË�(�!�[������ÊË#�È��(ÊË���@���R��È�� Á
Û�ÁvO0lÿe.b�g���YB]<jkYBgae.Y �;ÂRë ���"�7Èà��ðø @�'Âü���� @�ÕÈà��#�È�&'�7�R#�#��(È��(��d!Â�ë �½���¢�(�há!&���È�á!&��,�" @�"���.��È�È���á!&��Ìð¾�R����ß[�!���;���¢â�� R�������RÈ�Æ� @������$'Êu�,�(�þ�(�!�������'�R�!�¢�� @&�~� �&����¢È����¢ÊË���'��Êý&�ÊwÈ� <Â(�R&�ÃxÄ<��Ä<�à�����R�'Â(��� Á}� @&��ËÊË������ÊË�����(�ËÈ����Ó��#�#Ì��È��u����Â(&�������ð¾��d�Èà�NÂ( ��;������Æ@�(�'Â(�h�(ë �1�µ��Â³��&��ÅÄ<�%Èà�]ÊÓ������É����%��&��������@���U�� @�#������'ÄxÈ��u�� @���������,Ä��,Èìë �R��û³��� À Èà� #�È�&'�[#'�� <Â�$���Ä<��Èìë ����û(��� Û d<#�&��à�¢ ��þ#����(�'ÄxÈà�ý�@ ��à�"������Ä<��Èìë ����û(��� ÛÈ��Ó#'È�&'�.#��� ;Â�$'� Ä<��Èìë ����û(��� À dR~�&'��á!&0ë 8Ë���� �&��@�(��È������R��û³�����[È�����#�È�&'��#��� <Â�$����3i¾ÂüðtpÌÆ�&���� Ç�Á î j1d' @�Å���"�Ä< ��'Â,���

O(n)
Á
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�����(@<68:<� � 4�H;4!=��.68:<4s�.9x���.G\�.:fH

��)��(/->?� E 4-: � 4-��/-4 E 4-:fG~3568��6839�3¦H�4!H;68G<@F�.��/-4

Ì#ÍËÎ�Ï Ç�Á î)ÐxÜ  @�;���(��Æ����'Â³���������¢&��þÊË���'��ÊÓ�ËÈ� ;Â��RÈ0Ä<��Ä����"�����'Â³�
Ç'ÁvO0lx_a]�b�_�lBj¨l�UFNfb�g �;È� ����EÄ�ë &�����Â( �È�È��à�"�� ��xÄ�ë &'����#'�R������d@��Èµñh�R&'����ðø @��Â(�(ÊË�(�!�[Ä<���7#'���������E�� @�����������7�R&'������(�ýÂ( �È�È��à���� @��d¸ÈÖë ��Ä��(�7���"�DÄ� ��'Â7Ä<�¢�;�����ô���(��È�����#'�R���������� ��à�������½��8.Èà��Â( �È�È��à���� @� Á �;�; ��ýð¾�R����&��ý���½���?����ÊË#�È��(dá@&'�����"�JÄ<�¢���½�����(�?Â�$'�@á!&��¢�� ��à�������[Ä<&Ó#'����Êu���(�D��È���ÊË�(�!�JÄ<�[Èà��#'�R�����[�¸�@��Â¢Â�$'��á!&��¢�@ ��à�"���'��Ä<&Õ����Â³ @�'Ä�(È��(ÊË�(�!�Rd�Â(�(È 8u�� �&'�[Ä� �������Ä�&

O(n2)
È� <Â(��È���Êu���!�[á!&������RÈ��(�!�����(�� @��ÊË�(ÊË���@�[Èìë ��È�Æ@ ����ô��$�ÊË� Á�;�. @�T�����"���N�"��&�È���ÊË�(�!�hÈ����Õ�@ ��à�"���'�ÕÄ�&+#����(ÊË�����Õ�(È��(ÊË���@�-dJ#�&'���xÂ³�(&�ÃTÄ<&«�"�½Â³ ��ÌÄ3��È���ÊË�(�!�þ�¸�@��ÂÈ��Ë#'���������(�
Â( �È�È��à���� @��d� ��%�����"�������

O(n)
dµÂRë ���"��Â³�(�"����ÊË�³��$' ;Ä�� á!&��9�½���.&�����È��à�"��� Ä����'�Qi~Ù À1Ú j Á �?È�È�� ��� �&��DÄ��7ÊËû�Êu�¢&��uÆ��� @�����'Â³ @�!�@�(�����(�!�DÂ(������È�È��¢ �&��'È����[Ä<���DÂ( �È�È��à�"�� ��Ì�0����É½��ðø���½á@&'�(�!���½�#iÖÂüð�p'Æ�&���� Ç�ÁÞÝ j Á

Ì�ÍËÎ�Ï Ç�ÁÞÝeÐþÜ  @È�È������� ��h�' ��ÅÄ<�³����Â³���(��#Ì�R�¢#��� �#'��Æ@������ @�hÈ����'���R�����
¿��àÍ��àÍ��àÚ ����´½¼�. ¼ÖÑ�Ò<´½¼¾·�²�¹�ØÅÔ-ë�Ò�Ô���·'¶�¼¾´R��. Ø
õö×!´R��·0¹�Ø%Ñ�¼�.I��ÔÖØ��Ð e�b*g���Y�]FjkYBgae.Y �� ��ýÂ³ ��;�@�(��Æ��?�@�(���9Èà�.#'����Êu��É(���J#Ì�R�����E�� ��à�������7#�È�&'��#��� ;Â�$'�J�� @�ýÄ<�"~u8.�;�à�"�������:iÖÂüðhpÌÆ�&����Ç�Á ã j Á }� @&������¸�@ ������"�?&'���Ó#'�R������8%Ä<�"~u8%�³���Ó�!�à���ô���(�(d0�� �&�������È��½��#'�R�������,#'�R��Â³ @&���&������� ��!� ���� <Â�ä��(�½�Ä��R�'�¢&'�x$'�@�"$��æ���³��Ñ<&'����#'�R�����,Ä<�"~u8Ë�;�����ô���(�����"�[���;&<����È���Â(���[�(È�È�������Ä< @���������ýÈ��uÊËû(ÊË��Â( ��;������Æ@�(�'Â(� ÁÐÌ_a]1b._ilojkl*U<Nfb*g �7�9� #����(ÊË��É(���]�� �È�&<���� ��Ù���� �&'���(�Å�½���þÄ<�
�����"���(�h�(�

O(n2)
ÊÓ�R�à�Õ���+��Â�Â³�(È��(���R�!�ÓÈ��#��� <Â(�����"&'�Rd����%ð¾�R�à�����@���(�
�� �������Ä<�ý���[~"�RÊÓ�����.���(�����"�����.Ä<��&<Ã%ðø ��à��È�����ÊËû�Êu�½��#'���������Rd'Ä<�ýÈ��ÕÊuû�ÊË�ð¾�(g³ @�þá!&���#� �&��[Èà�ËÂ³ @�!�@�(��Æ����'Â³��d!���þ�"�� <Â�ä��R�!�[È����¢#'���������¢�;�à�"���������[Ä����'�¢&��%$'����$<�6�"�(� ÁÐ l�gal*O���QBY �µ&����uÈ���Æ�É����u��Â(Â(�(È��(�������� @�Å���"���� ����R�'È���d�ÊÓ������ÈÖë �RÈ�Æ� @������$'Êu�ý���½����� È��ýÊËû�Êu��d�Â³�u�0ë �½����#'�@��"&�ÛÕ���R�!� Á

� ·Ì²k��Ø!¶©��Ø;²�»@Ø
¹�º9¶�Ò�²µ´���¶�·h��Òn��Ò<´�¼Ö·Ì²��Ð e�b*g���Y�]FjkYBgae.Y �<ÊËû�Êu��Â( ��;������Æ@�(�'Â(��á!&���#�����Â(��Ä<��ÊËÊu���!� Á
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ÐÌ_a]1b._ilojkl*U<Nfb*g ��#Ì @&��0�����"���(�9�(�
O(n)

d½&����J�Ì @�����?�àÄ<�(�?�¢�(���JÄ��?����&<����È������(��Èà�¢ðø ��ÌÂü���� ���Ä<�EÂ³ ��;�@�(��Æ��(�ÌÂ³�È� @���ýÄ<�xÈà�N#��� @#'�RÆ!������ @� Á 	.���'���¢È� @����á!&0ë  �� ����&<�ÓÂ�$��(��Â�$��(�uÄ<���ËÂ( �È�È��à�"�� ��Ì�ý��&<�� @&��uÄ0ë &��'�x#'�������h���Â³ �È�È������� @��d< ��%Èà�R�'Â(��&�����Â( ��;������Æ@�(�'Â(�,��&��[�� �&<�����[È����[#Ì�R�����½�7ðø ���Êu�����[#Ì�R�[È����[�@ ��à�"�������[Ä�&Å#�����ÊË������(È��(ÊË�(�!��Ä<��Èà�uÂ( �È�È��à���� @�x�(��È���Ä<��&<Ã<��É�Êu����È���ÊË�(�!��Ä<��È��ËÂ( �È�È��à�"�� �� ÁÐ l�gal*O���QBY ��Â³�(�"���Ë#��� �#Ì�RÆ@�R���� ��%���"��#�È�&Ì������#���Ä��(d�ÊË������Â��R&'��� &��N#��� ���È�É(ÊË�(d�Â��R���"��&��N�(È��(ÊË�(�!�����"��(� Â³ @È�È��à�"�� �� �¸�@��ÂÕÄ<��&<Ã �(È��(ÊË�(�!����d�È��NÂ³ ��;�@�(��Æ��(�ÌÂ³�Ë���h#Ì�����"�����Åá!&��x#'�R�ý&����x���(&'È��þÄ<�xÂ(��� Ä��(&<ÃÂ³ �È�È������� @�'�Rd! @&���È������!�[Ä� ��'Â,&�����Â( �È�È��à���� @�h����É½�7ðø���½á@&'�(�!��� Á
� ·Ì²k��Ø!¶©��Ø;²�»@Ø
¹�¼ø¶�Ø;»R´�Ø	�Ð e�b*g���Y�]FjkYBgae.Y �0 �� ���ÕÂ�$'�(��Â�$��Ó#�È�&'��Èà�%#�����ÊË��É����Ó#'�������Ó�� @���������Ë#�È�&Ì��#��� <Â�$��(d0ÊÓ������ @� ���½Â�$��(��Â�$��È��N#'�R�����x�� @���;�à�"�������xÈà� #�È�&Ì�ý#'�� <Â�$��þ#'�R��ÊË���uÈ����u�� @����������� ÁDÜ �½Â³�[��ÊË#�È��àá!&��ÅÄ<�þ���½�����(�u�� @&<���½�ýÈ������ ��à�������½��dÌÄ< ��'Â  ��
�Õ�R~� �&<���(�-dÌ���R�'�.#Ì���"���(d�&��
�����(�,Ä<�ý�Ì @��Ä�dµá!&��9�½����Ä<�������"������#� �&��,Â�$'��Â(&���� Ä��Â³���ý�� @�����������Rd����E��È�È��þ���"�ý�(�ÙÂ³ @È�È������� �� Á ����Æ@����Ä��Õ&����%Â³ @�!�@�(��Æ����'Â³�Ë�(�
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d(p1, p2) = |p1.x− p2.x| + |p1.y − p2.y|+ |p1.z − p2.z|
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temps de calcul = moyenne temps de convergence× nombre de paires actives
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å�&������!�7Â³�(�"���,�������(��d(~³ë �R�µ�R#'#����à�E�(�� @��ÊË�(ÊË���@�¢Ä<��Â�$' @����� Á�	 �R�!�¢��&Õ#� ����@�[Ä<���!&x����ðø ���ÊË�R���àá!&�����$��( ������á!&����³�[����Â�$��'��á!&���d�á@&9ë ��&þ#� ����!��Ä<���;&þ���;�!���� �������ÊË�(�!�¢Ä��������¸�¸����È Á�Ìë ����Ä<�½Â³ @&������"�¢&��%�"&�~��(�[#'�����"�� ��'�'�R�!�7á!&0ë ���"�¢ÈÖë �R����ÊÓ������ @��d<Ä< �ÊÓ�R������Ä��R�Ì�EÈ���á!&���È;~³ë �(�������E�� �����È���Êu���!����� �#�$;ñ!��� Á �'ë �R��#��� �Æ@���½�����.���%#��� @Æ����RÊËÊÓ������ @�h�¸���½Â.Èà�uÆ��(�'�(����Â(�ô���,�(��ÈÖë  �#�����Êu�à�������� �� Á�Ìë ���?�"&����� @&<�ýÄ<�½Â³ @&������"��&�� &��'���@�(���,����É���Â�$'��È���&����(&<Ã á@&9ë �½����È��ÕÊË ��'Ä��ÕÄ<�ÕÈà�%���½Â�$��(��Â�$��(d��(��ð¾�R����Èà����(�'Â( ��!����� Ä�ë &��]Æ@�����'Ä%�� @Ê �����ýÄ<�ý#Ì������ ��'�����.����É������!���(�����������@�����[�(��Ä� R�������,Ä<� Æ@�����'Ä<�½�.Â³ @���'�����������'Â³�½�8u#'�R������Æ���� Á
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��� ��ñ;�"��É�ÊË�uÊÓ�@�������"�ì�������� ������[�½����&�� �(�Ì�"��Ê ��È��uÄ��ÓÊË�@�������,���(È��������,�(�!�����u�(È�È��½��#'�R��Ä<�½�����½���� ������li¾Â³ðp'Æ@&�����	 Á�À j Á

Ì�ÍËÎ!Ï�	 Á�À:Ð �<Â�$���ÊÓ�uÄ0ë &��Å��ñ<����É(ÊË��ÊË�@�������"�æ���½���� ������
�?ë �³��&'Ä<�hÄ��xÂ³�hÆ��(�'���ÕÄ<�þ������&ÌÂü��&'���½�����"�ý����Æ�È� ����(�hÄ'�R�'� &�� Ä< �ÊÓ�������h#�È�&Ì� Èà�R��Æ���d0È��½� Â( ���#'��Ä<�(ðø ����ÊÓ�R��È���� Á

�^P�O Û X3àëbQä1Y$T"`Ø]¦£~beá$á$ã�ä1V�beZ[ä1XQY ]DT"`Ø`R¢�`�Z&×�àëT"` àëbQ`[`�T"`(�|�T"`�`[Xv|[Z[`
���ÕÈ����7&<����È��������� R���RÊËÊË�(�!�¢#Ì @&��EÊË <Ä<��È��à�"���[Ä<���E���à���"&'�Rd<Ä��R�Ì�7Â(�,Â����Rd!Â(���¢��ñ;�"��É�ÊË���7�" @�@�¢���(#��������(�!���½�#'���uÄ<�½�Ó�"&'�"ð¾�@Â³���uÄ����'�uÈÖë ����#'��Â(�(d�ÊÓ�R�à�ý @�3��ë ���3���(���Ë��&'���"�7#Ì @&��ËÊË ;Ä��(È������(�ÓÄ<�½�ý�@ �È�&�ÊË���uÂ³ @ÊuÊË�%Ä<��� ���Æ@�������7Ä����'�[È����[�R#'#�È��àÂ(�R���� ��'�7ÊË��Ä���Â��RÈ���� Á

Ì�ÍËÎ!Ï�	 Á Û3Ð �DÃ<�(ÊË#�È���Ä�ë &<����È����������� @�%Ä0ë &��Å��ñ<����É(ÊË��ÊË�@�������"�æ���½���� ������J#Ì @&��[ÊË ;Ä��(È������(�[&��þ�������"&
�0�½�u���!�������@Âü���� @�'�u�(�!�������ËÂ³�½�Ë�(È��(ÊË�(�!���Ó�" @&'�uÈÖë �1�µ�³�hÄ<�ÅÈà�NÆ����¸�!�����þ�³�ÕÄ�ë �R&��������uðø ���Â³�½�ËÄ< ����'�(�!�Ó&��
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������&�Èô�����?�;�à�"&���È��"��ÊË��Èà�R������8�&'�����"&'�"ð¾�@Â³�[�(Èà���"���àá!&��(d��'�����Ëá!&0ë ��È'�0ë ñý���ô�?#'�@�DÄ<��Â³ @��������#� ��'Ä����'Â³�7����Æ@ �&����(&'����¸���½Â.Èìë �³���R�[�����(È0Ä<�½�[Â�$� @����� Á �9�Ë�"��Ê &'È��R���� ��h������&�È������@�����0ë �½���[#'�@�[Â³ @�<ðø ���ÊË�:8uÈà�ý������È�������#�$;ñ<����á!&����" @&'�"�~"��Â(�(�!����ÊÓ�R�à�¢�����"�����;����&��(È�È��(ÊË�(�!�.Â³ @$��(���(�!���(d<Â³��á!&��0���������"ð¾�R����8uÈ��u#�È�&�#'���"��Ä<�½���R#�#'È��àÂ(�R���� ��'� Á
�^PÂÝ ��V#}$å�àëb ]³£uä1Y)Z[å"cv|�b9Z[ä1XQY
�0�Å��Â�$��(ÊÓ� Ä�ë ���!���(Æ��������� @�3�½���ÕÈìë �RÈ�Æ� �������$�ÊË�%á@&'��#Ì����ÊË�(�xÄ<�
Â(��È�Â(&�È��(�ËÈÖë �³�����ó8 Èìë ���'�"�����@�h��&������R�!�¶8#'���"�����7Ä<��Èìë ���'�"�����!�7Â³ @&����R�!�J�(�x�1�µ��Â³��&'���@�7&��h���!����Æ��������� ��ÕÄ�&Õ����ÊË#'��d<Â( �ÊËÊË�.�³Ã<#�����Êu��#'�R�EÈ���ðø ���Ê &�È��3�

q(t + h) = q(t) +

∫
t+h

t

q̇(q, t)qt

 (�
h
���(#��������(�!����Èà�uÈ� @��Æ�&���&���Ä<&%#'�@�[Ä<�,���(ÊË#'���1�µ��Âü��&�� Á
�6È��³Ã<�à������á@&Ì�R�!��������Ä<����Â�$��(ÊÓ���¢Ä�ë ���@���(Æ@���R���� ���d;á!&��9���,Ä<�à�"������Æ�&����!�¢#Ì�R�[È��(&��¢ ���Ä<���,Ä��,#'���½Â³�à�"�� ���d;È��(&���"���R�'��È��ô���x�(�uÈ��(&'�ËÂ( (è<�Ë�(��������ÊË�%Ä<�h���(ÊË#'�ËÄ<�%Â(��È�Â(&�È Át	  �&'�u�� ��!�Ë��#�#��� ¸Ã<��ÊÓ�����ôð¾�ýÂ(���ý @�����%�����ô�Ë#'�@�Â(��È�Â(&�È��(�[Èìë ���!���(Æ@����È���Ä<��Èà�ýðø ���Ê &�È���Ä��R�'�¢È���Â(�@�¢Æ��(�'�(���RÈ Á}D�R�u�³Ã<�(ÊË#�È��(d�È��þ��Â�$���ÊË� Ä�ë �?&�È��(�uð¾�R���ÓÈÖë �R#'#��� ¸Ã<��ÊÓ������ �� á!&��þÈà�NÄ<�����������Õ�� �&<�Ó�R&3È� @��Æ Ä�&�#'�@�uÄ������ÊË#'�[���"�[�(Æ!�RÈ��98Ë���u�¸��È���&����R&%Ä<����&<�.Ä<&%#'�@�9�

q(t + h) = q(t) + hq̇(t) + O(h2)
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�� ��������� @�'�:�Ð
pi

�<#Ì @���!�
iÐ

xi

��#Ì !�"������ ��%Ä<&%#� ����@�
iÐ

vi

���;�����½������Ä<&%#Ì @���!�
iÐ

ai

���R��û³�����
Z P�O ÞßX3ã1ã1ä1`[ä1XQY bv|\[#Z�T^] b¹|\[#Z[T
�0�½�?�R��û³�����

a1
�
(p1, p2)

�(�
a2
�
(p′1, p

′

2)
�" @�@�?���ÕÂ³ @È�È������� ��Ë�R&Ó#� ����@�

p
Ä���Â³ ; ���Ä< ��'���(�½�

(x, v)
�"&��

a1
�(�

(x′, v′)
��&��

a2
Á
s
�(�

t
�� ��!���"�½��Â³ ; @��Ä< @���������,�'�R��ñ<Â³���@�����àá!&�������&���È�����Ä��(&<Ã �R��û³���½� Á

u
���"��È��ÅÄ<������Âü���� @�Ä����'�¢È��@á!&��(È�È��������½Âü��&'�(��Èà�u���½��Âü���� @�÷iÖÂüð�p'Æ�&'���96 Á�À j Á

Ì�ÍËÎ!Ïk6 Á�À�Ð å��(&�Ãþ�R��û³�����7�(�ÅÂ( �È�È��à�"�� ��0_ WZY�Q�Q?NPg�¶�Y�QL¶BO0b�N�jZga¶.Y�QX_ib*S]^Sg�YvþÿY�NPOPO�Y�S]1YLO�NéQ?Nf´BNPO�NPUd¶a`

b surtsér c �éù/wedÌ��z�û�y���w�ùIú5�~ÿ�w�ù®ù�w[ù
�9�u�;��������������������#'�R���������"&������R�!��È����[Â³ ; @��Ä< @���������7�'�R��ñ<Â³���@�����àá!&������

v = (1 − s)v1 + sv2

Ç@ã



 ¸ î6f ¼¬ñæñ¹Ê¹ÅéÊË¼©¾ÿ��¼¬Êæ¾k¿hg4¿�ÉÂÊ Æ�¾�È�ñËº  �ö1Æ�»R¿�Êõ¼¬¾�ÆnÄ¬Á�»½¼¬ñæñ¹Ê ÅuÊË¼©¾hÅs��Æ¬É:»½¼¬ÉéÉ1º-»-¿�ÊË¼©¾�Ã�ºX��¼�ÅuÊÇ¿�ÊË¼©¾�º©¿�Ã®ºB�©ÊÇ¿Àº1ÅéÅ½º

v′ = (1 − t)v′

1 + tv′2���þ�¸�Ó��#�#�È���á!&�����&�����ðø @��Â(�
f
��&��

a1
�(�.&�����ðø @��Â(�

f ′
��&��

a2
Ä��R�Ì�¢È���Ä<������Âü���� @�ÅÄ<��È��ÓÂ( �È�È��à���� @�x#� �&��ÊË <Ä<�qpÌ�(�ËÈ��½�u�!�����½�������ý���(È�È��½�uá!&��þÈà�]�;�����������x���(Èà�������@�h�(�!�����xÈ��½�ÓÄ<�(&<Ã�����û(���½�ý�� ����u�;&�È�È�� Á �0�½�ý�' �&��@�(È�È��½��;�ô�������"�½�[�R&þ#Ì @���!�.Ä<��Â( �È�È��à�"�� ��%�� ��!�

vnew

�(�
v′

new

Á
(vnew − v′new).u = 0

i�6 Á�À j
�9�xðø @��Â(�

f
#Ì��&<� û(�����Ë��#�#�È���á!&����Õ�R&<ÃN�³Ã;�����(ÊË��������Ä���������û(�����,��� Èà�%���(#'���"�����������!����&����¸���!��È���� Â³ ; ����Ä< @�����(�½�¢�'�R��ñ<Â³���@�����àá!&����Rd<Ä�ë  (�Ü�

vnew1 = v1 + (1 − s)fu vnew2 = v2 + sfu

v′new1 = v′1 + (1 − t)fu v′

new2 = v′2 + tfu�9�u�;��������������������#'�R�����à�������@�[�R&Ì�������"&������R�!��È����[Â³ ; @��Ä< @���������7�'�R��ñ<Â³���@�����àá!&������
vnew = (1 − s)vnew1 + svnew2

= v + ((1 − s)2 + s2)fu
i�6 ÁÞÛ j

v′
new

= v′ + ((1 − t)2 + t2)fu
i�6 Á Ç j

�?�%���(ÊË#�Èà�(g(���!��6 ÁÞÛ �(��6 Á Ç Ä����'�"6 Á�À d< ��% ��<�������!�
f
�

f =
(v′ − v).u

(1 − s)2 + s2 + (1 − t)2 + t2

b surtsÇø c �éù/wedÌ��z�û�y���w�ù xez!ù���ÿi�~z!ý�ù
�?�þ#��� ;Â(��Ä����!�¢Ä<�,Èà�ýÊËû�Êu�,ð¾��g³ ��þá!&���È����¢�;�����½�������Rd; ��h @�<�����(�!�[Èà��ðø @��Â(�

g
á!&������uÂ�$'�R��Æ@�(�7���Ì�����R�!���R�����Êu���!��È��½�¢#Ì !�"������ ��'�9�

g =
(x′ − x).u

(1 − s)2 + s2 + (1 − t)2 + t2

Z PÂÝ ÞßX3ã1ã1ä1`[ä1XQY á÷XQä1Y)Zi] ZR|�ä1bQY$cQã1T
��� &<����È������%È��hÊuû�ÊË�Õ�������� ��'���(ÊË�(�!��á!&0ë �(�!�����ÓÈ��½���R��û³����� Á �0�Ë�����à�R�'Æ�È��

(P1, P2, P3)
�½������� Â³ @È�È������� ���¸���½Â.È���#� ����@�

P4
Á

Ì�ÍËÎ!Ï56 Á ÛQÐ �.�þ#� ����!�[�³��&��þ�����à�R��Æ@È����(�%Â³ @È�È��à�"�� ��
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 ¸ î6f ¼¬ñæñ¹Ê¹ÅéÊË¼©¾ÿ��¼¬Êæ¾k¿hg4¿�ÉÂÊ Æ�¾�È�ñËº  �ö1Æ�»R¿�Êõ¼¬¾�ÆnÄ¬Á�»½¼¬ñæñ¹Ê ÅuÊË¼©¾hÅs��Æ¬É:»½¼¬ÉéÉ1º-»-¿�ÊË¼©¾�Ã�ºX��¼�ÅuÊÇ¿�ÊË¼©¾�º©¿�Ã®ºB�©ÊÇ¿Àº1ÅéÅ½º
b s�ø�sér c �éù/wedÌ��z�û�y���w�ùIú5�~ÿ�w�ù®ù�w[ù
�0��#� ����!�

P4
d����"�.�R&'������È���#� ����@�.Ä���Â( �È�È��à���� @�þ��&��[È�������������Æ�È��(d<Ä< @�'Â�Ä<�1pÌ���������R��È���#'�R�9�

P4 = w1P1 + w2P2 + w3P3�¸���½Â
w1
d
w2
d
w3
È����[Â( ! @��Ä� ����������7�'����ñ<Â³���!������á!&��½�EÄ<�

P4
#'���[����#�#Ì @�"����&<Ãh#� ����@���

P1
d
P2
d
P3
Á�9�u�;�����������,���(Èà�������@�����!�����,È��������à�R��Æ@È��,�³��È���#Ì @���!���R&%#� ����!�

P4
�½���e�

−−→vrel = −→v4 − w1
−→v1 − w2

−→v2 − w3
−→v3���Ë����&<� −−→vrel.

−→n = 0
dR#� �&'�JÂ³��È��� @�Ë��#�#�È���á!&��[&'���[ðø ���Â³�

f−→n
�(�

P4
�³�

−f−→n
��&��DÈ��[�����à�R��Æ@È��[�R&Ë#� ����!�

P4
d��¸�@��Â�È��Ë���(#'���"���ô���� @�h�'����ñ<Â(�(�!������á!&���d; ��%�R#�#�È��àá@&'�

−w1f
−→n
���

P1
d
−w2f

−→n
���

P2
d
−w3f

−→n
�(�

P3
Á

�; @�����@�
∆v1

d
∆v2

d
∆v3

d
∆v4

È����7���R�����R���� ��'�EÄ<�.�;�������������EÈ��,È� @��ÆýÄ�� −→n d@���(È�È���á!&�� −→vi + = ∆vi
−→n
d<Ä�ë  (���

∆v1 = −
w1

m1
f

∆v2 = −
w2

m2
f

∆v3 = −
w3

m3
f

∆v4 =
1

m4
f

Ä< @�'Âl�
−−→vrel.

−→n = (
1

m4
+

w2
1

m1
+

w2
2

m2
+

w2
3

m3
)f

Ä�ë  (�Ü�
f =

−−→vrel.
−→n

1
m4

+
w2

1

m1
+

w2

2

m2
+

w2

3

m3Á
b s�ø�sÇø c �éù/wedÌ��z�û�y���w�ù xez!ù���ÿi�~z!ý�ù
�?�þ#��� ;Â(��Ä����!�¢Ä<�,Èà�ýÊËû�Êu�,ð¾��g³ ��þá!&���È����¢�;�����½�������Rd; ��h @�<�����(�!�[Èà��ðø @��Â(�

g
á!&������uÂ�$'�R��Æ@�(�7���Ì�����R�!���R�����Êu���!��È��½�¢#Ì !�"������ ��'�9�

g =
distance de penetration

1
m4

+
w2

1

m1

+
w2

2

m2

+
w2

3

m3
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