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Résumé : La résolution de nombreux problémes formulés en E.D.P. (équations aux dérivées
partielles) nécessite le recours a des éléments finis de degré deux ou plus. Ce rapport en trois
parties se propose de montrer comment construire de tels maillages dans le cas d’éléments
triangulaires (plans ou surfaciques) ou tétraédriques (dans le cas volumique) en se restreignant
au degré deux.

La premiére partie de ce rapport, [10], discute le cas plan et, donne, en premier, quelques
rappels sur les courbes de Bézier de degré deux et sur les triangles de Bézier de degré deux
également. Dans le cas des triangles, on fait le lien avec les éléments finis de degré deux,
ou éléments P2 Lagrange. On donne les conditions de validité de tels éléments et on montre
quelques cas d’éléments non valides en proposant quelques idées permettant de les corriger.
On décrit ensuite une méthode de construction de maillages P2 plans. Le cas des surfaces
gauches est 'objet de la seconde partie de ce papier [3].

Cette troisiéme partie traite du cas volumique, autrement dit des tétra¢dres P2. Elle est
organisée exactement comme la premiére partie. On définit les courbes, les triangles et les
tétraédres de Bézier. On fait le lien entre ces derniers et les éléments finis tétraédriques a
10 noeuds, les tétraédres P2. On donne une condition suffisante de validité. On regarde, au
passage, le cas d’un élément simplicial de degré et de dimension quelconque en exhibant les
formules correspondantes. Enfin, on revient sur le tétraédre P2 et on donne une méthode de
construction qui est illustrée par plusieurs exemples réalistes.

Mots-clés : Triangle P2. Triangle & 6 noeuds. Tétraédre P2. Tétraédre a 10 nceuds. Maillage
P2. Eléments Finis P2. Courbe de Bézier. Triangle de Bézier. Tétraédre de Bézier. Simplexe
de degré et de dimension arbitraire.
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Construction of meshes of degree 2
Part 3: P2 tetrahedron

Abstract: There is a need for finite elements of degree two or more to solve various P.D.E.
problems. This report in three parts discusses a method to construct such meshes in the case
of triangular element (in the plane or for a surface) or tetrahedral element (in the volume
case) by looking at the degree 2.

The first part of this paper, [10], considers the planar case and, to begin with, returns
to Bézier curves and Bézier triangles of degree 2. In the case of triangles, the relation with
Lagrange P2 finite element is shown. Validity conditions are discussed and some unvalid
elements are shown while proposing a method to correct them. A construction method is
then proposed and several application examples are given.

This third part considers the case of P2 tetrahedra following the same organization as
in part 1. Bézier curves, triangles and tetrahedra are briefly recalled. The way in which a
Bézier tetrahedron and a P2 finite element tetrahedron are related is introduced. A validity
condition is then exhibited. Extension to arbitrary degree and dimension is proposed while
giving the reading of the corresponding formula. Then we return to the P2 tetrahedron and a
construction method is proposed and demonstrated by means of various concrete application
examples.

Key-words: P2 triangle. 6-node triangle. P2 tetrahedron. 10-node tetrahedron. P2 mesh.
P2 finite element. Bézier curve. Bézier triangle, Bézier tetrahedron. High order simplex.



Masillage P2, tétraédre P2 3
Table des matiéres

[1__Introductionl 4

2 Courbe, triangle et tétraedre de Bézier de degré 2| 4

2.1 Courbe de Bézier de degré 2[. . . . . . . .. ... .. oL 4

2.2 Triangle de Bézier dedegré 2| . . . . . . .. .. oL 5

2.3 Tétraedre de Bézier de degré 2| . . . . . . . . .. ..o oL 5

[3 Elément fini tétraédrique de degré 2 ou tétraédre P2 6

[3.1 Définitions, notations et conventions| . . . . . . . .. ... ... 6

3.2 Sur le du tétraedre P2| . . . . . ... oo 8

3.3 Validité d’un élément fini P2 10

10

10

4.2 Lejacobien| . . . . . . . . 11

43 Validité d'un tétraedre P2 . . . . . . . . o000 14

[4.4  Eléments tétraédriques non valides| . . . . . .. ... L. 16

[ Le simplexe de dimension et de degré quelconque| 17

5.1 Carreau quelconque, dérivées partielles et jacobien| . . . . . . . ... .. ... 17

.2 Validation sur le triangle P2[. . . . . . . .. .. o0 oo 19

5.3 Validation sur le tétraedre P2 . . . . . . . . . ... o o oL 21

.4 Instanciations pour le triangle P3| . . . . . . . .. ... o000 24

5.5 Remarque sur le calcul effectif des Ny} . . . . . .. ... L 26

|6 Construction du maillage tétraédrique P1| 26

6.1 Compatibilité P2-P1 d’un maillage de surtface P2| . . . . . ... ... ... .. 27

6.2 Compatibilité P1-P2 d’un maillage tétraédrique P1} . . . . . . .. ... .. .. 27

|7 Passage du P1 au P2 27

7.1 Les noeuds “milieux”, position et numérotation|. . . . . . ... ... 27

7.2 FEléments P1 virtuels| . . . . . .. ... ... .. 28

7.3 Validité et qualité]. . . . . . . . . . Lo 28

7.4 Construction du maillage P2 . . . . ... ... ... .. ... ... 29

|8 Quelques algorithmes| 29

[8.1 Redressement par minimisation de la déformation (validité)| . . . . . . . . .. 30

|8.2 Redressement par similitude ou bougé (validité)|. . . . . .. ... ... .. .. 33

[B2.1 Redressement par similitude avec une face] . . . . . . . . . . . . . . .. 34

[8.2.2  Redressement par similitude avec une aréte| . . . . . . .. .. ... .. 34

[8.2.3  Ouverture d'un élément plat par bougél . . ... ... ....... .. 35

[8.3  Optimisation par bascule de faces et par bougé (qualité) . . . . . . . ... .. 35

B31 Tabasculedefaceet le bougd. . . . . . . . .. ... .. ... ..... 35

[8.3.2  Optimisation via la dispersion des jacobiens| . . . . . . . . .. ... .. 35

[8.3.3  Optimisation de la qualité en forme| . . . . . . . .. ... ... 36

19 L’algorithme général| 36

|10 Tests et exemples| 36

10.1 Validation de la structure ducodel . . . . ... ... ... ... ... ... 36

110.2 Nature qualitative des résultats| . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 37

110.3 Quelques exemples| . . . . . . . . .. 37

11 Conclusions| 37

12 Annexes| 40

RR n® 7626



4 P.L. George et H. Borouchaki

1 Introduction

La résolution de nombreux problémes formulés en E.D.P. nécessite le recours a des élé-
ments finis de degré deux ou plus, en particulier, pour les problémes fortement non-linéaires
(problémes de plasticité en mécanique des solides, ..). En outre, de tels éléments permettent
une représentation plus fidele des géométries complexes (frontiéres courbes).

La construction de maillage avec ce type d’éléments est loin d’étre une opération triviale,
contrairement & ce que 'on pense en général. Ce sujet est d’ailleurs rarement abordé dans le
détail et trés peu de papiers sont disponibles, on pense en effet qu’il suffit de modifier sans
grandes difficultés un maillage de degré un pour obtenir le résultat cherché et que le sujet
n’en est pas vraiment un.

Les quelques papiers disponibles sur ce sujet sont relatifs & deux de ses aspects. Le premier
concerne ['utilisation d’éléments finis d’ordre quelconque dans le cadre de géométries simples
(le probléme de construction étant alors trivial). Ces papiers, [5], [6], ..., traitent essentielle-
ment les aspects formulation éléments finis et convergence. Le second concerne effectivement
le cas de géométries complexes et, dans ce cadre, la plupart des référenecs sont issues de
I’équipe de M.S. Shephard et certaines d’entre elles sont listées en fin de ce rapport.

Il y a, a priori, deux approches possibles pour obtenir un maillage de degré deux, ou P2
(on se cantonne a ce degré). La premiére approche consiste & modifier un maillage de degré
un, ou P1, et & transformer les éléments "droits" en éléments "courbes" en créant les nceuds
différents des sommets P1 et en courbant les arétes devant ’étre. L’autre approche consiste
a construire directement les éléments P2.

La premiére approche semble étre la solution la meilleure et la plus simple pour traiter
le cas des maillages plans et volumiques. Les triangles, resp. les tétraédres, du maillage P1
sont modifiés. La seconde approche semble étre la solution la plus adéquate pour traiter le
cas des maillages des surfaces gauches, en particulier dans le cas des surfaces paramétrées.
Les triangles P1 de I'espace des parameétres sont envoyés dans I'espace et on forme au vol les
triangles P2 (autrement dit, on ne considére jamais un maillage P1 complet de la surface).

Autour de ce qu’est un maillage P2, se posent de nombreuses questions, & commencer
simplement par définir les critéres de validité puis sur la définition de la notion de qualité
pour un élément P2. La vision Bézier d’un tétraédre P2 et sa vision habituelle élément fini
sont mises en correspondance.

Ce papier se concentre donc sur le cas d’un tétraédre, le cas d’une surface est I'objet de
[3] tandis que le cas 2D est traité dans [10].

Le plan suivi ici est peu ou prou celui adopté dans [I0]. Au passage, on regarde également
le cas d’'un simplexe de degré et de dimension quelconque et on exhibe la forme générale de
différentes quantités.

2 Courbe, triangle et tétraédre de Bézier de degré 2

Dans cette section, on ne fait que rappeler, dans le formalismeﬂ basé sur les polynomes
de Bernstein, les définitions relatives aux courbes et triangles de Bézier puis on introduit les
tétraedres de Bézier.

2.1 Courbe de Bézier de degré 2

On se donne trois points de contréle de R3, notés P;; avec i + j = 2, la courbe I' définie
par, cf. [10],
P(u,v) = u®Pa + 2uvPyy +v* Ppa, (1)

pour u +v =1 et u € [0,1] est la courbe de Bézier de degré 2, en notation Bernstein. Cette
courbe passe par Py et Pyo. Elle est utilisée pour définir les arétes courbes des éléments finis

INous choisissons cette écriture car elle est identique pour les courbes, les triangles, les tétraédres et
d’autres quantités qui nous intéresseront par la suite.

INRIA



Maillage P2, tétraedre P2 5

P2 (triangle et tétraédre). Soit AB une telle aréte, elle est définie par trois points de controle,
a savoir Pog = A, Pys = B, ses extrémités, et un point C' pour P;;. L’aréte s’écrit alors
P(u,v) = u*A+ 2uvC + v’ B, (2)
son "milieu" est défini comme M = P(3,3) et on a M %
C = M=AZB oir [10]. La tangente est la forme de Bézier 2 [uﬁ +v B?} Pour u = 0,

avec, inversement

on est en B et la tangente est portée par W, pour u = 1, on est en A et la tangente est
portée par CA. En effet, en (u,v) la courbe va de B a A, a l'envers donc de la définition
habituelle via un paramétre ¢ (qui vaut d’ailleurs 1 — ).

2.2 Triangle de Bézier de degré 2

On se donne six points de controle de R3, notés Piji, ou P; ;1 avec i+ j 4+ k = 2, la face
Y. définie par, cf. [I0],

O'(U,U,U)) = Z Biz,j,k(uvvvw) Pi,j,k ) (3)
itjt+h=2

ol u, v, w sont les coordonnées barycentriques (u+v+w = 1) | les Bf ;. sont les polynomes
de Bernstein de degré 2 associés & un triangle, c’est-a-dire

k!

uilw” |

Bij’k(u,v,w) =

est un triangle de Bézier de degré 2. Les points de controle forment un réseau qui se représente
comme :

Pooz
Pior Ponn
Paoo  Prio Pozo-
Suivant la méme représentation, les polynomes de Bernstein s’écrivent :

w2

2uw 2vw

u? 2uv V2.

On a montré dans [I0] que les éléments finis triangulaires de Lagrange de degré 2 ne sont
autres que des triangles de Bézier. Dans le formalisme Bézier, I’élément est exprimé en fonc-
tion des points de controle, les Pjji, et des polynomes de Bernstein alors que dans le for-
malisme élément fini, ’élément est exprimé en fonction de ses nceuds et des polyndémes de
base de degré 2. Le passage d’un formalisme a ’autre se fait mécaniquement en exprimant
les noeuds des arétes en fonction des points de controle et vice versa.

2.3 Tétraédre de Bézier de degré 2

On se donne maintenant dix points de controle de R3, notés Pijriou P; ;i avec i+ j +
k+1=2,le "tétracdre" © défini par

H(U,U,U),t) = Z BZjﬂJ(U,’U,’U),ﬁ) Pi,j,k,l 5 (4)
i+j+k+1=2

2

ot u,v, w,t sont les coordonnées barycentriques (u+v +w +t = 1) , les B} ik

polyndémes de Bernstein de degré 2 associés a un tétraédre, c’est-a-dire

; sont les

i G kgl
—u v’ w"t
i g1EN! ’

B?’j,k’l(u,v,w,t) =

RR n°® 7626



6 P.L. George et H. Borouchaki

Fi1G. 1 — Le tétraeédre représenté via ses points de controle uniquement.

est un tétraeédre de Bézier de degré 2. Les points de controle forment le réseau que 1’on imagine
dans l'espace. Les faces de ce tétraédre sont des triangles de Bézier, ses arétes sont des courbes
de Bézier, tels que vus ci-dessus. Par exemple, pour t = 0, on retrouve exactement la face
triangulaire ci-dessus (Relation , en imaginant un quatriéme indice fixé a zéro), c’est la
face opposée & Pygo2, autrement dit la face PagooPo200Fo020- Pour w = t = 0, on trouve, de
méme, 'aréte PogoPo200, ’aréte commune & la face t = 0 et a la face w = 0, Relation .

3 Elément fini tétraédrique de degré 2 ou tétraédre P2

3.1 Définitions, notations et conventions

On suit les notations déja utilisées pour le triangle, [I0], & savoir les notations classiques
des élémenst finis, [6].

Les noeuds de K. Les 4 sommets et les 6 nceuds d’aréte de 1'élément de référence K , notés

A;, sont, dans lordre, les suivants :
-(0.,0.,0.),(1.,0.,0.),(0.,1.,0.),(0.,0.,1.)
-(05,0.,0.),(05,05,0.),(0.,05,0.)
-(0.,0.,05),(05,0.,0.5),(0.,0.5,0.5)

Les polyndomes de base. Du point de vue élément fini, ces polynomes (en variables &, g
et 2) sont les fonctions de forme, ils s’écrivent :

= (1@ g 21 -2 - 25— 22),

- p2 =222 - 1), p3 =9(29 — 1),

- p4:2(22_1)?
-ps=4(1-2—-9-2)z,
- pe =42y,

- pr=4(1-2—-9-2)3,
-ps=4(1-2-9- %)%,
*]?9:4&2'2?,

- po=492.

La transformation Fi. Par définition on a M = Fy (M) avec Fi (M) = > ¢ (M)A; on
les g; sont des polynomes et les A; sont les noeuds de ’élément K courant.

Pour un élément P2 droiton a Fx(M) =5, , q1(M)A, avec pour ¢; les polynémes P1,
soient :

“—q=1-2-y-—2,
-~ G2 =1,
- q3 =1,
- qu=2=z

INRIA



Maillage P2, tétraedre P2 7

Fi1a. 2 — Le tétraédre P2 avec ses neuds et certains de ses points de contréle, ceux associés
a une aréte courbe (les autres arétes étant droites pour simplifier la figure).

et pour A;, avec i = 1,4, les 4 sommets de K.

Pour un élément P2 isoparamétrique on a Fi (M) = Zi:l,lo qi(]\;[)Ai avec ¢; = p; et A;
pour ¢ = 1,10 les 4 sommets puis les 6 noeuds de K.

Ces nceuds sont numérotés localement comme suit, le premier, Ay, sur 'aréte A; Ao, le
second, Ag, sur As Ag, puis Ay sur A1 Az, Ag sur A1 Ay, Ag sur Ay Ay et, enfin, Ay sur AzAy.

Remarque : du point de vue élément fini (et non plus simplement géométrique) les poly-
noémes de base des éléments P2 droits et P2 isoparamétriques sont les mémes (les dix p;).

Le jacobien de la transformation Fx. Ce jacobien permet de s’assurer de la validité des
éléments et, pour certaines de ces instanciations, intervient dans les formules de quadratures
utilisés pour calculer les matrices et second membres intervenant lors de la résolution éléments
finis envisagée. On désigne par x;, ¥; et z; les coordonnées du nceud A;. On note x;; = x; —x;
et de méme pour y;; et z;. Le jacobierﬂ d’un tétraédre droit est constant par élément, il
vaut 6 fois son volume. En effet, la matrice des dérivées des polyndémes

-1 10 0
-1 01 0|,
-1 00 1

est constante d’ou

T12 T13 T14
J =6V =Det| yi2 yiz Yuu | =<uz.(Us Awid) >,
Z12 213 Z14

avec U;; le vecteur de composantes x;;, ¥;; et z;j, < *.* > (ou simplement *.x) le produit
scalaire et (x A *) le produit vectoriel.

Pour un élément isoparamétrique, le jacobien est fonction des coordonnées du point ou il
est évalué (par exemple aux nceuds de la quadrature utilisée lors des calculs ultérieurs). Pour
mémoire, au point d’évaluation (Z, g, £), la matrice des dérivées s’exprime comme :

-3+4z+g+2) 4r—1 0 0 41 -2z —-g—2) ...
-3+4@+9+2) 0 49— 1 0 -4z L
-3+4z+9+2) 0 0 42 -1 -4z
...... 43 —43 —42 4z 0
...... 4z 41— —27—2) —42 0 42 |,
...... 0 —4g 41—z —g—2%) 43¢ 4y

2Par abus de langage, nous parlons du jacobien pour désigner le déterminant de la matrice jacobienne.

RR n° 7626



P.L. George et H. Borouchaki

et le jacobien, J(Z, 4, 2), évalué en A, est le déterminant de la matrice :

X5 (e

K2

> Gy,

K2

> Py

%

>

?

>

?

2.

g

Opi
dy
Opi
dy
Opi
dy

(e Y Py, |

K2

Awe Y P (dyy |,

?

Az 2Py

% .

ou les x;, ... sont les coordonnées des nceuds, A;, du tétraédre considéré. Ainsi, J dépend du
choix des A; (les nceuds d’évaluation) puis des A; (Pélément courant). Par abus de langage,
on parlera de J(A) pour indiquer que le nceud d’évaluation est A, 'antécédent de A. Le
volume de I’élément est défini comme la moyenne des différents jacobiens calculés. Si on note

ap' N 317' e 8p- AL—>
— 7 — ) 7 . . . S, .
u = E AA;, T = E A)A; et W = E A)A;, le jacobien ci-dessus s’écrit
- 8.13()“ - 8y()1 - 82()“ .]

également comme le produit mixte < @ . (7 AW) >, qui mesure donc le volume du tétracdre
formé par ces vecteurs au facteur 6 prés.

Validité d’un élément K. Un tétraédre P2 droit est valide si son jacobien, qui est son
volume (au facteur 6), est strictement positif.

Un tétraédre P2 isoparamétrique est valide si son jacobien est positif en tout ses points
internes ou sur sa frontiére. En pratique, on peut penser, a priori, qu’il suffit qu’il soit positif
aux neeuds de la quadrature utilisée lors des calculs (quadrature que le mailleur, évidemment,
ne connait pas et qui peut changer d’une application a l'autre).

On peut également penser que si le jacobien aux 10 nceuds de K, autrement dit on choisit
pour les A les 10 noeuds de K, alors cela suffit pour garantir la positivité cherchée. En fait,
et on I’a vu déja en deux dimension dés que le degré est supérieur a 2, cf. [I0], les jacobiens a
évaluer ne sont pas les 10 jacobiens des nceuds. En effet, on va montrer que I’on peut exprimer
une condition suffisante de validité qui fait intervenir d’autres valeurs. Remarquons que la
validité d’un élément ne préjuge pas de sa qualité (voir également plus bas).

3.2 Sur le(s) jacobien(s) du tétraédre P2

On sait que les jacobiens qui vont effectivement nous servir ne sont pas ceux évalués aux
images des noeuds de K, néanmoins on va les calculer pour en donner une interprétation
géométrique parlante. On note C; les points de controle des arétes des éléments. Au noeud
A; on a comme matrice des dérivées :

-3 -1 0 0 4 0 0 0 0O
-3 0 -1 0 0 06400 0],
-3 0 0 -1 0 0 0 4 0 O

donc :
—3A1 — Ay +4A5 = —3A1 — Ay + A1 + Ay + 2C5 = 2A,C5

= —3A1 — A3 +4A; = —3A; — A3+ A1 + A3 +2C7 = 2A,C
W= —3A1 — Ay +4Ag = —3A, — A4+ A, + A, +2Cs = 24, Ck,

ST
I

avec Cs le controle milieu de I'aréte A1 Ao, C7 celui de A1 As et Cg celui de A1 A4 et les
relations liant ces C; aux A;, par exemple pour le noceud As, on a A = W. Par
suite :

j(/il) =38 <A105.(A107/\A108) >, (5)

qui est le volume (au facteur 6) du tétraédre de sommets [A1, Cs, Cr, Cs] donc de 1'élément
(droit) dont les sommets sont A; et les trois points de controle des arétes incidentes en Aj.
De méme on a :

._7(142) =8 < A:C5. (AQC5 N AQCQ) >,

INRIA



Masillage P2, tétraédre P2 9

j(Ag) =8 < A3C;. (AgCG A\ A3C10) >,

j(A4) =8 < A4Cy. (A4CS A A4Clo) > .

Au noeud As on a comme matrice des dérivées :

-11 0 0 00O0O0O0O
-1 0 -1 0 -2 2200 0],
10 0 -1 -2 00 2 2 0

donc :
W =—-A; + A, = A As.

T = Ay — Ay — 245 + 246 + 247,

. A As Ay Aj Ay As
—_Al_A3_7_7_C5+7+7+06+7+7+C7
=—-A4; - Cs+Cs+C7.

W= —Ay — Ay — 245 + 245 + 24,
_ A1 A2 A1 A4 AQ A4
—_Al_A4_7_?_054'?4‘74'084'74‘74‘09,

=-A1-Cs+Cs+Cy.

Définissons les points Csg7 = Cg + C7 — C5 et Csg9 = Cs + Cg — Cs, alors :

_—
-
v = A1Cs67,

W = A1Css9,

et

j(A5) =< A1A,. (A10567 A\ Alcg,gg) > . (6)

On retrouve donc une expression analogue a celle trouvée pour le cas d'un triangle plan
P2 isoparamétrique, [10]. L’aréte A; Ao appartient & deux faces et le nceud d’évaluation As
contribue au jacobien au travers de ces deux faces, chacune vue comme dans le cas du triangle
P2 avec le point intermédiaire correspondant. Les autres jacobiens aux nceuds des arétes ont
exactement la méme forme :

J(Ag) = < A3 A3 . (A3C6s57 A AzCso10) >,

J (A7) = < A3A] . (A3C756 A A3C7s10) >,

J(Ag) =< A1 Ay . (A Csso A A1 Cs710) >,

J(Ag) = < Az Ay . (A3C610 A AxCogs) >,

J (A1) = < A3A4 . (A3C1078 A A3Cho96) > -

Notons que ces jacobiens peuvent étre écrits comme pour le triangle P2. En effet, ’expres-
sion (@ mesure le volume du tétraédre (virtuel) de sommet A;, Az, Cs7 et Cssg, ces deux
points étant obtenus par la méme construction que pour le triangle (Csg7 est le quatriéme
sommet du parallélogramme appuyé sur Cs, Cs et Cr, de méme pour Cjgg).

Remarque. Pour un élément droit et des noecuds milieux, ces 10 jacobiens sont égaux.
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10 P.L. George et H. Borouchaki

3.3 Validité d’un élément fini P2

Sans méme se poser la question de sa qualité (notion a définir), le premier point & trancher
est de s’assurer de la validité d’un tétraédre P2 puis de trouver des critéres permettant de
la caractériser. En fait, la validité est assurée dés lors que le jacobien est strictement positif
partout.

J(&,9,2) > 0 pour tout triplet (Z, g, 2)

La question est donc d’évaluer cette quantité partout (impossible en pratique) ou de
trouver ou I’évaluer pour garantir la bonne propriété. On peut penser, a priori, qu’il suffit
que les dix jacobiens calculés ci-dessus soient positifs pour assurer la validité. En fait, on ’a
déja annoncé, c’est faux et 'objet de la section suivante est de le confirmer.

4 Tétraédre P2 vu comme un tétraédre de Bézier

Un élément fini P2 est déclaré juste si son jacobien est positif en tout point. Ci-dessus,
nous avons exprimé l’expression générale du jacobien (en variable &, § et 2). La question est,
rappelons le, de savoir ou calculer ces valeurs pour qualifier I’élément. Pour répondre nous
allons regarder le probléme en Bézier pur. Pour ce faire, notre élément fini s’écrit selon la
Relation , A savoir

M (u,v,w,t) = u®Pagoo + 2uvPr190 + v Po2oo + 20w Pp110 + w? Pogzo + 2uw Pro1o

+ 2 Poooz + 2ut Pioo1 + 2vt Poro1 + 2wt Poor1 (7)

qui n’est, comme u + v + w +t = 1, qu'une fonction de w,v et w, notée encore 6, donc
M(u,v,w,t) = 0(u,v,w).

4.1 Forme de Bézier du tétraédre P2

On reprend M = Fy (M) que l'on note M(#,4,2) = Fx(M) et on va montrer que
M(%,4,%) et M(u,v,w,t) sont deux écritures distinctes du méme tétraédre, exprimé dans
un cas via les polyndomes de Bernstein et les Pj;i; et, dans 'autre cas, via les polynémes de
base p; ci-dessus et les noeuds A;.

Dans [I0], on a montré un résultat analogue pour le triangle en partant de la forme élément
fini et en montrant qu’elle permettait de retrouver la forme de Bézier. On peut suivre la méme
démarche ici. Pour changer, on va partir de la forme de Bézier et retrouver la forme élément
fini.

Il est clair que Pagoo = A, en effet Pygog = M(1,0,0,0) en variables (u,v,w,t) ou
M(0,0, O) en variables (.TAZ‘,ZQ, 2), donc Al. De méme, P0200 = A27 POOQQ = A3 et P0002 = A4.
On Calcule, par exemple, PllOO; P1010 et PlOOla il vient

4M(3,%,0,0) — Pagoo — Pozoo
2

Pr100 =
et des expressions analogues pour Pjgig et Pigo1- Il est clair que M (%, %, 0,0) = A5 puisque
c’est 'image du point (%,0, 0) en variable (&, g, 2). Par suite
4A5— A) — A

2

donc Pj1gg n’est autre que Cy le controle du milieu de I'aréte A1 As. Il en est de méme pour
tous les autres P;jj; utilisés et, par suite, M (u,v,w,t) s’écrit en fait :

Pr1o0 =

M (u,v,w,t) = u?A; + 2uvCs + v2 Ay + 20wCs + w? Az + 2uwCy ()
+t2A4 + 2utCy + 2vtCy + 2wtChy.

Pour vérifier que M (u,v,w,t) et M(&, 7, 2) sont identiques, on va vérifier que les poly-
nomes p; et ps (tout comme les autres) sont cachés dans la Relation . Le polynéme ps,
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Maillage P2, tétraedre P2 11

lié & As, vient de la contribution de Cs, comme Cy = w, la contribution de As se

résume a 4uv. Soit u =1 -2 — g — 2 et v = &, le polynéme est donc 4(1 — & — § — 2)%,
c’est-a-dire exactement ps.

Le polyndme p; vient de la contribution de A; qui comprend quatre termes, le terme en
A, directement et les termes en Cs, C7 et Cg indirectement. La contribution de A; est donc
u? + 2uv + 2uw + 2ut, soit u(u —v —w—t), comme u=1—-F—§— 2, v=3, w="Fett =32,
il vient(1 -2 — g —2)(1 —22 — 29 — 22) donc exactement p;.

La forme en Fx implique les 10 nceuds du tétraédre, la forme de Bézier implique les 10
points de contrdle du tétraédre. Elle va nous permettre d’établir un résultat intéressant sur
son jacobien.

4.2 Le jacobien

Le jacobien, noté 7, est le déterminant de la matrice de la transformation élément fini,
Fk, qui permet de passer d’un point de I’élément de référence, (2,4, 2), & M. On va calculer
ce jacobien en utilisant la fonction 6, on le note alors Jp.

On a, par définition,

7= OFk OFk OFk
oz 9y oz |’
tandis que
|08 00 08 28
"7 ou ov ow o]’

avec le changement de variablesu = 1—2Z—9—2, v = &, w = g et t = Z. Soit g ce changement
de variables, alors :

= Joldgl,
ou 9 d o
ag ag 32 -1 -1 -1
v v ov
dol= | 98 98 oz | _ 10 0
[ g] - ow Jw ow - 0 1 0 )
oz 97y BE
ot ot ot 0 0 1
oz 0y 02
par suite :

j:

o0 o0 o0 o 00 o0
ov OJu Ow OJu Ot OJu
que ’on écrit sous la forme (qui traduit un nouveau changement de variables) :

o0 00 00 00 00 00

= (=1)3 - = =2 _ =z
J (=1) ou Ot Ov Ot OJw Ot

qui est plus commode pour exprimer les dérivées puisque c’est 6 qui est utilisé. En effet,
comme ¢ = 1 —u — v — w, Expression (7)), donne directement les trois dérivées ci-dessus, on
trouve, successivement :

2 [w(Pagoo — Pioo1) + v(Pr1oo — Poio1) + w(Pioio — Poor1) + t(Pioor — Poooz)]

2 [u(Pr100 — Proo1) + v(Poz00 — Po1o1) + w(Por1o — Poo11) + t(Po1o1 — Poooz)]

et
2 [u(Pro10 — Proo1) + v(Po110 — Po1o1) + w(Poozo — Poo11) + t(Poo11 — Poooz)] - 9)
Ces dérivées ont une forme générique, quelque soient le degré des éléments et la dimension
de l'espace. Cette forme est donnée a la section suivante.

Le jacobien, déterminant de la matrice jacobienne, s’écrit simplement comme 'opposé
du produit mixte des trois vecteurs de la Relation @ Par suite, le théoréme de Panzoult,
cf. [I0], s’applique et nous conduit au résultat ci-dessous.
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12 P.L. George et H. Borouchaki

F1G. 3 — Correspondance entre les Pyji, de la notation Bézier et les noeuds et points de controle
Ai et Ci-

Théoréme. 7, exprimé comme une fonction de u,v,w et ¢, est un polynéme homogéne de
degré 3. O
En corollaire, le jacobien s’écrit comme une forme de Bézier.

Le polynéme est un polynéme homogéne de degré 3 puisque chaque dérivée partielle est
elle-méme un polyndéme homogeéne de degré 1. Il peut étre exprimé comme

Z 3
j(uv v, W, t) = Bi,j,k,l(uv v, W, t) Ni,jka )
irj+k=3
avec
3 O i kgl
B} pi(w,v,w,t) = i!j!k!l!u v w"tt.

Les Njji sont au nombre de 20. Ils ne sont fonction que de vecteurs construits sur les
points P;jx;. Pour simplifier les notations, on retourne & la notation en A; et C;. Par suite,
les trois vecteurs de la Relation @D deviennent :

2 [u CsAs 4+ vCoCh +w CroCa + tA4CS}

2 [u CsCs + v C9Asy +wCigCq + tA4Cgi|

et

2 [u CsCo + v CyCq + w CroAs + A4Cm] .

Le terme en u3, donc Ngggg, vaut

N3poo = —8[CsA; A CsC5] . CsCr,

expression dans laquelle on reconnait le tétraédre [CsA1C5Cr] a V'envers donc le tétraédre
coin [A1C5C7Cs]. Par suite N3gog = J (/11) comme on pouvait le deviner. On a le méme
résultat pour Nysog, Noozo €t Nogoz qui valent respectivement j(/lg) , j(Ag) et j(/h).

Les Njjri, autres que ceux des coins, sont calculables de fagon similaire. Par exemple,
pour Naigo, le coefficient de 3 u2v, on trouve

8
— < ([GA1 £ C3C3).CoC5 + [CoAi A CoA3).CxCr + [CoCs A CsCH1.C5C7 ), (10)

qui ne semble pas avoir d’interprétation géométrique particuliére et n’est pas exprimable en
fonction des J (/Ali) des 10 images des nceuds du tétraédre de référence. On va néanmoins
montrer que ces coefficients sont effectivement exprimables en fonction de tels J (31)7 ol les
B; sont les nceuds du tétraedre de référence P3, cest l’objet du paragraphe qui suit.
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Calcul des Njji;. On connait 'expression générale du jacobien en variables (£, 9, 2), ceci
permet de 1’évaluer en toute position. On a aussi 'expression de ce méme jacobien dans la
base de Bernstein, les coefficients sont au nombre de 20, les 4 premiers sont connus (voir
ci-dessus), pour trouver les autres, a défaut de les calculer & la main, un par un, on peut
suivre la démarche suivante :

— définir les nceuds d’évaluation du tétraédre de référence P3, notés By, avec B; = A;

pour ¢ = 1,4 et By et Bg les nceuds de I'aréte A1 As, etc.,
— fixer w =t = 0 et instancier u & % puis &  avec v = 1 —u pour trouver les 2 Nijoo pour

3
i+ j = 3. On obtient en effet un systéme de deux équations en ces deux inconnues :

5y 8N3000 + 12N2100 + 6N1200 + Nosoo

27
5y N3ooo + 6N2100 + 12N1200 + 8Nosoo
27

On trouve donc comme solution :

—57(B1) + 187(Bs) — 97 (Bs) + 27(Bo)
6 )

Nojgo =

2J(B1) — 9J(Bs) + 187 (Bs) — 57 (Ba)
6 )

Niggo =

avec As et Ag les noeuds de coordonnées (1 — u,0,0) dans le systéme (&,, 2) on I'on
devine les nceuds de la premiére aréte du tétraédre P3 de mémes sommets que notre
élément P2.

— répéter la méme démarche pour les 5 autres arétes qui sont définies de fagon identique,

c’est-a-dire avec deux coordonnées nulles parmi le quadruplet (u,v,w,t).
De la sorte on connait 16 des 20 coefficients cherchés. Pour calculer les 4 manquants, on
instancie, en (&, 9, 2), les nceuds de calcul de coordonnées (%, %, 0) puis (%, 0, %) et (0, %, %) et
enfin (%, %, %), ou 'on devine les nceuds des faces du tétraedre P3. Ceci donne un systéme de
4 équations a une seule inconnue (les N;;; autres que ces quatre étant maintenant connus),
permettant ainsi de trouver ces inconnues. Par exemple, la premiére équation s’écrit :

11
j(gvgvo) = Z B?,j,k,l(ua%wJ)Ni,j,k,l

(,4,k,1)€E

3 3
+ B7 1,1,0(w v,w,0)N1 1,10 + By 01 (u,0,0,8)N1 1,01

+B? 011 (u,0,w, )Ny o110 + Bi 1 1(0,v,w,8)No1 1,

sy dy

avec pour &, ’ensemble des indices tels que i + j + k + | = 3 avec 2 ou 3 indices nuls. Mais,
comme t = 0, cette expression se résume 4 :

11
j(ga 570) = Z Bij’k;’l(ua’u7wao) Ni7j,k),l + 6U'U'LUN1]_]_0,
(i,4,k,1)EE

soit, puisque u = v = w = %,

11 111 2N1110
J(3,3,0) = > B?,j,k,z<§v§~§0)Ni,j,k,l t—9
(i,5,k,1)EE
donc, on obtient finalement :
9 11 111
Nijo = = =,2,0) — B} iwi(z250) Nijwa |
1110 2 \7(3a 37 ) . Z z,j,k,l(37 3°3 ) 2Jsksl
(2,5,k,1)€E
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14 P.L. George et H. Borouchaki

en fait, £ se réduit aux seuls indices correspondants aux coefficients de controle associés a
la face t = 0, & savoir ceux associés aux 3 sommets et aux 6 nceuds d’aréte de cette facd}
Ni110 est donc calculé via une combinaison linéaire comprenant dix termes. Cela donne, in
extenso, la formule suivante :

N1110 = — {j(l %70) . NSOOO +N;;’3700—|—N0030

~ 3(Na100 + Ni200 + No21o + Noi2o + Nio2o + N2o10) }
27 ’

formule que l'on peut exprimer uniquement en fonction des [J (BZ) pour ¢ = 1,10, sauf,
évidemment ¢ = 4, ces nceuds étant ceux du tétraedre de référence de degré 3. On remplace
maintenant les N;;i; par leurs valeurs en fonction des J(B;) et, tout calcul fait, on trouve :

) 2(T(B1) + T (By) + T (By))

9 1
NlllO = 5 j(§a§70) + 27

T(Bs) + T (Be) + T(By) + T(Bs) + T (Bo) + T (Buo) }
- .

On a évidemment des relations analogues pour les 3 derniers V;;;.

Remarquons qu’utiliser des expressions comme la Relation (10) pour évaluer les Nj
nécessite 64 calculs de volume (produit mixte) alors que trouver ces valeurs par instanciations
ne nécessite que 20 calculs de tel volume (et des combinaisons linéaires).

4.3 Validité d’un tétraédre P2

On revient ici au tétraédre P2.
On veut que Jp(u,v,w,t) = Z Bf’jvk’l(u,v,w,t) Ni j k1, soit positif pour tout
i+j+k+i=3
triplet (u,v,w), donc pour tous les triplets (Z, ¢, 2) correspondants, ce qui, cf [10], conduit a
la condition suffisante de validité : les 20 IV;ji; doivent étre positifs. En effet

min Niji < J (2,9, 2) < max Nijp.
ijkl ijkl

Théoréme. Le tétraédre de noeuds A; est valide si les conditions suivantes sont vérifiées :
— quatre inégalités sur les "jacobiens des sommets", soient J(AZ) > 0 pour i = 1,4,
— six couples de deux inégalités sur les "jacobiens des arétes", soient, pour le premier
couple 57(B1) — 18J(Bs) + 9J(Bs) — 2J(B2) > 0 et —2J(B1) + 9J(B5) —
187 (Bs) + 5J(B2) > 0,
— quatre inégalités sur les coefficients de controle des faces,
ot les B; sont les nceuds du tétracdre de référence de degré 3 (avec B, = A;, pouri=1, 4).
|

Si le minimum des N;j; est atteint en 'un des quatre premiers Bi, la condition est
nécessaire, sinon, elle est suffisante mais trop forte. On note également qu’il peut exister des
Nijr négatifs alors que le jacobien est bien positif. Cela signifie que 'on peut, au prix de
calculs supplémentaires, affiner la condition suffisante.

111 2 R
0) = —, ce qui est rassurant.

311 est facile de vérifier que 1 — Z B?,j,k,l(gﬂ 33 5

(i,3,k,1)EE
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Affiner la condition de validité, méthode 1. Dans le cas ou un coeflicient est négatif et
ses "voisins" sont positifs, on peut espérer qu’en affinant le calcul on peut, dans certains cas,
montrer que la solution est en réalité satisfaisante. Un cas vraissemblable ot 'on peut espérer
un telle réponse est le cas ol tous les jacobiens évalués sont positifs et un (ou plusieurs) N
est (sont) négatif(s).

Une méthode simple (mais cotiteuse) consiste & découper le tétraédre incriminé en huit
et a recalculer le critére pour les éléments du découpage.

Affiner la condition de validité, méthode 2. Sous les mémes hypothéses que ci-dessus,
une méthode plus élégante (et moins coliteuse) peut étre utilisée qui porte sur une manipu-
lation du polynome Jy(u, v, w,t).

Pour en saisir facilement le principe, on regarde le cas simple d’un polynéme de degré 2
enuetv (avecu+v=1etuel01]),

P(u,v) = u*Nag + 2uvNy; + v2 Nya,

en supposant que Nag, Noo et P(%, %) sont positifs tandis que N1; est négatif. Posant K3, =
Nao, Ky = N2odNun ot Kl = P(3, 1), on définit le polynome (avec u+v = 1et u € [0,1]) :
Q1(u,v) = u?Kyy + 2uvK}, +v? K.

I est évident que ces deux polynomes sont identiques (u € [0, 1] pour @1 et u € [0, 3] pour P)
et que la condition de validité s’écrit maintenant K1, positif, ce qui est donc moins restrictif
que la condition initiale puisque Ki; = % et que Nag est positif.

De méme, on construit un polynéme (), en posant maintenant K3, = P(%, %), K% =
7]\["2;]\'“ et K2, = Np2, on a :

Q2(u,v) = w? K3 + 2uvK) +v°Kg,

et Q2 est identique & P (u € [0,1] pour Qs et u € [3,1] pour P). Imposer K%, postif est donc
moins restrictif puisque Nyo est positif.

L’idée est donc d’appliquer cette méthode pour notre cas, a savoir un polynéme de degré 3.
Le polynéme que 1’on regarde s’écrit

P(u, v, w) = U3N300 + 3U2UN210 + 3’LL’U2N120 + ’UsNogo + 3’1}2’LUN()21 + 3UU)2N012 + ’LU3N()03

—|—3uw2N102 + 3u2wN201 + 6uvwiNi11.
On trouve deux cas, le coefficient de controle négatif est Ny;; ou 'un des coefficients Nj;i,
avec ¢ ou j ou k nul et chacun de ces indices différent de 3.
e Ni;p <0.

On utilise lalgorithme de De Casteljau pour définir successivement les coefficients de la
subdivision cherchée qui correspond & u = v = w = 1. En premier, on trouve, au rang un :

3

NL Ns3po + Na1o + Noo:
300 3

NL — Na1g + Ni2o + Ni1a
210 3

NL Ni20 + Noszo + Noa1
120 3

Nl — Nog1 + Ni11 + Nio2
201 3

NL — Ni11 + No21 + Noi2
111 3

NL — Nio2 + Noi2 + Noos
102 = 3 ;
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puis, au rang deux :
1 1 1
o _ Nigo + Nag + Noo

N3po 3

N2 — N3jo 4+ Niyo + Niyy
210 = 3

N2 — Nggy + Niyy + Nigs
201 = 3

et la condition Ny1; positif est remplacée par la condition de positivité de ces neuf coefficients
dont certains sont mécaniquement positifs si seul Ny1; est négatif.
En pratique, on évalue le polynome en (1,1 %), si cette valeur est positive, on vérifie la

3713
positivité des coeflicients ci-dessus.

e Ny <0, par exemple.

Pour ce coefficient particulier, la subdivision est définie par u = v = % et w = 0. On utilise la
méme méthode que ci-dessus appliquée a la courbe w =t = 0, en construisant, au rang un :

N3o0 + Naig
N?}oo = - 9
Na1g + Ni2g
N2110 = f
Ni20 + Noso
N1120 = 9
puis, au rang deux :
N3 + IV
2 300 210
N3 5
N2 Nyig + Nigg
210 = 5

et la condition Na1q positif est remplacée par la condition de positivité de ces cingq coefficients
dont certains sont mécaniquement positifs si seul Nojg est négatif.

En pratique, on évalue le polynéme en (%, %, 0), si cette valeur est positive, on vérifie la
positivité des coeflicients ci-dessus.

Voir I’Annexe 3 pour les coefficients de subdivision dans le cas des faces d’un tétraédre
P2. A noter qu'il serait possible d’itérer pour affiner encore les conditions.

Une remarque sur le raffinement. Affiner la condition de validité peut avoir tempo-
rairement un effet pervers. En effet, les conditions intiales (avec les Njx; initiaux) sont trés
contraignantes et peuvent conduire a déclarer faux un maillage juste ce qui ameéne & optimiser
ce maillage pour le redresser. Le résultat est que le maillage final est meilleur. A contrario,
trouver juste le maillage aprés avoir affiné la condition fait qu’il n’est pas redressé donc pas
optimisé a ce stade, augmentant ainsi le travail de la phase d’optimisation contenue, de toute
fagon, dans le mailleur.

Interprétation de J(&,7, 2) = Jp(u,v,w,t). Sion définit comme surface ¥ I'ensemble des
points M = (&,9, 2, J(&,9,2)), on obtient une cubique (mais pas une Bézier) et la condition
de validité indique que cette surface (de R*) doit étre au dessus du plan ¢ = 0.

4.4 Eléments tétraédriques non valides

Un tétraédre est non valide si au moins un jacobien est négatif ou nul en un point d’éva-
luation (et pas seulement en ses noeuds). Nous pensons que cela signifie que I’élément est
retourné ou qu’au moins l'une de ses faces est fausse. Si une telle face existe, elle est auto-
intersectante (deux arétes de la face se coupent) si elle est plane ou auto-intersectante apres
projection dans le cas non plan (deux arétes de la face se recouvrent). Un autre cas de face
fausse est quand elle posséde deux arétes auto-tangentes.

Remarquons qu’il existe des tétraédres P2 courbes justes alors que leur volume P1 est nul
(les quatre sommets sont coplanaires) voire négatif.
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5 Le simplexe de dimension et de degré quelconque

Dans cette section, le théoréme déb]veloppé précédemment en trois dimension et pour le
degré deux est généralisé. En dimension 3 et pour le degré 2, I’élément s’écrit comme vu a la
Relation , A savoir

e(uavawat) = Z B?»j,k,l(u7v7w’t) Pi’j;kﬂl ’
it jrkti=2

= BiwA

li|=2

, Lo
que l'on peut écrire,

avec les notations génériques suivantetﬂ : u est le quadruplet (ug,us,us, uq), i est le quadru-

plet (i1,1i2,143,14) et |i| = g ij. Ceci permet d’écrire, en dimension dim et pour le degré d,
j=1,4

I’expression générique d’un carreau simplicial quelconque.

5.1 Carreau quelconque, dérivées partielles et jacobien

On donne ici Iécriture générique d’un carreau, on exprime ses dérivées, son jacobien et
les "points" de controle de celui-ci.

Ecriture générique d’un carreau quelconque. Le carreau de degré d dans l’espace de
dimension dim est de la forme :

- Y Bi(unA, (1)

li|=d

avec U = (U1, Uz, ..., Udim+1) €t 1 = (i1,42, -, idim+1), B{ le polynome de Bernstein de degré
d en les variables u;, dont la somme est égale a 1, [7], [8]. Par ailleurs, les P; sont les points
de controle de R%™ indicés en les indices i; contenus dans i. Rappelons que :

! )
d B d! i
Bi(u) = . I
H Yit1<i<dim+1
1<j<dim+1

Les dérivées partielles. On donne ici la forme générale d’une dérivée partielle, par
exemple, la kiéme, donc par rapport a uy. Pour les polynémes de Bernstein on a :

aBg(u) _ d(d—l ”71 HU
Oue 4 DT
lk;ﬁo by J#k
Jj#k

soit encore, en réarrangeant les termes,

d
\|d1H’J 1:[

On obtient finalement pour 6 :

d— 1
(M =d ) B Piiey, (12)

li|=d—1

avec ex = (0,0,...,0,1,0,...0), le 1 étant a la position k de ce (dim+ 1)-uplet. Autrement dit,
I'indice k de i+ ey est i; + 1.

4Les multiplets (d’indices ou de variables) sont écrits en gras.
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Le jacobien. Le jacobien, noté Jr(X), est le déterminant de la matrice jacobienne de la
transformation élément fini qui permet de passer de X & M. Pour un élément droit, ce jacobien
est constant, pour un élément courbe, il dépend effectivement de X, le noeud d’évaluation.
On utilise la fonction 6 pour calculer ce jacobien et on a :

Tr(®) = To(1— D w2,y Udimi1),

2<j<dim+1

on peut remarquer que :

J=To(1 — Z Ujy U2, ooy Udimr1) = (—1)T™ Ty(ur, ua, ..., Udim, 1 — Z uj).

2<j<dim+1 l<j<dim
La kiéme colonne ¢ de Jy(u1,ug, ..., Ugim, 1 — E u;) est définie par :
1<j<dim
00 ol
C =

8uk audi7n+1

En remplacant ces quantités par leurs expressions, on trouve leurs valeurs en fonction des
polynémes de Bernstein et des points de controle. Il vient :

c,=d Z B{~!(u) [Pirex = Piteatmsa]
lij=d—1

que l'on écrit finalement comme :

e =d Z B;i—l(u)Aek—edierljt)i_i_ek7 (13)
li|=d—1

avec la notation AJ définie comme AIP, = P, — Pi_j, pour j = (j1, .., jaim+1)- Ainsi, ici,
Ack—eaimi1 P nest autre que Piie, — Pitegims,- Cette formule montre qu'un simple jeu
d’indices suffit pour obtenir telle ou telle dérivée partielle sans faire explicitement de dériva-
tion. On connait de cette fagon tous les coefficients de la matrice jacobienne de F'. Le jacobien
cherché a la forme suivante :

T= (a3 Bl wac e g, , (14)

[i|=d—1 1<k<dim

c’est le déterminant de la matrice dont les colonnes (indice k) sont ces expressions. On va
montrer que ce déterminant s’écrit comme un polynoéme homogéne de degré ¢ = dim x (d—1)
sous la forme classique :

J=> Bi(wh, (15)
lil=q

ou les NVj, qui sont des coefficients de controle et 'indice i vont &tre explicités ci-dessous.
Les "points" de controle. On part de 'Expression (14)) et on sort la sommation, il vient :

)

J = (7d)dim Z ‘ (Bida_l(u) ACk—edim+1 R“""ek)lgkgdim

lio|=d—1,1<a<dim

ol i%* est un (dim + 1)-uplet, de tels multiplets étant au nombre de dim, la dimension de
lespace (le nombre de variables de I’espace des paramétres) avec, pour chacun, |i*| =d — 1.
On sort maintenant les polynomes de Bernstein du déterminant. On trouve :

J=(afm [(aeceamap o) | TT B @) (6)

lie|=d—1,1<a<dim 1<a<dim
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Le produit des polyndomes peut s’exprimer, a un coefficient prés (que 'on va faire rentrer dans
les termes A pour retrouver la forme canonique), comme un polynome de Bernstein de degré
g = dim x (d — 1), les points de controle N cherchés étant calculés a partir des différents A
et de ces coefficients. On écrit I'expression ci-dessus sous la forme plus explicite suivante :

Bt

T = (—m > .
1<B<dim

AS17®dim+1p ... aSdim~edim+1p . )
) ittey 19 +eqim
idim) |ja|=d—1

-----

Posant M 52 jaim le déterminant présent dans cette expression, c’est-a-dire :
Mil,iz,...,i‘”’" = |Ae1_edim+1Pi1+el Aedim_edim+lpidivvb+edim 5
ona:

J = (=d)*™ Z M sz, jaim H B (u)

(i1,i2,... idim) |ie|=d—1 1<B<dim

Comme le produit d’un Bid_1 par un Bin_l donne, & un facteur prés, un mondéme du méme

2(d—1 . 1re 1 . .
i-i(-j ), on introduit I'indice I = Z i, tel que [I| = ¢ et le coefficient
1<B<dim

K précisé ci-aprés pour pouvoir écrire notre relation comme :

degré que celui de B

J = (=d)y"™ > > [K My 52 qaim || Bi(n),

T=q | (i1i2,...i9m), 5 if =T

avec
d—1
[T e
1<B<dim
- K@ ’
I
ou
_ d—1)! !
Ki(d 1) _ ( ) ot Kl(q): q 7
IT i I =
1<k<dim+1 1<k<dim+1

que l'on note, par la suite, en omettant les exposants (g) et (d — 1) sachant repérer via 'indice
en I ¢l s’agit de (¢) ou en i s'il s’agit de (d — 1). Ceci donne l'expression cherchée pour les
Ny, & savoir :

(_d)dim
NI - Z H Kiﬂ Mil,iz,...,idi"”' (17)

Ki . )
(i1,i2,...,i%"m) Y i8=I \1<B<dim

ce qui conclut ce calcul. En pratique, on cherche les dim indices i, avec |i’| = d — 1, qui
contribuent puis on forme les combinaisons de ces indices pour obtenir une somme égale a I,
le nombre de ces combinaisons donnant le nombre de termes (de déterminants) de la somme,
ces termes, a leur tour, indiquant les points de controle & utiliser.

Dans la suite, en instanciant quelques cas, on va vérifier I’exactitude de cette formule et
en comprendre plus intuitivement le mécanisme.

5.2 Validation sur le triangle P2

On vérifie, en sens inverse, en instanciant dim a 2 et d 4 2, donc g = 2, que les expressions
générales redonnent bien ce que 'on a trouvé en faisant ce cas particulier directement a la
main dans [10].
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Dérivées partielles. On écrit en reprenant les notations & plusieurs indices de ce
cas et on regarde la premiére dérivée partielle, ¥ = 1. On a, u = (u,v,w), i = (4,4, k),
e1 = (1,0,0) et enfin e3 = (0,0, 1). Par suite e; — ez = (1,0, —1) est 'exposant de A, tandis
que l'indice i+ ex vaut (i + 1,4, k). Alors la dérivée s’écrit, sans réfléchir, en trois temps,
d’abord :
2 [u(Proo — Proo) + v(Poio — Powo) + w(FPoor — Poor)] ,

en mettant simplement ’indice 199 pour les coefficients de u, g19 pour ceux de v, etc. Notons
que cette expression est purement formelle, elle n’a pas, pour l'instant, de signification précise.
Ensuite, on incrémente de 1 le premier indice de chaque premier P puisque c’est la premiére
dérivée partielle que nous considérons, ceci donne :

2 [u(Pa00 — Proo) + v(Pi1o — Powo) +w(Pro1 — Poor)] ,
puis, pour finir, on incrémente de 1 le dernier indice de chaque P en seconde position :
2 [u(Pao0 — Pro1) + v(Pr1o — Po11) + w(Pro1r — Poo2)] ,

et le tour est joué, c’est bien la premiére dérivée partielle comme vue dans [10].

Les "points" de contréle N;;j;. On part de la Relation pour retrouver les Ny de
la dimension 2 et du degré 2, donc dim =d=q=2. Onal= (I,J, K), it = (i',j1, k') et
iZ = (i%, 2, k%), les deux instanciations & utiliser.

Les NN;ji, forment le réseau suivant :

Noo2

Nior  Non
Nogo Nio Nozo,

il y a donc deux types de tels coeflicients, ceux relatifs aux 3 coins et ceux relatifs aux trois
"milieux" d’arétes. On va simplement exhiber un coefficient de chaque type, soient Nygg et
Ni10, les autres s’en déduisant par manipulation des indices.

e Calcul de Ngoo.
Cherchons le coefficient de contréle Nogg, I = 2,J = K = 0, donc la somme
22

Naoo = 7~ > I &) Mg,
Uiy iigiz=1 \f=1,dim

comme I = 2, contient un seul terme qui correspond aux deux indices i* = (1,0,0) et
iZ = (1,0,0) également. Il vient :
2

Nogg =
Koo

K100K100 M1 52.

On a Ky = ﬁio! =1et Kigp = % = 1, par suite : Nogg = 4 Mj1 52. 1l reste a trouver la
valeur de ce déterminant. On repart de sa définition, ici,

My g2 = |[A®TT%3 P, A7 P |,

soit
1,0,—1 0,1,—1

qui s’interpréte comme le produit vectoriel du vecteur A% 1 Py par le vecteur A% Py,
donc :
1,0,—1 0,1,—1
Nago = 4 |A Pyo A Piyg].
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a savoir exactement le résultat montré, a la main, dans [10]. Nagp est la surface signée (au
facteur 8 prés) du triangle formée par le sommet A; et les deux points de contrdle incidents,
C4 et 06.

e Calcul de Nyqp.

On regarde maintenant un coefficient moins trivial, par exemple N11¢. Les termes contri-
buant proviennent des indices i' = (1,0,0) et i = (0, 1,0) uniquement. La somme comprend
donc deux termes et s’écrit :

22
N1 = 5 (K100KoroMi z2 + Ko1oK100Miz 1),

comme KllO = 2, K100 =1et K()l() = 1, il reste
Nipo = 2 (My g2 + Mgz ),
il reste donc a expliciter ces deux déterminants. Comme

My j2 = |A®T8 P, A®27e3 P,

)

il vient
1,0,—1 0,1,—1
My = |A Py A Poao

)

et
1,0,—1 0,1,—1
Mpyp = |A Py A Piyol,
et on retrouve l'expression calculée a la main dans [10] pour Ny19. N1j0 fait intervenir, comme

points de contrdle, les points qui sont incidents & A4 (ou Cy).

5.3 Validation sur le tétraédre P2
On revient maintenant sur le cas d’un tétraédre de degré deux en trois dimension, dim = 3,

d=2et g=3.

Dérivées partielles. Retrouvons, en effet, et de maniére complétement mécanique, la pre-
miére des Relations (9), donc pour k = 1.

On écrit en reprenant les notations a plusieurs indices, u = (u, v, w,t), i = (4, 4, k, 1),
e; = (1,0,0,0) et enfin e4 = (0,0,0,1). Par suite e; —eq = (1,0,0,—1) est 'exposant de
A, tandis que l'indice i+ ex vaut (i + 1,7, k,1). Alors la dérivée s’écrit sans réfléchir en trois
temps, d’abord :

2 [u(Prooo — P1ooo) + v(Poroo — Poioo) + w(Pooro — Pooro) + t(Pooor — Pooor)]
en mettant simplement I’indice 199¢ pour les coefficients de u, 9199 pour ceux de v, etc. Notons
que cette expression est purement mécanique. Ensuite, on incrémente de 1 le premier indice

de chaque premier P puisque c’est la premiére dérivée partielle que nous considérons, ceci
donne :

2 [u(P2000 — Prooo) + v(Pr1oo — Poioo) + w(Pioio — Pooro) + t(Proor — Pooor)]

puis, pour finir, on incrémente de 1 le dernier indice de chaque P en seconde position :

2 [u(P2000 — Proo1) + v(Pi1oo — Poio1) + w(Pioio — Poor1) + t(Pioor — Pooo2)]

et c’est bien la premiére ligne de @D
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Les "points" de contréle N;ji;. On part de la Relation pour retrouver les Nj;i; de
la dimension 3 et du degré 2. On a I = (I,J, K, L), it = (i*, 5, kb, 1Y), i%2 = (32,52, k%, 1?) et
i3 = (43,53, k3,13), les trois instanciations a utiliser.

Les Njjpi, relatifs & t = 0, forment le réseau suivant :

Noozo

Nio20 Noi2o
Nogio Nitio No21o

N3ooo  Naioo Ni2oo Nozoo

les autres "faces" formant des réseaux analogues. Il y a donc trois types de tels coefficients,
ceux relatifs aux coins, ceux relatifs aux "noeuds" d’arétes et ceux relatifs aux "nceuds" de
faces. On va simplement exhiber un coefficient de chaque type, soient N3gg0, No10o €t N1110,
les autres s’en déduisant par manipulation des indices.

e Calcul de N3zqqp.

Cherchons le coefficient de contréle N3ggp, I = 3,J = K = L = 0, donc la somme

23
Nsooo = — 7 > [I K| Mo
U1 12,68),548=1 \p=1,dim

Comme I = 3, cette somme se réduit au seul terme qui correspond aux trois indices i' =
(1,0,0,0), i2 = it et i = i! également. Il vient :

23
N3poo = e K1000K1000K 1000 Mi1 52 55
3000
_ 3! _ _ 1! o - .
Comme KSOOO = 31000107 — 1’ KlOOO = Trotolo! — 1’ 11 Vlent N

N3pp0 = —8 Mj1 32 33,
il reste & évaluer ce déterminant pour avoir la valeur cherchée. Par définition, on a :
M s2 55 = |A91794Pi1+e1 A®27% Py o, Ae37e4pia+ea|,
soit
1,0,0,—1 0,1,0,—1 0,0,1,—1
Mpjsep = |A Paooo A Pr1oo A Pio1o],

et, au final, N3ggp est 8 fois cette valeur qui est bien le terme trouvé, par un calcul direct,
plus haut, et mesure, & un facteur prés, le volume du tétraédre de sommets le sommet A; et
les 3 points de controle incidents, C5, C7 et Cg.

e Calcul de N2100.

On regarde maintenant un coefficient moins trivial, par exemple Najgg. Les termes contri-
buant proviennent des indices i' = (1,0,0,0), i = (1,0,0,0) et i* = (0,1,0,0) uniquement.
La somme comprend donc trois termes correspondants aux triplets (il,i%,i%), (il,i?,i?) et
(i3,i%,i2). On calcule les différents K utilisés dans la formule, K210, K1000 €t Ko1o- 11 vient
Ko100 = 3 et K1g00 = Ko100 = 1 et le coefficient devant la somme est %. Ainsi, on a simple-
ment :

8
No1go = —g (Mil,i2,i3 + Mil,i3,i2 + Mi?’,il,i?) .
Calculons maintenant la somme de ces déterminants.
Mil,iQ,i3 + Mil,i?’,iz + Mi3,i1,i2>
comme

— €1—€a €e2—eq €z—eq
Mil’iZ’iS - A Pil+el A PiZ+e2 A Pi3+e3 5
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il vient, successivement, les trois termes cherchés :

1,0,0,—1 0,1,0,—1 0,0,1,—1
M o g0 = ‘N Pite, Al ) Pore, Al )P o,

)

o M 52 53 = ’A(l’o’o’_l)%ooo AOLO-Dp 40 A(0’0"1’_1)130110‘ ;
= |(P2000 — Proo1) (Pr100 — Proo1) (Po110 — Poro1)/,
= |CsA4 CsCs CoCs |,
puis,
M o g2 = ‘A(1,0,0,—1)Pi1+e1 A(O’l’o’_1)33+92 A(O,O,l,—l)Pinrea 7
soit
M3 52 = ’A(l’o’o’_l)onoo ACL0=D P A(O’O’l’_l)Pmm‘ ,
= |(P2000 — Proo1) (Po200 — FPo1o1) (Pro10 — Proo1)! »
= |CsA4; CoAy CsCrl,
et, enfin
Mis g1 2 = ‘A(l’o’o’_l)Pi?urel A(O’l’o’_l)ﬂl+92 A(O,O,l,—l)Pi2+e3 :
soit

1,0,0,—1 0,1,0,—1 0,0,1,—1
Mis 152 = ’A( ) Pi10o Al ) Pi10o Al )Plolo‘ ;

= [(Pi100 — Poi0o1) (P1100 — Proo1) (Pro10 — Proo1)| s,

- |66 GG Gal,

en conclusion, on retrouve le résultat établi & la main plus haut, c’est-a-dire la Relation
en retournant a la Figure pour vérifier la correspondance entre les P;jp; et les A; et C;.

e C(Calcul de N1110.

Cherchons le coefficient de controle Ni119, I = J = K = 1, L = 0. Les termes contribuant
proviennent des indices i' = (1,0,0,0), i = (0,1,0,0) et i3> = (0,0,1,0) uniquement. La
somme comprend donc six termes correspondants aux triplets (il,i2,i%), (i%,i3,i?), (i%,i%,i3),

(i2,i%,i), (i%,i,12) et (i%,i2,1). Alors

23
Ki110

Nit10=— (K1000Ko0100Ko0010Mir 52 33 + K1000Ko010Ko100Mir 3 52

+ Ko100K1000K0010M;2 51 38 + Ko100K0010K 1000 Mi2 38 11
+ Koo10K1000Ko0100 Mz 31 52 + Koo10Ko100K 1000 Mz 52 51)
il vient : 8
Ni110 = 5 (Mir 22 + My gaz2 + Mz j1 g
Mi2,i3,i1 + Mi3,i1,i2 + Mi3,i27i1) ,

il reste & évaluer ces six déterminants a partir de leur expression générale (vue plus haut), a
savoir :

1,0,0,—1 0,1,0,—1 0,0,1,—1) 1.
Moo = ‘N Paie, Al ) Paie, Al ) Pooy | -

Les six termes sont donc, successivement :

M 233 = ’A(l’o’o’_l)PQ()oo ACLO=D prono A(O’O’l’_l)Poozo‘ ,
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My g2 = [AGO0=D Py ALY Py ACOL=D Py ol
Miz 16 = |AL00=D P00 AOLO=D PG, A©OL=D Pl
Mz e = |[AL00=1 P00 ACLO=D Py ACOL=D Py g1,
Mis 2 = |AGO0=1 P, ACLO=D Py, ACOL=D Pyl
Mis o n = |AG00=1 P, AL~ prso ACOL=DP o],

soit, pour finir, on trouve successivement :

M 5233 = |(Paooo — Pioot) (Po200 — Poio1) (Poo20 — Poo11)]
M1 5352 = |(Paooo — Pioot) (Po110 — Poo11) (Po110 — Poio1)]
M;i2 51 33 = |(Prioo — Poto1) (P1100 — Proo1) (Pooz20 — Poo11)] ,
M2 53 50 = |(Priioo — Poto1) (Po110 — Poo11) (P1o10 — Proo1)]
M;s 5152 = |(Proio — Poo11) (P1100 — Pioo1) (Po110 — Poio1)]
M;s 3250 = |(Proio — Poo11) (Po200 — Po1o1) (P1o10 — Proo1)] -

Par exemple, en fonction des A; et C;, on a :

Mil’irz’is = CgAl CQA2 CloAg .

En conclusion, bon courage. Le calcul des N;ji; demande le calcul de 64 produits mixtes (un
par sommet soit 4 au total, trois par noeud d’aréte, soit 36 au total et six par face, soit 24
au total).

5.4 Instanciations pour le triangle P3
Pour cet exercice, on reprend le cas d’'un triangle de degré trois en deux dimension,

dim =2, d = 3.

Dérivées partielles. On refait de maniére complétement mécanique ce que 'on a fait
ci-dessus pour trouver la dérivée partielle par rapport & u, donc pour k = 1.

On écrit donc en reprenant les notations a plusieurs indices, u = (u, v, w), i = (i, 7, k),
e1 = (1,0,0) et enfin e3 = (0,0, 1). Par suite e; —ez = (1,0, —1) est I'exposant de A, tandis
que lindice i+ ex vaut (i + 1,5, k). Alors la dérivée s’écrit sans réfléchir en trois temps,
d’abord :

3 [u?(Paoo — Pa0o0) + 2uv(Pr1o — Prio) + v*(Pozo — Po2o)

+2vw(Po11 — Por1) + w”(Pooz — Pooz) + 2uw(Pio1 — Pio1)]

en mettant simplement comme indice les exposants des monomes (cette expression n’ayant
pas de sens pour 'instant). Ensuite, on incrémente de 1 le premier indice de chaque premier
P puisque c’est la premiére dérivée partielle que nous considérons, ceci donne :

3 [u(Ps00 — P200) + 2uv(Pa1o — Pr1o) + v*(Pi20 — Po2o)

+2vw (P11 — Por1) + w?(Pioz — Pooz) + 2uw(Paor — P101)] )

puis, pour finir, on incrémente de 1 le dernier indice de chaque P en seconde position :
3 [u(Pso0 — P201) + 2uv(Pa1o — Pr11) + v*(Pr2o — Po21)

+2vw(Py11 — Poia) + w?(Proz — Poos) + 2uw(Pao1 — Pio2)]

INRIA



Maillage P2, tétraedre P2 25

On a ainsi le résultat cherché sans avoir a effectuer de dérivation de la fonction o(u, v, w)
définissant notre élément P3, cf. [10], a savoir :

o(u,v,w) = Z Bij,k(uvvvw) Pijks
itj+h=3

avec le réseau des P;;;, donné ci-apres :

Py Poa1
P3oo Paio Pioo FPoso

Vérifions simplement le terme en u? et le terme en 2uv. Le terme en u? vient de la dérivation
du terme en u? et de celle du terme en u?w de o (u, v, w), soit la dérivée de u® P3gg +3uw Pagy,
soit donc 3u?(P3gp — Pao1). Le terme en 2uv vient de la dérivation du terme en 3u?v et de
celle du terme en 6uvw, soit la dérivée de 3u?v Py + 6uvwPy11, soit donc 6uvPeg — 6uv Py,
soit encore 3 x 2uv(Pa1g — Pi11)-

Les "points" de contrdle N;;;. On part & nouveau de la Relation pour retrouver

les Njji de la dimension 2 et du degré 3, donc dim =2,d=3et ¢q=4.Onal=(I,J K),

it = (', j4 kY et i2 = (i, 5%, k?), les deux instanciations & utiliser. Les N;j, forment le

réseau suivant :

Noos
Niozs  Nois
Naga N1tz Noza
N3o1 Noix Niop Nozi
Nioo Nszio Nazo Nizo Noso s

il y a donc trois types de tels coefficients, ceux relatifs aux coins, ceux relatifs aux "nceuds"
d’arétes et ceux relatifs aux "nceuds" internes. Par manque de courage, on va simplement
exhiber N400 et N310.

e Calcul de Nyg.

Cherchons le coeflicient de controle Nygo, I = 4,J = K = 0, donc la somme

Np = ?(—2 Z H Kis | M 2

I i) i1 \p=1,2
se réduit & un seul terme correspondant aux triplets i' = (2,0,0) et i? = (2,0, 0) également,

soit
2

3
Nygo = 7o Kogo K200 Min 52,
400

comme K499 = 1 et que Kzgg = 1 également, on a : Nyg9 = 9 M1 52, il reste donc & exprimer
ce déterminant en fonction des F;j;. On a :

Mpg = |[A®7%8Pa,,  A®27%Pa,.|,

M g2 = ’A(l’o’fl)Psoo A(O’l’fl)PmoL

soit, finalement :
M 32 = |(Psoo — Pao1)  (Pai0 — Poo1)],

qui n’est autre que le produit vectoriel des deux vecteurs adjacents au sommet P3gg, alias
Aj. On retrouve effectivement que Ny est le jacobien associé au sommet A; et vaut 9 fois la
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surface (au facteur 2 prés) du triangle coin appuyé sur le sommet en question et les 2 points
de controle adjacents, cf. [10].

e Calcul de Njqg.

Calculons, pour terminer, un terme moins facile, par exemple N319. Dans

Ni = [372 Z H Kis | M 52,

D) sie=r \p=1,2
les triplets permettant de construire la solution sont au nombre de deux, i' = (2,0,0) et
i2 = (1,1,0), la somme comprend donc 2 termes :

2

Najg = ——
810 = 7 (

KaooK110Mii 52 + Ki10K200Miz 1) -

On a K310 = % = 4, K110 =2et K200 = 1. Par suite :

9
N310 = 3 (Miiz2 + Mz ).
Comme
]\4i1,i2 = |A81783R1+e1 A(327631:)i2-"-132|7
on trouve
M 2 = ‘A(1’07_1)P300 A=) P
= |(P3oo — P201)  (Pi20 — Pi11)]
et

Mz 5 = ‘A(1’0771)P210 AL Py

)

= |(Po10 — P111)  (Paro — Poo1)],

avec, pour les P;j;, arrangement schématique indiqué ci-dessus.

5.5 Remarque sur le calcul effectif des Ny

Dans [10], pour le triangle P3, et ici, dans la section précédente, pour le tétraédre P2,
on a donné une méthode de calcul de ces coefficients via des instanciations particuliéres des
neeuds d’évaluation et la résolution de divers systémes. Il semble que le calcul direct proposé
ici, bien que la formule soit un peu rebutante, soit un moyen plus facile de calcul bien que
plus cotiteux a priori.

6 Construction du maillage tétraédrique P1

On revient au probléme de départ, les tétraédres P2. La donnée du mailleur est la surface
P2 du domaine & mailler. Cette surface est formée de triangles P2 a 6 nceuds. Les trois
premiers nceuds, A;,7 = 1, 3, sont les sommets du triangle, les autres sont situés sur les arétes
du triangle. Le noeud Ay est celui de aréte Aj Ay, Ay est sur Ay Ag, Ag sur Aj As.

On considére la surface P1 obtenue en ne retenant que les sommets des triangles P2. Cette
surface est la donnée du mailleur tétraédrique qui construit un maillage du volume avec cette
seule donnée.

Le processus de maillage, basé sur ces données, est alors classique. Le résultat est un
maillage P1 respectant la surface P1 extraite de la surface P2 donnée dont les sommets
internes sont ceux obtenus en se basant sur les critéres habituels (densité, gradation, qualité
des éléments, ...).
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6.1 Compatibilité P2-P1 d’un maillage de surface P2

Un maillage de surface P2 est P1 compatible si le maillage appuyé sur les seuls sommets
du maillage P2 (avec des arétes droites) est valide. Ceci n’est pas nécessairement le cas dans
des zones courbes, minces ou non, et la méthode discutée dans ce papier ne peut pas étre
appliquée. En pratique, deux cas de non compatibilité sont faciles & comprendre, le premier,
le maillage P1 est auto-intersectant et, en second, le maillage P1 contient deux faces P1
extraites identiques (pensons, en deux dimensions, & un cercle maillé avec seulement deux
segments P2).

6.2 Compatibilité P1-P2 d’un maillage tétraédrique P1

On fait ’hypothése que la surface est P2-P1 compatible. Alors, le maillage de volume P1
est P2 compatible si la création des noeuds d’arétes et 1’éventuelle courbure des arétes P2
conduit & un maillage P2 valide.

Il est clair que 'on peut s’attendre a des difficultés dans les zones courbes et minces et
I’objet de ce papier est justement de lever cette impossibilité en montrant qu’il est toujours
possible de construire un maillage P2 dés lors que la surface du domaine est P2-P1 compatible.

Il est moins évident que l'on peut rencontrer également des problémes méme dans des
zones courbes non situées dans des régions minces. Un cas représentatif est le cas d'un té-
traédre P1 dont deux faces sont frontaliéres (un « sliver » topologique), ou ayant simplement
au moins 3 arétes frontiéres, sans que sa qualité soit mauvaise (les deux faces formant un
angle raisonable au sens du P1). Un tel tétraédre doit étre détecté et cassé avant d’opérer
la transformation vers le P2 (sinon, on trouvera au moins une face de donnée qualifiée de
fausse alors qu’elle est, a I’évidence, bonne). Considérons le tétracdre P1 de sommets A;
(i = 1,4)) et soient Ay AsAs et A1 AsA, ses deux faces frontiéres, 'aréte Ay A4 étant libre.
Si, par exemple, les trois points de controle du P2 adjacents a A; sont coplanairesﬂ avec ce
méme Aj, alors I’élément sera de jacobien nul et les deux faces P2 correspondant aux deux
faces P1 seront déclarées fausses a tort. Pour éviter cette pathologie, il est nécessaire de la
détecter puis de la supprimer par un traitement classique identique & celui utilisé pour les
"slivers".

7 Passage du P1 au P2

On dispose d’un maillage P1 et on connait les nceuds des arétes frontiéres tandis que 'on
ne connait pas les autres nocuds internes.

7.1 Les noeuds “milieux”, position et numérotation

Les nceuds des arétes non donnés, noeuds internes donc, sont positionnés aux milieux de
chaque aréte. Si A et B sont les extrémités de Paréte traitée, on a simplement M = A%B.

Remarque On est donc dans le cas i <t< % et les formules de passage de C' & M ou de
M a C s’appliquent.

Il faut donner une numérotation aux nceuds non sommets du maillage. Ces noeuds sont
attachés aux arétes du maillages. Le plus évident (et rapide) est de construire le tableau des
arétes du maillage et de numéroter ces arétes. Si np est le premier numéro (indice) libre et si
#a est le numéro de aréte traitée, alors son noeud aura comme numeéro (indice) np — 1+ #a.
Notons que cette numérotation n’a aucun caractére d’optimalité (au regard d’un quelconque
solveur).

5Les trois plans tangents issus de A; sont confondus.
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7.2 Eléments P1 virtuels

Découpage naturel. A chaque tétraédre actuel (P1 et plus tard P2) peut étre associé,
virtuellement, son découpage en 8 tétraédres P1. Ce découpage n’est pas uniqudﬂ et nous en
choisisons un. Pour le tétraédre de noeuds A;, de sommets les 4 premiers A; et de nceuds NV, _4
les 6 autres A; (N;—4 = A;,7 = 5,10), on obtient comme éléments du découpage 4 tétraédres
dits coins

— [A1, N1, N3, Ny, [A2, No, N1, Ns], [A3, N3, N2, Ng], [A4, Na, Ng, Ns],
et 4 tétraédres dits internes

— [N1, N3, N5, N3], [Na, N3, N5, Ne|, [Ne, N3, N5, Na|, [N4, N3, N5, Nq].
Ces éléments Virtuelsﬂ peuvent servir & définir les boules virtuelles des nceuds P2. Pour un
nceud sommet, la boule virtuelle P2 est la boule P1 du sommet ot on remplace chaque
élément P1 par le tétraédre coin correspondant a son découpage virtuel. Cette boule virtuelle
P2 comprend donc le méme nombre d’éléments que la boule P1. Pour un noeud sur une aréte,
la boule virtuelle P2 est formé par les éléments du découpage des éléments P1 de la coquille
de 'aréte qui comprennent ce nceud. Cette boule virtuelle P2 comprend donc, pour chaque
¢élément de la coquille, 4 ou 6 éléments virtuels.

Il est tentant de penser que si tous les tétraédres virtuels du découpage naturel sont de
volume positif, alors le maillage P2 est valide au sens ot les jacobiens des éléments évalués aux
nceuds de référence sont positifs. L’expression de ce que sont les jacobiens vient infirmer cette
idée intuitive. En effet, aucun de ces jacobiens n’est le volume d’un tétraédres du découpage
naturel. Ceci conduit & introduire des tétraédres de controle différents.

Découpage de controle. Si on évalue le volume des 4 tétraédres coins du découpage
naturel de ’élément P3, en remplagant les nceuds d’aréte par le point de controle de ’arérete,
on évalue les 4 premiers jacobiens du tétraédre P2. Ces quatre tétraédres jouent donc un role
particulier et permettent ’analyse de 1’élément au voisinage de ses sommets.

7.3 Validité et qualité

Dans la majorité des cas et en particulier quand ’aréte courbe est proche de ’aréte droite
(ce que préconise la théorie, [6]), le maillage P2 formé est correct. Il existe néanmoins des
cas, voir [8], Chapitre 22, ot un nceud “milien” est positionné de telle sorte que son insertion
mécanique conduit & un maillage invalide (jacobien négatif, autrement dit éléments retournés
ou auto-intersectants). Le cas d’une zone courbe mince est un exemple typique ol peut se
présenter cette pathologie.

Notations. On note, quand cela a un sens :

— Vi le volume du tétraédre k£ du découpage naturel,

- Jo(K, A) le jacobien P2 de I’élément K évalué en A, antécédent de A,

— J1(K) le jacobien P1 (le volume au facteur 6 prés) du tétraédre formé par les 4 sommets
du tétraedre P2 considéré,

— Jo(K) la moyenne des J>(K, A) (qui, pensons nous, est proportionnel au volume de
lélément P2) si ces quantités sont toutes strictement positives,

— J2(K) le minimum des J2(K, A) si 'une au moins de ces valeurs est non positive,

- QJ(K)= % si tous les jacobiens sont strictement positifs. @ ;(K) mesure la
dispersion ou la variabilité de K.

Validité. Une premiére observation est que Ji(K) peut parfaitement étre négatif tandis
que les jacobiens P2 sont positifs.

Le critére Jo(K) strictement positif assure la validité géométrique de 1’élément.

8Le premier, indiqué in extenso ici, correspond & la coquille de I’aréte N3, N5 pour le bord [N1, Na, Ng, Na.
Le second est celui de I’aréte N1, Ng pour le bord [N2, N3, N4, Ns], le dernier, a ’aréte N2, Ny pour le bord
[N1, N5, Ng, N3].
Une remarque amusante : si les noeuds des arétes sont au milieu, le volume des 8 éléments est identique
bien que les éléments ne soient pas homothétiques.
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Qualité. De maniére surprenante, il ne semble pas exister de 1ittératureE| sur cette notion
de qualité en P2 (comme nous en avons pour les tétraédres P1, par exemple Q(K) = oz%, le
rapport diamétre - rayon de la sphére inscrite & un coeficient de normalisation preés).

On note que pour un élément P2 droit on a Q;(K) = 1. Si on considére un élément P2
droit et que l'on bouge, au hasard, I'un de ses nceuds on observe que @ ;(K) varie au fur et a
mesure que les faces se déforment. On observe également que 1’on peut, en bougeant les autres
neeuds de ’élément, faire varier (croitre ou décroitre) cette quantité (et vérifier visuellement
que le résultat semble plus “naturel”). En fait, si on garde comme mesure de qualité la mesure
P1 classique en 'adaptant, nous pensons que ’on obtient une mesure pertinente (et continue
quand on passe d’un élement P2 courbe & un élément P2 droit dont les noeuds milieux sont
situés aux milieux de ses arétes qui, de fait, est mesuré comme 1’élément P1 associé a ses

seuls sommets). Donc

h

QK) =a— (18)

p
est notre définition de la qualité en forme avec h le diamétre et p le rayon inscrit. Quantités
que 'on peut calculer approximativement en utilisant les distances entre noeuds, pour h, et
le rapport volume-surface, pour p, ou le volume est huit fois le volume minimum parmi 8
sous-volumes du découpage natureﬂ et la surface est la somme des 16 sous-faces externes de
ce découpage.

Remarque. Il semble que la mesure (Q; ne voit pas certains cas de figure et qu’il soit
nécessaire de complémenter cette mesure par la mesure Q.

7.4 Construction du maillage P2

Rappelons le processus de maillage déja esquissé ci-dessus. La donnée est le maillage P2 de
la surface du domaine. On extrait des faces P2 données des faces P1. Une face P1 est formée
par le triangle (plan) dont les sommets sont les sommets de la face initiale. Le polyédre ainsi
défini est maillé en tétraédres P1. Les noeuds des arétes de la donnée sont pris en compte
permettant de regénérer les faces P2 initiales. Les noeuds des arétes internes sont crées au
milieu de ces arétes. On dispose ainsi d’un maillage en tétraédres P2.

Si ce maillage est valide, il ne reste qu’a 'optimiser pour produire le résultat final. En cas
contraire, il faut d’abord rendre valide le maillage avant de pouvoir 'optimiser. Les maillages
non valides présentent deux situations induisant cette invalidité. Le premier cas est celui
ol un sommet interne du maillage P1 se trouve & l'extérieur du domaine P2. Le second
cas concerne des nceuds d’arétes internes positionnés au milieu de ces arétes tels que un ou
plusieurs tétraédres incidents sont de jacobiens négatifs ou nuls.

Dans la section suivante, on décrit quelques algorithmes mis en place pour rendre valide
(si nécéssaire) puis optimiser le maillage P2.

8 Quelques algorithmes

Les algorithmes de manipulation des maillages P1 sont essentiellement le bougé de som-
met et la bascule d’aréte (les autres s’en déduisant le plus souvent, pensons, par exemple,
a la fusion de deux sommets). Ici, en P2, nous avons le bougé de sommet et de nceud (non
sommet), la bascule et les autres opérateurs sont envisageables mais semblent plus délicats a
implémenter. Nous allons donc baser notre stratégie de modification (correction ou optimisa-
tion) essentiellement sur des variantes de bougé et de quelques autres opérateurs classiques,
tel I'utilisation de méthode de minimisation de critéres, ou moins classiques, comme la simi-
litude entre items voisins (qui traite, dans certains cas, de maniére efficace 'auto-interscetion
de deux arétes, I'une étant réputée juste, Pautre étant libre).

8Les études de convergence étant par nature asymptotique, les hypothéses indiquent que le milieu droit
et le vrai milieu sont proches.

9ou de ce méme découpage mais avec les points de controle, formule qui conserve également la continuité
quand on passe d’un élément courbe a un élément droit. A discuter donc!.
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Ainsi, deux types d’algorithmes sont définis, les uns pour rendre valide les éléments du
maillage, les autres pour optimiser la qualité en forme.

8.1 Redressement par minimisation de la déformation (validité)

On définit, en premier, un champ de déformations initial associé aux noeuds du maillage
P1 enrichi avec les noeuds du maillage frontalier P2. Il s’agit d’un champ de vecteurs attribué
aux sommets et aux nceuds de ce maillage. Ce champ est nul aux sommets et aux nceuds
internes tandis qu’aux noeuds frontaliers, il est le vecteur mesurant le déplacement entre le
neeud considéré et le milieu de I'aréte droite frontaliére support de ce nceud.

Le redressement consiste alors a lisser ce champ de déformations sur I’ensemble des nceuds
du maillage P2. Pour cela, on définit ’énergie de déformation du maillage et ce lissage revient
a minimiser cette énergie.

On considére un tétraédre P2, noté K, on va exprimer 1’énergie de déformation de K en
fonction des déplacements des ses nceuds et sa minimisation nous donnera une relation liant
ces déplacements. Pour calculer ’énergie de déformation de K, on considére deux types d’in-
terpolation des déplacements dans K, linéaire et quadratique. Dans le premier cas, 1’élément
P2 est découpé est 8 éléments P1 et la déformation de chacun de ces éléments est étudié.
Dans le second cas, on considére directement la déformation de K comme un champ P2.

Interpolation P1 via le découpage P1. Soit K un élément de ce découpage (voir section
ci-dessus) de sommets A, B,C et D ayant, respectivement, les déplacements u;, ug, u3 et uq.
On désigne par V le produit mixte (E A AT*)E qui représente 6 fois le volume de K. Soit
P un point interne de coordonnées barycentriques «, 3,7 et § dans cet élément. On a :

a:(EﬁAB—d).ﬁ ﬁ:@%ﬂ)c—ﬁ ’y:(D—E/\Eﬁ).D—f) 6:(@AE).ﬁ

Vv Vv Vv 14

que 'on note :

o=

5,.BP 5,.CP S3.DP 5 5,.AP
V ) ﬂ - v y V= V ) - V .
On note également les composantes des S; par Siz, Sy et Si..
Soit u le déplacement de P déduit des déplacements aux sommets A, B,C et D (les ;)
par interpolation linéaire. Dans ce cas, u, le déplacement en P, s’écrit comme u = au; +
Bug + yus + dug. On désigne les composantes de u par uz, uy et u,.

L’énergie de déformation en P, suite au déplacement u, peut étre définie par le carré de
la norme de Frobenius de la matrice jacobienne j(u) donnée par :

Ouy  Ouy  Oug
88?5 BBy 882
— Uy Uy Uy
J(u) = 9z oy oz
Ou, Ou, Ou,
ox Oy 0z

On a donc :
1T = [[Vua|? + [[Vuy|[* + [V | .

L’énergie de déformation sur K est alors définie comme :

B(K) = /K 17 ()3 e,

ou dw représente le volume élémentaire.

On regarde les trois composantes de u de maniére indépendante, ainsi, par exemple, on

ou, \ 2 Ouy\ 2 Ouy\ 2
\VA 2 z z d
Vel (61) (8y> <82) ’
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Oa . Slz

oxr

pour les autres coefficients et les autres dérivées, il vient :

2 2 2
[Vul? = % (Zszluz> + (Z&ym) + <Zsizui> )

et des expressions similaires pour u, et u,. Comme

et des formules analogues

ou, encore ,

1
||Vu||? = 72 Z < §Z§; >u?+2 (< —1>;§2> > Uglo+ < §1>§3> > ujus+ < E’s’ﬁ > Uy

+ < @5—%} > uguz+ < »?;;i; > UgUg+ < »ggz»i) > U3U4)] .

On remarque que I'énergie ||Vu||? ne dépend pas de P, ainsi :
2 4 2
BE(K) = [ lIVull"dw = & [[Vull*.
K

Comme la forme quadratique E est positive, il existe des coefficients g;; tels que E s’écrit,
en fonction des déplacements aux extrémités des arétes, comme :

E(K) = Zgij(ui —uy)?.

En dérivant les deux expressions de F(K) par rapport a u; et en instangiant ug = 1, u; =

— =
. 6 < 51.54 > .. L .
ug = ug = 0, on obtient : g14 = — I De maniére générale, par symétrie, on a :
6 <5S,.5; >
gij = — %
Ainsi : .
< 5;.5; >
B(K)=-6)Y_ ZVJ (u; — uj)?

La minimisation de Iénergie E(K) consiste a annuler la dérivée de F(K) par rapport aux
variables ug. On obtient ainsi un systéme linéaire d’ordre le nombre total de nceuds en les
variables uy. Pour résoudre ce grand systéme, on peut appliquer la méthode itérative de
Gauss-Seidel (sous réserve de convergence) qui consiste & chaque itération, pour trouver u;,
a prendre en compte les déplacements aux sommets de la boule (voir plus bas) construite
autour du nceud 4 considéré. Au final on trouve :

Z GijUjx
4]
)
Zgij
i,J

et des expressions analogues pour les deux autres composantes w;y, et ;..

Pour un sommet, la boule considérée est formée des tétraeédres définis par le sommet
en question et ses nceuds adjacents, le tétraédre coin dans notre terminologie, de chaque
tétraédre de la boule P1 du sommet. Pour un noeud non sommet, on construit la coquille de
I’aréte le portant et on prend les deux tétraédres coins partageant le nceud en question pour
chaque élément de cette coquille ainsi que les tétraédres non coins de cette coquille appuyés
sur ce noeud.

Usjy

Cette méthode permet de calculer les u; des entités non frontaliéres (les déplacements
des entités frontaliéres étant, pas définition, connues). Elle donne de bons résultats mais,
néanmoins, n’est pas capable de considérer les cas ou le découpage P1 contient un élément
de volume négatif ou nul. Cette limite nous pousse a considérer l'interpolation P2 décrite
ci-dessous.
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Interpolation P2. On considére le déplacement u comme un champ P2. On note u; le

déplacement au noeud i de I’élément. A partir des u;, on construit le champ w, interpolé P2
. . . N . . 4U5 — U1 — U2
défini par les v; construits de la maniére suivante : v; = u;, 7 = 1,4 et v5 = ———

et des expressions analogues pour les autres v;, i = 6,10. Il est clair (c’est la formule de De
Casteljau) que u s’écrit comme :

u = a(avy + Pos + yur + dvg) + Bavs + Bue + yug + dvg)

+ v(awr + v + yv3 + dvig) + d(avs + Bug + Y10 + dva)).

On pose
Uy = avy + Bus + yvr + dus,
Us = avs + By + yve + vy,
Us = avr + Bug + yvs + dvig
et
Uy = avg + Bvg + Y1 + dvy,
alors, on a :
u = alU; + U, +~Us + o0Uy
et on a :
8704 o Slx
ox V'

et des expressions analogues pour les autres coefficients et les autres dérivées. Par suite :

2 2 2

ou, encore,

4
IVl = 7 Y <S8 >U+2 (< 51.95 > UyUs+ < 5,.55 > UyUs+ < 81.54 > U, Uy

+ < 53.53 > UsUs+ < 85.81 > UsUs+ < S3.54 > U3U4)} .

De méme, 'énergie de déformation E(K) de 1’élément K, s’écrit :

B(K) = /K |1V u] 2w

Comme la forme quadratique E est positive, il existe des coefficients g;; tels que E s’écrit,
en fonction des déplacements aux extrémités des arétes, comme :

E(K) = Zgij(Ui —U;)?,

avec
<
gij = —6

en supposant, pour simplifier, que I’énergie est identique en tout point interne a 1’élément,
ce qui revient & considérer I’approximation suivante :

;
B(K) = [ 9ulPds ~ [l

Ainsi : N
< S;.8; >
E(K)=-6)_ — LU - U;j)2.

%,]
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La minimisation de I’énergie E(K) consiste a annuler la dérivée de F(K) par rapport aux
variables u;. On obtient, par exemple pour I’élément K, si le nceud considéré est le premier
sommet, donc par rapport & u; (et au facteur 2 prés) :

<§1).§2>> 3 B v O <_1)._3>> 3 B v O
#(Ul—UQ)(7—§_§_§)+7V (UI_US)(?_§_§_§)
— =
< O1.04 > 3« 6 vy 1)
G-l -5 573

avec, comme « = 1,

Ul =v =u,Us = v5,U3 = v7,Uy = vg,

ce qui donne, comme contribution :

3<5.5 3<5,.5; 3<35,.5
%(ul —us) + %(m — ) + %(m —vs),
ou encore :
3<5.8 > 3<5,.55 > 3<35..51 >
%(31“741%4’712) + %(3U174U7+U3) + %(311,1741@4’11,4),
qui s’écrit donc sous la forme a;xu; + b1 avec :
9(< 51.9 >+ < 5.9 > + < 5.9 >)
a1x =
4V
3<5,.5 > 3<5,.5; > 3<5.5, >
b = %(—4% +ug) + %(—4’117-‘1-1143) + %(—41@ ),
et, au final :
— = — = — =
3(< 51.82 > + < 51.53 > + < 51.54 >)
a1K = vV 9 (19)
— = — = — =
< §1.85 > < 51.53 > < 51.54 >
b = —gr (st up) + = (—dur +ug) o (—dus +ua) . (20)

Les contributions de K au nceud u; dans les 9 autres possibilités gardent la méme forme
(comme ci-dessus pour les noeuds sommet et légérement différente pour les nceuds d’aréte,
voir I’Annexe 4) et la solution cherchée s’écrit comme :

S .

En pratique, si le nceud est un sommet, on prend sa boule et dans chaque élément de celle-ci
on regarde sa position (i = 1,2,3 ou 4) pour trouver les contributions (les coefficients a et b
ci-dessus). Si le nceud est un nceud d’aréte, on prend la coquille de cette aréte et dans chaque
élément de cette coquille on regarde sur quelle aréte il se trouve pour trouver la contribution
(les a et les b) de cet élément particulier.

U; =

8.2 Redressement par similitude ou bougé (validité)

Les algorithmes de redressement par minimisation de la déformation permettent, en gé-
néral, de rendre valide les maillages P2 non valides bien que le systéme global d’optimalité ne
soit pas résolu par une approche directe. Mais, comme par ailleurs, certains cas semblent tel-
lement évidents a résoudre, nous avons également développé des heuristiques simulant d’une
certaine fagon et de maniére simple ce redressement.
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F1G. 4 — Similitude avec une face (le sommet Ay est proche du sommet As),a gauche, avec
une aréte (le sommet As est proche du sommet As), au milieu, et avec deux demie-arétes (le
sommet Ay est proche du neud As de laréte A1As), & droite.

8.2.1 Redressement par similitude avec une face

On considére une face juste et un élément non valide incident. On va, dans certains
cas, utiliser la face juste pour construire, par similitude, deux autres faces (et en déduire la
derniére) de cet élément.

Soit, pour fixer les idées, Ay A; A la face juste (Figure[d] & gauche). On calcule la longueur
des 3 segments (droits) issu de A4 vers les trois sommets de la face. On compare le rapport
entre le maximum et le minimum de ces quantités. Si le rapport est supérieur & un seuil
donné, on décide qu’il y a une similitude entre certaines arétes de I’élément en question.
Supposons que 'aréte la plus courte soit A3 A4 alors I'aréte A; A4 ressemble & aréte A Ao
et aréte As3A4 ressemble & 'aréte AsAs. Les noeuds Ag et Aqg se déduisent des nocuds A,
et As comme suit :

— Imin = HA2A4H
O = w
-V =24,C;

— Faire Cs = C5 + oV avec a = 0.5 * ?lmi"
’ . . . || || .
— Controler ’évolution des jacobiens de 1’élément et ajuster « le cas échéant
— Ag = A1+A42+2.Cg )
Idem pour recalculer A;q. A issue de cet algorithme, on a reconstruit la face A;AsAy et la
face Ay A3Ay4, la derniére s’en déduisant automatiquement.

8.2.2 Redressement par similitude avec une aréte

On considére une aréte juste et un élément de sa coquille non valide. On va, dans certains
cas, utiliser 'aréte juste pour en déduire une ou deux faces de cet élément.

Aréte compléte. Soit, pour fixer les idées, A; Ay Paréte juste et As son nceud (Figure
au milieu). On calcule la longueur des 4 segments (droits) issus de A; et Az vers Az et Ay.
On compare le rapport entre le maximum (si ce maximum est atteint pour aréte A As) et le
minimum de ces quantités. Si le rapport est supérieur a un seuil donné, on décide qu’il y a une
similitude entre I’aréte A; A et une autre aréte. Si, par exemple, As A3 donne le minimum,
alors c’est l'aréte A; Az qui ressemble le plus & A1 As et son noeud A7 va étre déduit du noeud
As comme suit :

— Imin = HAQAgH
L Oy = A A Ay
-V = 4;C:

~ Faire Cy = C5 + aV avec a = 0.5  1min
. N V| .

— Controler I’évolution des jacobiens de I’élément et ajuster « le cas échéant

A= A1+AZ+2.C7_

A Vissue de cet algorithme, on a reconstruit la face A; A;As.

Demie-aréte. Soit, encore, A; Ay laréte juste et As son nceud (Figure |4 a droite. On
calcule la longueur des 2 segments (droits) issus de As vers As et Ay et la longueur de A1 A,.
On compare le rapport entre le maximum et le minimum de ces quantités. Si le rapport est
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supérieur a un seuil donné, on décide qu’il y a une similitude entre I'aréte A;As et deux
autres arétes. Si, par exemple, A5 A4 donne le minimum, alors 'aréte A; A4 ressemble a la
premiére moitiée de A; Ay (entre A; et As) et son noeud Ag va étre déduit du nceud situé
au quart de A; As noté As; tandis que l'aréte As A4 ressemble & la seconde moitiée de A1 As
(entre A5 et Ay) et son noeeud Ag va étre déduit du neeud situé au trois-quarts de A; As noté
Ass. La position de ces deux nouveaux noeuds se fait comme suit :

. —_
Imin = || As A4l
~ O = 243==42 (3 = 1 dans la formule générale)
A5 = % (t= % dans la formule générale)
- M5, =0.5 (Al + 05) le milieu de A,C5

i%
-V = M5 Cs

Faire Cg = Ms; +aV avec o = 0.25 # Lmin

) ) ) Il ! Il )
Controler I’évolution des jacobiens de I’élément et ajuster « le cas échéant
— Ag = A1+A211+2~Cs.

On applique le méme algorithme pour lautre aréte pour trouver Ag & partir de Aso (t = %),
les formules sont identiques en inversant les poids de A; et As. A lissue de cet algorithme,
on a reconstruit la face A;A5A,.

8.2.3 Ouverture d’un élément plat par bougé

On rencontre des éléments de volume P1 trés petit ou dont tel ou tel jacobien est trés
petit.

Quand un tel élément a ses quatre sommets fixes, on ne peut que bouger ses nceuds libres
afin de 'ouvrir. L’idée est simple, on regarde les angles entre les faces et on considére les 2
faces les plus coplanaires et le noeud de 'aréte commune a ces deux faces. On construit une
direction de déplacement & partir des deux normales sortantes de ces faces. Le noeud est alors
bougé selon cette direction.

Pour un élément ayant un sommet libre, on applique la méme idée aux nceuds (donc
libres) de sa grappe.

8.3 Optimisation par bascule de faces et par bougé (qualité)
8.3.1 La bascule de face et le bougé

A des fins d’optimisation, nous utilisons essentiellement deux opérateurs, la bascule de
face et le bougé (de sommets ou de neeuds).

Bascule de face. On considére ici deux tétraédres partageant une face libre. L’idée est
de supprimer cette face commune et de construire les trois tétraédres s’enroulant autour de
l’aréte formée en joignant les deux sommets voyeurs de cette face. Cet opérateur n’est que
la généralisation de 'opérateur classique de bascule en P1. La seule difficulté est de « bien »
gérer les noeuds initiaux lors de affectation de ceux des nouveaux éléments et de créer le
nouveau neceud sur l'aréte créée.

Bougé. Comme en P1, l'idée est de trouver une position optimale ou meilleure pour le
sommet ou le nceud que ’on bouge au regard du critére choisi.

8.3.2 Optimisation via la dispersion des jacobiens

On regarde ici le critére de dispersion @ ;. On utilise une méthode empirique (faute de
mieux) qui revient & bouger un sommet ou un nceud d’aréte. La validation doit prendre en
compte la boule d’un sommet bougé ou la coquille d’un nceud bougé.
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8.3.3 Optimisation de la qualité en forme

On regarde ici le critére de forme @. Ici aussi on va bouger un sommet ou un nceud d’aréte
avec le méme type de validation. Il est vraisemblable que I’on puisse faire mieux que de suivre
une méthode empirique en regardant ce qu’est un élément optimal pour ce critére.

9 L’algorithme général

Les grandes lignes de la méthode sont données ici.

— Lecture des faces P2, extraction des faces P1,

— maillage P1 avec les faces P1,

— numérotation des noeuds et calcul de la position des noeuds internes,
— redressement éventuel,

— optimisations,

— écriture des tétraédres P2.

A noter que I’étape de maillage P1 est réalisée en utilisant le mailleur Ghs3d, [9] qui a néan-
moins du étre modifié en interne bien que la partie purement P2 soit entiérement découplée.

Construction du maillage P1. La construction de ce maillage est classique. Les sommets
des faces P1 extraites de la données P2 sont insérés dans une boite englobante. Les faces P1
sont regénérées. Le domaine est alors défini et saturé par ’insertion de points internes. Pour
finir, les tétraédres sont optimisés en utilisant les méthodes classiques (bougé de sommets et
bascule d’arétes essentiellement) guidées par le critére de qualité en forme.

Position des noeuds d’aréte. Les nocuds des arétes internes sont positionnés au milieu
de ces arétes. Les noeuds des arétes frontaliers sont mis a leur vrai emplacement.

Redressement. Le maillage P2 actuel peut étre juste (directement), comporter un trés
petit nombre d’éléments non valides ou encore un nombre conséquent de tels éléments. Les
causes d’invalidité sont connus, auto-intersection, auto-pénétration, chevauchement, retour-
nement, ... avec (cas délicat) présence de sommets hors le domaine ou (cas nettement plus
simple) présence seulement de nceuds d’aréte hors le domaine.

L’expérience (basée sur de nombreux exemples) indique une fréquence élevée de cas faciles
a résoudre en considérant simplement que la face ('aréte) fausse est relativement similaire a
I’une de ses voisines.

Pour les autres cas, il faut mettre en place d’algorithme basé sur la minimisation de
I’énergie de déformation du maillage.

Optimisation. L’6ptimisation repose marginalement sur des bascules de faces et princi-
palement sur le bougé des sommets et des nceuds d’aréte. Quand un sommet est bougé, sa
grappe est affectée directement (I’ensembles des nceuds adjacents & ce sommet).

10 Tests et exemples

On donne quelques tests de validation et quelques conclusions qualitatives sur ce probléme
de construction de maillages P2.

10.1 Validation de la structure du code

Les premiers tests ont pour but de vérifier que la structure du code est correcte. Pour
valider cet aspect (qui regarde essentiellement les structures de données utilisées et les pro-
blémes de numérotation des noeuds) nous construisons des maillages P2 droits (les arétes sont
simplement coupées en leur milieu) & partir de géomeétries sans zone courbée.
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F1G. 5 — Exemples de maillages de surface ne présentant aucune difficulté, la constrution des
tétraédres P2 est immédiate (aucune correction n’est nécessaire). A gauche, 5043 éléments,
0.33 sec.. a droite, 41278 éléments, 2.70 sec.

- np no ne P1 P2 | P2-P1
maillage 1 3966 23121 16938 | 0.67 | 0.80 0.13
maillage 2 | 25280 159241 125611 | 2.76 | 4.00 1.24

maillage 2 | 629612 | 4765801 | 3373339 | 89. | 121. 32.
Tableau 1 : Statistiques sur 3 exemples de maillage P2 droit (Mac OS X, 2.38 GHz Intel
Core 2 Duo).

Dans ce tableau, np est le nombre de sommets, no le nombre de nocuds et ne le nombre
d’éléments. P1 désigne le temps de construction du maillage P1, P2 celui pour construire le
maillage P2, P2-P1 notant le surcofit.

10.2 Nature qualitative des résultats

Le code a été testé sur quelques 200 géométries différentes (essentiellement des piéces
mécaniques ayant un ou plusieurs sous-domaines). Les résultats indiquent que :
— on détecte les données fausses avec essentiellement quatre situations :
— la surface n’est pas P2-P1 compatible, le maillage P1 est alors impossible & construire
(auto-intersection en P1, méme s’il n’y en a pas en P2),
— la surface (P2-P1 compatible) est auto-intersectante, au moins deux triangles s’in-
tersectent,
— la surface (P2-P1 compatible et auto-intersectante ou non) contient des triangles qui
s’'intersectent eux-mémes avec le cas des triangles auto-pénétrants, cas moins intuitif.
— la surface (P2-P1 compatible et auto-intersectante ou non) contient des triangles
auto-tangents (& angle nul ou plat).
— pour une donnée correcte, on trouve trois situations :
— la transformation P1-P2 produit directement un maillage P2 juste,
— il reste quelques éléments & corriger, chacun trés localement, et le résultat est juste,
— la méthode échoue, le résultat existe mais est a priori fau)ﬂ

10.3 Quelques exemples

Les exemples suivants montrent quelques maillages P2 construits sur diverses géométries,
la validation ayant été menée en traitant plus de 200 cas différents.
11 Conclusions

Il semble que la méthode proposée produise le résultat espéré dans tous les cas ou I'ap-
proximation P2 des courbes frontiéres est suffisamment précise, autrement dit, les seuls cas

107] est néanmoins peut étre utilisable sous certaines conditions.
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F1a. 6 — Correction d’un maillage surfacique fauz (o gauche, le maillage fauz) et construction
du maillage tétraédrique P2 (a droite), 1141 éléments, 0.82 sec.

=A

F1G. 7 — A gauche, 48 tétraedres P2, 0.58 sec. A droite, 1459 éléments P2, 2.90 sec.

oCo

FiGc. 8 — Un exemple d’échec de la méthode aprées minimisation de [’énergie de déformation,
90 tétraedres P2, il reste deuz éléments avec au moins un jacobien negatif, 0.70 sec. A gauche,
le maillage avant redressement des neeuds (on est dans le cas ot des sommets internes sont

a Uextérieur du domaine), au milieu, le résultat qui montre quelques défauts de validité, a
droite, le Tésultat juste.
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qui restent problématiques sont ceux ou cette approximation est trop mauvaise (arc trop
loin de la corde) qui, de toute fagon, du point de vue éléments finis, sont connus pour étre
impropres a tout calcul.

Plus généralement et vu la complexité attendue (nombre de coefficients & calculer et
nombre de tests de validité), il n’est pas si évident que monter en ordre soit vraiment réaliste
dans le cas de géométries non triviales bien que 'on dispose du cadre théorique nécessaire.

Remerciements. Nous remercions nos collégues de Disténe pour les nombreuses données
(au dela des cas montrés ici) qu'ils nous ont fournies pour permettre les tests de validation.
Cette collaboration s’inscrit puls particuliérement dans le cadre du I-Lab Gamma3-Disténe.
Les visualisations des maillages P2 sont réalisées par un outil graphique développé par Loic
Maréchal sur une base proche du logiciel Medit.
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12 Annexes

On donne, en annexe, quelques détails techniques ou pratiques relatifs & divers points
abordés dans ce rapport.

— I’Annexe 1 explicite les coefficients Nj;i; du tétraédre P2 en fonction d’instanciations
faites sur le tétraedre de référence P3,

— I’Annexe 2 vérifie que les deux expressions obtenues permettant de calculer les Njjx
sont identiques en regardant I'un de ces coefficients,

— I’Annexe 3 indique comment subdiviser une face ou une aréte pour affiner la condition
de validité d’un élément,

— I’Annexe 4 donne les coefficients utilisés dans I'algorithme de minimisation de I’énergie
de déformation traité directement en P2.

Annexe 1

Dans cette annexe, on explicite tous les coefficients N;;i; du tétraédre P2 en fonction
d’évaluations du jacobien en des nceuds particuliers, ceux du tétraédre de référenec P3. On
note B; ces 20 nceuds, on a :

~ B1=(0,0,0), B> = (1,0,0), Bs = (0,1,0) et B; = (0,0,1)
- Bs = (3,0, )etBﬁf(% 0,0)
- 3;7_ (%7%7 )et BS_ (% %’0)
— By =(0,2,0) et Bip = (0,%,0)
~ Bi1 = (0,0, 1) et Bio = (0,0, 2)
~ Bz =(2,0,1) et Bis = (3,0,2)
~ Bi5=(0,2,1) et Bis = (0,1, 2)
~ By =(4,1,0)
- Bis=(1,0,3)
- Bio=(0,%,3)
~ By = (3,3 3)-
Alors, les coefficients de controle reliés aux sommets sont :
Naooo = J(B1)
Nozoo = T (B2)
Noozo = J(B3)

Nooos = J (By).

Les coeflicients de controéle reliés aux arétes sont :

_ —5J(By) + 18J(Bs) — 9J(Bs) + 27 (Bo)

6
Noo _ 27(B1) = 97(Bs) + 187 (Bs) — 57 (Bs)
1200 — 6
N _ =5 (B2) + 187 (Br) — 9T (Bs) + 27 (Bs)
0210 — 6
N 2T(By) — 9 (Br) + 187 (By) — 57(By)
0120 — 6
N _ ~5J(Bs) + 187 (By) — 97 (B1o) + 2J(B1)
1020 — 6
N 2T(Bs) = 97(By) + 187 (Buo) — 57 (By)
2010 — 6
N =3J(By) + 187 (Bu) — 97 (Bua) + 27 (Ba)
2001 — 6
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27(B1) — 97 (B11) + 18J(B1a) — 5J(By)

Nigo2 = 6

N =5T(Ba) + 187 (Bis) — 9T (Bu) + 27 (Ba)
0201 — 6

N 27(B2) — 97 (Bi3) + 187 (Bua) — 57 (Ba)
0102 — 6

N =5T(Bs) + 187 (Bis) — 97 (Bis) + 27 (Bu)
0021 — 6

N 2T(Bs) = 97 (Bus) + 187 (Bug) — 57 (Bs)
0012 — 6 :

Les coefficients de controle reliés aux faces sont :

9 ) 2(7(B1) + T(B2) + T(B3))  J(Bs) + J(Be) + I (Br) + T(Bg) + I (Bg) + I (B1o)
Niii0 = 3 J(Bi7) + po= - .

9 ) 2(7(B1) + T(Ba) + T(By))  T(Bs) + T(Be) + T(B11) + T (Br2) + T (B1z) + I (B1a)
Niio1 = 3 J(B1g) + e - S

9 .
Nio11 = 3 {J(Blg) +

2(IBD+I(B3) +T(By))  I(Bg) + T (Bio) + I(B11) + T (Bra) + T (B1s) + T (Bio) }
27 6

9 . 2(7(32)-#\7(93)4-\7(34)) T (B7) + J(Bg) + J(B13) + J(B14) + T (B15) + T (B1g)
Noi11 = > J(B2o) + pyn - G .

Annexe 2

On a trouvé deux expressions pour exprimer les coefficients N;;p;, ces deux écritures sont
nécessairement égales. On va néanmoins le vérifier explicitement, en regardant le coefficient

Noygo- Il s’agit donc de montrer que l'écriture de la Relation et la formule rappelée
ci-dessus dans I’Annexe 1 sont identiques.

Calcul de J(Bs) donc pour & = 3,5 =2=0:

1 -5 1 0 0 4 0 0 0 0 O
3 -5 0 =3 0 -4 4 8 0 0 0|,
-5 0 0 -3 -4 0 0 8 4 0

donc :
3UW = —HA; + Ay +4A5

37 = —5A; — 3A3 — 4A5 +4A¢ + 8A;
3W = —HA; — 3A4 — 4A5 + 8Ag + 4 Ay,

on exprime les A; en fonction des C;, pour i > 5, il vient :
3UW = —4A; + 245 +2C5 = 2A:C5 + 24,1 A

3T = —4A; — 205 +2Cs + 4C7 = 4A,C7 + 2C5C
3W = —4A; — 2C5 +4C3 +2Cy = 4A,Cg + 2C5Cy.
Calcul de J(Bg) donc pour & = 2,§=2=0:

1 -1 5 0 0 -4 0 0 0 0 O
3 -1 0 -3 0O -8 8 4 0 0 0|,
-1 0 0 -3 -8 0 0 4 8 0

donc :
3UW = —A; +5A5 — 445
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37V = —A1 —3A3 — 8A5 + 8Ag + 4A;
3W = —A; — 34, — 8A5 + 4A5 + 8Ay,
on exprime les A; en fonction des C;, pour i > 5, il vient :

3UW = —2A; +4A5 — 205 = 24, A5 + 20545

3V = —24; —4C5 +4Cs + 2C7; = 2A,C7 + 4C5Cq
3W = —2A; —4C5 + 2Cs + 4C9 = 2A,Cg + 4C5C,.

Comme

J(B,) = 8|4,C5 A,C; A.Csl,

J(By) = 8|45C A3Cs AyCy),

et
—5J(By) + 187 (Bs) — 97 (Bs) + 27 (By)
6

Naigo =

en remplagant les 7, on obtient :

2
6 Na1go = —40|A105 A.Cy A108| + g (|2A105 +2A41A5 4A,C7 4+ 2C5Cs 4A1Cg + 20509‘)

1
75 <|2A1A2 +2C5A9 2A,C7 + 4C5Cs 2A,Cs + 4C5Cg|) + 16‘14206 AyC A209|,

que l'on éclate, terme a terme, en numérotant les termes pour les suivre, il vient :

(T1) —40|A4,C5 A1C7 A1 Cy|

(T2) 814,C5 A1C7 A1Cs| || (T3) 32|4,C; A,C7 C5Cq|
(T4) 2|A,C;5 C5Cg A1y (T5) BA;C5 C5Cg C5Cy|
(T6) 8 A Ay A\C7 ALCy| || (T7) 3214, Ay A,C7 C5Cy|
(T8) 3214145 CsCs A1Cs| || (T9) 1814145 C5Cq C5Cy|
(T10) —8|A1A; A1C7 ACs| || (T'11) — 1514145 A,C7 C5Cy
(T12) —38|A1A; C5C6 A1 Cq] || (T'13) —3214,A; C5Cg C5Cy|
(T14) |  —8|CsAy A1C7 A1Cy| || (T15) | —18|C5A; A1C7 C5Cy|
(T16) | —28[C54; C5C6 AiCs| || (T17) | —22|C5A; C5C C5C0|
(T18) | 16|A5Cs AyCs AyCy|

T6 et T'10 se regroupent, tout comme T'7 et T'11 ainsi que T8 et T'12 et, enfin, T9 et T'13. 1l
reste :

(T1) —40[A,C5 A1C7 A, Gy
(T2) 84,05 4,07 4Gyl || (
(T4) 214,05 C5Cs AiCs| || (
(T6) PlA Ay A,C7 4Gyl || (
(T8) (
(T14 (
(T (
(T

T3) 82| 4,05 A,C CsC)|
T ) ?‘Alc‘a C5Cs C5Cg|
T7) ?‘A]_AQ A107 C5Cg|
T9)

T15

T

8414, C5Cs A1Cy|

) —3|C5A; A1C7 A1Cy|
16) |~ 1910545 C5Cq A,Ch|
18) 16‘14206 AQC5 AQCQ|.

C181 4,4, O30, CaCh|
)| —2|CsA4; A1C7 C5Cy
17) |~ 320545 C5Cq C06)|

On casse C5A45 de T'14 4 T'17 en introduisant A1, il vient :

(T1) —40|A,C5 A1C7 A1Cs|

(T2) 814,C5 A1Cr A1Cs| || (T3) 321 4,C5 A,C7 C5Cy|

(T6) 53—6|A1A2 A1C7 A1 Cy| (T7) %6|A1A2 A1C7 C5Cy|

(183) 814,45 C5Cq A1Cy (19) — 384, 4; C5Cs C5Cy| INRIA
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—_— T T

(T14) — §|A1A2 A1C7 A1Cs| et — ;‘05141 AlC7 A1Cs|

16— ——s ——

(T15) — ?‘AlAz A107 C5Og| et — §|C5A1 A1C7 C5Cg|

(T16) — %AIA; CsCh ALCh| et — %CSAI CsCs AT
(T17)  — %AlA; TsCs T500) et — %05141’ TsCs T500)|

(T18) 16|45Ce A3Cs A3C4|.

T'14, premier terme, se regroupe avec 16, T'14, second terme, se regroupe avec 12 puis avec
T1, T15, premier terme, annule 7’7, T'15, second terme, se regroupe avec T'3, T'16, premier
terme, annule T'8, T'16, second terme, se regroupe avec T4, T'17, premier terme, se regroupe

avec T9, T'17, second terme, se regroupe avec 1'5, il reste :

(T1) = 16|A:C5 A,C7 A:Cs|
) 16|A:C5 A1C7 C5Cs|
(T4) 16|4:C5 C5Cq A1 Cs|
) 16|4:C5 C5Cs C0s|
) 16|A1As A1C7 ALCs|
(T9) —16|A; A3 C5Cs C5Cs|
(T'18) 16|A5Cs A2Cs A5Cs|.

On casse A1 A5 de T'9 en introduisant Cy, T'5 s’annule et T'9 se réécrit avec Cs.

(T1)  —16|4,C5 A,C7 A;C5|
(T3) 16|A,Cs A,Cs CoC5|
(T4) 16|A.C5 C5Cs A1Cs|
(T6) 16|41 A; A;C7 ACy|

(19) —16|C543 T5C6 CsC5|

(T18) 16|A5Cs A3Cs A5Cs|.

On casse C5Cg et C5Cqy de T9 en introduisant As, alors T9 et T18 s’annulent, il reste

alors :
(T1) —16|A,Cs A:Cs A:Ch|
(T3) 16|A,C5 A,C7 CsCs|
(T4) 16|A,C5 CsCs A1Cs|
(T6) 16|A; A5 A,C7 A, Cs).

On casse A1As de T6 en introduisant Cf, alors T'1 est annulé et il reste :

(T3) 16|A,Cs A,C; C5Cq|
(T4) 16|A:Cs C5Cq A1Ch|
(T6) 16|C5As A,C7 A1Ch).

On ouvre C5A5 de T6 avec Cy, il vient :

(T6) 16‘0509 ACr A1C8| et 16‘09142 A1Cr A108|,

soit det = |CoAs A1C7 A1Cs|,, il est clair que det est Popposé du terme du milieu de la

Relation (10)). Il reste donc :
(T3) 16|A.Cs 4,05 C505)

(T4) 16‘14105 CSCG A108|
(T6) 16|C5Cs A,C7 AiCs|,
SN )
on ouvre A1Cg de T6 par Cs, T3 est annulé et il reste
(T4) 16|A,Cs TsCy A1CH|

(T6) 16|C5Cs A1Cr C5Cs),
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on ouvre A1C7 de T6 par Cg, il vient

(T4) 16|A:Cs CsCe ArCh|

(TG) 16|C5Cg A1Cg C5C8| et 16|Cng CsCf CsCs|,

soit det = |C5Cq A1Cs C5Csgl, il est clair que det est 'opposé du terme de droite de la
Relation ([10). Il reste donc :
(T4) 16|A,Cs TsCy A1Ch|

(T6) 16|C5Cs A:Cs CsCs),
on ouvre m de T4 par Cs, il vient

(T4) 16|C5C5 C5C6 AiCy|

(T6) 16|C5Cs A1Cs C5C%),

on ouvre C5Cg de T4 en Cy, il vient

(T4) 16‘0805 C5C9 A1Cg| et 16|CgC5 CyCs Ang|

(T6) 16|C5Cy A1Cs C5Csl,

soit det = |CsCs5 C9Cys A1Cs|, det est le premier terme, au signe prés, de la Relation . 11
reste, dans la somme initiale :

(T4) 16|CsC5 C5C9 A1Cg‘

(T6) 16|C5Cy A1Cs C5Cs,

qui s’annulent. Fin, on a retrouvé les 3 termes de la solution avec le bon coefficient (f%).

Annexe 3

On donne ici les coefficients associés & une subdivision des 4 faces d’un tétraédre P2 selon
le coefficient (négatif) que I'on cherche a affiner.

Face t = 0, subdivision de la face. Les N;j;;, relatifs & la face t = 0, forment le réseau
suivant :
Nooszo

Nio2o  Noi2o
Nooio Ni1wo  No21o

Nzooo  Nawoo  Ni200 Noszoo,

au rang 1, I'algorithme de De Casteljau construit les Niljkl du réseau :
1
Nio20
1 1
Naoro Niio
1 1 1
N3ooo  Naioo  Nizoo
au rang 2, I'algorithme de De Casteljau construit les N%kl du réseau :
2
N3o10

2 2
N3000 N2 100 *

Cet algorithme permet d’évaluer toute valeur P(u,v,w,t) en fonction des ijkl calculés a

partir des Nilj k1 €ux-mémes définis en fonction des N;j;j; initiaux. La subdivision en trois en

introduisant P(%, %, %, 0) consiste a faire u = v =w = % et t = 0. Le calcul des coefficients

N> Nijg puis Ny, se formule de maniere générique. Notons que Nyji, Ny, et N2y, sont
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des coefficients de controle tandis que IV, 3J i €st 'évaluation d’une valeur courante. L’écriture

1
générique est la suivante :

Nil,j,k,l = UNi,j,k,l =+ UNifl,j+1,k,l =+ wNi,Lj,;HLl pour:=3,2,1, 1+ 7+ k=3, etl=0,
Ni%j)k’l =uN}; 0+ ONL g+ wNil_Lj)kH,l pouri=3,2,i+j+k=3, et =0,

3 N2 2 2 =3 4 - -
Ny g =uN; ey FONZ g o FWNZ g pour i =3, i+ j+ k=3, et [ =0,

K2

(22)
et, donc, pour u =v =w = % et t = 0, on obtient :
N, . N1 s N 1
Lkl = gikd F NimLj Lkt Nim1jibt1] pour i =3,2,1aveci+j+k=3etl=0,

1 1 1
Niiea TN ik T Nis1 k1

Nﬁj,hl: pour i =3,2aveci+j+k=3etl=0,
N2 ., + N2, . + N2 | .
Ni?:j,k,l = hikl : 1’J+;’k’l i-Lgktll pouri=3aveci+j+k=3etl=0.

(23)
Ainsi, pour le rang 1, on obtient :

N3soo0 + Naioo + Naoto

N?}ooo = 3

NL Na100 + Ni200 + Ni110
2100 3

NL o N1200 + Nozoo + Noz10
1200 3

NL Noo10 + Ni110 + Nio2o
2010 3

Nl _ Ni110 + Noz1o + Noi2o
1110 3

Nl N1o20 + No120 + Nooso
1020 = 3

puis, pour le rang 2, on trouve :

N2 N3ooo + Na100 + Nao1o
3000 = 3

1 1 1
2 Nago + Nisgo + MNit1o
0=

N30 3
Nl + Nl + Nl
N2 f'2010 1110 1020
2010 3 )
et, on a, pour mémoire :
11 3
P(ga gv gvo) = N30007
avec, donc :
N3 N3oo0 + N3100 + Nipio
3000 = .

3

Le polyndéme initial qui s’écrit
P(u,v,w,0) = u* N300 +3uv Na100+3uv? N1200+0> Nosoo +3v*w No210+3vw? No120+w> Nooso

—|—3uw2N1020 + 3u2wN2010 + 6uvwN1110,

est remplacé par les trois polynémes suivants :
P(u,v,w,0) = u® N3goo+3u?v Najo+3uv? N1200+0° Nozoo +302w Nigge +3vw? Naj oo +w? Niyoo

+3UU}2N32000 + 3qu]VSlOOO + 67“”1}]\7211007
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P(’LL, v, w, 0) = ’LLSNg)OOO +3’LL2'UN22100 +3UU2N11200+’U3N0300+3'U2’UJN0210 +3’U’U)2N0120 +U}3N0030

+3uw? Nigog + 3uwNiy o + 6uvw Ny,

P(u,v,w,0) = u® N3goo+3u>v Nagno+3uv? Nayoo +0° Niyoo +302w Nio 1 o +3vw? N oo +w? Nooso

+3uw? Nigag + 3u?wNogro + GUMUNzlow-

Ces trois polynomes sont, dans leur domaine d’application respectif, égaux au polyndéme
initial et, bien str, égaux entre eux sur leur partie commune.

Face t = 0, subdivision des arétes de la face. La subdivision en deux, est a appliquer
pour construire une subdivision dans le cas ot un V;j; est non positif "sur" une aréte
de la face, par suite, six tels coeflicients peuvent étre considéré. La forme générique, ,
s’applique avec les valeurs des paramétres correspondant aux différents cas. Par exemple,
pouru:v:%etw:tzo,

Nil,j,k,l = uNi,j,k,l + ’UN',L]'JFLICJ + U}N',Lj’kJrLl pour ¢t =3,2,1, 1+ 75+ k=3, etl=0,

se réduit a :

1 Nigki+Nicyjskg
i,5,k,0 2

pouri=3,2,1laveci+j=3etk=101=0,

et des formules analogues pour les autres valeurs. Par suite, on obtient facilement tous les
coeflicients qui nous intéressent :
— pour Najgg ou pour Niggg, 4 =v = % et w =1t =0, on trouve au rang un :

N3000 + Na100

Niooo =
3000 5
NL o Na100 + N1200
2100 = 5
NL N1200 + Nozoo
1200 — 2 )
puis, au rang deux :
1 1
N2 — V3000 + Naioo
3000 5
Nijoo + Ni
N2 22100 1200
2100 5

— pour Ny219 ou pour Nyigg, v = w = % et u =t =0, on trouve au rang un :

_ Noszoo + Noz21o

Nl =
0300 B)
N + N,
1 0210 0120
N021o = - 9
N, + N
1 0120 0030
No1oo = 72 ,
puis, au rang deux :
N2 Nozoo + Noz1o
0300 = o
1
N2 Nog1o + Noi2o
020 =" o
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— pour Niggo ou pour Nogig, 4 = w = % et v =t =0, on trouve au rang un :

Noozo + N1o20

1
Noozo = 9
N + N
1 1020 2010
Niggo = - 9
N- + N.
1 2010 3000
Nagio = 9
puis, au rang deux :
N2 - Nagozo + Niozo
0030 = o
N2 Nio20 + Naoio
020 =7 o5

En pratique, la formule est simple, on considére les coefficients liés aux arétes et on fait les
moyenens 2 & 2 pour obtenir le rang 1 (3 valeurs) puis, & partir de ce rang, on recommence
pour avoir les coefficients du rang 2 (2 valeurs).

Avec ces nouveaux coeflicients et 1’évaluation voulue, on remplace le polynéme initial par
deux polynémes qui lui sont égaux dans leur plage d’application.

Face w = 0, subdivision de la face. Les N;jy, relatifs a la face w = 0, forment le réseau
suivant :
Nooos

Nioo2  Noio2
Nooor  Nior Nozo1
N3ooo  Natoo  Ni200 Nozoo

il sufﬁt|E| d’appliquer la méme mécanique que pour la face explicitée entiérement ci-dessus
pour trouver la valeur des coefficients affinés en suivant les définitions suivantes :

Nijki+ Ni—1j + N;_1, . S
Lkl = VLA : l’J+§’k’l LRI bour i =3,2,1 avec i+ j+1 =3 et k=0,
N} +NE + N,
sz)“ — Lokl Lyt Lkl Lkl pouri=3,2aveci+j+1l=3et k=0,
N2 ., + N2, + N2 | .
Bkl = VL . 1’J+?1)’k’l LRI hour i =3 avec i+ j +1 =3 et k =0.

(24)

Face w = 0, subdivision des arétes de la face.
— pour Naigg ou pour Nyggg, U = v = 1% et w =1t =0, déja vu pour la face t = 0.

— pour Nago1 ou pour Nigo2, u =t = 5 et v =w = 0, on trouve au rang un :

N300 + Nago1

1
N3g00 = D)
N- + N
1 2001 1002
Nioor = 72
N + N,
1 1002 0003
Nigoz = 72 )
puis, au rang deux :
N2 Niooo + Naoor
3000 =~ o
N2 Nago1 + Nioos
2000 = o -

yaka
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— pour Nyog1 ou pour Ngig2, v =t = % et u =w = 0, on trouve au rang un :

NL o Nosoo + Nozo1
0300 = T 5
1 Noz201 + No1o2

N = ———
0201 5

NL Noto2 + Nooos
0102 = T 5

puis, au rang deux :
1 1

2. — Nosoo + Nogoy
0300 5

N2 Nogo1 + Noio2
0201 =

Face v = 0, subdivision de la face. Les N;jj,, relatifs & la face v = 0, forment le réseau
suivant :

Nooos
Nioo2 Nooi2

N2001 N1011 N0021

N3ooo  N2gio Nio2o Nooso s

et on a:
il,j,k,l _ N;jrkg+ Ni—l,j,kg—l,l + N1 ki+1 pour i = 3.2.1 avec i+ k+1=3 et j =0,
NE e = Nojiet N + Ny pour i =3,2aveci+k+1l=3et j=0,
Ngj’k’l _ ij,k,l + Nf_Lj,k;u + N1.2_1,j,k,z+1 pour i = 3 avee i -k +1=3 ct j = 0.

(25)

Face v = 0, subdivision des arétes de la face.
9
— pour Nyg1g ou pour Nigg, U = W = % et v =1t =0, déja vu pour la face t = 0.
— pour Nogo1 ou pour Nygge, u =t = % et v =w = 0, déja vu pour la face w = 0.
— pour Nyg21 ou pour Nggio, w =1t = % et u =v =0, on trouve au rang un :

NL.— Noozo + Nooz1
0030 = T 5
1 Noo21 + Noo12
N = ——
0021 5
1 Noo12 + Nooos
N —
0012 = B ;
puis, au rang deux :
1 1
2. — Nooso + Nooay
0030 5
1 1
N2 Noo21 + Nooi2
0021 = :

2
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Face u = 0, subdivision de la face. Les Njjj;, relatifs & la face v = 0, forment le réseau
suivant :

Nooos3
Nowoz  Nooi2
No2o01  Notir  Noo21

Nozoo  No2io Noi2o  Nooso ,

et on a:
Ni{j,w = Nijiwt & Ni’jfl’kgl’l  Nij-1kii pour j =3,2,1avec j+k+1=3eti=0,
N,% - Nil,j,k,l + Nil,j1,lc3+1,l + Nil,j717k,l+1 pour j = 3,21 avec j+k+1=3 et i =0,
NP ijn = Nigied & Ny v + Nijoran pour j =3,2,1avec j+k+1=3eti=0.

3
(26)

Face u = 0, subdivision des arétes de la face. Les coefficients ont déja été expilicités.

Annexe 4

On donne ici les coefficients associés a 1’algorithme de minimisation de lénergie de défor-
mation, Relation (21)).

Nceud en position 1.

- = —- = —

3(< 51.5 > + < §1.83 > + < 5,.5; >)
a1 = %
— = g — — =
< 51.5 > < 51.55 > < 51.5; >
b = —gr (st uz) + = (—dur o+ ug) e (—dus + ua).

En fait, cette écriture est évidemment générique et permet de trouver facilement les 3 autres
jeux de coeflicients associés aux sommets. Deux méthodes, trouver par permutation ces va-
leurs, comme ci-dessous, ou, plus simple, permuter 1’élément traité pour se placer toujours
dans le cas de la position 1. Par exemple, le tétraédre

[1,2,3,4][5,6,7,8,9,10]
avec le sommet 1 et le noeud 5 en premiére position s’écrit également :
[2,3,1,4][6,7,5,8,10,8]

avec le sommet 2 et le noeud 6 en premiére position maintenant.

Noeud en position 2.

e = 3 5585 > + < 55.5] > + < 55.5; >)
Vv
< 55.55 > < 5.5 > < 55.5; >
bgK = %(—4’1146 +U3) + 2‘./ ! (—4U5+U1) + 2‘./ 1 (—4UQ+U4).
Noeud en position 3.
— 3(< 83.51 > + < 83.55 > + < 3.5, >)
3K = v
<35;.51 > <355.5, > < 55.5; >
bSK = %(*41},74»11,1) —+ 3"/ 2 (*4'“6 +U2) —+ 3"/ 4 (74U10 +’U,4)
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Noeud en position 4.

3(< 81.91 >+ < 5,.55 > + < 5.5 >)
Q4K =
%
—- = — = — —
< 84.51 > < 54.53 > < 54.55 >
bare = #(—4@684—11,1) + #(—KMLN—FU‘%) + #(—4’&9—&-1@).

Vv V v

Noeud en position 5.  On repart de 'expression générale de E(K), pour us, dans sa dérivée
contribuent, a priori 6 termes, en fait, seuls 4 sont non nuls, on trouve :

< 5.5 > < 5,.5; > +<§{.§i>

(U1 = U2)(26 - 2a) + (U — Us)(25) (U1 — Uy)(28)

|4 \%
< 5.5 > < 5.5, >
%(Uz - Us)(2a) + %(Uz —Us)(2a) + 0,
en effet, le terme en Us — Uy ne contribue pas et comme o = 3 = %7 il ne reste que :
< 51.55 > < 81.5; > < 55.95 > < 55.8; >
—— (U, - U ——— (U, - U. — (U, - U. — (U —Uy),
v (U —Us) + % (U —Uy) + v (Us —Us) + v (Uz —Uy)
comme U; = o —;US,UQ - ;—UQ,U;; _ ;— Y6 et Uy = vs + ’Ug’ on obtient la relation :
— = — =
MM% — 4dug — dur + 2uq + 2us3) + M@lu;, — dug — dug + 2uq + 2uy)
4V 4V
— = — =
+ %(4% — dug — dur + 2us + 2ug) + %(4% — dug — dug + 2ug + 2uy) ,

d’ou on tire

<S.85> + <55 > 4+ <855 > + < 5.5 >
asg =
%4
et
1
by = W{< §§> (—2u6—2U7+U1 —|-U3)—|— <;§1>.»§4)> (—QUS—QUQ+U1—|—U4)

+ < S_nzk??,) > (—2ug — 2u7 + uz +’LL3)+ < QS_’A; > (—2u8 — 2ug + uo +U4)} .

On en déduit, par permutation, les autres cas.

Noeud en position 6.

<85>+ <85>+ <853.8 > + <53.8, >
g =
Vv
et
1
bex = W{< 53.51 > (—2us — 2ur + ug + ur) + < 55.51 > (—2ug — 2u10 + g + ug)

+ < §)3§1) > (—2us — 2uy +uz +up) + < S_’;_ZL > (—2ug — 2u10 + us +u4)} .

Ncoeud en position 7.

— =
< 83.52 > + < Ss.

arg =

et

—

1
brx = v {< 5.55 > (—2us — 2ug + uz + u2) + < S3.54 > (—2usg — 2u1g + uz + ua)

- = - =

+ < 51.52 > (—2us — 2ug + uq +UQ)+ < 51.54 > (—2’LL3 — 2u19 + U +U4)} .
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Noeud en position 8.

<515 >+ <8.85 >+ <85.5 >+ <5.5>
a8 =
v
et
1
bsk = W {< _4)—>3 > (—QU7 — 2u10 + Uy +U3) + < _4>k§2) > (—2’LL5 — 2ug + uy +u2)
—

— - = }

+ < 51.53 > (—2u7 — 2u10 + ug +us) + < 51.52 > (—2us — 2ug + ug + uz)

Noeud en position 9.

> 4+ < 5.5 >

]
|

1>—|—<§1>.§>3>

+ <
Q9K = %

et
_

{< _4>_1> > (—2ug — 2us +ug +ug)+ < Sy §§ > (—2ug — 2u10 + ug + ug)

— —

+ < 5.5 > (—2U8 — 2us + us —l—u1)+ < SQ.?g > (—2u6 — 2u10 + u2 +'LL3)} .

Noeud en position 10.

<818 >+ <8158 >+ <55 >+ <53.5 >
10K =
Vv
et
1
biok = — {< §4>5—'2> > (—2u6 — 2ug + ug + UQ) + < §4)»§1> > (—2u7 — 2ug + ug + ul)

+ < 53.59 > (72u672U9+U3+U2)+ <S—>'3»§1) > (72U772u8+’UJ3+U1)} .
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