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 �� ����	�! �� 	���	�"��� ��# ����$��� !����� ��%���� ����� ��� �� ������	
��!���� ��� ���� �� ������ �������� ������ &�%���� ��		 ���� ������	 �����������
���! ����#� #����!��	�� ������	���# ��# ����#� �� ������	���# ��# #����!��	��
' ��!!�� �������� �������� �� ����� �� ��%��� !�#�	 ��# �� ����!�����
��� �������� ��# ����������� �� ���� !�#�	 ���� ���� ��!� �!���(����# �����
�� !���!�"�#�  �� �!��� ����� #�������� ��� #���������� ���)��� !������#
��%��� �������� ��# ���#����# !�#�	 ���������  �� ���	��� �� ������	� !���
��� !�#�	 ���� ���� �� ����!�		� ���������#� �� ��� �����	 ��%��� #����#� ��
� ��!��� �� �������� 
����	� ����$���� ��� �(* ����!����� ���������# )���
��� ��%���+� ��������� ,!����� ����!������ ����� #����!����� ����!������
%���� ����!����� ��� �� ������	���# ��%���� ����- ��� ��	���# �� ��� �!���
����� �� � 
������� !����.�

/��� ��	� ��� ��!��� ����� ��� �������� �!��������� ��# �����	��������
��#��#� ��� �!��� ���0�������� !�� 	��# �� � ��!��� �� �(* ������� ��#

������� �����	������� !�� 	��# �� �� ������ �� �		�  ��������� �� !�� ��
�#���������� �� ��� ������	 ��!���� ������# �� ���� ���! � ��������	 �����
�� ���) ���� ������ ��� ����	�! �� #��	��� )��� !�	���	� ��!��� ���!����� ��
�� !��� ��#���� �� ��	������ � !�	���	�(��!��� �����! ��# �� ��#��� ��� ��	(
�������� #��� ���� �� ��	������ � ����	� ��!���� 1�������� ��� ���� !�%�����
�� �������� ���������� �����#�� ��� !�	��(��!��� �����! �� � ������ #�����
��2������ ���� ���� ��%��� ������� �� ���)�# �� �� 	���� �)� �!���� ��# ����
�!���(��(�!��� ������� !������ ��� �����#�#�

�� ���� ����� )� ������� � !�	��(��!��� ����# !����# ��� ����$��� ����#
��%����� ' ���!����� !�#�	 �� ��� ����$�# ��%��� �� �����#�# �� �#������
 �� !����# �������� �� � 3�����	 ��������4 �������� ���	��# �� ��� ��%���
!�#�	� 5��67 '� ���� ��������� �� ��� ����$��� ������� ��� �!��� ����� ���)���
!�#�	 ��# ��%��� �������� �		�)� �� ��#��� ��� ����!����� ���������# )���
��� �������� ��# ����������� �� ��� !�#�	�

������ )� ����������� ��� ���� �� ��� ��!���� /� �����	��� ��� 	��$ ���)���
�����(��(����� ����$��� ��# �����(��(������� ����$���� /� ���	��� ���� ���
����� �� 0.�# ��# ������� ��!��� �������	 ����!������ /� ���#� ��� �����(
	������� �� ��� 
������� !����. ��# )� �����	 ��� ����� )���� ����	�(��!���
����$��� ������ �� ������	� ������!�#�

8����#� )� ����������� ��� ���� �� ������	 ��!����� /� ���) ��) ���
����	�(��!��� ���� ��� �� ���# �� ��	������ ��� !�	���	�(��!��� 	������ /�
�����	��� ��� ����$��� ���!�	����� )���� �		�)� � ����# ��!��� 	����� )���
������	� ������� �������	 ��!��� ����!������  ��� ���!�	����� �������� ��
������� �� ����		�	 ������	 ����	�(��!��� ����$��� ��# #��� ��� ��2���� ���

�



�!���(��(�!��� ���������#������ /� ���) ��) !��� �� ��� ����	�(��!���
�����	������� ��� �� ����#�# �� ����� �)� �� !��� ��!�����

 ���#� )� #������� �� �!�	�!�������� ����� ����� ��!���� ��# � ��!�	�.
����# ��%���� 9��� ��!��� �������� � #�:����� ��%��� ���� ��# ���������
��� �����! �� ���� ������ )��� ������� �� ������	 ���	������ ��!�	�������	�
��������� �� ������	 �!���� ��# )��� ������� �� ����	 ���	����� �� ��� �� �)�
��!�����

��� ������	
 ����

 �� �#�� �� ����� ���� ��� ����$��� ���!� ���! ��� )��$ �� ;�)� 5�<6 )��
���# 	���(���!��� !������ ��# ��� ;��������(1��2���#� ���(	����� !���(
!�"����� !����#�  ���$��� )��� ������	� �������	 ��!��� ����!����� ���
���� �����#���# �� =�������� ��# *������ 5��6 )�� ������! �����	 �����(
��� ��# ��!��� ��	�������� ��������	
����� 9����� ������!�# �� ��(#�����
���	���� �� ��� ����������� �� �����	 �������� �� ��� �������� �� ������� ����	
	����� 5�6�

>����� 5�6 ��# '�!������ ��# ?�����!�� 5�6 �������# �� ���#��� � !�#�	
������� �� ��� �!��� ��# �� ������ �����# ���� ���#������ ��� �!��� ������
���� ��� 	�$�	� �� 	�� �� � !������� ��������  ��� ���	� ���� ������2�� ��
��� ���� �� �������� 	���� ��# ��� � ������ !����# �� 0� � 	��� �� ��� �!���
������� *��!!��# ��# @���		� 5A� �� <6 ���)�# ���� �� �� ������	� �� ����
��� ����# !�#�	 ����$��� ����	�! ���� � 	����� ����	�! ����� ��� ;�� �	�����
�� ��� ����# !����� ( ��� $���!���� ����)�  ��� ������� � ������ �� ������
#��	��� )��� � ��!�	�. �(* ��%��� ,� ���� ����- ��# )��� ������	���# ��%�����
 �� �������� �� *��!!��# ��# @���		� �� ����������� ������� �� ��	��� ��	�
)��$	� �� ����� �� 	��� !������� ������# ����� ������2�� ��	��� �� �������(��(
������ !��������  ��� ���) ���� ����� �������� ��� �� ���# ��� ��	��������
� ��!���� &���� ��!�	�� ���������� �� ����$��� ����� �� �!��� ���#������
��# ��������� �� � )��#�) �����# ���� ���#������ ��� �� ����# �� 5��6 ��#
5�B6�

'		 ����� ���������� �� ����$��� �����#�� ��	� ��� ��!��� ��# ��� �!(
������ �� ��� #��� ����������� ����	�!� 1�	��(���) ����$��� ��� ���� ����	�
�����������#�  ���� ��� ������	 )��� �� ����� ������	 ��!����� &�� )�� ��
�� �����#�� ��� !�	��(��!��� ����� �� � �(* ������� ������� �(* !������(
!����� ��# ������! ��� ����$��� #�����	� �� �(* ������ 5��6� 5�6� '������ )��
�� �� ��� ��� �����	�� ���������� ���� ��� ����$��� 	��� ����	� ��# ;�!����
�� �	� 5�A6 ��!���� ��� ����$��� �2������� )��� ��� �����	�� ���!���� ���(
�������� ����		�� )��� ��� ��!���� ��� ��� ������ ����� ��� ���� ��) �!���(
��(�!��� ���������#����� ��# ����	� ��!��� ����$��� !�� �� ������!�# ��

�



����		�	�  ��!���� �� �	� 5��6 �.���#�# ��� )��$ �� >����� ��# �� '�!������
��# ?�����!�� �� !�	���	� ��!���� ��# ����		�	 ����$����  ��� ���#��# ���
�!�����!���� �� ������!���� ����� ������	 ��!���� ������ ���� ����� ���
��!����  ��� #������� �� ����������� ��# �������	 ��	���������� ���	�������
)���� ��������� ���)� ��� ���#���# ��(	��� ���� !����������� �� � #��������
�����	 �����!����� ����� ��� ������	 #����������� ��# 	������� �� ��	���#��	
��%�����

�� ���� ����� )� #����� �� �.�	���� �	������� �.�������� ��� ��� 
�������
!����. ���������# )��� �����(��(������� ���������#������ '	������ �� ���
���� ������ ����	�� )��� �������# )��� ���� ���� �� #��� ������������ ����
��������	� ���#��# ��� �	������� ��������� �� ��� 
�������� ��� !���!�	 #���
���� ��������� �� ��� � ����$��� ��# ��� ������	� �����	�� ���0��������� )����
	��# �� ����$��� ���	����� C���# �� ���� ���	���� )� ��� ��	� �� ���) ���� �
!�	���	�(��!��� �������� ����# �� �����(��(������� ���������#����� 	��# ��
� ������ ����#(��%��� ����$�� ���� ��� #��	 )��� 	���� ���	�������

D������� )��$ �� ��%��� ����$��� ��� !���	� #��	� )��� �:(	��� ��	������#
��!���� ,)��� ��� �����	� �.������� �� 5<6-�  ��� !���� ���� ��(	��� �������
,����� �������� "��!���� ����- ������ �� ��$�� ���� ������� ��# ���� ��� 	�$�	�
�� �:��� ��� �������� �� �����(��!��� ��	�������� ��# �� ��� ���� ����!�(
�����  �� �������	��� �� �#%��� ����� ����!����� #����� ����$��� �� ��������	�
�����������# ��# ���	����# �� ���� ������

��
 ����� ������������

 �� ��!������ �� ���� ����� �� ������"�# �� ��		�)�� 8������ � �����)� ���
����	�! �� ����$��� � ����# ��%��� ����� � ����������� ��!��� !�#�	�  �� ��(
	���������� ���)��� ��� ���� ����!����� ,�� �� ����!���# �� ��� ����$��- ��#
������ ���������# )��� ��� �������	 ��!��� ����!����� �� ��������	� �������(
����#� 
���# ��%��� ����$��� �� ������# �� � !���!�"����� ����	�! ��# �.�	����
���!�	�� ��� #�����# ��� �)� ����� �� �!���(��(!�#�	 !������7 �����(��(�����
��# �����(��(������� ������!����� 8������ � ���	���� ��� �����	������� ����(
�����# )��� �����(��(����� ������!���� )��	� ������� B �����#�� � ��!�	��
���	���� ��� �����(��(������� ������!����� �� �������	��� �����	�� ����� ���
�����	�# �������		� )��� ��� �������	 ��!��� ����!����� ��� �		�)�# �� �����
1�	���	�(��!��� ����$��� �� ���#��# �� ������� A )���� �� �� ���)� ���� ���
�����	������� ���������# )��� ��� ��!��� #�������� )��� �)� �� !��� ��!(
���� ��� ����� ���#� ����		� ������� < #�������� �.������� �.����!���� ����
�		������� �		 ��� ���������� �� ��� ����$��� !����#�

B



� ������� ������
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��

�����������	 
������
�
  �� ��		�)��� ��������� )�		 �� ���# �������(
��� ��� ������ C�	# ���������� ��������� !�������� ���	�� ��	# ����������
��������� ������� ��# ��!�� ���������� ��������� ���	����

/������ 	��� �� ������	��� )� �����#�� � !����� ����# ��%��� �������# ��
��� ��!����  ���$��� �������� �� � !�#�	 ����� !���# ���� ���� ��� ��������
�������� ��# ����������� )��� ������� �� ��� ��!��� ���������#� �� ��� ���	
�������� ��# ����������� �� ��� ��%���� ;�� s0 = (m0

1, . . . , m
0
k) �� � ��� ��

!�#�	 ������ ���%����# ���� ��� �!��� ����# �� ��� ������� ���#������� ��#
	�� s �� ��� ��� �� ���������#��� �!��� �������  �� ��	��������� ���)��� ���
!�#�	 ��	����� ��# ��� �������� �!��� ��	����� ��7

ṡ = �T

)���� T �� ��� $���!���� ����) ���������# )��� ��� �* !�#�	 !������  ��
����� ���)��� ��� ���#����# !�#�	 �������� ��# ��� �����	 ��%��� ��������
!�� �� !������# ���! ����� �!��� ���%�������7

e = � (s0 − s)

/���� � �� ��!�������� !����. �		�)��� �� �����#�� !��� !������!����
���� ��� ��!��� �� #������ �� ����#�! ,��. �� ���� ���� � ����� ��� ��� ��(
�������	 ��	����� ������ ��# ����� ��� ��� �����	������	 ��	����� ������-� '
��!!�� ������ )���� ������� ����������� �� �� ��� � = �

��

 �� ��%������ �� �� !��� ��� !�#�	 ���� ���� ��� �!��� ����� #��������7

λ��(s0 − s) = −��ṡ = −��
�T

)���� �		�)� �� ��	�����7

T = λ
(
�
�
�
)−1

�
�(s − s0) ,�-

 ��� �� ��� ����� �����	 �������� �2������ )���� �� ��	��# �� ��#�� ��
!������� s − s� �� �!�		 �� ������	�� �� ��#�� �� ���	� ���� ���!�	����� ��
��� ����$��� ����	�!� ��� !�� �����.�!��� ��� ��	����� ����) ��7

T =
dx

dt
=

x − x0

t − t0

>����� ��� �2������ ����� �		�)� ��� �����!����	 ��#��� �� ��� ���� ����!(
����� x7

x = x0 + λ(t − t0)
(
�
�
�
)−1

�
�(s − s0) ,�-

A




�� ������ �����

 �� !�#�	(����# ��%��� ����$��� %��� #�������# ����!�� � �����	� ��!���
!�#�	� ����� �� ��%��� ����� ���%���� ���� �� �!��� ����� ����� ��� )�		
$��)� ��!��� ���%������ !����.7

m̃ = �
[
� t

]
M̃ ,�-

)���� m̃ �� � ��!�������� �(������ #��������� ��� ���%������ ����#������
�� �� �!��� ������ � �� ��� !����. �� �������	 ��!��� ����!������ � �� �
�������� !����.� t �� � �����	����� ������� ��# M̃ �� � ��!�������� B(������
#��������� ��� ����#������ �� � !�#�	 ������

 �� �������	 ��!��� ����!����� ��� f ,����"����	 ��# �������	 ���	� �������
�� ����	 	�����- ��# u0 ��# v0 ,�!��� ����#������ �� ������	 ������-7

� =


 f 0 u0

0 f v0

0 0 1




 ��� �� � ��!�	�0�# ��!��� !�#�	 ����� �� �� )�		 $��)� ���� ��� ����"����	
�� �������	 ���	� ������ ��� �� ����!���# �:(	���� ���� ��� ����� ��# ��� ��	��
���� ����!���# �� ����	� ���� ��!� ��# ���� ������� �� ��!��� ���������


�
 ��� ����� ��������

 �� �(������m #�������� ��� ��.�	 ����#������ ���������# )��� ��� ���%������
m̃� C� ��$��� ��� ��!� #���������� )� ������ ��� �	������	 ��	���������7

dm

dt
= �m



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du0

dt
dv0

dt




,B-

)��� ��� $���!���� ����) T� = (vx vy vz wx wy wz) ��# )���7

�m = f


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
 ,A-

)���� (x y z) ��� ��� 9��	�#��� ����#������ �� ����� M �.������# ��
��!��� ���!��
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�� ������ ����� �����


 �� ��!��� ����!����� !�� �� ��$��)�� ������		� $��)�� �� ��#	� $��)��
&�� �!������� ������� �� ��� ����$��� �	������! #�������# ��	�) �� ���� �� ���
����!!�#��� )��� ����� ����!���� �� ����� ����!����� )���� ��� ��#���#
#����� ����$����

/� ���	��� ��� �:��� �� ��#	� $��)� ��!��� ����!����� ���� ��� ����
����!������ ;�� � �� ��� �.��� ��!��� ����!����� ��# 	�� � ��# t ��
��� ���� ����!����� ���������# )��� � ��# )��� ��� ����� ���������#�����
m ↔ M � ;�� K̂ �� �� ����!����� �� ��� ���� ��!��� ����!������ /���
����� ����!���# ����!����� ��� ��� ��������� ����!���# ���� ����!����� R̂
��# t̂�  �� ���%������ �2������ ��	#� �� ���� ����� �����7

m̃ = K̂
[
R̂ t̂
]
M̃ = �

[
� t

]
M̃

/� ����7
m̃ = �

[
�

−1K̂R̂ �
−1K̂t̂

]
M̃

C� )������ K̂ = �+ d� ��# �� 0���(��#��  ��	�� �.������� )� ������� 5��6

�
′−1
� = �−




df
f

0 du0

f

0 df
f

dv0

f

0 0 0


 = �+�ε ,<-

 �� ���� ����!����� ��� �:����# �� ����� �������	 ����!���� ������ �� ��	(
	�)�7

R̂ = �−�ε�

t̂ = t −�εt

 �� ����!����� �� f � u0 ��# v0 �� �:����# �� ��� ��	�� �� f � ��� �!�		
����	 	������ ��� �������	 ����!����� ���� �2��	 �!��������� ��� 	���� ����	
	������� ��� �������� �� f �� ����������		� !��� ������	 ���� ��� ��������
�� ��� ������	 ������� �� ��� ����	 ������ 	��� �� �����.�!�����	� ��� �!���
������� ��� ��	�� �� f ��� �� �� �������� B(A ��!�� ������� ���� ��� ��	��� ��
u0 ��# v0�  ��������� ��� ���	��� �� ����$ �� ��� �������� �� ������	� ����	
	������ ����!��� ��# ������� ��� ��	�� �� 	��� �� �� �!������� ��������


�� �������� �
 � ������������ �������

/� �����#�� ��) � !��� ������	 ����$��� ����	�! )���� ��� ��%��� �� ��(
�����# ��!�	�������	� �� ������	 ��!���� )��� ������	� ������� �������	 ��!(
��� ����!������ ;�� q #����� ��� �����(������ ���������# )��� ���� � �����7

�



���� ������ �������	���� ��� ���� ����!����� �� ��� ��%��� )��� ������� �� �
�	���	 ��!��� �������# ���!� �� )�		 �� ��� �������	 ����!����� ���������#
)��� ��� ��!��� !�#�	��  ��������� ��� !�#�	 ���#������� s0 ��� � ��������
�� q�

&�� !��� #���������� ���)��� �)� �����7

��  ���$��� ����# �� �����(��(����� ���������#�����

��  ���$��� ����# �� �����(��(������� ���������#�����

m

m

n e
d

projected 
model contour

image
contour

(virtual point match)

0

0

������ �7 ' !�#�	 ������� �� ���#����# �� ��� �!��� ��# � ����� 	�������
m0 �	��� ���� ������� �� �����#���#� ��� �����(��(����� ���������#������ ��
�� ��E����� �� ������ ��� � !������� ����� m ��# �� #����!��� ��� #�������
e ���)��� ����� ������� ��� �����(��(������� ���������#����� ��� ��������
�������� �� ������� � ���!�	 �� ��� !�#�	 ������� �� 	������� m0� 0�#���
��� ������������ �� ��� 	��� ���������� ��� ���!�	 ������ )��� ��� !�������
�!��� �������� ��# #����!����� ��� #������� ���! m0 �� ��� �!��� ���(
�����  �� �	������� �.�������� �� ���� ���� �����(��(������� #������� ��� ��
�����.�!���# �� d = n0 · (m − m0)�

 ���� �)� ����� ��� �		�������# �� ������ �� �� ��� 0��� ���� ,�����(
��(�����- ��� �������� �� �� !���!�"�# !�� �� )������ �� ��� ��! �� ���
9��	�#��� #�������� ���! ��� ���#����# !�#�	 ����� m0

i �� ��� �!��� !����

F



mi7

Q1(q) =
1

2

n∑
i=1

‖m0
i (q) − mi‖2 =

1

2
‖s − s0‖2

 ��������� ��� ������	 ���! �� ��� !���!�"����� ����	�! ��� �� ���� ����7

Q1(q) =
1

2
r(q)�r(q) ,�-

)���7
r = s − s0

�� �������� �� �� )�		 $��)� ���� �� �� #�E��	� �� ������ �����(��(�����
���������#������ ' ������� �������� �� �� ���%��� � !�#�	 ������� ���� ���
�!��� ����� ��� ������� ���� ��# ��!��� ����!������ ������ �� � #��������
���!�	 �� ��� ���#����# !�#�	 �������� 0�# � ���������#��� �!��� �����
	���� ���� � �������� ��# !������ ��� #������� �� ���� ����� 5��6� 5B6� ���
� ���%����# !�#�	 ����� m0

i ��# � ���!�	 #�������� n0
i � ���� #������� ��

�����.�!���# ��� ����� ������ �7

di(q) = n0
i (q) · (m0

i (q) − mi)

G����� ���� ���� ���!�	� �� �.��� ��� ��������(	��� �������� ��# ��	# ��	�
�����.�!�����	� ��� �����# ���������  �� �������� �� �� !���!�"�# !�� ��
)������ ��7

Q2(q) =
1

2
(�(q)r(q))��(q)r(q) =

1

2

n∑
i=1

d2
i ,F-

1����. � �� ��"� n × 2n �������� ��� ���!�	� �� ��� ���%����#

!�#�	 ��������� ��� ���$ �� �2��	 �� n7

� =




n1u n1v 0 0 . . . 0 0
0 0 n2u n2v . . . 0 0
���
0 0 0 0 . . . nnu nnv


 ,�-

 �� 0���( ,
�������- ��# �����#(��#�� ,>������- #���������� �� Q1 )���
������� �� q ���7

dQ1

dq
= �

�
1 (q)r(q)

d2Q1

dq2
= �

�
1 (q)�1(q) +

d2r

dq2
r(q)

�



/���� ��� 
������� �� #�0��# ��7

�1 =
dr(q)

dq

/� #����� ��) ��� 
������� !����. ��� �����(��(������� ���������#�����7

�2 =
d (�(q)r(q))

dq

= �(q)�1 +

(
i=k∑
i=1

∂�(q)

∂qi

)
r(q)

1����. � �������� ��� ���!�	� �� ��� �������� ��� #���������� !�� �����(
���� �� �����#���# �� �����#(��#�� ���!� ��# ��������� ���� ��� �� ���	����#
�� ��� �.�������� �� ��� 
��������  �� 	����� ����!��7

�2 = �(q)�1(q) ,��-

 �� ���$ �� �2 �� ��	���# �� ��� ���$ �� �1 �� ��� ���!�	�7

r(�2) ≤ min(���$ (�1), ���$ (�)) = min(���$ (�1), n) ,��-

������� ��� ���$ �� � �� �2��	 �� n�  ��� )�		 �� �����	 ��� ���	����� ���
����������� �� ����$����

' ��!!�� )�� �� ��	�� ���� ����	�! �� �� �����#�� ��� H����(G�)���
�����.�!����� �� ��� >������� d2Q

dq2 = �
�(q)�(q) ��# �� ������! � ��!��� ��

2��#����� ����������� &�� ���� 2��#����� ��������� )����� ��� �1 ,)���� �����
�� � ��!�	�� �.�������� ��� �2-7

q� = q − (��
1 (q)�1(q)

)−1
�
�
1 (q)r(q) ,��-

�� �������� ��# #�� �� ��!� ������������ ��	� ��� ��������� �� ������!�#
���� ��!� � ��) �!��� �� ������#�  ��������� ����� ��� �)� ����������7

•  �� ��%��� �� ������ )��� ������� �� ��� ��!��� �� )���� ���� ��� !����#
������� 	�$� � ���(	����� ���� ����!����� ������2�� ��

•  �� ��%��� !���� �� )���� ���� ��� !����# ���� 	�$� �� ��%��� ����$��
!���������� � ���� ����!����� �� �	��� �� ������	� �� � ��������	� ��!(
����# ��	������

G����� ���� ��� H����(G�)��� ��������� ����� �� �2� ,��- �� ������	� �2���(
�	��� �� �2� ,�-� C��� ����� �2������� ��2���� ��� 
������� !����. �� �� ��
���$ �2��	 �� ��� #�!������ �� ��� ����� ������ q� �� ��� ��2��	 )� ���	���
����� ��� )���� ��� 
������� !����. ��� �����	�������� '� �	��������� )�� ��
����# ���� �����	������� �� �� �����#�� �����(������ !���!�"����� !����#� ���
��	���� �2� ,�- �� �2� ,F-� 5�<� ��6� 5��6�

��
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 �� ��	��������� ���)��� �!��� !������!���� ��# �����!����	 ����# !�(
����� �		�)��� ��� !�#�	(��(��%��� �	���!��� �� �������	���# �� ��� 
�������
!������� �1 ��# �2 !�������# ������ /� #���������� ��� ��		�)��� �����7

�� ��.�# �������	 ��!��� ����!�����

�� I������ ����	 	�����

�� I������ �������	 ��!��� ����!����� ,����	 	����� ��# ������	 ������-

�� ��� ���� �� �����(��(����� ���������#������ ��� 
������� �� �� #�!��(
����� 2n × k )���� n �� ��� ��!��� �� ����� ���������#����� ��# k �� ���
��!��� �� ����!����� �� �� ��������# ,��� #�!������ �� q-� ��� ��� ������	
���� ,������� �������	 ����!�����- ��# ��� ��� �����(��(����� !���� �� ���
��� �	������� ��������� ����� �� �2� ,A-�

�� ��� ���� �� �����(��(������� ���������#������ ��� 
������� �� �� #�!��(
���� n × k )���� n �� ��� ��!��� �� �����(��(������� ���������#������

�� ��#�� �� ���#� ��������	 ���	���� �� ��� ����$��� !����# ��#� �����(
�	�� ����# ���! )� !��� ���	��� ��� ���$ �� ��� 
������� ��� ��� !���!�!
��!��� �� ������ ��# ��������� ��# #����!��� ���!����� ���0��������� ���
)���� ��� 
������� �� ���$ #�0������

��� �� �� �������� ������ ���������


 ���� ��� ��. ����!����� �� �� ����!���# �� ���� ���� ,����� ��� �������� ��#
����� ��� �����	�����- ��# ����� ��� 	���� ��!��� �� ���������#����� �� �2��	
�� ��  ��� ���� )�� ��������	� ���#��# )����� ��� ����������� ���	���� ��
�����	 �������� !����#��  �� 
������� �� ���$ #�E����� )��� ,�- ��� �!���
������ ��� ��		����� �� )��� ,��- ��� ����� !�#�	 ������ �������� )��� ���
������	 ������ 	�� �� � ��	��#��7
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�� ���� ���� ����� ��� ����� ����!����� �� �� ����!���#�  ��������� � !��(
�!�! �� ���� ���������#����� ��� ��2����#� *�� �� ��� ��������� �� ���

������� !����.� � �	���� ���0�������� )��� ���� ,�� !���- ������ 	���� ��
� �	��� ����		�	 �� ��� �!��� �	��� ����� ���� �� � 
������� �� ���$ �2��	 ��
<� ��#��#� ��� ���� � ���0��������� ��� #���� ����!����� zi ��� ��� ��!� ���
�		 ��� ������ ��# ��� ����# ��	�!� �� �����������	 �� ��� 	��� ��	�!� �� ���

������� !����.7
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 ��� !���� ���� �� �� ��� ������	� �� ��!�	������	� ����$ � �	���� ��%���
��# ����!���# ��� ����	 	����� )��� ���� ��%��� 	��� �� � �	��� ����		�	 ,��
�	!��� ����		�	- �� ��� �!��� �	����  ��� �����	����� �.���#� �� ��� ����
)���� �� ��������� �(* ��%��� �� �� � #������� ���! ��� ��!��� ���� ���
)��$(����������� �����.�!����� ����!�� ��	�#� �� ���� ���� ���0��������
�� ��� ��	� $��)� ��������� )���� #��� ��� �		�) ��� #���������� ���)���
���������� �� #���� ��# ���������� �� ����	 	������

��� !��"��� �������� ������ ���������


�� ���� ���� ����� ��� � ����!����� �� �� ����!���# ,�����#�# ���� ��� ��!(
���+� ����"����	(��(�������	 ���	� ����� �� $��)�- ��# ����� ��� 
������� !���
�� �� ���$ �� 	���� �2��	 �� �� '����� � ������(����		�	 �	���� ��%��� �����
���� �� � ���$(#�E����� 
������� !����. ��� ��� ��!� �	������� ������� ��
������

�1 = f




���

− 1
zi

0 xi

z2
i

xiyi

z2
i

−
(
1 +

x2
i

z2
i

)
yi

zi

xi

zif
1
f

0

0 − 1
zi

yi

z2
i

(
1 +

y2
i

z2
i

)
−xiyi

z2
i

−xi

zi

yi

zif
0 1

f

���


 ,�A-

� ��
������	������ 	�����������	��

 �� ��	��������� ���)��� �2 ��# �1 �����	����# �� ��� �������� ������� �
�2 = ��1 � �		�)� ���	���� �� ��� �����	������� ���������# )��� ���� ����

��



�� ���������#������ J�	�$� ��� �����(��(����� ����� ���� �����(��(�������
!���� ����������� )��� ��� ��) �� ��� 
������� !����. �2�  ��������� �)���
!��� �����(��(������� ���� �����(��(����� ���������#����� ��� ���������� '�
0��� �	���� ���� !�� ������ �� � #���#�������� �� ��������� �� �� ������ ��
�����	��� �����(��(������� ���������#����� ��# ����� � !����# ����# ��
���� ���������#����� �� 	�$�	� �� �� !��� ������� �� �� ����� ��� ���� ����
������	 ������ !���� � ����	� �������� �� )�		 �� ���)� ���� �� ��� ���� ��
	����� ��������� ��� !���!�! ��!��� �� �!��� 	���� ��2����# �� ��� �����(
��(������� ����$�� �� �2��	 �� ��� ��!��� �� �!��� ������ ��2����# �� ���
�����(��(����� ����$���

�� ��#�� �� �!�	�!��� � ����$�� ����# �� �����(��(������� ���������(
#������ ��� ���$ �� ��� 
������� !����. �2 !��� �� �2��	 �� � ,��������� ���(
��������� ��# ������� �������	 ��!��� ����!�����-� � ,��������� ������������
��# ������� ����	 	�����-� �� �� < ,�������� ��# �����������-� @����2����	�
� !���!�! �� �� �� �� < !������ ��� ���������� /� ���	��� ����� ����������
�� ������� ��#���

��� �� �� �������� ������ ���������


/������ 	��� �� ������	��� )� �����#�� � ��� �� ��	����� !�#�	 ������� �����
!�#�	 ������ 	���� �� 	����� �#���� ;�� A ��# B �� �)� ������ ��	������ �� �
	����� �#�� )��� ��!��� ����#������A = (xA yA zA)� ��# B = (xB yB zB)��
' ����# ����� M ��� �� ����#������ M = A + λ(B − A) ��7

xM = xA + λ(xB − xA)

yM = yA + λ(yB − yA)

zM = zA + λ(zB − zA)

)���� λ �� � ���� ����!����� ����� ������ ��

 ���� ����� !�#�	 ������ ���%��� ���� ��� �!��� ���#����� �� �!��� 	���
��# 	�� n = (nu nv)

� �� ��� ���!�	 �� ���� 	����  �� ��.�	 ����#������ �� n
��� �� ��!����# ���! ��� ����#������ �� ������� A ��# B 5��67

n =
p

‖p‖ )��� p =

(
pu

pv

)
=

(
yBzA − yAzB

xAzB − xBzA

)

1����. �� ���������� ��� �!��� ���!�	� �� ��� ���#����# !�#�	 ��������
��� � ��!�	� �.�������� ��� ����� ��		����� ������7
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 �� 
������� ���������# )��� ���� ���0�������� � ����� ��	����� ������
!������� �� �!��� ������� � )������ ����� �2�� ,�-� ,��-� ��# ,��-7
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C� ������������ ��� ����#������ �� M ��# p )��� ����� �.��������� ��
��������� �� ��� ����#������ �� A ��# B )� ������ ���� ��� ����# ��) ��
��� �×< !����. ����� �� � 	����� ��!�������� �� ��� 0��� ��# �����# ��)��
 �������� ��� ���$ �� �2 �� �2��	 �� �� �� ����� ���!�� ������ Mi )���� ���
��		����� )��� A ��# B ��� ��#��#���� 
����#	��� �� ��� ��!��� �� ������ ���
���$ �� ��� 
������� ���������# )��� n ��		����� ������ !������� �� �!���
	��� �� �� !��� �2��	 �� ��

��
 !��"��� #���� ������

 �� 
������� �� � �×� !����. �� ���� �����  �� 0��� ��. ��	�!�� ��� �#������	
�� �2� ,�<-�  �� 	��� ��	�!� �� �������# �� ��!������ ��� �.�������� ��
!����. � )��� �2� ,�B- ��# �� �2��	 ��7
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f
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f
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'� ������� �� ������������� )� ������ ��� ����# ��) �� � 	����� ��!��������
�� ��� 0��� �)��  �������� ��� ���$ �� ��� �×� 
������� !����. �� �2��	 ��
��

��� !��"��� �������� ������ ���������


 �� 
������� �� � �×� !����. �� ���� �����  �� 0��� ����� ��	�!�� ��� �#��(
����	 �� ��� �������� �����  �� 	��� �)� ��	�!�� ��� �������# �� ��!������
��� �.�������� �� !����. � )��� �2� ,�A- ��# ���	# ��� ��		�)��� �×� �	��$7

�A



z2
Apu

f

z2
Apv

f
z2
Bpu

f

z2
Bpv

f
z2
Mpu

f

z2
Mpv

f
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8���	�(��!��� ����$��� ��:��� ���! ����� ����� 	�!��������7

• '� �.�	����# ������ ����� ��� ����� )���� ��� 
������� !����. �� ���$(
#�E����� ��# ����� ����$��� ������ �� ������!�# ,�	���� ��%���� 	����
�� � ������(����		�	 �	���-K

• *�� �� ���	������� ��# �!����� ���#������� ��# �� ������ ����� !�� ���
�� ������ �������� ����	��	� �� ��� �!���� ��#

• /��	� ��� ��%��� !���� �� !��� ����		� �� ������		�� #�������� ���! ���
��!��� 0�	# �� ���)�

 ���� ��� �)� ������� ����	��� ��� �� �����#��� !�	���	�(��!��� ����$����
 �� 0��� �������	��� �� �� !�$� ��� �� !�	���	�(��!��� ���!����� �� #�������#
�� ������	 ���$� 5F6� 5��6� 5�F6� ��# )���� �!�	��� ���� �		 ��!���� ���� � 	����
0�	# �� ���) �� ��!!���  �� �����# �������	��� �� �� �.����� ����	�(��!���
����$��� �� ����		�	 )��	� !�$��� �.�	���� ��� ��%���+� ����#����

��#��#� �� ���� ��� �� ��� ��!���� 	��$� �� � #�:����� ��%��� ����� ���
)��	� ��%��� �� ��������	��� ����# ��# ���!����� $��)	�#�� �		�)� ��#���#��	
��	�������� �� ���� ��� �� ��� ��!����� &��� ���� ��	�������� ���� ��� ����
������!�#� �		 ��� ��!���� ����$ ��� ��%��� �� ����		�	 ����!����� ��� !�����
�� � ��!!�� ��������� ���!�� 8��� � ����$�� �		�)�� ��� ������� �� �� ����
�� ��� ��!���� ������� ������� �� �� ���� �� ������� ��!���� ����

8���� ��� 	����� !����# #��� ��� ��� ��� ���! �� ������ ���������#�����
��� ��!���� ��� �� 2���� ��� ����� ���� �������� ���� � �	���� ����� �� ���
��%��� ��������� �� ���+� ��!��� ������(����		�	 �	��� �� ���)�# �	����# ��
��� ����� ��!����� 1�������� ���� �� ���� ��!��� ���� �	���� �������� �� ���
�)� ������(����		�	 �	���� ��� 
������� !����. ����	���� ���! �		 ��!���� ��
��� ���$ #�E������

�<



$�� ��� �	������ ������ �������� ����� 

/������ 	��� �� ������	���� )� �����#�� ���� ���� ��!��� ��� ���� ��#���#(
��		� ��	������# ����� ��� ����$�� #�������# �� ��� �������� ������� �� ���(
%������� )��� � ������ ��%����  ��� !���� ���� ���� �������	 ��# �.�����	
,����- ����!����� ��� ����	��	� ��� ���� ��!��� ��# ���� ��� �������� ��#
����������� �� ���� ��!��� �� $��)� �� � ��!!�� ��������� ���!��

 �������� ��� !�	���	� ��!��� ����$�� �� 	��� )��� ��. ����!����� �� ��
����!���#7 ��� �������� ��# ����������� �� ��� ��%��� )��� ������� �� ���
��!!�� ��������� ���!��

/��� ��� ��!� ��������� �� ������ )� ������	�"� ��� �����(��(����� 
���(
���� !����. ���� ���� ��� ��������� ���!� �� �� ��������� ���!� ������ ����
��� ��!��� ���!�� ��� ��!��� k ��� 
������� )�����7
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,��-
)���� �k ��# tk ��� ��� �������� ��# �����	����� !������ �(* ����#������
�� !�#�	 ������ ���! � �	���	 ��!!�� ��������� ���!� �� ��� ��!��� ���!��
 �� �������� []× ����#� ��� ��� �$�) ��!!����� !����. ���������# )��� �
�(������� xik� yik� ��# zik ��������� ��� ����#������ �� � !�#�	 ����� i ��
��!��� ���!� k�

 �� !�	���	� ��!��� 
������� !����. )�����7
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 � ����	�#�� )��� �)� �� !��� ��!���� ��� ����$�� �� )�		 ���#������#�
8��� ���0��������� �� ��!���� )��� ����		�	 �!��� �	���� !�� ����� ����(
	�!� ,�k = � �� �2� ,��-- ��� ���� ���0��������� ��� ����	� �� ����#�#�
1�������� ���� ��� ��� �� ���� �����	 �� ���������

� � ���
�����

 �� ����	� ��# !�	���	� ��!��� ����$��� !����#� #�������# ����� )��� ���#
�� 	����� ��!�	�. ���� ����� ��� �����2���� ���� ���	#��� ���������� ���� ��
)�	#��� 5�B6�

 ��������� ��� �.����!���� )� ���# �)� 
HC ���!� �������� �� ���%��(
���� )��� < �	��$(��#()���� ��!�����  ��� ���#)��� ����� ���������� �!���
�������� ���������"������  �� ��!���� ��� ���� ���������# �� � D@LD�����!�
,���1>"- ������� ��#�� ;���.�  �� �!��� ��"� �� �<F×A�B ��.�	��  ��
����$�� ���� �� �A>" )��� ��� ��!���� �� ��>" )��� �)� ��!����� �� ��>"
)��� ����� ��!����� ��� ��# �� <>" )��� ��. ��!�����  ��� ���������#� ��
��� ��%��� !�#�	 #�������# ��	�) )���� �� ��	�����	� ��!�	�.�

/� ����# ���� ��� !��� ��������	 ���0��������� ��� � �� B ��!�����  ����
��!�������� ����#� ���������# �� ��� ��������� �� � ����$�� ��� �!���� D��(
���!��� ������	 ���������� ��� �!��� ��� ����������	 �#�������� �� ��� �����
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��� ������� ������� 8��� ������������ ��� ������ �� 0�# ���� ��� �	������	
�����(��(������ 	���(��(	���� �� �������(��(������� !�������  �� !����# #�(
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������ B ���)� � !�#�	 �#��� ������ �	��� ���� �#�� ,�	��$ #���- ��# ���
�!��� ������ ���� ��� �������		� ���������# )��� ���� ��� �� ����� ������
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��� �������� �� ��� !�#�	 �� ���� �	����� �� �� ��� �	)��� ������	� �� #�����
��� �������� �� ���� ��#�� �� � ���� �	����  �������� )� #���#�# �� ���� �����
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