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Reconstruire un graphe en une ronde
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Nous étudions quelles propriétés d’un réseau peuvent étre calculées a partir d’une petite quantité d’informations locales
fournie par ses noeuds. Notre modele est une restriction de CON.GEST , un modele distribué classique. Il est proche du
modele de complexité de communication avec messages simultanés de Babai ef al. [BGKLO04]. Chacun des n noeuds —
qui ne connaissent que leur identifiant, ceux de leurs voisins et la taille du graphe— envoie un message de taille O(log(n))
bits a une entité centrale, le superviseur. Celui-ci doit alors déterminer une certaine propriété du réseau. Nous montrons
que des questions telles que : “Est-ce que le graphe contient un triangle ? un carré ? Quel est son diametre ?”” ne peuvent
pas étre résolues dans ce modele. En revanche, pour de nombreuses classes de graphes : celles de dégénérescence
bornée (incluant les graphes planaires, ceux de largeur arborescente bornée... ), les sommets peuvent succinctement
donner une description compléte du graphe au superviseur. Nous laissons ouverte la question de décider la connexité.

Keywords: systemes distribués, théorie des graphes, complexité de communication.

1 Calcul local de propriétés dans les graphes

Prologue. Lorsque, au cours du banquet d’ AlgoTel, les organisateurs lancent un "Comment ca va ?”, il est
aisé de se faire une idée globale de I’ambiance juste en entendant les réponses simultanées des participants.
Au contraire, si avant de rentrer, les organisateurs demandaient aux participants de se compter, il serait
difficile d’obtenir une réponse exacte des décomptes locaux proposés. En effet, si un chercheur Sophi-
politain répond “nous sommes 5 par ici” tandis qu’un autre lance 6 par 1 !”, comment savoir si certains
membres de 1’équipe ont été comptés plusieurs fois ?

Le sujet de ce travail est de déterminer quelles propriétés globales d’un graphe peuvent étre déterminées
a partir de peu d’information locale. Grossierement, supposez qu’une question est posée aux sommets
d’un réseau, ceux-ci doivent donner des informations succinctes fonction uniquement de leur voisinage.
Une autorité centrale, le superviseur, collecte ces réponses et doit en déduire la réponse a la question.
Les principales difficultés viennent de la taille limitée des réponses ainsi que de leur simultanéité, i.e.,
les sommets ne savent pas ce que vont répondre leurs voisins et il est donc a priori difficile de partager
I’information pertinente.
Modeles de communications. Lorsque I’on se référe a un “réseau”, on y pense habituellement comme
a un systeme distribué ol les noeuds correspondent a des agents ou des processeurs. Ces nceuds peuvent
uniquement interagir localement, et, du fait du manque de connaissance et d’informations globales, de
nouvelles notions algorithmiques et de complexité apparaissent. Au contraire de 1’algorithmique “classique”
ou la machine de Turing fait office de consensus comme modele formel a 1’algorithme, dans le cas des
systemes distribués, il existe de nombreux modeles pour les protocoles de communications. Des modeles

TUne version étendue de ces travaux a été acceptée a IPDPS’11 [BMN™ 11]. Partially supported by ANR projects AGAPE (N.
Nisse, I. Todinca) and DIMAGREEN (N. Nisse) and by the ECOS-Conicyt project CO9E04 (M. Matamala, 1. Rapaport, I. Todinca).
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théoriques simples ont été congus pour étudier divers aspects des protocoles tels que la tolérance aux pannes,
le synchronisme, la localité, la congestion, etc.

Dans le modele CONGEST (voir le livre [Pel00]), un réseau est représenté par un graphe dont les n
sommets correspondent aux processeurs du réseau, et les arétes aux liens entre ces processeurs. La com-
munication est synchrone : & chaque ronde, chaque processeur peut envoyer un message de taille O(logn)
bits par chacun des liens sortants auquels il est incident. Différentes variations au modele CON.GEST
ont été proposées. L’idée générale est de supprimer certaines restrictions, rendant le modele plus puissant,
dans le but de se concentrer sur des problemes particuliers. Dans ce contexte, Linial [Lin92] introduit le
modele appelé LOCAL (voir aussi [Pel00]) ou la contrainte sur la taille des messages est levée afin de se
concentrer sur le probléme de la localité dans les systemes distribués. Répondre a la question ”Qu’est ce qui
peut étre calculé localement ?”” dans le modele LOCAL apparait comme un probléme crucial. Kuhn et al.
montrent que des problemes difficiles comme la couverture minimum ou I’ensemble dominant minimum
ne peuvent étre approchés lorsque les processeurs échangent des messages arbitrairement longs pendant
un nombre borné de rondes [KMWO04]. Grumbach et Wu s’intéressent au calcul frugal dans le modele
CONGEST [GW09], i.e., les calculs pour lesquels la quantité totale d’information traversant chaque
aréte est bornée par O(logn). Dans ce cadre, ils ont montré que pour tout réseau planaire ou de degré borné,
toute formule logique du premier ordre peut étre calculée frugalement.

D’un point de vue centralisé, tester les propriétés de graphes a 1’aide de connaissances locales a aussi été

étudié [FisO1, GR02]. Etant donnée la matrice d’adjacence d’un graphe, il s’agit de déterminer le nombre
minimum de questions élémentaires, comme “quelle est le i voisin du sommet v ?”, nécessaires pour
décider si le graphe satisfait une certaine propriété. Par exemple, [AKKROS8] propose des bornes inférieures
et supérieures sur le nombre de questions nécessaires pour décider si un graphe contient un triangle. Gol-
dreich et Ron proposent un algorithme pour tester la connexité des graphes de degré borné [GR02]. D’ autres
compromis entre la taille des structures de données et la complexité des algorithmes, en terme de nombre
de bits a tester dans la structure de donnée, ont été prouvés en utilisant divers modeles de compléxité de
communication, comme celui de cellule de test (probe cell model) [Yao81, MNSW95].
Résultats. Dans cet article, nous proposons une alternative au modele de calcul frugal de Grumbach et
Wu [GW09]. Dans notre modele, le nombre de rondes de communication est borné, mais a chaque ronde,
chaque sommet peut envoyer/recevoir un message de taille O(logn) bits a/depuis une autorité centrale, ap-
pelée le superviseur, qui communique avec tous les nceuds du réseau. La notion de superviseur a été utilisée,
par exemple, dans le modele SIM ULTAEOUS MESSAGES [BGKLO4]. Grace a notre modele, il est
facile pour le superviseur de reconstruire, i.e., déterminer la matrice d’adjacence, n’importe quel graphe de
degré borné, en une ronde. Nous montrons cependant que des questions comme décider si le graphe contient
un triangle ou un carré, ou déterminer si le graphe a diametre au plus 3 sont impossibles a résoudre en une
ronde. Etonnament, une ronde suffit pour reconstruire n’importe quel graphe de dégénérescence bornée.

2 Communication frugale en une ronde

Un réseau de communication est représenté par un graphe G = (V,E) simple connexe et non orienté
a n sommets. Chaque nceud x € V posséde un identifiant unique /D(x) € {1,...,n}. En d’autres termes,
nous considérons des graphes étiquetés. Dans la séquence de sommets (v, ...,v,), v; représente le sommet
x € V dont I'identifiant est ID(x) = i. En chaque sommet v, une unité locale de calcul connait son propre
identifiant, I’ensemble {ID(y) | y € Ng(v)} des identifiants des voisins de v et le nombre total de sommets
(comme d’habitude, on note Ng(v), ’ensemble des voisins de v). Nous considérons le cas ou il y a une
autorité centrale, le superviseur. C’est-a-dire que le réseau d’interconnexion G consiste en un graphe G =
(V,E), avec V = {vi,...,v,}, plus un sommet universel vy représentant le superviseur, i.e., vy est adjacent
a tous les sommets de G.

A chaque ronde du processus de communication, tous les nceuds réalisent un calcul local, basé unique-
ment sur leur propre connaissance locale, et envoient/re¢oivent un message a/de chacun de leurs voisins (y
compris le superviseur). Le protocole de communication est dit frugal si la taille de chaque message est
limitée a O(logn) bits. Nous distinguons la complexité de communication, qui correspond au nombre de
rondes du processus de communication, et la complexité locale de calcul qui correspond au maximum du
temps pour effectuer chacun des calculs locaux. Apres la derniere ronde, le superviseur doit €tre capable de
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répondre a une question initialement posée sur la topologie du graphe G.

Dans cet article, nous étudions les problemes relatifs au graphe G qui peuvent, ou non, étre résolus au
travers du réseau d’interconnexion G par un protocole frugal en une ronde. En d’autres termes, le supervi-
seur, n’ayant aucune connaissance de la topologie du réseau, excepté sa taille, doit résoudre des problemes
en utilisant n messages, chacun de taille O(logn) bits, regus des n processeurs. Notez que, puisque nous ne
considérons qu’une seule ronde de communication, le réseau peut étre asynchrone. En effet, connaissant la
taille du réseau, le superviseur peut attendre jusqu’a avoir recu un message de chacun des sommets.

Un protocole en une ronde consiste donc en une phase locale, ou chaque sommet de G calcule un message
en fonction de son voisinage, et en une phase globale, ou le superviseur calcule le résultat attendu en
fonction des messages regus.

Plus formellement, un protocole en une ronde I' est une famille (1"f17 [5)nen, ol :

- TL:{1,...,n} xP({1,...,n}) — {0, 1}* est la fonction locale de T pour des graphes de tailles 7,

— T%:({0,1}*)" — {0, 1}* est la fonction globale de T pour des graphes de tailles n.

Etant donné G = (V = {1,...,n},E), le vecteur de messages I" de G est : I (G) = (I',(1,Ng(1)),...,
I (n,Ng(n))). Le résultat de T" pour G est ['(G) = 'y (I (G)). Soit |T(G)| = maxj<;<, | (i, NG (i))|.

I est dit frugal si : max graphe de n sommets (/T (G)]) = O(logn). Notons que, comme habituellement
dans le cadre de la complexité de communication, nous ne tenons pas compte de la complexité de Ff, et T%.
Notons aussi que la fonction I, peut étre évaluée pour toute paire (i, N) otii € {1,...,n} et N C {1,...,n}.
Ainsi, T, (i,N) correspond au message envoyé au superviseur par le sommet i avec N pour voisinage, dans
un graphe a n sommets.

Notons que, définir I, (i, N) = Ng (i) * (i < n) permet au superviseur de reconstruire tout graphe G. De
plus, dans la classe des graphes de degré borné, une telle fonction est frugale puisque |Ng(i)| = O(logn)
bits.

3 Des questions difficiles

Il apparait que, étant donné un graphe S, il est souvent difficile de répondre a la question “Est-ce que
le graphe G contient S comme sous-graphe (induit ou non) ?”” en une ronde. Si S n’est pas réduit a une
aréte, cela s’explique par le fait que les sommets de G ne peuvent deviner a priori lesquels de leurs voisins
sont susceptibles d’étre impliqués dans I'instance de S recherchée : pour un sommet, tous ses voisins se
ressemblent ! Pour cette raison, il leur faudrait envoyer leur liste d’adjacence complete ce qui représente des
messages trop long de O(nlogn) bits. Plus formellement, nous prouvons que :

Theorem 1 Il n’existe pas de protocole frugal en une ronde qui permette au superviseur de décider si un
graphe : contient un triangle comme sous-graphe, contient un carré (induit ou non), a diameétre au plus 3.

Pour obtenir nos résultats d’impossibilité, nous utilisons deux ingrédients principaux. Tout d’abord, il
est facile de remarquer que, s’il existe un protocole frugal en une ronde permettant au superviseur de re-
construire n’importe quel graphe d’au plus n sommets dans une classe C, alors |C| = 20(nlogn) (autrement,
au moins 2 instances différentes ne pourraient étre distinguées a I’aide de O(nlogn) bits). Dans un second
temps, nous introduisons une technique de réduction : si il existe un protocole frugal en une ronde permet-
tant de décider une propriété considérée, alors, il existe un tel protocole pour reconstruire tout graphe d’une
famille trop grande, i.e., de taille 2°("1°¢") Pour la question de décider si un graphe contient un triangle, la
famille considérée est celle des graphes (étiquetés) bipartis avec des parties de taille n/2, pour décider si un
graphe contient un carré, nous utilisons la classe des graphes de n sommets sans carré, et pour la question
du diamétre, il s’agit de la classe des graphes & n sommets. Plus de détails sont disponibles ici [BMN™'11].

4 Un protocole frugal pour reconstruire des graphes en une ronde

k € N étant fixé, nous proposons un protocol frugal en une ronde pour décider si la dégénérescence
d’un graphe est au plus k et reconstruire ce graphe, i.e., calculer sa matrice d’adjacence, si c’est le cas. Un
graphe est de dégénérescence k si il existe un sommet r de degré au plus k dans G tel que G\ {r} est de

. Ici, Ng (i) signifie la concaténation de la representations binaires des identifiants des sommets de Ng (i) plus une chaine de bits
de méme taille pour indiquer le premier bit de chacun des identifiants



F. Becker, M. Matamala, N. Nisse, 1. Rapaport, K. Suchan, 1. Todinca

dégénérescence au plus k. Par exemple, les foréts sont les graphes de dégénérescence 1, les graphes planaires
ont dégénérescence au plus 5 et la dégénérescence d’un graphe est bornée par sa largeur arborescente. Notre
protocole peut donc étre utilisé pour tout graphe de ces classes. Notons que tout graphe de dégénérescence
au plus k peut étre codé a1’aide de O(nlogn) bits. La question est ici de savoir si cette quantité d’information
locale est suffisante pour coder un tel graphe de fagon a étre décodée par le superviseur.

Theorem 2 1] existe un protocole frugal en une ronde pour décider si un graphe est de dégénérescence < k
et reconstruire ce graphe si c’est le cas (k € N fixé).

Pour donner une idée de notre protocole, nous commencons par les graphes de dégénérescence k =1 : les
foréts. Soit T une forét et notons Ns(v) le voisinage de v € V(S) dans un sous-graphe S de T. Le protocole
fonctionne comme suit. Tout sommet v envoie au superviseur le triplet constitué de son identifiant ID(v),
de son degré degr(v) dans T et de la somme des identifiants de ses voisins Y.,,cy, (v) ID(w), ce qui peut étre

encodé avec 8logn bits (formellement, T, (v, Nz (v)) code (ID(v),|Nr )|, Xweny (v ID(W))). Pour décoder
ces messages, le superviseur choisit une feuille v, i.e., un des sommets de degré au plus 1, et “élague” cette
feuille de T'. Exécutant cette procédure récursivement, le superviseur peut reconstruire 7.

Plus précisemment, le troisieme élément du triplet envoyé par v contient 1’identifiant de son unique voisin
w dans T Le superviseur peut alors modifier le triplet envoyé par w en le remplagant par (ID(w),deg, (w) —
L, (Xzeny (w) ID(2)) — ID(v)) ce qui est exactement (ID(w), degT\v(w),):ngT\v(w) ID(z)) le triplet qu’aurait
envoyé w dans T \ {v}. En combinant ce nouveau triplet avec ceux envoyés par tous les sommets sauf v, le
superviseur peut reconstruire la forét 7'\ {v}. Ainsi, par induction sur , le superviseur peut reconstruire 7'
ou décider si T contient un cycle.

Pour le cas k > 1, nous généralisons I’idée de “1’élagage” d’un sommet v de degré au plus k du graphe G
de telle sorte que la connaissance du graphe G\ v peut étre obtenue grice aux informations des sommets dans
G en modifiant un peu celles des voisins de v. Plus formellement, le message envoyé au superviseur par tout
sommet v est le k + 2-uplet T, (v,Ng(v)) codant (ID(v),|Nr(v)|, {Xweny (v ID(W) } p<k). Nous prouvons
qu’a partir de ces n messages de taille O(logn) bits, le superviseur peut reconstruire la matrice d’adjacence
du graphe G ou décider que G a dégénérescence > k [BMNT11]. En particulier, pour tout sommet v de
degré < k, il est possible de déterminer les identifiants de ses voisins a partir de {}¥.,,en; (v) ID(W)? } p<k-

5 Perspectives

Nous avons défini un nouveau modele de communication distribuée et locale, et étudié certaines des
questions auxquelles il peut répondre ou non. Les limites de ce modele ne sont pas encore connues : en
particulier, peut-on décider si un graphe est connexe ? D’autre part, les extentions naturelles de ce modele
—quand les messages ne sont pas simultanés, lorsque 1’on permet plusieurs rondes— restent a étudier.
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