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❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❧✐♥❞ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❇❙❙✮ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ♦❢t❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✮ ❞♦♠❛✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❚❋
♣♦✐♥t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❙♣❡❝tr❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼s✮ ♦r ❙♣❡❝tr❛❧ ◆♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❡①♣❧♦✐t t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞
t❤❡ s✐♠♣❧❡ s♣❛rs✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼s✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✉s✐♥❣
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❧❡❛r♥ s♣❡❝tr❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✮ ❢r♦♠ ♥♦✐s② s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐ ❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♦rt ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢✉s✐♦♥✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❇❙❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❇❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉❞✐♦✱ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② t❤❡ ❊❯ ❋❊❚✲❖♣❡♥ ♣r♦❥❡❝t ❋P✼✲■❈❚✲✷✷✺✾✶✸✲❙▼❆▲▲
❛♥❞ t❤❡ ❖❙❊❖✱ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❙t❛t❡ ❛❣❡♥❝② ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ♣r♦❣r❛♠✳

∗ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❋é❞ér❛❧❡ ❞❡ ▲❛✉s❛♥♥❡ ✭❊P❋▲✮✱
❈❍✲✶✵✶✺ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳ ❡✲♠❛✐❧✿ s✐♠♦♥✳❛r❜❡r❡t❅❡♣✢✳❝❤

† ❛❧❡①❡②✳♦③❡r♦✈❅✐♥r✐❛✳❢r
‡ ❢r❡❞❡r✐❝✳❜✐♠❜♦t❅✐r✐s❛✳❢r
§ r❡♠✐✳❣r✐❜♦♥✈❛❧❅✐♥r✐❛✳❢r



❯♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❧❡①✐té ▼❛îtr✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r

❊st✐♠❡r ❡t ❈♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ▼♦❞è❧❡s ❙♣❡❝tr❛✉①

♣♦✉r ❧❛ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♦✉r❝❡s ❆✉❞✐♦

❘és✉♠é ✿ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ ✭❙❆❙✮ ❡st s♦✉✈❡♥t tr❛✐té❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭❚❋✮✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
❚❋ ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝tr❛❧✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♣❡❝tr❛✉① ✭▼▼●✲❙♣❡❝tr❛✉①✮
♦✉ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s s♣❡❝tr❛✉① ✭❋▼◆✲
s♣❡❝tr❛✉①✮✱ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ ❞✐✈❡r✲
s✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❧❧❡r
❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s à ét❛ts ❞✐s❝r❡ts✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ▼▼●✲❙♣❡❝tr❛✉①✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ♣❛rt✐r❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❡st
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r
❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭② ❝♦♠♣r✐s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ét❛ts ❞✐s❝r❡ts✮ à ♣❛r✲
t✐r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜r✉✐té❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s♦rt❡
❞❡ ✧❢✉s✐♦♥✧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❙❆❙ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛✉❞✐♦ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧✱ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♠é❧❛♥❣❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦st ❛✉❞✐♦ r❡❝♦r❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠✐①t✉r❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✭❡✳❣✳✱
♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ♦r s♣❡❡❝❤✮✱ ❝❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ♦r s♦✉r❝❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❛❝t✐✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐①❡❞ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛
♠✐①✐♥❣ ❝♦♥s♦❧❡ ♦r ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦ s❝❡♥❡ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳

❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ N ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ♦♥ M ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿

xm(τ) =

N∑

n=1

L−1∑

l=0

amn(l)sn(τ − l), 1 ≤ m ≤ M, ✭✶✮

✇❤❡r❡ sn(τ) ❛♥❞ xm(τ) ❞❡♥♦t❡ s❛♠♣❧❡❞ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ n✲t❤
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ m✲t❤ ♠✐①t✉r❡ ✭τ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡①✮✱ ❛♥❞ amn(l) ∈ R

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✭s❛♠♣❧❡❞✮ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝❛✉s❛❧ ✜❧t❡r✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❇❧✐♥❞ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❇❙❙✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ N s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s sn(τ) ✭1 ≤ n ≤ N✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ M ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧s
xm(τ) ✭1 ≤ m ≤ M✮✳

Mixing parameter
estimation

Source
estimation

�SX
�A

lundi, 31 janvier 2011

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
✭N > M✮✱ t❤❡ ❇❙❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞
❜② s♣❛rs✐t②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❡♣s✿

❼ ✜rst t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❛♥❞

❼ ✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s
s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❛
s♣❛rs❡ s♦✉r❝❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❙✐♥❝❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t s♣❛rs❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s♦♠❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✮ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ✉s✲
✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❙❚❋❚✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡
❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❙❚❋❚ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✺❪ ✶✿

X(t, f) ≈ A(f)S(t, f), ✭✷✮

✇❤❡r❡ S(t, f) = [S1(t, f), . . . , SN (t, f)]T ❛♥❞ X(t, f) = [X1(t, f), . . . , XM (t, f)]T

✭t = 1, . . . , T ❛♥❞ f = 1, . . . , F ❜❡✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞✐❝❡s✮ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ❙❚❋❚s❀ ❛♥❞ A(f) = [Amn(f)]M,N

m,n=1

✶■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡
❛❧✇❛②s ♥♦t❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ▲♦✇❡r ❝❛s❡ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❝❛s❡ ❧❡tt❡rs ❢♦r t❤❡✐r ❙❚❋❚s✳ ❱❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s M ❛♥❞ N ❛r❡
❞❡♥♦t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦❧❞ ❧❡tt❡rs✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✹

✐s ❛♥ M × N ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts Amn(f) ❜❡✐♥❣ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ✜❧t❡rs an(l) = [a1n(l), . . . , aMn(l)]T ✳

❙♣❛rs❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❬✻✱ ✷❪✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❬✼❪✱ ❙t✉❞❡♥t✲t ❬✽❪✱ ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ t✇♦
●❛✉ss✐❛♥s ❬✾❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛rs✐t②✲❜❛s❡❞ t✇♦✲st❡♣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✱✷✱✸✱✹❪ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❚❋ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♦t❤❡rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡
❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ▲♦❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ✭▲●▼✮
❬✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ s♦✉r❝❡ ❚❋ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧② ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤
❚❋ ♣♦✐♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆ ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ s♣❡❝✲
tr❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❙♣❡❝tr❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭❙♣❡❝tr❛❧✲
●▼▼✮ ❬✶✶✱✶✷❪✱ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼✮
❬✶✸❪ ♦r t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋✮ ♠♦❞❡❧
❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦
s❡♣❛r❛t❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡ ✭M = 1✮ ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ s♣❛rs✐t②✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ❜❧✐♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ tr❛✐♥✐♥❣ s♦✉r❝❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s
t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❆♥ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡✱ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❬✶✺❪✱ ❜✉t t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ss✉❡s✿

❼ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s
s✉❝❤ ❛s ●▼▼ ❛♥❞ ●❙▼▼ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤
♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❼ ❙❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧✳

✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞✲
❡❧s ✇✐t❤ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭✇✳r✳t✳✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✜rst s❡♣❛r❛t❡
s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s S̃n✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡❛r♥ t❤❡
❙♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
❧❡❛r♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛♥❣❡r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱
❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ s♦✉r❝❡s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞
❜② t❤❡ ❡rr♦rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✺

✶✳✶✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❙♦ ❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❧❡❛r♥
s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ♥♦✐s❡✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s
♥♦✐s❡ ✭❡✳❣✳✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✮ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s
S̃n ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦✐s❡✳

❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢r♦♠ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ t♦ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡rr♦rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✳

✶✳✶✳✷ ▼✉❧t✐❧❛②❡r ✏♠♦❞❡❧ ❢✉s✐♦♥✧

❖♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧❛②❡r
❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼▼❙❊
❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ▲●▼ ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲
●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧s✮ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❢❛s❤✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ s♦rt ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢✉s✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛ ♠♦❞❡❧
✭♦♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❧❡❛r♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✭♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r✮ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts ❜❡tt❡r t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s② s♣❡❡❝❤ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❉❡♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✼❪✱ ✇❤❡r❡ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❝❧❡❛♥ s♣❡❡❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ♥♦✐s② s♣❡❡❝❤✳ ■♥ s✉♠♠❛r② t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✛❡rs✿

❼ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝t♦r✐❛❧ st❛t❡✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧s❀ ❛♥❞

❼ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲
❧❛②❡r ❢❛s❤✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❛②❡r t♦ ❛♥✲
♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ s❡♥s✐✲
❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✶✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ●▼▼s ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
❞❛t❛ ❜② ●❤❛❤r❛♠❛♥✐ ❛♥❞ ❏♦r❞❛♥ ❬✶✽❪✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ✐t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❬✶✽❪
❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧
♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ●❙▼▼
❛♥❞ ◆▼❋✮✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❢❛s❤✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ ❬✶✾❪✱ ✇❤❡r❡ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❛ ♣✐t❝❤✲❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ♠✉s✐❝

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✻

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭◆▼❋ ♠♦❞❡❧✮ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ ✐❣♥♦r✐♥❣
t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞✮ ❛s ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬✶✾❪✱
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❆tt✐❛s
❬✷✵✱ ✷✶❪ ✇❤❡r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●▼▼✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡
❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✿ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❬✷✷❪ ✷✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✳

■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ●▼▼✱ ●❙▼▼ ❛♥❞ ◆▼❋✮ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ s❡tt✐♥❣✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜r✐♥❣s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝t♦r✐❛❧ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❬✷✸❪ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❬✷✵❪
❝❛s❡s✳

✶✳✸ ❲♦r❦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✐s ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♦r
❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✏s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✑ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

✶✳✹ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭▲●▼✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋
♠♦❞❡❧✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♥♦✐s②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ t❤❡♥
❞❡r✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣❡r❝✉ss✐✈❡ ♠✉s✐❝ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞
t♦ ♦t❤❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋✮ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✷ ❙♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬✷✷❪ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❢❛s❤✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ ❛ ✢✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❚❋ ♣♦✐♥t
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s❤❛❞❡s ♦❢ ❣r❛② ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❧❛❝❦ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡st ❛♠♣❧✐t✉❞❡
t♦ ✇❤✐t❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡st✳
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✭❛✮ ❉❡❝♦❞❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ Vk(t), 1 ≤ t ≤ T ✳
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✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s Vk, 1 ≤ k ≤

K = 32

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉❡❝♦❞❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼
❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉t❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦st ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥
t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ ❛ ✢✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ▼❛♥② ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤✐s s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr❛❧
♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
❤❡r❡❛❢t❡r✳

▲●▼ ❬✶✵❪✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ❬✶✶✱ ✶✷❪✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❬✶✶✱ ✶✸❪ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲
◆▼❋ ❬✶✹❪ ❛r❡ ❛❧❧ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥✸ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
▲●▼ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❚❋ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲
●▼▼✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t str✉❝✲
t✉r❡ s♦✉r❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥❞❡① n ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡✳

✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢s✱
❜✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲
●❙▼▼ ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
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❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✽

✷✳✶ ▲♦❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ✭▲●▼✮

■♥ t❤❡ ▲●▼ ♠♦❞❡❧ ❬✶✵❪✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❚❋ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts S(t, f) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
✈❛r✐❛♥❝❡s σ2(t, f)✿

p(S(t, f)|σ2(t, f)) = Nc(S(t, f); 0, σ2(t, f)), ✭✸✮

✇❤❡r❡ Nc(V ;µ,Σ) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①
●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r S ∈ C

p ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Nc(S;µ,Σ)
△
=π−p [det (Σ)]

−1
exp

[
− (S − µ)

H
Σ−1 (S − µ)

]
✭✹✮

✇❤❡r❡ ✏(.)H ✑ ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲tr❛♥s♣♦s❡✱ µ ✐s t❤❡ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞
♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ Σ ✐s t❤❡ p×p ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2(t, f) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚❋ ♣♦✐♥t
✉s✐♥❣ s♦♠❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❬✶✵❪✳

✷✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭●▼▼✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ S(t)
△
=[S(t, f)]f ❛s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts S(t, f)✱ f = 1, . . . , F ♦❢ s♦✉r❝❡ S ❛t t✐♠❡ ❢r❛♠❡ t✳
■♥ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ S(t) ♦❢ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ●▼▼ ✇✐t❤
♣❞❢ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(S(t)|λgmm) =
∑K

k=1
πk Nc(S(t); 0̄,Σk), ✭✺✮

✇❤❡r❡ 0̄ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ③❡r♦s✱ πk ✭s❛t✐s❢②✐♥❣
∑K

k=1 πk = 1✮ ❛♥❞ Σk ❞❡♥♦t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ●▼▼

st❛t❡✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡s Vk
△
=[σ2

k(f)]f ✱ k✲
t❤ st❛t❡❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s Σk = ❞✐❛❣ (Vk)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ♦❢ s♦✉r❝❡ S ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s λgmm △
= {πk,Σk}k✳

❚❤✐s s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲st❡♣ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♣✐❝❦ ♦♥❡ st❛t❡k(t) ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥ Vk(t) ∈ V = {V1, . . . , VK} ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (q(t) = k(t)) = πk(t)✱ ✇❤❡r❡ q(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢
t❤❡ st❛t❡ ❛t ❢r❛♠❡ t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ k(t) ♣✐❝❦❡❞ ❛t ❢r❛♠❡ t✱ ❡✈❡r② s♦✉r❝❡
❚❋ ❝♦❡✣❝✐❡♥t S(t, f) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

k(t)(f)✿

p(S(t, f)|λgmm, k(t)) = Nc

(
S(t, f); 0, σ2

k(t)(f)
)

. ✭✻✮

❖♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ✭✻✮ ❛s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs

θgmm △
= {λgmm, {k(t)}t}✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞

✇❡ ❝❛❧❧ θgmm t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ λgmm✳
❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ▲●▼ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠✉❝❤ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭✈❛r✐❛♥❝❡s✮ ❛s ❚❋ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② K×F ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭✈❛r✐❛♥❝❡s✮ ♦♥❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ 32✲st❛t❡s●▼▼
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❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✾

❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉t❡ s✐❣♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❛s t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ▲●▼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❚❋ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ❡①♣❧♦✐ts ❛
❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❧❡ss ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t♦ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ●▼▼ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞s ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ ❧❡ss ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡
t❤❡ ●❙▼▼ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✸❪✳

✷✳✸ ❙♣❡❝tr❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●❙▼▼✮

❚❤❡ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸❪ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ●▼▼ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r gk(t) ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t s♦ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
♣❛tt❡r♥s V ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(S(t)|λgsmm) =
∑K

k=1
πk Nc(S(t); 0̄, gk(t) Σk). ✭✼✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ♦❢ s♦✉r❝❡ S ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

λgsmm △
= {πk,Σk, {gk(t)}t}k

✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ●▼▼✱ t❤✐s s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♣✐❝❦ ♦♥❡ st❛t❡k(t)
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥ Vk(t) ∈ V = {V1, . . . , VK} ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
P (q(t) = k(t)) = πk(t)✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❋ s♦✉r❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡♥ t❤❡
st❛t❡ k(t) ❛t ❢r❛♠❡ t ✐s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ gk(t)σ2

k(t)(f)✿

p(S(t, f)|λgsmm, k(t)) = Nc

(
S(t, f); 0, gk(t)σ2

k(t)(f)
)

. ✭✽✮

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼♠♦❞❡❧ θgsmm △
= {λgsmm, {k(t)}t}

❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(S(t, f)|θgsmm) = Nc

(
S(t, f); 0, gk(t)σ2

k(t)(f)
)

. ✭✾✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡s V (t) = [σ2(t, f)]Ff=1 = gk(t)Vk ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ s❡t V✳

✷✳✹ ❙♣❡❝tr❛❧ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮

■♥ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ S(t) ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(S(t, f)|λnmf ) = Nc

(
S(t, f); 0,

∑K

k=1
hk(t)vk(f)

)
, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ V = [vk(f)]f,k = [V1, . . . , VK] ❛♥❞ H = [hk(t)]k,t ❛r❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
♠❛tr✐❝❡s ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② λnmf =

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✵

{V,H}✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡s V (t) = [σ2(t, f)]Ff=1 =

∑K
k=1 hk(t)Vk ❛r❡ ♥♦t ♣✐❝❦❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t

V ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛tt❡r♥s✱ ❜✉t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ Vc ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② V✳

✸ ●❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❧❡❛r♥ s♣❡❝tr❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❲❡
✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❞❛t❛
✇✐t❤ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❡
t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

✸✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡

●✐✈❡♥ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼✹ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s Λgsmm = [λgsmm
n ]Nn=1 ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ X(t, f) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✷✮
✐s ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✇✐t❤ KN st❛t❡s ❬✷✵❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡
❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ X(t, f)✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐✲

t✐❡s ❬✷✵✱ ✷✺❪✮ t❤❛t k
△
=[kn]Nn=1 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡❛t ❢r❛♠❡ t✿

γk(t)
△
=P (q(t) = k|X(t);A(f),Λgsmm) ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ q(t)
△
=[qn(t)]Nn=1✳

■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ KN r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s γk(t) ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s tr❛❝t❛❜❧❡✳

✸✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

❙t❡♣ ✶✿ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✮ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❇❙❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ λinit✱
t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❚❋ ♣♦✐♥t (t, f) t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts ✭✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❚❋ ✐♥❞✐❝❡s
❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❧❡❣✐❜✐❧✐t②✮✿

m1 = E
{
S|X, λinit

}
✭✶✷✮

m′
2k = E

{
(S − m1)

k(S − m1)
∗k|X, λinit

}
. ✭✶✸✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝✐r❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛♥ts
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ t❡r♠s ❛r❡ ❛❧❧

✹❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❣❛✐♥s ✜①❡❞ t♦ ♦♥❡✳
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Moment
estimation

θ1

θ2...
...

...

    learning model

    learning model

    learning model

MMSE
estimation

�S
A

X
Θ

m1

m2

mN
θN

mardi, 8 février 2011

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❙❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ X ✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ A

✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ mn =
{

m1,n, m′
2k,n

}
❛r❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ s♦✉r❝❡

n ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ Θ = [θn]
N

n=1 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ Ŝ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳

③❡r♦ ❬✷✻❪✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ E , S −m1 ❣✐✈❡♥ X ✐s ❝✐r❝✉❧❛r✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♠♦♠❡♥ts m′ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r k ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ t❡r♠s✳

❙t❡♣ ✷✿ ♠♦❞❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❋♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞
♥♦✐s② ♠♦❞❡❧✿

S̃ = S + E, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ S̃ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❛t ✐s m1✱ ❛♥❞
E ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♥♦✐s❡✮ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥ts m′

2k✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ E ♠♦❞❡❧s t❤❡
❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ S̃ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❇❙❙ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
♠♦❞❡❧ λinit✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡
E✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ m′

2 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
e ✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥ts m′
2k, k > 1 ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦

❝♦♥s✐❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳
◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ λ ✭❡✳❣✳ λ = λgsmm✮ ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧✭✶✹✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
s❡♥s♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✶✱✶✷❪ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞
♠✐①t✉r❡ S̃ ❛♥❞ t✇♦ ❧❛t❡♥t s♦✉r❝❡s✿ t❛r❣❡t s♦✉r❝❡ S ❛♥❞ ♥♦✐s❡ E✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❧❡❛r♥❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼▲ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

λ = arg max
λ′

p(S̃|λ′, λe), ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ λe ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡♠
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ✭✶✸✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ●▼▼ ❛♥❞ ●❙▼▼✱ ✇❡ ❛❧s♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② st❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

k(t) = arg max
k′

P (q(t) = k′|S̃, λ, λe)

= arg max
k′

γk′(t). ✭✶✻✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡✲❞❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡
{k(t)}t ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐❢ λ ✐s ❛ ●▼▼
♦r ❛ ●❙▼▼✮ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ = {λ, {k(t)}t}✳
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❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✷

❙♦ ❛s t♦ s♦♠❡❤♦✇ ✉♥✐❢② st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥♦♥ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ θ ❛s✿

θ :=





{λ, {k(t)}t} ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ st❛t❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ {k(t)}t✱

{λ} ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ θ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦♥❡ st❛t❡✲
❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ▼▼❙❊ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ♥♦t ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ●▼▼✱ t❤❡ ▼▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ θgmm ✐s s♦♠❡t✐♠❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❤❛r❞✧
❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♦❢ ♠♦❞❡❧ λgmm ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏s♦❢t✧ ❡st✐♠❛t♦r ❬✷✼❪ ✳

❲❡ ❞❡r✐✈❡✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ▼▲ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✶✺✮ ❛♥❞
✭✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s✳

❙t❡♣ ✸✿ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❖♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡❛r♥❡❞✱ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❞❛t❛ ✭✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs Θ = [θn]

N

n=1 ✇✐t❤ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ λ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧②
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts ✭✶✷✮
❛♥❞ ✭✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳

✹ P♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts

❚❤❡ ❧❛t❡♥t s♦✉r❝❡s S(t, f) = [Sn(t, f)]Nn=1 ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Θ✳

▲❡t ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Θ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts X(t, f)✱ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts S(t, f) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ {X(t′, f ′)}(t′,f ′) 6=(t,f)✱ s♦ t❤❛t

p(S(t, f)|X(t, f),Θ) = p(S(t, f)|{X(t, f)}t,f ,Θ). ✭✶✼✮

■❢ Θ := Λ = [λn]Nn=1✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡
▲●▼ ❛♥❞ ◆▼❋ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ●▼▼ ❛♥❞ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
st❛t❡s q(t) ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X(t, f),∀f ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✶✮✳
❍♦✇❡✈❡r ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s Θ := {Λ,Γ}✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ st❛t❡
❞❡❝♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ Γ = [k(t)]Tt=1 ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Θ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✶✼✮
❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r δ(.) t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
♣♦st❡r✐♦r r✐s❦ r(t, f) = E {L(S(t, f), δ(X(t, f)))|X(t, f),Θ}✱ ✇✐t❤ L(., .) ❜❡✐♥❣
t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❧♦ss L(S, δ(X)) = ‖S − δ(X)‖2✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✐s
t❤❡ ❇❛②❡s ❡st✐♠❛t♦r δΘ(X(t, f)) = E {S(t, f)|X(t, f),Θ}✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠♦♠❡♥ts ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ t♦ t❤❡
❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs m1(t, f) ❛♥❞ m′

2(t, f) t❤❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛❝❦ t❤❡ ◆ s♦✉r❝❡s ♠♦✲
♠❡♥ts m1(t, f) ❛♥❞ m′

2(t, f)✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✸

❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs m1(t, f) ❛♥❞ m′
2(t, f)✱ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛r❡✿

m1(t, f) := δΘ(X(t, f)) ✭✶✽✮

m′
2(t, f) := ❞✐❛❣([Rn,n(t, f)]n). ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ R(t, f) = E

{
[S(t, f) − δ(X(t, f))] [S(t, f) − δ(X(t, f))]

H
∣∣∣X(t, f),Θ

}
✐s

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ s♦✉r❝❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r p(S(t, f)|Θ) = Nc(S(t, f);0,Σ(t, f))✱

t❤❡ ❇❛②❡s ❡st✐♠❛t♦r ✐s✿

δΘ(X(t, f)) = W(t, f)X(t, f) ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ W(t, f) ✐s t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

W(t, f)
△
=Σ(t, f)AH(f)

(
A(f)Σ(t, f)AH(f)

)−1
. ✭✷✶✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s✿

R(t, f) = [I − W(t, f)A(f)]Σ(t, f). ✭✷✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♦✉r❝❡ ♣r✐♦r✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐s ❛❧s♦ ●❛✉ss✐❛♥✱
❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝✉♠✉❧❛♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts
m′

2k(t, f), k > 1 ❛r❡ ❥✉st ❣✐✈❡♥ ❜② ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ m′
2(t, f)✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♦✉r❝❡ ♣r✐♦r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦t❤❡r
♠♦♠❡♥ts t❤❛♥ m1(t, f) ❛♥❞ m′

2(t, f)✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ▲●▼✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✺ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲

◆▼❋ ❛r❡ ❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊qs✳ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✷✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s♦✉r❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
Σ(t, f) = E[S(t, f)S(t, f)H |Θ] ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ Σ(t, f) ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ▲●▼✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲
●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳

✺ ▼♦❞❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✭λ := λgsmm✮ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ✭λ := λnmf ✮✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ E(t) = [E(t, f)]f ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧✭✶✹✮✱ ✐✳❡✳ p(E(t)|λe) = Nc(E(t); 0̄,Σe(t))✱ ✇✐t❤ Σe(t) =
❞✐❛❣([σ2

e(t, f)]f )✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ♠❛t❝❤ m′
2(t, f) t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s

σ2
e(t, f) := m′

2(t, f).

✺✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼s ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼▲ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✺✮✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✶✷❪✳

✺s❡❡ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
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❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✹

❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σk ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡ S̃✳

❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ✇✐t❤ ❣❛✐♥s
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✇✐t❤♦✉t st❡♣ ✹ ❛♥❞ ✇✐t❤ g

(l)
k (t) = 1,∀k, t, l✳

■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❊▼
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ●▼▼s ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ❬✶✽❪ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ✭♦❜s❡r✈❡❞ ❚❋ ♣♦✐♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s t♦ +∞ ✭♠✐ss✐♥❣ ❚❋ ♣♦✐♥ts✮✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢r♦♠ ❬✶✽❪ ❜❡❝♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊▼ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼▲
s❡♥s❡ ✭✐♥❞❡① (l) ✐♥ ♣♦✇❡r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ lth ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ λ = λgsmm

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts γ
(l)
k (t) s❛t✐s❢②✐♥❣

∑
k γ

(l)
k (t) = 1 ❛♥❞

γ
(l)
k (t) , P (q(t) = k|S̃, λ(l), λe) ∝ π

(l)
k Nc(S̃(t); 0̄, g

(l)
k (t)Σ

(l)
k +Σe(t)) ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ q(t) ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡♦❢ ●❙▼▼ λ ❛t ❢r❛♠❡ t✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ❢♦r st❛t❡k

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

, ES

[
|S(t, f)|2

∣∣∣q(t) = k, S̃, λ(l), λe

]
=

g
(l)
k (t)σ

2,(l)
k (f)σ2

e(t, f)

g
(l)
k (t)σ

2,(l)
k (f) + σ2

e(t, f)
+

∣∣∣∣∣
g
(l)
k (t)σ

2,(l)
k (f) · S̃(t, f)

g
(l)
k (t)σ

2,(l)
k (f) + σ2

e(t, f)

∣∣∣∣∣

2

✸✳ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❡✐❣❤ts

π
(l+1)
k =

1

T

∑

t

γ
(l)
k (t)

✹✳ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❣❛✐♥s

g
(l+1)
k (t) =

1

F

∑

f

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

σ
2,(l)
k (f)

✺✳ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

σ
2,(l+1)
k (f) =

1
∑

t γ
(l)
k (t)

∑

t

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

g
(l+1)
k (t)

γ
(l)
k (t)

✺✳✶✳✶ ❉❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣

❖♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s Λgsmm = [λgsmm
n ]Nn=1 ❧❡❛r♥❡❞✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✺

❞❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s γk(t)
♦❢ ✭✶✶✮ ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t✱ ✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(KN )✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♥ N ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ✭✷✸✮ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ st❡♣ ✶✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ✭L+1✮ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣ ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♥ N ✿ O(N K)✳ ❆❧s♦✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Λgsmm✱ ✐✳❡✳ δΛgsmm(X(t, f)) =∑

k
γk(t)Wk(t, f)X(t, f) ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ KN

st❛t❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ Θgsmm := {Λgsmm,Γ}✱ ✇✐t❤ Γ =
[k∗(t)]Tt=1 ❛♥❞ k∗(t) = [k∗

n(t)]Nn=1✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② st❛t❡✲
❣✐✈❡♥ ❜②✿

k∗
n(t) = arg max

k

P (q(t) = k|S̃n, λ(L+1)
n , λe,n)

= arg max
k

γ
(L+1)
kn

(t). ✭✷✹✮

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥
Θgsmm✿

δΘgsmm(X(t, f)) = Wk∗(t)(t, f)X(t, f).

✺✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✺✮
✇❤❡♥ λ ✐s ❛ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧✳ P❛r❛♠❡t❡rs hk(t) ❛♥❞ vk(f) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ◆▼❋ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ✭▼❯✮ r✉❧❡s ❛♥❞
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ✐♥ ❬✶✹❪✳

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ✉s✐♥❣ ▲●▼ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❇❙❙
♠❡t❤♦❞ ✭λ = λinit✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s✿ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼✱
❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ▲●▼✲●▼▼ ✻✱ ▲●▼✲●❙▼▼ ❛♥❞
▲●▼✲◆▼❋✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ k ❧❛②❡rs✱ ✇❡ ♥❛♠❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲●▼✲
●▼▼✲●▼▼ ✐s t❤❡ t✇♦✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ▲●▼ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❇❙❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
✇❤❡r❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠✐♥❣ ❛t✿

❼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡
❧❛②❡r✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ▲●▼ ✇✐t❤ ▲●▼✲●▼▼✱ ▲●▼✲●❙▼▼
❛♥❞ ▲●▼✲◆▼❋❀

❼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦
❧❛②❡rs✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ▲●▼ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞s ✭✇❡
♦♥❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❣✉r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✮
✇✐t❤ ▲●▼✲●▼▼✲●▼▼✱ ▲●▼✲●❙▼▼✲●❙▼▼ ❛♥❞ ▲●▼✲◆▼❋✲◆▼❋❀

✻▲●▼✲●▼▼ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❡♥t❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✷✵✵✽ ❙✐❣♥❛❧ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈❛♠♣❛✐❣♥
♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠✐①t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ♦❢ ❬✷✽❪✮✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✻

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❊▼ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼▲
s❡♥s❡ ✭✐♥❞❡① (l) ✐♥ ♣♦✇❡r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ lth ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ λ = λnmf

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ û
(l)
k (t, f) ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❊✲st❡♣✮

û
(l)
k (t, f) =

(
1 −

h
(l)
k (t)v

(l)
k (f)

∑
k h

(l)
k (t)v

(l)
k (f) + σ2

e(t, f)

)
h

(l)
k (t)v

(l)
k (f)

+

∣∣∣∣∣
h

(l)
k (t)v

(l)
k (f) · S̃(t, f)

∑
k h

(l)
k (t)v

(l)
k (f) + σ2

e(t, f)

∣∣∣∣∣

2

✷✳ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▼✲st❡♣✮

v
(l+1)
k (f) =

1

T

∑

t

û
(l)
k (t, f)

h
(l)
k (t)

h
(l+1)
k (t) =

1

F

∑

f

û
(l)
k (t, f)

v
(l)
k (f)

✸✳ ◆♦r♠❛❧✐③❡ V ❛♥❞ H ❛s ✐♥ ❬✶✹❪✳

❼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✿ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
str✉❝t✉r❡❞ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ▲●▼ ❛♥❞ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲
◆▼❋♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s ♠✐①t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s✳

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s

✻✳✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦✈❡r st❡r❡♦ ♠✐①t✉r❡s ✭M = 2✮ ♦❢ ♠✉s✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s N ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ t♦ ✻✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
N = 2 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❲✐❡♥❡r
✜❧t❡r s✐♠♣❧② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭W(t, f) = A−1(f)✮✱
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐s
♣❡r❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❛s❡ ❛ss✉♠✐♥❣ A ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✷✵ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ✭t❛❦❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ ❛
❞❛t❛s❡t ♦❢ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s✮ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ✶✵ s✱ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✶✻ ❦❍③✳ ❲❡ t❡st ✸ ❞❛t❛s❡ts
♦❢ s♦✉r❝❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛♥❞ ❞r✉♠s ♠✉s✐❝❛❧
✐♥str✉♠❡♥ts s♦ ❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻



❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✶✼

✻✳✶✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲❉✐st♦rt✐♦♥ ❘❛t✐♦ ✭❙❉❘✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❬✷✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❉❘ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉❯❊❚
♠❡t❤♦❞ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❙❉❘ ♦❢ ❛❧❧
t❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥♥❡①❡✳

✻✳✶✳✸ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❙❚❋❚ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✵✹✽ ✭✶✷✽ ♠s✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ t❤❡ ▲●▼ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✸ ❜② ✸ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇
✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❛s❡ ❛♥❞ ✶✵ ❜② ✶ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡
❝❛s❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ♦♥ ♦✉r ♣r❡✲
❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s✳
❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧✲●▼▼s✱ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼s ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞
✇✐t❤ 40 ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲
◆▼❋♠❡t❤♦❞ ✐s r✉♥ ❢♦r 300 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✜①❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s A(f)✳ ❲❡
✜①❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ st❛t❡s♣❡r ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ t♦ 8 ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ K = 8 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ♦♥ ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①✲
t✉r❡s✳

✻✳✷ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s

❋♦r ❡❛❝❤ N ✱ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢
50 − 5N ❞❡❣r❡❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s♦✉r❝❡s✳

✻✳✷✳✶ ❘❡s✉❧ts

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❉❘ ✭✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚✮
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▲●▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲●▼✲④●▼▼✱●❙▼▼✱◆▼❋⑥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧s ④●▼▼✱●❙▼▼✱◆▼❋⑥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❙❉❘ ♦❢ ▲●▼ ❜② s❡✈❡r✲
❛❧s ❞❇s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❞❛t❛s❡t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸ ❞❇s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ ▲●▼ ❛♥❞ ✻ ❞❇
♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸ s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❉❘ ✭✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚✮
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▲●▼ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ✭❡✳❣✳ ▲●▼✲●❙▼▼✮ ❛♥❞ t✇♦✲❧❛②❡r ✭❡✳❣✳ ▲●▼✲
●❙▼▼✲●❙▼▼✮ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❧❡❣✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧②
♣❧♦t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✶✱ ✐✳❡✳✱ ▲●▼✲●❙▼▼✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❙❉❘ ❜② s❡✈❡r✲
❛❧s ❞❇s ✭♥❡❛r❧② ✸ ❞❇s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❞❛t❛s❡t✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺✳ ❚❤❡ t✇♦✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❙▼▼ ✭✐✳❡✳
▲●▼✲●❙▼▼✲●❙▼▼✮ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♠♦♥❣
❛❧❧ t❤❡ t✇♦✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞s✳

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻
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✭❛✮ ❞r✉♠s s♦✉r❝❡s
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✭❜✮ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s
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✭❝✮ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚ ♦❢ ▲●▼ ❛♥❞
s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥❡✲❧❛②❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ▲●▼✲●▼▼✱ ▲●▼✲
●❙▼▼ ❛♥❞ ▲●▼✲◆▼❋ ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♦✉r❝❡s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❉❘ ✭✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚✮
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ▲●▼ ❛♥❞ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲◆▼❋ ✇✐t❤ ▲●▼ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭▲●▼✲▼◆▼❋✮ ✇✐t❤ ▲●▼✲●❙▼▼✲●❙▼▼ ❛♥❞ ▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼
✭✐✳❡✳ ●❙▼▼ ❧❡❛r♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ▲●▼✲▼◆▼❋✮✳ ❲❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ t❤❛t ▲●▼✲▼◆▼❋ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▲●▼✲●❙▼▼✲●❙▼▼ ♦♥ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r ▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s ▲●▼✲▼◆▼❋
♦♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚✮ ♦❢
▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸ s♦✉r❝❡s✱ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✼ ❞❇s ❛♥❞ ✽ ❞❇s ♦♥ t❤❡
❞r✉♠s ❛♥❞ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♥❡❛r❧② ✶✵ ❞❇s ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❞❛t❛s❡t✳
❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡✲
s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✈✐❛ ❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✳

✻✳✸ ❈♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s✱ ✐✳❡✳✱ st❛t✐❝ s♦✉r❝❡s ✜❧t❡r❡❞ ❜② s②♥t❤❡t✐❝ r♦♦♠ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s

❘❘ ♥➦ ✼✺✺✻
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✭❝✮ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚ ♦❢ ▲●▼ ❛♥❞
s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r t✇♦✲❧❛②❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ▲●▼✲●▼▼✲●▼▼✱ ▲●▼✲
●❙▼▼✲●❙▼▼ ❛♥❞ ▲●▼✲◆▼❋✲◆▼❋ ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✈✐❛ t❤❡ ❘♦♦♠s✐♠ t♦♦❧❜♦① ❬✸✶❪✳
❚❤❡ r♦♦♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡✿ ✹✳✹✺ ① ✸✳✺✺ ① ✷✳✺ ♠✳ ❚❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❘❚✮ ✐s
s❡t t♦ ✶✸✵ ♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s t♦ ✶ ♠✳

✻✳✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✜❧t❡rs

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s
A(f) ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ♠❛♥♥❡r ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
s♣❛t✐❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ simg

mn (τ) ♦❢ s♦✉r❝❡ n ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ m ✐s t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①t✉r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❬✸✷❪✱ t❤❛t ✐s✿

simg
mn (τ) = amn ∗ sn(τ)

✇❤❡r❡ ∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ amn ✐s t❤❡ ✜❧t❡r ♦❢ s♦✉r❝❡ n ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
m ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t Simg

mn (t, f) ❜❡ t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ simg
mn (τ)✱ t❤❡♥ t❤❡

s♦✉r❝❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛t t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✐♥t (t, f) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ Simg
n (t, f) =
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✭❝✮ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✿ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✭▲●▼✱ ▲●▼✲▼◆▼❋ ✐✳❡✳ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲◆▼❋ ✇✐t❤ ▲●▼ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ▲●▼✲●❙▼▼✲●❙▼▼✱
▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼ ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦✉r❝❡s✳

[Simg
1n (t, f), . . . , Simg

Mn (t, f)]T ✳ ❖✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ An(f) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ P❈❆ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t {Simg

n (t, f)}t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❉❯❊❚ ❬✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ◆▼❋ ❬✸✸❪ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡

♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ❛s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❛s❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t A(f) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ P❈❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✻✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡s ✷✳
❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇♦rt❤
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
✭✷✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ str✉❝t✉r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭▲●▼✲▼◆▼❋✱▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼✱
▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼✲●❙▼▼✮ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❙❉❘ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞❇s✳ ❆❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦r
t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ●❙▼▼ t♦ ▲●▼✲▼◆▼❋ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ✭✉♣ t♦ ✶ ❞❇ ❞❡♣❡♥❞✲
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✭❝✮ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❉❯❊❚ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s
✭▲●▼✱ ▲●▼✲▼◆▼❋ ✐✳❡✳ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲◆▼❋ ✇✐t❤ ▲●▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s♦♠❡
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼✱ ▲●▼✲▼◆▼❋✲●❙▼▼✲
●❙▼▼ ♦♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱
❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s✳

✼ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧
s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡
♠✐①t✉r❡s✳ ❆s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ ✜rst
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ r✉♥s ♦♥ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞
t❤✉s r❡♠❛✐♥s tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♦rt ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢✉s✐♦♥✳ ■t ✐s
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❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✷✷

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ✇❤✐❧❡
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✉r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ▲●▼ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧✲◆▼❋ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ s♦✉r❝❡
♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙♣❡❝tr❛❧✲●❙▼▼ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛❧✲◆▼❋ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ♦♥ st❡r❡♦ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠✐①t✉r❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✳
❚❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ♦✉t✲
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❉❯❊❚ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✶✵ ❞❇ ♦❢ ❙❉❘ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ◆▼❋ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡
t❤❛♥ ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts ♣♦♦r ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❬✸✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦ ❛s t♦ ❜❡tt❡r ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②
❛s ❬✸✺❪✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r
t❛s❦s t❤❛♥ ❇❙❙ s✉❝❤ ❛s ✐♥❞❡①✐♥❣ ♦r ❛✉❞✐♦ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●❙▼▼ ✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❛②✳
❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s ❬✸✻✱✷✵❪ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲❡ t❤❛♥❦ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐♥❝❡♥t ❢♦r ❦✐♥❞❧② s❤❛r✐♥❣ ❤✐s ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ▲●▼ ♠❡t❤♦❞
❬✶✵✱✸✼❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❇❡❧♦✉❝❤r❛♥✐ ❛♥❞ ▼✳ ❆♠✐♥✱ ✏❇❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
✈♦❧✳ ✹✻✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✷✽✽✽✕✷✽✾✼✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ P✳ ❇♦✜❧❧ ❛♥❞ ▼✳ ❩✐❜✉❧❡✈s❦②✱ ✏❯♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s✲
✐♥❣ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱✑ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✽✶✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✷✸✺✸✕
✷✸✻✷✱ ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❖✳ ❨✙❧♠❛③ ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❘✐❝❦❛r❞✱ ✏❇❧✐♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❡❝❤ ♠✐①t✉r❡s ✈✐❛
t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛s❦✐♥❣✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♥♦✳ ✼✱
♣♣✳ ✶✽✸✵✕✶✽✹✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✹❪ P✳ ❖✬●r❛❞②✱ ❇✳ P❡❛r❧♠✉tt❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘✐❝❦❛r❞✱ ✏❙✉r✈❡② ♦❢ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
s♣❛rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♠❛❣✐♥❣
❙②st❡♠s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✽✕✸✸✱ ✷✵✵✺✳

❬✺❪ ▲✳ P❛rr❛ ❛♥❞ ❈✳ ❙♣❡♥❝❡✱ ✏❈♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲
st❛t✐♦♥❛r② s♦✉r❝❡s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❆✉❞✐♦ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✸✱
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