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❆❜str❛❝t✿ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐❝ ✉s❡❞✱ ✐♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r ❛✐r q✉❛❧✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■t
❛✐♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠✬s st❛t❡✱ ♥❛♠❡❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ✜rst
❞❡s❝r✐❜❡ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ t♦ st✉❞② ✈❛r✐♦✉s ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐ss✉❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ str❛t❡❣② ❢♦r
t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛st✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
❛❞✈❡❝t✐♦♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇
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❘és✉♠é ✿ ▲✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s s❝✐✲
❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥
♠été♦r♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ♦❝é❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❡♥ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❧✐❡♥t ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
str❛té❣✐❡s ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞é❢❛✉ts r❡s♣❡❝t✐❢s
♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❢♦✉r♥✐s
s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s s❛t❡❧❧✐t❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s✱ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♥✉♠❡r♦✉s
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❡♦r♦❧♦❣②✱ ♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤②✱ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣②✱ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❝❤❡♠✐str②✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡❞✐❝✐♥❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡tt❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❛t❛✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❞❡❡♣ ✐♥s✐❣❤t ♦♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❧✐t②✳ ❚✇♦ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❛t r❡♠❛r❦✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✿ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✿
❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❄ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❚❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪✱ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❡st✐✲
♠❛t✐♥❣ ❛ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞ W(x, t) ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s I(x, t)✱ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝s✿

❼ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r W(x, t)✱

❼ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ W(x, y) ❛♥❞ I(x, t)✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✇❛②✿
■(W(x, t), (I(x, t)) = 0✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛
str❛t❡❣② ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✹❉✲❱❛r✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✱ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❡♥❞s t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ s♦♠❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ st✉❞②✳

✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣

▲❡t X ❜❡✐♥❣ ❛ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ x ✭x = (x, y) ❢♦r
✷❉ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ t✐♠❡ t✳ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ A = Ω× [t0, t1]✱ Ω ❜❡✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ [t0, t1] ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❲❡ ❛ss✉♠❡ X ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

∂X

∂t
(x, t) +▼(X)(x, t) = Em(x, t) ✭✶✮

▼✱ ♥❛♠❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❆s▼ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r Em ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s Y(x, t)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x ❛♥❞ ❞❛t❡ t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤
❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

Y(x, t) = ❍(X(x, t)) + Eo(x, t) ✭✷✮

❍ ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❧✐♥❦s ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✿

❍(X,Y)(x, t) = Eo(x, t) ✭✸✮

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r Eo s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❍ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r ❛t t = t0✿

X(x, t0) = Xb(x) + Eb(x) ✭✹✮

Xb ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ Eb✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r✱ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳

Em✱ Eo ❛♥❞ Eb ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Q✱ R ❛♥❞ B ❬✶✶❪✳

✷✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❙②st❡♠ ✭✶✮✱ ✭✹✮✱ ✭✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿

E(X) =
1

2

∫

A

∫

A

(

∂X

∂t
+▼(X)

)T

(x, t)Q−1

(

∂X

∂t
+▼(X)

)

(x′, t′)dxdtdx′dt′

+

∫

A

∫

A

❍(X,Y)T (x, t)R−1(x, t,x′, t′)❍(X,Y)(x′, t′)dxdtdx′dt′

+

∫

Ω

∫

Ω

(

X(x, t0) − Xb(x)
)T

B−1(x,x′)
(

X(x′, t0) − Xb(x
′)

)

dxdx′

✭✺✮

❆s Em✱ Eo ❛♥❞ Eb ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ E r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧♦❣✲❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✺

♦✉t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
∂E

∂X
✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ E ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ η✿

∂E

∂X
(η) = lim

γ→0

d

dγ
(E(X + γη)) ✭✻✮

❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✱ ♥❛♠❡❞ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
♦❢ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

λ(x, t) =

∫

A

Q−1(x, t,x′, t′)

(

∂X

∂t
+▼(X)

)

(x′, t′)dx′dt′ ✭✼✮

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❙②st❡♠ ❬✾❪✶✿

λ(x, t1) = 0 ✭✽✮

−
∂λ

∂t
+

(

∂▼

∂X

)∗

λ = −

∫

A

(

∂❍

∂X

)∗

(x, t)R−1
❍(X,Y)(x′, t′)dx′dt′ ✭✾✮

X(x, t0) =

∫

Ω

Bλ(x′, t0)dx
′ + Xb(x) ✭✶✵✮

∂X

∂t
+▼(X) =

∫

A

Qλ(x′, t′)dx′dt′ ✭✶✶✮

❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t✐♠❡ t1 ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✮✱ λ ❤❛s t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✳ ■t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥♦✐♥t

♦♣❡r❛t♦rs ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

(

∂▼

∂X

)∗

❛♥❞

(

∂❍

∂X

)∗

✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❙②st❡♠

✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s
✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ t❤✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✸ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

min
w∈V(w0)

E(w) = min
δw∈V(0)

E(w0 + δw)

✇❤❡r❡ w0 ❞❡♥♦t❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ E ❛♥❞ V(w0) ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ w0✳ ❚❤❡
st❛t❡ ✈❡❝t♦r X ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② Xb + δX ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮✱ ✭✶✵✮ ❛♥❞
✭✶✶✮✳ Xb ✐s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ δX t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆s ▼
❛♥❞ ❍ ❛r❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✭❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✿

▼(X) ≃ ▼(Xb + δX) =▼(Xb) +
∂▼

∂X

∣

∣

∣

Xb

δX ✭✶✷✮

❍(X,Y) ≃ ❍(Xb + δX,Y) = ❍(Xb,Y) +
∂❍

∂X

∣

∣

∣

Xb

δX ✭✶✸✮

✶❉♦♠ ❡st ❝❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ré❢ér❡♥❝❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✽✮ t♦ ✭✶✶✮ ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

λ(x, t1) = 0 ✭✶✹✮

−
∂λ

∂t
+

∂▼

∂X

∣

∣

∣

∗

Xb

λ = −

∫

A

∂❍

∂X

∣

∣

∣

∗

Xb

R−1

(

❍(Xb,Y) +
∂❍

∂X

∣

∣

∣

Xb

δX

)

dx′dt′

✭✶✺✮

Xb(x, t0) = Xb(x) ✭✶✻✮

∂Xb

∂t
+▼(Xb) = 0 ✭✶✼✮

δX(x, t0) =

∫

Ω

Bλ(x′, t0)dx
′ ✭✶✽✮

∂δX

∂t
+

∂▼

∂X

∣

∣

∣

Xb

δX(x, t) =

∫

A

Q(x, t,x′, t′)λ(x′, t′)dx′dt′ ✭✶✾✮

❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xb ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮✳
❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✳ ▲❛st✱ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ δX ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ Xb+δX ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞✐r❡❝t❧② ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❘❡❛❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛❜♦✉t
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳

✸ ▼♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥ts
❢r♦♠ ❙❡❛ ❙✉r❢❛❝❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ✭❙❙❚✮✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t② ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡ ❙❙❚ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♠❡t❡rs t♦ ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡② ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❙tr✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❡❞❞✐❡s✱ ❥❡ts✱
✜❧❛♠❡♥ts ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝❧♦✉❞s ❛r❡ ♥♦t tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ ❜❛♥❞s✱ ♥♦ ❞❛t❛
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝❧♦✉❞s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ❞❡♥s❡ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❧♦✉❞② ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R✳

❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸❪ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♠♦t✐♦♥
❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

✷❉❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✳ P❧♦t♥✐❦♦✈ ❛♥❞ ●✳ ❑♦r♦t❛❡✈ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r✐♥❡ ❍②❞r♦♣❤②s✐❝❛❧

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❡✈❛st♦♣♦❧✱ ❯❦r❛✐♥❡✳

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❡❛ ❙✉r❢❛❝❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❇❧❛❝❦ ❙❡❛✳ ❇❧❛❝❦
♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❧♦✉❞s ♦r ❣r♦✉♥❞ ❛r❡❛✳

✸✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

❆❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡② ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡s ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜② ♠♦st ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② st✉❞②✐♥❣ t❤❡
✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍♦r♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉♥❦ ❬✼❪✳
❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✽✱ ✶✵✱ ✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡✲
❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜② ❛✉t❤♦rs r❡tr✐❡✈✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤
❛ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉❧❛✲
t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② s❛t❡❧❧✐t❡ s❡♥s♦rs✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ s✉♣♣♦rt
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛sts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♦❝❡❛♥ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡✳

▲❡t I ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω✳ ▲❡t W(x, t) ❜❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ Ω ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t + △t✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✿

I(x + W(x, t)△t, t + △t) = I(x, t) ✭✷✵✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ W ❛♥❞ ✐ts ❧❡❢t ♠❡♠❜❡r ✐s ♦❢t❡♥
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛r♦✉♥❞ (x, t)✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❬✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂I

∂t
(x, t) + ∇I(x, t) · W(x, t) = 0 ∀x ∈ Ω ✭✷✶✮

✇✐t❤ ∇I =

(

∂I

∂x

∂I

∂y

)T

❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r · ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦

✈❡❝t♦rs✳
❇② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

X(x, t) = W(x, t)

Y(x, t) = I(x, t)

❍(X,Y)(x, t) =
∂I

∂t
(x, t) + ∇I(x, t) · W(x, t)

❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r Eo ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
R ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ■ts ✐♥✈❡rs❡ s❤♦✉❧❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✽ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

t❤❡♥ ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦✉❞② ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❉✐r❛❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ R ✐s
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

R(x, t,x′, t′) = r(x, t)δ (x − x′) δ (t − t′)

✇✐t❤ r ❛ r❡❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❜❡✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ❍✳ ■ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s✿

R−1(x, t,x′, t′) = δ (x − x′) δ (t − t′) r−1(x, t) ✭✷✷✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① r−1 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✇❤✐❧❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✭f ∈ [0, 1]✱
f = 0 ❢♦r ♥♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✮✱ ♦♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r−1 ✐s✿

r−1(x, t) = r−1
0 (1 − f(x, t)) + r−1

1 f(x, t) ✭✷✸✮

r−1(x, t) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✏♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✑ r−1
0 ✐❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ✵ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

✏♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✑ r−1
1 ✐❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ✶✳ ▼❛tr✐❝❡s r0 ❛♥❞ r1 ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡

❝♦♥st❛♥t ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ f ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

f(x, t) = fs❡♥s♦r(x, t)f❍(x, t) ✭✷✹✮

fs❡♥s♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡t❛❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡
❞❛t❛✳ f❍ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s 0 ✐❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮✮ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞✳

❲✐t❤ s✉❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛
❧♦✇ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

❆ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ X = W ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t✐♠❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣✐①❡❧ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

dX

dt
= 0

♦r✿
∂X

∂t
+ (X · ∇)X = 0 ✭✷✺✮

❚❤✐s ✐s ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✶✮✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ▼(X)(x, t) == (X(x, t) · ∇)X(x, t)✳

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r Em✱ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❋✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ✭✺✮ ❢♦r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠
∂X

∂t
+▼(X)✳ X ❜❡✐♥❣ ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r✱

t❤❡ Q ♠❛tr✐① ✐s ♦❢ s✐③❡ 2 × 2 ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

Q(x, t,x′, t′) = valQ(x − x′, t − t′)

(

1 0
0 1

)

✭✷✻✮

✇✐t❤ valQ(x, t) = exp(− 1
σ
(‖x‖+ |t|)) ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

∂X

∂t
+▼(X) ♦r valQ(x, t) = δ(x)δ(t) ❢♦r ❛ ③❡r♦✲♦r❞❡r ♦♥❡ ❬✸❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②✱

✇❡ ❢♦r❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X = W t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ▼✳

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✾

✹ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❛t ✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✹✳✶ ❋✐rst str❛t❡❣②

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② X ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡
s❡q✉❡♥❝❡ I✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s
♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❝✉r✈❡s ♦r s✉r❢❛❝❡s ♠❛t❝❤✐♥❣✱ tr❛❝❦✲
✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞
s❤❛♣❡ ❢r♦♠ s❤❛❞✐♥❣✳

❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ s♦❧✈❡s t❤❡ ❙②st❡♠ ④✭✶✮✱ ✭✹✮✱ ✭✸✮⑥✱ t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ A ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❛ss✐♠✐❧❛t✐♥❣
✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Y = I ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ▼✳

❆s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r Em(x, t)✱
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✺✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ t❡r♠ E1(X) ✭t❤❡ ✜rst ♦♥❡✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s
❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ A✿

E1(X) =
1

2

∫

A

∫

A

(

∂X

∂t
+▼(X)

)T

Q−1(x, t,x′, t′)

(

∂X

∂t
+▼(X)

)

dxdtdx′dt′

✭✷✼✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✹❉✲❱❛r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st
❝❛s❡ ▼ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦r ♦❝❡❛♥
♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞
♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss✳

■♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮✱ Xb ✐s t❛❦❡♥ ♥✉❧❧ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳

■♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✿ t❤❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣✐①❡❧ ♦r ❛ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛②
❜❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦✉❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❆s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝❛r❞
t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ♦r ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❛ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r st❛t❡ X ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Y = I

♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿ ❍(X,Y) =
0✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X ❛♥❞
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Y t♦ t❤✐s ✉♥✐q✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❡r♠✱ E2(X)✱
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ X ❛♥❞ Y✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✐s✿

E2(X) =

∫

A

∫

A

❍(X,Y)T (x, t)R−1(x, t,x′, t′)❍(X,Y)(x′, t′)dxdtdx′dt′

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ t❤✐s ✜rst str❛t❡❣② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

✹✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s

❲❡ ♥♦t❡ ■(X, I) = 0 t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ I t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
X t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s X✱ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Y ❛s I✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❍ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❍(X,Y) = ■(X, I)✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②
t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xe

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Xe(x, t) = (X(x, t) q(x, t))T ✇✐t❤ q(x, t) ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
q✉❛♥t✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡ I(x, t)✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ q(x, t)
t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ I(x, t)✳ Y(x, t) ✐s ❛❣❛✐♥ ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦
I(x, t)✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ q(x, t) ❛♥❞
Y(x, t)✿ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s q(x, t) − Y(x, t)✳ ❚❤❡ t❡r♠ E2(X)
✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✿

E2(Xe) =

∫

A

∫

A

(q − Y)T (x, t)R−1(x, t,x′, t′)(q − Y)(x′, t′)dxdtdx′dt′

❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛ss✐♠✐✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡s I(x, t) ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xe✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ str❛t❡❣② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✱ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐s ✜rst ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y✱ s✉❝❤ ❛s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❛✈❡❧❡t ♦r ❝✉r✈❡❧❡t ❬✶✷❪
tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ E2(X) ❜❡❝♦♠❡s✿

E2(Xe) =

∫ t1

t0

∫ t1

t0

(T (q) − T (Y))T (t)R−1(t, t′)(T (q) − T (Y))(t′)dtdt′

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ T ✐s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡
❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❡ r❛✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥✲
s♦r✱ ❜✉t ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
T ✱ ✇❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ t❤❡s❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ str❛t❡❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ str♦♥❣ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t✿ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❋ ❢♦r q(t)✿

∂q

∂t
(x, t) +❋(q)(x, t) = Ef (x, t) ✭✷✽✮

❆ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❛s ✐♥ ❬✶✷❪✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❬✼❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ t❤✐s tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✿ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s
♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡
❛❞✈❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s✳

❼ ■♥ t❤❡ ✜rst str❛t❡❣②✱ R ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪ ❛♥❞ s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✶✶

❼ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✱ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✷✮
❛♥❞ ✭✷✸✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ f ❡q✉❛❧ t♦ fs❡♥s♦r ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s✳

❼ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❤❛s t♦ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ✇❡❛❦♥❡ss
♦❢ t❤✐s str❛t❡❣②✳

✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② q t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xe✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ❛♥❞ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛✱ ❢♦r ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✶ ❋✐rst str❛t❡❣②✿ ❞✐r❡❝t ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst
str❛t❡❣② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✱
❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② q ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡
✈❡❝t♦r Xe✳

I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❚❤❡
st❛t❡ ✈❡❝t♦r X(x, t) ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r W(x, t) ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ Ω ❜❡t✇❡❡♥ t

❛♥❞ t + △t✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼❪✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

∂I

∂t
(x, t) + ∇I(x, t) · W(x, t) = 0 ∀x ∈ Ω ✭✷✾✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I(x, t) ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Y(x, t) ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❍ ✐s✿

❍(X,Y)(x, t) = ❍(W, I)(x, t) =
∂I

∂t
(x, t) + ∇I(x, t) · W(x, t) ✭✸✵✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡rr♦r ♠❛tr✐① R ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❍ ❜❡✐♥❣ s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r−1

0 ❛♥❞ r−1
1 ❛r❡ s❝❛❧❛r ❛♥❞

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❡t t♦ ǫ ❛♥❞ 1 − ǫ ✇✐t❤ ǫ ≃ 10−6✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✹✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ fs❡♥s♦r ✐s s❡t t♦ ✵ ✐❢ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ♦r ✇r♦♥❣❧② ❛❝q✉✐r❡❞
❛♥❞ t♦ ✶ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ f❍ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦✿ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥✉❧❧ ♦♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r❡② ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✾✮ ✐s t❤❡♥
r❡❞✉❝❡❞ t♦ 0 = 0 ♦♥ t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s✳ ❋♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠✱ f❍ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

f❍(x, t) = 1 − exp(−‖∇3I(x, t)‖2) ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ ∇3 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂W

∂t
+ (W · ∇)W = 0 ✭✸✷✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠✿

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y
= 0 ✭✸✸✮

∂V

∂t
+ U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y
= 0 ✭✸✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

▼(X) =▼(W) =
(

▼1(W) ▼2(W)
)T

=

(

U
∂U

∂x
+ V

∂U

∂y
U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y

)T

W ❜❡✐♥❣ ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ Q ♠❛tr✐① ✐s ♦❢ s✐③❡ 2 × 2 ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥
❛s✿

Q(x, t,x′, t′) = valQ(x − x′, t − t′)

(

QU 0
0 QV

)

✭✸✺✮

✇✐t❤ valQ(x, t) = exp(− 1
σ
(‖x‖ + |t|)) ♦r valQ(x, t) = δ(x)δ(t)✳ ❲❡ t❡st❡❞ ❜♦t❤

✇✐t❤♦✉t ♥♦t✐❝✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ❛t t = t0 ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r B(x,x′) = δ(x − x′)

(

BU 0
0 BV

)

❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ X(x, t0) = W(x, t0) ❛♥❞ Xb(x) = Wb(x)✳

✺✳✶✳✶ ❆❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r▼ ❛♥❞ ❍✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❛r❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
∂▼

∂X
(η) =

(

∂▼1

∂X
(η)

∂▼2

∂X
(η)

)T

❛♥❞✿

∂▼1

∂X
(η) = Uxη1 + Uη1

x + V η1
y + Uyη2 ✭✸✻✮

∂▼2

∂X
(η) = Vxη1 + Vyη2 + Uη2

x + V η2
y ✭✸✼✮

✇✐t❤ η =
(

η1 η2
)T

✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts x ❛♥❞ y st❛♥❞ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ y✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜②
♣❛rts ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ▼
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

(

∂▼1

∂X

)∗

(λ) = −Uλ1
x − Vyλ1 − V λ1

y + Vxλ2 ✭✸✽✮

(

∂▼2

∂X

)∗

(λ) = Uyλ1 − Uxλ2 − Uλ2
x − V λ2

y ✭✸✾✮

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✶✸

✇✐t❤ λ =
(

λ1 λ2
)T

✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ▼ ✐s ✇r✐tt❡♥✿
(

∂▼

∂X

)∗

(λ) = −

(

λ1
x λ2

x

λ1
y λ2

y

)T (

U

V

)

−

(

Vy −Uy

−Vx Ux

)T (

λ1

λ2

)

= −
(

∇λ1 ∇λ2
)T

W −
(

∇⊥V −∇⊥U
)T

λ

✇✐t❤ ∇⊥U =
(

Uy −Ux

)T
✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s✿

∂❍

∂X
(η) = ∇I · η

▲❡t µ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
(

∂❍

∂X

)∗

(µ) = µ∇I

✺✳✶✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ t❤r❡❡ P❉❊s ✭✭✶✼✮✱✭✶✺✮✱✭✶✾✮✮ ❜❡❝♦♠❡✿

∂W

∂t
+ (W · ∇)W = 0 ✭✹✵✮

−
∂λ

∂t
− (λ · ∇)W − (W · ∇⊥)λ = −∇IR−1 ⋆ L ✭✹✶✮

∂δW

∂t
+ (δW · ∇)W + (W · ∇)δW = Q ⋆ λ ✭✹✷✮

✇✐t❤ L = It + ∇IT (W + δW)✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✶✮ ❛♥❞ ✭✹✷✮
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❋♦r t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
L ❛♥❞ λ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❉✐r❛❝
♠❛tr✐① ❢♦r R ❛♥❞ Q r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ λ(t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛t t+1 ✐♥ ✭✹✶✮ ❛♥❞ δX(t)
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t t − 1 ✐♥ ✭✹✷✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ❢r❛♠❡✲
❜②✲❢r❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✿ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ ❛❞❥♦✐♥t
❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❧❡❢t ♦♥ t❤❡ ♠❛ss st♦r❛❣❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❢r❛♠❡s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ △x

❛♥❞ △t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❡①✲
❛♠✐♥❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮✿ ✐t ✐s ❛ ✷❉ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s t✇♦
❈♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✸✸✮ ❛♥❞ ✭✸✹✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ y ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥
s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
= 0 ✭✹✸✮

∂U

∂t
+ V

∂U

∂y
= 0 ✭✹✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✸✮ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ❛s
∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
= 0 ✇✐t❤

F (U) =
1

2
U2 ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤ s❝❤❡♠❡✿

Uk+1
i,j =

1

2
(Uk

i+1,j + Uk
i−1,j) −

△t

2△x
(F k

i+1,j − F k
i−1,j)

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

✇✐t❤ Uk
i,j = U(xi, yi, tk)✱ F k

i,j = F (U(xi, yi, tk))✳ ❚❤❡ t❡r♠ 1
2 (Uk

i+1,j + Uk
i−1,j)

st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❧❡ △t ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲
❋r✐❡❞r✐❝❤✲▲❡✈② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✭✹✹✮ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst✲
♦r❞❡r ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡ ❬✶❪✿

Uk+1
i,j = Uk

i,j −
△t

△x

(

max(V k
i,j , 0)

(

Uk
i,j − Uk

i,j−1

)

+ min(V k
i,j , 0)

(

Uk
i,j+1 − Uk

i,j

))

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✹✵✮ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✹✮
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ y✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✶✮ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✭(λ · ∇)W✮✱ ❛ t❡r♠ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥

✭(W · ∇)λ✮ ❛♥❞ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ ✭∇IR−1 ⋆ L✮✳ ■ts ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s −
∂λ1

∂t
−

Uλ1
x − Vyλ1 − V λ1

y + Vxλ2 = −IxR−1 ⋆ L✳ ■t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❡r♠✿

−
∂λ1

∂t
− Uλ1

x − Vyλ1 = 0 ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛s ✭✹✹✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s r❡tr♦❣r❛❞❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t✐♠❡ t1✿

(λ1)k−1
i,j =

(

1 +
△t

2△x
(V k

i,j+1 − V k
i,j−1)

)

(λ1)k
i,j +

△t

△x

(

max(Uk
i,j , 0)((λ1)k

i,j − (λ1)k
i−1,j) + min(Uk

i,j , 0)((λ1)k
i+1,j − (λ1)k

i,j)
)

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y ❛♥❞ t❤❡

❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠✿ −
∂λ1

∂t
− V λ1

y = −Vxλ2 − IxR−1 ⋆ L✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛♥ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡ ✐s

✉s❡❞✿

(λ1)k−1
i,j = (λ1)k

i,j −
△t

2△x

(

V k
i+1,j − V k

i−1,j

)

(λ2)k
i,j + △t(−IxR−1 ⋆ L)k

i,j +

△t

△x

(

max(V k
i,j , 0)((λ1)k

i,j − (λ1)k
i,j−1) + min(V k

i,j , 0)((λ1)k
i,j+1 − (λ1)k

i,j)
)

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✹✶✮ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✭✹✷✮✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✶✮✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡

s❛♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✺✳✷ ❙❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✿ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛

♣s❡✉❞♦✲q✉❛♥t✐t②

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xe(x, t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Xe(x, t) = (W(x, t) q(x, t))T ✳
■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ q✉❛♥t✐t② q ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s I✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Y ✐s ❛❣❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Y(x, t) = I(x, t) ✭✹✺✮

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✶✺

❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xe ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y ❜❡❝♦♠❡s✿

q(x, t) − Y(x, t) = 0 ✭✹✻✮

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❍ ✐s✿

❍(Xe,Y)(x, t) = q(x, t) − Y(x, t) ✭✹✼✮

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❛tr✐① R ✐s st✐❧❧
✈❛❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f r❡❞✉❝❡s t♦ fs❡♥s♦r✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Xe ✐s t❛❦❡♥ ❛s✿

∂W

∂t
+ (W · ∇)W = 0 ✭✹✽✮

∂I

∂t
+ W · ∇I = 0 ✭✹✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s

▼(Xe) =
(

▼1(Xe) ▼2(Xe) ▼3(Xe)
)T

=
(

UUx + V Uy UVx + V Vy Uqx + V qy

)T

✇✐t❤ ▼1(Xe) =▼1(W) ❛♥❞ ▼2(Xe) =▼2(W) ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳
Xe ❜❡✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Q ✐s ♦❢ s✐③❡ 3×3 ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥

❛s✿

Q(x, t,x′, t′) = valQ(x − x′, t − t′)





QU 0 0
0 QV 0
0 0 Qq



 ✭✺✵✮

✇✐t❤ valQ(x, t) = δ(x)δ(t)✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ❛t t = t0 ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮✱ Xeb(x)✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉❧❧

✈❛❧✉❡ ❢♦r W ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r q✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s

B(x,x′) = δ(x−x′)





BU 0 0
0 BV 0
0 0 Bq



 ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

❜❡t✇❡❡♥ Xe(x, t0) ❛♥❞ Xeb(x)✳

✺✳✷✳✶ ❆❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ η = (η1 η2 η3)
T ✱

∂▼1

∂Xe

(η) ❛♥❞
∂▼2

∂Xe

(η) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✻✮ ❛♥❞ ✭✸✼✮✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼3 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∂▼3

∂Xe

(η) = qxη1 + qyη2 + Uη3
x + V η3

y

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ λ = (λ1 λ2 λ3)T ✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
(

∂▼1

∂Xe

)∗

(λ) = −Uλ1
x − Vyλ1 − V λ1

y + Vxλ2 + qxλ3

(

∂▼2

∂Xe

)∗

(λ) = Uyλ1 − Uxλ2 − Uλ2
x − V λ2

y + qyλ3

(

∂▼3

∂Xe

)∗

(λ) = −Uxλ3 − Uλ3
x − Vyλ3 − V λ3

y

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✻ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❚❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡s t❤❛♥ ✐♥ ❙✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ U ❛♥❞ V ✳
❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t q ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡✿

qk+1
i,j = qk

i,j − ∆t

[

max(Uk
i,j , 0)

(

qk
i,j − qk

i−1,j

)

+ min(Uk
i,j , 0)

(

qk
i+1,j − qk

i,j

)

∆x

+
max(V k

i,j , 0)
(

qk
i,j − qk

i,j−1

)

+ min(V k
i,j , 0)

(

qk
i,j+1 − qk

i,j

)

∆x

]

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❛♥❞ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳
P❛rt ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲❡❢t✿ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞❀ ❘✐❣❤t✿ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q✳
✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥❛♠❡❞ ■▼❊
✭■♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧✲❊①t❡r♥❛❧✮ ❛♥❞ ■▼■ ✭■♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧✲■♥t❡r♥❛❧✱ s✐♥❝❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
q✉❛♥t✐t② q✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✶✼

◆♦r♠✭%✮ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥✭✐♥ ❞❡❣r❡❡✮
■▼❊ ✵✳✷✼✾ ✷✳✶✷✽
■▼■ ✵✳✵✾✽ ✵✳✼✾✷

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊rr♦r st❛t✐st✐❝s✳

✈❡❝t♦r✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s Wb = 0✳ ❋♦r ■▼■✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✈❛❧✉❡ qb ✐s t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡✳

❘❡s✉❧ts ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ■▼■✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❡❢t✿ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤❀ ❈❡♥t❡r✿ ■▼❊❀ ❘✐❣❤t✿ ■▼■✳
✳

✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❧❛❝❦
❙❡❛✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳

✸❉❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✳ P❧♦t♥✐❦♦✈ ❛♥❞ ●✳ ❑♦r♦t❛❡✈ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r✐♥❡ ❍②❞r♦♣❤②s✐❝❛❧

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❡✈❛st♦♣♦❧✱ ❯❦r❛✐♥❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✽ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▲❡❢t✿ r❡s✉❧t ♦❢ ■▼❊✱ ❘✐❣❤t✿ r❡s✉❧t ♦❢ ■▼■✳ ❯♣✿ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❈❡♥t❡r✿
♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞s s✉♣❡r♣♦s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✸✳ ❇♦tt♦♠✿ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞s s✉♣❡r♣♦s❡❞ t♦
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✹✳

■◆❘■❆



❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✹❉✲❱❛r ✶✾

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡✿ Wb = 0 ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s❀ qb =
✜rst ✐♠❛❣❡ ❢♦r ■▼■✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞s
❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ■▼■ ❛♥❞
♠✐ss❡❞ ❜② t❤❡ ■▼❊ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡
t❤❛♥ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♣❛♣❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ q✉❛♥✲
t✐t② X(x, t) ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ■(X(x, t), I(x, t)) = 0 t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ I(x, t)✱
✉s❡s X ❛s st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ I(x, t) ❛s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y(x, t) ❛♥❞ ❍(X,Y) = ■(X, I) ❛s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱
✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡❛s✐❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛r❡✿

❼ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ s✐③❡
♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❼ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❛♥❞
❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

❍♦✇❡✈❡r r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ q ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
t✐♠❡✲st❡♣ ✈❛❧✉❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳

❆s ❛ ✜rst ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ W ✇✐t❤✐♥ ■▼❊ ❛♥❞ ■▼■ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱
t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❝✉r✈❡
tr❛❝❦✐♥❣✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❲✳❋✳ ❆♠❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❝❛✲
❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✼✼✳

❬✷❪ ❆✳ ❆♣t❡✱ ❈✳❑✳❘✳❚✳ ❏♦♥❡s✱ ❆✳▼✳ ❙t✉❛rt✱ ❛♥❞ ❏✳ ❱♦ss✳ ❉❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✿
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❋❧✉✐❞s✱
✺✻✿✶✵✸✸✕✶✵✹✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✸❪ ❉✳ ❇éré③✐❛t ❛♥❞ ■✳ ❍❡r❧✐♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣
❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✺✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✹❪ ❉✳ ❇éré③✐❛t✱ ■✳ ❍❡r❧✐♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❨♦✉♥❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t
❛♥❞ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❱P❘✱ ♣❛❣❡s ✷✹✽✼✕✷✹✾✷✱ ✷✵✵✵✳
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✷✵ ❍❡r❧✐♥✱ ❇éré③✐❛t ✫ ▼❡r❝✐❡r

❬✺❪ ■✳ ❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ■✳ ❍❡r❧✐♥✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ❖①❢♦r❞✱ ❯❑✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✻✳

❬✻❪ ❚✳ ❈♦r♣❡tt✐✱ ❊✳ ▼é♠✐♥✱ ❛♥❞ P✳ Pér❡③✳ ❉❡♥s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ✢♦✇s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✹✭✸✮✿✸✻✺✕✸✽✵✱
▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬✼❪ ❇✳❑✳P✳ ❍♦r♥ ❛♥❞ ❇✳●✳ ❙❝❤✉♥❦✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡✱ ✶✼✿✶✽✺✕✷✵✸✱ ✶✾✽✶✳

❬✽❪ ❚✳ ■s❛♠❜❡rt✱ ❏✳P✳ ❇❡rr♦✐r✱ ❛♥❞ ■✳ ❍❡r❧✐♥✳ ❆ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✈❡❝t♦r s♣❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞s ♠♦t✐♦♥ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊✉✲
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❙♣r✐♥❣❡r✳

❬✾❪ ❋✳✲❳✳ ▲❡ ❉✐♠❡t✱ ■✳▼✳ ◆❛✈♦♥✱ ❛♥❞ ❉✳◆✳ ❉❛❡s❝✉✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ▼♦♥t❤❧② ❲❡❛t❤❡r ❘❡✈✱ ✶✸✵✿✻✷✾✕✻✹✽✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬✶✵❪ ❊✳ ▼é♠✐♥ ❛♥❞ P✳ Pér❡③✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r♦❜✉st t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✼✭✺✮✿✼✵✸✕
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❬✶✶❪ ❆✳ ❚❛r❛♥t♦❧❛✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ P❛r❛♠❡t❡r
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❬✶✷❪ ❖✳ ❚✐t❛✉❞✱ ❆✳ ❱✐❞❛r❞✱ ■✳ ❙♦✉♦♣❣✉✐✱ ❛♥❞ ❋✳✲❳✳ ▲❡ ❉✐♠❡t✳ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❡❧❧✉s ❆✱ ✻✷✿✸✵✕✹✼✱ ✷✵✶✵✳
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Centre de recherche INRIA Paris – Rocquencourt
Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Centre de recherche INRIA Bordeaux – Sud Ouest : Domaine Universitaire - 351, cours de la Libération - 33405 Talence Cedex
Centre de recherche INRIA Grenoble – Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier
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