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Resumo

A coloragdo 6tima dos vértices de um grafo é um dos problemas mais estudados em
teoria dos grafos devido ao niimero de aplicagoes que o problema modela e a dificuldade
inerente ao problema, pois determinar o nimero cromatico de um grafo é NP-dificil.
O Teorema de Hajés classico [Hajés, 1961] mostra uma condigdo necessaria e suficiente
para que um grafo possua numero cromético pelo menos k: o grafo deve possuir um
subgrafo k-construtivel. Este, por sua vez, é obtido a partir do grafo completo de
ordem k pela aplicacao de um conjunto de operagoes bem determinadas. Neste artigo,
provamos que a coloragao ponderada [Guan and Zhu, 1997] admite também uma versao
do Teorema de Hajos e, portanto, apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que o numero cromatico ponderado de um grafo seja pelo menos k, um inteiro
qualquer.

PALAVRAS’ CHAVE: Coloragao de Grafos, Teorema de Hajos, Coloragao
Ponderada AREA: Teoria de Grafos

Abstract

The vertex coloring problem is one of the most investigated problems in graph
theory because of it models several important practical problems and because of its
inherent difficulty: it is NP-hard to determine the chromatic number of a graph. The
Theorem of Hajés [Hajds, 1961] shows a necessary and sufficient condition to a graph
have chromatic number at least k: the graph must contain a k-constructible subgraph.
A graph is k-constructible if it can be obtained from a complete graph by successively
applying a set of well-defined operations. In this article, we prove that the weighted
coloring problem [Guan and Zhu, 1997] admits a version of the Hajés’ Theorem and
so we show a necessary and sufficient condition to a weighted graph G have weighted
chromatic number at least k, for any integer k.

KEYWORDS: Graph coloring, Hajos’ Theorem, Weighted Coloring AREA:
Graph Theory
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1 Introducao

O problema de coloracao de grafos consiste em determinar qual é o nimero cromético de um
grafo G, x(QG), i.e., a menor quantidade de cores tal que G admite uma coloragao prépria,
na qual vértices adjacentes devem receber cores diferentes.

Um problema que generaliza o problema de coloracao de grafos, definido por Guan e
Zhu [Guan and Zhu, 1997], é o problema de coloragao de grafos com vértices ponderados,
o qual chamamos coloragao ponderada. Neste, dado um grafo G com pesos associados aos
vértices, deseja-se encontrar o nimero cromético ponderado de G, x,(G).

Seja w¢(i1) o maior peso de um vértice em G, colorido com a cor 4, por uma coloragao
c. Entao, encontrar x,(G) consiste em determinar o menor valor de ., w. (i), para toda
coloracgao ¢ propria de G.

Claramente, o problema de coloracao de grafos é em coloragao de ponderada, o caso
onde todos os vértices tém peso unitario.

Hajos [Hajds, 1961] provou que x(G) > k se, e somente se, G é supergrafo de um grafo
k-construtivel. O conjunto dos grafos k-construtiveis é definido recursivamente como segue:

1. O grafo completo com k vértices é k-construtivel.

2. Se G é k-construtivel e x e y sdo dois vértices nao-adjacentes de GG, entdao o grafo
obtido pela identificagdo de x e y e a remogao de arestas multiplas, caso elas existam,
também serd k-construtivel.

3. Se G1 e G sao grafos k-construtiveis disjuntos, (a1,b1) é aresta de G e (ag,b2) é
aresta de (G, entao o grafo G obtido a partir de Gy U G2 pela remocao das arestas
(a1,b1) e (ag,bs), identificacao de a; com ay e adigao da aresta (by,b2), também sera
k-construtivel.

O Teorema de Hajés determina um conjunto de operagoes que permitem, a partir de
um grafo completo com k vértices, obter todos os grafos k-cromaticos, inclusive os k-
criticos. Um subgrafo k-critico H de um grafo G é um subgrafo de G tal que x(H) > k
e ¢ minimal com relacao a esta propriedade, i.e., para todo subgrafo préprio I de H,
x(I) < k. Similarmente, no caso de coloracao ponderada, chamamos um subgrafo k-
critico H de um grafo ponderado GG, um grafo tal que x,(H) > k e é minimal com relagao
a esta propriedade. Em outras palavras, dado um grafo G (ponderado), a dificuldade
em determinar se x(G) > k (analogamente, x,(H) > k), é equivalente a dificuldade de
determinar os subgrafos k-criticos de G. O Teorema de Hajés nos fornece exatamente um
meio para construi-los.

Existem resultados na literatura sobre extensées do Teorema de Hajos para diferentes
tipos de coloracao. Gravier [Gravier, 1996] provou uma extensao do Teorema de Hajés para
coloragao por listas. Kral [Kral, 2004] forneceu uma prova simplificada do resultado de
Gravier. Zhu [Zhu, 2003] encontrou uma extensao deste teorema para o nimero cromético
circular. Mohar [Mohar, 2005] demonstrou duas novas versaos do referido teorema para
o numero cromatico circular e uma extensao do Teorema de Hajos para o problema de
atribuicao de canais, i.e., uma coloracao de grafos ponderados em arestas. Neste artigo,
apresentaremos uma extensao do Teorema de Hajés para coloracao ponderada.

2 Definicoes

Defini¢ao 2.1 Dado um grafo G = (V,E), uma colora¢ao prépria de G é uma fung¢do
c:V — 7, tal que se (z,y) € E, entao c(x) # c(y).
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Definicao 2.2 Dado um grafo G = (V, E), uma fung¢do de pesos nos vérticesw : V.— Rxq
e uma colorag¢ao prépria ¢ de G, chamamos de representante da cor i em c, rep.(i), um
e somente um, v € V tal que w(v) > w(zx),Yx € V, onde c(z) = c(v) = i.

Defini¢ao 2.3 Dados os grafos G = (V,E), H = (V',E') e duas fun¢des de pesos nos
vértices w : V. — Ry e w' : V! — Rxq, dizemos que H C G (H € subgrafo de G) se
VICV,EECFEeYoeV' NV temos w'(v) < w(v).

Notacao 2.1 Denotamos o conjunto de grafos G = (V,E), ponderados por fun¢des w,
completos de ordem vy, tal que ZUGV(G) w(v) =z, por K.

Dado um grafo G = (V, E), ponderado por uma funcao w : V.— R>;, determinar o
nimero cromatico ponderado de G, x,(G), consiste em determinar:

Xp(G) = min Z w(v) | v = rep.(i), Ve coloracao prépria de G,i € Z
veV(G)

3 Teorema de Hajos para Coloracao Ponderada
Considere a variagao da construcao de Hajos definida a seguir:

Definicao 3.1 O conjunto dos grafos k-construtiveis é redefinido recursivamente como se-
gue:

1. Os grafos KF Vi€ {1,...,k} sdo k-construtiveis.

2. Dado um grafo G = (V, E) k-construtivel, o grafo H = (V', E"), obtido pela identi-
ficacdo de dois vértices nao-adjacentes de G, a e b, e remocdo de eventuais arestas
maltiplas, gerando um vértice ab em V', onde w(ab) = maz{w(a), w(b)}, também serd
k-construtivel.

3. Soma de Hajés: Dados dois grafos disjuntos G1 e Gy e duas arestas (ai,by1) e
(a2, be), pertencendo respectivamente a Gy e Ga, o grafo G obtido a partir de G1UGs
pela remocgdo de (a1,b1) e (ag,bs), identificacio de a1 com az, gerando um vértice
ajaz, onde w(aiaz) = max {w(ay),w(az)} e adicionando uma aresta entre by e ba,
também serd k-construtivel.

Teorema 3.1 Seja G = (V, E) um grafo ponderado. Entao, x,(G) > k se, e somente se,
G possui um subgrafo H, tal que H é k-construtivel.

Prova: Provemos primeiro que se x,(G) > k, entao G possui um subgrafo H k-construtivel.
Suponhamos, por absurdo, que o teorema é falso e consideremos um grafo G ponderado,
contra-exemplo maximal em arestas. Vamos provar primeiro que G nao é um grafo multi-
partite completo. Suponhamos, por absurdo, o contrario, e seja p a quantidade de parti¢coes
de GG. H4 dois casos a examinar:

1. p > k: Nesse caso, G contém um subgrafo isomorfo ao K ,’j Basta, em k partigoes,
escolhermos um vértice de cada. Mas, isso contradiz a escolha de G como contra-
exemplo.
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2. p < k: Observemos que, em cada classe de cor da coloragao 6tima ¢, nao hé quaisquer
dois vértices em particoes distintas de G. Mais ainda, nao pode existir mais de
uma classe de cor em uma mesma particao. Por absurdo, suponhamos que existem
duas classes de cores (cores i e j), cujos vértices pertencem a uma tunica partigao de
G. Consideremos os vértices x e y como sendo rep.(i) e rep.(j), respectivamente.
Suponhamos que w(z) > w(y), entdao uma coloracao ¢, obtida a partir de ¢ pela
unido das classes de cores i e j, tem custo exatamente x,(G) — w(y), contradizendo
a otimalidade de c. Logo, cada particao é totalmente colorida por uma mesma classe
de cor. Dessa forma, os vértices com maior peso em cada particao serao exatamente
os representantes de cada classe de cor. Por conseguinte, observemos que o subgrafo
induzido pelos representantes contém um elemento do conjunto K 1’;, visto que x,(G) >
k e p < k. Isto é um absudo, pois nao existia subgrafo k-construtivel em G.

Logo, G nao é multipartite completo. Conseqiientemente, G nao satisfaz a relagao de
equivaléncia de nao-adjacéncia. Entao, existem trés vértices em G, digamos a, b e c, tais
que (a,b), (b,c) ¢ E(G) e (a,c) € E(G). Consideremos agora os grafos G; = G + (a,b) e
G2 = G + (b,c). Pela maximalidade de G, G; e G2 possuem, respectivamente, subgrafos
Hy e Hy que sdo grafos k-construtiveis. Obviamente, as arestas (a,b) e (b, c) pertencem,
respectivamente, a H; e Hs, pois foi a inclusao dessas arestas que gerou um subgrafo k-
construtivel em G e Go. Agora, consideremos a aplicacdo da Soma de Hajés em Hy e Ho
nas arestas (a,b) de Hj e (b,c) de Ha, identificando os vértices rotulados b. Por tltimo,
identifiquemos todos os vértices de H; com os seus vértices correspondentes em Hj, caso
eles existam. Observemos que um grafo isomorfo a um subgrafo de G é obtido ao final dessa
seqiiéncia de identificagées. Logo, G contém um subgrafo k-construtivel. Absurdo.

Vamos provar agora que, se G possui um subgrafo H k-construtivel, entao x,(G) > k.
Observemos que x,(G) > xp(H). Logo, basta mostrar que x,(H) > k. Demonstremos por
indugao no nimero de operagoes de Hajds (definidas em 3.1) aplicadas para se obter H.

Suponhamos que H é isomorfo a um dos grafos bésicos Kik, Vi e {1,...,k}. Nesse caso,
em qualquer coloracao de H, cada classe de cor contém um tnico vértice de H e, portanto,
o numero cromatico ponderado de H ¢ igual a k.

Se H nao é um grafo k-construtivel basico, H foi obtido por uma das operacoes definidas
em 3.1.

Suponhamos que H tenha sido obtido através da identificacao de dois vértices nao-
adjacentes a e b de um grafo H' k-construtivel. Seja ab o vértice de H obtido pela identi-
ficacao de a e b. Por hipétese de inducao, H' possui niimero cromdtico ponderado pelo me-
nos k. Suponhamos, por absurdo, que x,(H) < k e consideremos uma coloracao ponderada
6tima ¢ de H. Logo, uma coloracao ¢’ de H' pode ser obtida a partir de ¢, atribuindo-se a a e
b a cor de ab e mantendo-se as cores dos outros vértices tais como lhes foram atribuidas por
c. Observemos que, exceto pela cor i de ab, para todas as outras cores j, repl.(j) = rep.(j).
Para a cor i, o rep.(i) tem peso superior ou igual ao peso de ab, que, por sua vez, é superior
ou igual ao peso de a e b. Portanto, a coloracao ¢’ tem peso igual ao da coloracao ¢ que é
inferior a k, contradizendo a hip6tese de H' ser k-construtivel.

Finalmente, Suponhamos agora que H foi obtido a partir de grafos k-construtiveis Hy e
Hs pela Soma de Hajds nas arestas (a1, b1) e (az,b2) de Hy e Hy, respectivamente. Seja ajas
o vértice de H obtido pela identificagdo a; e ag. Suponhamos, por absurdo, que x(H) < k,
enquanto x(H1) > k e x(Hz) > k. Consideremos uma coloragao ponderada 6tima c¢ de
H. Observemos que c(ajaz) # c(by) ou c(aiaz) # c(be) (pois by e by sdo adjacentes). Sem
perda de generalidade, suponhamos que ¢(ajaz) # ¢(b1). Logo, uma coloragao ¢’ obtida
pela restricao de ¢ a Hy, atribuindo-se a a; a cor de ajas é tal que para toda classe de cor j
de ¢/, temos que o peso de repl(j) < rep.(j) (inclusive para a cor j de ap, pois o peso de a;
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é inferior ou igual ao peso de ajay). Conseqilentemente, o peso de ¢’ é inferior ou igual ao
peso de ¢, que, por sua vez, ¢ inferior a k, contradizendo a hipétese de Hy ser k-construtivel.
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