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❆ P❖▼❉P ❊①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❇❡❧✐❡❢✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❘❡✇❛r❞s

✭❊①t❡♥❞❡❞ ❱❡rs✐♦♥✮

▼❛✉r✐❝✐♦ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t

❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s ✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t

❚❤❡♠❡ ✿ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
P❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❈♦❣♥✐t✐♦♥✱ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ▼❛✐❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✼✹✸✸ ✖ ✷✷ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✵ ✖ ✶✽ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ✭P❖▼❉Ps✮ ♠♦❞❡❧
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✲
✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣❧✐❡s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ρP❖▼❉Ps✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ P❖▼❉Ps ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ρ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ❝♦♥✈❡①✱ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✭✶✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ρ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤
❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ✭P❲▲❈✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✉s❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s❀ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❀
❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣❀ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥



❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s P❖▼❉Ps ❛✈❡❝ ❞❡s
ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡

✭❱❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡✮

❘és✉♠é ✿ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✭P❖▼❉P✮ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✲
✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés
❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ét❛ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬ét❛t✳
❆ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ρP❖▼❉P✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s P❖▼❉P ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ρ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦✉r❛♥t❡ q✉❡ ρ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✶✮ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ρ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ✭P❲▲❈✮✱ ❡t ✭✷✮ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝ts ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤és ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛♣rès ❞❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧✐♠✐té❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s❀ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡❀ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡❀ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t
❝♦♥✈❡①❡
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❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s
✭P❖▼❉Ps✮ ❬✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ ❛❝t s♦ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✈✐s✐t❡❞ st❛t❡s ♦♣t✐♠✐③❡s s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠
✐s ♥♦t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝t s♦ ❛s t♦
❛❝q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐s ❛❜♦✉t ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①❛♠s s♦
❛s t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ❛ ♣❛t✐❡♥t ❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦st ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ P❖▼❉P ❜② r❡✇❛r❞✐♥❣✖✐❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧✖❛ ✜♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥
❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s❡r✬s ✏❜❡st ❣✉❡ss✑✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ✇♦r❦ ❢♦r♠❛❧✐③❡s
❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ✇✐t❤ P❖▼❉Ps ❬✷✱ ✸✱ ✹❪✳

❆♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✴✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✱ ❡✳❣✳✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ P❖▼❉Ps ❛r❡ ♥♦t ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✱
♥♦t ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✲
st❛♥t r❡✇❛r❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ❢♦r♠❛❧✐s♠
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤
r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❢♦r❝❡❞ t♦ ✜t ✐♥
t❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♠❡❛♥s✱ ♥♦t ❛♥ ❡♥❞✱ ❛♥❞
t❤✉s✱ ❛ ✏✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✑ s❡q✉❡♥t✐❛❧✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈✲
❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s✐❣♥❡r ❤❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✿
✭✐✮ t❤❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❬✺❪ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❬✷❪ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t t♦ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❛s❦s✖❛♥❞ t❤✉s ❤♦✇ t♦
r❡❛❝t t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳

❆❢t❡r r❡✈✐❡✇✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ P❖▼❉Ps ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ρP❖▼❉Ps✖❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❖▼❉Ps ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ✐s
❛ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡①✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✖❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡①✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✈✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❧✐♥❡❛r ✭❙❡❝✳ ✸✳✸✮ ♦r ♥♦t ✭❙❡❝✳ ✹✮✳

✷ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❉Ps

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t P❖▼❉Ps ❛❞❞r❡ss ✐s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣♦❧✐❝② π ❝❤♦♦s✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ♣❛st ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ❢✉t✉r❡ ❣❛✐♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❡✇❛r❞ ♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✇❛r❞ ♣❡r
t✐♠❡ st❡♣✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ❢❛❝❡

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸



ρ✲P❖▼❉Ps ✺

t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜✉t ❛❧s♦
✇❤♦s❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥✳

✷✳✶ P❖▼❉P ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋♦r♠❛❧❧②✱ P❖▼❉Ps ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t✉♣❧❡ 〈S,A,Ω, T, O, r, b0〉 ✇❤❡r❡✱ ❛t ❛♥②
t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡ s ∈ S ✭t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✮✱ t❤❡ ❛❣❡♥t
♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A ✭t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✮ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ✭✶✮ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
❛ st❛t❡ s′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′) = Pr(s′|s, a)✱ ✭✷✮ ❛♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ∈ Ω ✭t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
O(s′, a, o) = Pr(o|s′, a)✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ s❝❛❧❛r r❡✇❛r❞ r(s, a)✳ b0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r st❛t❡s✳ ❯♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ st❛t❡✱ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡ts ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❬✻❪✳

❚❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ b ∈ ∆ = Π(S) ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r S✮✱✶ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✮ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❝t✐♦♥
a ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ o✿

ba,o(s′) =
O(s′, a, o)

Pr(o|a, b)

∑

s∈S

T (s, a, s′)b(s),

✇❤❡r❡ Pr(o|a, b) =
∑

s,s′′∈S O(s′′, a, o)T (s, a, s′′)b(s)✳ ❯s✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡s✱ ❛
P❖▼❉P ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ▼❉P ♦✈❡r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡✱ ♦r ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P✱
〈∆,A, τ, ρ〉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ τ ❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✈❡r ∆ × A × ∆ ❛♥❞ ∆ × A✳ ❲✐t❤ t❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❆♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ P❖▼❉P
❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✖❛♥❞ t❤✉s ✐♥✜♥✐t❡✖❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▼❉P✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞
❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ ❛s ✐♥♣✉t✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡
❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ✈❡r✐❢②✐♥❣ π∗ = argmaxπ∈A∆ Jπ(b0) ✇❤❡r❡ Jπ(b0) =
E [

∑∞
t=0 γρt|b0, π]✱ ρt ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡

st❡♣ t✱ ❛♥❞ γ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❬✼❪ ❧❡ts ✉s
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jπ∗

r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Vn(b) = max
a∈A



ρ(b, a) + γ

∫

b′∈∆

τ(b, a, b′)Vn−1(b
′)db′





= max
a∈A

[

ρ(b, a) + γ
∑

o

Pr(o|a, b)Vn−1(b
a,o)

]

, ✭✶✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ b ∈ ∆✱ V0(b) = 0✱ ❛♥❞ Jπ∗

(b) = Vn=H(b) ✭✇❤❡r❡H ✐s t❤❡✖♣♦ss✐❜❧②
✐♥✜♥✐t❡✖❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✳

❚❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(s, a) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a)
❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤✐s ❜❡❧✐❡❢✲❜❛s❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

✶Π(S) ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣❧❡① ❜❡❝❛✉s❡ ‖b‖1 = 1✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ ∆ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ b✳
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♦❢ t❤❡ P❖▼❉P r❡✇❛r❞s✿

ρ(b, a) =
∑

s

b(s)r(s, a). ✭✷✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✶ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥✲
✈❡① ✭P❲▲❈✮ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥ ❬✶❪✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✭❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t
❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
Γn ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥ n✱ t❤❡♥
Vn(b) = maxα∈Γn

∑

s b(s)α(s)✳

✷✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps ✇✐t❤ ❊①❛❝t ❯♣❞❛t❡s

❯s✐♥❣ t❤❡ P❲▲❈ ♣r♦♣❡rt②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✉♣❞❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✶✿

Vn(b) = max
a∈A

∑

o

∑

s

b(s)

[

r(s, a)

|Ω|
+
∑

s′

T (s, a, s′)O(s′, a, o)χn−1(b
a,o, s′)

]

, ✭✸✮

✇✐t❤✷ χn(b) = argmax
α∈Γn

b · α✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥ ❊q✳ ✸✱ t❤✐s

❣❡♥❡r❛t❡s |Ω| × |A| Γ✲s❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ s✐③❡ |Γn−1|✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Γn
a,o

=

{

ra

|Ω|
+ P a,o · αn−1

∣

∣

∣

∣

αn−1 ∈ Γn−1

}

, ✭✹✮

✇❤❡r❡ P a,o(s, s′) = T (s, a, s′)O(s′, a, o) ❛♥❞ ra(s) = r(s, a)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ♦❜✲
t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✭

⊕

❜❡✐♥❣
t❤❡ ❝r♦ss✲s✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts✮✿

Γn =
⋃

a

⊕

o

Γn
a,o
.

❨❡t✱ t❤❡s❡ Γn
a,o

s❡ts✖❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✜♥❛❧ Γn✖❛r❡ ♥♦♥✲♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✿ s♦♠❡
α✲✈❡❝t♦rs ♠❛② ❜❡ ✉s❡❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Pr✉♥✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✈❡❝t♦rs✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❇❛t❝❤ ❊♥✉♠❡r✲
❛t✐♦♥ ❬✽❪ ♦r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❲✐t♥❡ss ♦r ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣
❬✻❪✳

✷✳✸ ❙♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps ✇✐t❤ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❯♣❞❛t❡s

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ b0✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❖▼❉P s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ❬✾❪✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ✭P❇✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞

✷❚❤❡ χ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ✈❡❝t♦r✱ s♦ χn(b, s) = (χn(b))(s)✳
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t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣♦❡s
❢r♦♠ ▲♦✈❡❥♦②✬s ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❬✶✵❪ ✈✐❛ P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✬s P❇❱■ ❬✶✶❪✱ ❙♣❛❛♥ ❛♥❞ ❱❧❛ss✐s✬
P❡rs❡✉s ❬✶✷❪✱ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✬ ❍❙❱■✷ ❬✶✸❪✱ t❤r♦✉❣❤ t♦ ❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✬s
❙❆❘❙❖P ❬✶✹❪✳

❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ n ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ s❡❧❡❝ts ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts Bn ❜❛s❡❞ ♦♥ Bn−1 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Vn−1❀

✷✳ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❇❡❧❧♠❛♥ ❜❛❝❦✉♣ ❛t ❡❛❝❤ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t b ∈ Bn✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡
α✲✈❡❝t♦r ♣❡r ♣♦✐♥t❀

✸✳ ♣r✉♥❡s ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✐✛❡r ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❤♦✇ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞
✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❊①✐st✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐❞❡❛s ❧✐❦❡ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦r ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❜❡❧✐❡❢ s✐♠♣❧❡①✱ ♣✐❝❦✐♥❣ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ✭❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ b0✮✱ ❛❞❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t r❡❣✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❬✶✺❪✳

✸ P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❆❝t✐✈❡ ❙❡♥s✐♥❣

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ρP❖▼❉Ps

❆❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ ❣♦❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❡❛♥s ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳ ❙♦♠❡ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤✐s ✇❛② ✭❡✳❣✳ ❛❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❆
s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛♥ ❡①✲
♣❧✐❝✐t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❜❡❧✐❡❢s r❛t❤❡r t❤❛♥ st❛t❡s✳ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ♥❡✈❡r✲❡♥❞✐♥❣ t❛s❦ t❤❛t
❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♦❜❥❡❝t✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡♥ ❤❛✈✐♥❣ s❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥s ❜✉t ♦♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ♦❢ ❛ P❖▼❉P ❝❛♥♥♦t
♠♦❞❡❧ t❤✐s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐st♦r② ✐♥ t❤❡ st❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❡①♣❧♦s✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ r❡✇❛r❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❝q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❡①♣❧♦r❡s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜❡❧✐❡❢ ▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρ(b, a)
✐♥ ❊q✳ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✳

❆s ❊q✳ ✷ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ✇✐t❤ P❖▼❉Ps ✐s ❜r♦❦❡♥✳ ❲❡
❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ P❖▼❉Ps s✉❝❤ ❛s st❛t❡s✱
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❆ ✇❛② ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤✐s ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ P❖▼❉P ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ t♦ ❛ ρ✲❜❛s❡❞ P❖▼❉P ✭ρP❖▼❉P✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇❛r❞ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ r(s, a)✱ ❜✉t ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a)✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ρ(b, a)
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦r

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸



ρ✲P❖▼❉Ps ✽

❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ❬✸✱ ✷✱ ✹❪✳ ▼♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❤❛♥♥♦♥✬s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❡♥tr♦♣② ♦r t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞✐st❛♥❝❡ ❬✶✻❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s r❡✇❛r❞s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦
♠❡❛s✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ❢✉♥❝t✐♦♥
ρent(b) = log2(|S|) +

∑

s∈S b(s) log2(b(s))✖✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢
t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✖✐s ✉s❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ♦r✐❣✐♥❛❧
❡♥tr♦♣②✳ ❆❧s♦✱ ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❡♥t❡r ✭❉❙❈✮✱ ρdsc(b) = ‖b − c‖m✱ ✇❤❡r❡ c ✐s
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ m ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ρ(b, a) ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❛t❡✲❛❝t✐♦♥ r❡✇❛r❞s✖
❛s ✐♥ ❊q✳ ✷✖❛♥❞ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦r ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼✐❤❛②❧♦✈❛
❡t ❛❧✳✬s ✇♦r❦ ❬✸❪ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦sts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢
❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❖▼❉P
❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ρP❖▼❉Ps✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s✳

✸✳✷ ❈♦♥✈❡①✐t② Pr♦♣❡rt②

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♥♦r♠❛❧ P❖▼❉Ps ✐s t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❛
❜❡❧✐❡❢✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ❜❡❝❛✉s❡ r(s, a) ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ s✉♠ ❛♥❞ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦rs ♣r❡s❡r✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
❬✶❪✳ ❋♦r ρP❖▼❉Ps✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b, a) ✐s
❝♦♥✈❡①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ■❢ ρ ❛♥❞ V0 ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ∆✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Vn ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ✐s ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r ∆ ❛t ❛♥② t✐♠❡ st❡♣ n✳ ❬Pr♦♦❢ ✐♥ ❆♣♣✳ ❆❪

❚❤✐s ❧❛st t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ρ(b, a) ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r b✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡❧✐❡❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
✇❤✐❝❤ st❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❤✐❣❤❡r r❡✇❛r❞s t♦ t❤♦s❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t
❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❡❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ ♣❛②❧♦❛❞s ♥❡❛r t❤❡ ❝♦r♥❡rs
♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣❛②❧♦❛❞s ♥❡❛r ✐ts ❝❡♥t❡r✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s
♦♥❧② ♦♥ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡①✐t② ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V0 ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡✲
❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ V0 = 0 ❢♦r ✜♥✐t❡✲❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡
✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛✐r❧② ❣❡♥❡r❛❧ r❡✲
s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ P❧✉s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ V0 = 0✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦
♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐❢ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡♥ Vn
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✳

✸✳✸ P✐❡❝❡✇✐s❡ ▲✐♥❡❛r ❘❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✉♣❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ P❖▼❉P
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❝❛s❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ρ ✐s ♥♦t P❲▲❈ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❙❡❝✳ ✹✳

✸✳✸✳✶ ❊①❛❝t ❯♣❞❛t❡s

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ρ(b, a)✱ ❜❡✐♥❣ ❛ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s❡✈❡r❛❧
Γ✲s❡ts✱ ♦♥❡ Γa

ρ ❢♦r ❡❛❝❤ a✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

ρ(b, a) = max
α∈Γa

ρ

[

∑

s

b(s)α(s)

]

.

❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❊q✳ ✸

Vn(b) = max
a∈A

∑

s

b(s)

[

χa
ρ(b, s) +

∑

o

∑

s′

T (s, a, s′)O(s′, a, o)χn−1(b
a,o, s′)

]

,

✇❤❡r❡ χa
ρ(b, s) = argmax

α∈Γa
ρ

(b · α)✳ ❚❤✐s ✉s❡s t❤❡ Γ✲s❡t Γa
ρ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s |Ω| × |A|

Γ✲s❡ts✿

Γn
a,o

= {P a,o · αn−1|αn−1 ∈ Γn−1},

✇❤❡r❡ P a,o(s, s′) = T (s, a, s′)O(s′, a, o)✳
❊①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ♦r ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s P❖▼❉P ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❢♦r P❖▼❉Ps✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲s✉♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡ αa,o ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Γ✲s❡t
Γn

a,o
✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥❡ αρ ❢r♦♠ t❤❡ Γ✲s❡t Γa

ρ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✇❛r❞✿

Γn =
⋃

a

[

⊕

o

Γn
a,o

⊕ Γa
ρ

]

.

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s✉♠ ❣❡♥❡r❛t❡s |R| t✐♠❡s ♠♦r❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝
P❖▼❉P✱ |R| ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ α✲✈❡❝t♦rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ρ(b, a) ❢✉♥❝t✐♦♥✸✳

✸✳✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❯♣❞❛t❡s

P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s P❇❱■ ♦r ❙❆❘✲
❙❖P ❞♦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❖▼❉P ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡✇❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❡❧❡❝t t❤❡
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t✱ s♦ t❤❡ s❛♠❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡t Γa

ρ✳

✹ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦ ❖t❤❡r ❘❡✇❛r❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦r t❤❡ ❉❙❈ ✭✇✐t❤m > 1
❛♥❞ m 6= ∞✮ ❛r❡ ♥♦t ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ✈❛❧✉❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡♠ ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ st❡♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t

✸▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r |R| ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝t✐♦♥✳
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❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡❛✲
s✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s t♦ ❛♣♣❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸
✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳

✹✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ρ

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b)✱✹

❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✭❛♥❞ ✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts B ⊂ ∆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✲
✜♥❡❞✳ ❆ ❧♦✇❡r P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ(b) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t b′ ∈ B ❛s ❛ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❧✇❛②s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ρ(b)✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ωb′(b) = ρ(b′)+ (b− b′) · ∇ρ(b′) ✐s t❤❡
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ρ(b) ✉s✐♥❣ ❛ s❡t B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ωB(b) = maxb′(ωb′(b))✳

❆t ❛♥② ♣♦✐♥t b ∈ ∆ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ǫB(b) = |ρ(b)− ωB(b)|, ✭✺✮

❛♥❞ ✐❢ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣✐❝❦ b ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ǫB(b) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✭✇♦rst ❡rr♦r✮✱
t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ❜♦✉♥❞ t❤✐s ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ρ✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ(b′) t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
ωb′(b) ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦r♠ ❬✶✼❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ♥♦t ▲✐♣s✲
❝❤✐t③ ✭f(x) = x log2(x) ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❧♦♣❡ ✇❤❡♥ x → 0✮✱ s♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t
❣❡♥❡r✐❝ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❨❡t✱ ✉♥❞❡r
❝❡rt❛✐♥ ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛ ♣r♦♣❡r ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳
❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ♦✈❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t②
♦❢ ρ✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ b✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞
❛ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥t ✐♥ B ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❜✉t ✇✐t❤✐♥ ❛
❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ b✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(b)
✈❡r✐✜❡s t❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❜♦t❤ ❧❡♠♠❛s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r
♦❢ ρ✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

∆

∆ε

b

b′

b” ε
ε′

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙✐♠♣❧✐❝❡s ∆ ❛♥❞ ∆ε✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts b✱ b′ ❛♥❞ b′′✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t b ∈ ∆✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣♦✐♥t b∗ = argmaxx∈B ωx(b)
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ B ✇❤♦s❡ t❛♥❣❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ❛♣✲

✹❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✖❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✖✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ρ(b, a) =
ρ(b)✳

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸



ρ✲P❖▼❉Ps ✶✶

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ❛t b✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t b ∈ ∆ ✇❤❡r❡ ǫB(b) ✐s ♠❛①✐♠✉♠✿ t❤✐s
❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ(b∗)✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♦♠❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ρ ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ t♦ ✐♥✜♥✐t② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❛s❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❤❛r❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡♥✲
s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ b∗✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ s❛❢❡ b′′ ∈ B

✭❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥t b′ ✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r
s✐♠♣❧❡① ∆ε✱ ✇❤❡r❡ ∆ε = {b ∈ [ε, 1]N |

∑

i bi = 1} ✇✐t❤ N = |S|✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ b ∈ ∆ ❛♥❞ ε ∈ (0, 1

N ]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦✐♥t b′ = argminx∈∆ε
‖x−

b‖1 ❛s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t t♦ b ✐♥ ∆ε ❛♥❞ b′′ = argminx∈B ‖x − b′‖1 ❛s t❤❡ ❝❧♦s✲
❡st ♣♦✐♥t t♦ b′ ✐♥ B ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ‖b − b′′‖1 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ B✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
δB = min

b∈∆
max
b′∈B

‖b− b′‖1✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✶✲♥♦r♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♣♦✐♥t b ∈ ∆
❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ b′′ ∈ B ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ‖b − b′′‖1 ≤ 2(N − 1)ε + δB✳ ❬Pr♦♦❢ ✐♥
❆♣♣✳ ❇✳✶❪

■❢ ✇❡ ♣✐❝❦ ε > δB ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t b′′ ✐s ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
s✐♠♣❧❡① ∆✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ η = ε−δB ✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ ✜♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜r♦❛❞❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❝♦♥✈❡①
▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✐t ♠❡❛♥s✱ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : D 7→ R ✇✐t❤
D ⊂ R

n✱ t❤❛t ✐t ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤

∃α ∈ (0, 1], ∃Kα > 0, s✳t✳ |f(x)− f(y)| ≤ Kα‖x− y‖α1 .

❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥✈❡① α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡✲✈❛❧✉❡❞ ♥♦r♠ ❢♦r
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ∆ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t②✮✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t b′′ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢r❡❡ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ η✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ∆ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα ✐♥ ✶✲♥♦r♠ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ∆η ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t Kαη

α ✭s❡❡ ❆♣♣✳ ❇✳✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ‖∇f(b′′)‖1 ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s st❛t❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ▲❡t η > 0 ❛♥❞ f ❜❡ ❛♥ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞
❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ∆ t♦ R✱ f ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ ∆o ✭t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ∆✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ b ∈ ∆η✱ ‖∇f(b)‖1 ≤ Kαη

α−1✳ ❬Pr♦♦❢ ✐♥ ❆♣♣✳ ❇✳✷❪

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳ ▲❡t ρ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ∆✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ ∆o ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ∆✮✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤
❝♦♥st❛♥t Kα✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ωB ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Cδαb ✱ ✇❤❡r❡
C ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥st❛♥t✳ ❬Pr♦♦❢ ✐♥ ❆♣♣✳ ❇✳✸❪

✹✳✷ ❊①❛❝t ❯♣❞❛t❡s

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ωB(b) ❛s
t❤❡ P❲▲❈ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ ❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥
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✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✵❪✳ ▲❡t Vt ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ V ∗

t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❜♦t❤ ❛t t✐♠❡ t✱ H ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ Ĥ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r
✇✐t❤ t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

‖Vt − V ∗
t ‖∞ = ‖ĤVt−1 −HV ∗

t−1‖∞ ✭❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮

≤ ‖ĤVt−1 −HVt−1‖∞ + ‖HVt−1 −HV ∗
t−1‖∞ ✭❇② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ |ωb∗ + αb∗ · b− ρ(b)− αb∗ · b|+ ‖HVt−1 −HV ∗
t−1‖∞ ✭▼❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❛t b✮

≤ CδαB + ‖HVt−1 −HV ∗
t−1‖∞ ✭❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✮

≤ CδαB + γ‖Vt−1 − V ∗
t−1‖ ✭❇② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮

≤
CδαB
1− γ

✭❇② s✉♠ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s✮

❋♦r t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t B r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✱ r❛✐s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
✐ss✉❡s ❛s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✹✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❯♣❞❛t❡s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ B✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞✺✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ▲❡t V̂t
❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ P❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ V̂t ❛♥❞ V ∗

t ✐s ‖V̂t − V ∗
t ‖∞ ≤ ‖V̂t −

Vt‖∞ + ‖Vt − V ∗
t ‖∞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✱ s♦ ✐t ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② CδαB
1−γ

✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s

✐♥ ❬✶✶❪✱ ✇❤❡r❡ ‖V̂t − Vt‖∞ =
(Rmax−Rmin+CδαB)δB

1−γ
✱ ✇✐t❤ Rmin ❛♥❞ Rmax t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ρ(b) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇♦rst
❝❛s❡ ❢♦r ❛♥ α ✈❡❝t♦r ✐s Rmin−ǫ

1−γ
✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✐s ♦♥❧② Rmax

1−γ
❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ρP❖▼❉Ps✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❖▼❉Ps t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡①✲
♣r❡ss✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ s♦♠❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ρ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ρ✱ ❛ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t ❛
❇❡❧❧♠❛♥ ❜❛❝❦✉♣ Vn = HVn−1 ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦♥✈❡①✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ρ ✐s P❲▲❈
❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ t❤❡♥ Vn ✐s ❛❧s♦ P❲▲❈ ❛♥❞ ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ❛❞❛♣t ♠❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❨❡t✱ ✐❢ ρ ✐s ♥♦t
P❲▲❈✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ P❲▲❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞
t♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✺P♦✐♥ts ❢r♦♠ ∆✬s ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s

♦♥❧② r❡❧② ♦♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts✳
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Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧✐❡❢✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s✱ s✉❝❤ ❛s
❙♣❛❛♥✬s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t P❖▼❉Ps ❛♥❞ ❆❝t✐✈❡ P❡r❝❡♣t✐♦♥ ❬✶✽❪✱ ♦r ❍❡r♦ ❡t ❛❧✳✬s
✇♦r❦ ✐♥ s❡♥s♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ P❖▼❉Ps ❬✺❪✳ ❨❡t✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲P❲▲❈ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❣✐✈✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦❧✉t✐♦♥✱
♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❞♦
♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ P❲▲❈ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ r♦❜♦t✐❝s ✜❡❧❞✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇✐t❤✐♥ P❖▼❉Ps ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ❤❡✉r✐st✐❝s ❬✷❪✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts
❜✉t ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ♦♥❧② st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✲
✇❛r❞s✱ ❜✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣
♣r♦❝❡ss✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦♣❡rt②✮✳
❖✉r ✇♦r❦ ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✇❛r❞s✱
✉s✐♥❣ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✮
✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ♠❛♥♥❡r✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❧②
❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥✲
❞✉❝t✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
t❛s❦ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ρP❖▼❉Ps✳ ❆♥ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t ♦♥❧✐♥❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✾❪ ❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❈❖◆■❈❨❚✲❊♠❜❛ss❛❞❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❞♦❝t♦r❛❧
❣r❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❈❖▼❆❈ ♣r♦❥❡❝t✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❇r✉♥♦ ❙❝❤❡rr❡r
❢♦r t❤❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧
❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❘✳ ❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❛♥❞ ❊✳ ❙♦♥❞✐❦✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤✱
✷✶✿✶✵✼✶✕✶✵✽✽✱ ✶✾✼✸✳

❬✷❪ ❙✳ ❚❤r✉♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ r♦❜♦t✐❝s✳ ❆■ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✷✶✭✹✮✿✾✸✕✶✵✾✱
✷✵✵✵✳

❬✸❪ ▲✳ ▼✐❤❛②❧♦✈❛✱ ❚✳ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❍✳ ❇r✉②♥✐♥❝❦①✱ ❑✳ ●❛❞❡②♥❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉❡ ❙❝❤✉tt❡r✳
❆❝t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r r♦❜♦t✐❝s ✲ ❛ s✉r✈❡②✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✺t❤ ■♥t❧✳ ❈♦♥❢✳ ❖♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✷✳

❬✹❪ ❙✳ ❏✐ ❛♥❞ ▲✳ ❈❛r✐♥✳ ❈♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✳✱ ✹✵✭✺✮✿✶✹✼✹✕✶✹✽✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✺❪ ❆✳ ❍❡r♦✱ ❉✳ ❈❛st❛♥✱ ❉✳ ❈♦❝❤r❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❑❛st❡❧❧❛✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❙❡♥s♦r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱
✷✵✵✼✳

❬✻❪ ❆✳ ❈❛ss❛♥❞r❛✳ ❊①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
▼❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✽✳
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❬✼❪ ❘✳ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❇✉❧❧✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱
✻✵✿✺✵✸✕✺✶✻✱ ✶✾✺✹✳

❬✽❪ ●✳ ▼♦♥❛❤❛♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✿✶✕✶✻✱ ✶✾✽✷✳

❬✾❪ ▼✳ ❍❛✉s❦r❡❝❤t✳ ❱❛❧✉❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
▼❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱
✶✸✿✸✸✕✾✹✳

❬✶✵❪ ❲✳ ▲♦✈❡❥♦②✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ▼❛r❦♦✈
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✾✭✶✮✿✶✻✷✕✶✼✺✳

❬✶✶❪ ❏✳ P✐♥❡❛✉✱ ●✳ ●♦r❞♦♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚❤r✉♥✳ ❆♥②t✐♠❡ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❢♦r ❧❛r❣❡ P❖▼❉Ps✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❏❆■❘✮✱
✷✼✿✸✸✺✕✸✽✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✷❪ ▼✳ ❙♣❛❛♥ ❛♥❞ ◆✳ ❱❧❛ss✐s✳ P❡rs❡✉s✿ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
❢♦r P❖▼❉Ps✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✹✿✶✾✺✕✷✷✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✸❪ ❚✳ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❘✳ ❙✐♠♠♦♥s✳ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ P❖▼❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ■♠♣r♦✈❡❞
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❯❆■✮✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✹❪ ❍✳ ❑✉r♥✐❛✇❛t✐✱ ❉✳ ❍s✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ▲❡❡✳ ❙❆❘❙❖P✿ ❊✣❝✐❡♥t ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞
P❖▼❉P ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡s✳ ■♥
❘♦❜♦t✐❝s✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙②st❡♠s ■❱✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✺❪ ❘✳ ❑❛♣❧♦✇✳ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ P❖▼❉P s♦❧✈❡rs✿ ❙✉r✈❡② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗✉❡❜❡❝✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✻❪ ❚✳ ❈♦✈❡r ❛♥❞ ❏✳ ❚❤♦♠❛s✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✳ ❲✐❧❡②✲
■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✼❪ ❘✳ ❙❛✐❣❛❧✳ ❖♥ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✭✷✮✿✶✺✸✕✶✻✶✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✽❪ ▼✳ ❙♣❛❛♥✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ P❖▼❉Ps✳ ■♥ ❆❆❆■ ✷✵✵✽
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ P❖▼❉P ❙♦❧✈❡rs✱ ❏✉❧② ✷✵✵✽✳

❬✶✾❪ ❙✳ ❘♦ss✱ ❏✳ P✐♥❡❛✉✱ ❙✳ P❛q✉❡t✱ ❛♥❞ ❇✳ ❈❤❛✐❜✲❞r❛❛✳ ❖♥❧✐♥❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r P❖▼❉Ps✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❏❆■❘✮✱
✸✷✿✻✻✸✕✼✵✹✱ ✷✵✵✽✳

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Vn−1(b) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t
Vn(b) ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
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❜② ♣❛rts ❛s✱

Vn(b) = max
a

[V a
n (b)] ,

V a
n (b) =

∑

o

V a,o
n (b),

V a,o
n (b) =

ρ(b, a)

|Ω|
+ ψa,o(b), ❛♥❞

ψa,o(b) = γPr(o|a, b)Vn−1(b
a,o).

❆❧s♦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ba,o = Pa,o·b
‖Pa,o·b‖1

✇✐t❤ P
a,o
s,s′ =

O(s′, a, o)T (s, a, s′)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

ψa,o(b) = γ‖P a,o · b‖1Vn−1(
P a,o · b

‖P a,o · b‖1
) = γκ(P a,o · b)

✇✐t❤ κ(w) = ‖w‖1Vn−1(
w

‖w‖1
).

❍❡r❡✱ κ(w) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✉s❡s t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❝♦♥✈❡①✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❆♣♣✳ ❆✳✶ ❢♦r ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♣r♦♦❢✮✳ ❚❤❡♥✱
ψa,o ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡① s✐♥❝❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛✣♥❡ ♠❛♣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
V a,o
n ✱ V a

n ❛♥❞ Vn ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❜❡❝❛✉s❡ ρ ❛♥❞ ψa,o ❛r❡ ❝♦♥✈❡①✳✻ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s
❧❛st r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✱ t❤❡♥ Vn(b) ✐s ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r b✱ ❜❡❝❛✉s❡ V0 ✐s ❝♦♥✈❡①
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❆✳✶ ❙t❛♥❞✲❛❧♦♥❡ Pr♦♦❢ ♦❢ κ ❈♦♥✈❡①✐t②

▲❡♠♠❛ ❆✳✶✳ ▲❡t w ∈ R
n ❛♥❞ f : Rn 7→ R ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ κ(w) =

‖w‖1f(
w

‖w‖1
)✱ t❤❡♥ κ(w) ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
✈❡①✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t κ ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ f ✿

κ(αx+ (1− α)y)

= ‖αx+ (1− α)y‖1f(
αx+ (1− α)y

‖αx+ (1− α)y‖1
)

= ‖αx+ (1− α)y‖1f(
α‖x‖1

‖αx+ (1− α)y‖1
·

x

‖x‖1
+

(1− α)‖y‖1
‖αx+ (1− α)y‖1

·
y

‖y‖1
)

≤ ‖αx+ (1− α)y‖1(
α‖x‖1

‖αx+ (1− α)y‖1
f(

x

‖x‖1
) +

(1− α)‖y‖1
‖αx+ (1− α)y‖1

f(
y

‖y‖1
))

= α‖x‖1f(
x

‖x‖1
) + (1− α)‖y‖1f(

y

‖y‖1
)

= ακ(x) + (1− α)κ(y).

✻❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦rs✳

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸
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❇ Pr♦♦❢s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹

❇✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐♠♣❧✐❝❡s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝❧♦s❡st ❝♦r♥❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ε′ =
|(1− (N −1)ε)−1|+(N −1)|ε| = 2(N −1)ε✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r
‖b′−b′′‖1✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ‖b−b′′‖1 ≤ ‖b−b′‖1+‖b′−b′′‖1✱
❛♥❞ ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ‖b−b′′‖1 ≤
2(N − 1)ε+ δB ❤♦❧❞s✳

❇✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✱ ❧❡t ✉s ✜rst ❣✐✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✳

▲❡♠♠❛ ❇✳✶✳ ▲❡t xa, xb ∈ R ✭xa < xb✮✱ ❛♥❞ η ∈ (0, xb − xa) ❜❡ t❤r❡❡ s❝❛❧❛rs✳
▲❡t ❛❧s♦ f ❜❡ ❛ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Kα✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
[xa, xb] t♦ R✱ f ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ (xa, xb)✳ ❚❤❡♥ f ✐s Kαη

α✲
▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♥ [xa + η, xb − η]✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤ ❛♥② x ∈ [xa + η, xb] ✇❡ ❤❛✈❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✿

f ′(x) ≥ f ′(xa + η) ✭❇② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ f✮

≥
f(xa + η)− f(xa)

η
✭❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✮

≥ −
|f(xa + η)− f(xa)|

η

≥ −Kαη
α−1 ✭❇❡❝❛✉s❡ f ✐s α✲❍ö❧❞❡r✮✳

xxa xb

ηη f ′(x)

f ′(xa + η)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ❇✳✶

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸
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❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ [xa, xb − η] ✇❡ ❤❛✈❡✿

f ′(x) ≤ f ′(xb − η)

≤
f(xb)− f(xb − η)

η

≤
|f(xb)− f(xb − η)|

η

≤ Kαη
α−1.

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ [xa + η, xb − η]✱ |f ′(x)| ≤ Kαη
α−1✱ s♦ t❤❛t f ✐s Kαη

α−1✲
▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♥ [xa + η, xb − η]✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❡①t❡♥❞s t♦ ❛♥ n✲s✐♠♣❧❡① ✭✉s✐♥❣
❛♥② ♥♦r♠✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ▲❡t b ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ∆η ❛♥❞ ❧❡t u ❜❡ ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ∆✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ b
❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② u ✐♥t❡rs❡❝ts ∆ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t Su = [b + xau, b + xbu]
✭xa < 0 < xb✮✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ gu ❢r♦♠ [xa, xb] t♦ R s✉❝❤ t❤❛t
gu : x 7→ f(b + xu)✳ gu ✐s t❤❡♥ ❛ α✲❍ö❧❞❡r ✭✇✐t❤ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❜♦✉♥❞❡❞
❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ [xa, xb] t♦ R✱ gu ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥
(xa, xb)✳

∆

∆η

b

u

b+ xau

b+ xbu

η

η

η

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷

▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ❛♥② ♥♦r♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ ∆η ❛♥❞ bd(∆)
✭t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ∆✮ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② η✳✼ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ∆η ✇✐t❤ Su

✐s t❤✉s ❛ s❡❣♠❡♥t S′
u
⊆ [b + (xa + η)u, b + (xb − η)u]✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②

▲❡♠♠❛ ❇✳✶ t♦ gu ✐♥ [xa + η, xb − η]✱ ✇❤❛t t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ gu ❛t
♣♦✐♥t 0 ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f ❛t b ❛❧♦♥❣ u✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❜② Kαη

α−1✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥② u✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∀b ∈ ∆η, ‖∇f(b)‖ ≤ Kαη
α−1.

✼ ■♥ p✲♥♦r♠✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ∆η ❛♥❞ bd(∆) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts

(η, 1−η
n−1

, . . . ,
1−η
n−1

) ❛♥❞ (0, 1
n−1

, . . . , 1
n−1

)✱ ✐✳❡✳✱ d(∆η , bd(∆)) = (ηp + (n − 1) ηp

(n−1)p
)1/p =

η(1 + 1
(n−1)p−1

)1/p ≥ η✳

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸
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❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❜❧❡✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
♥♦r♠✲✶ ❢♦r t❤❡ ✉s❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ❛♥② p✲♥♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢✳

❇✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣✐❝❦ b = argmaxx∈∆ ǫB(x)✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
ωB ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦rst ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ǫB(b) ≤ ρ(b)− ωb∗(b) ✭❇② ❊q✳ ✺ ❛♥❞ ❈♦♥✈❡①✐t②✮

≤ ρ(b)− ωb′′(b) ✭b′′ ∈ B ♠❛❦❡s ❛ ✇♦rs❡ ❡rr♦r✮

= ρ(b)− ρ(b′′) + (b′′ − b) · ∇ρ(b′′) ✭❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ω✮

≤ |ρ(b)− ρ(b′′)|+ |(b′′ − b) · ∇ρ(b′′)| ✭❇② tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + |(b′′ − b) · ∇ρ(b′′)| ✭❇② α✲❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + ‖∇ρ(b′′)‖∞‖b′′ − b‖1 ✭❇② ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 + ‖∇ρ(b′′)‖1‖b
′′ − b‖1 ✭❇② ♥♦r♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮

≤ Kα‖b− b′′‖α1 +Kαη
α−1‖b′′ − b‖1 ✭❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✮

≤ Kα(2(N − 1)ε+ δB)
α +Kαη

α−1(2(N − 1)ε+ δB) ✭❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✮

= Kα((2(N − 1)ε+ δB)
α + (ε− δB)

α−1(2(N − 1)ε+ δB)) ✭❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ η✮

❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❜♦✉♥❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ε✱ ✇✐t❤ ε ∈
(δB ,

1
N ]✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ε ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ δB ✱ ε = λδB ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝

❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

ǫB(b) ≤ Kα

[

(2(N − 1)λ+ 1)α + (λ− 1)α−1(2(N − 1)λ+ 1)
]

δαB = CδαB ✭✻✮

✇✐t❤ λ ∈ (1, 1
δBN ]✳

❘❘ ♥➦ ✼✹✸✸
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