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Motivation

@ Le coffrage d'une chambre de combustion de turbo-réacteur de Turbo
Meca (groupe SAFRAN, - Remerciements -).

@ Objectif: étudier les effets des petits trous sur les fréquences de
résonances acoustiques

@ Développement asymptotiques raccordés (MAE).
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Une bibliographie non exhaustive

@ Petits trous: Rauch et Taylor (75), Tuck (75), Sanchez-Hubert et
Sanchez-Palencia (82), Taflov (88), Bonnet-BenDhia, Drissi et Gmati
(04), Mendez et Nicoud (08), Gadyl'shin (92).

@ probleme de Dumbell: Beale (73), Jimbo et Morita (92), Brown, Hislop
et Martinez (95), Arrieta (95), Anné (95).

@ Développements asymptotiques raccordés: Van Dyke (75), ll'in (92), Joly
et Tordeux (06,08)

@ quasi-mode et min-max: Bamberger et Bonnet (90), Dauge, Djurdjevic,
Faou et Réssle (99), Bonnaillie-Noél et Dauge (06).
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Plan de I'exposé

@ Condition de Dirichlet en dimension 2
@ Définition du développement asymptotique
@ Estimations d’erreurs
@ Simulations numériques

© Condition de Neumann en dimension 3
@ Définition du développement asymptotique
@ Estimations d’erreurs
@ Simulations numériques
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Condition de Dirichlet en dimension

Partie |
Condition aux limites de Dirichlet en 2D

avec Bendali, Huard, Tizaoui, Vila

INSA-Toulouse, Institut de Mathématiques de Toulouse




Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreur:
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le probleme modele

Trouver u$ € H}(Q°) et A% € R tel que
—V - (aVud) = XS b 1 dans Q°,
u? =0 sur 9Q°,
@ avec a et b deux fonctions poistives régulieres a deux cotés
aly,, (0) # ala.. (0) et blay, (0) # bla... (0)

@ Le petit parameétre § > 0 est |'épaisseur du trou.

Qeat

Qint "1

o1

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreur:
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le probleme limite

Trouver u, € H'(Q) et \, € R tel que
—V - (aVun) = An b u, dans Q,
up, = 0 sur 09,

@ avec a et b deux fonctions poistives régulieres a deux cotés
al0;, (0) 7 alac. (0) et blay,, (0) # bla.,, (0)

@ Cette géométrie correspond a § = 0.

Hypothése: Les valeurs propres de Q sont simples.
Qegt

Remarque: Q n’est pas connexe.

Qint =0.

ext

Un|a;,, = 0 ou usla

Q

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du dé pement asymptotique
Estimations d'erreu
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Théorie classique des problemes aux valeurs propres

Les A2 et \, forment des familles dénombrables:
D<A <A< <X — 400
n—-+o00o

D<M < < <Ay — 40

n— 00
Le principe du min-max:
No<XA V6>0 VneN
Quelques questions naturelles:
) — An?
§—0

Peut-on dériver une méthode efficace de calcul de A% sans raffinement de

maillage local?
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les développements asymptotiques raccordés

C’est une méthode décomposition de domaine avec recouvrement

Qo

champ lointain

La solution est décomposée en

@ un champ lointain.

@ un champ proche.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les développements asymptotiques raccordés

C’est une méthode décomposition de domaine avec recouvrement

09

champ proche

La solution est décomposée en

@ un champ lointain.

@ un champ proche.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les développements asymptotiques raccordés

C’est une méthode décomposition de domaine avec recouvrement

09

zone de raccord

La solution est décomposée en

@ un champ lointain.

@ un champ proche.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le développement asymptotique des valeurs propres

Le développement d'ordre 2 s'écrit

A =X 4 oAt + 82N + 500(52).

Les coefficients A’ € R ne dépendent pas de &

pas de fonction de jauge logarithmique? ce n’est pas trivial

A =X 0N+ N+ N+ N0 6 Ing At + 500(54).

Nécessité d'écrire une preuve!

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le développement en champ lointain

10

Qo Q

Le développement d’ordre 2:
u® =’ + 6ut + 8 + 500(62)
Les coefficients u’ sont
@ définis sur le domaine limite Q

@ indépendants de §
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le développement en champ lointain

Les coefficients sont solutions de

Trouver u® : Q — R et \° € R tels que
V- (aVW®)+ 2 b’ =0, dans Q,

u® =0, sur 90\ {0}.
Trouver u! : Q@ — R et A! € R tels que
V- (aVu )+ X but = - bu®, dans Q, (1)
ut =0, sur 90\ {0}.
Trouver u? : Q — R et A2 € R tels que
V- (aVeA)+ X b> ==X bu® — N bu',  dans Q, (2)
=0, sur 902\ {0}.

@ Le coefficient u® est une fonction propre de Q associée 3 \°.
@ Les coefficients u' et u? peuvent &tre singuliers en x = 0.

@ Les problemes (1) et (2) ne définissent pas de manigre unique u* et u°.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le développement en champ proche

Soit X = %, Y = % et MN°(X, Y) = u’(5X,8Y).

e mm————— .
X - :
1 - 1
1 1 .I 1
1 1 1
r X=x/d ! ! 1 X 6—0 X
15| = — : : Il | — — 1]: —
1
1
Lo I :
! LS 1
o , 1
(IR Q
09/5

Le développement d’ordre 2:
N°(X,Y)=N%X,Y)+d6 NY(X,Y)+ 8 M(X,Y) + 500(52).
Ses fonctions sont

@ définies sur le domaine de champ proche Q.
@ indépendants de J.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les coefficients de champ proche

Trouver M° € HL_(Q) tel que
V (aoVﬂo) =0 dans Q

=0 sur 09
Trouver M € HL(Q) tel que 11
V- (aoVI! )— —V - (a1VN°) dans Q,
N = 0 sur 99. 0

Trouver M2 € HL_(Q) tel que
v (20VI?) = =V - (a1VIM") = V- (2, V%) = XoboM° dans O,
=0 sur 9.
@ ap, a1 et ay les fonctions 2 cotés

lg, , (X) = alo,,,(0) et &g, (X) = ala.. (0),
ailg, (X) = Valg,, (0) - X et a1|g_ (X) = Valo.,.(0) - X,

int

ol (X) = 1X- (ol (00X) et 22lg_ (X) = 1X - (Hilo.., (0)X).




Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le développement en champ proche

Les coefficients sont solutions des problemes elliptiques

@ de symbol principal V - (aV) a deux cotés
a0|exe = 3ext(0) et aolay,, = aint(0) (3)

@ munis de condition de transmission

[M°] = 0 et [a00.N°] = 0,
[M'] =0 et [a00. '] = —[a10.°],
[M?] = 0 et [a00.M?] = —[a10. "] — [220,11°].

@ sur le domaine de champ proche Q
~ ) 1. .1
Q:=R \({O}X (] —oo,—E[U],§,+oo[)). (4)

@ Ces problemes ne définissent pas de manigre unique M°, M* et N2,

Information manquante: Le comportement asymtptotique de M’ a I'infini.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Le raccordement des développements asymptotiques

On assure I'unicité de u?, v?, M° M* et MN? en dérivant des conditions de
raccord. On utilise un principe de type Van Dyke

@ Le champ lointain est tronqué a l'ordre m
Z T (5)
i=0
@ Pour x = §X, on développe jusqu'a obtenir un reste d'ordre o(™).
; 8 U (6X) = ; 8'Un(X) + 0 (67). (6)

© Ceci définit les comportements a I'infini U}, des champs proches M’

nN-u,= o (

R—+o0 " RM—i

) Viel[o,m]. (7)
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les coefficients limites

Nous obtenons les conditions de raccord et obtenons les définitions de 1, \° et

ne.
Champ lointain. La fonction u° est une fonction propre de I'opérateur
elliptique:
Trouver 1u® € HY(Q) et \° € R tels que
V- (aVu®) + 2 b u® =0, dans €, (8)
u® =0, sur 0.

Pour simplifier la présentation, on considere le cas u® = 0 dans Qe

Champ proche. La coefficient M° vérifie

n’=o. (9)
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les coefficients d'ordre 1

Les conditions de raccord permettent de définir de maniere unique u*, A! et M.
Champ lointain.

Trouver u' € H*(Q) et ' € R tel que
V- (a Vu1> X bt =-A'bu®,  dans Q, (10)
ut =0, sur OQ.

En fait, u’ est régulier. D’apres I'alternative de Fredholm, le second membre
doit &tre orthogonal 3 u°

A / b(x,y) (uo(x,y))2 dx dy = 0. (11)
Q
On obtient A' = 0.

u' est alors défini 3 sa composante u° pres
ut =7 u° dans Qine et u' =0 dans Qex, avec v € R. (12)
On peut arbitrairement ajouter la condition

1 0
/b(x,y)u(x,y)u(x,y)dxdy: 0= uv'=0
Q



Définition du développement asymptotique

Condition de Dirichlet en dimension 2 5 A 5
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Les coefficients d'ordre 2

La procédure de raccord introduit le probleme suivant

Trouver v : Q — R et A% € R tels que
V- (aV)+ A bu? = -2? bl dans Q,

u? = 0,sur 99\ {0}.
2 1 aloi,, (0) sin(0) _ (13)
) = 0 O) g o) Fala ) - QD)
3|0 (0) sin (0) _ r90(1)7

uixt(x) + 8Xu27t(0) § alQint (0) + a|cht (0)

@ La fonction u? est singuliere: v & H* (Q)
@ A cause de ces singularités, I'alternative de Fredholm ne peut pas étre

appliquée directement pour obtenir \2.

Proposition: Le probleme (13) admet des solutions. De plus, si (u?, A?) et

2 . ;o e
(2, )2) sont deux solutions alors elles vérifient

e (0))? |0 ine (0)
N=x=_TI (8l ( int et FyeR:ul—u? =y
8 a0, (0) + alaw. (0)  [lu°[[§

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres




Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les coefficients d'ordre 2

Idée de la preuve: On introduit la fonction auxiliare w?

2 2 0 1 a|g;,, (0) sin (0) 2
Wint = Ujpt — axin()* e I—Qiny
Wine = Uine — X(1) OxUine ( )8 ala,., (0) + ala,.. (0) r € ( t)
2 2 0 a|2ex (0) sin (0) 2
¢ = xUin o L Qex .
oo e X 2O g @) @) r <)
(14)
avec x une fonction de troncature réguliere:
X(6)
1
—
t

On applique alors I'alternative de Fredholm a w> qui est régulier et on obtient Aj.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Développement des valeurs propres

Théoreme:

Pour tout § > 0, il existe une valeur propre \° qui vérifie

‘x; (04 5%)‘ < € 6% |In(5)| (15)
avec
)\2 = _E (algint (0))2 Iaxuglt(o)|2 si UO .= 0
8 ala, (0) + 2l (0) [y b(u0)* .
)\2 J— ™ (alﬂcxt (0)) |8Xuext(0)| Si U(')t — O

820, (0) + alan (0) Job(u0)?

Généralisation d'un résultat de Gadyl'shin (92) pour le cas a coefficients

constants.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Idée de la preuve: une approximation quasi-mode

@ Un mode (u°,\%) € H(Q°) x R vérifie u® # 0 et

/ avu'vv — \° bu’v =0, YveHQ).
Qo Qo

@ Un e-quasi-mode (w?, pi°) € H3(Q°) x R vérifie w® # 0 et

‘/QS VWOV — 0 /Q(s b v| < el g Vg, v € HAQY).

Soit (w®, u®) un e-quasi-mode. Il existe un mode (u®, \°):

}XS —u6| < e.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Idée de la preuve: une approximation uniformément valide

Soit le quasi-mode (w?, A° 4 §2)?)
A e B (R
- X%(US Lo U+ U;).

avec

X’ la fonction de troncature définie par x°(r,8) := x (r/9).

(]

WV la fonction de troncature définie par W(r,0) = 1 — x(r);
@ 1’ les champs proches exprimés en fonction de x, ﬁ’(x) ='(x/9).

U' les comportements communs aux champs proches et champs lointains

U'(x) = U'(x/6).
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Idée de la preuve: estimation finale

Estimation:

(@, v) = (A + 8 X) (%, v)o| < €8 [# llollvlo, Vv € H(Q").
= Existence d’une valeur propre A’ de I'opérateur elliptique sur Q° vérifiant

A= 2+ N+ 0 (8%).
5§—0
C'est un résultat sous-optimal
A = 2+ 0 (6%).
550

Développement asymptotique du troisieme ordre = estimation optimale

A = A+ 8N+ 0 (8%In9)
5§—0
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

A-t-on identifié I'ensemble des valeurs propres?

— the eigenvalue A,
e the ecigenvalue A%

Etat des lieux:
@ |l existe un /\g dans un petit voisinage de A, 1 s W
@ 0< )\f,(,,) < An pour ¢ suffisamment petit.

Des questions

4 L3 [3DW
@ un unique X3 dans le voisiage de A,?
b b I
@ d’autres \J? '
1 L + X
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

A-t-on identifié I'ensemble des valeurs propres?

— the eigenvalue A,
e the ecigenvalue A%

Etat des lieux:
@ |l existe un /\g dans un petit voisinage de A, 1 s W
@ 0< )\f,(,,) < An pour ¢ suffisamment petit.

Des réponses (grace au min-max)

4 L3 [3DW
@ un unique X3 dans le voisiage de A,? oui
) 3 3 F IR
@ d’autres \%? non
1 1 +
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. .. . . Définition du développement asymptotique
Condition de Dirichlet en dimension 2 ; : , PF F 1
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Simulation numérique: Un cas semi-analytique

Q% est défini par la figure suivante avec

Qint =] —2,0[x] —2.5,1.5] and Qe =]0,2.5[x] — 1.5, 1[.

) el 0 1 2

A computational mesh.

Rappel: les éléments propres du rectangle [0,a] x [0, b] sont connus
analytiquement

(17)

2 2
Aom =T %—}—%, U,,m(x,y) = sin (%Tx) sin (%y) (18)
S. Tordeux

MAE pour un probléeme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Simulation numérique: Un cas semi-analytique

A
T B W Y
L e s N
N - vvwn=5 @ Les 229 sont calculés
analytiquement
T ce St @ Les A sont calculés
o numériquement
n| An )\f,
1 R L 0| 2.38 | —0.087
R B e L 1] 3.08 | —0.207
1 2 |4.80 | —0.135
31493 | —-0.121
R . 4| 7.12 | —0.347
o VT 51 8.02 | —0.036
T I e T =0
% 02 04 03 o8 5
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Définition du développement asymptotique
imations d'erreu
Simulations numériques

Condition de Dirichlet en dimension 2

Les erreurs relatives

X5 = 25°1/30 X = X571/ 22 X} = 2571/ A
10 1 4 10 1 4 10 1 &
10—2 - 1072 - 1072 3
10-3 + 10-3 4 1078 +
104 + 104 + 10 T
1075 1075 1075
10-6 4 5 10-6 4 5 10-6 4 5
s s
101 1 1071 1 1071 1
[AF =21/ A0 X} = X571/ A X = X371/
10-1 + 10-1 4 10-1 4+
1072 + 1072 + 1072 +
10-3 + 10-3 4 107 +
104 + 104 + 10 T
10-5 + 1075 107° +
1076 + 5 10°6 5 1076
s i
10! 1 10! 1 10! 1
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs
Simulations numériques

Condition de Neumann en dimension 3

Partie |l
Condition aux limites de Neumann en 3D

avec Fares (Cerfacs), Tizaoui
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Définition du développement asymptotique
" . . Estimations d'erreur:
Condition de Neumann en dimension 3 : . ;
Simulations numériques

Le probleme modele

Le probleme:
Trouver ui € H*(Q%) et X5 € R tels que

—V - (aVud) = A% b u dans Q°,

pul = 0 sur 9Q°,

@ avec a et b deux fonctions réguliéres,
positives et deux cotés

ala;,, (0) # ala.. (0) and blg,, (0) # bla...(0) J

’ Qing

@ Le petit parmetre § > 0 est le
diameétre du trou.

@ Le trou est définie de maniere
autosimilaire autour de 0 X5 = 6.
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Définition du développement asymptotique
" . . Estimations d'erreur:
Condition de Neumann en dimension 3 : . ;
Simulations numériques

Le probleme limite

Le probleme:
Trouver u, € HI(Q) et A\p € R tels que

—V - (aVuy) = Ay b u, dans Q,

Ontp = 0 sur 09,

@ Cette géométrie correspond a § =0

@ La valeur propre zéro est forcément double!

@ pas d’hypothése sur la multiplicité ;

’ Qing
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Définition du dé pement asymptotique
Estimations d'erreu

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTIU'BT\OHS numeriques

Théorie classique des problemes aux valeurs propres

Les A2 et \, forment des familles dénombrables:
0=XM<M<M<-- <A1 <A — Fo0
n—+o00
O=M=X< A<~ <A1 <A — +o0
n—-+oo
Le principe du min-max:
No>X, V6>0 VneN
Quelques questions naturelles:
M) — A2
§—0
Peut-on dériver une méthode efficace de calcul de A% sans raffinement de

maillage local?
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTIU'BT\OHS numeriques

Le développement des valeurs propres

Le développement d'ordre 1 s'écrit

M=ot + ,0.(0).

Les coefficients A’ € R ne dépendent pas de §

Fonction de jauge logarithmique dés I'ordre 2

A=A A+ A0 6% Ing AP+ 500(52).

@ trés étonnant en dimension 3 (coefficients variables)

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTILI'BT\OHS numeriques

Le développement en champ lointain

Le développement d’ordre 1:
W= +8ut + o (8)
§—0
Les coefficients u’ sont
@ définis sur le domaine limite Q2

@ indépendants de

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTIU'BT\OHS numeriques

Les coefficients de champ lointain

Les coefficients sont solutions de

Trouver u® : Q — R et X\’ € R tels que
V- (aVu®) 4+ 2% b u® = 0 dans Q,
Onu® =0 sur 992\ {0}.

Trouver u' : Q — R et A! € R tels que

V- (aVur)+ 2% b ut = =)' b u® dans Q,
dpu* =0 sur 99 \ {0}.

@ Les u' peuvent étre singulier en 0.

@ Information manquante: le comportement de u' en 0.
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Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTILI'BT\OHS numeriques

Le développement en champ proche

Jemmmmmmmaaaan - X

X puis § — 0

Le développement d’ordre 1:

N°(X) = u’(X6) et N° =M+ 6N"° + 6 Ins N + EXQ)

Les coefficients N’ sont
@ définis sur le domaine limite Q

@ indépendants de §

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres
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Condition de Neumann en dimension 3

Les coefficients de champ proche

Trouver M° € Hlloc(ﬁ) tel que
V - (a0VIN°®) = 0 dans Q,
9,N° = 0 sur 99Q. v

Trouver M* € Hlloc(ﬁ) tel que
V- (aVM) = =V - (a1 VIN°) dans Q,
9" = 0 sur 69.

@ ap et a1 les fonctions 2 cotés
aolg,,, (X) = ala;,, (0)
o (X) = al0e (0),
ailg,  (X) = Valq,,(0) - X,
(X) = Valq.,.(0) - X.

ao|§

a1 |ﬁext oxt

@ |l manque les comportements en +oo.
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Les coefficients limites

Le champ lointain limite

Trouver u® € H*(Q) et \° € R tels que
V- (aVu®) 4+ 2% b u® = 0 dans Q,
Onu® = 0 sur 99\ {0}.

On limite notre présentation au cas d'une valeur propre simple avec u°|q_, = 0.

ext

Le champ proche limite

Trouver NM° € HL (Q) tel que
V - (2VN°) = 0 dans Q,
9,M° =0 sur 6{27
Mg, (X) = t’lo,, (0)+ o (1),

. X1 >+o0
Mg, (X) =

(1)

o
| X || =400

@ Un laplacien a deux cotés
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Les coefficients limites

Résolution du probléeme de champ proche
@ Le coefficient ap est constant par partie. On peut utiliser une méthode
d’'équation intégrale

@ Par linéarité on se ramene a un probléme canonique

Trouver M* € Hlloc(ﬁ) tel que
V- (aVN*) = 0 dans Q,
O,M* =0 sur 8@,

Mg, (X)=1+ o (1),

X[ —+o0
Mg, (X) = (1),

o
(1 X]|—+o00
@ On identifie des champs sortants

n*lﬁim =1+ n;’r'ﬁint et r];(or =N

\ sor|
Qext SOT 1Qext
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Les coefficients limites

Résolution du probléeme de champ proche

AN, = 0 dans ﬁinh
AN, = 0 dans Qint,
OnNZ%,. = 0 sur 9.

Représentation intégrale dans Qint et Qext (principe des images)

nz, = —2s 2 e mr=1-2s0
Qz Tint *82 Zint
My, = 258I‘I <~ N, =2S on
0z ISy 0z 5wt
avec S I'opérateur de simple couche
1 1
(H2 (X Hz (X X'
S:(HAD) - E), Am 300 = o [ 20
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Les coefficients limites

Résolution du probleme de champ proche

Condition de transmission a travers X

n*|):im, = n*lzext et a|Qim (0) aln*‘): = a|Qext (0) azn*b:

int ext

= notre potentiel inconnu \*

. ala...(0) A*

0,M |y = — ext N
e = 5o (0) + 2l (0) 2
8Zn*|zcxt _ a|9mt (0) A

- a‘Qint (0) + a|Qext (0) 2

Le potentiel A* dépend seulement de la géométrie

Chercher \* € (H%(Z))* tel que SA* =1 sur T.

Résolution numérique par éléments de frontiere

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres



Définition du développement asymptotique
Estimations d'erreurs

Condition de Neumann en dimension 3 ; . .
SIVTILI'BT\OHS numeriques

Les coefficients limites

C'est gagné! on a N* par représentation intégrale

2[00, (0) / M) 5
1 ext d Qina
n* = 3100 (0) + Ao, 47r X - x'n X')  dans Qo

ala,., (0) / (X)) -
int — 2 _dX d Qext.
a|next(0)+awn.m()< z X=X ) dans Qo

Comportement a I'infini

. a|Qexe (0) @
- X _ 1 _ ext -
65 (X) 2l0e: (0) + algy, (0) X
. alay,, (0) o
I_l N X — int -
|cht( ) a|cht (0) + a|§2im (0) ||XH
1 A(X')
aveCc @ = — dX
s [1X]

2
Lorsque X est un cercle de rayon p, on a o = —p.
™
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Les coefficients d'ordre 1

Champ proche d'ordre 1

Trouver ul : Q — R,
V- (aVul) + An b up = —AL b u, dans Q,
Onu} =0 sur 00\ {0},

0) o

u,l, + 2|0 ( UnlQy,, — & HY(Qint).

o, (0)- 2. O 2,..(0) || €A )
a o

u} — Liny Un g, (0) HY (Qext),

— €
IIXH

On peut appliquer I'alternative de Fredholm a

a|th(0) + a‘Qext( )

1 a’Qext (0) o
v =u,
a|Qint( ) + a‘ cxt( )

u”‘Qint (0) € Hl(Qext)-
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Les coefficients d'ordre 1

Le coefficient u,l1 existe et est unique modulo u, et

alo,,. (0)ala,. (0)  (Tn(0))

A =2rna 5-
a|Qim(0) + a‘Qext (0) fQ b(un)

Développement asymptotique en 0 de uj (théorie de Kondratiev)

1 _ alo.,. (0) o 1 s,
u"lgint (X) - _a‘ﬂm (0) + a|QeXt (0) u"lnint (0) (7 - 2 + I’n(X)>7 (19)

avec

1 Valon (0) x . ala,,(0) /|| - =
WP — in REAT in |
ol (0) = g -+ e In ()

et r,} : Qint — R une fonction continue.

Pour les coefficients de champ proche d’ordre 1, cela se corse!
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Le résultat principal

valeur propre simple

Si A, est une valeur propre simple du probléme limite, alors A\S admet le
développement suivant

a|Qim(0)a|cht(0) (Hn(o))Z . )
216, (0) + 2l2e (0) [ b(uy)? 8+ O (6* Ind),

avec a un coefficient dépendant seulement de la forme du trou et la notation
u(0) = U‘prt(O) si ulg
u(0) = u‘Q t(0) si ulg

)\i:An+27roz

=0,

int

) exy = 0-
in

Toutes les quantités présentes ne nécessitent pas de raffinement de maillage.
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Le résultat principal

Théor . valeur propre multiple

Si A\, est une valeur propre du probleme limite de multiplicité N + 1
(An="+++= Antn), alors

X=X\, + 0 (82,
5—0

8 _ 2
)‘n+N—1 - )‘" + 690(6 )7

)\i+,\, = A\p + 271x

N—-1 /— 2
i np(0
a|ﬂmt(0)a|9ext(0) E (U +P( )) . 5+ o) (52 |n6),
alﬂint (0) + ala.,.(0) =0 fQ b(un+p) 6—0

avec a un coefficient dépendant seulement de la forme du trou.
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Simulations numériques

@ Deux séries d'expériences avec deux géométries et deux jeux de a et b

@ 10 valeurs pour 6 de 1072 3 1

§=10"% avec n=20,---,10

@ Artillerie lourde: 1 mailleur pro et 3 codes parallélisés du CERFACS
e Altair Hypermesh: mailleur pro
o CESC: développé par Fares et Bendali

@ solveur éléments finis P; 3D.
@ solveur éléments de frontiere P; 3D .

o ARPACK: solveur aux valeurs propres développé par Sorensen
et al.
e MUMPS: solveur direct de syteme linéaire creux

@ calcul des \J avec raffinement de maillage (#ddl > 106)

@ calcul des A\, sans raffinement de maillage
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Le laplacien classique
a=1

Définition du domaine de calcul:

et b=1.

(20)

deux cavités droites

int int
Qint :] - ZXQ ) 4)(2 [>< - [7y %[X] - €Z>0[7
Qo =] — 5, 25 [x] - &, 2 [x]0, £2].
avec Kixm =6 =1, l, =80, =.23.

forme du trou X: Le polygone reliant les points

A=(0,0), B=(0,.1),
C =(-.08,.1), D = (—.08,—.08),
E=(1,-.08) et F=(.1,0)

= 0.0578

S. Tordeux MAE pour un probléme aux valeurs propres
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La géométrie
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Premiers résultats

20
18
16l n=4et5
An + AL
14+ 2\

121

GBI WNF[S
©
o0
~

n=1et?2
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Les erreurs relatives

Les erreurs pour la premiére valeur propre

X - Ay°
1071

Le vecteur propre 1 est double pour le probleme 10-2
limite

A1 =X =0. 103
Il est aussi vecteur propre pour le probleme Lo
modele

]
A=A =0 10-5 1)
1072 101 1
A =0
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Les erreurs relatives

Les erreurs relatives pour les deux premieres valeurs propres doubles

1A = 2371/ As A3 = A7/ A A =271/ s

101 1072 101

1072 1073 102

1073 10-4 103

1074 107° 1074

1075 1) 10—6 0 10—5 )
1072 107! 1 1072 107! 1 10-2 10! 1

valeur propre simple A3 = 9.87 valeur propre double A\s = A5 = 15.4

Probleme de précision du solveur valeurs propres. C'est normal vu le nombre de

degrés de libertés qui dépasse le million.
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Deuxieme expérience

Un laplacien deux c6tés
alﬁint =2, ala., =1, b‘Qint =1, blo,, =
Définition du domaine de calcul: une cavité droite et une pyramide
[,V

Q=] = ., 2% [x] - §, % [x] - 6,0

Qext = simplex(A, B, C, D, E).

Forme du trou X: un cercle de rayon .1.

= 0.0636
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La géométrie
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Condition de Neumann en dimension 3

Premiers résultats

A+ 0N,

Gl W NS
O
N
=

n=1et?2
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Les erreurs relatives

Les erreurs relatives pour la seule valeur propre double

X - Ay°
1071
Le vecteur propre 1 est double pour le probleme 10-2
limite
A1 =X =0. 103
Il est aussi vecteur propre pour le probleme Lo
modele
]
A=A =0 10-5 1)
1072 101 1
A=0
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Les erreurs relatives

Les erreurs relatives pour les trois premiéres valeurs propres simples

NS = A3°1/As IS = AL/ A A — 2301/ A5

10~ 101! 101!

102 102 102

10—3 10—3 10—3

10—4 10—+ 10—*

10— S 0 107 0
1072 101! 1 102 101! 1 102 101! 1

A3 = 9.24 A = 16.7 As = 19.7

Probléeme de précision du solveur valeurs propres. C'est normal vu le nombre de

degrés de libertés qui dépasse le million.
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Conclusion

Résultats principaux: Une approximation des valeurs propres
@ avec une assise théorique
@ sans raffinement de maillage au voisinage du trou
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