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Quelques références

o N

- Developpements asymptotiques raccordés:

Van Dyke (1964) Sanchez Palencia, Leguillon (1987)
II'n (1992).

- Techniques multiéchelles

Maz’ya, Nazarov, Plamenevskii (1991)
Oleinik, Shamaeyv, Yosifian (1992)

- Traitement numerique:
Schwab, Melenk, Babuska (1995)
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Introduction

o N

Les meéthodes des developpements asymptotiques
raccordés et des developpements multiechelles sont des
methodes concurrentes de I'analyse asymtptotique

#® Deux meéthodes concurrentes

o Différence sur le plan "philosophique”

# Similitude sur le plan technique

Plan de I'exposé

# Les développements asymtptotiques raccordés (MAE)
® Les déeveloppements multiéchelles

® Comparaison de ces deux méthodes

o |
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Préesentation du probleme

-

La geometrie

W o () We
8%
*
L °
é* < X > - *
r R R

Le probleme modele
Trouver u. € Hj(w.) tel que — Au, = fdansw., (1)

ou f € L?(w) est a support compact dans w.

LObjectif developpement asymtptotique de u® pour £ — 0. J

Comparaison des techniques de raccordements de développements asymptotiques et de développements multiéchelles — p.4/36



Rac. de déev. asympt.

o N

# C’est un “developpement multiéchelle” (?!?)

s Lasymtptotique de la solution est recherchée par
I'introduction de plusieurs échelles.

o Pas de cohabitation des differentes échelles

o Deéveloppements limités généralisés suivant plusieurs
jeux d’échelles

’

_'_w . .
) = ) o) u'(x)
< e
ut(eX) = Us(X) = Z F'(e)U(X)

Ces développements sont alors raccordes.
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Les temps de la méthode

o N

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

o |
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Les temps de la méthode

o N

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

o Description des déeveloppements asymptotiques
s Partie rigoureuse

s Deéfinition des termes de développements
asymptotiques

o |
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Les temps de la méthode

-

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

o Description des déeveloppements asymptotiques
s Partie rigoureuse
s Deéfinition des termes de développements

asymptotiques

# Validation mathématique du developpement
asymptotique
s Partie rigoureuse
s Estimations d’erreur

o |
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Phase 1. Dériv. des déev. asympt.

o N

Dérivation des

# equations volumigues de champ lointain en variables
physiques (non dilatées) x = (z, y)

# equations volumigques de champ proche ou de coin en
variables dilatées X = (£, £).

g’ g
# raccords (matching conditions) entre champ proche et
champ lointain

o |
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Le champ lointain

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique dans le jeu de
coordonnées physiques
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Le champ lointain

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique dans le jeu de
coordonnées physiques

#® Pas de changement d’échelle

o |
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Le champ lointain

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique dans le jeu de
coordonnées physiques

#® Pas de changement d’échelle

#® On cherche le developpement limité generalise de la
solution exacte

+00
ut(x) = Z f(e) u'(x) + 8go(soo)

o |
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Le champ lointain

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique dans le jeu de
coordonnées physiques

#® Pas de changement d’échelle

#® On cherche le developpement limité generalise de la
solution exacte

+00
ut(x) = Z f(e) u'(x) + 8go(soo)

s avec f' =1, (f'(¢) — 0 pouri > 0)et(fi(c) — +oo

e—0 e—0

pour i < 0)

o |
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Le champ lointain

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique dans le jeu de
coordonnées physiques

#® Pas de changement d’échelle

#® On cherche le developpement limité generalise de la
solution exacte

e—0

+00
ut(x) = Z fi(e) u'(x) + o (™)

1—=—00

s avec f' =1, (f'(¢) — 0 pouri > 0)et(fi(c) — +oo

e—0 e—0

pour i < 0)

» Les coefficients de ce développement sont des
L fonctions qui ne dépendent pas de . J
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La zone de validité du champ lointain

- -
””Efé)

[ )
NG
ceR

# Un développement en la variable x ne peut pas saisir la
nature de la solution exacte au voisinage du coin

o |

Comparaison des techniques de raccordements de développements asymptotiques et de développements multiéchelles — p.9/36



La zone de validité du champ lointain

- -
””Efé)

D=
eR*
# Un développement en la variable x ne peut pas saisir la
nature de la solution exacte au voisinage du coin

# Toutefois, tant que ¢ = o(|x]), le développement en
champ lointain reste une bonne approximation.

o |
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La zone de validité du champ lointain

o N

ni(e

-

*

™

® c.-a-d. lim m(e)
e—0 &

o Toutefois, tant que ¢ = o(|x]), le développement en
champ lointain reste une bonne approximation.

= +00.

o |
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La zone de validité du champ lointain

o N

nie
gef{*

® c.-a-d. lim m(E) = +00.

e—0 ¢

® c.-a-d. lim n(e) = 0.

e—0



La zone de validité du champ lointain

o N

® c.-a-d. lim m(E) = +00.

e—0 £

® c.-a-d. lim n(e) = 0.

e—0



La zone de validité du champ lointain

o N

® c.-a-d. lim m(E) = +00.

e—0 ¢

® c.-a-d. lim n(e) = 0.

e—0



La zone de validité du champ lointain

o N

¢ -
-—

M)
Les termes u* du développement asymtptotique

+00
Ut (x) = Z fie) u'(x) + o (£%)

sont définis sur w.

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
—Au® = f dans w..



Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
—Au® = f dans w..

Soit x € w. Pour ¢ suffisamment petit, x € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

—Au(x) = f(x), XE€Ew.

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
—Au® = f dans w..

Soit x € w. Pour ¢ suffisamment petit, x € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

—A['JFZOO fi(a)ui(x)} = f(x), x€w.

1—=—00

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
—Au® = f dans w..

Soit x € w. Pour ¢ suffisamment petit, x € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
Z file)[— Au'(x)] = f(x), xE€Ew.

1——0C0

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit x € w. Pour ¢ suffisamment petit, x € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
Z file)[— Au'(x)] = f(x), xE€Ew.

1=—00
En identiflant terme a terme, il vient

~Aw=f et (—Au'=0 pouri#0) dansuw.

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
u®* = 0  Sur dws.



Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit x € dw \ {0}. Pour ¢ suffisamment petit, x € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

u“(x) = 0, x€dw\{0}.

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit x € dw \ {0}. Pour ¢ suffisamment petit, x € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
.Z fi(e) ul(x) = 0, x€ 0w\ {0}

1—=—00

o |
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Les équations de champ lointain

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit x € dw \ {0}. Pour ¢ suffisamment petit, x € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
.Z fi(e) ul(x) = 0, x€ 0w\ {0}

1—=—00

En identifiant terme a terme, il vient

u*=0 surodw) {0}

o |
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Le champ proche ou de coin

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique au voisinage du coin



Le champ proche ou de coin

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique au voisinage du coin

#® Changement d’échelle X = T c-ad x=¢X
E
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Le champ proche ou de coin

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique au voisinage du coin
#® Changement d’échelle X = T c-ad x=¢X
E

#® On cherche le developpement limité generalisé de la
solution exacte dilatée

+00
u®(eX) = US(X) = Z Fi(e) U(X) + o (™)

=00

o |
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Le champ proche ou de coin

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique au voisinage du coin
X

#® Changementdéchelle X = - c.-a-d. x=¢X
E

#® On cherche le developpement limité generalisé de la
solution exacte dilatée

+00
u®(eX) = US(X) = Z Fi(e) U(X) + o (™)

s avec FV =1, (F'(¢) — 0 pouri > 0) et (Fi(s) — —+oo

e—0 e—0

pour i < 0)

o |
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Le champ proche ou de coin

o N

o Objectif: decrire 'asymptotique au voisinage du coin
X

#® Changementdéchelle X = - c.-a-d. x=¢X
E

#® On cherche le developpement limité generalisé de la
solution exacte dilatée

+00
u®(eX) = US(X) = Z Fi(e) U(X) + o (™)

s avec FV =1, (F'(¢) — 0 pouri > 0) et (Fi(s) — —+oo

e—0 e—0

pour i < 0)

» Les coefficients de ce développement sont des
L fonctions qui ne dépendent pas de . J
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La zone de validité du champ proche

o N
e

()
N
eR

# Un développement en la variable X ne peut pas saisir
la nature de la solution exacte en x fixe dans w
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La zone de validité du champ proche

o N

() /
;QR*

# Un développement en la variable X ne peut pas saisir
la nature de la solution exacte en x fixe dans w

# Toutefois, tant que |x| = o(1), le développement en
champ lointain reste une bonne approximation.

o |
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La zone de validité du champ proche

o N

() /
?R*

® c.-a-d. lim e (€)
e—0 €

# Toutefois, tant que |x| = o(1), le développement en
champ proche reste une bonne approximation.

= +0Q.

o |
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La zone de validité du champ proche

o N

() /
.QR*

® c.-a-d. lim e (€)
e—0 €

® c.-a-d. lim n.(e) = 0.
e—0

= +0Q.
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La zone de validité du champ proche

o N

Ne(€)

—0

® c.-a-d. lim e (€)
e—0 €

® c.-a-d. lim n.(e) = 0.
e—0

= +0Q.
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La zone de validité du champ proche

o N

, .
/ wg—:
/
X
Q nTE (\
Ne(€) ‘770(5)/5,
—0 100
® Cc.-a-d. lim e (€) — +00.

e—0 &€
® c.-a-d. liH(l) ne(e) = 0.
£—>
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La zone de validité du champ proche

/ :
/
II wg > >
O *F (\ Y )
() ne@) /e
—0 — 400

Les termes U* du développement asymtptotique

+00
us(eX) = US(X) = .Z Fi(e) UUX) + o (%)

1—=—00

sont définis sur €.

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dans w..



Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit X € ). Pour ¢ suffisamment petit, =X € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

~A(eX) = 0, XeQ (¢X ¢ supp(f))

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit X € ). Pour ¢ suffisamment petit, =X € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

—AxUs(X) =0, XeQ (eX¢supp(f))

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit X € ). Pour ¢ suffisamment petit, =X € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

—A['f Fi(c) UZ’(X)} — 0, Xeq.

1—=—00

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit X € ). Pour ¢ suffisamment petit, =X € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
Y Fe)[-AUX)] =0, Xe

1—=—00

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
—Au® = f dansw..

Soit X € ). Pour ¢ suffisamment petit, =X € w. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
Y Fe)[-AUX)] =0, Xe

1=—00
En identiflant terme a terme, il vient

~AU*=0 dans .

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
u®* = 0  Sur dws.



Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit X € 992. Pour ¢ suffisamment petit, eX € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

F(eX) = 0, X e an.

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit X € 992. Pour ¢ suffisamment petit, eX € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

US(X) = 0, X €.

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit X € 992. Pour ¢ suffisamment petit, eX € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
» Fie)Ul(x) =0, X e

1—=—00

o |
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Les éguations de champ proche

o N

u® verifie
u®* = 0 sur ow;..

Soit X € 992. Pour ¢ suffisamment petit, eX € dw. (plus
précisément a la zone de validité de champ lointain)

+00
» Fie)Ul(x) =0, X e

1=—00
En identiflant terme a terme, il vient

U'=0 suron.

o |
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-

o

9

| es conditions de raccord

-

Obijectif: fermer les systemes définissant les termes de
developpements asymptotiques.

Methode: Raccords des déeveloppements singuliers
(asymptotique en espace)

Outil: Opération algébrique sur 'ensemble des séries
formelles

En trois temps

1) Etude des singularités de champ lointain

2) Etude des singularites de champ proche

3) ldentification des raccords

|
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Développement singulier

o N

#® Nous recherchons les champs lointains vérifiant

Au’ = —fetAu' = 0dansw, (i>1)
u* = 0surdw\ {0} (i € N),

o |
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Développement singulier

-

#® Nous recherchons les champs lointains vérifiant

Au’ = —fetAu' = 0dansw, (i>1)
= 0 surow\ {O} (2 € N),

#® Deéveloppement singulier (au voisinage du coin)

—+00
p)\ T PA
ut = E ( ap S ré’)) + g (prs (r,@))
p=1
Terme non variationnel Terme variationnel

avec

L sPA(r,0) = P sin (p\) p € Z*. J
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Développement singulier

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)

s Sl (ap) € R),en €St une suite qui ne contient qu’un
nombre fini de termes non nuls.

o |
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Développement singulier

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s Sl (ap) € R),en est presque nulle.



Développement singulier

-

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s Sl (ap) € R),en est presque nulle.

s Sif e L? esta support compact dans I'ouvert w

o |
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Développement singulier

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s Sl (ap) € R),en est presque nulle.
s Sif e L? esta support compact dans I'ouvert w
alors il existe un unique u € H.(w) o

xv € H!(w) pour tout

Hl(w) = {v

x € C*(w) avec 0 ¢ supp(x)}. (1)

o |
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Développement singulier

-

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s Sl (ap) € R),en est presque nulle.

s Sif e L? esta support compact dans I'ouvert w
alors il existe un unique u € Hl(w) tel que

[ _Au=fdansw,
u=0surow\ {0},
+00
u— Z (ap)\ s_p)‘) c H'(w).

\ p=1

o |
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Développement singulier

f #® Théoreme. (Existence et Unicité) T
s Sl (ap) € R),en est presque nulle.

s Sif e L? esta support compact dans I'ouvert w
alors il existe un unique u € Hl(w) tel que
[ _Au=fdansw,

u=0surow\ {0},

u— Jff (ap)\ s_p)‘) c H'(w).

\ p=1

# |l nous manque les a!, pour déterminer les u’.

L Notion d’information manquante J
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Développement singulier (champ proche

o N

# Nous recherchons les champs proches verifiant

AU' = 0 dans €,
Ut = 0 sur o).
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Développement singulier (champ proche

o N

# Nous recherchons les champs proches verifiant

AU' = 0 dans €,
Ut = 0 sur o).

o Deéveloppement singulier (dans un voisinage de l'infini)

—+00 —+00
T T PA ) —pA
U= (A 0.0) + Y (Bl s 0.0)).
p=1 p=1
Terme non variationnel Terme variationnel

avec s (p,0) = pP* cosZl pez*

Qv ?

o |
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Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)

s Si (Apy € R),en €St une suite qui ne contient qu’un
nombre fini de termes non nuls.



Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s SI (Apx € R),en est presque nulle.
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Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s SI (Apx € R),en est presque nulle.

alors il existe un unique U € HL (Q) o

loc

Hoc() = {v

xv € HY(Q) pour tout y € Coo(ﬁ)}. (1)

o |
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Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s SI (Apx € R),en est presque nulle.

alors il existe un unigue U € H} (Q)

loc



Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s SI (Apx € R),en est presque nulle.

alors il existe un unique U € H! () tel que

loc

[ _AU = 0dans ©,
U = 0 sur o,
\ L oo
_ pA)
V z; (Ap)\ > ) R—>O—|—oo(1).
\ p=

o |

Comparaison des techniques de raccordements de développements asymptotiques et de développements multiéchelles — p.18/36



Développement singulier (champ proche

o N

#® Théoreme. (Existence et Unicité)
s SI (Apx € R),en est presque nulle.

alors il existe un unique U € H (Q) tel que

[ _AU = 0dans ©,
U _Osuraﬂ

U - Z( n) = 0 ()

# |l nous mangue les A ) pour déterminer les U

Notion d’information manquante

o |
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| es raccords

o N

#® On se place dans une zone intermédiaire

77l(€) ST < 770(5) avec 77(8) — 0 et 77(5)/5 — s 100.

o |
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| es raccords

-

#® On se place dans une zone intermédiaire

77l(€) ST < 770(5) avec 77(8) — 0 et 77(5)/5 — s 100.

o |

Comparaison des techniques de raccordements de développements asymptotiques et de développements multiéchelles — p.19/36



| es raccords

-

#® On se place dans une zone intermédiaire

77l(€) ST < 770(5) avec 77(8) — 0 et 77(5)/5 — s 100.

e
m(z)

#® En variable lente et rapide, on a

To0 +00
Z fi(g) ui(r,e):uﬁ(r,é) — Ue(g@) _ Z Fi(g) Ui(g,@)

o |
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| es raccords

En variable lente et rapide, on a

+00 | | 100 | |
'Z fi(e) ul(r,0) = 'Z F'(e) UY(Z,0)

1—=—00 1—=—00

|
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| es raccords

- N

#® Oninjecte les developpements singuliers de u* et U*

)
TS (air s7\(r.6) + by $(r.6))
1=—00 p=1
i (r,0)
< —
+00 | . | N
S Fie €)D" (A 0 + By sM(=0))
1=—00 p=1
\ Ui(Z.0)
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| es raccords

o N

® On injecte les développements singuliers de u* et U

( +00 +00 | |

S (Fe) o sT00) + () by 5(,0))
p=1 i1=—00

< —

+00  +00

> 2. (Fi(a) Al PN(=,0) + Fi(e) B, S_pk(i’e))

E E

L p=11=—00

Or
sPAL0) = e7PAsPA(r.0),

67

sTPAL0) = &P sTPA(r,0).

o |
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| es raccords

- " , - N

o On injecte les développements singuliers de u* et U*

( +o00 400

SN (Fe) apa s 1,0) + fi(2) bjy (r,0))
p=11=—00

£ —

+o0 400

> 2. ( TPAFY(e) ALy sPA(r,0) + P F(e) By sTPA(r, 9))

L p=11=—00

o |
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-

| es raccords

o

o On injecte les développements singuliers de u* et U

( +o00 400

SN (Fe) apa s 1,0) + fi(2) bjy (r,0))

p=1 1=—00

£ —

+o0 400

S ( TPAF(e) ALy sPA(r,0) + &P Fi(e) BLy s PA(r 9))

L p=11=—00

On identifie les termes en s ?* et spA

+00
Z fi(g) afﬂ — gpPA Z FZ pA,

1=—00 z——oo

+00
Z.Zoon(g) = g~ PA Z-ZOOFZ(E) A J
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Choix des fonctions de jauge

-

® Comment choisir les f'(¢) et F'(g)?
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Choix des fonctions de jauge

® Comment choisir les f'(¢) et F'(g)?
# |l nous faut imposer les relations

N fie)al, = Y Fe) By,
| = =N

N fe) b, = e Y Fie) AL
\ 1=—00 1=—00

Il semble suffisant de considérer

file) = &2 et Fi(e) = &

|
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-

Choix des fonctions de jauge

® C'est-a-dire les Ansatz

+00 0
Z 57)\ uz)\ et U — Z 5@)\ UM.

1=—00 1=—00

et les relations de couplage

+00
Z EM M _ Z g(H—p))\ B;);\)

z——oo z——oo
Z EM bz)\ _ Z 8@ p)\AM
I=—00 iI=—00



-

Choix des fonctions de jauge

® C'est-a-dire les Ansatz

+00 0
s — Z 57,)\ uz)\ et U — Z 57)\ UZA.

1—=—0O 1=—00

et les relations de couplage

+00 +00 ( )
iX iN i p(t—p)A

D e = ) MBI

1=—00 1=—00

+00 +00 ( )
IA LI i 1+p)A

D b = D AT

1=—00 1=—00



Choix des fonctions de jauge

-

® C'est-a-dire les Ansatz

+00 0
U — Z 57,)\ uz)\ et U — Z 67)\ UM.

1——0C0 1=—0C
# En identifiant il vient les relations de couplage

P —P)A P +Dp)A
aiX = BN et b)) = AL

o |
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Choix des fonctions de jauge

o N

® C'est-a-dire les Ansatz

+00 0
s — Z 57,)\ uz)\ et U — Z 57)\ UM.

1—=—00 11—

# et par conseguent

P\ —D)A A\ —D)A
A B(z p) et A;;)\ _ bz(?@)\ p) .



Un résultat de stabilité

-

# Sous forme variationnelle le probleme
Chercher u® € Hj(w.) tel que Au® = —f.
s’écrit
Chercher uf € H}(w.) tel que

Vue-Vv = / fv WeHj(ws).

o |
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Un résultat de stabilité

-

# Sous forme variationnelle le probleme
Chercher u® € Hj(w.) tel que Au® = —f.
s’écrit
Chercher uf € H}(w.) tel que

Vue-Vv = / fv WeHj(ws).

® Pour v = uf, on montre la stabilité de u®

[l < C lfllize).

o |
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Un résultat de stabilité

u® = O (1) dans H!(w,)

|
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Un résultat de stabilité

-

# Ainsi,
u® = O (1) dans H!(w,)

e—0

# Conséguence sur les Ansatz

+00 0
U — Z 57,)\ uz)\ et U — Z 67)\ UM.

1—=——00 1—=—00

o |
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Un résultat de stabilité
f ® Ainsi, T

u® = O (1) dans H!(w,)

e—0

# Conséguence sur les Ansatz

—+00 —+00
U — Z 57)\ UM et U — Z 67)\ UM.

1—=——00 1—=—00

#® Pas de termes d’indice négatif (condition nécessaire a
la stabilité)

—+00 —+00
U — ZEM UM et U — ZEM UM.
Z:O ’[,:O

N ' N
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ lointain

(A’ = —fet Au”r = 0dans w, (i >1)
ur = 0surdw\ {O} (2 € N),
\ +00 +00
=% (a;gA s (. 9)) + Y (b;ﬁA SPA(r, 9))
\ p=1 p=1
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ lointain

( Auo = —fet Au* = 0dansw, (i >1)
— Osur ow \ {0} (i € N),
\ +00
Z (ap)\ s PA(r, 6) ) + Z (bg)‘\ sPA(r, 9))
\ p=1

# Relation de couplage

ix _ pli—p)A
a, = B ,

o |
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ lointain

( Auo = —fet Au* = 0dansw, (i >1)
— Osur ow \ {0} (i € N),
\ +00
Z (ap)\ s PA(r, 6) ) + Z (bg)‘\ sPA(r, 9))
\ p=1

# Relation de couplage (U"=P)* =0 pour p > 1)

; 1—P)A :
a;g)s\ — Bz(g)\ p) ) 1 < p < L,
a?)\ = 0, D > 1.

o |
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ lointain

(A’ = —fet Au”r = 0dans w, (i >1)
ur = Osur ow \ {0} (i € N),
\ +00
Z (apA sTPA(r, 9)) + Z (bg)‘\ P (7 6’))
\ p=1

# Relation de couplage (U"=P)* =0 pour p > 1)

; 1—P)A :
a;g)s\ — Bz(g)\ p) ) 1 < p < L,
a?)\ = 0, D > 1.

L ® Connaissant les U7%, j < i, le terme u** est déterminé. J
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ proche (i € N)

[ AURN = dans w,
ur = 0 sur 99,
\ ' +00 . +00 .
Ut =3 (AjﬁA PA(R, 9)) + ) (B;fA sPA\(R, 9))
\ p=1 p=1
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Définition des termes des developpemer

B

# Termes en champ proche (i € N)

[ AURN = dans w,
ur = 0 sur 99,
\ ' +00 . +00 .
Ut =3 (AjﬁA PA(R, 9)) + ) (B;fA sPA\(R, 9))
\ p=1 p=1

# Relation de couplage

i 1—p)A
Ap)\)\ _ b( p)

o |
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Définition des termes des developpemer

o N

# Termes en champ proche (i € N)

[ AURN = dans w,
ur = 0 sur 99,
\ ' +00 . +00 .
Ut =3 (AjﬁA PA(R, 9)) + ) (B;fA sPA\(R, 9))
\ p=1 p=1

® Relation de couplage (u(“=P)* = 0 pour p > 1)

[ Aix . R(E=p)A :
< A;g)\ _ bp)\ y 1 < p < L,
\ Ag;\ = 0, P > 1.

o |
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Définition des termes des developpemer

o N

# Termes en champ proche (i € N)

[ AURN = dans w,
ur = 0 sur 99,
\ ' +00 . +00 .
Ut =3 (AjﬁA PA(R, 9)) + ) (B;OAA sPA\(R, 9))
\ p=1 p=1

® Relation de couplage (u(“=P)* = 0 pour p > 1)

[ Aix . R(E=p)A :
< A;g)\ _ bp)\ y 1 < p < L,
\ Ag;\ = 0, P > 1.

® Connaissant les u/?, j < i, le terme U** est déterminé.
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Un diagramme de définition hierarchique

o N

0.

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general
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Un diagramme de définition hierarchique

o N

0.

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general

Ui)‘ ° (@) ° ° ° °
ui)‘ ° (@) ° ° ° °

0o + 2 3 4
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Un diagramme de définition hierarchique

o N

0.

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general

UZ)‘ ° ° (@) ° ° °
ui)‘ ° ° (@) ° ° °
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Un diagramme de définition hierarchique

o N

0.

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general

UZ)‘ ° ° ° (@) ° °
ui)‘ ° ° ° (@) ° °
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Un diagramme de définition hierarchique

B

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general

Ui)‘ ° ° ° ° (@)
ui)‘ ° ° ° ° (@)

-

0.
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Un diagramme de définition hierarchique

o N

0.

# Initialisation de l'algorithme

Chercher u’ € Hi(w) tel que — AW’ =f et U

o Construction du terme general

#® Les suites de fonctions (u*}); et (U*); sont bien définies.

o |
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En resumé

-

# A disposition, des series formelles

+00
ng (r,0) et Y £MUNr6)
1=0

#® Quel sens mathématigue donner aux egalités formelles

+00 .
- ZgiA ur,0) et U.(r,0) = E SN U (1, 0)?
i—0 -

#® Sens non evident car on peut montrer que ces series
ne convergent pas vers uv¢! Il N’y a pas égalite ?77?

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ lointain



| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ lointain

s Les termes u; sont singuliers au voisinage de 0.
— Pas d’estimation sur tout w.

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ lointain

s Les termes u; sont singuliers au voisinage de 0.
— Pas d’estimation sur tout w.
s Par contre, on peut espérer montrer I'estimation

Pour tout g > 0,

us(r,0) Zev‘ |

— 0 (€(n+1))\).
H(w\Br,) e—0

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ lointain

s Les termes u; sont singuliers au voisinage de 0.

— Pas d’estimation sur tout w.
s Par contre, on peut espérer montrer I'estimation

Pour tout g > 0,

us(r,0) Zev‘ |

» Ceci monterait I'unicité du développement.

— 0 (€(n+1))\).
H(w\Br,) e—0

(Développement de Taylor dans Hi(w))

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ proche



| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ proche

s Les termes U; sont croissants au voisinage de .
— Pas d’estimation sur tout ().

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ proche

s Les termes U; sont croissants au voisinage de .
— Pas d’estimation sur tout 2.
s Par contre on peut espérer montrer I'estimation

Pout tout Ry > 0,

us(eR, 9)—2 A UAN(R, 6) ‘
i=0

— 0 (€(n+1))\).
Hl(QﬂBRO) e—0

o |
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| es estimations d’erreurs locales

o N

# Estimation de champ proche

s Les termes U; sont croissants au voisinage de .
— Pas d’estimation sur tout 2.
s Par contre on peut espérer montrer I'estimation

Pout tout Ry > 0,

us(eR, 9)—2 A UAN(R, 6) ‘
i=0

— 0 (€(n+1))\).
Hl(QﬁBRO) e—0

» Ceci monterait I'unicité du développement.

(Développement de Taylor dans H_(Q))

loc

o |
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Estimation d’erreur globale

o N

Soit y et ¢ réalisant une partition de l'unité sur R
x(s) +¢(s) =1 et x([0,1]) =1 et x([2, +o0[) = 0.

On definit 'approximation

e M%)(Zn;EM uz‘A) n X(%)(is” UM).

o |
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Estimation d’erreur globale

-

277(6)/

)
>

(e)
Lerreur e = u® — U, vérifie

e € HI(w).

¢ = 0 surow,

n

| Supp(Ae;,) = %
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Estimation d’erreur globale

o N

277(6)/

)
>

(e)
Lerreur e = u® — U, vérifie

e n+1 & n+l
Al < €™+ (o5)
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Estimation d’erreur globale

o N

et, par consequent

n n+1
il < C )™+ (=) -



Estimation d’erreur globale

o N

et, par consequent

e n+1
6 Iy < € (1) + (==
On optimise le choix de 7(¢)

ne) = Ve = [&lhw) < Ce 2.

.
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Estimation d’erreur globale

o N

Théoreme. Pour

IXI (ZgM m) % (ZgM UM)

Il existe C' > 0 tel que

L Hug_ﬁnHH})(wa) s Cer J
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Du global au local

o N

n
Pour ||x|| > 7o >0, T(x) = » £ u(x).
1=0

w;; wg

To

o |
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Du global au local

o N

n
Pour ||x|| > 7o >0, T(x) = » £ u(x).
1=0

w;; wg

To

(n+1)X
< Ce 2
H! (w:)

o |
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Du global au local

o N

n
Pour ||x|| > 7o >0, T(x) = » £ u(x).
1=0

wE wE
ro
— (n+1)X
‘ u® —u, < Ce 2
HY (w\Br)

o |
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Du global au local

o N

n
Pour ||x|| > 7o >0, T(x) = » £ u(x).
1=0

w;; wg
ro
— (n+1)A
‘ ut —u, < Ce 2
HY (W\Bry)

o |
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Du global au local

- . .
(x)

Pour ||x|| > 7o >0, T(x) = » &*u™

wE wE
70
Z)\ (n+1)A :
u- — € < (e 2 non optimal).
Z B S (non optimal)

o |
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Du global au local

-

Z)\ (n+1)A )
u® — £ < Ce 2 (nonoptimal).
Z B S (non optimal)
On rattrape I'ordre optimal
2n
7)\ £ IA I
u® — £ < |u — e u
‘ Z HL(w\Br) Zz; HY (w\ By )
2n
A I
+ || Z e u
1
i=n+1 H (W\Bro)
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Du global au local

-

(n+1)A .
< Ce 2 (non optimal).
H1(w\Br,)

u _E :57)\

On rattrape I'ordre optimal

u _E :87)\

< n—|—1 4 || gz)\
HL(w\Byry) Z

H1 (w\B,
Rl (W\Brg)

|
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Du global au local

-

(n+1)A .
< Ce 2 (non optimal).
H1(w\Br,)

u _E :57)\

On rattrape I'ordre optimal

u _E :57)\

u’

< n—|—1_|_ E : Ez)\‘
1=n-+1

H (w\ By, ) HY (w\Bry)

|
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-

Du global au local

-

(n+1)A .
< Ce 2 (non optimal).
H1(w\Br,)

u _E :57)\

On rattrape I'ordre optimal

a3

1 1
< Ce"t o4 O™t

H(w\Br,)

|
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Du global au local

-

(n+1)X .
< Ce 2 (non optimal).
H1(w\Br,)

u _E :57)\

On rattrape I'ordre optimal

a3

Ainsi, on a I'estimation optimale

a3

HL(w\Bry)

< O€n+1
H(w\Br,)

|
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Les développements multiéchelles

o N

#» Un développement (double) multiéchelle a la forme
Zfz ) Vi(x,x/¢)
#® On se restreintici a

Zfz (xC/2) V(%) + (x) Vi(x/e)) + o (=)

e—0

avec y et ¢ des fonctions de troncature,
avec ' et V' des termes variationnels.

o |
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Les développements multiéchelles

o N

# Pas de canonicité des développements multiéchelles,
pas de recette miracle.

® Pas de calcul formel dans la démarche!

o |
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Initialisation de 'algorithme

o N

La limite de u® solution de

Trouver u® € Hj(w.) —Au®=f dansw..
est vV donné par la résolution de

Trouver V! e Hi(w) — AV =F dansw.

Pour définir vV sur w., on utilise une fonction de troncature

Vo(x) = x(x/e) v'(x).

248
- h .
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-

.

Calcul de l'ordre 1

e

£
On calcule le résidu r§ = A (Vg — u)

supp(rg) = N

et dans N on a

i et de développements multiéchelles 32/36



Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme
+00
V(r6) = Zcug)\ sPA(r, 0)
p=1

avec sPA(r,0) = ePr PAL 0).  (sPMNr,0) = P sPA(L.6))

g’ g’
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Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme
+00
VO(r,0) = of s(r,0) + Zag)\ P (1, 6)
p=2

avec sPA(r,0) = ePA sPML ). (sPA(r,0) = PP sPA(L.0))

g o

|
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Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme

+00

0 X 0T 0 pA

vo(r,0) = €% ay s (;9) + §2ap)\sp (r,0)
p:

avec sPA(r,0) = ePA sPML 0).  (sPM(r,0) = P sPA(L0))

e o

|
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Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme

VO(r,0) = & af SA(T ) + Za \ sPA(r, 0)

E

p=2
Par conseguent, on a
X T = X
R o};A{X(g) sk(g,e)} + A[Zx(g) ol spA(r,e)}
p=2
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Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme

+00
VO(r,0) = & af SA(E,H) + Zag)\ P (r, 6)

€ -

Par conseguent, on a

e = 2l Al L0 A PA(r, §)

0o = E CY)\ X - S 57 X p)\S 7“
H‘||H—1(W5):C5A ~ N g

H'||H—1(w€)<0 g2A

|
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Calcul de l'ordre 1

Développons vV sous la forme

+00
VO(r,0) = & af SA(E,H) + Zag)\ P (r, 6)

€ -
Par conseguent, on a
e = ad Al Mo A PA(r, §)
0o = E CV)\ X - S g’ X p>\s T
H‘||H—1(W5)ZC5A ~ g g

H'||H_1(w€)<0 g2A

€

Lde I'ordre 1 qui est en fait un ordre \. J
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Calcul de l'ordre A\

-

On rattrape le terme principal du reste
T
2ol A(Z) $=0)]

par un terme en variable rapide
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Calcul de l'ordre A\
-

On rattrape le terme principal du reste
T
2ol A(Z) $=0)]

par un terme en variable rapide

[ Trouver VA € HL () tel que

loc

AVA = —al A[X(g) (T 9)},

< :
VA =0 surof,
VAMR.O) = O (1).
\ (R, 0) R%OO()

o |
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Calcul de l'ordre A\

-

Approximation multiechelle d’ordre 1
Vx) = x(x/e) V(%) + VA(x/e).

Pour gue cette fonction soit bien définie sur w. on utilise
une deuxieme fonction de troncature v

Va(x) = x(x/e) V(x) + w(x) VA(x/e).

2e/ 25,20‘
. .
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Calcul de l'ordre A\

-

Approximation multiechelle d’ordre 1

Va(x) = x(x/2) v(x) + VA(x/e).

Pour gue cette fonction soit bien définie sur w. on utilise
une deuxieme fonction de troncature v

Vix) = x(x/2) vVO(x) + (x) VA(x/e).
On a alors I'estimation

V5 — U,y < Ce*. (estimation optimale)

o |
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Construction a un ordre guelconque

o N

Le developpement a I'ordre n (plus exactement n)\) etant
construit

n

a0 = D [P (xx/e) vA) + w(x) VA(x/2)) |

1=0



Construction a un ordre guelconque

o N

Le developpement a I'ordre n (plus exactement n)\) etant
construit

a0 = 3 [ (xx/0) V) + 00 V) |
1=0

On calcule alors le résidu

9 _ ~€ 9
oy = A[vm—u}

o |
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Construction a un ordre guelconque

o N

Le developpement a I'ordre n (plus exactement n)\) etant
construit

n

a0 = D [P (xx/e) vA) + w(x) VA(x/2)) |

1=0

On calcule alors le résidu
] L] Supp(r‘;)\)
g —~ g
rn)\ — A{Vn)\ — u }

o |
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Construction a un ordre guelconque

On calcule alors le résidu
O supp(rsy)
A = A{V;A - Ue}

i = N A wn (0] + AW (x/e)|) + Ry, @
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Construction a un ordre guelconque

o N

On calcule alors le résidu

O supp(ry,,)
A = ZX{VZA'—'Ug}

i = (A wn ()| + A W (x/2)] ) + Rin(x)

N\ J/
N

< C g(n—l—l)A

oo <C’ g(n—|—2))\
=1 o =1 ()

o |
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Construction a un ordre guelconque

o N

On calcule alors le résidu

O supp(ry,,)
A = A[V;A - Ug}

i = (A wn ()| + A W (x/2)] ) + Rin(x)

2 C e(n+1)A H'HH—l(wg)<C g(nt+2)A

On a l'estimation

¢(+DA Estimation optimale!

74\
Q

Vo — U‘SHH})(%)

o |
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Construction a un ordre guelconque

o N

On calcule alors le résidu

O supp(ry,,)
A = A{V;A - Ue}

i = (A wn ()| + A W (x/2)] ) + Rin(x)

2 C e(n+1)A H'HH—l(wa)<C g(nt+2)A

On a l'estimation
Voa — W[y < C e Estimation optimale!

On rattrape les termes principaux d’erreur a 'aide d’'un
Lchamp en variable lente et d’'un champ en variable rapide. J
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Relation entre les deux développement

o N

Raccordement de développements asymptotiques.

n
Ue — E :gz)\ uz)\
1=0

— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0




Relation entre les deux développement

o N

Raccordement de développements asymptotiques.

n
Ue — E :gz)\ uz)\
1=0

Développement multiéchelle.

— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0

— 0 (8(n+1))\)'

~&
U —V
Mgy e=0

o |
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Relation entre les deux développement

o N

Raccordement de développements asymptotiques.

| E :gz)\

Développement multiéchelle.

— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0

— 0 (€(n+1))\)'
Hi(w\Br,) e—0

o |
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Relation entre les deux développement

o N

Raccordement de développements asymptotiques.

n
Ue — E :gz)\ uz)\
1=0

Développement multiéchelle.

n
U, — E :gz)\ Vz)\
1=0

— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0

— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0

o |
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Relation entre les deux développement

- , . N

Raccordement de développements asymptotiques.

oo e
Développement multiéchelle.
n
| u Z JIA A
i=0

Par inegalité triangulaire
— 0 (€(n+1))\).

n n
H ZEM uz)\ . ZEM Vz)\
— P H (w\B:y) e—0

Comparaison des techniques de raccordements de développements asymptotiques et de développements multiéchelles — p.35/36
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— 0 (g(n—kl))\)'
Hi(w\Br,) e—0

.



Relation entre les deux développement

o N

Par ineégalité triangulaire

n n
H ZEM uz)\ . ZEM Vz)\
1=0 1=0

S (€(n+1))\).
Hi(w\Br,) e—0




Relation entre les deux développement

o N

Par ineégalité triangulaire

n n
H ZEM uz)\ . ZEM Vz)\
1=0 1=0

Egalité des termes des développements dans w \ B,,

S (€(n+1))\).
Hi(w\Br,) e—0

S = iA

o |
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Relation entre les deux développement

-

Par ineégalité triangulaire

n n
H ZEM uz)\ . ZEM Vz)\
1=0 1=0

Egalité des termes des développements dans w \ B,,

Hi(w\Br,) e—0
2N Y
De méme, on montre que dans un voisinage du coin

Ui)\ _ Vi)\.

o |
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Conclusion

o N

® Deux méthodes

s Dev. As. rac. méthode de calcul formel justifiée a
postériori

s Dev. multi. méthode rigoureuse du début a la fin.

o |
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Conclusion

o N

® Deux méthodes

s Dev. As. rac. méthode de calcul formel justifiée a
postériori

s Dev. multi. méthode rigoureuse du début a la fin.

# On aboutit au méme développement asymtptotique (a
part dans les zones de transition)

o |
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Conclusion

o N

® Deux méthodes

s Dev. As. rac. méthode de calcul formel justifiée a
postériori

s Dev. multi. méthode rigoureuse du début a la fin.
# On aboutit au méme développement asymtptotique (a
part dans les zones de transition)
# Pas de hiérarchie entre les deux methodes
s Depend de l'utilisateur
s Deépend du probleme
s Pas une recette miracle

o |
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