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❆❜str❛❝t

❲❡ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✷❉ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r♦❜✉st ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✉❛❧
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❧✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♦♥❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❉❡❧❛✉♥❛② ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❡❞❣❡ t❤❡ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤♦s❡ ❞✉❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt❡① ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ▲❧♦②❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧
t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❬❆✉r✾✶❪✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts X = {xi}

N
i=1✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐t❡s✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st s✐t❡✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ xi✱ ❞❡♥♦t❡❞ Vi✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Vi =
{

x ∈ R
2 | d(x,xi) ≤ d(x,xj),∀j ∈ {1..N}, j 6= i

}

.

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✇❛② t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥str✉❝t ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐ts ❞✉❛❧✲
✐t② ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡❞❣❡
xixj ✐❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s Vi ❛♥❞ Vj ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭t❤❡② s❤❛r❡ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡✮✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ X ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ X ✳

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ ❣♦♦❞ s❛♠♣❧✐♥❣
♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡
✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬❉❋●✾✾❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❞✐♥❛r② ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥t♦ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ✐ts ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s ❛ ✇❛② t♦ tr❛❞❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❢♦r ❧♦❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ s✐t❡✳

❚❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ❛ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝❡❧❧s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ ♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t
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✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ Ω ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
♠❛ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝❧✐♣♣❡❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♠❛ss ❧♦❝❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ Ω✳

❋♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡✱ ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢
r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❈❉❚✮✳ ■t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s ❡❞❣❡s ♦❢
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❤❡✽✼❪✳ ■♥ ❛ ❈❉❚✱ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ X ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ❜❛rr✐❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❧❡❢t✮✳

❖♥❡ ♦❢ ♦✉r ❣♦❛❧s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛♥♥❡r✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥♥❡r ✐s♦❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝r❛❝❦s✱ ❡t❝✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ♠❡t❤♦❞s ❬❙▼❇✾✽✱ ❨❘▲❈✵✹✱ ▼❈❆+✵✹✱ ❨❈▲❘✵✺❪ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
✇❛②✳ ❘♦❜✉st♥❡ss ✐s t❤✉s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ❝♦♥✈❡① ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞✳

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡✱s t❤✉s ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧
♦❢ t❤❡ ❈❉❚ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉❛❧ r✉❧❡✿

❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐
❡❞❣❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✉❛❧ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡s✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈❉❚ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❈❱❉✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❧✐❣❤t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡✿

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✉❛❧ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡❞❣❡

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✲▼✐❞❞❧❡✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r ♠♦r❡ ❡①✲
❛❝t❧②✱ s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❞❛s❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✲▼✐❞❞❧❡✮ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ t❤❡ ✇r♦♥❣
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❬❲❙✽✼✱ ▲✐♥✽✾✱ ❙❡✐✽✽❪✳ ❲❡ ❜❛s❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❙❡✐❞❡❧✬s ❬❙❡✐✽✽❪ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❇❱❉✮ ✇❤✐❝❤ ❝❧✐♣s t❤❡ ❈❱❉ ❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✲❘✐❣❤t✮✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❇❱❉ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❉❚✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❋✐rst✱ ♠❛r❦ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤♦s❡ ❞✉❛❧ ❇❱❉ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❈❱❉ ❜✉t ♥♦t t♦ t❤❡ ❇❱❉✳
❚❤❡♥✱ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❇❱❉ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❈❱❉✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❱❉ ♠❛②
❜❡ ❝❧✐♣♣❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡❞❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤✐s
❇❱❉ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛♥♥❡r
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

✷ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ✇✐s❤ ❤❡r❡ t♦
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥s t♦ ❝r♦ss ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✭▲❡❢t✮ ❈❉❚✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ✭▼✐❞❞❧❡✮
❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✿ ❈❱❉✱ st❛♥❞❛r❞ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈❉❚✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❇❱❉✿ ❇♦✉♥❞❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠✳

❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙❡✐❞❡❧ ❬❙❡✐✽✽❪ ❛s ❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❤❡✽✼✱ ❙❤❡✾✻❪✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚♦❉♦✳✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❧✐♥❦s ❡❛❝❤
tr✐❛♥❣❧❡ t♦ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ △ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r c ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ c ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ △ ✐❢ ✐t ✐s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✉❛❧✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡s ♦❢ △ ♠✉st ❜❡ ❝❧✐♣♣❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❇❱❉ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Vi ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r xi ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ xi t❤❛♥ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❆s ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡
❞✐st❛♥❝❡ dS(x, y) ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ y ♦❢ R

2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

dS(x, y) =

{

||x− y||R2 ✐❢ x ✏s❡❡s✑ y,

+∞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ x ✏s❡❡s✑ y ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x, y]✳ ❚❤✐s
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ❤♦✇ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡
s✐❣❤t✱ ♦r s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② tr✐❛♥❣❧❡ ✏❜❧✐♥❞♥❡ss✑✱ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣s❡✉❞♦✲❞✉❛❧
❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❜②
❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡rs ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t tr✐❛♥❣❧❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ❜❧✐♥❞♥❡ss ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳

s❤♦✇ ❝r♦ss✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡s ✲❃ ♥♦♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❚♦❉♦

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❇❧✐♥❞ tr✐❛♥❣❧❡✮✳ ❆ tr✐❛♥❣❧❡ △ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜❧✐♥❞ ✐❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐ts
❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r c ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ E✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ △ ✐s ❜❧✐♥❞
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ E s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ △ ✭♥♦t
❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ E✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ [p, c] ∩ E ✐s ♥♦♥ ❡♠♣t②✳

❚❤❡ ❇❱❉ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❛❣s ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❜❡✐♥❣
❜❧✐♥❞ ♦r ♥♦t ❜❧✐♥❞ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳ ■t t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝ts ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

✸



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚✇♦ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧✐♣♣❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝♦✉♥t❡r ♣❛rts✳ ❚❤❡s❡ ❝❡❧❧s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s✐t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❝❧✐♣♣❡❞✳

✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t❛❣s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t❛❣s ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❜❡✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❜❧✐♥❞ ♦r ♥♦♥✲❜❧✐♥❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ tr✐❛♥❣❧❡ st♦r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❜st❛❝❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡ ♣r❡✈❡♥ts ✐t t♦ s❡❡ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ✭✐t ✐s t❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t
✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t♦ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r✮✳ ◆♦t✐❝❡
❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ❛❧❧
s❡ts ♦❢ ❜❧✐♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛
tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧ r❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r♦❜✉st ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❝❛❧❧❡❞ P ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t♦ t❡st ✐❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❜❧✐♥❞❡❞ ❜② ❛
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ P t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛
❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts ♣s❡✉❞♦✲❞✉❛❧
❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭r✐❣❤t✮✳

✹



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❚❛❣ ❜❧✐♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s

■♥♣✉t✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ cdt✳

❚❛❣ ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲❜❧✐♥❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳

❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ e ♦❢ cdt ❞♦

❈r❡❛t❡ ❛ st❛❝❦✿ triangles

❢♦r ❜♦t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t tr✐❛♥❣❧❡s fe t♦ e t❛❣❣❡❞ ♥♦♥✲❜❧✐♥❞ ❞♦

P✉s❤ fe ✐♥t♦ triangles

✇❤✐❧❡ triangles ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② ❞♦

P♦♣ f ❢r♦♠ st❛❝❦ triangles

✐❢ f ✐s ❜❧✐♥❞❡❞ ❜② e ✭✉s❡ P✮ t❤❡♥
❚❛❣ f ❛s ❜❧✐♥❞❡❞ ❜② e

❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥t tr✐❛♥❣❧❡ f ′ t♦ f ❞♦

✐❢ f ′ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❛❣❣❡❞ ♥♦♥✲❜❧✐♥❞

& t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ f ′ ✐s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❡♥

P✉s❤ f ′ ✐♥t♦ triangles✳

s❡❣♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ✐s ♥❡✈❡r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ r♦❜✉st t❛❣❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛s ❝❡❧❧ ✈❡rt❡①
❡✐t❤❡r ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡rs ♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❡❞❣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐♥♣✉t
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t r❡❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❧♦②❞
✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳

✸ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥

✸✳✶ ❊♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

E =

N
∑

i=1

∫

y∈Vi

ρ(y)||y − xi||
2dy,

✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ {xi}
N
i=1 ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞

Vi
N
i=1 t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✳

✸✳✷ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❬▲❧♦✽✷❪ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ❢♦r E ✳ ■t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s ❡♥❡r❣② ❜② ❛❧t❡r♥❛t❡❧②
♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡✐r ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ x

⋆ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ V ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

x
⋆ =

∫

V
yρ(y)dy

∫

V
ρ(y)dy

.

❆❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ s♣❛❝❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❛ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❚❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❈❱❚✮ ❬❉❋●✾✾✱
❉❊❏✵✻❪✳ ❆s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ✱ ✐t ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E ✳

✺



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❈♦♥str✉❝t ❛ ❇❱❉ ❝❡❧❧

■♥♣✉t✿ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rt❡① x ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ cdt✳

❈❛❧❧ P t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✭❝❡❧❧✮ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

❈❛❧❧ finit ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ x✱

▲❡t f ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ finit

❈❛❧❧ fnext t❤❡ ♥❡①t tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛r♦✉♥❞ z✱

❈❛❧❧ Lf,fnext
t❤❡ ❧✐♥❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡rs ♦❢ f ❛♥❞ fnext✳

r❡♣❡❛t

✐❢ f ✐s t❛❣❣❡❞ ♥♦♥✲❜❧✐♥❞ t❤❡♥

■♥s❡rt t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ f ✐♥t♦ P ✳

✐❢ fnext ✐s ❜❧✐♥❞ t❤❡♥

❈❛❧❧ Sfnext
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ❜❧✐♥❞✐♥❣ fnext✱

■♥s❡rt ♣♦✐♥t Lf,fnext
∩ Sfnext

✐♥t♦ P ✳

❡❧s❡

❈❛❧❧ Sf t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ❜❧✐♥❞✐♥❣ f ✳

✐❢ fnext ✐s t❛❣❣❡❞ ♥♦♥✲❜❧✐♥❞ t❤❡♥

■♥s❡rt Lf,fnext
∩ Sf ✐♥t♦ P ✳

❡❧s❡

❈❛❧❧ Sfnext
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ❜❧✐♥❞✐♥❣ fnext✱

✐❢ Sf 6= Sfnext
t❤❡♥

■♥s❡rt Lf,fnext
∩ Sf ❛♥❞ Lf,fnext

∩ Sfnext
✐♥t♦ P ✳

f ← fnext

❈❛❧❧ fnext t❤❡ ♥❡①t tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛r♦✉♥❞ z✱

✉♥t✐❧ f = finit

❖✉t♣✉t✿ ❇♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ x ✐♥ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r❞❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
✐s tr✉♥❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡ ✭❝♦❧♦r❡❞ tr✐✲
❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❜❧✐♥❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❇♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ P❙▲●✳

✻



❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ st♦♣ t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♠♦✈❡
❧❡ss t❤❛♥ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ❣❡♥✲

❡r❛t♦r x ✐♥ ✐ts ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ V ❛s mr(x) = ||x−x
⋆||

diameter(V) ✳ ❚❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥

max
x∈{xi}N

i=1
mr(x) < p ✭p ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s❡t t♦ ✶✪✮✳

▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ✶❉ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❣♠❡♥ts ✭❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ✷❉ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✧❢r❡❡✧ ✈❡rt✐❝❡s
❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✐❧❧✉str❛t❡s ❜♦t❤ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②✳ ✭❛✮ ❱❡rt✐❝❡s r❛♥❞♦♠❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❱❡rt✐❝❡s r❛♥❞♦♠❧② ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ❛ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❙✐t❡s ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ❞♦ts✱ ❛♥❞
❝❡♥tr♦✐❞s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❞♦ts ✭t❤❡② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ✭❝✮ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞
❜♦t❤ ✐♥ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉✳

❚❤❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ✶❉ ❛♥❞ ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧②
❜♦✉♥❞❡❞✮ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ✐♥ ✷❉✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤❡♥ ❛ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ❛♥❞ t❤❡ s✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ µ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❬❉❲✵✻❪✿
µ(x) = 1

ρ(x)d+2 ✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ✷❉✱ ✇❡ ❤❛✈❡

µ(x) =
1

ρ(x)4
.

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❜❡ ✐t ❛♥ ❡❞❣❡ ♦r
❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✮ ✇❤❡r❡
s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❞❡✈✐s❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉s❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡

✼



t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❣♦ s♦ t❤❛t ❛ ❧♦✇ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
✇❤❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛ ❧♦t ✭t②♣✐❝❛❧❧② n = 10✮✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ✭n = 100 ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✮✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ tr❛♣❡③✐✉♠ r✉❧❡ ✐♥ ✶❉✱ ✇✐t❤ n s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r✉❧❡ ✐♥ ✷❉✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✐♥t♦ n s✉❜✲tr✐❛♥❣❧❡s✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❝❡❧❧ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s t♦ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜✐s❡❝ts t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
q✉❛❞r❛t✉r❡ tr✐❛♥❣❧❡s r❡❛❝❤❡s n✳ ❖♥ ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✿

∫

△

f(x)dx ≈
|△|

3
(f(x12) + f(x23) + f(x13)),

✇❤❡r❡ x12✱ x23 ❛♥❞ x13 ❛r❡ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡❞❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s✉♠
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s
▲✐❜r❛r② ❈●❆▲ ❬❈●❆✵✽❪✳

✹ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✼✿ r❡s✉❧t ✶

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬❆✉r✾✶❪ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s✉r✈❡②s✱ ✷✸✭✸✮✱ ✶✾✾✶✳

❬❈●❆✵✽❪ ❈●❆▲ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞✳ ❈●❆▲ ❯s❡r ❛♥❞ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✱ ✸✳✹ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✽✳
✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✳

❬❈❤❡✽✼❪ ▲✳P✳ ❈❤❡✇✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ❆♥♥✉❛❧
❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ♣❛❣❡s ✷✶✺✕✷✷✷✱ ✶✾✽✼✳

❬❉❊❏✵✻❪ ◗✳ ❉✉✱ ▼✳ ❊♠❡❧✐❛♥❡♥❦♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❏✉✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❧♦②❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱
✹✹✭✶✮✿✶✵✷✕✶✶✾✱ ✷✵✵✻✳

✽



❋✐❣✉r❡ ✽✿ r❡s✉❧t ✷✳ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ k = 0.1

❬❉❋●✾✾❪ ◗✳ ❉✉✱ ❱✳ ❋❛❜❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✉♥③❜✉r❣❡r✳ ❈❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s✿ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙■❆▼ r❡✈✐❡✇✱ ✹✶✭✹✮✿✻✸✼✕✻✼✻✱ ✶✾✾✾✳

❬❉❲✵✻❪ ◗✳ ❉✉ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛♥❣✳ ❘❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ r♦❜✉st ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❉❡❧❛✉♥❛② ♠❡s❤ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✾✺✭✶✲✷✮✿✽✕✷✸✱ ✷✵✵✻✳

❬▲✐♥✽✾❪ ❆✳ ▲✐♥❣❛s✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✇✐t❤ ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱ ✸✷✭✹✮✿✶✾✶✕✶✾✽✱ ✶✾✽✾✳

❬▲❧♦✽✷❪ ❙✳ ▲❧♦②❞✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡s q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ P❈▼✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❚❤❡♦r②✱ ✷✽✭✷✮✿✶✷✾✕✶✸✼✱ ✶✾✽✷✳

❬▼❈❆+✵✹❪ ▼❆ ▼❛rt✐♥❡③✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ■✳ ❆❧❢❛r♦✱ ▼✳ ❉♦❜❧❛r❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❯♣❞❛t❡❞ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✻✵✭✶✸✮✱ ✷✵✵✹✳

❬❙❡✐✽✽❪ ❘✳ ❙❡✐❞❡❧✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✇✐t❤ ♦❜st❛✲
❝❧❡s✳ ❘❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❚❯ ●r❛③✱ ✷✻✵✿✶✼✽✕✶✾✶✱
✶✾✽✽✳

❬❙❤❡✾✻❪ ❏✳❘✳ ❙❤❡✇❝❤✉❦✳ ❚r✐❛♥❣❧❡✿ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛ ✷❉ q✉❛❧✐t② ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t♦r✳ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ✶✶✹✽✿✷✵✸✕✷✷✷✱ ✶✾✾✻✳

❬❙▼❇✾✽❪ ◆✳ ❙✉❦✉♠❛r✱ ❇✳ ▼♦r❛♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❇❡❧②ts❝❤❦♦✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s♦❧✐❞
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✸✿✽✸✾✕
✽✽✼✱ ✶✾✾✽✳

❬❲❙✽✼❪ ❈✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ▲✳ ❙❝❤✉❜❡rt✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ♣❛❣❡s ✷✷✸✕✷✸✷✳ ❆❈▼ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✼✳

❬❨❈▲❘✵✺❪ ❏✳ ❨✈♦♥♥❡t✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ P✳ ▲♦r♦♥❣✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘②❝❦❡❧②♥❝❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈✲◆❊▼✮ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✹✭✻✮✿✺✺✾✕✺✻✾✱ ✷✵✵✺✳

❬❨❘▲❈✵✹❪ ❏✳ ❨✈♦♥♥❡t✱ ❉✳ ❘②❝❦❡❧②♥❝❦✱ P✳ ▲♦r♦♥❣✱ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❆ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈✲◆❊▼✮✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✻✵✭✽✮✱ ✷✵✵✹✳

✾


	1 Introduction
	2 Constrained Voronoi Diagram
	3 Lloyd iteration
	3.1 Energy minimization
	3.2 Lloyd iteration

	4 Results

