
HAL Id: inria-00522098
https://inria.hal.science/inria-00522098v1
Submitted on 29 Sep 2010 (v1), last revised 14 Sep 2012 (v5)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Analysis of a new variational model to restore point-like
and curve-like singularities in imaging
Gilles Aubert, Laure Blanc-Féraud, Daniele Graziani

To cite this version:
Gilles Aubert, Laure Blanc-Féraud, Daniele Graziani. Analysis of a new variational model to restore
point-like and curve-like singularities in imaging. 2010. �inria-00522098v1�

https://inria.hal.science/inria-00522098v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡st♦r❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧✐❦❡

s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✶

●■▲▲❊❙ ❆❯❇❊❘❚

▲❆❇❖❘❆❚❖■❘❊ ❏✳❆✳ ❉■❊❯❉❖◆◆➱

❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡ ❙❖P❍■❆ ❆◆❚■P❖▲■❙✱ P❛r❝ ❱❛❧r♦s❡ ✵✻✶✵✽ ◆✐❝❡ ❈❊❉❊❳ ✷✱ ❋❘❆◆❈❊

❡✳♠❛✐❧✿ ❣❛✉❜❡rt❅✉♥✐❝❡✳❢r

▲❆❯❘❊ ❇▲❆◆❈✲❋➱❘❆❯❉

❆❘■❆◆❆ ❈◆❘❙✴■◆❘■❆✴❯◆❙❆ ❙❖P❍■❆ ❆◆❚■P❖▲■❙

■♥r✐❛✱ ✷✵✵✹ r♦✉t❡ ❞❡s ▲✉❝✐♦❧❡s ❇P ✾✸ ✵✻✾✵✷ ❙❖P❍■❆ ❆◆❚■P❖▲■❙ ❈❊❉❊❳✱ ❋❘❆◆❈❊

❡✳♠❛✐❧✿ ▲❛✉r❡✳❇❧❛♥❝✲❋❡r❛✉❞❅✐♥r✐❛✳❢r

❉❆◆■❊▲❊ ●❘❆❩■❆◆■✷

❆❘■❆◆❆ ❈◆❘❙✴■◆❘■❆✴❯◆❙❆ ❙❖P❍■❆ ❆◆❚■P❖▲■❙

■♥r✐❛✱ ✷✵✵✹ r♦✉t❡ ❞❡s ▲✉❝✐♦❧❡s ❇P ✾✸ ✵✻✾✵✷ ❙❖P❍■❆ ❆◆❚■P❖▲■❙ ❈❊❉❊❳✱ ❋❘❆◆❈❊

❡✳♠❛✐❧✿ ❉❛♥✐❡❧❡✳●r❛③✐❛♥✐❅✐♥r✐❛✳❢r

❡✳♠❛✐❧✿❞❛♥✐❡❧❡✳❣r❛③✐❛♥✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❆❜str❛❝t✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡st♦r❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡

❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧✐❦❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡s❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
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✈✐❡✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ u0✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛♥ L2✲✜❞❡❧✐t②

t❡r♠ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠

♣r♦❜❧❡♠✿

✭✶✳✶✮ min
u∈X

F (u) +
λ

2
‖u− u0‖2

2.

λ > 0 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t♦ ❜❡ r❡st♦r❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t F ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♥s❡ ♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝✉r✈❡s✳

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡✳

❚❤❡♥✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ t❛r❣❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❬✷✱ ✶✶❪✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡

❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ∆Mp(Ω) ♦❢ W 1,p
0 ✲❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛♥ Lp✲✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤❡r❡ 1 < p < N
N−1 ✱ Ω ⊂ R

N ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ N ✐s t❤❡

s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ p ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ p ≥ N
N−1 t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ Div∇u ♦❢ ∇u ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❬✷✱ ✶✶❪✮✳ ❚❤❡♥

t♦ r❡st♦r❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧✐❦❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ 2❉ ♦r 3❉✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t②♣❡

✭✶✳✷✮ F (u) :=

{

∫

Ω
f(∆u)dx+

∫

Ω
g(∇u)dx ♦♥ W 1,p,1

0 (Div; Ω),

+∞ ♦♥ ∆Mp(Ω) \W 1,p,1
0 (Div; Ω),

✇❤❡r❡ f ✱ g ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ p✲❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ W 1,p,1
0 (Div; Ω) ✐s

t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ W 1,p
0 ✲❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛♥ Lp✲✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ❛♥

L1✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ s✐♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✶✳✷✮ ✐s ♥♦t ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p
0 ✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐ts ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭♦r r❡❧❛①❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ∆Mp(Ω)✳ ❙♦ t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✶✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥✱ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♣r❡s❡r✈❡✳ ❲❤❡♥ 1 < p < N
N−1 ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡

s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ p✲❝❛♣❛❝✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s❡ts ♦❢

0✲▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t✱ t♦ ❡①t❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✶✳✷✮ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ∆Mp(Ω)✱

♦♥❡ ❤❛s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∇u ❛♥❞✱ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❝♦♥tr♦❧ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rts✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② s✐♥❣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡s µa ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥

s❡ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ p✲❝❛♣❛❝✐t② s✉❝❤ ❛s 2❉ ❝✉r✈❡s ♦r 3❉ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ µ0 ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s❡ts ✇✐t❤ 0 p✲

❝❛♣❛❝✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ 2❉ ♦r ❝✉r✈❡s ✐♥ 3❉ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✵✱ ✶✸✱ ✶✽❪ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

p✲❝❛♣❛❝✐t②✮✳ ■♥❞❡❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ p✲❝❛♣❛❝✐t❛r② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✼❪✱ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt✱

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆②❦♦❞✐♠ ❞❡❝♦♠♣♦st✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Div∇u✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Div∇u = ∆udx+ Divs∇u = ∆udx+ µa + µ0,



✸

✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ 2.2 ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r s❡♠✐✲

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ F ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✭✶✳✸✮ F(u) :=

∫

Ω

f(∆u)dx+

∫

Ω

g(∇u)dx+

∫

Ω

f∞(
dµa

d|µa| )d|µ
a| +

∫

Ω

f∞(
dµ0

d|µ0| )d|µ
0|,

✇❤❡r❡ u ∈ ∆Mp(Ω) ❛♥❞ f∞ ✐s t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② lim
s→+∞

f(st)

s
✱ ✇✐t❤ t ∈ R✳ dµa

d|µa| ✱
dµ0

d|µ0| ❛r❡

t❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µa ❛♥❞ µ0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭s❡❡

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✮✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡

✐♥t❡❣r❛♥❞s f ❛♥❞ g✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ F ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ∆Mp(Ω)✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ F ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ 3.3✮✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

J (u) :=

∫

Ω

|∆u|dx+
1

p

∫

Ω

|∇u|pdx+ |µa|(Ω) + |µ0|(Ω) +
λ

2

∫

Ω

|u− u0|2dx,

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ f = | · | ❛♥❞ g = | · |pp✳ ■ts s♠♦♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Jh(u) :=

{

∫

Ω
wǫh(|∆u|)dx+ 1

p

∫

Ω
wǫh(|∇u|p)dx+ λ

2

∫

Ω
|u− u0|2dx ♦♥ W 1,p,1

0 (Div; Ω),

+∞ ♦♥ ∆Mp(Ω) \W 1,p,1
0 (Div; Ω).

✇❤❡r❡ wǫh ✐s t❤❡ ❍✉❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4 ❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ {ǫh}h → 0 ❛s h → 0✳ ❚❤❡♥✱ ❜②

❛❞❛♣t✐♥❣ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✶✹✱ ✶✻❪ t♦ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ 4.1 ❢♦r

♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t♦♥ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✮ ♦❢ Jh ❜② ❛ ❢❛st ❞❡s❝❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜♦t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧

✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ✉s ❜② ✧■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❞❡ P❛r✐s✧✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ 2 ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞

r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ 3 ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ 4 ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡

♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❜♦t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✷✳✶✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ Lp,q(Div; Ω) ❛♥❞ DMp(Ω)✱ 1 ≤ p, q ≤ +∞✱ ✭s❡❡ ❬✶✱ ✺❪✮✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛♣❡r

Ω ⊂ R
N ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ✇✐t❤ ❧✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞❛r②✳ N ≥ 2 ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t U ∈ Lp,q(Div; Ω) ✐❢ U ∈ Lp(Ω; RN ) ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

DivU ∈ Lq(Ω)✳ ■❢ p = q t❤❡ s♣❛❝❡ Lp,q(Div; Ω) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Lp(Div; Ω)✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈ W 1,p(Ω) ❜❡❧♦♥❣s t♦ W 1,p,q(Div; Ω) ✐❢ ∇u ∈ Lp,q(Div; Ω)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈W
1,p
0 (Ω) ❜❡❧♦♥❣s t♦ W 1,p,q

0 (Div; Ω) ✐❢ ∇u ∈ Lp,q(Div; Ω)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❋♦r U ∈ Lp(Ω; RN )✱ 1 ≤ p ≤ +∞✱ s❡t

|DivU |(Ω) := sup{〈U,∇ϕ〉 : ϕ ∈ C∞
0 (Ω), |ϕ| ≤ 1}.



✹

❲❡ s❛② t❤❛t U ✐s ❛♥ Lp✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳ U ∈ DMp(Ω)✱ ✐❢

‖U‖DMp(Ω) := ‖U‖Lp(Ω;RN ) + |DivU |(Ω) < +∞.

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t U ∈ Lp(Ω; RN ) ❜❡❧♦♥❣s t♦ DMp(Ω) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡

❞❡♥♦t❡❞ ❜② DivU s✉❝❤ t❤❛t

〈U,∇ϕ〉 = −
∫

Ω

DivUϕ ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ DivU ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② |DivU |(Ω)✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✭s❡❡ ❬✻❪ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.1✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ▲❡t {Uh}h ⊂ DMp(Ω) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✶✮ Uh ⇀ U ✐♥ Lp(Ω; RN ), ❛s h→ +∞ ❢♦r 1 ≤ p < +∞.

❚❤❡♥

‖U‖Lp(Ω;RN ) ≤ lim inf
h→+∞

‖Uh‖Lp(Ω;RN ), |DivU |(Ω) ≤ lim inf
h→+∞

|DivUh|(Ω).

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❛❝❡

✭✷✳✷✮ ∆Mp(Ω) := {u ∈W
1,p
0 (Ω), ∇u ∈ DMp(Ω)}.

✷✳✷✳ ♣✲❝❛♣❛❝✐t②✳ ■❢ K ⊂ R
N ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ❛♥❞ χK ❞❡♥♦t❡s ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

Capp(K,Ω) = inf{
∫

Ω

|∇f |pdx, f ∈ C∞
0 (Ω), f ≥ χK}.

■❢ U ⊂ Ω ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t ❛♥❞ K ⊂ U ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t✱ ✐ts p✲❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Capp(U,Ω) = sup
K⊂U

Capp(K,Ω).

❋✐♥❛❧❧② ✐❢ A ⊂ U ⊂ Ω ✇✐t❤ A ❇♦r❡❧ s❡t ❛♥❞ U ♦♣❡♥✱ t❤❡♥

Capp(A,Ω) = inf
A⊂U⊂Ω

Capp(U,Ω).

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✸❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✼✮ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ p✲❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

♥✉❧❧ p✲❝❛♣❛❝✐t② s❡ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ❆ss✉♠❡ 1 < p < N ✳ ■❢ HN−p(A) <∞ t❤❡♥ Capp(A,Ω) = 0✳

❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✵✱ ✶✸✱ ✶✽❪✳

■t ✐s ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❬✼❪✮ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡ µ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s

✭✷✳✸✮ µ = µa + µ0,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µa ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ p✲❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ µ0 ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ p✲❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s❡ts ✇✐t❤ ③❡r♦ p✲❝❛♣❛❝✐t②✳ ❇❡s✐❞❡s ✐t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥

✭s❡❡ ❬✼❪✮ t❤❛t ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ p✲❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥ ❜❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L1 +W−1,p′ ✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿

✭✷✳✹✮ µ = f − DivG + µ0,



✺

✇❤❡r❡ G ∈ Lp
′

(Ω; R2) ✇✐t❤ 1
p

+ 1
p′

= 1 ❛♥❞ f ∈ L1(Ω)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ u ∈ ∆Mp(Ω) ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✳✹✮ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Div∇u ✇❡ ❣❡t✿

✭✷✳✺✮ Div∇u = ∆udx+ µa + µ0 = ∆udx+ f − DivG + µ0.

✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▲❡t f : R → [0,+∞] ❛♥❞ g : R
N → [0,+∞] ❜❡ ❝♦♥✈❡①

❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✻✮ f(t) ≤ C1(1 + |t|) ∀t ∈ R,

✇❤❡r❡ 0 < C1 < +∞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t❀

✭✷✳✼✮ g(ξ) ≤ C2(1 + |ξ|p) ∀ξ ∈ R
N ,

✇❤❡r❡ 0 < C2 < +∞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ∆Mp(Ω)✿

✭✷✳✽✮ F (u) :=

{

∫

Ω
f(∆u)dx+

∫

Ω
g(∇u)dx ♦♥ W 1,p,1

0 (Div; Ω),

+∞ ♦♥ ∆Mp(Ω) \W 1,p,1
0 (Div; Ω);

✭✷✳✾✮ F(u) :=

∫

Ω

f(∆u)dx+

∫

Ω

g(∇u)dx+

∫

Ω

f∞(
dµa

d|µa| )d|µ
a| +

∫

Ω

f∞(
dµ0

d|µ0| )d|µ
0|,

✇❤❡r❡ f∞ ✐s t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② lim
s→+∞

f(st)

s
✱ ✇✐t❤ t ∈ R ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µa ❛♥❞ µ0 ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✳ dµa

d|µa| ✱
dµ0

d|µ0| ❛r❡ t❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µa ❛♥❞

µ0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡✐r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ 1 < p < N
N−1 ✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ p ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥

p ≥ N
N−1 t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ U ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s❡ts ✇✐t❤ ③❡r♦ p✲❝❛♣❛❝✐t② ✭s❡❡ ❬✷❪✮✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ s❡ts ♦❢ N − 2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ 2❉ ❛♥❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ 3❉✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ µa = f −DivG ❝♦♥t❛✐♥s s❡ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N − 1 s✉❝❤ ❛s N − 1 ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤

♦r ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥s✐❞❡ Ω ✭s❡❡ ❬✶✽❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ 4.7✱ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ W−1,p′(Ω)✮✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ t❡r♠ µ0 ❝♦♥t❛✐♥s ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡ts s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥ts ❢♦r N ≥ 2 ♦r ❝✉r✈❡s

❢♦r N ≥ 3✳

✷✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡t F ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✽✮✳ ❋♦r ❡✈❡r② u ∈
∆Mp(Ω)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦r r❡❧❛①❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p

0 ✲

✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ F ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✭✷✳✶✵✮ SC−F (u) := inf
uh⊂W

1,p,1
0

(Div;Ω)
{lim inf
h→+∞

F (uh) uh ⇀ u}.

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ W
1,p
0 ✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✷✳✶✵✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

✲ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆Mp(Ω) ❛♥❞ ❡✈❡r② {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω)✱ s✉❝❤ t❤❛t uh → u ✇❡❛❦❧② ✐♥ W 1,p

0 (Ω),

✭✷✳✶✶✮ SC−F (u) ≤ lim inf
h→+∞

F (uh),



✻

✲ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆Mp(Ω) t❤❡r❡ ❡①✐sts {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω)✱ s✉❝❤ t❤❛t uh → u ✇❡❛❦❧② ✐♥ W 1,p

0 (Ω),

✭✷✳✶✷✮ SC−F (u) ≥ lim sup
h→+∞

F (uh).

❲❡ ❣✐✈❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {Fh}h ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ∆Mp(Ω) ♦❢

t②♣❡ ✭✷✳✽✮✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p
0 (Ω)✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ FΓ := Γ− limFh✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

✲ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆Mp(Ω) ❛♥❞ ❡✈❡r② {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω)✱ s✉❝❤ t❤❛t uh → u ✇❡❛❦❧② ✐♥ W 1,p

0 (Ω),

✭✷✳✶✸✮ FΓ(u) ≤ lim inf
h→+∞

Fh(uh),

✲ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆Mp(Ω) t❤❡r❡ ❡①✐sts {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω)✱ s✉❝❤ t❤❛t uh → u ✇❡❛❦❧② W 1,p

0 (Ω)

✭✷✳✶✹✮ FΓ(u) = lim
h→+∞

Fh(uh).

FΓ ✐s W 1,p
0 ✲✇❡❛❦ ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ∆Mp(Ω)✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ G : ∆Mp(Ω) → R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p
0 (Ω)✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✷✳✶✺✮ Γ − lim(Fh +G) = Γ − limFh +G.

❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✸✱ ✹✱ ✽✱ ✾❪✳

✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝❧♦s❡✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t✱ t♦ t❤❡

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ●♦✛♠❛♥♥✲❙❡rr✐♥ ✭s❡❡ ❬✶✷❪✮ ✐♥ t❤❡ BV ✲❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t♦

❡①t❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✷✳✽✮ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ∆Mp(Ω)✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

♦❢ ∇u✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭❬✶✷❪✮

t♦ ♦✉r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ▲❡t f : R → [0,+∞)✱ g : R
N → [0,+∞) ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❤♦❧❞s✿

✭✸✳✶✮ SC−F (u) = F(u) ∀u ∈ ∆Mp(Ω).

Pr♦♦❢✳ ❙t❡♣ ♦♥❡✿ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✶✮✳

▲❡t {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω) s✉❝❤ t❤❛t uh ⇀ u ∈ ∆Mp(Ω) ✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s ❝♦♥✈❡① ✇❡ ❤❛✈❡

✭✸✳✷✮ f(t) = sup
k

(ak + bkt), f∞(t) = sup
k

(bkt) t ∈ R,

❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞
0 (Ω) s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ ϕ ≤ 1 ✇❡ ❣❡t

F (uh) ≥
∫

Ω

ϕf(∆uh)dx+

∫

Ω

g(∇uh)dx ≥
∫

Ω

ϕ(ak + bk∆uh)dx+

∫

Ω

g(∇uh)dx.

❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ✇❡ ♦❜t❛✐♥

F (uh) ≥
∫

Ω

ϕakdx−
∫

Ω

bk∇ϕ∇uhdx+

∫

Ω

g(∇uh)dx.

❚❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ✇❡ ❣❡t

lim inf
h→+∞

F (uh) ≥
∫

Ω

akϕdx+

∫

Ω

bkϕ dDiv∇u+

∫

Ω

g(∇u)dx;



✼

❤❡♥❝❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✇❡ ✐♥❢❡r

lim inf
h→+∞

F (uh) ≥
∫

Ω

ϕ(ak + bk∆u)dx+

∫

Ω

ϕbk
dµa

|dµa| |dµ
a| +

∫

Ω

ϕbk
dµ0

|dµ0| |dµ
0| +

∫

Ω

g(∇u)dx.

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s dx✱ µa ❛♥❞ µ0 ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② s✐♥❣✉❧❛r✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✶✮ ✐t s✉✣❝❡s t♦

t❛❦❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ϕ ❛♥❞ k ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s {uh}h ⊂W
1,p,1
0 (Div; Ω)

✳ ❙♦ ✇❡ ❣❡t ✭✷✳✶✶✮✳

❙t❡♣ t✇♦ ✿ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✷✮✳

❋♦r u ∈ ∆Mp(Ω)✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ {uh}h ⊂ C∞
0 (Ω) ♦❢ u ❞❡✜♥❡❞ ❛s uh :=

u ∗ ρh ✇✐t❤ {ρh}h st❛♥❞❛r❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❧❧✐✜❡rs✳ ❇② st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❧✐❢②✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✇r✐t❡s ❛s

ak + bk∆uh := ak + bk

∫

Ω

ρh(x− y) dDiv∇u

=

∫

Ω

ρh(x− y)(ak + bk)∆u(y)dy +

∫

Ω

ρh(x− y)bk
dµa

|dµa| |dµ
a| +

∫

Ω

ρh(x− y)bk
dµ0

|dµ0| |dµ
0|;

❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✸✳✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

ak + bk∆uh ≤
∫

Ω

ρh(x− y)f(∆(u(y)))dy+

∫

Ω

ρh(x− y)f∞(
dµa

|dµa| )|dµ
a|+

∫

Ω

ρh(x− y)f∞(
dµ0

|dµ0| )|dµ
0|.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦♥ k ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r Ω ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ✇❡

❣❡t✿
∫

Ω

f(∆uh)dx ≤
∫

Ω

(

∫

Ω

ρh(x− y)f(∆(u(y)))dy
)

dx+

∫

Ω

(

∫

Ω

ρh(x− y)f∞(
dµa

|dµa| )|dµ
a|

)

dx

+

∫

Ω

(

∫

Ω

ρh(x− y)f∞(
dµ0

|dµ0| )|dµ
0|

)

dx.✭✸✳✸✮

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✷✳✻✮✱ ❋✉❜✐♥✐✬s ❚❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✸✮

✭✸✳✹✮ lim sup
h→+∞

∫

Ω

f(∆uh)dx ≤
∫

Ω

f(∆u)dx+

∫

Ω

f∞(
dµa

d|µa| )d|µ
a| +

∫

Ω

f∞(
dµ0

d|µ0| )|dµ
0|,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫

Ω
ρh(x− y)dx = 1✱ ❢♦r h ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ∇uh ❝♦♥✈❡r❣❡s

✐♥ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ∇u✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ g t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✳✼✮✱ ❛♥❞ ❱✐t❛❧✐✬s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐t

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

✭✸✳✺✮ lim
h→+∞

∫

Ω

g(∇uh)dx =

∫

Ω

g(∇u)dx.

❚❤❡♥ ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✮ ✐♠♣❧②

lim sup
h→+∞

F (uh) ≤ F(u).

❙♦ ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✷✮ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥✳ �

✸✳✶✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❡rs✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ▲❡t f : R → [0,+∞) ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✻✮ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✻✮ f(t) ≥ c1|t| ∀t ∈ R,



✽

✇❤❡r❡ 0 < c1 < +∞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡t g : R
N → [0,+∞) ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✼✮ s✉❝❤

t❤❛t

✭✸✳✼✮ g(ξ) ≥ c2|ξ|p ∀ξ ∈ R
N ,

✇❤❡r❡ 0 < c2 < +∞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ u ∈ ∆Mp(Ω) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

✭✸✳✽✮ inf
u∈∆Mp(Ω)

F (u) = min
u∈∆Mp(Ω)

F(u).

Pr♦♦❢✳ ▲❡t {uh}h ⊂ ∆Mp(Ω) ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ ✭✸✳✼✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

c2‖∇uh‖pp ≤ F(uh) ≤M.

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② {uh}h ⊂ ∆Mp(Ω)✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈W
1,p
0 s✉❝❤

t❤❛t uh → u ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p
0 (Ω)✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ❛♥❞ ✭✸✳✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡

|Div∇u|(Ω) ≤ lim inf
h→+∞

F(uh) ≤M,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s u ∈ ∆Mp(Ω)✳ ❆s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F ✐s ❧♦✇❡r s❡♠✐✲

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ W 1,p
0 ✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦❧❧♦✇s ✈✐❛

t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❛♥❦s t♦ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t♦♥s ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✮ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✸✳✽✮ ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹❪✮✳ �

✸✳✷✳ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡ ❛ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ♦❢ t②♣❡ ✭✷✳✽✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ▲❡t fh : R → [0,+∞)✱ gh : R
N → [0,+∞) ❜❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t fh✱ gh ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ ❛s h → +∞✱ t♦ f ❛♥❞ g s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳

❋♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆M(Ω)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

✭✸✳✾✮ Fh(u) =







∫

Ω

fh(∆u)dx+

∫

Ω

gh(∇u)dx ✐❢ u ∈W
1,p,1
0 (Div; Ω)

+∞ ✐❢ u ∈ ∆Mp(Ω) \W 1,p,1
0 (Div; Ω).

❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ ∆Mp(Ω)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

FΓ = Γ − limFh(u) = F(u).

■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✸✳✶✵✮ c3|t| ≤ fh(t) ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ R, c4|ξ|p ≤ gh(ξ) ❢♦r ❡✈❡r② ξ ∈ R
N ,



✾

✇❤❡r❡ 0 < c3, c4 < +∞✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ {uh}h ⊂ ∆Mp(Ω) ♦❢ Fh✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ {uhk
}k ⊂ ∆Mp(Ω) ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r u ∈ ∆Mp(Ω) ♦❢ F s✉❝❤ t❤❛t {uhk

}k ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t W 1,p
0 ✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t♦ u✱ ❛♥❞

✭✸✳✶✶✮ min
∆Mp(Ω)

F(u) = lim
h→+∞

inf
W

1,p,1
0

(Div;Ω)
Fh.

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 5.7 ♦❢ ❬✹❪ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Fh Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ F ✳

❇② ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s {uh}h ⊂ ∆Mp(Ω) ♦❢ Fh t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✿

✭✸✳✶✷✮ Fh(uh) ≤M ⇒ ∃{uhk
}k, u ⊂ ∆Mp(Ω) ✇✐t❤ uhk

⇀ u

❚❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ s❡❝t✐♦♥ 1.5 ♦❢ ❬✸❪✮✳ �

✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r N = 2✱ f(t) = |t| ❛♥❞ g(ξ) = 1
p
|ξ|p ✭✇✐t❤

1 < p < 2✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f∞(t) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ |t|✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ L2✲❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

t❡r♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✭✹✳✶✮ J (u) :=

∫

Ω

|∆u|dx+
1

p

∫

Ω

|∇u|pdx+ |µa|(Ω) + |µ0|(Ω) +
λ

2

∫

Ω

|u− u0|2dx,

✇❤❡r❡ u0 ∈ L2(Ω) ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ λ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✱ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ J ❣✐✈❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ J ♦♥

∆Mp(Ω)✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♠♦♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✶✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ❧❡t {ǫh}h ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ wǫh t❤❡ ❍✉❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✭✹✳✷✮ wǫh(x) =

{

|x| ✐❢|x| ≥ ǫh
x2

2ǫh
+ ǫh

2 ♦t❤❡r✇✐s❡.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦♥ ∆Mp(Ω)

✭✹✳✸✮

Jh(u) :=

{

∫

Ω
wǫh(|∆u|)dx+ 1

p

∫

Ω
wǫh(|∇u|p)dx+ λ

2

∫

Ω
|u− u0|2dx ♦♥ W 1,p,1

0 (Div; Ω),

+∞ ♦♥ ∆Mp(Ω) \W 1,p,1
0 (Div; Ω).

❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✱ ✸✳✸ ❛♥❞ ✭✷✳✶✺✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✭✸✳✶✶✮ ❤♦❧❞s ❢♦r Jh ❛♥❞ J ✳ ❍❡♥❝❡

❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s Jh ❛♥❞ J ✳ ❍♦✇❡✈❡r

✇❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ❢♦r♠❛❧✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦

♥♦t ❧❡t t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ st❡♣ δx ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣♦ t♦ 0 ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳

✹✳✶✳ ❉✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ Ω ♦❢ st❡♣ s✐③❡ δx = 1 ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

d1d2✱ ✇❤❡r❡ Ω = {1, ..., d1}×{1, ..., d2} ⊂ Z
2✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ s❡t X = Rd1×d2 ❛♥❞

Y = X×X✳ u ∈ X ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ d1×d2✳ ❋♦r u ∈ X✱ ui,j ❞❡♥♦t❡s ✐ts ✭✐✱❥✮✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤



✶✵

(i, j) ∈ {1, ..., d1} × {1, ..., d2}✳ ❋♦r g ∈ Y ✱ gi,j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐✱❥✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ g ✇✐t❤ gi,j = (g1
i,j , g

2
i,j)

❛♥❞ (i, j) ∈ {1, ..., d1} × {1, ..., d2}
❲❡ ❡♥❞♦✇❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ Y ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠✳ ❋♦r u, v ∈ X ✇❡

❤❛✈❡✿

〈u, v〉X =

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

ui,jvi,j .

❋♦r g, h ∈ Y ✇❡ ❤❛✈❡✿

〈g, h〉Y =

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

2
∑

l=1

gli,jh
l
i,j .

❋♦r u ∈ X ❛♥❞ p ∈ [1,+∞) ✇❡ s❡t✿

|u|p := (

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

|ui,j |p)
1

p .

❋♦r g ∈ Y ❛♥❞ p ∈ [1,+∞)✿

‖g‖p := (

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

|gi,j |p2)
1

p .

■❢ G,F ❛r❡ t✇♦ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ❛♥❞ H : G→ F ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ H ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

‖H‖ := max
‖|u‖G≤1

(‖Hu‖F ).

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : X → R ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ▲✲❧✐♣s❝❤✐t③ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞

|∇F (u) −∇F (v)|2 ≤ L|u− v|2,

❢♦r ❡✈❡r② u, v ∈ X.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡t ψ : X → R ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

proxψ : X → X x  arg min
y∈X

{ψ(y) +
1

2
|y − x|2}

✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ψ✳

■❢ proxλψ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ❡✈❡r② λ ≥ 0 ❛♥❞ ❡✈❡r② x ∈ X✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡

s✐♠♣❧❡✳

■❢ u ∈ X t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇u ∈ Y ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(∇u)i,j = ((∇u)1i,j , (∇u)2i,j)

✇❤❡r❡

(∇u)1i,j =

{

ui+1,j − ui,j ✐❢ i < d1

0 ✐❢ i = d1,

(∇u)2i,j =

{

ui,j+1 − ui,j ✐❢ j < d2

0 ✐❢ j = d2.



✶✶

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t✿ div = −∇∗✳ ■❢ p ∈ Y ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(divp)i,j =















































p1
i,j + p2

i,j ✐❢ i, j = 1

p1
i,j + p2

i,j − p2
i−1,j ✐❢ i = 1, 1 < j < d2

p1
i,j − p1

i−1,j + p2
i,j − p2

i−1,j ✐❢ 1 < i < d1, 1 < j < d2

−p1
i−1,j + p2

i,j − p2
i−1,j ✐❢ i = d1, 1 < j < d2

p1
i,j − p1

i−1,j + p2
i,j ✐❢ 1 < i < d1, j = 1

p1
i,j − p1

i−1,j − p2
i−1,j ✐❢ 1 < i < d1, j = d2

−(p1
i−1,j + p2

i−1,j) ✐❢ i = d1, j = d2.

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ∆u = div(∇u).

✹✳✷✳ ◆❡st❡r♦✈ s❝❤❡♠❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢❛st ❞❡s❝❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ◆❡st❡r♦✈✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡

❬✶✹✱ ✶✺❪✮✳ ❲❡ st❛t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥ts

✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✻✱ ✶✼❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ▲❡t F : X → R ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F (u) = F1(u) + F2(u) ❢♦r u ∈ X,

✇❤❡r❡ F1 ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ▲✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ F2 ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠✸✿

✭✹✳✹✮



































































u0 ∈ X A0 = 0 g = 0 u = 0

❞♦ ❢♦r k : 1, ...,K

t = 2
L

a = t+
√
t2 + 4tA

v = proxAF2
(u0 − g)

y = Au+Av
A+a

u = prox 1

L
F2

(y − 1
L
∇F1(y))

g = g + a∇F1(u)

A = A+ a

❡♥s✉r❡s t❤❛t✿

✭✹✳✺✮ 0 ≤ F (uk) − F (u∗) ≤ L
|u∗ − u0|2

k2
,

✇❤❡r❡ u∗ ∈ X ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ F ❛♥❞ u0 ∈ X ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✳

✹✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❋♦r u ∈ X s✉❝❤ t❤❛t u = 0 ♦♥ ∂Ω✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✶✮ ❛s

✭✹✳✻✮ J(u) = ‖∆u‖1 +
1

p
‖∇u‖pp +

λ

2
|u− u0|22.

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✸✮ ❛s✿

✭✹✳✼✮ Jǫ(u) =

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

wǫ(|(∆u)i,j |) +
1

p

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

wǫ(|(∇u)i,j |p) +
λ

2
|u− u0|2,

✸✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦♥ k t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥



✶✷

✇❤❡r❡ ǫ > 0 ❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳ ▲❡t ✉s str❡ss ✈❡r② ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡

st❡♣ δx → 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✻✮ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s❡tt✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✐s ❢♦r♠❛❧✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿

✭✹✳✽✮ min
u∈X

J(u),

✭✹✳✾✮ min
u∈X

Jǫ(u).

❆s ✐♥ ❬✶✼❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✽✮ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t uδ ∈ X s✉❝❤ t❤❛t

J(uδ) − J(u) ≤ δ,

✇❤❡r❡ u ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✽✮✳

✹✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ Jǫ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✹✮ ✇✐t❤

F1(u) = Jǫ(u) =

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

wǫ(|(∆u)i,j |) +
1

p

d1
∑

i=1

d2
∑

j=1

wǫ(|(∇u)i,j |p) +
λ

2
|u− u0|2 F2(u) = 0.

■♥❞❡❡❞ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❢♦r u ∈ X ✇✐t❤ u = 0 ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❡ ❤❛✈❡

✭✹✳✶✵✮ ∇F1(u) = ∆(Ψ) − div(Φ) + λ(u− u0)

✇❤❡r❡

Ψi,j =

{

(∆u)i,j

|(∆u)i,j |
✐❢ |(∆u)i,j | ≥ ǫ

(∆u)i,j

ǫ
♦therwise

Φi,j =

{

(∇u)i,j

|(∇u)i,j |2−p ✐❢ |(∇u)i,j |p ≥ ǫ
(∇u)i,j

ǫ
♦therwise.

❚❤❡♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t Ψ ❛♥❞ Φ ❛r❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t 1
ǫ
❛♥❞ 1

ǫp
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✇❡ ✐♥❢❡r

|∇F1(u) −∇F1(v)|2 ≤ (
‖∆‖2

2

ǫ
+

‖div‖2
2

ǫ2−p
+ λ)|u− v|2.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t✱ ✐❢ N = 2✱ ‖∆‖2 ≤ 8 ❛♥❞ ‖div‖2 ≤ 2
√

2, ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

✭✹✳✶✶✮ |∇F1(u) −∇F1(v)|2 ≤ (
64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)|u− v|2.

❚❤❛♥❦s t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✶✮ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭✹✳✹✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t✿

✭✹✳✶✷✮ 0 ≤ Jǫ(uk) − Jǫ(u
∗
ǫ ) ≤ (

64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)

|u∗ǫ − u0|2
k2

,

✇❤❡r❡ u∗ǫ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Jǫ✳



✶✸

✹✳✺✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❇❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ■t ✐s

❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ X ✇❡ ❤❛✈❡

✭✹✳✶✸✮ 0 ≤ Jǫ(u) − J(u) ≤ d1d2ǫ.

❚❤❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✸✮ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u∗ǫ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Jǫ ✇❡ ❤❛✈❡

J(uk) ≤ Jǫ(uk) ≤ Jǫ(u
∗
ǫ ) + (

64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)

|u∗ǫ − u0|2
k2

≤ Jǫ(u) + (
64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)

|u∗ǫ − u0|2
k2

,

✇❤❡r❡ u ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ J ✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❜♦✉♥❞ ✭✹✳✶✸✮ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

J(uk) ≤ J(u) + d1d2ǫ+ (
64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)

|u∗ǫ − u0|2
k2

.

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✽✮ ✐s✿

J(uk) − J(u) = (
64

ǫ
+

8

ǫ2−p
+ λ)

|u− u0|2
k2

+ d1d2ǫ;

t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡

ǫ =
δ

d1d2
,K =

[

√

(
64d1d2

δ
+ 8

d1d2

δ2−p
+ λ)C]

]

+ 1,

✇❤❡r❡ C := maxX |u− u0|2 ❛♥❞ K t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♠❛❣❡s r❡s❝❛❧❡❞ ✐♥ [0, 1]✱ ✐♥ t❤❡

✇♦rst ❝❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s K ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣❡t ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ♦r❞❡r 1 ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 8000✳ ■♥ ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇❡ ❧❡t r✉♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦ ♠♦r❡

t❤❛♥ 2000 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ✐s ❛❧✇❛②s ✜①❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❚❤✐s

❝❤♦✐❝❡ s❡❡♠s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❣♦♦❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s t✉♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

t❡st✳

❋✐♥❛❧❧② ❛s ❡①♣♦♥❡♥t p ✇❡ ❛❧✇❛②s t❛❦❡ p = 1.5✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ t❡st t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s❡ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♣❡♥ ❝✉r✈❡✳

❆ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦❢ s✐③❡ d1 × d2 = 128 × 128✳

❈P❯ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t 50 s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ✺✶✷✵ ❛t ✶✳✽✻●❍③✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ s♣♦ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ✉s ❜②

✧■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❞❡ P❛r✐s✧✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦❢ s✐③❡ d1 × d2 = 757× 510✳ ❲❡ ✜① ǫ = 2.5e− 6✳ ❲❡

❧❡t r✉♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥t✐❧ 2000 ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1 s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❈P❯

t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t 20 ♠♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ✺✶✷✵ ❛t ✶✳✽✻●❍③✳

❋✐❣✉r❡ ✼✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ✉s ❜② ✧■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❞❡ P❛r✐s✧✱ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

❉◆❆ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦❢ s✐③❡ d1 × d2 = 323 × 323✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❢t❡r 2000 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ǫ = 9.5e− 5✳

❈P❯ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t 9 ♠♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ✺✶✷✵ ❛t ✶✳✽✻●❍③✳
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❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ P❙◆❘= 26.1❉❜

❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭ǫ = 6.1e− 5✱ λ = 40✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭K = 2000✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✳ ❉♦✇♥ ❧❡❢t✿ ❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡

❣✐✈❡♥ ❜② ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❉♦✇♥ r✐❣❤t✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♥ t❤❡ y✲❛①✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J(uk)✳ ❖♥ t❤❡ x✲❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳



✶✺

❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ P❙◆❘= 20.4❉❜

❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭ǫ = 6.1e− 5✱ λ = 25✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭K = 2000✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ♥♦✐s②

✐♠❛❣❡✳ ❉♦✇♥ ❧❡❢t✿ ❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❉♦✇♥

r✐❣❤t✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ y✲❛①✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J(uk)✳ ❖♥ t❤❡

x✲❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳



✶✻

❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ P❙◆❘= 14.1❉❜

❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭ǫ = 6e− 5✱ λ = 10✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭K = 2000✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✳ ❉♦✇♥ ❧❡❢t✿ ❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡

❣✐✈❡♥ ❜② ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❉♦✇♥ r✐❣❤t✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♥ t❤❡ y✲❛①✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J(uk)✳ ❖♥ t❤❡ x✲❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳



✶✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ s♣♦ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛✲

t✐♦♥s K = 2000✱ ǫ = 2.5e− 6✱ λ = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ y✲❛①✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J(uk)✳
❖♥ t❤❡ x✲❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳



✶✽

❋✐❣✉r❡ ✼✳ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧❛♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✧■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❞❡ P❛r✐s✧

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❘❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ δ✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛✲

t✐♦♥s K = 2000✱ ǫ = 9.5e− 6✱ λ = 20



✶✾

❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ y✲❛①✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J(uk)✳
❖♥ t❤❡ x✲❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

✳



✷✵

✺✳ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡st♦r✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧✐❦❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ str❡ss ♦✉t t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡

s♦♠❡ ❡①tr❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ♠❡s❤ st❡♣ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❈❡rt❛✐♥❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② r♦♦♠s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❡r♠ ♦❢ t②♣❡✿

F(u) +

∫

Ω

|Hu− u0|q,

✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ q ≥ 1❀ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ 3❉✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳



✷✶

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✿ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❛♥❦ ✧■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❞❡ P❛r✐s✧ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❜✐✲

♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r ✇❛r♠❧② t❤❛♥❦s ▼✐❦❛❡❧ ❈❛r❧❛✈❛♥✱ P❤❞ st✉❞❡♥t ♦❢ ❆r✐❛♥❛

♣r♦❥❡❝t ❛t ■◆❘■❆✱ t♦ ❤❡❧♣ ❤✐♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ●✳❆♥③❡❧❧♦tt✐✳ P❛✐r✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❆♥♥✳ ▼❛t✳
P✉r❛ ❆♣♣❧✳ ✶✸✺ ✭✶✾✽✸✮✱ ✷✾✸✲✸✶✽✳

❬✷❪ ●✳❆✉❜❡rt✱ ❉✳●r❛③✐❛♥✐✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ t❛r❣❡t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈❖❈❱✿ ❊s❛✐♠
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴❝♦❝✈✴✷✵✶✵✵✷✾ ✭✷✵✶✵✮✳

❬✸❪ ❆✳❇r❛✐❞❡s✳ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❜❡❣✐♥♥❡rs✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ②♦r❦ ✭✷✵✵✵✮✳
❬✹❪ ●✳❉❛❧ ▼❛s♦✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ❇♦st♦♥✭✶✾✾✸✮✳
❬✺❪ ●✳◗✳❈❤❡♥✱ ❍✳❋r✐❡❞ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✲♠❡❛s✉r❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❆r❝❤✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤✳ ❆♥❛❧✳ ✶✹✼ ✭✶✾✾✾✮✱

✸✺✲✺✶✳
❬✻❪ ●✳◗✳❈❤❡♥✱ ❍✳❋r✐❡❞✳ ❖♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲♠❡❛s✉r❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇♦❧✳ ❙♦❝✳ ❇r❛s✳ ▼❛t❤✳

✸✷ ✭✷✵✵✶✮✱ ✶✲✸✸✳
❬✼❪ ●✳❉❛❧ ▼❛s♦✱ ❋✳▼✉r❛t✱ ▲✳❖rs✐♥❛✱ ❆✳Pr✐❣♥❡t✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡

❞❛t❛✳ ❆♥♥✳ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ P✐s❛ ❈❧✳ ❙❝✐✱ ✷✽ ✭✶✾✾✾✮✱ ✼✹✶✲✽✵✽✳
❬✽❪ ❊✳❉❡ ●✐♦r❣✐✱ ❚✳❋r❛♥③♦♥✐✳ ❙✉ ✉♥ t✐♣♦ ❞✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❛❧❡✳ ❆tt✐ ❆❝❝❛❞✳ ◆❛③✳ ▲✐♥❝❡✐ ❘❡♥❞✳ ❈❧✳ ❙❝✐✳

▼❛t✳ ◆❛t✉r✳ ✺✽ ✭✶✾✼✺✮✱ ✽✹✷✲✽✺✵✳
❬✾❪ ❊✳❉❡ ●✐♦r❣✐✱ ❚✳❋r❛♥③♦♥✐✳ ❙✉ ✉♥ t✐♣♦ ❞✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❛❧❡✳ ❘❡♥❞✳ ❙❡♠✳ ▼❛t✳ ❇r❡s❝✐❛ ✸ ✭✶✾✼✾✮✱ ✻✸✲✶✵✶✳
❬✶✵❪ ▲✳❈✳❊✈❛♥s✱ ❘✳❋✳ ●❛r✐❡♣②✳ ▼❡❛s✉r❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❋✐♥❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈❘❈ Pr❡ss ✭✶✾✾✷✮✳
❬✶✶❪ ❉✳●r❛③✐❛♥✐✱ ▲✳❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✱ ●✳❆✉❜❡rt✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥

2✲❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✐❛♠ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸ ✭✷✵✶✵✮✱ ♣♣✳ 578✕594✳
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