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Résumé

La mise en œuvre effective de méthodes de vérifi-

cation de programmes comportant des calculs sur les

nombres à virgule flottante reste encore problématique.

C’est pourquoi nous présentons dans cet article une

nouvelle méthode de résolution de contraintes sur les

nombres à virgule flottante qui consiste à les approximer

sur les réels. Elle est basée sur la construction d’approxi-

mations sur les réels, précises et conservatives des solu-

tions des contraintes sur les nombres à virgule flottante.

Cette méthode permet de s’appuyer sur l’utilisation d’al-

gorithmes de filtrage sur les réels pour résoudre des pro-

blèmes sur les nombres à virgule flottante. Il devient

ainsi possible de repousser les limitations actuelles des

solveurs de contraintes sur les nombres à virgules flot-

tantes, telles que le problème du passage à l’échelle, pour

générer des jeux de tests, ou vérifier des programmes plus

conséquents que ceux traités jusqu’à maintenant.

Keywords : contraintes sur les nombres à virgule
flottante, approximation des solutions, vérification de
programme.

1 Introduction

La vérification et le test de programmes sont des
étapes très importantes dans un processus de déve-
loppement de logiciels, plus particulièrement, lorsqu’il
s’agit de logiciels critiques [6]. Par exemple, dans l’aé-
ronautique beaucoup de ces logiciels effectuent des
calculs basés sur l’arithmétique des nombres à vir-
gule flottante. Or l’utilisation sans précaution de cette
arithmétique peut causer de graves dégâts. Citons,
par exemple, le crash de la fusée Ariane V lié à un

∗Ce travail a été partiellement financé par l’ANR, programme
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problème de conversion d’un nombre à virgule flot-
tante vers un entier 16 bits [11]. Un autre exemple
qui montre bien que, même une erreur mineure peut
avoir de graves conséquences, est l’échec de la mission
de l’anti-missile Patriot [17]. Une imprécision dans le
calcul du temps (de l’ordre de 10−7) n’a pas permis
un calcul assez précis de la position, le cumul de l’er-
reur étant d’autant plus grand que ce programme était
lancé bien avant le départ de l’anti-missile. Ces événe-
ments montrent bien que la vérification et le test sont
encore plus cruciaux pour les programmes avec des
nombres à virgule flottante.

Plusieurs approches de vérification de programmes
avec des calculs sur les nombres flottants ont été dé-
veloppées. On peut notamment citer les approches ba-
sées sur l’interprétation abstraite [14, 9] qui, si elles
permettent de garantir pour certains programmes que
les opérations arithmétiques sont correctes, rejettent,
malheureusement, de nombreux programmes corrects.
D’autres approches de la vérification de programmes
avec des nombres à virgule flottante se basent sur la
programmation par contraintes. Les contraintes ont
été utilisées pour le test de programmes [2], ou en-
core, la vérification de la conformité des programmes
vis-à-vis leurs spécifications. Les outils conçus pour ces
approches se limitent souvent au traitement de l’arith-
métique des entiers comme, par exemple, Euclide [8]
pour le test de programmes et CPBPV [4] pour la véri-
fication de conformité d’un programme vis à vis de sa
spécification. Il existe cependant peu d’exemples d’ou-
tils de vérification de programmes avec des nombres à
virgule flottante basés sur les contraintes, en particu-
lier, à cause de l’absence d’un solveur efficace capable
de traiter des contraintes sur les nombres à virgule
flottante. En effet, les méthodes disponibles de résolu-

1



tion de contraintes sur les nombres à virgule flottante
[13, 12, 3], qui s’appuient sur une adaptation aux flot-
tants d’algorithmes de filtrage sur les réels, peinent à
passer à l’échelle. Cela est en partie dû aux difficul-
tés inhérentes à l’arithmétique des nombres à virgule
flottante dont la pauvreté des propriétés rend souvent
impossible la transposition de résultats établis sur les
réels.

Afin d’améliorer le potentiel des solveurs de
contraintes sur les nombres à virgule flottante, nous
proposons dans cet article de construire une approxi-
mation sur les réels, précise et conservative, des so-
lutions des contraintes sur les nombres à virgule flot-
tantes. Une telle approximation pourra bénéficier de
l’ensemble des outils développés pour résoudre des pro-
blèmes sur les réels et, ainsi, offrir des perspectives jus-
qu’alors interdites par les limitations de l’arithmétique
des nombres à virgule flottante.

L’article est organisé comme suit : la section sui-
vante rappelle quelques notations et notions de base
utiles à la compréhension de cet article. La section 3
introduit notre méthode à l’aide d’un exemple illus-
tratif. Les approximations sur les réels sont détaillées
dans la section 4 alors que la section 5 décrit leur mise
en œuvre. Enfin, la section 6 compare notre méthode
aux travaux connexes.

2 Notations et définitions

2.1 Les nombres à virgule flottante

Les nombres à virgule flottante -souvent appelés
nombres flottants, ou encore flottants- sont une repré-
sentation d’un sous-ensemble fini des nombres réels.
On note par F l’ensemble des nombres flottants et R

l’ensemble des nombres réels.
Les nombres flottants sont utilisés dans les pro-

grammes informatiques pour approximer des valeurs
de type réel. Ils se composent de trois parties : le signe
s (0 ou 1), la mantisse m et l’exposant e [7]. Un flottant
est représenté par

(−1)sm × βe

où β est la base de calcul (2 dans le cas général).
La mantisse m est représentée par un nombre fixe

de chiffres.

d0.d1d2 · · · dp−1 avec (0 ≤ di < β)

où p est le nombre de chiffres qui composent la man-
tisse. Notons qu’il existe une relation directe entre p et
la précision du calcul. Afin de garantir une représenta-
tion unique d’un flottant, la mantisse est normalisée,
i.e. d0 6= 0.

L’exposant est un entier signé délimité par emin ≤
e ≤ emax.

2.2 Arrondi et erreurs d’arrondi

En utilisant les opérations de l’artihmétique sur les
réels, le résultat d’une opération sur les flottants n’est,
le plus souvent, pas un nombre flottant. Aussi, afin
de n’avoir que des nombres flottants à manipuler, ce
résultat doit être arrondi vers le flottant le plus proche.
L’opération d’arrondi introduit donc une erreur qui
peut être mesurée de différentes manières.

L’erreur absolue

L’erreur absolue errabs est la différence entre la va-
leur réelle et son approximation sur les flottants.

errabs = |valeurrelle − valeurflottante|

L’erreur relative

L’erreur relative (ǫ = errrel) est le rapport entre
l’erreur absolue et la valeur réelle.

ǫ = errrel =
errabs

|valeurrelle|

L’erreur en ulp

L’Ulp (Unit in the Last Place) est la distance qui
sépare deux flottants consécutifs [16] et donc, l’erreur
maximale qui peut être faite lors d’un arrondi. Plus
formellement, la valeur de l’ulp pour un nombre flot-
tant x est

ulp(x) = βex × β−p+1

où ex est l’exposant de x, β sa base de calcul (2
en général) et p désigne le nombre de chiffres de la
mantisse.

2.3 La norme IEEE-754

En 1985, l’IEEE normalise l’arithmétique des
nombres à virgule flottante [10]. La plupart des proces-
seurs récents utilisent cette norme. En 2008, la norme
a été révisée [1] afin de, entre autres, lever certaines
ambigüıtés, notamment dans les choix d’implémenta-
tion.

La norme IEEE-754 définit les nombres à virgule
flottante en base 2. Elle définit deux formats princi-
paux pour représenter les nombres à virgule flottante :
le format simple précision sur 32 bits (dont 24 pour
la mantisse, et 8 pour l’exposant) et le format double
précision sur 64 bits (dont 53 pour la mantisse, et 11
pour l’exposant). Il existe également d’autres formats
moins spécifiés comme le double étendu ainsi que le
quadruple précision introduit lors de la révision de la
norme.



Les nombres normalisés et dénormalisés

La norme IEEE-754 distingue les nombres norma-
lisés des nombres dénormalisés. Les nombres normali-
sés ont une mantisse où la partie entière est égale à 1,
i.e. x = mx2ex est normalisé si mx = 1.x1 · · ·xp−1 et
emax < ex < emin. Les nombres dénormalisés servent
à représenter les nombres très proches du zéro. Un
nombre x = mx2ex est dénormalisé si la partie en-
tière de la mantisse est nulle, i.e. mx = 0.x1 · · ·xp−1,
et l’exposant est le plus petit exposant possible, i.e.
ex = emin.

La norme introduit également des valeurs symbo-
lique telles que les infinis (−∞, +∞) et les NaN (Not
a Number). Les infinis représentent des dépassements
de capacité de calcul alors que les NaN représentent
le résultat d’une opération impossible comme une divi-
sion par zéro, ou encore, la racine carrée d’un nombre
négatif.

Les modes d’arrondi

La norme IEEE-754 fournit quatre modes d’ar-
rondi : l’arrondi vers 0, vers −∞, vers +∞ et au plus
proche. Avec le mode d’arrondi vers −∞, le réel x
est arrondi vers le plus grand flottant inférieur à x,
alors qu’avec le mode d’arrondi à +∞, il est arrondi
vers le plus petit flottant supérieur à x. Le mode d’ar-
rondi vers 0 se comporte comme un arrondi vers −∞
si x >= 0, et comme un arrondi vers +∞ dans les
autres cas. Pour le mode d’arrondi au plus proche, le
nombre réel est arrondi au flottant le plus proche de
x. Lorsque x est à équidistance de deux flottants, celui
avec une mantisse paire est choisi. La version révisée
de la norme [1] définit une variante du mode d’arrondi
au plus près appelée Round to nearest away qui, dans
le cas où x est à équidistance de deux flottants, choisit
celui dont la valeur absolue est la plus grande.

Les opérations

La norme définit cinq opérations de base : les 4 opé-
rations arithmétiques (+, −, ×, /), et la racine car-
rée. La norme impose à ces opérations d’être correc-
tement arrondies, i.e. le résultat de ces opérations sur
les flottants doit être égal à l’arrondi du résultat ob-
tenu en effectuant l’opération équivalente sur les réels.
Par exemple, pour l’addition, si r est la fonction d’ar-
rondi, + l’addition sur les réels et ⊕, l’addition sur les
flottants, alors

x ⊕ y = r(x + y)

2.4 Notations

Dans la suite de cet article, ⊕, ⊖, ⊗ et ⊘ dénotent
respectivement une addition, une soustraction, une
multiplication ou une division sur les nombres flot-
tants. De la même manière, +, −, × et / dénotent les
opérations équivalentes sur les réels. Pour un nombre
flottant x, x+ et x− dénotent respectivement, le suc-
cesseur et le prédécesseur de x.

3 La méthode proposée

Le principe de base de notre méthode consiste
à construire des approximations sur les réels des
contraintes sur les nombres flottants. Cette transfor-
mation doit conserver le maximum d’information des
contraintes originales, et ne doit éliminer aucune solu-
tion du système de contraintes initiales. L’intuition de
ce principe est illustrée par l’exemple suivant

x ⊕ 16.0 == 16.0

Interprétée sur R, cette contrainte a une solution
unique x = 0. Par contre, elle en a plusieurs dans
l’ensemble des nombres à virgule flottante. Supposons
que l’opération est faite avec un mode d’arrondi vers
le plus proche. x ⊕ 16 est égal à 16 si et seulement si
le résultat réel de l’opération x + 16 est compris entre
16 − 1

2ulp(16) et 16 + 1
2ulp(16), i.e.

16 −
1

2
ulp(16) ≤ x + 16 ≤ 16 +

1

2
ulp(16)

qui est une contrainte sur les réels. Pour
cette contrainte, l’ensemble des flottants
x ∈ [− 1

2ulp(16), 1
2ulp(16)], sont des solutions de

la contrainte initiale sur F. Cependant, dans le
cas général, il n’est pas possible d’obtenir une
approximation aussi précise des solutions.

Pour illustrer ceci, considérons un type particulier
de nombres flottants binaires représentés sur 4 bits,
dont deux bits pour la mantisse (p = 2) et deux pour
l’exposant. Ces flottants ne permettent que de repré-
senter des nombres positifs car, pour des raisons de
simplicité, le bit de signe est absent. Les valeurs réelles
des nombres représentables dans ce format sont

{0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0, 6.0}

Par exemple, 0.75 est représenté par 1.1(2)×2−1 et 4.0
par 1.0(2)×22. Le mode d’arrondi considéré étant l’ar-
rondi vers −∞, on a, par exemple, 1⊕0.75 = r(1.75) =
1.5.

Considérons le système de contraintes sur les



Fig. 1 – Solutions réelles vs solutions flottantes. L’es-
pace en bleu représente les solutions des contraintes
sur les réels. Les points en noir représentent les solu-
tions sur les flottants.

nombres flottants suivant

CSP F =















x ≥ 0
y ≥ 0

(x ⊕ y) ⊕ y ≤ 4
x ⊖ y ≤ 2

où x ∈ F et y ∈ F. Les solutions flottantes de ces
contraintes sont représentées par les points de cou-
leur noire dans la figure 1. À partir de ce système de
contraintes, il est possible de construire un système sur
les réels en interprétant directement chaque opération
comme étant une opération sur les réels

CSP R =















x ≥ 0
y ≥ 0

x + 2 × y ≤ 4
x − y ≤ 2

où x ∈ R et y ∈ R. La zone bleu de la figure 1
représente les solutions réelles de CSP R. Notez que
toutes les solutions flottantes de CSP F ne sont pas
incluses dans l’espace des solutions réelles de CSP R.
Par exemple, le point (3, 0.75) satisfait les contraintes
sur les flottants, puisque (3 ⊕ 0.75) ⊕ 0.75 = 3 ≤ 4
et (3 ⊖ .75) = 2 ≤ 2, alors qu’il ne satisfait pas les
contraintes sur les réels, puisque (3 + 0.75) + 0.75 =
4.5 > 4 et (3 − .75) = 2.25 > 2. Ceci met en évidence
la nécessité d’utiliser une approche spécifique pour ré-
soudre correctement les contraintes sur les flottants.

Bien qu’une transposition directe des opérations sur
les flottants en opérations sur les réels ne soit pas
conservative des solutions sur les flottants, il est pos-
sible d’utiliser de construire des approximations cor-
rectes des contraintes sur les flottants, c’est à dire,
qui conservent toutes les solutions. La figure 2 pré-
sente la première approximation conservative que nous

Fig. 2 – Premier niveau d’approximation. Les points
en noirs représentent les solutions des contraintes sur
les flottants. Les points en rouge représentent les élé-
ments non-solution des contraintes sur les flottants et
qui appartiennent à l’approximation.

avons défini. Cette approximation englobe non seule-
ment toutes les solutions des contraintes sur les flot-
tants mais contient aussi des éléments non-solutions
représentés ici par des points rouges. Il est toutefois
possible de définir une meilleure approximation, i.e.
qui contient moins de points non-solutions sur les flot-
tants. Une telle approximation est présentée dans la
figure 3.

Notez qu’avec cette seconde approximation, le
nombre de points non-solutions est réduit par huit.
Si le nombre d’éléments éliminés semble faible, il peut
être plus significatif pour des systèmes de taille impor-
tante.

De telles approximation peuvent directement être
traitées à l’aide d’algorithmes de filtrage sur les réels
et permettre ainsi une réduction notable des domaines
des variables. En combinant ce processus avec un sol-
veur de contraintes sur les flottants, il devient possible
d’obtenir plus rapidement des solutions correctes du
système de contraintes sur les flottants.

En se basant sur ce principe, nous avons proposé
une nouvelle méthode dont les étapes principales sont
illustrées dans la figure 4. Les contraintes sur les flot-
tants sont d’abord approximées par des contraintes sur
les réels. Les détails de cette transformation sont don-
nés dans la section 4. Les contraintes obtenues sont
ensuite traitées par des algorithmes de filtrage issus
d’un solveur sur les réels. S’il n’existe aucune solution
pour le système de contraintes sur les réels, alors les
contraintes initiales sur les nombres à virgule flottante
n’ont pas de solutions. Dans le cas contraire, une re-
cherche combinée avec un processus valide d’énuméra-
tion sur les flottants. Ce dernier point n’est toutefois
pas abordé dans cet article.



Fig. 3 – Approximation plus précise Les points noirs
représentent les solutions des contraintes sur les flot-
tants. Les points en rouge représentent les éléments
non-solution des contraintes sur les flottants et qui ap-
partiennent à l’approximation.

Fig. 4 – Les étapes de la méthode proposée. La pre-
mière étape fait une transformation de contraintes
entre les réels et les flottants. La deuxième consiste
à résoudre les contraintes obtenus. Puis Les solutions
flottantes sont choisies

4 Transformation des contraintes sur les

nombres à virgule flottante vers des

contraintes sur les réels

Cette étape à pour but de construire un système de
contraintes sur les réels qui approxime correctement
les contraintes sur les nombres à virgule flottante. Le
système construit doit avoir les qualités suivantes :

– Il doit être conservatif en terme de solutions, i.e.
aucune solution des contraintes sur les flottants
ne doit être perdue.

– La transformation doit être la plus précise pos-
sible, i.e. elle doit minimiser le nombre de points
qui ne satisfont pas les contraintes sur les nombres
flottants et qui sont des solutions pour les

contraintes sur les réels.

4.1 Méthode de transformation

La méthode appliquée ici consiste à construire
des approximations précises et conservatives des
contraintes élémentaires sur les flottants. Cependant,
et dans le cas général, les contraintes sur les flottants
sont composées d’expressions complexes qu’il s’agit
aussi de prendre en compte. Pour cela, notre approche
s’appuie sur les propriétés de l’arithmétique des inter-
valles. Les intervalles vont nous permettre de combi-
ner les approximations obtenues pour les opérations
élémentaires afin de traiter des expressions plus com-
plexes. Plus formellement, considérons une contrainte
Ci.

Ci : f(x1, · · ·, xn) ⋄ g(x1, · · ·, xn)

où ⋄ ∈ {<,≤,≥, >,=}, et f et g sont des fonctions sur
les nombres flottants avec les opérations de base sur
les flottants. Chaque membre de la relation doit être
approximé par un intervalle sur les réels

f(x1, · · ·, xn) ∈ [finf (x1, · · ·, xn), fsup(x1, · · ·, xn)]

g(x1, · · ·, xn) ∈ [ginf (x1, · · ·, xn), gsup(x1, · · ·, xn)]

où finf , fsup, ginf et gsup sont des fonctions sur
les réels. Pour obtenir un système conservatif des so-
lutions, les intervalles doivent contenir toutes les so-
lutions possibles de la fonction sur les flottants. Des
approximations initiales sont d’abord définies pour
chaque opération de base (cf 4.2) pour être ensuite
combinées entre elles grâce à l’arithmétique par inter-
valle. Le système résultant offre ainsi une approxima-
tion générale du problème initial.

Après avoir traité chaque expression constitutive
d’une contrainte sur les flottants, les contraintes sur
les réels correspondantes peuvent être générées. Pour
ce faire, à chaque expression flottante traitée est sub-
stituée une variable. Le système résultant prend alors
la forme suivante

finf (x1, · · ·, xn) ≤ xf ≤ fsup(x1, · · ·, xn)

ginf (x1, · · ·, xn) ≤ xg ≤ gsup(x1, · · ·, xn)

xf ⋄ xg

4.2 Différentes approximations

Nous présentons ici une méthode pour approximer
sur les réels les opérations de base sur les flottants.
Sans perte de généralité, nous nous limiterons à l’ad-
dition ⊕ avec un mode d’arrondi vers −∞. Le même
raisonnement peut être suivi pour les autres opérations
et les autres modes d’arrondi. Nous nous limitons éga-
lement aux nombres flottants positifs normalisés.



Fig. 5 – La valeur réelle est comprise entre la valeur
flottante de l’arrondi et sa valeur suivante.

Approximation par l’erreur en ulp

Cette première approximation s’appuie sur le fait
que les opérations sont correctement arrondies, i.e. le
résultat flottant doit être égal à l’arrondi du résultat
réel.

Pour que (x+y) soit arrondi à (x⊕y) pour un mode
d’arrondi vers −∞, il doit être compris entre (x ⊕ y)
et son successeur, i.e. (x ⊕ y)+ (voir figure figure 5).
On a donc

x ⊕ y ≤ x + y < (x ⊕ y)+

avec (x⊕ y)+ = (x⊕ y) + ulp(x⊕ y) De cette relation
on peut tirer une approximation sur R pour (x ⊕ y)

(x + y) − ulp(x ⊕ y) < x ⊕ y ≤ x + y

Cependant, dans cette relation, la valeur d’ulp(x ⊕ y)
dépend des valeurs de x et de y. S’il est possible de
trouver une borne supérieure de cet Ulp, une approxi-
mation plus précise peut cependant être construite.
Elle résulte de la propriété suivante

Proposition 1. Soient x et y des nombres flottants
positifs normalisés, et pour un mode d’arrondi fixé à
−∞, alors x ⊕ y est borné par

α × (x + y) < x ⊕ y ≤ x + y

avec α =
1

1 + 2−p+1
et où p est le nombre de chiffres

de la mantisse.

Démonstration. Pour obtenir cette relation, nous de-
vons d’abord calculer la borne supérieure et la borne
inférieure de l’erreur relative ǫ

ǫ =

∣

∣

∣

∣

valeurrelle − valeurflottante

valeurrelle

∣

∣

∣

∣

ǫ =

∣

∣

∣

∣

(x + y) − (x ⊕ y)

(x + y)

∣

∣

∣

∣

Sachant que, pour un mode d’arrondi fixé à −∞, la va-
leur réelle de (x+y) est toujours supérieure au résultat
flottant de (x⊕ y) , et que le résultat réel est toujours
positif puisque x et y sont positifs, ǫ est toujours po-
sitif. Notons aussi que le cas x + y = 0 correspond à

x ⊕ y = 0, i.e. à une erreur absolue nulle et donc une
erreur relative que l’on peut considérer comme nulle.
Par la suite, on suppose que x + y > 0, x et y étant
des nombres flottants positifs normalisés. On a donc

ǫ =
(x + y) − (x ⊕ y)

(x + y)
≥ 0

= 1 −
x ⊕ y

x + y

Il nous faut maintenant trouver une borne supé-
rieure pour ǫ.

L’addition étant correctement arrondie, on a

x ⊕ y ≤ x + y < x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)

donc
1

x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)
<

1

x + y

En multipliant chaque membre de la relation par
(x ⊕ y), on obtient

x ⊕ y

x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)
<

x ⊕ y

x + y

Ce qui, multiplié par −1 et en ajoutant 1 donne

1 −
x ⊕ y

x + y
< 1 −

x ⊕ y

x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)

donc

0 ≤ ǫ <
ulp(x ⊕ y)

x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)

Posons z = x⊕ y = mz2
ez où mz est la mantisse de

z (elle est normalisée puisque les deux opérandes sont
normalisées) et ez l’exposant de z. On a alors

0 ≤ ǫ <
ulp(x ⊕ y)

x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)

0 ≤ ǫ <
ulp(z)

z + ulp(z)

La valeur de l’ulp(z) est donnée par ulp(z) =
2−p+12ez . En remplaçant ulp(z) par cette formule, on
obtient

0 ≤ ǫ <
ulp(z)

z + ulp(z)

0 ≤ ǫ <
2−p+12ez

mz2ez + 2−p+12ez

0 ≤ ǫ <
2−p+1

mz + 2−p+1



Donc il suffit de trouver une borne supérieure pour
2−p+1/(mz + 2−p+1) qui est maximal lorsque mz ∈
[1.0, 2.0[ est minimal i.e. mz = 1.0.

0 ≤ ǫ <
2−p+1

mz + 2−p+1
≤

2−p+1

1 + 2−p+1

donc

0 ≤ ǫ <
2−p+1

1 + 2−p+1

Il ne reste qu’à trouver une approximation pour
(x ⊕ y). On a

0 ≤ ǫ <
2−p+1

1 + 2−p+1

0 ≤
(x + y) − (x ⊕ y)

(x + y)
<

2−p+1

1 + 2−p+1

0 ≤ (x + y) − (x ⊕ y) < (x + y)
2−p+1

1 + 2−p+1

On obtient une approximation pour l’opération
d’addition

(x + y)
1

1 + 2−p+1
< x ⊕ y ≤ x + y

Donc la valeur de (x⊕ y) peut être approximée par
l’intervalle ]α(x + y), x + y], avec α = 1/(1 + 2−p+1).

Avec le même raisonnement, un résultat similaire
est obtenu pour les autres opérations, toujours avec
un mode d’arrondi vers −∞

(x ⊕ y) ∈ ]α(x + y), x + y]

(x ⊖ y) ∈ ]α(x − y), x − y]

(x ⊗ y) ∈ ]α(x × y), x × y]

(x ⊘ y) ∈ ]α(x/y), x/y]

α = 1
1+2−p+1

Approximation plus précise

L’approximation précédente peut encore être affi-
née. En effet, le résultat précédent est basé sur la re-
lation suivante

x ⊕ y ≤ x + y < x ⊕ y + ulp(x ⊕ y)

Or, (x + y) n’atteindra jamais x ⊕ y + ulp(x ⊕ y). En
recherchant le pire cas qui peut réellement être atteint,
il est possible de construire une approximation avec
une inégalité large.

Comme dans la méthode précédente, nous recher-
chons une délimitation de l’erreur relative, mais, cette
fois, dont les bornes soient atteignable par ǫ. La pro-
priété suivante donne ces bornes

Proposition 2. Si x et y sont des nombres flottants
positifs normalisés, et si le mode d’arrondi est fixé à
−∞, alors l’erreur relative de l’opération x ⊕ y est
bornée par

0 ≤ ǫ ≤
y

x + y

De plus, l’erreur relative maximal correspond à (x ⊕
y = x).

Démonstration. Pour un x donné, nous avons x ≤ x⊕
y puisque y est positif (l’addition sur les flottants étant
commutative, x et y sont ici interchangeables). Par
ailleurs, le résultat réel est toujours supérieur à x ⊕ y
pour un mode d’arrondi vers −∞. On a donc

x ≤ x ⊕ y ≤ x + y

À partir de cette relation, on obtient

x ≤ x ⊕ y ≤ x + y

x

x + y
≤

x ⊕ y

x + y
≤ 1

0 ≤ 1 −
x ⊕ y

x + y
≤

y

x + y

Donc l’erreur relative est bornée par

0 ≤ ǫ ≤
y

x + y

Remarquons que y/(x + y) est atteignable par ǫ. En
effet, lorsque (x ⊕ y = x), i.e. lorsque y est absorbé
par x lors de l’opération d’arrondi, l’erreur relative est
alors égale à

ǫ =
(x + y) − (x ⊕ y)

(x + y)
=

y

x + y

Cet encadrement plus fin de l’erreur relative nous
permet de construire une approximation plus précise
de l’addition sur les flottants donnée par la propriété
suivante

Proposition 3. Si x et y sont des nombres flottants
positifs normalisés, et si le mode d’arrondi est fixé à
−∞, alors x ⊕ y est délimité par

γ × (x + y) ≤ x ⊕ y ≤ x + y

avec γ =
1

1 + (2−p+1 − 2−2p+1)
.



Démonstration. À la fin de la démonstration de la pro-
priété précédente, nous avons établi que l’erreur rela-
tive atteint sa borne supérieure pour

x ⊕ y = x

Nous savons aussi que, pour que l’addition soit correc-
tement arrondie, il faut que

x ⊕ y ≤ x + y < (x ⊕ y) + ulp(x ⊕ y)

En combinant ces deux résultats, nous obtenons

x ≤ x + y < x + ulp(x)
0 ≤ y < ulp(x)

Donc, pour que x ⊕ y = x, on a y ∈ [0, ulp(x)[.
Revenons à l’erreur relative ǫ

0 ≤ ǫ ≤
y

x + y

Nous devons trouver une limite supérieure pour la
fonction y/(x + y). La fonction y/(x + y) est crois-
sante par rapport à y. Donc elle est maximale lorsque
y est maximal. Sachant que y ∈ [0, ulp(x)[ et y ∈ F,
la plus grande valeur flottante de y est le prédécesseur
de ulp(x), i.e. (ulp(x))−. Posons x = mx2ex , l’ulp(x)
est donc

ulp(x) = 2ex2−p+1 = 1.0 × 2ex−p+1

et son prédécesseur a pour valeur

(ulp(x))− = (1.0 × 2ex−p+1)−

= 1.11 · · · 11 × 2ex−p

= (2 − 2−p+1) × 2ex−p

= 2ex−p+1 − 2ex−2p+1

= 2ex(2−p+1 − 2−2p+1)

Remplaçons dans la propriété 2 y par la valeur obte-
nue. On a

0 ≤ ǫ ≤
y

x + y

0 ≤ ǫ ≤
2ex(2−p+1 − 2−2p+1)

mx2ex + 2ex(2−p+1 − 2−2p+1)

0 ≤ ǫ ≤
2−p+1 − 2−2p+1

mx + (2−p+1 − 2−2p+1)

Il suffit donc de trouver une borne supérieure
à 2−p+1 − 2−2p+1/(mx + (2−p+1 − 2−2p+1)). Cette
fonction est maximale lorsque mx est minimal, i.e.
mx = 1.0. On a donc

0 ≤ ǫ ≤
2−p+1 − 2−2p+1

1 + (2−p+1 − 2−2p+1)

En reprenant le même raisonnement que celui de la
fin de la preuve de la première propriété, nous pouvons

maintenant trouver l’approximation qui correspond à
cette erreur relative

γ × (x + y) ≤ x ⊕ y ≤ x + y

γ =
1

1 + (2−p+1 − 2−2p+1)

Notons que 1 + 2−p+1 − 2−2p+1 < 1 + 2−p+1 et que
donc γ > α. Cette seconde approximation est donc
meilleure que la première.

Un résultat identique peut être obtenu pour la sous-
traction lorsque x ≥ y. Cependant, ce n’est pas pos-
sible pour la multiplication et la division pour les-
quelles seule la première approximation est correcte.

Application à l’exemple illustratif

Revenons à l’exemple introduit en section 3. En uti-
lisant les approximations de la première proposition,
la contrainte x ⊖ y ≤ 2 est approximée par

x ⊖ y ∈ ]α(x − y), x − y]
2 ∈ [2, 2]

x ⊖ y ≤ 2 ⇒ ]α(x − y), x − y] ≤ [2, 2]
⇒ α(x − y) ≤ 2
⇒ 1

1+2−1 (x − y) ≤ 2

⇒ 2
3 (x − y) ≤ 2

⇒ x − y ≤ 3

La contrainte (x ⊕ y) ⊕ y ≤ 4 est approximée par

x ⊕ y ∈ ]α(x + y), x + y]
(x ⊕ y) ⊕ y ∈ ]α(x + y), x + y] ⊕ [y, y]
(x ⊕ y) ⊕ y ∈ ]α2(x + y) + αy, x + 2y]
(x ⊕ y) ⊕ y ∈ ]( 2

3 )2(x + y) + 2
3y, x + 2y]

(x ⊕ y) ⊕ y ∈ ] 49x + 10
9 y, x + 2y]

4 ∈ [4, 4]
(x ⊕ y) ⊕ y ≤ 4 ⇒ ] 49x + 10

9 y, x + 2y] ≤ [4, 4]
⇒ 4

9x + 10
9 y ≤ 4

⇒ x + 2.5y ≤ 9

Nous obtenons donc le système de contraintes sui-
vant















x ≥ 0
y ≥ 0

x + 2.5y ≤ 9
x − y ≤ 3

Les solutions de ce système sont représentées dans la
figure 2. En utilisant la seconde approximation, nous
obtenons (avec γ = 8

11 )















x ≥ 0
y ≥ 0

x + 2.375y ≤ 7.5625
x − y ≤ 2, 75



Les solutions de ce second système de contraintes
sont représentées par la figure figure 3.

Le solveur de contraintes sur les réels utilisé
peut imposer des limitations sur les coefficients des
contraintes. Le plus souvent, ces solveurs utilisent les
flottants de type double pour effectuer leurs calculs.
Les coefficients des contraintes construites ici doivent
prendre en compte ces limitations. Par exemple, lors
du calcul de α pour la contrainte α(x + y) < x ⊕ y ≤
x + y, 1 + 2−p+1 est calculé avec un arrondi à +∞ et
son inverse avec un arrondi vers −∞ afin garantir que
toutes les solutions sont préservées.

5 Traitement des approximations sur les

réels

L’ensemble des approximations sur les réels précéde-
ment construites forme un système de contraintes sur
les réels qu’il s’agit de traiter à l’aide d’algorithmes de
filtrage sur les réels. Le choix de cet algorithme dépend
du problème traité. Si les contraintes sont linéaires, on
peut utiliser un solveur de programmation linéaire sur
les réels tel que Cplex1. Lorsque le système obtenu
n’est pas linéaire, il est possible d’utiliser un solveur
non-linéaire tel que Icos ou encore de linéariser le pro-
blème.

Dans tout les cas, si l’algorithme de filtrage sur les
réels utilisé montre qu’il n’existe aucune solution pour
ce système de contraintes, alors le système initial de
contraintes sur les flottants n’a, lui non plus, pas de
solution.

SR = ∅ et SF ⊆ SR ⇒ SF = ∅

Cependant, dans le cas général, l’application de l’algo-
rithme de filtrage sur les réels va uniquement se tra-
duire par des réductions des domaines des variables.
Potentiellement, un tel système admet des solutions
sur les réels, solutions qui sont rarement des solutions
du système de contraintes sur F. Il est donc nécessaire
d’utiliser un processus différent pour énumérer sur les
flottants.

6 Travaux connexes

Michel et al. furent les premiers à s’intéresser à la
problématique de la résolution de contraintes sur les
nombres à virgule flottante [13]. Ces premiers tra-
vaux adaptent l’algorithme de Box-consistence aux
nombres à virgule flottante, un algorithme initialement
conçu pour le filtrage de contraintes sur les réels. Il

1http ://www-01.ibm.com/software/integration/ optimiza-
tion/cplex/

consiste à réduire les intervalles de variables en élimi-
nant les parties qui ne contiennent pas de solutions.
Dans une seconde approche proposée dans [12], des
projections de contraintes élémentaires sur les flottants
ont permis de définir une version de la 2B-consistence
dédiée aux nombres à virgule flottante. Les fonctions
de projection ont également été étendues dans [3]. Si
ces deux approches permettent de résoudre des sys-
tèmes de contraintes sur les flottants, elles peinent à
traiter des systèmes de contraintes conséquents. La dé-
marche proposée dans cet article peut être vue comme
une approche complémentaire de ces premiers solveurs
sur les flottants : grâce à ces algorithmes sur les réels,
des réductions supplémentaires des domaines des va-
riables deviennent possibles.

D’autres travaux adoptent une démarche similaire
à la notre, i.e. la sur-approximation de contraintes.
Par exemple, les travaux de Miné [15, 14] étendent
l’interprétation abstraite au cas des nombres à vir-
gule flottante pour prouver l’absence des erreurs d’exé-
cution telle que la division par zéro et le déborde-
ment. Cette approche consiste aussi à faire des sur-
approximations sur les réels en calculant un sur en-
semble des états atteignables. Cette méthode à été
mise en œuvre dans l’outil Astrée [5]. Cependant, les
sur-approximations introduites sont cependant moins
précise que les approximations que nous avons présen-
tées. Il existe d’autres travaux basée sur l’interpréta-
tion abstraite qui consistent à estimer l’erreur d’ar-
rondi pour une expression sur les nombres flottants
[9]. Ces travaux requièrent, à priori, les valeurs des
variables pour en estimer l’erreur. Par ailleurs, cette
dernière approche ne correspond pas à nos besoins qui
sont le calcul de l’ensemble des états atteignables.

7 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une méthode de
résolution de contraintes sur les nombres à virgule flot-
tante. L’approche consiste à construire une approxi-
mation précise et conservative sur les réels du système
initial de contraintes sur les nombres à virgule flot-
tante. L’approximation construite peut alors être trai-
tée par des algorithmes sur les réels sans qu’aucune
solution sur les flottants ne soit perdue. Si les résul-
tats préliminaires restent encourageants, une phase de
validation de notre approche reste encore nécessaire.
Actuellement, nous nous concentrons sur son implé-
mentation et sa mise en œuvre effective dans le cadre
de la vérification et du test de programmes.
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Domains. PhD thesis, École Polytechnique, Pa-
laiseau, France, December 2004.

[16] J.M. Muller, N. Brisebarre, F. de Dinechin, C.P.
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