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Résumé

Fréguemment, Les algorithmes de séparation et
évaluation pour le probléme Maxclique utilisent une
borne supérieure basée sur la partition d’'un graphe
en ensembles indépendants, pour obtenir la borne su-
périeure d’une cligue maximum du graphe, qui ne peut
pas étre trés fine pour les graphes imparfaits. Dans ce
papier, nous proposons un nouveau codage de Max-
cligue en MaxSAT et I'utilisation de I'approche MaxSAT
pour améliorer la borne supérieure basée sur la par-
tition P. De cette maniére, la puissance d’algorithmes
de partitionnement d'un graphe spécifiques pour Max-
clique et la performance de la méthode MaxSAT dans
la logique propositionnelle sont naturellement asso-
ciées pour résoudre Maxclique. Les résultats expéri-
mentaux montrent que I'approche est trés efficace sur
les graphes aléatoires difficiles et sur les benchmarks
Maxclique de DIMACS, et permet de fermer un pro-
bléeme DIMACS ouvert.

Mots-Clés : séparation et évaluation, Maxclique,
MaxSAT

Abstract

State-of-the-art branch-and-bound algorithms for
the maximum clique problem (Maxclique) frequently
use an upper bound based on a partition P of a graph
into independent sets for a maximum clique of the
graph, which cannot be very tight for imperfect graphs.
In this paper we propose a new encoding from Max-
cligue into MaxSAT and use MaxSAT technology to
improve the upper bound based on the partition P. In
this way, the strength of specific algorithms for Max-
clique in partitioning a graph and the strength of Max-
SAT technology in propositional reasoning are natu-
rally combined to solve Maxclique. Experimental re-
sults show that the approach is very effective on hard

random graphs and on DIMACS Maxclique bench-
marks, and allows to close an open DIMACS problem.

Keywords : Branch-and-Bound, Maxclique, Max-
SAT

1 Introduction

Considérons un graphe non orieé&(V, E), ouV est
un ensemble de sommets {;, vo, ..., v,} €t F est un
ensemble de» arétes. L'arétew;, v;) aveci # j connecte
les deux sommets; et v;. Une clique deG est un sous-
ensemble” deV tel que tous les deux sommets@esont
connectés par une aréte. Le probleme Maxclique consiste
atrouver une clique d€' de cardinalité maximum dénotée
parw(G).

Un ensemble indépendant dé est un sous-ensemble
I deV de sorte que aucun sommet n’est connecté a un
autre dand. Etant donné, le GCP (Graph Coloring Pro-
blem) demande de trouver le nombre minimum de cou-
leurs (i.e., le nombre chromatiqug€()) nécessaires pour
colorer les sommets d€ tel que deux sommets connec-
tés ne partagent pas la méme couleur. La résolution de
GCP est équivalent a partitionnéf en un nombre mini-
mum d’ensembles indépendants, parce que tous les som-
mets colorés par la méme couleur d@ngonstituent un
ensemble indépendant. Nous avqiié&r) > w(G), puisque
chaque sommet dans une clique doit étre affecté a une cou-
leur différente. Un graphé! est parfait six(G')=w(G")
pour tout sous-graphe induit’ de GG. Maxclique est un
trés important probléme combinatoire NP-difficile, car il
apparait dans beaucoup d’'applications du monde réel. De
nombreux efforts ont été consacrés a le résoudre. Voir [11]
ou Pardolos et Xu ont donné un survol des premiers tra-
vaux intensifs sur Maxclique. Dans la littérature, nous dis



tinguons deux types d’algorithmes pour Maxclique : desléatoires et sur les benchmarks Maxclique de DIMACS
méthodes d’approximation incluant les algorithmes de regui est largement utiliséspour évaluer les algorithmes de
cherche locale stochastique, e.g. [12], et les algorithmégaxclique dans la littérature. Les résultats expérimentau
exacts incluant les algorithmes par séparation et évaluarontrent que MaxCLQ est tres efficace grace a la techno-
tion,e.g.[14,5, 10, 1, 2, 13]. Les algorithmes d’approximalogie MaxSAT intégrée puisqu’il est, a notre connaissance,
tion sont capables de résoudre des problémes Maxclique dapable de résoudre un probléme ouvert DIMACS pour la
grande taille, mais ne garantissent pas I'optimalité desleupremiére fois.

solutions. Les algorithmes exacts garantissent I'opitéal

des solutions qu'ils trouvent. Dans cet papier, nous nous L

concentrons sur les algorithmes de séparation et évatuatie ~ Preliminaires

pour Maxclique.

Les algorithmes de séparation et évaluation pour Max- Une clllqueC’dd un %rappﬁGzl(V, E) ZSt n?aX_'Tuz]ﬁ;'
clique utilisent fréquemment une solution heuristiquerpouzl;ucunte N |que| e car |?a| € plus grande gg&“s c s
GCP comme une borne supérieure. Il y a deux inconve- PeUt avoll pILSIEUrs cliques maximums. un sous-

nients dans cette approche : (i) le nombre d’ensembles iﬁggemble de’, lE solus-gllraphé?’ld_eG induit parV* est
dépendants dans une partition calculée(ti@’est géné- efini c/:ommeG =(V", EY), ou E* = {(u;, ,Uj) €E |,
ralement pas minimum, puisque GCP est lui-méme NP~ € V' Et?”.t donne un so,mmefcde/G, Ierllsemble des
difficile ; (i) méme si la partition est minimale, il peut y sommets voisins de est notdl'(v)={v" |(v, ') € E}. La

. o cardinalité|I'(v)| deT'(v) est appelée le degré de G,
avoir une grande différence enty€G) etw(G) lorsqueGG P A
nest pas parfait, de sorte qud@) 21’est (pa)s une borne désigne le sous-graphe induit f&w) etG\v est le graphe

supérieure de bonne qualité @éG). Ces deux inconve- induit parV\{v}. G\v est obtenue en enlevanet toutes

nients pourraient probablement expliquer la stagnation dgs aretes conn?ctanta G La gen5|te d'un graphe de
ommets etn arétes est égaleZn/(n(n — 1)).

la recherche sur les algorithmes exacts pour Maxcliqug. . N i
Soit un probléme MaxSA®, une affectation de valeurs

Ainsi, des bornes supérieures de meilleure qualité sont ne-="-" - X e -y
vérité aux variables boolennes satisfait un littéral-pos

cessaires dans les algorithmes de séparation et évaluat]c o isfai littéral négatif i 2=0 isfai
pour Maxclique. tif 2 si =1, satisfait un littéral négatif si =0, et satisfait

Ré td . idérabl { 616 faits d une clause si au moins un littéral dans la clause est satisfai
ecemment des progres considerables ont ete 1ails Aa{jg, s gistinguons spécialement les clauses unitaires qui ne

5‘ resolutlon\de MaxSQT (me [6] pourbl:n((ej pres?r;)tlat'obncontiennent qgu'un seul littéral, et les clauses vides qui ne
e ces progres). Etant donné un ensemble de variables Bntiennent pas de littéral et ne peuvent pas étre sagisfait

léennes £1,a,....,}, un littéral  est une variable; ousa j, oronisme MaxSAT est dit partiel, si certaines clauses

PegatllorigNlline cl?use est wubllogéqueldes I|tte[aux. Lljarl]e de sont dures, c’est-a-dire qu’elles doivent étre satisfaite
ormule ¢ est un ensemble de ¢ auses. Le probleMy{, s toutes les solutions, et les autres clauses sont souple
MaxSAT demande de trouver une affectation des valeurs & peuvent étre violées dans une solution. Un probléme

vérité (0 ou 1) aux varigble; booléennes pour maximiser II@IaxSAT partiel demande de trouver une affectation satis-
nombre de clauses satisfaites dandlaxclique peut étre ;<o nt toutes les clauses dures en maximisant le nombre de

codé en MaxSAT puis résolu en utilisant un solveur Maxz|quses souples satisfaites.

SAT. Malheureusement, les solveurs MaxSAT ne sont pas La facon habituelle de coder un probléme Maxclique en

competitifs p?ur resoudr_e Maxcl|que, parce que leur N probléme MaxSAT est d’introduire une variable boo-
sonnement n'est pas guidé par les propriétés structurell

fEnnex pour chaque sommet de GG, avec le sens que

dugraphe. z=1 si et seulement si appartient a la clique maximum
Dans cet papier, nous montrons que la technologie dévgnerchée. Ensuite, une clause binaire dyre z; est ajou-

loppée pour résoudre MaxSAT peut étre utilisée pour amgae pour chaque paire de sommetetv; qui ne sont pas
liorer les bornes supérieures dans l'algorithme de sépargonnectés, signifiant que et v; ne peuvent pas étre dans
tion et évaluation pour Maxclique. Nous présentons toyg meme clique. Il est clair que toute affectation satisfai-
d’abord quelques préliminaires et un algorithme de sépaant toutes les clauses dures donne une clique. Enfin, une
ration et évaluation de base pour Maxclique appelé Max|ause unitaire soupleest ajoutée pour chaque sommet
CLQ, avant de présenter quelques bornes supeérieures pifaximiser le nombre de clauses souples satisfaites, tout en
cédentes pour Maxclique. Ensuite, nous proposons un noggtisfaisant toutes les clauses dures donne une clique maxi
veau codage de Maxclique en MaxSAT, ce qui nous pemum.
met d'utiliser la technologie MaxSAT pour améliorer les  pay exemple, linstance Maxclique dans la figure 1 peut

précédente bornes supérieures pour Maxclique. Nous €@re codée en une instance MaxSAT composée des clauses
dions ensuite le comportement de notre approche mtegrggumes : §1, T2, T3, T4, 5, 26}, €t des clauses dures
dans MaxCLQ, et comparons MaxCLQ avec les meilleurs

algorithmes exacts a nos connaissances sur les graphes. disponibles a http://cs.hbg.psu.edu/ txn131/clicmel.h




e contenantg, ol G, =({vs}, 0).
Puis, la ligne 7 change la borne inférieuteB a 2.
@ @ @ Le deuxieme appel récursif MaxCLG{vs, 0, 2) es-
saie de trouver une cligue maximum ne contenant pas
de vg et plus grande que 2 danG\uvs (ligne 8), ou
G\vg est le cycle composé dev{va,vs3,04,05}. Si la
@ @ fonction surestimatiord{\vs) utilise une méthode de co-
loration et retourne 3 comme borne supérieure (rappe-
FIGURE 1 —Un simple graphe imparfait( G)=3 etw(G)=2) lons quex(G'\vs)=3) pour une cliqgue maximum d&\ v,
MaxCLQ(G\vs, ?, 2) doit faire deux autres appels récur-
sifs en choisissant un sommet de branchement,g.g.
{Z1V 24, 21 V @5, T2 V T3, T2 V T5, T3 V Ta, T1 V Ts,  MaxCLQ((G\v6),, {v1}, 2) et MaxCLQ((G\ve)\v1, 0,
Ty V T6, Za V Tg, Ts V Te}. 2). L'exécution de ces deux appels retourne tous les fleux
Ainsi, MaxCLQ(G\vs, 0, 2) retournd) a la ligne 9. Cepen-
. . . p dant, si la fonction surestimatio@i{vg) utilise 'approche
3 Un _Algonthme de separatl_on et eva- proposée dans ce papier,ilretourﬁneraz comme borne supé-
luation de base pour Maxclique rieure, de telle sorte que UB=LB et MaxCLGvg, 0, 2)

, . , ) retourne directemerfk (line 4) sans d’autres appels récur-
L'Algorithme 1 montre le pseudo-code d'un algorithmegjts \jisque UB=LB signifie qu'une clique de cardinalité

de séparation et évaluation pour Maxclique, inspiré P3lus grande ne peut pas étre trouvée.
I'algorithme de séparation et évaluation MaxSatz pour Enfin, MaxCLQ(, §, 0) retourne’;
MaxSAT [7]. Nous illustrons le principe de cet algorithme

en utilisant le graphé& de la figure 1. Initialement'=() et

LB=0, et MaxCLQ (@, 0, 0) trouve une clique maximum

({vs, vs }) de G comme suit. 4 Survol des bornes supérieures préce-

dentes pour Maxclique

={vs, vg} alaligne

Algorithm 1: MaxCLQ(G, C, LB), un algorithme de
séparation et évaluation de base pour Maxclique Les algorithmes de séparation et évaluation pour Max-
Input: Un grapheG=(V, E), une cliqueC’, et une cliqgue ut_|I|sent freqyemment des solutions heunsqquas d
borne inférieurd. B représentant la cardinalité GCP qui peuvent étre obge_nues en un temps raisonnable
de la plus grande clique trouvée jusqu’a présentcomme Ieu_rs bomes supérieures. Cette approche se base
sur la propriété suivante :

Output: C' U C’, ouC” est une clique maximum d&,

si|CuUC’| > LB, sinon .y ) L . :
| | / Proposition 1 Soitw(G) la cardinalité d’une clique maxi-

i begé?|v|:0 alors retournerC': mum du .gra,pheG. Si G peut étre partitionné erk en-

5 UB — surestimation@)+|C| ; sembles indépendants, alas$G) < k.

e e umde; COmMeun prtatement Faigortme ler 10]ar

. Oy — MaxCLQ(G,, C U{v}, LB): t|t|_onne G, en déterminant un ensemble mdepAendant aJa

. Si|Ci| > LB alors LB — |C4]; fois. Tant qu'il y a dej's sommets qui peuvent étre ajoutés

. Cy — MaxCLQ(G\v, C, LB); dans I'ensemble indépendant en E:onstrgctlo,n, I’u_n dg ces

o Si|Cy| > |C5] alors retournerC; ; sinon sommets avec .Ie plus gr_and d.egre, est ajouté. Puis Cllqugr
retourn_erCQ ; construit une clique maximum incrémentalement en consi-

10 end dérantles sommets dans I'ordre inverse de celui dans lequel
les sommets sont ajoutés dans les ensembles indépendants,
la borne supérieure des cliques maximums contenant un

Dans la ligne 3, la function surestimati@f{donne une sommet donné est rapidement déterminée de cette facon.
borne supérieure clairement supérieure a 0 pour une cliqueFalhe [2] améliore I'algorithme de Carraghan et Pardalos
maximum deG, puisqueG n'est pas vide. Ensuite Max- [1], en utilisant I'heuristique constructive DSATUR pour
CLQ choisitvg comme sommet de branchement (ligne 5)¢colorer les sommets un par un, tout en partitionnant en pa-
car il est de degré minimum. Ainsi toutes les cliques dealléle le graphe en ensembles indépendants. Comme les
G sont implicitement divisées en deux ensembles : 'ensommets sont colorés ou insérés dans un ensemble indé-
semble des cliques contenagtet 'ensemble des cliques pendantdans I'ordre décroissant ou croissant selon leur de
ne contenant pas de. Le premier appel récursif (ligne gré, quatre solutions heuristiques de GCP sont obtenues, et
6) MaxCLQ(G ., {vs}, O) retourne une clique ({3, vs})  la meilleure est utilisée comme la borne supérieure.




Regin [13] utilise une borne supérieure basée sur un al- Par exemple, le graphe de la figure 1 peut étre partitionné
gorithme de matching. Un matching, qui correspond a uan trois ensembles indépendants {v4, vg}, {v2, vs},
ensemble d’ensembles indépendants de taille 2 ici, est cdls}. Par conséquent, le codage de Maxclique en MaxSAT
culé en parcourant les sommets d’'un graphe, et en conbasé sur les ensembles indépendants contient trois clauses
dérant qu'une aréte existe si deux sommets ne sont pssuples: {1 Vx4V xg, 22 V 3, x5}, €t les mémes clauses
connectés. dures comme dans le codage habituet; { 74, Z1 V T,

MCQ [15] colorie les sommets dans un ordre prédétergs Vs, T2V Ts, T3V T4, T1VTs, T2V T, T4V Te, T VITe}-
miné. Supposons que les ensembles indépendants actuel®n observe que les clauses dures exigent que au plus un
sontSy, So, ..., S (dans cet ordrek est égal a 0 au dé- littéral puisse étre satisfait dans une clause souple.tEtan
but du processus de coloration), MCQ insére le premietonné une affectation satisfaisant toutes les clausesdure
sommetv dans I'ordre prédéterminé dans le premigr une clause souple satisfaite a exactement un littérafaiatis
tel quewv est non-connecté a tous les sommets déja dads fait des clauses dures. L'ensemble indépendant corres-
S;. Si une telleS; n’existe pas, une nouvel ensemble in-pondant a un sommet dans la clique donnée par l'affecta-
dépendant; 1) est ouvert et est inséré dedans. Apréstion. Donc, nous avons :
gue tous les sommets sont insérés dans les ensembles indé-
pendants, ils sont réordonnés en fonction de leur ensemilgoposition 2 Soit ¢ une instance MaxSAT partielle co-
indépendant, les sommets Sgprécédant les sommets dedant une instance Maxclique en basant sur une partition
S; sii < j. Ce procédé de coloration est exécuté pGyr du grapheG en ensembles indépendants, 'ensemble des
aprés chaque branchement sur le sommebrdre prédé- variables booléennes deaffectées a vrai dans une solu-
terminé de sommet§, est hérité de7. MCR [14] amé- tion optimale dep donne une clique maximum de

liore MCQ avec un meilleur ordre de sommets du graphe | » L
d'entrée initial, mais utilise le méme processus de colora- Différentes partitions déx en ensembles indépendants

tion pour calculer la borne supérieure. donnent différentes instances MaxSAT. Le tableau 1 com-

MaxCliqueDyn [5] est également obtenu en améliorarff@re trois partitions des graphes aléatoires de 200 sommets

MCQ. Alors que MCQ (ainsi que MCR) ne calcule que lgSt de certain_s_graphes I?IMACS_' _Le COddge“_E est basé
une partition calculée en utilisant I'algorithme de co-

degré des sommets a la racine de I'arbre de recherche paiff U o
le graphe d’entrée initial, MaxCliqueDyn recalcule dynaJoration MCQ pour insérer des sommets un par un dans

miquement le degré des sommets pour certains nceuds 4R ensemble indépendant dans I'ordre décroissant de leur

tués a proximité de la racine de I'arbre de recherche choigi€9ré (i-e., les sommets avec le degré maximum sont in-

en utilisant un parameétre, et réordonne les sommets dars ©> &N premier\/in est similaire al/ax sauf que les

I'ordre décroissant de leur degré avant la coloration de C@gfnr_netslsont INSEres dansl ! odrdre croissant de leur de-
sommets. Le calcul dynamique des degrés prés de la (€ (1-€., les sommets avec le degré minimum sont insé-
cine de I'arbre de recherche rend MaxCliqueDyn plus ra€S €n premier). Le codage Habituel correspond a celui

pide que MCQ pour les graphes aléatoires lorsque Ieurdeﬂr-ésemé dans la septign préliminaire, dans lequel chaque
sité est comprise entre 0,7 4 0,95, mais plus lent que MCE}RUSE souple est unitaire. Nous reportons, pour chaque co-

lorsque la densité des graphes est inférieure a 0,7. age, le nombre d’en_sembles independants_ dans le graphe,
et le temps nécessaire pour trouver une cligue maximum

par deux solveurs MaxSAT de I'état de I'art ;: MaxSatz [7]
5 Nouveaux codages de Maxclique en et Minimaxsat [4]. A chaque densité des graphes aléatoires,
MaxSAT 50 graphes sont générés et codés en MaxSAT. Le runtime
moyen et le nombre moyen d’ensembles indépendants
Definition 1 Soit G un graphe partitionné en ensemblessont reportési étant aussi le nombre de clauses souples
indépendants, le codage de Maxcligue en MaxSAT bagéns le codage. Pour les deux solveurs MaxSAT, le codage
sur les ensembles indépendants est défini comme suit : (Waz est le meilleur, le nombre de clauses souples étant le
chaque sommet de G est représenté par une variable plus petit. Nous allons utiliser ce codage pour appliquer la
booléenner, (2) une clause dure; v z; est ajoutée pour technologie MaxSAT dans la section suivante.
chaque paire de sommets non-connectgsy), et (3) une Heras et Larrosa [3] proposent un prétraitement pour
clause souple est ajoutée pour chaque ensemble indépeméliorer le codage habituel en utilisant deux régles d’in-
dant qui est urou logique des variables représentant lesférence basées sur la résolution MaxSAT. Ce prétraitement
sommets dans I'ensemble indépendant. permet d’améliorer la borne supérieure initiale basée sur
le nombre de clauses souples initiales dans le codage ha-
Il est facile de voir que le codage habituel Maxclique erbituel, mais ne semble pas améliorer le temps de Mini-
MaxSAT présenté dans la section préliminaire est un caddaxSAT pour résoudre les instances DIMACS. Toutefois,
particulier de la définition 1, dans lequel chaque ensemble prétraitement permet d’accélérer Minimaxsat pour cer-
indépendant ne contient qu’un seul sommet. taines instances spécifiques avec solution optimale cachée



TABLE 1 — Durée [sec.] de Maxsatz (version 2009, MSZ dandnconsistant de clauses souples.
le tableau) et Minimaxsat (Mini dans le tableau) sur un MacPr  Cette approche, appelée UP, détecte les sous-ensembles

2,8 GHz avec 4 Go de mémoire pour trois codages différents qgconsistants de clauses disjoints avec la propagation des
Maxcliqgue en MaxSATE est le nombre de clauses souples dan%lauses unitaires comme suit -

un codage .
Etant donnée une formule CNp; UP stocke toutes les
Graph Habituel Min Max clauses unitaires dé dans une file), et applique la pro-
name |densityl k_MSZ Mini| k _MSZ Mini| k MSZ Mni|  nagation des clauses unitaires dans une copie ¢, en

200 0.40 |200 2.11 2.2530.6 1.31 0.8027.3 1.10 0.76 . L.
200 0.60 |200 36.8 18.345.4 11.2 7.6840.8 7.22 7.27 successivement prenant une clause unitaite pour la
200 | 0.80 [200 9691 576.867.4 265.7 278.561.1 117.8 269.2 iofaira (i@ [= ; ; i
brock200_1 0.74 |200 1344 156.f 60 103.6 100.4 56 52.9 67.5 SatISfalre (I'e'l 1) La SatISfaCtllon.déSIgnlfle. que toutes
brock200_4 0.50 [200 6.72 4.3¢ 36 2.58 2.09 33 2.28 1.79 les clauses contenahsont satisfaites et retirées ge et
bmkce‘l‘li?f—e g-gé igg 33-2 é% ‘3‘2 g-‘l‘g ;-gi’ ‘3‘3 27-398 g-gg quel est enlevé des autres clauses, ce qui peut produire des
p_hat300-1 0.24 [300 300 267 33 251 112 22 181 09s| nouvelles clauses unitaires et des clauses videsyd@unse
p_hat300-2 0.49 |300 105.3 7.54 69 69.7 3.64 46 3.06 2.72 i i i it A
p_hat300-3 0.74 |300 >3h 452.1] 95 2326 163.% 72 185.3 129.2 clause dev,ler?t\”de si elle ne, Corjten.alt q)'le'es nouve_”e
clauses unitaires sont stockées a la fil)ddeéa propagation

et certaines protein alignment instances. des clauses unitaires continue jusqu’a ce que'il n’existe

Malgré que les deux nouveaux codages permettent Upus de clause unitaire dagsou jusqu’a ce qu’une clause
gain significatif pour MaxSatz et MiniMaxSAT par rap- vide soit produite. Dans ce dernier cas, les clauses @isé
port au codage habituel, les solveurs MaxSAT ne sont p&§ins 1a propagation pour produire la clause vide consti-
encore en mesure de battre les solveurs Maxc"que Spé&ﬂ.ent un SOUS'ensemble iI’ICOﬂSiStant de ClauseS. Une fOiS
fiques sur les instances aléatoires et les instances DIMAC®/'Un sous-ensemble inconsistant des clauses est identi-
comme nous allons voir dans la section 7. Nous pensoff§, ces clauses sont retirées geAinsi UP continue de
que la raison principale de cette inefficacité des solveugétecter d’autres sous-ensembles inconsistants de slause
MaxSAT est que ces solveurs n’exploitent pas la structur@nt qu'il reste des clauses unitaires dandJP est amé-
des graphes, contrairement aux algorithmes spécifiques. E@ré dans [8] par la détection des littéraux d’échec. Un
revanche, nous allons montrer que I'association de |’e)&i.ttéra| l est d’échec Si, quand il est satisfait/atetiré de
ploitation de structure des graphes et la puissance de régutes les clauses le contenant, la propagation des clauses
sonnement propositionnel de la technologie MaxSAT pe,gnitaires produit une clause vide. Si les deux littéraex
met grandement d’ameliorer les algorithmes spécifiqudssont d'échec, I'union des clauses utilisées pour produire

pour Maxclique. Ie§ deux clauses vides constitue un sous-ensemble incon-
sistant.
Dans le cas de MaxSAT partiel, aprés I'obtention d’'un
6 Utilisation de la technologie MaxSAT sous-ensemble inconsistant des clauses en utilisantdes ap
pour améliorer la borne supérieure de proches ci-dessus, les clauses dures dans le sous-ensemble
Maxclique ne sont pas retirées deet peuvent étre re-utilisées dans la

détection d’autres contradictions, mais les clauses ssupl

Etant donnée une instance MaxSAT partiel, un solveldans le sous-ensemble sont retiréesq¢deEn d'autres
MaxSAT de séparation et évaluation doit trouver une aftermes, les clauses dures peuvent appartenir a plusieurs
fectation qui minimise le nombre de clauses souples ins&ous-ensembles inconsistants de clauses, parce qu'elles
tisfaites et satisfait toutes les clauses dures. Dans ce bglpivent étre satisfaites de toute facon. Par contre, une
le solveur doit sous-estimer, & chaque noeud de I'arbre gause souple ne peut pas appartenir a deux sous-ensembles
recherche, le nombre de clauses souples qui seront vigiconsistants de clauses différents.
Iées par une affectation compléte étendant I'affectationp  Nous adaptons la détection des littéraux d’échec pour
tielle en cours. Une approche proposée dans [9] et qdétecter des sous-ensembles inconsistants de clauses
s’est révélée trés puissante dans MaxSatz et Minimasouples dans une instance MaxSAT partielle codant une
sat consiste a détecter des sous-ensembles inconsistanstance MaxClique. Nous ne détectons pas si un littéral
de clauses souples disjoints. Un sous-ensemble de clauségjatif est d’échec ou non, car une variable peut avoir plu-
souples est inconsistant si le sous-ensemble, en conjorsieurs occurrences négatives, mais une seule occurrence
tion avec I'ensemble des clauses dures, permet de dédugasitive (dans une clause souple). Au lieu de cela, nous
une contradiction (une clause vide). Le nombre de soustétectons si chaque littéral dans une clause souple est
ensembles inconsistants de clauses souples disjoints d&chec. En fait, soit une clause soupkex; Vo V...Vay,
une minoration du nombre de clauses souples violées psirtous lesr; (1 < i < t) sont littéral d’échec, I'union de
une affectation compléte étendant I'affectation pasielh toutes les clauses souples utilisées pour produire unselau
cours et satisfaisant toutes les clauses dures, car il y a aide pour chaque;, avece, constitue un sous-ensemble in-
moins une clause souple violée dans chaque sous-ensemtsasistant.



Par exemple, dans l'instance MaxSAT codant le graph€a|gorithm 2 : surestimation(G), une surestimation de Ia
de la Figure 1 basée sur les ensembles indépendants préardinalité d’'une clique maximum de

sentée dans la derniére section, il y a trois clauses souplegnput : Un graphe G=(, E)
{z1 V 24 V 26, x2 V x3, x5} correspondant aux trois  Qutput: Borne supérieure pour une clique maximum

ensembles indépendants dans une partition optimale du deq
graphe. Les clauses dures sonti {/ T4, 71 V&5, T2 VT3, 1 begin
T2 V T5, T3 V T4, T1 V Tg, fg\/,fﬁ,f4\/i‘6,f5\/i'6}. 2 P10

La borne supérieure initiale d’une clique maximum est 3g G — &,
qui est la meilleure borne supérieure qui peut étre obtenue | while G’ est non videlo

en utilisant un procédé de coloration. Nous montrons que v — le sommet de dégrée maximum@é

x5 est un littéral d’échec, permettant d’améliorer la borneg retirerv de G’

supérieure. Posons =1 pour satisfaire la troisieme clause - if il exist un ensemble indépendatiansP
souple,z5 est retiré des clauses duresV zs, 72 V Zs, ollv est non-connecté a tous les somntie¢s
etzs V Zg, les trois nouvelles clauses unitaires impliquentg L insérery danss ;

que x1=0, £2=0 et z4=0, puisz; et xg soient retirés de

la premiere clause souple, et de la deuxieme, les deux o
clauses devenant unitaires. Dong,et x5 doivent étre af-
fectés a 1, rendant la clause dureV z4 vide. Donc,zs

est un littéral d’échec et les trois clauses souples wiisé ™ N
dans la propagation pour produire la clause vide consfz | CoderG en une instance MaxSAF en basant sur
tuent un sous-ensemble inconsistant, parce que ce sous-| p:

ensemble, en conjonction avec les clauses dures, permet| s« 0;

de déduire une contradiction. Puisqu'au plus deux clausgs | while ¢ contient une clause souple qui n’est pas
souples peuvent étre satisfaites par une affectation satis testéedo

else
créer un nouvel ensemble indépendéint
insérerv danss;
P — PU{S};

faisant toutes les clauses dures, nous améliorons la borge ¢ — la clause souple de de taille minimum
supérieure pour une cligue maximum de 3 a 2. qui n’est pas testée;
En général, nous avons : 17 marquerc comme “testée”;
18 if chaque littéral dang est d’échecthen

Proposition 3 Soitw(G) la cardinalité d’'une cligue maxi-
mum d’un graph&>. Si G peut étre partitionné e en-
sembles indépendants, et il existeous-ensembles incon-
sistants de clauses souples disjoints dans l'instance MaX- N
SAT codaniG en basant sur la partition dé&/ enk en- 5, retournef P| —s;
sembles indépendants, alar$G) < k — s. 25 end

retirerc et toutes les clauses souples
faisant les littéraux de d’échec dep;
s+ st+1;

En se basant sur la proposition 3, la fonction
surestimation() présentée dans l'algorithme 2 partitionne ,
) L - .~.chaque noeud de I'arbre de recherche et code ce sous-
d’abordG en ensembles indépendants de la méme maniéere

que MCQ, sauf que le degré de chague sommef dast graph,e en MaxSA'I_'_pour améliorer la borne supérieure
. o . donnée par la partition, de sorte que la force des algo-
exact. Par conséquent, la qualité de la partition est sa

n e . "
doute meilleure (i.e., la partition contient vraisembiéabl rithmes specifiques pour Maxclique dans le partitionne-

ment moins d’ensembles indépendants), puisque les so?fnt de graphe et la puissance de la technologie Max-
S

. . . .SAT dans le raisonnement propositionnel sont naturelle-
mets plus contraints (i.e. avec plus de voisins connectés o . )
R ) L ent combinées dans MaxCLQ pour résoudre Maxclique.
sont insérés en premier dans les ensembles indépendants.
Ensuite la fonction code le graphe en une instance Max-
SAT basée sur la partition, ce qui correspond au codage Evaluation comparative de MaxCLQ
Max présenté dans la derniére section, et utilise la techno-
logie MaxSAT efficace pour améliorer la borne supérieure Nous comparons la performance de MaxCLQ avec celle
donnée par la partition. de MaxCLQ qui estidentique a MaxCLQ sauf qu'il n'uti-
Avec l'utilisation de la fonction surestimatiofi{, la dif-  lise pas latechnologie MaxSAT pour améliorer la borne su-
férence essentielle entre MaxCLQ et un solveur MaxSApérieure dans la fonction surestimatiéf((i.e. la fonction
pour Maxclique se présente comme suit. Alors qu’un solretourne toujours |P| dans MaxCL® Nous comparons
veur MaxSAT utilise un codage MaxSAT fixe et ne reparaussi MaxCLQ avec les meilleurs algorithmes exacts pour
titionne jamais de sous-graphe pendant la recherche, MaMiaxclique a notre connaissance : Cliquer, Algorithme Re-
CLQ re-partitionne de fagcon dynamique le sous-graphe gin, MCR, MaxCliqueDyn (MCQdyn en bref). Le calcul de



L. . TABLE 2 — Temps d'exécution [s] pour les graphes aléatoires.
la borne supérieure dans MaxCL@st le méme que MCR p; cliquer, MCQdyn et MaxCLQ, “-signifie que linstance

et MCQDyn, a I'exception que MCR calcule seulement lge peut étre résolue en moins de 3 heures ; pour les MCR, “”
degre de chaque sommet une fois dans la racine de I'arbgignifie que le temp d’exécution n’est pas disponible. Lespe

de recherche, et MCQdyn recalcule en plus le degré deexécution de Regin pour les graphes aléatoires ne sortipas
chaque sommet dans certains noeuds proches de la ragimeibles.s est I'amélioration moyenne de la borne supérieure par
choisis en utilisant un parametre, alors que MaxCL®- MaxSAT dans un noeud d'arbre, et Rate est le taux de réussite
calcule le degré de chaque sommet dans tous les noeudgigda technologie MaxSAT dans MaxCLQ pour couper les sous-
I'arbre de recherche. En utilisant des informations exactétPres (expliqué plus loin), en moyenne de 50 graphes a ehaqu
de degré de sommets, la fonction surestimatirgonne  PO'Nt

a priori une borne supérieure de meilleure qualité dans

n density| Cliquer| MCR | MCQdyn| MaxCLQ™ | MaxCLQ s Rate

MaxCLQ~ que dans MCR et MCQdyn, mais le recalcul 150 0.80 | 349 | 0.36| 0.32 0.64 0.16 2.85 0.85
4 ) 0.90 | 433.3 | 3.59 1.74 2.69 0.25 4.15 0.87|

de degré de chaque sommet dans chaque noeud de | arti@g 05 | 1513 | 201| 074 117 00 268 054
de recherche est consommateur du temps, surtout quamab 0.70 | 2.06 | 0.44| 0.47 1.06 044 2.35 082
’ 200 0.80 | 125.0 | 8.32 5.12 10.12 2.27 3.19 0.87|
larbre de, recherche est grand' X 200 0.90 - 462.4| 90.73 138.3 9.98 4.87 0.9]]
Les exécutions de MaxCLQ, MaxCLQCliqueretMC- [200 o0.95| - - 81.4 121.9 240 610 0.90
Qdyn sont réalisées sur un MacPro Xeon 2,8 GHz aved® 050 327 10871 102 232 1.49 = 218 0.74

o - ! 00 0.70 | 112.1|1457| 1212 | 2825 | 1029 281 0.82
processeur Intel et 4 Go de mémoire (produit au début deco 0.80 | - |[844.3| 4238 | 805.9 158.3 3.39 0.88

i i 1300 090 | - - - - 6695 552 0.92
2008) avec MAC OS X 10.5. Nous utilisons la derniere ver e I 5 1706

sion de Cliquer publiée en 208&t nous I'exécutons avec |s00 0.60 | 176.7 |37.71| 3884 | 107.9 | 5427 2.70 0.74
ses paramétres par défaut. MCQdyn a été obtenu de 'unici8®__070| - |1797] 1496 | 3527 1147 295 083
ses auteurs (D. Janezic) en janvier 2010 et exécuté avec le

meilleur parameétre 0,025. Les temps d’exécutions de Mc%ires jusqu’a 500 sommets. MaxCLQ, MaxCEQCIi-

gLiIt?egln sont normalisés a partir de ceux reportés comrra%er et MCQdyn résolvent 50 graphes a chague point et

- le temps d’exécution moyen est reporté. Les graphes de
Les temps d’exécution du programme benchmark dfm b y P grap

pour les graphes DIMACS r100.5, 1200.5, r300.5, r400.5 af. D\c Jensite (par exemple, des graphes de 150 sommets
. t de densité 0,7) qui sont résolus en moins de 1 se-
r500.5 sur le MacPro sont respec'flve,mth de 0,002, 0,03 onde par I'ensemble des cing algorithmes sont exclus pour
0’27,0’ 1’63,9’ 6.’281' Le te”.‘ps d'exécution de dfmax r%conomiser 'espace. MaxCLQ est sensiblement meilleur
porte pour Fordinateur (Pent|um4. 2,20 GHz CPU avec Li- ue MaxCLQ et I'accélération augmente avec la densité
nux) exécutant MCR est respectivement 0,00213, 0,063 rsque le nombre de sommets est fixe, et avec le nombre

0,562, 3,48, 13,3 pour les mémes graphes. Ainsi, nous divi- o ) )
sons les temps d'exécution de MCR par 2,12 (= (13.3/6.28 e sommets lorsque la densité est fixe. MCR est plus rapide

+3,48/1,639)/2, la moyenne des deux plus grands ratios e MaxCLQ pour les graphes de relativement faible den-

P ité (densité< 0,7), car il n'a pas a recalculer le degré des
Les temps d’exécution de dfmax pour r100.5-r500.5 d R )
lordinateur Regin (Pentium4 2Ghz mobile avec 512 Mo ommets a chaque noeud de 'arbre de recherche sauf pour

de mémoire) ne sont pas reportés. mais lordinateur Rcelui de la racine. Toutefois, de facon substantielle Max-
. .) 0 P P S ; ,%LQ est plus rapide qgue MCR et que d’autres algorithmes
gin est environ 10% plus lent que l'ordinateur qui exé- our les graphes de densité0,7, et l'accélération croit

cute,MCR, dolnc nous divisons les temps .d executmq rElgussi avec le nombre de sommets et la densité du graphe.
portés de Regin par 2,33. Cette normalisation est basée sur

3 o ) . Le tableau 3 compare les temps d’exécution réels de
la méthode établie dans le Second Challenge d’'Implémep- .
tation DIMACS pour Cliques, Coloration, et Satisfiabilité,RAaXCLQ’ MaxCLQ , Cliquer et MCQdyn avec les temps

elle est également utilisée dans [14] pour comparer MCIQ exécution normalisés de MCR et Regin sur les bench-

avec d’autres algorithmes. Regin [13] normalise les tempnsmrkS Maxclique DIMACS. Afin d’économiser de l'es-

N . oo ace, nous excluons les instances tres faciles qui sont ré-
d’exécution des algorithmes en comparant les différents of Iués ar les six alaorithmes en moins de 2qsecondes
dinateurs. Parmi les nombreux algorithms comparés av%? P 9

MCR dans [14] et avec Regin dans [13], nous citons 'algo- les cing instances ouvertes (MANN_a81, hamming10-

rithme Fahle [2] qui améliore I'algorithme proposé par Car-‘l.EAOhnsonizfz'A" kellers, et p_hat1’50t0-3) qlL)JI’aLécun’ algc:j—
raghan et Pardalos [1] et implémenté dans dfmax. MCR % Me exactanos connaissances N est capable de resoucre.

Regin sont significativement plus rapide que I'algorithme auf 8 instances faciles que MaxCLQ re_sout aussi rapl-
de Fahle. dement, MaxCLQ est nettement plus rapide que tous les

utres algorithmes, surtout pour les graphes durs et denses

Le tableau 2 compare les temps d’exécution réels I ,
MaxCLQ, MaxCLQ, Cliquer et MCQdyn avec les tempso%ﬂvgiglgw;gt’l'\gggg‘(? est capable de fermer lnstance

d’exécution normalisés de MCR pour les graphes aléa-
P grap Dans un arbre de recherche de MaxCLQ, goite

2. disponible & http ://users.tkk filpat/cliquer.html nombre de noeuds dans lesquels la partition donne déja




TABLE 3 —Temps d’exécution [sec] pour DIMACS benchmarks. “d” cop@d a la densité. Pour Cliquer, MCQdyn et MaxCLQ
“-" signifie que l'instance ne peut pas étre résolue en mom24l heures, sauf dans le cas de keller5, p_hat1500-2 et1000a8

qui ne peut pas étre résolu en moins de 5 jours; pour Regin &,MCsignifie que le temps d’exécution n’est pas disponiblest

I'amélioration moyenne de la borne supérieure par MaxSATsda noeud d’'arbre, et Rate est le taux de réussite de ladlegim

MaxSAT dans MaxCLQ pour couper les sous-arbres (expliqug Ipin).

name n d w | Cliquer Regin MCR MCQdyn MaxCLQ |MaxCLQ s Rats
brock200_1 | 200 | 0.74 | 21| 6.37 4.60 1.13 0.96 2.28 0.67 2.66 0.8¢
brock400_1 | 400 | 0.75 | 27 | 22182 4867 1137 703.5 1447 | 370.84 2.92 0.8¢
brock400 2 | 400 | 0.75 | 29 | 5617 3395 465.10 309.0 664.9| 178.70 2.86 0.8¢
brock400_3 | 400 | 0.75| 31 | 1667 1922 766.51 565.0 971.3| 290.06 2.81 0.8%
brock400_4 | 400 | 0.75 | 33 | 247.7 2597 409.43 320.4 605.6| 167.30 3.15 0.85%
brock800_1 | 800 | 0.65 | 23 - - 10712 8821 22821 8815 2.92 0.8(
brock800_2 | 800 | 0.65 | 24 - - 9679 8125 21001 7690 2.77 0.81
brock800_3 | 800 | 0.65 | 25 | 26014 - 6546 5565 13559 | 5285 2.73 0.8
brock800 4 | 800 | 0.65 | 26 | 6108 - 4561 4240 9625 3880 2.71 0.8(
MANN_a27 | 378 | 0.99 | 126 - 7.93 1.98 3.10 6.86 0.66 3.21 0.7%
MANN_a45 |1035|0.996| 345 - - 2931 2006 8965 255.67 6.30 0.91
hamming10-2 1024| 0.99 | 512| 0.19 0.45 0.16 2.26 69.54 7.92 0.34 0.0
kellers 776 | 0.75 | 27 - - - 31038 78505 9687 3.60 0.87
p_hat300-3 | 300 | 0.74 | 36 | 496.6 17.47 7.45 491 9.79 2.07 3.07 0.85%
p_hat500-2 500 | 0.50 | 36 | 134.6 14.03 2.12 1.53 3.92 0.90 3.26 0.83
p_hat500-3 500 | 0.75| 50 - 5470 1256 349.4 634.4 55.95 4.56 0.91
p_hat700-1 | 700 | 0.25| 11| 0.09 2.58 0.07 0.14 0.71 0.80 1.88 0.33
p_hat700-2 700 | 0.50 | 44 | 15417 109.8 30.19 12.6 25.80 4.87 3.79 0.84
p_hat700-3 | 700 | 0.75 | 62 - - - 6187 12178 1033 4.64 0.91
p_hat1000-1 | 1000| 0.24 | 10 | 1.11 11.93 0.35 0.58 2.84 2.53 1.21 0.7
p_hat1000-2 | 1000| 0.49 | 46 - 7230 1656 412.9 1038 146.54 4.21 0.89
p_hat1000-3 | 1000| 0.74 | 68 - - - - - 200760 5.45 0.93
p_hat1500-1 | 1500| 0.25| 12 | 8.01 206.4 2.97 4.31 22.37 15.85 219 0.82
p_hat1500-2 | 1500| 0.51 | 65 - - - 61461 105909 8848 4.95 0.92
san1000 1000| 0.50 | 15| 0.08 44.12 3.35 0.74 1.56 1.46 1.67 0.6/
san200 0.9 2200 | 0.90 | 60 | 13.36 1.124 2.92 0.79 1.14 0.10 3.39 05
san200 0.9 3200 | 0.90 | 44 | 503.4 78.41 0.11 3.43 5.80 0.22 486 0.8
san400_0.7_1 400 | 0.70 | 40 - 9.99 1.09 0.52 0.67 021 395 0.7
san400 0.7 2 400 | 0.70 | 30 | 3081 28.98 0.21 0.20 0.09 0.09 1.10 0.1
san400 0.7 3400 | 0.70 | 22 | 4.47 1173 2.12 2.04 2.67 0.75 2.66 0.8
san400_0.9_1 400 | 0.90 | 100 - 729.6 25 30.95 56.99 197 6.58 0.8
sanr200 0.7 | 200 | 0.70 | 18 | 1.88 1.845 0.37 0.39 0.86 0.38 240 0.8
sanr200_0.9 | 200 | 0.90 | 42 | 46593 64.41 204.72 51.57 80.51 5.72 5.07 0.9
sanr400_0.5| 400 | 0.50 | 13| 0.97 7.35 0.52 0.74 2.13 1.73 236 05
sanr400 0.7 | 400 | 0.70 | 21 | 2852 1347 237.26 177.8 429.25| 141.48 2.52 0.8

une borne supérieure plus petite ou égale a la borne itechnologie MaxSAT pour couper les sous-arbres. Le taux
férieure pour couper les sous-arbres enracinés dans aisréussite est tres élevé, surtout pour les grands graphes e
noeuds (i.e|P|+|C| < LB), que q désigne le nombre dense (jusqu’a 93%), expliquant la bonne performance de
de noeuds dans lesquels la technologie MaxSAT réduilaxCLQ.

avec succes la borne supérieure a la borne inférieure (i.e.,

|P|+|C| > LB, mais|P|-s+|C| < LB) pour couper les

sous-arbres enracinés dans ces noeuds, et glésigne 8 Conclusion

le nombre de noeuds dans lequel la technologie MaxSAT

n'a pas réussi a réduire la borne supérieure a la borne in-Nous avons proposé un nouveau codage de Maxclique
férieure (i.e.|P|—s+/C|>LB). Notons que l'arbre de re- en MaxSAT fondé sur une partition d’un graphe en en-
cherche g+q feuilles. Dans le tableau 2 et le tableau 3sembles indépendants, chaque ensemble indépendant étant
en plus de temps d’exécution, nous rapportons pour Maxodé en une clause souple. Le nombre de clauses souples
CLQ I'amélioration moyenne de la borne supérieure dansest nettement plus petit dans le nouveau codage que dans
les (g+r) noeuds grace a la technologie MaxSAT (nous exte codage habituel de Maxclique en MaxSAT. Le nouveau
cluons leg feuilles ou la technologie MaxSAT n’'a pas eucodage nous permet d’intégrer naturellement la technolo-
besoin d’etre appliquée), et le taux de réusgife+r) dela  gie MaxSAT dans un algorithme de séparation et évalua-



tion pour améliorer la borne supérieure basée sur la pg3] J.-C. Regin, Solving the maximum clique problem with
tition. Les résultats expérimentaux montrent que de nom- constraint programming. IrProceedings of CPAIOR'Q3
breux sous-arbres sont coupés de cette maniére et I'algo-Springer, LNCS 2883, pp. 634-648, 2003.

rithme résultant MaxCLQ est trés efficace, surtout pour le4] E. Tomita, T. Kameda, An efficient branch-and-boundbalg
instances difficiles, et il est capable de fermer une ingtanc rithm for finding a maximum clique with computational expe-
DIMACS ouverte. riments.J. Glob Optim(2007) 37 :95-111.

Nous pensons que l'utilisation de la technologie Maxj15] E. Tomita, T. Seki, An efficient branch-and-bound altion
SAT pour améliorer la borne supérieure de Maxclique est for finding a maximum clique. Ifroc. Discrete Mathematics
une direction de recherche tres prometteuse dans I'avenir.and Theoretical Computer SciendeNCS 2731, pp. 278-289
Nous envisageons d'intégrer d’autres technologies Max- (2003).

SAT effectives dans MaxCLQ pour améliorer encore sa
borne supérieure et résoudre les instances Maxclique dif-
ficiles telles que celles de 'BHOSLIB benchmdrk

Références

[1] R. Carraghan, P. M. Pardalos, An exact algorithm for the
maximum clique problenOperations Research Lette®$6) :
375-382 (1990)

[2] T. Fahle, Simple and fast : Improving a branch-and-bound
algorithm for maximum clique. IfProceedings of ESA-2002
pp. 485-498, 2002.

[3] F. Heras, J. Larrosa, A Max-SAT Inference-Based Pre-
processing for Max-Clique, in proceedings of SAT'2008,
LNCS 4996, pp. 139-152, 2008.

[4] F. Heras, J. Larrosa, and A. Oliveras, MiniMaxSAT : An
efficient weighted Max-SAT solvedournal of Artificial Intel-
ligence Researct81 :1-32, 2008.

[5] J. Konc, D. Janezic, An improved branch and bound algo-
rithm for the maximum clique problemCommunications in
Mathematical and in Computer Chemis&8 (2007) pp. 569-
590.

[6] C. M. Li and F. Manya, Max-sat, hard and soft constraints.
In A. Biere, H. van Maaren, and T. Walsh, editarfgandbook
of Satisfiability Pages 613-631, IOS Press, 2009.

[7] C. M. Li, F. Manya, and J. Planes, New inference rules for
Max-SAT. Journal of Artificial Intelligence ResearcB0 :321-
359, 2007.

[8] C. M. Li, F. Manya, and Jordi. Planes, Detecting disjoimt
consistent subformulas for computing lower bounds for max-
sat, InProceedings of AAAI'O6pages 86-91. AAAI Press,
2006.

[9] C. M. Li, F. Manya and J. Planes, Exploiting unit propaga-
tion to compute lower bounds in branch and bound MaxSAT
solvers, Inproceedings of CP’'03_NCS 3709 Springer, 2005,
pp 403-414.

[10] P.R.J. Ostergard, A fast algorithm for the maximumwtiq
problem,Discrete Applied Mathematick0 (2002), 197-207.

[11] P.M. Pardalos, J. Xue, The maximum clique probléour-
nal of Global Optimizatior : 301-328, 1994

[12] W. Pullan, H. H. Hoos, Dynamic Local Search for the Maxi-
mum Clique Problem.Journal of Artificial Intelligence Re-
search Vol. 25, pp. 159-185, 2006.

3. http J/lIwww.nlsde.buaa.edu.cn/kexu/benchmarkgiyra
benchmarks.htm



