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Résumé

Cet article introduit la contrainte INCREA-
SING_NVALUE, qui restreint le nombre de valeurs
distinctes affectées a une séquence de variables, de
sorte que chaque variable de la séquence soit inférieure
ou égale a la variable la succédant immédiatement.
Cette contrainte est une spécialisation de la contrainte
NVALUE, motivée par le besoin de casser des symétries.
Il est bien connu que propager la contrainte NVALUE est
un probléeme NP-Difficile. Nous montrons que la spéciali-
sation au cas d'une séquence ordonnée de variables rend
le probleme polynomial. Nous proposons un algorithme
d'arc-consistance ayant une complexité temporelle en
O(Xpi), oll Xp; est la somme des tailles des domaines.
Cette algorithme est une amélioration significative,
en termes de complexité, des algorithmes issus d'une
représentation de la contrainte INCREASING_NVALUE a
|'aide d’automates ou de la contrainte SLIDE. Nous
utilisons notre contrainte dans le cadre d'un probleme
d'allocation de ressources.

1 Introduction

La contrainte NVALUE [9] exprime une restriction du
nombre de valeurs distinctes affectées a un ensemble
de variables. Bien que tester si NVALUE admet une solu-
tion ou pas soit un probléeme NP-Difficile [5], un certain
nombre d’algorithmes de filtrage ont été développés ces
derniéres années [3, 2]. Dans le but de casser des sy-
métries, nous présentons dans cet article la contrainte
INCREASING_NVALUE, qui représente la conjonction de
NVALUE avec une chaine de contraintes binaires d’in-
égalité non strictes. Nous proposons un algorithme
de filtrage qui réalise la consistance d’arc généralisée
(GAC) pour INCREASING_NVALUE avec une complexité
temporelle en O(Xp;), ot Xp; est la somme des tailles
des domaines. Cet algorithme est plus efficace les al-
gorithmes issus d’une représentation de la contrainte
INCREASING_NVALUE a aide d’automates finis déter-

ministes [11] ou de la contrainte SLIDE [4], qui réa-
lisent le méme filtrage en, respectivement, O(n(Up;)?)
et O(nd*), ott n est le nombre de variables, Up; la
taille de I'union des domaines, et d la taille maximale
d’un domaine. Cette efficacité provient en partie d’une
structure de données spécifique, une matrice creuse
avec acces ordonnés aux colonnes.

Nos expérimentations sont réalisées sur un probleme
réel d’allocation de ressources, relatif a la gestion de
grappes dans un réseau de machines. Entropy est une
machine virtuelle (VM) pour la gestion de grappes [7],
qui propose un moteur flexible et autonome pour
manipuler I'état et la position de VM sur les diffé-
rents noeuds composant une grappe. La programma-
tion par contraintes intervient dans 'affectation des
VM (taches) sur un nombre réduit de noeuds (les res-
sources) dans la grappe. La contrainte NVALUE in-
tervient pour maintenir le nombre de noeuds néces-
saires pour couvrir toutes les VM. Cependant, en pra-
tique on constate que les ressources consommeées sont
le plus souvent équivalentes d’'une VM a une autre.
Cette propriété induit qu’il existe un nombre limité de
classes d’équivalences de VM, et on peut profiter du
filtrage polynomial et linéaire de la contrainte INCREA-
SING_NVALUE pour casser les symétries induites par les
classes d’équivalence.

La section 2 rappelle quelques définitions et intro-
duit formellement la contrainte INCREASING_NVALUE.
La section 3 décrit une condition nécessaire et suffi-
sante pour tester l’existence d’une solution pour IN-
CREASING_NVALUE. La section 4 présente ’algorithme
réalisant GAC. La section 5 évalue l'impact de la
contrainte sur le probleme d’allocation de ressource.
Enfin, nous décrivons dans la section 6 les approches
génériques pour reformuler INCREASING_NVALUE, qui
s’averent étre moins efficaces que notre algorithme.



2 Définitions

Etant donnée une séquence X de variables, le do-
maine D(z) d’une variable © € X est 'ensemble fini
des valeurs entieres pouvant étre affectées a cette va-
riable. D est 'union des domaines des variables X. On
note min(z) la valeur minimale de D(x) et max(x) sa
valeur maximale. La somme des tailles des domaines
de D est ¥pi = >, cx |D(2:)]. A[X] désigne une af-
fectation de valeurs aux variables X. Etant donnée
x € X, Alz] est la valeur de x dans A[X]. A[X] est va-
lide ssiVa; € X, Alz;] € D(x;). Une instantiation 1[X)
est une affectation complete de valeurs aux variables
X. Etant donnée z € X, I[z] est la valeur de z dans
I[X]. Une contrainte C(X) spécifie les combinaisons
de valeurs acceptées pour un ensemble de variables X.
Elle définit un sous ensemble R¢ (D) du produit car-
tésien des domaines II,,cx D(z;). Toute instantiation
solution de C(X) appartient & Rc(D). On emploie le
terme d’instantiation faisable ou réalisable, ou encore,
on dira que si I[X] est une solution de C'(X) alors I[X]
satisfait C(X). Sans perte de généralité, nous consi-
dérons dans cet article que X contient au moins deux
variables. Etant donnés X = [zo,...,zn_1] et deux
entiers i et j tels que 0 < i < j <n-—1, I[z;,...,z;]
est la projection de I[X] sur [z;,...,x;].

Définition 1 INCREASING_NVALUE(N, X) est dé-
finie par une wariable N et wune séquence de
n variables X = [xo,...,Tp_1]. Soit une ins-
tantiation de [N,zo,...,zn—1]. FElle satisfait
INCREASING_NVALUE(N, X)) ssi :

1. N est égale au nombre de valeurs distinctes affec-
tées aux variables X,

2. Vi € [0,n—2], ZT; S Lit1-

3 Faisabilité de Increasing Nvalue

Cette section présente une condition de faisabilité
nécessaire et suffisante pour INCREASING_NVALUE. Nous
montrons tout d’abord que le nombre de valeurs dis-
tinctes d’une instantiation I[X] telle que Vi € [0,n—2],
Iz;] < I[m;y1] est égal au nombre de stretchs dans
I[X] : un stretch [10] est une séquence de variables
consécutives de longueur maximale qui sont affectées
a la méme valeur. Pour chaque valeur v de chaque do-
maine D(zx), nous calculons les nombres minimal et
maximal de stretchs parmi toutes les instantiations
I[X] telles que I[z] = v. Ensuite, étant donnée une
variable x € X, nous établissons les propriétés liant
lordre naturel des valeurs dans D(x) et les nombres de
stretchs minimal et maximal qui peuvent étre obtenus
en affectant une valeur & z. A partir de ces proprié-
tés, nous prouvons qu’il existe une instantiation sa-

tisfaisant INCREASING_NVALUE(N, X)) pour chaque va-
leur de D(N) comprise entre le minimum s(X) et
le maximum §(X) des nombres de stretchs possibles.
Cette propriété nous amene au résultat majeur de la
section : INCREASING_NVALUE(N, X) est réalisable ssi
D(N) N [s(X),s(X)] # 0 (Proposition 3 de la Sec-
tion 3.3).

3.1 Estimation du nombre de stretchs

Une instantiation réalisable I[X] de
INCREASING_NVALUE(N, X)  satisfait la  propriété
suivante : I[z;] < I[x;] pour tout ¢ < j. Dans la

suite de l'article, une instantiation I[zg, 1, ..., Tp_1]
est dite bien ordonnée ssi pour tout ¢ et tout j tels
que 0 < i < j <n-—1,on a Iz < Iz;]. Une
valeur v € D(z) est bien ordonnée pour z ssi elle
peut appartenir & au moins une instantiation bien
ordonnée.

Lemme 1 Soit I[X] une instantiation. Si I[X] satis-
fait INCREASING_NVALUE(X, N) alors I[X] est bien or-
donnée.

Preuve : D’apres la Définition 1, si I[X] satisfait IN-
CREASING_NVALUE alors Vi € [0,n — 2], Ix;] < I[z;11].
Par transitivité de <, le lemme est correct.

Définition 2 (stretch) Soit I[zg,...,Tn_1] une ins-
tantiation. Soient i et j tels que 0 < i< j<n-—1. Un
stretch de I[X] est une séquence de variables consécu-
tives [z, ..., xz;] telle que dans I|X] : (1) Vk € [i, 7],
Vil e [i,j], Ty = Ty. (2) sott i = 0 soit x;_1 7& Xi. (3)
soit j =n —1 soit x; # Tj41.

Lemme 2 Soit I[X] une instantiation bien ordonnée.
Le nombre de stretchs dans 1[X] est égal au nombre
de valeurs distinctes dans I[X].

Preuve : I[X] est bien ordonnée, donc pour tout 4 et
tout j tels que 0 < ¢ < j <n—1,ona Iz;] < Izl
En conséquence, si x; et x; appartiennent a deux
stretchs distincts (et i < j) alors I[z;] < I[z;]. La
réciproque est trivialement vraie.

Il est possible d’évaluer pour chaque valeur v dans
chaque domaine D(z;) les minima et maxima exacts du
nombre de stretchs d’instantiation suffixes bien ordon-
nées I[x;,...,x,] telles que I[x;] = v, et similairement
pour des instantiations préfixes.

Notation 1 Soit X = [xg,1,...,%n_1] une séquence
de variables et soit v une valeur dans D. Le nombre
minimal (exact) de stretchs parmi toutes les instantia-
tions bien ordonnées I[x;,...,x,_1] telles que I[x;] =
v est noté s(x;,v). Par convention, si v ¢ D(x;)



alors s(x;,v) = +oo. Similairement, le nombre mi-
nimal (exact) de stretchs parmi toutes les instantia-
tions bien ordonnées I|xo,...,x;] telles que I[x;] = v
est noté p(xs,v). Par convention, si v ¢ D(x;) alors
p(xi,v) = +oo.

Lemme 3 Soit X = [zg,21,...,Zn—1] une séquence
de variables. Vx; € X, Vv € D(x;), s(x;,v) peut étre
calculé ainsi :

1. Sii=n—1: s(z;v) =1,
2. 8t 1 < n — 1 s(x4,v) =
min( 8(zi41,v), Mings,(s(@ir,w)) +1 ).

Preuve : par induction. Si |X| = 1 il y a un stretch,
donc quelque soit v € D(z;), on a s(z;,v) = 1.
Considérons & présent une variable x;, i < n — 1,
et une valeur v € D(z;). Les instantiations telles
que I[xz;11] < v ne peuvent pas étre étendues avec
la valeur v pour z; pour former une instantiation
bien ordonnée I[x;,...,xp—1]. Soit I[zit1,...,Tn_1]
une instantiation telle que I[z;41] > v, minimisant
le nombre de stretchs dans [2;y1,...,2Zn—1]. Soit
Ixiy1] = v et s(x;,v) = s(wip1,v), car le premier
stretch de I[ziy1,...,2,—1] est étendu lorsqu’on
ajoute a I[wiy1,...,Z,—1] la valeur v pour z;, soit
Ixip1] # v et s(zi,v) = s(@iyr, [[xit1]) + 1 car
v crée un nouveau stretch. Par construction, les
instantiations des variables [z;t1,...,%,—1] ne mi-
nimisant pas le nombre de stretchs ne peuvent pas
aboutir sur une valeur s(x;,v) strictement inférieure
amin(s(zit1,w), w > v)+1, et ce méme si I[z;41] = v.

Etant donnée une séquence de variables
X = [ro,x1,...,Tn-1], Yz; € X, Yo €
D(z;), calculer p(z;,v) est symétrique : si
i =0: plxiyv) = 1.8i > 0: plx,v) =

min( p(z;i—1,v), Ming<,(p(zi—1,w)) +1).

De plus, étant donnée une variable x;, nous évaluons
pour chaque valeur v le nombre maximal (exact) de
stretchs qui peuvent apparaitre, parmi toutes les ins-
tantiations suffixes bien ordonnées I[z;, ..., z,_1] avec
I[xz;] = v, et similairement pour les instantiations pré-
fixes.

Notation 2 Soit X = [zg,x1,...,Z,_1] une séquence
de wvariables et v une wvaleur dans D. Le nombre
mazimal (exact) de stretchs parmi toutes les instan-
tiations bien ordonnées I|x;,...,Tn_1] avec I[x;] =
v est noté s(x;,v). Par convention, si v ¢ D(x;)
alors 3(z;,v) = 0. Similairement, le nombre mazimal
(exact) de stretchs parmi toutes les instantiations bien
ordonnées Iy, ..., x;] avec I[z;] = v est noté p(x;,v).
Par convention, si v ¢ D(x;) alors p(z;,v) = 0.

Lemme 4 Soit X = [zg,21,...,Z,_1] une séquence
de variables. Yz, € X, Vv € D(x;), 5(z;,v) peut étre
calculé ainsi :

1. Sii=n—-1: 3(x;v) =1,

2. 8 i < n — 1 S(xs,v) =
max( 3(zi41,v), MaxXysy(S(@ip1, w)) +1).

Preuve : Similaire au Lemme 3.

Etant donnée une séquence de variables X =
[0, Z1,. .., Zn_1], V; € X, Vv € D(x;), le calcul de
D(x;,v) est symétrique : si i =0: pag,v) =1, sid>
0: p(xs,v) = max( p(zi—1,v), MaxXy<y(S(zi—1,w)) +

1).

3.2 Propriétés sur le nombre de stretchs

Nous considérons exclusivement des valeurs bien or-
données, pouvant appartenir & une instantiation réali-
sable pour INCREASING_NVALUE.

3.2.1 Propriétés sur une unique valeur

Les propriétés suivantes sont directement déduites,
par construction, des Lemmes 3 et 4.

Propriété 1 Toute valeur v € D(z;) bien ordonnée
pour x; est telle que s(x;,v) < 3(x;,v).

Propriété 2 Soit v € D(z;) (i < n — 1) une valeur
bien ordonnée pour x;. St v € D(z;41) et v est bien
ordonnée pour x;y1 alors s(x;,v) = s(x;y1,v).

Propriété 3 Soit v € D(z;) (i < n — 1) une valeur
bien ordonnée pour x;. St v € D(z;41) et v est bien
ordonnée pour x;y1 alors 3(x;,v) > $(x;y1,0).

Preuve : D’apres le Lemme 4, s’il existe une valeur w €
D(z;4+1), w > v qui est bien ordonnée pour x;1 et telle
que 3(zi41,w) > 5(xi41,v) alors 5(x;, v) > 3(xi41,v).
Dans le cas contraire, 3(z;,v) = $(x;41,0).

3.2.2 Ordre sur les valeurs

Les deux propriétés suivantes établissent les liens
entre l'ordre naturel des valeurs dans un domaine
D(z;) avec le nombre minimal et maximal de
stretchs que 'on peut obtenir dans la sous-séquence

[xia Tiglye-- a'rn—l]-

Propriété 4 Soit X = [zg,21,...,Zp_1] une sé-
quence de variables et i € [0,n — 1] un entier.
Yo, w € D(z;) deux valeurs bien ordonnées, v < w =
s(x,v) < s(xg,w) + 1.



Preuve : Si v = w alors la propriété est
vrale. Si ¢ = mn — 1, d’aprées le Lemme 3,
$(xp-1,v) = 8(xp—1,w) = 1. La propriété est

.,

vérifiée. Etant donné ¢ < n — 1, soit v/, w’ deux
valeurs bien ordonnées de D(x;11) telles que v/ > v
et w' > w, qui minimisent le nombre de stretchs
débutant en z;11 : Voo > v, s(x;11,v") < s(wip1, @)
et V8 > w, s(zi41,w) < s(xiyr1,8). Ces va-
leurs existent car v et w sont bien ordonnées. Par
construction, on a s(x;11,v") < s(mip1,w'), et
d’apres le Lemme 3, s(zijy1,w’) < s(z;,w), ce qui
entraine s(x;y1,v") < s(z;,w). D’apres le Lemme 3,
s(xi,v) < s(xi41,0") 4+ 1. Ainsi, s(z;,v) < s(x;, w) + 1.

Une propriété symétrique existe concernant le
nombre maximal de stretchs.

Propriété 5 Soit X = [zg,21,...,Zp—1] une sé-
quence de variables et i € [0,n — 1] un entier.
Yo, w € D(z;) deux valeurs bien ordonnées, v < w =
5(x,v) > 5(zi, w).

Preuve : si v = w alors la propriété est vraie. Si i =
n — 1, d’apres le Lemme 4, 5(z,—1,v)=5(zp—1,w) =
1. La propriété est vérifiée. Etant donné i < n — 1,
soit w’ € D(x;41) une valeur bien ordonnée telle que
w’ > w, qui maximise le nombre de stretchs débutant
en x4 : (V08 > w, 5(xi11,w’) > 5(xi41,0)). Dapres
le Lemme 4, 5(z;,w) < $(x;41,w’) + 1. Sachant que
v < w et donc v < w', 3(x;,v) > F(wip1,w') + 1. La
propriété est vraie.

3.2.3 Ordre sur le nombre maximal de stretchs

L’intuition de la propriété 6 réside dans le fait que,
plus une valeur bien ordonnée pour une variable x;
est petite, plus le nombre de stretchs qui peuvent étre
obtenus sur la séquence [x;,Zit1,...,%n—1], & partir
de cette valeur, est grand.

Propriété 6 Soit X = [zg,21,...,Zp—1] une sé-
quence de variables et soit i un entier dans [0,n — 1].
Yo, w € D(z;) deuz valeurs bien ordonnées, 5(x;, w) <
S(x,v) = v < w.

Preuve : Nous prouvons que si v > w alors il existe
une contradiction avec 3(z;, w) < 3(z;,v). Sii =n—1,
le Lemme 4 assure $(x,_1,w) = §(xn_1,v) = 1, une
contradiction. Considérons le cas ¢ <n —1. Siv =w
alors $(z;,w) = 35(x;,v), une contradiction. Sinon
(v > w), soit v’ une valeur de D(z;41) telle que v/ > v,
qui maximise 5(z;41, ), a > v. Une telle valeur existe
car v est bien ordonnée. Par construction w < v'.
D’apres le Lemme 4, 5(z;,w) > S(zi41,v") + 1 (1).
Par construction on a aussi v < v/, qui entralne
S(xig1,v") + 1 > S(x;,v) (2). D’apres (1) et (2) on
a s(x;,w) > 3(x;,v), une contradiction.

3.2.4 Ordre sur le nombre minimal de stretchs

Il n’existe pas d’implication liant le nombre mi-
nimal de stretchs et l'ordre des valeurs dans les
domaines. Par exemple, soit X = [zg,21,x2]
avec D(xzo)=D(x1)={1,2,3} et D(z2) = {1,2,4}.
s(xo,1) = 1 et s(xg,3) = 2, alors s(zg,1) < s(zo,3)
et 1 < 3. Supposons a présent que D(z2) = {2,3,4}.
s(xo,1) =2 et s(xo,3) = 1, alors s(xg, 3) < s(xo, 1) et
3>1.

3.2.5 Résumé

Le tableau ci-dessous récapitule les relations qui
existent entre des valeurs bien ordonnées v et w d’un
domaine D(z;) et les estimations du nombre minimal
et maximal de stretchs parmi toutes les instantiations
débutant par ces valeurs (i.e., I[x;,...,2,—1] telle que
I[x;] = v ou telle que I[z;] = w).

Pré-condition Propriété Prop.
v € D(z;)
est bien ordonnée s(xi,v) < 3(wi,v) Prop. 1
v € D(z)
est bien ordonnée,
i<n—1et s(xi,v) = s(zit1,v) | Prop. 2
v € D(xiq1) S(xs,v) > 5(zig1,v) | Prop. 3
v € D(z;),
w € D(x;) sont
bien ordonnées et | s(x;,v) < s(w;,w)+ 1 | Prop. 4
v<w S(xi,v) > 5(zi, w) Prop. 5
v € D(z;),
w € D(x;) sont
bien ordonnées et
(s, w) < S(@1,v) v <w Prop. 6

3.3 Condition nécessaire et suffisante de faisabilité

Notation 3 Etant donnée une séquence de variables
X = [zo,21,. .., Zn-1], 8(X) est la valeur minimale de
s(xo,v), v € D(xg), et 5(X) est la valeur mazimale de
3(x0,v), v € D(xg).

Proposition 1 Etant donnée
INCREASING_NVALUE(N, X), si s(X) > max(D(NV))
alors la contrainte n’a pas de solution. symétrique-
ment, si 5(X) < min(D(N)) alors la contrainte n'a
pas de solution.

Preuve : Par construction d’apres les Lemmes 3 et 4.

Sans perte de généralité, D(IN) peut étre réduit a
[s(X),3(X)]. Néanmoins, on peut observer que D(N)
peut avoir des trous ou bien étre strictement inclus
dans [s(X),s(X)]. Nous montrons que pour toute va-
leur k£ dans [s(X),s(X)] il existe une valeur dans
v € D(xzg) telle que k € [s(xo,v),5(zo,v)]. Ainsi, toute
valeur de D(N)N[s(X),3(X)] est une valeur réalisable.



Proposition 2 Soit X = [xg,21,...,Zn_1] une
séquence de wvariables. Pour tout entier k dans
[s(X),35(X)] il existe v dans D(zg) telle que k €
[§(5€0,U),§($0,1})].

Preuve : Soit k € [s(X),5(X)]. Si Jv € D(zo) telle
que k = s(xg,v) ou k = 35(xp,v), alors la propriété est
vraie par construction. Supposons que Yv € D(z),
dans ce cas soit k > 3S(xp,v) soit k < s(xo,v).
Soient v’,w’ deux valeurs telles que v’ soit la plus
grande valeur de D(zg) telle que 3(xg,v") < k et w’
soit la plus grande valeur telle que k < s(xg,w’).
Alors, 3(zg,v") < k < s(xg,w’) (1). D’apres la pro-
priété 1, s(zg,w’) < 3(xg,w’). D’apres la propriété 6,
3(zo,v") < 3(zo,w') = w’ < v'. D’apres les proprié-
tés 4 et 1, w < v = s(xg,w') < 5(xg,v") + 1, qui est
en contradiction avec (1).

Algorithm 1: Construction d’une solution pour
INCREASING_NVALUE(k, X).

if k¢ [s(X),5(X)]ND(N) then return “no solution” ;
v := a value € D(z¢) s.t. k € [s(x0,v),5(z0,v)] ;
for i := 0 to n — 2 do

Izi] := v;

if Voip1 € D(ziq1) s.t. vip1 = v,

k ¢ [s(wit1,vit1),5(zig1,vit1)] then

U W =

6 v = viq1 in D(xj41) s.b. vigp1 >0 A
k—1¢€ [s(xit1,vit1),5(Tit1, viy1)]s
7 k:=k—1;

8 I[zp—1] := v; return I[X];

Lemme 5 Etant donnée une contrainte
INCREASING_NVALUE(N, X) et un entier k, si
k e [s(X),5(X)] N D(N) alors lalgorithme 1 re-
tourne une solution pour INCREASING_NVALUE(N, X)
avec N = k. Sinon, il n’existe aucune solution avec
N =k.

Preuve : la premiere ligne de l'algorithme assure que
soit [s(X),5(X)]ND(N) # 0 et k € [s(X),5(X)] N
D(N), soit il n’existe pas de solution (d’apres les Pro-
positions 1 et 2). A chaque itération de la boucle
for, d’apres les lemmes 3 et 4 et la proposition 2,
soit la condition (ligne 6) est satisfaite et un nou-
veau stretch débute en ¢ + 1 avec une valeur supé-
rieure (qui garantit que I[{x1,...,2;4+1}] est bien or-
donnée) et k est décrémenté de 1, soit il est pos-
sible de garder la valeur courante v pour I[z;t1].
C’est pourquoi au début de la boucle (ligne 4), Jv €
D(z;) telle que k € [s(z4,v),S(z;,v)]. Lorsque i =
n — 1, par construction k = 1 et Yu,—1 € D(z,-1),
$(Xp—1,Vn-1) = 3(Tn-1,n-1) = 1; I[X] est bien or-
donnée et contient k stretchs. D’apres le Lemme 2,
I'instantiation I[{ N} U X] with I[N] = k est une solu-
tion de INCREASING_NVALUE(N, X) avec k valeurs dis-
tinctes pour les variables X.

Le Lemme 5 nous amene & une condition nécessaire
et suffisante de faisabilité.

une contrainte
deux propositions

Proposition 3 Etant  donnée
INCREASING_NVALUE(N, X)), les
sutvantes sont équivalentes :

1. INCREASING_NVALUE(N, X) admet une solution.
2. [5(X),5(X)] N D(N) # 0.

Preuve (=) Supposons que la contrainte
INCREASING_NVALUE(N, X)) admette une solution. Soit
I{N} U X] une telle solution. D’aprés le Lemme 2
la valeur k affectée & N est égale au nombre de
stretchs dans I[X]. Par construction (Lemmes 3 et 4)
k€ [s(X),s(X)]. Il ’en suit [s(X),s(X)|ND(N) # 0.
(<) Soit k € [s(X),s(X)] N D(N) # 0. D’apres le
Lemme 5 il est possible de construire une solution pour
la contrainte INCREASING_NVALUE(N, X).

4 GAC pour Increasing Nvalue

Cette section présente un algorithme de filtrage réa-
lisant GAC pour INCREASING_NVALUE(N, X) avec une
complexité temporelle en O(Xp;), ott Xp; est la somme
des tailles des domaines des variables X. Pour une va-
riable z; € X et une valeur v € D(x;), le principe
consiste a déterminer le nombre minimal et le nombre
maximal de stretchs parmi toutes les instantiations
11X] telles que I[x;] = v, puis & comparer U'intervalle
dérivé de ces deux bornes avec D(IN). Dans ce but, et
sans perte de généralité, nous déterminons le nombre
minimal et le nombre maximal de stretchs relatifs aux
instantiations préfixes I[zo,...,x;] et aux instantia-
tions suffixes I[x;, ..., Tn—1].

Définition 3 (GAC) Soit une contrainte C(X). Un
support sur C(X) est une instantiation I[X] qui sa-
tisfait C(X). Un domaine D(z) est arc-consistant
sur C(X) ssiVv € D(x), v appartient a un support sur
C(X). C(X) a la propriété d’arc-consistance géné-
ralisée (GAC) ssiVx; € X, D(z;) est arc-consistant.

4.1 Condition nécessaire et suffisante de filtrage

D’apres le Lemme 5, les valeurs de D(N) qui ne
sont pas dans [s(X),5(X)] peuvent étre supprimées
de D(N). D’apres la Proposition 3, toutes les valeurs
restant dans D(N) sont réalisables. Nous fournissons
a présent une condition nécessaire et suffisante pour

supprimer une valeur d’'un domaine D(x;), z; € X.

Proposition 4 Considérons une contrainte
INCREASING_NVALUE(N, X). Soit ¢ € [0,n — 1] un
entier et v une valeur dans D(x;). Les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :



1. v € D(x;) est arc-consistant pour INCREA-
SING_NVALUE

2. v est bien ordonnée relativement o D(x;) et l'in-
tersection [p(xi, v)+s(x;,v)—1,p(xs, v)+5(zs,v) —
1] N D(N) n’est pas vide.

Preuve : si v n’est pas bien ordonnée alors d’apres
le Lemme 1, v n’est pas arc-consistante sur INCREA-
SING_NVALUE. Sinon, p(x;,v) est le nombre minimal
exact de stretchs parmi les instantiations bien ordon-
nées I[xg,...,x;] telles que I[z;] = v et s(x;,v) est
le nombre minimal exact de stretchs parmi les ins-
tantiations bien ordonnées I[z;,...,z,—1] telles que
I[x;] = v. Done, par construction, p(z;, v)+s(z;,v)—1
est le nombre minimal exact de stretchs parmi les ins-
tantiations bien ordonnées I[zo,...,z,—1] telles que
Iz;] = v. Soit D, C D l'ensemble de domaines tels
que tous les domaines dans D, soient identiques aux
domaines de D sauf D(z;) qui est réduit au single-
ton {v}. Nous appelons X, l’ensemble des variables
associées aux domaines de D,,. D’apres la Definition 3,
p(zi,v) + s(zi,v) — 1 = s(X,). Par un raisonnement
symétrique, p(x;, v) + 5(x;, v) — 1 = 5(X,). D’apres la
proposition 3, la proposition est vraie.

4.2 Algorithmes

D’apres la proposition 4, nous dérivons un algo-
rithme de filtrage réalisant GAC en O(Xp;). Pour une
variable z; (0 < ¢ < n), nous avons besoin de calculer
les informations préfixes et suffixes p(z;,v), p(z;,v),
s(x;,v) et 3(zi,v), et ce que la valeur v appartienne
ou non & D(z;). Afin d’atteindre la complexité tempo-
relle en O(Xp;), nous tirons parti de deux points :

1. L’algorithme itere toujours sur p(z;,v), p(x;,v),
s(x;,v) et 3(x;,v) en parcourant D(z;) en ordre
croissant ou décroissant de valeurs.

2. Pour une valeur v n’appartenant pas a D(z;), 0
(resp. m) est la valeur par défaut pour p(z;,v) et

5(xi,v) (resp. p(w;,v) et s(x;,v)).

Dans ce cadre, nous utilisons une structure de don-
nées pour gérer ces matrices creuses, pour lesquelles
les acces en lecture et en écriture sont toujours réali-
sés en itérant sur les lignes d’une colonne donnée, selon
un ordre croissant ou décroissant d’indices sur une co-
lonne . La partie haute du tableau ci-dessous décrit
les trois primitives sur ces matrices creuses avec acces
ordonné aux colonnes, et fournit leur complexité en
temps. La partie basse décrit les primitives utilisées
pour accéder ou modifier le domaine d’une variable.
Les primitives réduisant le domaine d’une variable x
retournent vrai si D(x) # () aprés Poperation et faux
dans le cas contraire.

Algorithm 2: BUiLD_surrix([zo, . .

S @n—1], s, 500)-

W N =

OQ© w N o w

=

12
13

14
15
16
17

18

19
20

21

22
23

24

25
26
27

28
29

ALLOCATE mins, maxs,
ScANINIT({s,5},n — 1, ) ; v := max(zn_1);

repeat

SET(s,n — 1,v,1); SET(S,n — 1,v,1); w:=v,

v :=GETPREV(Zy,—1,v);

until w =v |

for i := n — 2 downto 0 do

ScANINIT({s, 3, mins, mazs},i + 1, ‘L) 3 vi=max(ziy1) ;
repeat

if v < max(z;41) then

SET(mins, i + 1, v, min(GET(mins,i + 1,v +
1),GET(s, 4+ 1,v)));

SET(mazs7 i+ 1,v, max(GET(mazs,i + 1,v +
1),GET(5,4 4+ 1,v)));

else
SET(mins, i + 1,v,GET(s, + 1,v));

| SET(mazs,i+ 1,v,GET(5,i + 1,v));

wi=v, v ::GETPRE\’(wi+1, 'u);

until w =v |

ScaNINIT({s,5},4, 1)

SCANINIT({s,S, mins, maxzs}, i+ 1, ]) ; v := max(x;) ;
repeat

if v = max(z;4+1) then
SET(s, 1, v,GET(s,i+ 1,v))

| SET(S, 4, v,GET(S, i+ 1,v));

else

if v > min(z;41) then

SET(s, ¢, v, min(GET(s, ¢ +
1,v),GET(mins, i+ 1,v + 1) + 1));
SET(S, ¢, v, max(GET(S, ¢ +
1,v),GET(mazs, i+ 1,v + 1) + 1));

else

SET(s, 1, 'u,GET(mins, i+ 1, min(z;41)) + 1);

| SET(3, 4, v,GET(maws7 i+ 1, min(z;41)) + 1);

wi=v, v ::GETPREV(mi, v);

until w =v |




PrlITutlves , Description Complex.
(accés aux matrices)
ScANINIT(mat, i, dir) indique que l’on itére sur la i-eme colonne de la matrice mat en ordre o(1)
croissant d’indices (dir =1) ou décroissant (dir =])
SET(mat, 1, j, info) réalise l'affectation matli, j| := info o(1)
GET(mat, i, ) retourne le contenu de 'entrée matli, j] ou la valeur par défaut si cette amortie
entrée n’appartient pas a la matrice creuse (g appels consécutifs & GET
sur la méme colonne % et en ordre croissant ou décroissant des indices
des lignes cotite O(q)).
Prm‘m“ves . Description Complex.
(acces aux variables)
ADJUST_MIN(z, v) :bool ajuste le minimum de la variable z a la valeur v o(1)
ADJUST_MAX(z,v) :bool | ajuste le maximum de la variable = & la valeur v 0(1)
REMOVE_VAL(z,v) :bool | supprime v de D(x) 0(1)
INSTANTIATE(z, v) :bool | instancie z a la valeur v O(1)
GET_PREV(z,v) :bool,int | retourne vrai et la plus grande valeur w de D(z) telle que w < v, ou 0(1)
retourne faux
GET_NEXT(z,v) :bool,int | retourne vrai et la lus petite valeur w de D(z) telle que w > v, ou o(1)
retourne faux

L’algorithme 3 correspond a ’algorithme de filtrage
principal, qui implémente la Proposition 4. Dans une
premiere phase il réduit les valeurs minimum et maxi-
mum des domaines des variables [z, z1,...,Z,—1] en
fonction des contraintes d’inégalité (i.e., seules les va-
leurs bien ordonnées sont conservées). Dans une se-
conde phase, il calcule les informations relatives au
nombre de stretchs minimum et maximum sur les ma-
trices de préfixes et de suffixes p, p, s, 5. Enfin, en
fonction de ces informations, les bornes de N sont ajus-
tées et l'algorithme filtre les domaines des variables
o, &1, .., Tp—1. En utilisant les Lemmes 3 et 4, I’al-
gorithme 2 construit les matrices de suffixes s et 3
utilisées par 1'algorithme 3 (p et p sont construites de
fagon similaire) : B

1. Dans une premiere phase, les colonnes n — 1 des
matrices s et 3 sont initialisées & 1 (premier item
des Lemmes 3 et 4).

2. Dans une deuxieme phase, les colonnes n — 2
jusqu’a 0 sont initialisées (deuxieéme item des
lemmes 3 et 4). Afin d’éviter de recalculer les
quantités min(s(z;41,v), Mings, (s(xi41, w)) +1)
et max(3(zit1,v), maxXysy (5(zi41,w)) + 1), nous
introduisons deux matrices creuses avec acces
ordonné aux colonnes minsfi,j] et mazs[i, j].
Lorsques les i-emes colonnes des matrices s et 5
sont initialisées, nous calculons d’abord les ¢ + 1-
émes colonnes des matrices mins et mazs (pre-
mier repeat de la boucle for). Ensuite, dans le
second repeat de la boucle for nous initialisons
les i-emes colonnes de s et 5. On peut observer que
I’on balaye les colonnes i + 1 des matrices mins et
maxs par indice de ligne décroissant.

L’algorithme 2 a une complexité temporelle en
O(Xpi) et lalgorithme 3 supprime toutes les va-
leurs qui ne sont pas arc-consistantes avec INCREA-
SING_NVALUE en O(3p;).!

Algorithm 3: INCREASING_NVALUE(N, [zo, . . .
boolean.

71:"—1]) :

1 if n =1 then return INSTANTIATE(N, 1);

2 for i =1ton—1do if -ADJUST_MIN(z;, min(z;—1)) then
return false;

3 for i =n — 2 downto 0 do

then

if —ADJUST_-MAX(z;, max(z;41))

return false;

4 ALLOCATE p, D, s, 3,
5 BUILD_PREFIX p,P; BUILD_SUFFIX 8, 5}
6 SCANINIT({§,§},O, T);
7 if —ADJUST_MIN(N, min,,eD(mO)(GET(g,O,v))) then return
false;
8 if —ADIUST_MAX(N, max,e p(zq)(GET(3,0,v))) then return
false;
9 fori:=0ton—1do
10 ScaNINIT({p, P, 5,5}, 4, 1) 5 v := min(z;);
11 repeat
12 N, :=GET(p, i,v)+GET(s,i,v) — 1;
N, :=GEe1(p, i, v)+CET(3,i,v) — 1;
13 if [N,,N,]ND(N) =0 and ~REMOVE_VAL(z;, v)
then return false;
14 w :=v; v := GETNEXT(z;, v);
15 until w = v ;

16 return true;

1Le code source de INCREASING_NVALUE est disponible &
l’adresse suivante : http ://choco.emn.fr.



5 Expérimentations

Cette section présente une série d’expérimentations
de la contrainte INCREASING_NVALUE. Tout d’abord, la
section 5.1 présente une reformulation de la contrainte
NvALUE utilisant INCREASING_NVALUE, motivée par le
fait de casser des symétries. Ensuite, la section 5.2
évalue les performances de INCREASING_NVALUE sur une
application réelle. Toutes ces expériences ont été réa-
lisées a l'aide de la librairie de programmation par
contraintes Choco, sur un processeur Intel Core 2 Duo
2.4GHz avec 4GB de RAM, et 128Mo alloués a la ma-
chine virtuelle Java.

5.1 Amélioration de la propagation de NvALUE

Assurer GAC pour une contrainte NVALUE est un
probleme NP-Difficile, et les algorithmes de filtrage de
cette contrainte sont connus pour étre assez peu ef-
ficaces pour des domaines de variables énumérés [3].
Dans notre implémentation, nous utilisons une repré-
sentation de NVALUE qui est basée sur les contraintes
d’occurrence de Choco. Nous évaluons alors effet
de la contrainte INCREASING_NVALUE utilisée comme
contrainte implicite sur des classes d’équivalence :
Etant donné un ensemble £(X) de classes d’équiva-
lence sur 'ensemble X, le filtrage de la contrainte
NvALUE(X, N) peut étre renforcé ainsi :

Nwalue(N,X) (1)
VE € £(X), Increasing_Nvalue(Ng, E)  (2)

max (Ng) < N < N 3
Ve NS 3 ) ©

ou Ng est la variable d’occurrence associée a la classe
E e &(X) (avec E C X).

Les parametres enregistrés sont le nombre de nceuds
dans l’arbre de recherche, le nombre d’échecs et le
temps d’une résolution nécessaires a ’obtention d’une
solution. Les parametres variables de nos expériences
sont le nombre de valeurs dans les domaines des va-
riables, le pourcentage de trous dans ces domaines, et
le nombre de classes d’équivalences. Le comportement
observé n’est pas dépendant du nombre de variables :
des tailles de 20, 40 et 100 variables ont été testées.

Les tableaux 1 et 2 montrent les résultats de nos ex-
périmentations pour 40 variables, avec des domaines
contenant au plus 80 valeurs (des tailles de 20 et 40
sont aussi testées). Concernant le tableau 1, 50 ins-
tances ont été générées pour chaque taille de classe
d’équivalence. Concernant le tableau 2, 350 instances
ont été générées pour chaque densité évaluée. Une li-
mite de temps de résolution a été fixée a 60 secondes.
Un parametre est inclus dans la moyenne si les deux

modeles résolvent l'instance. Les deux modeles sont
strictement comparables si le pourcentage d’instances
résolues est le méme. Autrement, les parametres enre-
gistrés ne peuvent étre comparés que pour les instances
résolues par les deux modeles.

Le tableau 1 illustre le fait que le nombre de classes
d’équivalence ait un impact sur les performances du
modele intégrant la contrainte INCREASING_NVALUE.
Avec sept classes, le nombre moyen de variables dans
chaque classe est suffisant pour que le gain en pro-
pagation comble le cotit de calcul supplémentaire dii
a application de 'algorithme de filtrage de INCREA-
SING_NVALUE. Ce n’est plus le cas quand on a plus 10
classes d’équivalences.

La table 2 montre que le nombre de trous dans les
domaines a un impact sur les performances du modele
incluant la contrainte INCREASING_NVALUE. On peut re-
marquer que lorsque ce nombre de trous augmente, le
nombre d’instances résolues décroit. Ce phénomene est
di a la propagation de la contrainte NVALUE, moins ef-
ficace quand il y a des trous dans les domaines.

5.2 Intégration dans un probleme d’allocation de
ressources

Entropy? [7] fournit un moteur autonome et flexible
pour manipuler I’état et la position de VMs (machines
virtuelles) sur les différents noeuds actifs composant
une grappe. Ce moteur est basé sur la programmation
par contraintes. Il fournit un modele central dédié a
laffectation de VMs a des noeuds, et permet de per-
sonnaliser cette affectation a ’aide de contraintes qui
modélisent des besoins exprimés par des utilisateurs et
des administrateurs.

Le modele central définit chaque noeud (les res-
sources) par son CPU et sa capacité mémoire, et
chaque VM (les tiches) par sa demande en CPU et
en mémoire pour s’exécuter. La partie traitée via un
modele en programmation par contraintes consiste a
calculer une affectation de chaque VM qui (i) satis-
fait la demande en ressources (CPU et mémoire) des
VMs et (ii) utilise un nombre minimum de nceuds.
Au final, la libération de nceuds peut faire que davan-
tage de taches seront acceptées dans la grappe, ou bien
peut permettre d’éteindre les nceuds non utilisés pour
économiser I’énergie. Dans ce probleme, deux parties
peuvent étre distinguées : (1) l'affectation de nceuds
en fonction de la capacité de ressources : il s’agit d’un
probléeme de bin-packing 2D. Il est modélisé par un en-
semble de contraintes sac a dos associées avec chaque
nceud. La propagation est basée sur 1'utilisation de la
contrainte COSTREGULAR [6], afin de traiter simul-
tanément les deux dimensions de ressource. (2) Ré-

2http ://entropy.gforge.inria.fr



Nb de NVALUE NVALUE + INCREASING_NVALUE

cl. d’quiv. | noeuds | échecs | temps (ms) | résolus(%) | nceuds | échecs | temps (ms) | résolus(%)
1 2798 | 22683 6206 76 28 0 51 100

3 1005 | 12743 4008 76 716 7143 3905 82

5 1230 | 14058 8077 72 1194 | 12067 8653 72

7 850 | 18127 6228 64 803 | 16384 6488 66

10 387 3924 2027 58 387 3864 2201 58

15 1236 | 16033 6518 38 1235 | 16005 7930 38

20 379 7296 5879 58 379 7296 6130 58

TAB. 1: Evaluation de INCREASING_NVALUE en fonction du nombre de classes d’équivalence sur les variables.

Trous(%) NVALUE NVALUE + INCREASING_NVALUE
nceuds | échecs | temps (ms) | résolus(%) | nceuds échecs | temps (ms) | résolus(%)
25 | 1126.4 13552 5563.3 63.1 677.4 8965.5 5051.1 67.7
50 | 2867.1 | 16202.6 4702.1 50.8 | 1956.4 12345 4897.5 54.9
75 | 5103.7 | 16737.3 3559.4 65.7 | 4698.7 | 15607.8 4345.5 65.1

TAB. 2: Evaluation de INCREASING_NVALUE en fonction du pourcentage de trous dans les domaines.

duction du nombre de noceuds utilisés pour instancier
toutes les VMs. Les VMs sont classées en fonction de
leur consommation en CPU et en mémoire (il existe
donc naturellement des classes d’équivalence entre les
VMs). Les contraintes NVALUE et INCREASING_NVALUE
(Section 5.1) sont utilisées pour modéliser cette partie
du probleme.

En pratique, les résultats obtenus par un modele
incluant des contraintes INCREASING_NVALUE montrent
un gain modéré en terme de temps de résolution (3%),
alors que le gain en nombre d’échecs est plus significatif
(35% en moyenne).

6 Travaux connexes

Un filtrage GAC pour INCREASING_NVALUE peut étre
obtenu via deux autres techniques : I'usage d’auto-
mates déterministes avec un nombre polynomial de
transitions [11], et la contrainte SLIDE [4].

Soit C' une contrainte d’arité k et soit X une sé-
quence de n variables. La contrainte Suipe(C,X) [4]
est un cas particulier de la contrainte cardpath.

Cette contrainte est satisfaite ssi C(X;, Xit41,...,X;+
k — 1) est vérifiée pour tout ¢ € [l,n —
kE 4+ 1]. La GAC peut étre établie en temps

O(nd*) ot d est la taille maximale d’'un domaine.
Une extension appelée SLIDE;(C,X) est satisfaite
C(Xijt1, Xijq2, ..., Xijyk) est vérifiée pour tout ¢ €
[0, ”T*k] Etant donné X = {z; | i € [1;n]}, la
contrainte INCREASING_NVALUE peut étre codée par
SLIDE2 (C,[24, ¢ilie[1;n)) 01 (&) €1, ¢2, . . ., ¢y sONt des va-
riables prenant leurs valeurs dans [1,n] avec ¢; =1 et

¢n = N, et (b) C(zi, ¢, Tit1,cit1) est la contrainte
be x; # xip1 NCip1 = ¢ +b Az < xy47. La com-
plexité en temps est alors en O(nd?*) pour établir GAC
sur la reformulation de INCREASING_NVALUE.

La reformulation basée sur des automates fini déter-
ministes est détaillée dans le catalogue de contraintes
globales [1]. En utilisant algorithme de Pesant [11], la
complexité obtenue est O(nUp;?) pour GAC, olt Up;
est la taille de I'union des domaines des variables.

7 Conclusion

Nous avons proposé une technique pour réaliser un
filtrage complet (GAC) pour une spécialisation de la
contrainte NVALUE, ol les variables de décision doivent
satisfaire une séquence de contraintes binaires d’inéga-
lité. Alors que prouver si une contrainte NVALUE ad-
met ou non une solution est un probleme NP-Difficile,
notre algorithme a une complexité linéaire en la somme
des tailles des domaines des variables. Nous pensons
que la structure de données pour gérer ces matrices
creuses avec acces ordonné aux colonnes peut étre utile
au delad du cadre de INCREASING_NVALUE, afin d’amé-
liorer la complexité d’algorithmes de filtrage d’autres
contraintes globales. Nos travaux futurs se concen-
treront également sur une amélioration pratique de
I'implémentation de l'algorithme de filtrage de IN-
CREASING_NVALUE, en considérant des intervalles de va-
leurs consécutives dans un domaine donné, plutot que
chaque valeur séparément. De fagon plus générale, ce
travail aborde le theme de l'intégration générique de
méthodes pour casser des symétries dans les systemes



a contraintes, via des contraintes globales [8, 12].
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