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Résumé

Nous présentons un algorithme générique pour la ré-
solution de problèmes d’optimisation combinatoires. Cet
algorithme est hybride et combine une approche heu-
ristique, à savoir l’optimisation par colonies de fourmis
(ACO), avec une approche complète de type ”Branch
&Propagate &Bound” (B&P&B), à savoir CP Optimi-
zer (produit commercialisé par IBM Ilog). Le problème à
résoudre est modélisé avec le langage de modélisation de
CP Optimizer. Il est ensuite résolu par un algorithme gé-
nérique qui fonctionne en deux phases séquentielles. La
première phase sert à échantillonner l’espace des solu-
tions. Pendant cette première phase, CP Optimizer est
utilisé pour construire des solutions satisfaisant toutes
les contraintes du problème, et le mécanisme d’appren-
tissage phéromonal d’ACO est utilisé pour identifier les
zones prometteuses de l’espace de recherche par rapport
à la fonction objectif à optimiser. Durant la deuxième
phase, CP Optimizer effectue une recherche arborescente
exhaustive (le ”restart” [11]) guidée par les traces de
phéromone accumulées lors de la première phase. Nous
avons testé l’algorithme proposé sur des problèmes de
sac à dos, d’affectation quadratique et d’ensemble stable
maximum. Les premiers résultats sur ces trois problèmes
montrent que ce nouvel algorithme améliore les perfor-
mances de CP Optimizer.

1 Introduction

Les problèmes d’optimisation combinatoires (COP)
sont d’une importance conséquente aussi bien dans le
monde scientifique que dans le monde industriel. La
plupart des COP sont NP-difficiles. Par conséquent, à
moins que P = NP , ils ne peuvent pas être résolus de
façon exacte en un temps polynomial. Parmi les COP

qui sont NP-difficiles nous pouvons citer le problème
du voyageur de commerce (TSP), le problème du sac-
à-dos multidimensionnel (MKP) et le problème d’af-
fectation quadratique (QAP). Pour résoudre ces COP,
deux types d’approches complémentaires peuvent être
utilisées, à savoir, les approches complètes et les ap-
proches heuristiques (ou métaheuristiques).

Les approches complètes explorent l’espace des com-
binaisons de façon exhaustive et procèdent générale-
ment par Branch & Bound (B&B) : l’espace des com-
binaisons est structuré en un arbre qui est exploré de
façon systématique, et des fonctions d’évaluation sont
utilisées pour élaguer les sous-arbres dont l’évaluation
de la fonction objectif est moins bonne que la meilleure
solution trouvée. Cette approche permet de trouver la
solution optimale en une limite de temps finie [9, 10].
Cependant, sa complexité est exponentielle dans le
pire des cas. Quand le COP comporte des contraintes
à satisfaire, en plus de la fonction objectif à optimiser,
on peut raffiner l’approche B&B en ajoutant une phase
de propagation des contraintes, ce que l’on peut résu-
mer par Branch & Propagate & Bound (B&P&B) : à
chaque nœud de l’arbre, les contraintes sont exploitées
pour réduire l’espace de recherche en enlevant des do-
maines des variables les valeurs inconsistantes par rap-
port à une consistance locale. La programmation par
contraintes (PPC) est généralement basée sur une ap-
proche B&P&B ; elle offre des langages de haut niveau
pour la modélisation de COP en termes de contraintes
et elle intègre toute une gamme d’algorithmes dédiés
à la propagation de contraintes. Par conséquent, ré-
soudre des COP avec la PPC ne nécessite pas beau-
coup de travail de programmation. La PPC est géné-



ralement très efficace lorsque les contraintes sont suffi-
samment fortes pour que leur propagation réduise l’es-
pace de recherche à une taille raisonnable. Toutefois,
sur certaines instances, elle peut ne pas trouver de so-
lutions de bonne qualité en un temps acceptable.

Les métaheuristiques contournent ce problème d’ex-
plosion combinatoire en explorant l’espace de re-
cherche de façon incomplète : elles ignorent délibé-
rément certaines zones qui leur semblent moins pro-
metteuses. Un point clé réside dans leur capacité à
équilibrer la diversification et l’intensification de la re-
cherche : la diversification a pour objectif de garantir
un bon échantillonnage de l’espace de recherche limi-
tant le risque d’ignorer des zones contenant des solu-
tions optimales ; l’intensification a pour objectif d’aug-
menter l’effort de recherche dans les zones promet-
teuses, aux alentours des bonnes solutions. Les mé-
taheuristiques obtiennent généralement des solutions
de très bonne qualité en des temps de calcul accep-
tables. Cependant, elles ne garantissent pas l’optima-
lité des solutions trouvées, car elles n’assurent pas le
parcours entier de l’espace de recherche. Un autre in-
convénient des métaheuristiques réside dans le fait que
leur utilisation pour résoudre de nouveaux COP néces-
site généralement un important travail de programma-
tion. En particulier, la prise en compte des contraintes
particulières à l’application demande de concevoir des
structures de données appropriées pour évaluer rapi-
dement les violations de contraintes avant de prendre
une décision.

Beaucoup de métaheuristiques sont basées sur la re-
cherche locale où l’espace de recherche est exploré par
des perturbations élémentaires de combinaisons, e.g.,
le recuit simulé [5] ou la recherche Tabou [2]. Pour faci-
liter l’implémentation des algorithmes basés sur la re-
cherche locale, Van Hentenryck et Michel ont conçu un
langage de haut niveau basé sur les contraintes nommé
Comet [3]. Comet introduit notamment la notion de
variable incrémentale permettant au programmeur de
concevoir de façon déclarative des structures de don-
nées qui permettent d’évaluer efficacement le voisinage
de solutions.

Dans ce papier, nous proposons une approche gé-
nérique pour la résolution de COP qui combine une
approche complète de type B&P&B avec une méta-
heuristique. Nous avons implémenté et validé notre
approche à l’aide de CP Optimizer, qui est un solveur
générique, développé par IBM Ilog, qui utilise la tech-
nique de B&P&B. Notre objectif est de montrer qu’en
combinant ce type d’approche avec une métaheuris-
tique on améliore ses performances tout en conservant
ses avantages principaux, à savoir la déclarativité et la
complétude : dans notre nouvelle approche (de même
qu’avec CP Optimizer), le COP à résoudre est défini

de façon déclarative en termes de contraintes et il est
résolu par un algorithme générique intégré au système ;
cet algorithme est complet et garantit donc l’optima-
lité des solutions trouvées (dans la mesure où on ne
borne pas les temps d’exécution).

La métaheuristique que nous utilisons pour amé-
liorer les performances de CP Optimizer est l’opti-
misation par colonies de fourmis (ACO) [1]. Il s’agit
d’une approche constructive qui explore l’espace de re-
cherche par constructions itératives de nouvelles com-
binaisons. ACO a montré qu’elle est très efficace pour
trouver rapidement de bonnes solutions, mais elle
souffre des mêmes inconvénients que les autres méta-
heuristiques, c’est à dire, il n’y a aucune garantie quant
à l’optimalité des solutions trouvées, et elle demande
un important travail de programmation à chaque fois
qu’elle est appliquée à un nouveau problème.

En combinant ACO avec CP Optimizer, nous pre-
nons le meilleur des deux approches. Pour résoudre un
problème dans cette nouvelle approche on procède de
la même manière que lorsqu’on utilise CP Optimizer,
c’est-à-dire on commence par modéliser le problème
dans le langage de modélisation de CP Optimizer. En-
suite, on demande au solveur de rechercher la solu-
tion optimale. Cette recherche est décomposée en deux
phases. Dans la première phase, ACO est utilisée pour
échantillonner l’espace des solutions et identifier les
régions de l’espace de recherche les plus prometteuses.
Au cours de cette première phase, CP Optimizer est
utilisé pour propager les contraintes et proposer des
solutions réalisables à ACO. Dans la deuxième phase,
CP Optimizer réalise une recherche basée sur le ”res-
tart” [11] et qui utilise l’approche B&P&B pour trou-
ver la solution optimale. Au cours de cette deuxième
phase, les traces de phéromones recueillies lors de la
première phase sont utilisées par CP Optimizer comme
heuristique d’ordre de valeurs. Cela lui permet de se
concentrer en premier sur les régions les plus promet-
teuses de l’espace des solutions.

Rappelons que notre objectif principal n’est pas de
rivaliser avec les algorithmes existants dans l’état de
l’art qui sont dédiés à la résolution de problèmes spéci-
fiques, mais de montrer qu’ACO peut améliorer le pro-
cessus de recherche d’un algorithme générique utilisant
la technique de B&P&B. Pour cela, nous avons choisi
CP Optimizer comme référence, et nous l’avons uti-
lisé comme une ”boite noire” avec sa configuration par
défaut correspondant à la stratégie Restart proposée
par Refalo dans [11] : cette stratégie relance réguliè-
rement de nouvelles recherches et utilise des noGoods
pour apprendre de ses échecs passés ; elle utilise aussi
les impacts comme heuristique de choix de variables
et de valeurs.

La suite de cet article est organisée comme suit :



dans la section 2, nous rappelons quelques définitions
sur les COP, la PPC et ACO. La section 3 décrit
l’algorithme CPO-ACO. Dans la section 4, nous don-
nons quelques résultats expérimentaux sur les pro-
blèmes du sac-à-dos multidimensionnel, de l’affecta-
tion quadratique et de l’ensemble stable maximum.
Nous concluons par une discussion sur certains tra-
vaux connexes et les perspectives de ce travail.

2 Contexte

2.1 Problème d’optimisation combinatoire (COP)

Un COP est défini par un quadruplet P =
(X,D,C, F ) tel que

– X = {x1, . . . , xn} est un ensemble de n variables
de décisions ;

– à chaque variable xi ∈ X est associé un domaine
D(xi) qui est un ensemble fini d’entiers ;

– C est un ensemble de contraintes à satisfaire ;
– F : D(x1) × . . . × D(xn) −→ R est la fonction

objectif à optimiser.
Une affectation A est un ensemble de couples variable-
valeur notés < xi, vi > et correspondant à l’affectation
de la valeur vi ∈ D(xi) à la variable xi. Une affecta-
tion A est complète si toutes les variables de X sont
affectées dans A, sinon, elle est partielle. Une affec-
tation est inconsistante si elle viole une ou plusieurs
contraintes de C, sinon elle est consistante. Une solu-
tion est une affectation consistante et complète. Une
solution A de P est optimale si pour toute autre solu-
tion A′

de P , F (A) ≤ F (A′
) si P est un problème de

minimisation ou F (A) ≥ F (A′
) si P est un problème

de maximisation.

2.2 Résolution d’un COP par B&P&B

L’approche B&P&B résout un COP en construisant
un arbre de recherche : à chaque noeud, elle choi-
sit une variable non encore affectée xi et elle choisit
une valeur vj ∈ D(xi) pour créer le point de choix
xi = vj ∨ xi 6= vj . Elle explore ensuite séparément
chaque sous-arbre induit par chacune de ces deux al-
ternatives. Cette recherche arborescente est combinée
avec la propagation de contraintes et les techniques
d’approximation de la fonction objectif.

La propagation de contraintes assure un certain ni-
veau de consistance en filtrant les domaines des va-
riables non affectées. Ce filtrage se traduit par la sup-
pression des valeurs qui sont inconsistantes par rap-
port à une certaine consistance locale comme, par
exemple, la consistance d’arc [7].

Les techniques d’encadrement des bornes de la fonc-
tion objectif permettent également de filtrer les do-
maines des variables [6]. En effet, une valeur d’une va-

riable qui ne pourra pas figurer dans une solution qui
soit meilleure que la meilleure solution trouvée jusqu’à
présent sera supprimée.

Lorsque la propagation de contraintes ou l’approxi-
mation des bornes de la fonction objectif détecte un
échec (un domaine d’une variable est devenu vide),
cette procédure fait marche arrière pour exploiter un
autre noeud de l’arbre de recherche. Cette méthode est
efficace et générique. En revanche, elle ne parvient pas
à résoudre certains COP pour lesquels la propagation
de contraintes et/ou les techniques d’approximation ne
sont pas capables de réduire suffisamment l’espace de
recherche.

2.3 Heuristique d’ordre basée sur les impacts

A chaque étape d’une résolution B&P&B, il s’agit
de choisir la prochaine variable à affecter ainsi qu’une
valeur appartenant à son domaine. Ces choix ont une
forte influence sur la taille de l’arbre de recherche et
on utilise généralement des heuristiques d’ordre pour
guider ces choix.

Refalo [11] a proposé des heuristiques d’ordre ba-
sées sur la notion d’impact. L’impact de l’affectation
d’une valeur à une variable est défini comme étant la
proportion de l’espace de recherche supprimée par la
propagation de contraintes causée par cette affecta-
tion. L’impact d’une valeur est défini comme étant la
moyenne de ses impacts observés et l’impact d’une va-
riable, comme étant la moyenne de l’impact des valeurs
restantes dans son domaine. Ces impacts sont utilisés
pour définir des heuristiques d’ordre : à chaque nœud
de l’arbre de recherche, la prochaine variable à affecter
est celle ayant le plus fort impact, et la valeur affectée
est celle ayant le plus petit impact.

Ces heuristiques d’ordre basées sur les impacts sont
celles utilisées par défaut par CP Optimizer.

2.4 Optimisation par Colonies de Fourmis (ACO)

ACO est une métaheuristique constructive qui ex-
plore l’espace de recherche en construisant itérative-
ment de nouvelles combinaisons. Cette métaheuris-
tique a été appliquée à la résolution de nombreux COP,
et il existe de nombreuses déclinaisons de ce principe
très général. Nous invitons le lecteur intéressé à se réfé-
rer à [1] pour plus de détails. Nous décrivons ici l’algo-
rithme du MAX-MIN Ant System (MMAS) proposé
par Stützle et Hoos dans [13], qui a montré de très
bonnes performances sur de nombreux problèmes, et
nous le présentons dans notre contexte de résolution
d’un COP modélisé par un quadruplet (X,D,C, F ).

L’idée de base est de construire des affectations com-
plètes selon un principe glouton aléatoire, et de pro-
gressivement biaiser le modèle probabiliste utilisé pour



construire une affectation en fonction de l’expérience
passée. On utilise pour cela un mécanisme simple d’ap-
prentisage par renforcement de traces de phéromone.

Structure phéromonale. La phéromone est utilisée
dans un algorithme ACO pour identifier progressive-
ment les composants de solution les plus prometteurs,
et biaiser en conséquence le modèle probabiliste uti-
lisé pour construire des combinaisons. De façon géné-
rale, on associe à chaque composant de solution c une
trace de phéromone τc. Cette trace de phéromone re-
présente l’expérience passée de la colonie concernant
l’utilisation de c lors de la construction d’une combi-
naison : plus c a participé à de bonnes combinaisons,
plus τc a une valeur importante, et plus la probabilité
de choisir c lors de la construction d’une combinaison
est importante.

Le choix de la structure phéromonale (i.e., des com-
posants sur lesquels on dépose de la phéromone) dé-
pend du problème à résoudre. Si on considère un COP
définit par un quadruplet (X,D,C, F ), on peut asso-
cier une trace de phéromone τ(xi, vj) à chaque couple
variable-valeur < xi ∈ X, vj ∈ D(xi) >. Intuitive-
ment, la quantité de phéromone sur < xi, vj > repré-
sente l’intéret appris d’affecter la valeur vj à la variable
xi. Cette structure phéromonale a démontré son effi-
cacité à résoudre certains COP, par exemple, le QAP
[13], les CSP [12] ou le problème d’ordonnancement de
voitures [4].

Les traces de phéromone sont utilisées pour inten-
sifier la recherche autour des meilleures affectations
trouvées. Afin d’équilibrer l’intensification et la diver-
sification, ces traces de phéromone sont bornées entre
deux paramètres τmin et τmax de sorte que les diffé-
rences entre deux traces soient limitées. De plus, les
traces de phéromone sont initialisées à τmax au début
de l’exécution d’un algorithme ACO.

Construction des affectations. A chaque cycle de
l’algorithme, chaque fourmi construit une affectation
complète selon un principe glouton aléatoire : partant
d’une affectation vide, on choisit à chaque itération
une variable non affectée et une valeur à affecter à cette
variable. Ce processus est répété jusqu’à ce que toutes
les variables soient affectées. Le choix de la prochaine
variable à affecter se fait par rapport à une heuristique
donnée. Par exemple, pour le problème d’ordonnance-
ment de voitures, les variables sont affectées par ordre
croissant d’indice dans la séquence de voitures. Pour
un CSP, on peut choisir la variable ayant le plus petit
domaine.

Une fois qu’une fourmi a sélectionné une variable
xi, elle choisit une valeur vj ∈ D(xi) en fonction de la

probabilité

p(xi, vj) =
[τ(xi, vj)]α · [η(xi, vj)]β∑

vk∈D(xi)
[τ(xi, vk)]α · [η(xi, vk)]β

(1)

où η(xi, vj) est le facteur heuristique associé à l’affec-
tation de vj à xi. La définition de ce facteur heuristique
dépend du problème considéré. Généralement, ce fac-
teur heuristique évalue l’impact de l’affectation de vj
à xi sur la fonction objectif. α et β sont deux para-
mètres qui déterminent l’influence de la phéromone et
de l’heuristique dans le choix de la valeur.

Les contraintes sont généralement gérées différem-
ment selon que le COP est faiblement ou fortement
contraint. Quand le COP est faiblement contraint, il
est très facile de construire une solution satisfaisant
toutes les contraintes, et la difficulté réside dans le
fait que l’on cherche la solution optimisant la fonc-
tion objectif. C’est le cas par exemple du QAP ou
du MKP. Dans ce cas, les contraintes sont propagées
après chaque affectation de sorte que les domaines ne
contiennent que des valeurs consistantes, et les four-
mis ne construisent que des affectations consistantes.
Par exemple, pour le QAP, la contrainte imposant de
ne pas implanter une même usine à plusieurs endroits
est propagée en enlevant les emplacements déjà uti-
lisés des domaines ; pour le MKP, les contraintes de
capacité sont propagées en affectant à 0 les variables
associées à des objets ne pouvant être sélectionnés sans
violer une contrainte de capacité.

Quand le COP est fortement contraint, la construc-
tion d’une solution satisfaisant toutes les contraintes
(indépendamment de la fonction objectif) peut devenir
un problème difficile de sorte que les fourmis peuvent
ne pas y arriver. Pour éviter cela, les contraintes
peuvent être intégrées dans la fonction objectif : l’ob-
jectif est alors de trouver l’affectation satisfaisant au
mieux les contraintes [12].

Mise-à-jour de la phéromone. Une fois que chaque
fourmi a construit une solution, les traces de phé-
romone sont mises-à-jour. Dans un premier temps,
toutes les traces de phéromone sont diminuées en les
multipliant par (1−ρ), où ρ ∈ [0; 1] est le taux d’évapo-
ration. Ce processus d’évaporation permet aux fourmis
d’oublier progressivement les constructions anciennes
pour ainsi mettre l’accent sur les constructions les plus
récentes.

Dans un deuxième temps, on récompense les
meilleurs affectations construites lors du dernier cycle
et/ou la meilleure affectation construite depuis le dé-
but de l’exécution. Cette récompense est traduite
par le dépôt d’une quantité de phéromone sur les
composants de ces affectations. Lorsque les traces



de phéromone sont associées à des couples variable-
valeur, la phéromone est déposée sur les couples
<variable/valeur> de l’affectation à récompenser. La
quantité de phéromone déposée est généralement pro-
portionnelle à la qualité de l’affectation à récompenser.
Cette quantité est souvent normalisée entre 0 et 1 et
elle est généralement définie comme un ratio entre la
qualité de l’affectation à récompenser et la valeur op-
timale (si elle est connue) ou la qualité de la meilleure
affectation trouvée jusqu’alors.

3 Description de CPO − ACO

ACO s’est révélée très efficace pour trouver rapide-
ment de bonnes solutions à de nombreux COP. Ce-
pendant, la conception d’un algorithme ACO pour ré-
soudre un nouveau COP peut exiger un grand effort
de programmation. En effet, si les procédures de ges-
tion et d’exploitation de la phéromone sont très sem-
blables d’un COP à l’autre, la résolution d’un nou-
veau COP nécessite d’écrire des procédures de pro-
pagation et de contrôle des contraintes dépendantes
du problème considéré. Ce constat est à l’origine de
notre travail : en combinant ACO avec la PPC, on
peut réutiliser les nombreuses procédures disponibles
pour la gestion des contraintes.

L’algorithme proposé CPO − ACO fonctionne en
deux phases :

– Pendant la première phase, ACO utilise CP Op-
timizer pour construire des solutions et le mé-
canisme d’apprentissage phéromonal est utilisé
pour intensifier progressivement la recherche au-
tour des meilleures solutions trouvées.

– Pendant la deuxième phase, CP Optimizer est uti-
lisé pour rechercher la solution optimale, et les
traces de phéromone recueillies au cours de la pre-
mière phase sont utilisées pour guider CP Opti-
mizer dans sa recherche.

3.1 Première phase de CPO −ACO

L’algorithme 1 décrit la première phase de CPO −
ACO, les grandes lignes de cet algorithme sont décrites
ci-après.

Construction d’une affectation

Lors de chaque cycle (lignes 3-14), chaque fourmi
demande à CP Optimizer de construire une solution
(ligne 5). Notez que pendant cette première phase,
nous ne demandons pas à CP Optimizer d’optimiser
la fonction objectif, mais simplement de trouver des
solutions satisfaisant toutes les contraintes. Chaque
nouvel appel à CP Optimizer correspond à une nou-
velle recherche (restart) et CP Optimizer construit

une solution selon le principe B&P&B : il propage les
contraintes après chaque affectation et si un échec est
détecté, il fait marche arrière pour prendre une autre
décision jusqu’à ce qu’il trouve une solution. Lors de
cette première phase, CP Optimizer est utilisé avec ses
paramètres par défaut à l’exception de l’heuristique
de choix de valeur qui lui est transmise en paramètre.
Cette heuristique est basée sur ACO et définit la pro-
babilité de choisir la valeur vj pour une variable xi
par

p(vj) =
[τ(xi, vj)]α · [1/impact(vj)]β∑

vk∈D(xi)
[τ(xi, vk)]α · [1/impact(vk)]β

où impact(vj) est l’impact observé de la valeur vj [11].
Comme toutes les traces de phéromone sont initiali-
sées à la même valeur (i.e., τmax ), au cours des pre-
miers cycles, les impacts sont plus déterminants que
les traces de phéromone dans le choix des valeurs. Tou-
tefois, à la fin de chaque cycle les traces de phéro-
mone sont mises à jour, et les traces de phéromones
influencent de plus en plus le choix des valeurs.

Notons que CPO-ACO est plutôt destiné à ré-
soudre des COP pour lesquels la difficulté n’est pas de
construire des solutions, mais de trouver la solution qui
optimise la fonction objectif. Pour ces problèmes, CP
Optimizer est capable de construire très rapidement
une solution (en faisant très peu de retours arrières)
de sorte que l’on peut rapidement collecter un nombre
significatif de solutions qui peuvent alors être utilisées
par ACO pour biaiser la recherche. CPO-ACO pour-
rait être utilisé pour résoudre des COP plus contraints
mais, dans ce cas, CP Optimizer peut avoir besoin de
plus de temps pour calculer une solution satisfaisant
toutes les contraintes ce qui fait que l’apprentissage
phéromonal sera basé sur trop peu de solutions pour
être intéressant.

Mise-à-jour de la phéromone

Une fois que chaque fourmi a construit une affec-
tation, les traces de phéromone sont évaporées en les
multipliant par (1− ρ) où ρ ∈ [0; 1] est le taux d’éva-
poration des phéromones (lignes 6-7).

À la fin de chaque cycle, les meilleures solutions (par
rapport à la fonction l’objectif) sont récompensées
dans le but d’intensifier la recherche autour d’elles. Les
meilleures solutions du cycle sont systématiquement
récompensées (lignes 9-11). En revanche, la meilleure
solution construite depuis le début de la recherche est
récompensée seulement si elle est meilleure que les
meilleures solutions du dernier cycle (lignes 12-13).

Une solution A est récompensée en augmentant la
quantité de phéromone sur chaque couple< xi, vj > de
A, ainsi, la probabilité d’affecter xi à vj lors des futures



Entrées : P = (X,D,C, F ) et les paramètres {tmax1 , dmin , itmax , α, β, ρ, τmin , τmax ,nbAnts}
Sorties : une solution Abest et une matrice de phéromone τ : X ×D → [τmin ; τmax ]
début1

pour chaque xi ∈ X et chaque vj ∈ D(xi) faire τ(xi, vj)← τmax2

répéter3

/* Construction des solutions */
pour chaque k ∈ {1, . . . ,nbAnts} faire4

Construire une solution Ak en utilisant CP Optimizer5

/* Evaporation de la phéromone */
pour chaque xi ∈ X et chaque vi ∈ D(xi) faire6

τ(xi, vi)← max(τmin , (1− ρ) · τ(xi, vi))7

/* Dépôt de phéromone */
Soit Abest la meilleure solution construite jusqu’à présent (y compris le dernier cycle)8

pour chaque k ∈ {1, . . . ,nbAnts} faire9

si ∀l ∈ {1, . . . ,nbAnts},Ak est au moins aussi bon que Al alors10

pour chaque < xi, vi >∈ Ak faire τ(xi, vi)← min(τmax , τ(xi, vi) + 1
1+|F (Ak)−F (Abest)| )11

si Abest est strictement meilleur que toutes les solutions {A1, ...,AnbAnts} alors12

pour chaque < xi, vi >∈ Abest faire τ(xi, vi)← min(τmax , τ(xi, vi) + 1)13

jusqu’à temps utilisé ≥ tmax1 ou nombre de cycle sans amélioration de Abest ≥ itmax ou distance14

moyenne de {A1, ...,AnbAnts} ≤ dmin ;
retourne Abest et τ15

fin16

Algorithme 1 – Phase 1 de CPO −ACO

affectations est augmentée. La quantité de phéromone
ajoutée est inversement proportionnel à l’écart entre
F (A) et F (Abest).

Conditions d’arrêt

La première phase s’arrête dans l’un des cas sui-
vants : si le temps CPU tmax1 a été atteint ; si la
meilleure solution Abest n’a pas été améliorée depuis
itmax itérations ; ou bien si la distance moyenne entre
les affectations calculées pendant le dernier cycle est
plus petite que dmin , ce qui indique que les traces de
phéromone ont permis à la recherche de converger.
Nous définissons la distance entre deux affectations
comme étant le taux de couples variable-valeur sur les-
quels les deux affectations sont différentes : la distance
entre A1 et A2 est |X|−|A1∩A2|

|X| .

3.2 Deuxième phase de CPO −ACO

À la fin de la première phase, la meilleure solution
construite Abest et la structure phéromonale τ sont
transmises à la deuxième phase. Le coût de Abest est
utilisé pour borner la fonction objectif. Ensuite, CP
Optimizer est lancé pour chercher la solution opti-
male : dans cette deuxième phase, chaque fois que CP

Optimizer trouve une meilleure solution, il borne la
fonction objectif avec son coût et il fait marche ar-
rière pour trouver de meilleures solutions ou prouver
l’optimalité de la dernière solution trouvée.

Comme dans la première phase, CP Optimizer est
utilisé comme une bôıte noire avec ses paramètres de
recherche par défaut et utilise la structure phéromo-
nale τ et les impacts comme heuristiques d’ordre de
variables. Cependant, cette fois, il ne calcule pas les
probabilités de sélection des valeurs pour une variable
xi, mais il choisit la valeur qui maximise la formule

[τ(xi, vi)]α · [1/impact(vi)]β .

Nous avons comparé expérimentalement différentes
variantes de CPO-ACO :

– Dans le but de montrer l’intérêt d’utiliser un mé-
canisme d’apprentissage phéromonal lors de la
première phase, nous avons testé la variante où,
pendant la première phase, la recherche est ef-
fectuée sans utiliser de phéromone de sorte que
l’heuristique de choix de valeurs est définie par
les impacts uniquement. Cette variante donne des
résultats significativement moins bons.

– Pour évaluer l’intérêt de l’utilisation des traces
de phéromone lors de la deuxième phase, nous



avons testé la variante où, à la fin de la première
phase, nous ne retenons que Abest qui est uti-
lisé pour borner la fonction objectif au début de
la deuxième phase. La deuxième phase est alors
constituée par la recherche par défaut de CP Opti-
mizer (qui utilise uniquement les impacts comme
heuristique de choix de valeurs). Cette variante
obtient également des résultats beaucoup moins
bons que lorsque la structure de phéromone est
utilisée lors de cette deuxième phase.

– Enfin, nous avons testé la variante où, au cours
de la deuxième phase, le choix de valeur pour
une variable donnée est fait en utilisant la règle
de transition probabiliste de ACO (voir la sec-
tion 3.1) comme dans la première phase au lieu
de sélectionner la valeur qui maximise la formule
donnée en section 3.2. Cette variante obtient, sur
la plupart des tests effectués, des résultats qui ne
sont pas significativement différents de ceux qu’on
donne dans la section suivante.

4 Evaluation expérimentale de CPO-ACO

4.1 Les problèmes considérés

Nous avons évalué l’algorithme CPO-ACO sur trois
COP bien connus, à savoir : le problème de sac-à-dos
multidimensionnel (MKP) ; le problème d’affectation
quadratique (QAP) et le problème de l’ensemble stable
maximum (MIS).

Le problème de sac à dos multidimensionnel (MKP)
consiste à sélectionner un sous-ensemble d’objets qui
satisfait un ensemble de contraintes linéaires de capa-
cité et qui maximise la somme des profits des objets
sélectionnés. Le modèle PPC que nous avons utilisé est
le suivant :

– X associe une variable xi à chaque objet i ;
– ∀xi ∈ X, D(xi) = {0, 1} de sorte que xi = 0 si i

n’est pas sélectionné, et 1 sinon ;
– C est un ensemble de m contraintes de capacité

tel que chaque contrainte Cj ∈ C est de la forme∑n
i=1 cij · xi ≤ rj où cij est la quantité de res-

source j requise par l’objet i et rj est la quantité
disponible de la ressource j ;

– la fonction objectif à maximiser est F =∑n
i=1 ui · xi où ui est le profit de l’objet i.

Nous avons considéré les instances académic avec
100 objets disponibles sur
http ://people.brunel.ac.uk/˜mastjjb/jeb/orlib/mknap
info.html. Nous avons considéré les 20 premières ins-
tances avec 5 contraintes de ressources (de 5-100-00
à 5-100-19), les 20 premières instances avec 10
contraintes de ressources (de 10-100-00 à 10-100-19)

et les 20 premières instances avec 30 contraintes de
ressources (de 30-100-00 à 30-100-19).

Le problème d’affectation quadratique (QAP)
consiste à déterminer l’emplacement d’usines de façon
à minimiser les distances entre les usines et les flux
de produits entre les usines. Le modèle PPC que nous
avons utilisé est le suivant :

– X associe une variable xi à chaque usine i ;
– ∀xi ∈ X, D(xi) = {1, . . . , n} tel que xi = j si

l’usine i est construite à l’emplacement j ;
– C contient uniquement la contrainte all-different

sur toutes les variables, assurant ainsi que chaque
usine est construite à un seul emplacement.

– la fonction objectif à optimiser est F =∑n
i=1

∑n
j=1 axixj bij où axixj est la distance entre

les emplacements des usines i et j, et bij est le
flux entre les usines i et j.

Pour nos tests, nous avons utilisé les instances acadé-
miques de la QAPLIB qui sont disponibles sur
www.opt.math.tu-graz.ac.at/qaplib/inst.html.

Le problème de l’ensemble stable maximum (MIS)
consiste à sélectionner le plus grand sous-ensemble de
sommets d’un graphe de sorte que deux sommets sé-
lectionnés dans ce sous-ensemble ne sont pas reliés par
une arête (ce problème est équivalent à la recherche
d’une clique maximum dans le graphe inverse). Le mo-
dèle PPC que nous avons utilisé est le suivant :

– X associe une variable xi à chaque sommet i ;
– ∀xi ∈ X, D(xi) = {0, 1} de sorte que xi = 0 si le

sommet i n’est pas sélectionné et xi = 1 sinon ;
– C associe une contrainte binaire cij à chaque arête

(i, j) du graphe. Cette contrainte assure que les
sommets i et j ne seront pas sélectionnés dans le
même ensemble, i.e., cij = (xi + xj < 2).

– la fonction objectif à maximiser est F =
∑n
i=1 xi.

Les instances de MIS que nous avons utili-
sées pour nos tests sont toutes disponibles sur
http ://www.nlsde.buaa.edu.cn/∼kexu/benchmarks/gr
aph-benchmarks.htm.

4.2 Conditions expérimentales

Pour chaque problème, le modèle PPC a été implé-
menté en utilisant le langage de modélisation de CP
Optimizer.

Nous comparons CPO-ACO avec CP Optimizer
(noté dans la suite CPO). Dans les deux cas, nous
avons utilisé la version V2.3 de CPO avec ses para-
mètres de recherche par défaut. Toutefois, pour CPO-
ACO, les fonctions de choix de valeurs sont transmises
en paramètres à CPO comme décrit dans la section



précédente. Pour CPO, les impacts sont utilisés comme
heuristique de choix de variable et de valeur [11].

Pour toutes les expériences, le temps CPU total a été
limité à 300 secondes sur une machine Pentium-4 2.2
Gz. Pour CPO-ACO, cette durée totale est partagée
entre les deux phases : la durée de la phase 1 est au
plus égale à tmax1 = 25% du temps total. Nous avons
par ailleurs fixé dmin à 0.05 (de sorte que la phase 1 est
arrêtée dès que la distance moyenne entre les solutions
du même cycle est inférieure à 5%) et itmax à 500 (de
sorte que la phase 1 est arrêtée si Abest n’a pas été
améliorée depuis 500 cycles). Le nombre de fourmis
est nbAnts = 20 ; le poids du facteur phéromonal est
α = 1 et le poids du facteur heuristique est β = 2. Les
traces de phéromone sont bornées entre τmin = 0.01
et τmax = 1.

Notons que nous n’avons pas utilisé le même taux
d’évaporation de la phéromone pour toutes les expé-
rimentations. En effet, pour le MKP et le MIS les va-
riables sont binaires, ce qui fait qu’à chaque cycle une
des deux valeurs possibles (0 ou 1) est récompensée, et
ACO converge assez rapidement. Pour le QAP, tous les
domaines sont de taille n (où n est égal au nombre de
variables), donc à chaque cycle, seulement une valeur
sur les n valeurs possibles est récompensée. Dans ce
cas, nous avons délibérément augmenté le taux d’éva-
poration afin d’accélérer la convergence de ACO lors
de la première phase. Par conséquent, ρ = 0.01 pour
le MKP et le MIS et ρ = 0.1 pour le QAP.

Pour les deux algorithmes, CPO et CPO-ACO, nous
avons effectué 30 exécutions par instance de chaque
problème.

4.3 Résultats expérimentaux

Le tableau 1 donne les résultats expérimentaux ob-
tenus par CPO et CPO-ACO sur le MKP, le QAP et
le MIS. Pour chaque classe d’instances et pour chaque
algorithme, ce tableau donne l’écart (en pourcentage)
par rapport à la meilleure solution connue. Notons
d’abord que CPO et CPO-ACO n’atteignent (presque)
jamais la solution optimale connue : les meilleures
solutions connues sont en effet, obtenues avec des
approches dédiées. CPO et CPO-ACO sont des ap-
proches complètement génériques qui ne visent pas à
concurrencer les approches dédiées. Aussi, nous avons
choisi une limite raisonnable de temps CPU (300 se-
condes) afin de nous permettre d’effectuer un nombre
suffisant de tests, pour pouvoir utiliser les tests statis-
tiques. Avec cette limite de temps, CPO-ACO obtient
des résultats compétitifs avec des approches dédiées
sur le MKP (moins de 1% d’écart par rapport aux
meilleures solutions connues), mais il est assez loin des
meilleures solutions connues sur de nombreuses ins-
tances du QAP et MIS.

Comparons maintenant CPO avec CPO-ACO. Le
tableau 1 nous montre que l’utilisation d’ACO pour
guider CPO améliore le processus de recherche sur
toutes les classes d’instances sauf deux. Toutefois,
cette amélioration est plus importante pour le MKP
que pour les deux autres problèmes. Comme les deux
approches ont obtenu des résultats assez proches sur
certaines classes d’instances, nous avons fait des tests
statistiques (t-test avec un niveau de confiance de
95%) pour déterminer si les résultats sont significa-
tivement différents ou non. Pour chaque classe, nous
avons indiqué le pourcentage d’instances pour les-
quelles une approche a obtenu des résultats signifi-
cativement meilleurs que l’autre (colonne >t−test du
tableau 1). Pour le MKP, CPO-ACO est nettement
meilleur que CPO sur 57 instances, alors qu’il n’est
pas significativement différent pour 3 instances. Pour
le QAP, CPO-ACO est nettement meilleur que CPO
sur un grand nombre d’instances. Toutefois, CPO est
meilleur que CPO-ACO sur une instance de la classe
tai* du QAP. Pour le MIS, CPO-ACO est nettement
meilleur que CPO sur 35% d’instances, mais il n’est
pas significativement différent sur toutes les autres.

5 Conclusion

Nous avons proposé une approche générique pour ré-
soudre les COP définis par un ensemble de contraintes
et une fonction objectif. Cette approche générique
combine une approche B&P&B avec ACO. L’idée prin-
cipale de cette combinaison est de bénéficier de l’effi-
cacité (i) de ACO pour explorer l’espace de recherche
et identifier les zones prometteuses (ii) de CP Optimi-
zer pour exploiter fortement le voisinage des meilleures
solutions trouvées par ACO. Cette combinaison nous
permet d’atteindre un bon équilibre entre la diversi-
fication et l’intensification de la recherche : la diver-
sification est principalement assurée au cours de la
première phase par ACO et l’intensification est assu-
rée par CP Optimizer au cours de la deuxième phase.
Nous avons montré par des expériences sur trois COP
différents que cette approche hybride améliore les per-
formances de CP Optimizer.

Il est à noter que grâce à la nature modulaire de CP
Optimizer qui sépare clairement la partie modélisation
du problème de la partie résolution, la combinaison de
ACO et CP Optimizer a été faite de manière natu-
relle. Par conséquent, le programme CPO-ACO utilisé
était exactement le même pour les expériences sur les
différents problèmes utilisés dans cet article.

D’autres travaux ont également proposé des ap-
proches intégrant ACO avec des approches de type
B&P&B. En particulier, B. Meyer a proposé, dans [8],
deux algorithmes hybrides où ACO a été couplée avec



Résultats pour le MKP
CPO CPO −ACO

Name # I # X avg (sd) >avg >t−test avg (sd) >avg >t−test
5.100-* 20 100 1.20 (0.30) 0% 0% 0.46 (0.23) 100% 100%
10.100-* 20 100 1.53 (0.31) 0% 0% 0.83 (0.34) 100% 100%
30.100-* 20 100 1.24 (0.06) 5% 0% 0.86 (0.08) 95% 85%

Résultats pour le QAP
CPO CPO −ACO

Name # I # X avg (sd) >avg >t−test avg (sd) >avg >t−test
bur* 7 26 1.17 (0.43) 0% 0% 0.88 (0.43) 100% 57 %
chr* 11 19 12.11 (6.81) 45% 9% 10.99 (6.01) 55 % 45 %
had* 5 16 1.07 (0.89) 0% 0% 0.54 (1.14) 100% 60 %
kra* 2 30 17.46 (3.00) 0% 0% 14.99 (2.79) 100% 100%
lipa* 6 37 22.11 (0.82) 0% 0% 20.87 (0.75) 100% 100%
nug* 15 20 8.03 (1.59) 7% 0% 5.95 (1.44) 93 % 80 %
rou* 3 16 5.33 (1.15) 33% 0% 3.98 (1.00) 67 % 67 %
scr* 3 16 4.60 (2.4) 33% 0% 5.12 (2.60) 67 % 0 %
tai* 4 16 6.06 (1.35) 25% 25% 4.84 (1.25) 75 % 50 %

Résultats pour le MIS
CPO CPO −ACO

Name # I # X avg (sd) >avg >t−test avg (sd) >avg >t−test
frb-30-15-* 5 450 9.83 (1.86) 0% 0% 9.46 (2.00) 80% 20%
frb-35-17-* 5 595 11.62 (2.05) 60% 0% 11.82 (2.31) 40% 0%
frb-40-19-* 5 760 13.47 (1.92) 20% 0% 12.85 (2.22) 80% 20%
frb-45-21-* 5 945 15.40 (2.43) 0% 0% 14.35 (1.82) 100% 80%
frb-50-23-* 5 1150 16.24 (2.32) 20% 0% 15.84 (2.00) 80% 20%
frb-53-24-* 5 1272 18.15 (2.55) 0% 0% 16.86 (1.84) 100% 80%
frb-56-25-* 5 1400 17.85 (2.37) 20% 0% 16.89 (1.08) 80% 40%
frb-59-26-* 5 1534 18.40 (2.44) 40% 0% 18.37 (2.16) 60% 20%

Table 1 – Comparaison de CPO et CPO-ACO sur le MKP, le QAP et le MIS. Chaque ligne donne succes-
sivement : le nom de la classe d’instances, le nombre d’instances dans la classe (#I), le nombre moyen de
variables dans ces instances (#X), les résultats obtenus par CPO (resp. CPO-ACO), à savoir, le pourcentage
d’écart par rapport à la meilleure solution connue (moyenne (avg) et écart type(sd)), le pourcentage d’instances
pour lesquelles CPO (resp. CPO-ACO) a obtenu de meilleurs résultats en moyenne (>avg), et le pourcentage
d’instances pour lesquelles CPO (resp. CPO-ACO) est donné meilleur par le test statistique t-test.



la PPC. Il a proposé un premier couplage faible où
les deux approches fonctionnent en parallèle en échan-
geant seulement les solutions et les bornes de la fonc-
tion objectif. Il a proposé un deuxième couplage plus
fort, où la propagation de contraintes a été incorporée
dans ACO pour permettre à une fourmi de revenir en
arrière (backtrack) lorsqu’une affectation d’une valeur
à une variable donnée échoue. Toutefois, la procédure
de retour en arrière a été limitée au niveau de la der-
nière variable choisie. Cela signifie que, si toutes les
valeurs possibles de la dernière variable choisie ont été
essayées sans succès, la recherche d’une fourmi se ter-
mine par un échec (pas de solution construite). Les
résultats de ce travail montrent sur le problème d’or-
donnancement de tâches que le couplage plus fort est
meilleur. Notons que le couplage fort proposé n’est pas
une approche complète.

Nous avons également proposé dans [4] une ap-
proche hybride, notée Ant-CP, qui combine ACO avec
la PPC pour résoudre les problèmes de satisfaction de
contraintes (sans fonction à optimiser). Comme CPO-
ACO, Ant-CP utilise le langage de modélisation de la
PPC pour définir le problème, et les fourmis utilisent
les procédures prédéfinies de la PPC pour propager les
contraintes. Cependant, contrairement à CPO-ACO,
Ant-CP effectue une recherche incomplète.

Plusieurs points méritent d’être mentionnés en tant
que futures améliorations de CPO-ACO. À l’heure ac-
tuelle, CPO-ACO fonctionne plutôt bien sur les pro-
blèmes pour lesquels la recherche d’une solution réa-
lisable est facile. Dans ce papier, nous avons appli-
qué CPO-ACO sur trois problèmes différents sans pour
autant utiliser d’heuristiques dédiées à ces problèmes.
Nous proposons d’étudier l’intérêt d’ajouter des heu-
ristiques dépendantes des problèmes à résoudre et voir
si cela lui permet de devenir compétitif avec les ap-
proches existantes dans l’état de l’art.

Le réglage des paramètres est un autre point inté-
ressant. Pour l’instant les paramètres de CPO-ACO
sont réglés en utilisant notre expérience. Cependant,
on pense qu’une version adaptative qui change dyna-
miquement les valeurs des paramètres pendant l’exé-
cution peut augmenter l’efficacité de l’algorithme et sa
robustesse.
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