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1prenom.nom@info.unicaen.fr, 2prenom.nom@univ-orleans.fr

Abstract

Il est reconnu que la création d’un modèle de ré-

seaux de contraintes requiert une bonne expérience du

domaine. Pour cette raison, des outils pour générer au-

tomatiquement de tels réseaux ont gagné en intérêt

ces dernières années. Ce papier présente un système

basé sur la programmation logique inductive capable de

construire un modèle de contraintes à partir de solutions

et non-solutions de problèmes proches. Le modèle est

exprimé dans un langage mi-niveau. Nous montrons que

les approches de PLI classique ne sont pas capables de

résoudre cette tâche d’apprentissage et nous proposons

une nouvelle approche basée sur le raffinement d’une so-

lution appelée graine. Nous présentons des résultats ex-

périmentaux sur des jeux de données allant des puzzles

aux problèmes d’emploi du temps.

1 Introduction

La programmation par contraintes (CP) est un for-
malisme pour modéliser et résoudre une large gamme
de problèmes de décision, des puzzles arithmétiques
aux emplois du temps en passant par les problèmes de
programmation de tâches industrielles. Cependant, il
est reconnu par la communauté [16] que le modelage
en CP requiert une connaissance approfondie pour être
produit avec succès. Des problèmes majeurs pour les
utilisateurs débutants sont leur connaissance très li-
mitée sur le choix des variables, comment trouver les
contraintes et comment améliorer leur modèle pour le
rendre efficace. Dans ce processus, trouver les bonnes
contraintes est crucial et il existe beaucoup de travaux
sur la compréhension[18] et l’automatisation[4] de la
tâche de modelage.

A notre connaissance, seulement le système CO-
NACQ dans [9] et les papiers ultérieurs [4, 5] cherche
à apprendre un réseau de contraintes avec un algo-
rithme basé sur l’espace des versions. Cependant, une
limitation principale de l’approche est que l’utilisateur
doit fournir l’ensemble exact des variables ainsi que

des solutions et des non-solutions pour son problème.
Qu’un utilisateur veuille construire un modèle alors
qu’il a déjà des solutions est discutable. En contraste,
et d’un point de vue cognitif, il est plus intéressant
pour un utilisateur d’obtenir un modèle pour un nou-
veau problème en ayant des solutions et non-solutions
de problèmes liés. Pour illustrer, nous considérons
qu’un utilisateur veut modéliser un problème d’emploi
du temps scolaire en ayant seulement des solutions et
non-solutions, produites à la main, pour des instances
historiques des précédentes années. Malgré la généra-
lisation à un cadre apprentissage actif[5], l’utilisateur
doit fournir à CONACQ un jugement sur des solutions
potentielles du problème actuel.

Certains langages de modelage comme OPL [12], Es-
sence’ [10] ou MiniZinc[15] fournissent un cadre pour
modéliser des problèmes de contraintes avec un niveau
d’abstraction moyen. L’utilisateur fournit des règles et
des paramètres qui sont combinés dans un processus
de réécriture pour générer un Problème de Satisfac-
tion de Contraintes (CSP) adapté au véritable pro-
blème à résoudre. Apprendre une telle spécification à
partir de problèmes déjà résolus (données historiques)
fournirait un modèle qui pourrait être réutilisé dans
un nouveau contexte avec différents paramètres. Par
exemple, après la génération du problème d’emploi du
temps scolaire, le modèle pourra être construit à par-
tir des données courantes comme le nombre de cours,
d’enseignants, les nouvelles salles de cours . . .

Dans ce papier, nous présentons une manière d’ac-
quérir une telle spécification utilisant la Programma-
tion Logique Inductive (ILP). Les exemples et contre-
exemples pour le concept à apprendre sont définis
comme des interprétations dans un langage logique
que nous appelons langage de description et le CSP en
sortie est exprimé par des contraintes dans un langage
de contraintes. La spécification est exprimée par des
règles du premier ordre qui associent à un ensemble de
prédicats dans le langage de description (corps d’une
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règle), un ensemble de contraintes dans le langage de
contraintes (tête d’une règle). Nous n’utilisons pas di-
rectement un langage de modelage comme Essence ou
Zinc pour rester proche d’un système de règles mais
les règles que nous apprenons ont un niveau d’abs-
traction équivalent aux langages de modelage inter-
médiaire comme Essence’, Minizinc ou OPL. En par-
ticulier, ils permettent l’utilisation d’arythmétique et
de paramètres et ils peuvent être réécrits pour générer
un problème contraint de taille différente. Chercher de
telles règles est un réel problème pour les techniques
d’ILP puisque nos règles présentent des difficultés re-
connus dans la communauté ILP telles la recherche
aveugle et la traversée de ”plateau”. Pour dépasser
ces difficultés, nous proposons une nouvelle technique
basée sur une recherche bidirectionnelle consistant à
progressivement réduire les bornes de l’espace de re-
cherche. Pour cela, nous nous basons sur la structure
de la saturation d’un exemple pour biaiser l’espace de
recherche. La saturation est un objet bien connu en
ILP permettant de connâıtre les différentes caractéris-
tiques d’un exemple en fonction d’une base de connais-
sance.

Nous organisons ce papier de la manière suivante.
Nous introduisons le langage de règles et décrivons
comment un modèle peut se réécrire en CSP. Nous
présentons ensuite le problème d’apprentissage sous la
forme d’un problème d’ILP classique et fournissons les
clés pour comprendre et reproduire notre algorithme.
Nous présentons divers résultats sur des problèmes
classiques de contraintes comme l’emploi du temps,
l’ordonnancement d’ateliers et le classique n-reines.

2 Apprentissage de problèmes contraints

2.1 Le langage cible

Soient V un ensemble de variables et D = (DX)X∈V

leurs domaines. Une contrainte est une relation c sur
un sous-ensemble de variables. Nous notons var(c) les
variables sur lesquelles c est définie et par sol(c) ⊆
Dvar(c) l’ensemble des tuples définissant c. Un CSP
est un triplé (V,D, C), où V et D sont définis comme
ci-dessus et C est un ensemble de contraintes. Un lan-
gage de modelage fournit une manière de spécifier un
CSP avec une certaine abstraction. De nombreux lan-
gages donnent la possibilité d’utiliser des arguments
pour paramétrer leurs modèles [10, 14]. Les paramètres
sont alors fournis dans un fichier séparé. Nous présen-
tons dans ce papier un langage de modelage en logique
du premier ordre qui retient la notion de paramètres
et pose des contraintes pour toutes les substitutions
de variables en accord avec les paramètres. Nous ne
considérons pas des objets comme les fonctions, sou-

vent utilisées par langage de modelage destiné à un
utilisateur humain. Nous appelons notre langageML.

Une spécification de problème contraint (CPS) dans
le langage ML consiste en un ensemble de règles dé-
crivant quand une contrainte doit être posée dans une
instance d’un CSP. Soit T un ensemble de types. Soit
V = (Vt)t∈T et (Constt)t∈T respectivement un en-
semble de variables typées et de constantes. Un terme
est soit une variable soit une constante. Les prédicats
ont aussi des types et sont divisés en deux ensembles
disjoints PD et PC correspondant respectivement au
corps et à la tête de la règle. Les prédicats du corps
forment le langage de description. Ils sont utilisés pour
décrire les exemples et contre-exemple et pour intro-
duire les variables de la règle. Ils ont également une
ou plusieurs déclarations de mode : pour chaque ar-
gument, on précise s’il s’agit d’une entrée ou d’une
sortie du prédicat. Les entrées sont notées + et les
sorties −. Par exemple, le prédicat sum(X,Y,Z) avec
la sémantique X + Y = Z pourrait avoir le mode
sum(+,+,-). Les prédicats de la tête forment le lan-
gage de contraintes et sont utilisés pour définir des
contraintes qui doivent être satisfaites si le corps est
vrai. Ces prédicats sont les précurseurs des contraintes
et seront transformés en contraintes pendant la phase
de réécriture. Un atome est une expression de la forme
p(t1, . . . , tk), où p est un prédicat d’arité k et t1, . . . , tk
des termes. Un littéral est un atome ou la négation
d’un atome.

La syntaxe de nos règles est la suivante :

rule ::= ∀ variables : body → head

variables ::= vs ∈ TYPE | variables, variables

vs ::= VARIABLE | vs, vs

body ::= BODY_ATOM | body ∧ body

head ::= HEAD_ATOM | ¬HEAD_ATOM

| head ∨ head

La figure 2 présente quelques exemples de problèmes
spécifiés avec ce langage. Nous avons volontairement
enlevé les quantifications universelles de variables pour
des raisons de place.

Le premier exemple correspond au problème de
coloration de graphe où deux sommets adjacents
ne peuvent avoir la même couleur. Le second
est un problème d’emploi du temps simplifié où
timetable(L, T, R, S) représente un cours L enseigné
par un professeur T dans une salle R pendant le cré-
neau S. Deux cours ne peuvent avoir lieu dans la même
salle s’ils ont lieu au même moment (première règle) et
un enseignant ne peut enseigner deux cours différents
au même moment. Le dernier problème est un pro-
blème d’organisation d’atelier. Une tâche J de type
T doit être faite entre les heures B et E avec la ma-
chine M . Les machines peuvent faire tous les type de



Solutions

Non-solutions

Constraint language
<, >, =, ...

Rule system

timetable(A,B,C,D) ˄ timetable(E,F,G,H) → 
A=E ˅ C≠G ˅ D≠H

timetable(A,B,C,D) ˄ timetable(E,F,G,H) → 
A=E ˅ B≠F ˅ D≠H

...

Parameters

Domains :
Room = {C205, C34, C109, …}

Timeslot = {A, B, C, ...}

CSPLearning

2007 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2008 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2009 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2007 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2008 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2009 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

S203

S106

S308

A

C

A

... ... ... ...

2010 timetable

Lesson Teacher Room Timeslot

CS

Maths

Biology

Mrs Blue

Mr Brown

Mrs White

?

?

?

?

?

?

English Mrs Green ? ?

Latin Mrs Green ? ?

... ... ... ...

Rewriting

Figure 1 – Cadre pour l’apprentissage de problèmes contraints

Graph coloring problem

col(X, A) ∧ col(Y, B) → A 6= B ∨ ¬adj(X, Y ) Simplified jobshop

schedule(J, T, B, E, M) → B < E
V

Simplified school timetable schedule(J1, T1, B1, E1, M1) ∧ schedule(J2, T2, B2, E2, M2)
timetable(L1, T1, R1, S1) ∧ timetable(L2, T2, R2, S2) → → J1 = J2 ∨ M1 6= M2 ∨ B1 > E2 ∨ E1 < B2

L1 = L2 ∨ R1 6= R2 ∨ S1 6= S2

V

V

schedule(J1, T1, B1, E1, M1) ∧ schedule(J2, T2, B2, E2, M2)
timetable(L1, T1, R1, S1) ∧ timetable(L2, T2, R2, S2) → → J1 = J2 ∨ E1 < B2 ∨ prev(T1, T2)

T1 6= T2 ∨ L1 = L2 ∨ S1 6= S2

Figure 2 – Exemples de CPS



travaux mais certains types doivent être faits avant
d’autres (prev décrit l’ordre des types de tâches).

En contraste avec les langages de modelage clas-
siques, la présence de disjonction rend difficile la com-
préhension pour un utilisateur humain. Cependant, la
majorité de ces disjonctions sera supprimée lors de la
compilation du CSP.

2.2 Instanciation d’un CPS

Prenons comme exemple le problème d’emploi du
temps. Nous supposons que suite à la phase d’ap-
prentissage l’utilisateur a obtenu un CPS dans le lan-
gage décrit précédemment. Pour obtenir un modèle de
CSP, il doit fournir une table partiellement remplie
représentant le prédicat timetable (voir fig. 1) et les
domaines liés à son problème actuel qui sont, dans
l’exemple, les salles et les créneaux. Ces tables par-
tielles, qu’on appellera par la suite extension partielle,
permettent de fixer les paramètres du CPS.

L’objectif de l’utilisateur est alors d’obtenir un CSP
pouvant compléter cette extension partielle. Dans la
figure 1, il s’agit de déterminer les salles et les créneaux
où auront lieux les cours sachant que les professeurs
ont déjà été choisis.

La traduction d’un CPS en CSP se décompose en
deux phases. La première va compléter les extensions
partielles avec des variables de CSP en leur fixant le
domaine correspondant. La seconde va, pour chaque
règle du CPS, chercher les substitutions possibles du
corps et produire les contraintes correspondantes grâce
à la tête. L’algorithme est présenté dans la figure 2.2
et est expliqué dans la suite. Il prend en paramètre
un modèle CS , correspondant au CPS décrivant son
problème, et les données actuelles de son problèmes :
un ensemble d’extension partielle et les domaines pour
chaque type.

Une extension partielle d’un prédicat p est un couple
(p, E), où E est un ensemble de tuples 〈x1, x2, . . . , xk〉
définissant ce prédicat. xi est soit une constante soit ?
signifiant que l’utilisateur ne connâıt pas la valeur pou-
vant être associée au reste du tuple. Dans la suite, on
notera ext l’ensemble des extensions partielles fournies
par l’utilisateur. La première phase (ligne 3) consiste
à compléter ext en remplaçant les ? par des variables
de CSP avec le bon domaine (donné par le prédicat).

La seconde phase consiste à produire à partir des
règles du CPS les contraintes propre à l’instance de
l’utilisateur. Pour cela, nous générons toutes les substi-
tutions du corps G possible tel qu’il soit satisfait (ligne

8). Étant donné une substitution σ, le corps est satis-
fait si chaque atome p(t1, . . . , tk) de G est satisfait avec
σ. L’atome p(t1, . . . , tk) est satisfait si σ(p(t1, . . . , tk))
a un support dans ext ou dans le cas où p est dé-

Algorithm : Translate(CS, ext, domains)
1. //Complete the partial extension

2. // with CSP variables with domains

3. ext← Complete(ext, domains)
4. //Initialize the variables set

5. //with these in ext

6. vars← GetVar(ext)
7. constraints← ∅
8. for each G→ C ∈ CS
9. // Generate all substitution of the body

10. subst← GenerateAllSubst(G, ext)
11. for each σ ∈ subst
12. //If there are atoms with no matching

13. // in ext,it adds aux. variables

14. // and the constraint

15. for each atoms p(t1, . . . , tk) ∈ G
16. such that (p, ) /∈ ext
17. vars.add(GetVar(σ(p(t1, . . . , tk))))
18. constraints.add(σ(p(t1, . . . , tk)))
19. //It adds the constraint

20. //corresponding to the head

21. constraint.add(σ(C))
22. //Finally, it returns the CSP

23. return CSP(vars, domains, constraints)

Figure 3 – Traduction d’un CPS en CSP

fini intentionnellement, si σ(p(t1, . . . , tk)) est valide en
respect de la définition. Un problème se pose dans le
cas d’un p intentionnel. Que se passe-t-il quand parmi
les entrées de p, il y a une variable de CSP ? Dans
ce cas, nous générons des variables de CSP auxiliaires
en sorties. Par exemple, considérons l’atome suivant
sum(X,Y, Z) et la substitution {X/2, Y/v1, Z/?} avec
pour domaine de la variable v1 : [2..6]. Dans ce cas,
la substitution est complétée avec Z/v2 avec comme
domaine pour v2 : [−∞.. +∞]. Une fois ces substi-
tutions calculées, l’algorithme va substituer la tête de
la règle pour produire les contraintes (ligne 21). Les
contraintes produites sont alors des disjonctions de
contraintes. Cependant, si on prend l’exemple des em-
plois du temps, les variables d’un certain nombre de
contraintes seront déjà fixées. Par exemple, prenons
la substitution {L1/Latin, T1/Mrs Green, R1/v1,
S1/v2, L2/English, T2/Mrs Green, R2/v3, S2/v4}
de la seconde règle. La contrainte produite par cette
substitution est alors Mrs Green 6= Mrs Green ∨
Latin = English ∨ v2 6= v4. Elle peut être immédia-
tement simplifiée en v2 6= v4. Ce n’est cependant pas
le cas à chaque fois ; si cette substitution est appliquée
à la première règle, il restera une disjonction.



2.2.1 Tâche d’apprentissage

Dans cette partie, nous décrivons la tâche d’appren-
tissage consistant à induire à partir de solutions et non-
solutions d’un problème, un CPS. Le choix de notre
langage était motivé par l’utilisation des techniques de
programmation logique inductive (ILP). Nous présen-
tons donc cette tâche comme un problème d’appren-
tissage relationnel classique.

Le but est donc d’apprendre la définition d’un CPS,
noté CS qui discriminera correctement les solutions
E+ des non-solutions E−. On dira que CS couvre un
exemple e en respect avec une base de connaissance B,
noté (e ∪ B) |= CS, si pour toute substitution σ des
variables de CS vers les constants de e, σ(CS) est vrai.
Un exemple est rejeté s’il n’est pas couvert. Une défi-
nition est satisfaisante si elle couvre tous les exemples
de E+ et rejette ceux de E−. Pour résumer, nous pou-
vons formaliser notre problème d’apprentissage de la
manière suivante : étant donnés deux ensembles E+

et E−, et une base de connaissance B, trouver une
définition pour CS telle que :

– ∀e+ ∈ E+ : (e+ ∪ B) |= CS
– ∀e− ∈ E− : (e− ∪ B) 2 CS

Le cadre traditionnel d’apprentissage en ILP
consiste à apprendre une définition composée de
clauses. Un exemple est alors couvert s’il existe une
substitution couvrant au moins une règle. Cette défi-
nition correspond à des formes normales disjonctives
(DNF). Or, un CPS est en forme normale conjonctive.
En passant au concept négatif, c’est à dire en cher-
chant la négation de CS rejetant les exemples de E+

et couvrant ceux de E− (autrement dit, en inversant
les ensembles positifs et négatifs), on se ramène à l’ap-
prentissage d’une définition en DNF et ainsi, pouvoir
utilisé les techniques de l’état de l’art. Par manque de
place, nous ne détaillerons pas cette transformation
dans ce papier. Le lecteur intéressé pourra consulter
[13]. Ainsi, dans la suite de ce papier, nous cherche-
rons à apprendre des définitions pour la négation du
problème cible. Le CPS pourra être obtenu en prenant
la négation de la définition apprise.

Nous nous intéressons dans ce papier à la fa-
mille d’algorithme separate-and-conquer [11]. Ces algo-
rithmes cherchent à apprendre un ensemble de règles
jusqu’à ce que tous les exemples soient discriminés.
Dans la suite, nous ne nous intéressons plus qu’à
l’apprentissage d’une règle de la définition. Les ca-
ractéristiques principales d’un système de recherche
d’une règle sont données par la définition d’un es-
pace de recherche, un opérateur de raffinement et
une heuristique capable de choisir, à chaque étape,

le meilleur candidat parmi les raffinements possibles.
Dans ce contexte, l’opérateur de raffinement joue un
rôle essentiel et les approches sont usuellement sépa-
rées en deux catégories : d’une part, les recherches top-
down qui commencent avec une clause générale et qui
construisent des spécialisations et de l’autre, les re-
cherches bottom-up qui commencent avec une clause
spécifique et puis la généralisent. Dans la plupart de
ces cas, l’opérateur de raffinement permet d’organiser
l’espace de recherche comme un treillis, commençant
soit par une clause générale nommée top (⊤) soit par
une spécifique nommée bottom (⊥).

3 Saturation Minimale

Nous avons observé que la majorité des systèmes
d’ILP classiques échouait sur l’apprentissage de nos
CPS ou finissait par trouver une solution après une
recherche exhaustive. Ces échecs peuvent être expli-
qués par les difficultés contenues dans les problèmes
considérés qui sont bien connus dans la communauté
ILP. De récents travaux sur la transition de phase en
ILP[17] et sur la recherche aveugle ou la traversée de
”plateau”[1] montrent de réelles difficultés sur certaines
classes de problèmes. C’est notamment le cas pour
l’apprentissage de CPS. Dans la suite de notre article,
nous proposons une recherche bidirectionnelle où l’idée
principale est de réduire progressivement l’espace de
recherche. À chaque étape, notre espace de recherche
est défini par un couple d’hypothèses (H⊤i

, H⊥i
) li-

mitant l’espace. Notre opérateur de raffinement pro-
duit de nouvelles limites (H⊤i+1

, H⊥i+1
) où H⊤i+1

est
plus spécifique que H⊤i

et H⊥i+1
est plus générale que

H⊥i
. La recherche s’arrête quand H⊤i

= H⊥i
qui cor-

respond à la règle apprise.

Notre algorithme est basé sur la structure de la sa-
turation, une opération usuelle en ILP. La saturation
est un ensemble de littéraux clos apportant un maxi-
mum d’information sur un exemple. Elle est organisée
en plusieurs couches ordonnées. Un littéraux appar-
tient à une couche k si les termes nécessaires à son
introduction ont été introduits par des littéraux des
couches précédentes. Nous commençons par formali-
ser cet objet avant de présenter notre algorithme de
recherche de règle.

3.1 Saturation

Avant de définir la saturation, nous introduisons
quelques notations : étant donné un littéral l, nous
notons input(l) et output(l) les ensembles des termes
associés respectivement aux entrées et aux sorties
du littéral l. Nous utilisons la même notation pour
une formule f en notant input(f) =

⋃
l∈f input(l)



et output(f) =
⋃

l∈f output(l). De plus, l’ensemble
des termes apparaissant dans un littéral l est noté
terms(l). vars(f) est une opération qui consiste à
substituer toutes les constantes d’une formules f par
des variables telles que les constantes sont rempla-
cées par des variables distinctes. Comme indiqué pré-
cédemment, la saturation d’un exemple est un en-
semble de littéraux qui peut être structuré en niveaux :
nous notons layer(l) le niveau dans lequel apparâıt
le littéral k 1. L’ensemble des littéraux appartenant
au niveau k est noté litsOfLayer(k) et est défini
par : litsOfLayer(k) = {l | layer(l) = k}. Enfin,
étant donnés un ensemble d’exemples positifs et un en-
semble d’exemples négatifs, nous notons p(f) et n(f) le
nombre d’exemples respectivement positifs et négatifs
couverts par la formule f .

Saturation d’un exemple Dans cette partie, nous
présentons une formalisation de l’opérateur de satu-
ration, consistant à collecter tous les littéraux clos qui
décrivent un exemple ou qui sont liés à sa description.
Cette construction sera illustrée sur l’exemple suivant,
inspiré du classique exemple des trains de Michalski :

Exemple
Dans cet exemple, chaque train est composé d’un

certain nombre de wagons, chaque wagon est décrit par
son nombre de roues et sa taille. De plus chaque wagon
transporte un certain nombre d’objets de différentes
formes géométriques. La situation suivante décrit deux
trains correspondant respectivement à un exemple po-
sitif et un exemple négatif du même concept cible :

t+1 : {has car(t+1 , c1), has car(t+1 , c2), has car(t+1 , c3),
wheels(c1, 2), wheels(c2, 3), wheels(c3, 5),
long(c1), long(c2), long(c3), load(c1, circle, 3),
load(c2, circle, 6), load(c3, triangle, 10)}

t−2 : {has car(t−2 , c1), has car(t−2 , c2), has car(t−2 , c3),
wheels(c1, 1), wheels(c2, 4), wheels(c3, 3),

long(c1), long(c2), short(c3), load(c1, circle, 4),
load(c1, rectangle, 2), load(c2, rectangle, 5)

load(c2, circle, 6), load(c3, circle, 2)}

Nous considérons ici que les prédicats utilisés
sont associés aux modes suivants : has car(+,−),
shape(+,−), wheels(+,−) et load(+,−,−). Si on
suppose que la définition cible caractérise les trains
ayant au moins deux wagons transportant des objets
de même forme et que l’un des deux a à la fois plus de
roues et plus d’objets de la forme commune, alors une
définition possible sous forme de clause est :

goodtrain(T ) : −has car(T, C1), has car(T, C2),

1. La notion de niveau est relative à un exemple et sa satu-

ration. Puisque la construction d’une clause est réalisée à l’aide

d’un exemple graine, dans la suite, pour chaque notion qui est

liée à un exemple ou sa saturation, il s’agira implicitement de

l’exemple graine ou de sa saturation afin de ne pas alourdir les

notations.

C1 6= C2, wheels(C1, W1), wheels(C2, W2),

W1 < W2, load(C1, O, L1), load(C2, O, L2),

L1 < L2

La saturation d’un exemple est obtenue en ajoutant
autant de littéraux clos que possible à partir de la
base de connaissance, en imposant que tous les litté-
raux soient connectés à l’exemple. La saturation est
construite à partir des informations sur les domaines
et sur les modes des prédicats. Il s’agit d’un ensemble
de littéraux qui est structuré en niveaux : un littéral l
appartient au niveau k si ses termes correspondant à
des positions d’entrée (input(l)) apparaissent dans des
littéraux de niveaux inférieurs et que au moins l’un de
ces littéraux appartient au niveau k − 1. Cette opéra-
tion peut produire un ensemble infini, par conséquent
elle est paramétrée par une profondeur maximale, noté
i, correspondant au niveau maximum considéré.

Pour définir la saturation, nous caractérisons les dif-
férents niveaux qui la composent : le niveau k de sa-
turation, noté satk(Sl), est construit récursivement à
partir de l’ensemble Sl de tous les littéraux des niveaux
inférieurs à k :

satk(Sl) = {l | input(l) ⊆ termsSl

∧ input(l)∩ output(litsOfLayer(k− 1)) 6= ∅}

Nous pouvons maintenant définir l’ensemble de tous
les littéraux de niveau supérieur ou égal à k (mais
bornés par i) à partir de l’ensemble Sl des littéraux
introduits dans les niveaux précédents. Nous notons
sat(Sl, k, i) cet ensemble, il est défini par :

sat(Sl, k, i) = satk(Sl) ∪ sat(Sl, k + 1, i) k ≤ i

sat(Sl, k, i) = ∅ k > i

Finalement, la saturation de l’exemple e pour le
concept cible p, avec une profondeur maximum i peut
être écrite :

sat(p(e), i) = sat({p(e)}, 1, i)

Exemple (cont.)

Nous considérons que nous disposons d’une connais-
sance du domaine décrivant les prédicats 6= et <. Le
prédicat 6= permet de comparer d’une part les wagons
et d’autre part les formes géométriques, ce prédicat a
pour mode 6= (+,+). Le prédicat < permet de com-
parer les nombres de roues ou les nombres d’objets, il
a pour mode < (+,+). La saturation de l’exemple t+1
avec une profondeur maximale i = 3 est organisée en
niveaux de la manière suivante :



Niveau Littéraux

0 goodtrain(t+1 )

1 has car(t+1 , c1), has car(t+1 , c2),
has car(t+1 , c3)

2 wheels(c1, 2), wheels(c2, 3), wheels(c3, 4),
long(c1), long(c2), long(c3),
load(c1, circle, 3), load(c2, circle, 5),
load(c3, triangle, 10),
c1 6= c2, c1 6= c3, c2 6= c3

3 2 < 3, 2 < 4, triangle 6= circle,

3 < 5, 3 < 10, 2 < 5, 2 < 10, 5 < 10

3.2 Apprentissage de règles par saturation mini-

male

Dans cette section, nous présentons notre méthode
d’apprentissage. À chaque étape de la recherche, la
clause en construction est représentée par un ensemble
de littéraux. L’espace de recherche représentant l’en-
semble des clauses qui peuvent être apprises est orga-
nisé en un treillis borné par deux clauses notées⊤ et⊥,
et muni d’une relation d’ordre partiel permettant de
comparer la généralité entre 2 clauses. L’ordre partiel
considéré ici est l’inclusion, une clause s1 est plus géné-
rale qu’une clause s2 si s1 est un sous-ensemble de s2.
La recherche est guidée par un exemple positif appelé
“graine” et noté s dans la suite ; en notant p le prédicat
cible, nous définissons ⊤ = {p(s)} et ⊥ = sat(⊤, i) où
i est le niveau maximum de saturation. Cet espace de
recherche est usuellement utilisé dans les algorithmes
de l’état de l’art. En supposant que cette clause ⊥ re-
jette tous les exemples négatifs (elle couvre au moins
un exemple positif, la graine), l’espace de recherche
contient ainsi au moins une règle discriminante, reje-
tant les exemples négatifs. Notre objectif est de décou-
vrir une règle qui soit meilleure que ⊥, dans le sens où
elle couvre un maximum d’exemples positifs, tout en
rejetant les exemples négatifs.

Notre algorithme d’apprentissage est basé sur une
recherche bi-directionnelle qui raffine progressivement
les hypothèses H⊤ et H⊥ en conservant à chaque étape
la relation H⊥ = sat(H⊤, i) .

Cette section est organisée en deux parties : nous
présentons d’abord notre opérateur de raffinement puis
l’algorithme d’apprentissage, basé sur une itération
d’étapes de raffinement.

Opérateur de raffinement Cet opérateur recherche,
dans une couche k, un ensemble de littéraux à ajou-
ter à la clause en construction, H⊤, telle que la clause
saturée correspondant H⊥ discrimine les exemples po-
sitifs des négatifs. Pour déterminer cet ensemble de
littéraux, nous recherchons un ensemble minimal par
une recherche en largeur.

Afin de formaliser l’opérateur de raffinement,
nous commençons par définir l’ensemble des couples
candidats (H ′

⊤
, H ′

⊥
) obtenus par raffinements à

partir de l’hypothèse en cours de construction
(H⊤, H⊥). Cet ensemble de candidats est noté
candidates(H⊤, H⊥, k, i), où k représente la couche à
l’intérieur de laquelle le raffinement est recherché et i
correspond à la profondeur maximale :

candidates(H⊤, H⊥, k, i) =
{(H ′

⊤
, H ′

⊥
)|H ′

⊤
= H⊤ ∪ Sk

∧ Sk ⊆ litsOfLayer(k)
∧ H ′

⊥
= sat(H ′

⊤
, k, i) ∧ n(H ′

⊥
) = 0}

Cet ensemble est constitué de couples (H ′
⊤

, H ′
⊥

) où
H ′

⊤
est plus spécifique que H⊤ et H ′

⊥
est plus général

que H⊥ et pour lesquels H ′
⊥

rejette tous les exemples
négatifs.

Pour choisir un raffinement parmi l’ensemble des
candidats, nous sélectionnons celui pour lequel la taille
de Sk est minimum et s’il existe plusieurs raffine-
ments possibles, nous choisissons celui qui couvre le
plus grand nombre d’exemples positifs. Le nombre
de candidats est donc exponentiel avec la taille de
litsOfLayer(k). Afin de ne pas les générer tous, nous
recherchons le plus petit par une recherche en largeur,
l’algorithme de raffinement peut se résumer ainsi ;

Algorithm : Refine(H⊤, H⊥, k, i)
1. //To search the smallest

2. //subset of litsOfLayer(k)

3. for j from 0 to |litsOfLayer(k)|
4. Scandidates = ∅
5. //to enumerate subset

6. // of layer k of size j

7. for each subset Sk of litsOfLayer(k)
8. such that |S| = j
9. H ′

⊤
= H⊤ ∪ Sk

10. H ′
⊥

= sat(H ′
⊤

, k, i)
11. if n(H ′

⊥
) = 0 then

12. Scandidates.add((H ′
⊤

, H ′
⊥

))
13. //if there exist at less one candidate,

14. //the algorithm returns one covering

15. //the maximum of positive examples

16. if Scandidates 6= ∅ then

17. return argmax(H′

⊤
,H′

⊥
)∈Scandidatesp(H ′

⊥
)

18. //if none candidate is found,

19. //it returns the same pair

20. return (H⊤, H⊥)

Exemple (cont.)
Pour illustrer notre opérateur de raffinement,

supposons que l’hypothèse en cours de construc-
tion soit donnée par le couple (H⊤, H⊥) =
(vars({goodtrain(t+1 )}), vars(sat({goodtrain(t+1 )}, 3))



et que le raffinement soit produit par
Refine(H⊤, H⊥, 1, 3).

L’algorithme commence par rechercher un ensemble
de taille 1 dans le premier niveau. Tous les raffine-
ments conduisent à un même couple hypothèse (a re-
nommage de variables près) :

Niveau Littéraux

0 goodtrain(Vt+

1
)

1 has car(Vt+

1
,Vc1)

2 wheels(V c1, V W2), long(V c1),
load(V c1, V circle, V L3),

3

où H ′
⊤

apparâıt en gras et H ′
⊥

contient tous les litté-
raux. Ce couple n’est pas acceptable puisque H ′

⊥
couvre

l’exemple négatif t−2 .
Si nous considérons maintenant les sous-ensembles

de taille 2, nous obtenons les couples suivants (à re-
nommage de variables près) :

Niveau Littéraux

0 goodtrain(Vt+

1
)

1 has car(Vt+

1
,Vc1),has car(Vt+

1
,Vc2)

2 wheels(V c1, V W2), wheels(V c2, V W3),
load(V c1, V circle, V L3),
load(V c2, V circle, V L5), long(V c1),
long(V c2), V c1 6= V c2

3 V W2 < V W3, V L3 < V L5

Niveau Littéraux

0 goodtrain(Vt+

1
)

1 has car(Vt+

1
,Vc1),has car(Vt+

1
,Vc3)

2 wheels(V c1, V W2), wheels(V c3, V W4),
long(V c1), long(V c3),
load(V c1, V circle, V L3),
load(V c3, V triangle, V L10), V c1 6= V c3

3 V W2 < V W4, V triangle 6= V circle,

V L3 < V L10

Seule la première définition rejette tous les exemples
négatifs, par conséquent c’est le couple correspondant
qui sera retourné par l’algorithme de raffinement.

Apprentissage d’une règle Une règle intéressante est
une règle qui rejette tous les exemples négatifs et qui
couvre un maximum d’exemples positifs. Dans notre
recherche bi-directionnelle, nous construisons par raffi-
nements successifs des couples d’hypothèses (H⊤, H⊥),
qui convergent vers un couple vérifiant H⊤ = H⊥. Afin
de l’obtenir, le raffinement est opéré niveau par niveau,
en commençant par le niveau k = 1 et en finissant
par k = i où i est le niveau maximum. Nous initia-
lisons cette recherche par un couple correspondant à
un exemple graine et à sa saturation, où toutes les
constantes sont remplacées par des variables. L’algo-
rithme suivant décrit la recherche d’une règle définis-
sant un concept cible p, où l’espace de recherche est

construit à partir d’un exemple graine s.

Algorithm : LearnRule(p, s, i)

1. H⊤ = {p(s)}
2. H⊥ = vars(sat(p(s), i))

3. for each layer k from 1 to i

4. (H⊤, H⊥) = Refine(H⊤, H⊥, k, i)

5. return H⊤

4 Expériences

Pour illustrer l’efficacité de notre approche, nous
avons produit des jeux de données sur des problèmes
classiques. Pour cela, nous avons généré, pour les pro-
blèmes donnés en exemple à la section 2.1, un ensemble
de solutions et de non-solutions. Pour produire un
exemple positif, nous avons choisi des tailles aléatoires
pour les différents ensembles (ex. pour la coloration
de graphe, les nombres de sommets et de couleurs),
puis résolu le CSP correspondant avec une heuristique
aléatoire. Pour un exemple négatif, nous avons pro-
cédé d’une manière équivalente à la différence que les
contraintes sont relâchées et que l’on s’assure qu’il y
est au moins une contrainte non-satisfaite.

Pour évaluer notre méthode, nous nous sommes
comparés aux seuls systèmes d’ILP classiques ayant
réussi à trouver une définition. Seulement Propal (la
version décrite dans [2], plus rapide que celle de [3])
et Aleph[19] ont réussi. Aleph est un système offrant
de nombreuses possibilités de configurations. La pre-
mière que nous avons considérée, que nous appelle-
rons Aleph1, correspond à un parcours en largeur du
treillis limité à l’exploration de 200 000 nœuds de re-
cherche visités et à une liste ouverte infinie. La se-
conde, appelée Aleph2, diffère seulement sur la stra-
tégie de recherche utilisée où nous avons considéré la
recherche heuristique, où nous avons testé chaque heu-
ristique implémenté dans Aleph avec des résultats si-
milaires. Nous avons implémenté un prototype pour
notre algorithme et la figure 4 présente les résultats
obtenus avec ces systèmes. Pour calculer la précision
du CPS appris (troisième colonne), nous avons généré
de nouveaux exemples et calculé le rapport d’exemples
correctement discriminés (couverts pour les exemples
positifs, rejetés pour les négatifs) sur le nombre total
d’exemples. Plus le concept cible est compliqué, plus
Propal et Aleph2 trouvent des CPS incorrectes. Pour
les n-reines, nous avons stoppé Propal après 10 heures
de calcul. Cela illustre la difficulté que rencontre les
approches top-down quand la recherche est aveugle.
Aleph1 réussit sur tous les jeux de donnés. Cepen-
dant, il nécessite un important temps de calcul pour
les jeux de données compliqués. Notre méthode réussi



sur tous les jeux de données : elle trouve des CPS pré-
cis en peu de temps. Même si le sens est identique, les
règles apprises ne sont cependant pas toujours exacte-
ment celles attendus. Par exemple, pour les n-reines,
la contrainte apprise pour la diagonale est :

position(Q1, X1, Y 1) ∧ position(Q2, X2, Y 2)

∧ ecart(Y 1, Y 2, V 1) ∧ ecart(Y 2, Y 2, V 2)

→ Q1 = Q2 ∨ V 2 6= V 1

Notre prototype et nos jeux de données peuvent ob-
tenus en contactant par e-mail les auteurs.

5 Conclusion

Nos travaux cherchent à éviter les limitations ren-
contrées avec CONACQ [4]. À notre connaissance,
CONACQ et notre système sont les seules études
concernant l’acquisition de CSP. Dans [7], Bessière et
al. propose une méthode pour automatiquement gé-
nérer des points de vue à partir d’exemples. Cepen-
dant, aucune méthode n’est donnée pour générer les
contraintes sur ces variables. Alors que l’acquisition
n’est pas très étudiée, plusieurs travaux existent sur
la découverte de contraintes impliquées ou rendon-
dantes [8, 6]. Dans ce cas, la tâche d’apprentissage
consiste à apprendre seulement à partir d’exemple po-
sitifs puisque la discrimination des solutions et non-
solutions est déjà assurée par le modèle. Ces approches
sont complémentaires à la notre et les CPS, et les CSP
générés à partir d’eux, gagneraient à être reformulés
pour être plus efficaces.

Dans ce papier, nous avons présenté un cadre
pour obtenir automatiquement un modèle abstrait de
CSP. Notre approche, basée sur la programmation lo-
gique inductive, nécessite des exemples que l’utilisa-
teur considère comme des solutions et non-solutions
de problèmes liés. Ensuite, il obtient une spécification
(un CPS) qui peut être traduit par la suite en CSP
en ajoutant les données de son véritable problème.
Notre apport principal concerne la tâche d’apprentis-
sage. Même si nos CPS sont écrits en logique du pre-
mier ordre, les systèmes classiques échouent lors de
l’apprentissage. Les problèmes de recherche aveugle et
de transition de phase rendent notre classe de pro-
blèmes difficiles à résoudre. Nous avons donc déve-
loppé un nouvel algorithme de recherche bidirectionnel
basé sur le raffinement progressif des bornes de l’espace
de recherche. Les résultats sont très encourageants et
ouvrent la perspective d’enrichir le langage pour per-
mettre d’exprimer de nouveaux problèmes.
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